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Introduction

Depuis la fondation de la mécanique quantique au début du siècle dernier, un dévelop-

pement considérable est réalisé dans la construction de modèles de potentiels pour décrire

des interactions nucléaires en physique nucléaire ou des interactions interatomiques en

physique atomique oumoléculaire et en chimie quantique grâce à de nombreuses méthodes

de résolution des équations d’onde employées dans le cadre non relativiste ou dans un

contexte relativiste. Parmi ces méthodes, la supersymétrie a vu le jour récemment et en

peu de temps, elle est devenue un outil mathématique utilisé dans plusieurs branches de

la physique. En mécanique quantique, la supersymétrie s’appuie sur la méthode de facto-

risation introduite d’abord par Schrödinger [1] pour résoudre algébriquement le problème

de l’atome d’hydrogène et développée plus tard par Infeld et Hull [2]. La généralisation

de cette méthode leur a permis d’obtenir une vaste classe de potentiels solubles exacte-

ment. Le formalisme de la supersymétrie en mécanique quantique comprenant le concept

d’invariance de forme introduit par Gendenshtein [3] en 1983 permet de déterminer les

spectres d’énergie et les fonctions d’onde des potentiels solubles analytiquement. Notons

qu’un des avantages de ce formalisme réside dans la possibilité de construire de nouveaux

potentiels solubles algébriquement.

L’objet de ce travail concerne une présentation simplifiée de la supersymétrie en mé-

canique quantique et son application à un ensemble de quatre systèmes dynamiques

intéressant la physique théorique.

Ce mémoire comporte cinq chapitres. Le chapitre 1 est consacré à un rappel succinct

de la formulation de la supersymétrie en mécanique quantique en insistant particulière-
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ment sur la méthode de factorisation et la condition d’invariance de forme avec translation

des paramètres qui nous permettent de déterminer le spectre d’énergie et les fonctions

d’onde du système quantique en question. Le chapitre 2 concerne un commentaire sur le

traitement du problème des états liés d’une particule chargée en présence d’un champ

à symétrie sphérique composé d’un potentiel scalaire et d’un potentiel vecteur égaux et

dont la forme est celle de Eckart. En justifiant l’impraticabilité de l’approche de la su-

persymétrie à ce type de problème (avec les conditions aux limites de Dirichlet), nous

présentons sa solution dans le cadre de la méthode standard. Nous donnons le spectre

d’énergie ainsi que les fonctions d’onde corrects. Dans les chapitres 3 et 4, nous étudions

à l’aide de la méthode de la supersymétrie le problème de l’atome d’hydrogène dans deux

espaces courbes. Le premier est un espace sphérique qui est caractérisé par une constante

de courbure positive et le second est un espace hyperbolique dont la constante de cour-

bure est négative. Nous donnerons les différents spectres d’énergie ainsi que les fonctions

d’onde correspondantes. Enfin, le chapitre 5 traite le problème d’une particule chargée

de spin 1
2
en présence d’un potentiel vecteur et un potentiel scalaire de type harmonique

à trois dimensions plus un potentiel tenseur constitué d’un potentiel coulombien et d’un

terme linéaire. Il s’agit là de présenter une discussion détaillée dans le cadre de la super-

symétrie des états liés de la particule de Dirac dans le cas de la symétrie de spin puis

sous la condition de la symétrie de pseudospin.
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Chapitre 1

Supersymétrie en mécanique

quantique

1.1 Introduction

La supersymétrie (SUSY) est une symétrie introduite au début des années 1970

d’abord en physique des hautes énergies comme une tentative pour obtenir une des-

cription unifiée des interactions de base. En physique des particules, Miyazawa [4] était

le premier à suggérer un procédé d’unification possible pour des mésons et des baryons

basé sur une superalgèbre caractérisée par une combinaison de relations de commutation

et d’anticommutation d’opérateurs. C’est une symétrie entre bosons et fermions [5, 6, 7].

Chaque boson a un superpartenaire qui est un fermion et inversement. Depuis cette date,

elle était devenue un concept algébrique utilisé dans de nombreuses théories telles que

la théorie des champs [8, 9], la théorie des cordes [10, 11] et la théorie de la relativité

générale. En mécanique quantique, la supersymétrie peut être considérée comme un pro-

cédé mathématique qui permet de construire de nouvelles formes de potentiels solubles

analytiquement. La base du développement de la mécanique quantique supersymétrique

(MQSUSY) est la méthode de factorisation de Schrödinger [1].
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1.2 Formulation de la supersymétrie

Du point de vue de Schrödinger, la supersymétrie en mécanique quantique peut être

décrite par une paire d’Hamiltoniens bosoniques. Elle consiste à exprimer l’Hamiltonien

à une dimension

H = − ~
2

2M

d2

dx2
+ V (x), (1.1)

d’une particule de masse M sous la forme d’un produit de deux opérateurs différentiels

du premier ordre. De l’équation de Schrödinger relative à l’état fondamental

H1Ψ0(x) =

·
− ~

2

2M

d2

dx2
+ V1(x)

¸
Ψ0(x) = 0, (1.2)

où V1(x) = V (x)−E0, il est très facile de factoriser l’Hamiltonien H1 comme suit :

H1 = A+A, (1.3)

avec

A =
~√
2M

d

dx
+W (x), (1.4)

et

A+ = − ~√
2M

d

dx
+W (x). (1.5)

Les opérateurs de création et d’annihilation A+ et A sont une généralisation des opé-

rateurs de création et d’annihilation utilisés lors de l’étude de l’oscillateur harmonique

ordinaire. A+ et A dépendent du potentiel V (x) et de l’énergie E0 du niveau fondamental.

Ils sont adjoints l’un de l’autre. En tenant compte de (1.2) et (1.3), la fonctionW (x) doit

satisfaire l’équation

W 2(x)− ~√
2M

W 0(x) = V (x)−E0. (1.6)

Cette équation non linéaire est l’équation de Riccati bien connue où W 0(x) = d
dx
W (x).

La quantité W (x) est une fonction réelle appelée potentiel supersymétrique [14, 15] ou
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“superpotentiel” en MQSUSY.

En utilisant les définitions (1.3) et (1.4) et l’équation (1.2), on obtient l’équation

différentielle du premier ordre suivante :

AΨ0(x) =

µ
~√
2M

d

dx
+W (x)

¶
Ψ0(x) = 0. (1.7)

Cette équation permet de déterminer le superpotentiel W (x) à partir de la donnée de la

fonction d’onde de l’état fondamental Ψ0(x), c’est à dire :

W (x) = − ~√
2M

Ψ0
0(x)

Ψ0(x)
. (1.8)

Réciproquement, la donnée du superpotentiel permet d’obtenir la fonction d’onde de

l’état fondamental ainsi :

Ψ0(x) = Ψ
(1)
0 (x) = N0 exp

"
−
√
2M

~

Z x

W (x0)dx0
#
, (1.9)

où Ψ
(1)
0 (x) est la fonction propre de H1 supposée de carré sommable et N0 est un facteur

de normalisation.

D’après l’équation (1.2), on a

H1 Ψ
(1)
0 (x) = E

(1)
0 Ψ

(1)
0 (x) = 0. (1.10)

Il résulte que l’énergie de l’état fondamental a pour valeur :

E
(1)
0 = 0. (1.11)

1.3 Hamiltoniens partenaires

Par rapport à l’Hamiltonien H1 = A+A, on peut changer l’ordre d’écriture des opéra-

teurs A+ et A pour définir l’Hamiltonien H2 = AA+ qui correspond en fait à un nouveau
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potentiel V2(x). Autrement dit, H2 peut s’écrire

H2 = − ~
2

2M

d2

dx2
+ V2(x), (1.12)

où

V2(x) =W 2(x) +
~√
2M

W 0(x). (1.13)

Les potentiels V1(x) et V2(x) sont des potentiels partenaires supersymétriques et par

conséquent H1 et H2 sont des Hamiltoniens partenaires supersymétriques. Pour établir

le lien entre les valeurs propres et les fonctions propres de H1 et H2, notons d’abord que

leurs valeurs propres sont

E(1,2)
n ≥ 0. (1.14)

D’autre part, on a

H2

¡
AΨ(1)n (x)

¢
= AA+AΨ(1)n (x)

= AH1Ψ
(1)
n (x)

= E(1)
n AΨ(1)

n (x), (1.15)

et aussi

H1

¡
A+Ψ(2)n (x)

¢
= A+AA+Ψ(2)n (x)

= AH2Ψ
(2)
n (x)

= E(2)
n A+Ψ(2)

n (x). (1.16)

Les équations (1.15) et (1.16) signifient que AΨ(1)
n (x) est une fonction propre de H2 pour

la valeur propre E(1)
n et A+Ψ(2)

n (x) est une fonction propre de H1 pour la valeur propre

E
(2)
n . A partir de ces relations, on en déduit que les valeurs propres et les fonctions propres
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des Hamiltoniens H1 et H2 sont reliées de la manière suivante :

E(2)
n = E

(1)
n+1; E

(1)
0 = 0, (1.17)

Ψ(2)n (x) =

q
E
(1)
n+1AΨ

(1)
n+1(x), (1.18)

Ψ
(1)
n+1(x) =

q
E
(2)
n A+Ψ(2)

n (x). (1.19)

On voit donc qu’il est possible de déterminer les fonctions propres de H2 par applica-

tion de l’opérateur A sur celles de H1 et vice-versa par application de l’opérateur A+ à

l’exception de la fonction d’onde de l’état fondamental qui ne possède pas de partenaire

supersymétrique. On remarque que l’opérateur A (respectivement A+ ) transforme non

seulement une fonction propre de H1 (respectivement de H2) en une fonction propre de

H2 (respectivement de H1) avec la même énergie, mais il annihile (créé) aussi un noeud

dans la fonction propre. La fonction d’onde de l’état fondamental de H1 est annihilée par

l’opérateur A.

1.4 Hiérarchie d’ Hamiltoniens partenaires supersy-

métriques

Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu’il est possible de déterminer H2 à

partir de H1 (voir Eq. (1.13)). Nous pouvons ensuite refactoriser H2 pour obtenir son

partenaire H3, puis refactoriser H3 pour définir H4, et ainsi de suite. Dans le classement

des Hamiltoniens H2, H3, H4, ..., chaque nouvel Hamiltonien a un état lié de moins que le

précédent. Si l’Hamiltonien de départ H1 a un nombre p d’états liés, aux valeurs propres

E
(1)
n et aux fonctions propres Ψ(1)

n avec 0 ≤ n ≤ p−1, alors nous pouvons toujours générer
une hiérarchie de (p−1) Hamiltoniens H1, H2, H3, ...,Hp telle que Hm (oùm = 2, 3, ..., p)
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a le même spectre de valeurs propres que H1, à l’exception que Hm n’a pas les (m− 1)
premières valeurs propres de H1 [16, 17] . Pour 2 ≤ m ≤ p, l’Hamiltonien Hm s’écrit

Hm = A+mAm +E
(1)
m−1

= − ~
2

2M

d2

dx2
+ Vm(x), (1.20)

où

Am =
~√
2M

d

dx
+Wm(x), (1.21)

et

Wm(x) =
~√
2M

d

dx
ln
³
Ψ
(m)
0

´
. (1.22)

On a aussi

E(m)
n = E

(m−1)
n+1 = ... = E

(1)
n+m−1, (1.23)

Ψ(m)n =
³
E
(1)
n+m−1 −E

(1)
n−1
´−1

2
...
³
E
(1)
n+m−1 −E

(1)
0

´− 1
2
Am−1...A1Ψ

(1)
n+m−1,

(1.24)

et

Vm(x) = V1(x)− 2
µ

~√
2M

¶m−1
d2

dx2
ln
³
Ψ
(1)
0 ...Ψ

(m−1)
0

´
. (1.25)

Connaissant toutes les valeurs propres et les fonctions propres de l’Hamiltonien H1, ces

équations nous permettent de déterminer immédiatement toutes les valeurs propres et

les fonctions propres de la hiérarchie des (p− 1) Hamiltoniens.

1.5 Invariance de forme

1.5.1 Définition

Si deux potentiels partenaires supersymétriques V1 et V2 définis par :
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V1(x; a1) =W 2(x; a1)− ~√
2M

W 0(x; a1), (1.26)

et

V2(x; a1) =W 2(x; a1) +
~√
2M

W 0(x; a1), (1.27)

ont la même forme et s’ils ne diffèrent que par certains paramètres, on dit qu’ils sont

invariants de forme. a1 est un ensemble de paramètres. Autrement dit, si les potentiels

V1(x; a2) et V2(x; a1) satisfont la condition

V2(x; a1) = V1(x; a2) +R(a1), (1.28)

où a2 est un nouvel ensemble de paramètres reliés aux paramètres a1 par une certaine

fonction f(a1) et R(a1) est une fonction indépendante de x, appelée reste, alors ils sont

invariants de forme.

1.5.2 Spectre et fonctions d’onde des états liés associés à l’Ha-

miltonien H1

Pour montrer que le spectre d’énergie de l’Hamiltonien H1 peut être obtenu algé-

briquement à partir de (1.28), on commence par construire une suite d’Hamiltoniens

Hs (s = 1, 2, 3, ...). Sachant que H1 a p états liés, on peut construire p Hamiltoniens

H1,H2, ..., Hp et que le nième Hamiltonien Hn a le même spectre d’énergie que H1 (les

n − 1 premiers niveaux d’énergie de H1 ne font cependant pas partie de ceux de Hn).

Par application répétée de la condition d’invariance de forme (1.28), on voit qu’on peut

écrire Hs sous la forme :

Hs = − ~
2

2m

d2

dx2
+ V1(x; as) +

s−1X
k=1

R(ak), (1.29)
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où as = f s−1(a1) est la fonction f appliquée (s− 1) fois. De la même façon, on voit que
Hs+1 s’écrit aussi sous la forme :

Hs+1 = − ~
2

2M

d2

dx2
+ V1(x; as+1) +

sX
k=1

R(ak)

= − ~
2

2M

d2

dx2
+ V2(x; as) +

s−1X
k=1

R(ak)

= Hs +
s−1X
k=1

R(ak). (1.30)

Comme on le voit Hs+1 et Hs diffèrent par une constante composée d’une somme de

restes. Donc Hs et Hs+1 sont des Hamiltoniens partenaires supersymétriques. Ils ont un

spectre identique d’états liés, à l’exception de l’état fondamental de Hs, dont l’énergie

vaut

E
(s)
0 =

s−1X
k=1

R(ak) (1.31)

en vertu de (1.29) qui s’écrit aussi

Hs = A+s As +E
(s)
0 (1.32)

et du fait que E(1)
0 = 0. On peut passer de Hs à Hs−1, puis de Hs−1 à Hs−2 et ainsi de

suite jusqu’à H2 à H1, dont l’énergie du niveau fondamental est E
(1)
0 = 0 et dont le nième

niveau coincide avec celui de l’état fondamental de l’Hamiltonien Hn . Par conséquent,

le spectre complet des valeurs propres de H1 est donné par :

E(1)
n (a1) =

nX
k=1

R(ak); E
(1)
0 (a1) = 0. (1.33)

Pour un potentiel invariant de forme, les fonctions d’onde des états liés Ψ
(1)
n (x; a1)

peuvent ainsi être obtenues facilement à partir de la fonction d’onde de l’état fonda-
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mental Ψ(1)
0 (x; an). Pour cela, on part à nouveau de Hs dont la fonction d’onde de l’état

fondamental est Ψ(1)
0 (x; as) et en passant comme précédemment de Hs à Hs−1, ..., de H2

à H1. En utilisant (1.18), on peut montrer que la fonction propre du nième état d’énergie

Ψ
(1)
n (x; an) de l’Hamiltonien H1 est donnée par :

Ψ(1)
n (x; an) =

n−1Y
k=1

 A+k³
E
(1)
n −E

(1)
k

´ 1
2

Ψ(1)
0 (x; an+1). (1.34)
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Chapitre 2

Etats liés d’une particule de

Klein-Gordon dans des potentiels

scalaire et vecteur du type Eckart

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de réexaminer la solution du problème d’une particule

relativiste sans spin, de masse M et de charge (−e) qui se déplace sous l’action d’un
champ à symétrie sphérique composé d’un potentiel scalaire S(r) et d’un potentiel vecteur

V (r) égaux et de la forme dite de Eckart [18] :

S (r) = V (r) =
V1

cosh2 (αr)
− V2 tanh (αr) , (2.1)

où V1 , V2 et α sont trois paramètres positifs caractérisant respectivement la profondeur

et la portée du puits de potentiel .

Récemment, Ŏlgar et ses Collaborateurs [19] ont étudié, avec un excès de confiance,

ce problème à l’aide de la technique de la supersymétrie pour déterminer les solutions des

états liés de l’équation de Klein-Gordon relative aux ondes s. Cependant, il faut signaler
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que leurs résultats ne sont pas satisfaisants. Donc, une analyse plus rigoureuse mérite

d’être entreprise.

Le plan de notre étude est le suivant : dans un premier paragraphe, avant tout autre

calcul, nous allons montrer que les solutions fournies par Olgar et ses Collaborateurs ne

sont pas correctes et par conséquent la technique de la supersymétrie ne permet pas dans

l’état actuel de son développement de traiter ce type de potentiel. Dans un deuxième

paragraphe, nous nous proposons de donner la solution correcte par une approche de

rechange dans le cadre de la mécanique quantique standard.

2.2 Application de la supersymétrie

En général, l’équation de Klein-Gordon pour les ondes s avec un potentiel scalaire

S(r) et un potentiel vecteur V (r) à symétrie sphérique s’écrit dans le système d’unités

naturelles ~ = c = 1 :

½
d2

dr2
+ [E − V (r)]2 − [M + S (r)]2

¾
f (r) = 0, (2.2)

où E est l’énergie, M est la masse de la particule et f(r) est la fonction d’onde réduite

définie par f(r) = rR(r), avec R(r) la fonction d’onde originale. Dans le cas où le

potentiel scalaire et le potentiel vecteur sont égaux et V (r) est le potentiel de Eckart

standard (2.1), l’équation (2.2) devient une équation du type Schrödinger

µ
− d2

dr2
+ Veff (r)

¶
f (r) = �f (r) , (2.3)

où

� = E2 −M2 (2.4)

et

Veff (r) =
eV1

cosh2 (αr)
− eV2 tanh (αr) , (2.5)
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avec eV1 = 2 (E +M)V1 et eV2 = 2 (E +M)V2.

Dans le cadre de la supersymétrie en mécanique quantique, la fonction d’onde réduite

de l’état fondamental est définie par

f0 (r) = N exp

·Z r

W (r0) dr0
¸
, (2.6)

où N est une constante de normalisation etW (r) désigne le superpotentiel naturellement

choisi de la forme :

W (r) = A−B tanh (αr) , (2.7)

où A et B sont des coefficients constants qu’on peut déterminer aisément en écrivant

l’équation de Riccati. D’autre part, en intégrant l’équation (2.6), on obtient l’expression

suivante pour la fonction d’onde réduite de l’état fondamental :

f0 (r) = N exp (−Ar) coshB/α (αr)
= N [cosh (αr)]p+w exp [α (w − p) r] , (2.8)

avec

p =
1

2

"
nr + δ +

eV2
α2 (nr + δ)

#
, w =

1

2

"
nr + δ −

eV2
α2 (nr + δ)

#
, (2.9)

et

δ =
1

2

−1 +
s
1 +

4eV1
α2

 . (2.10)

Notons que les paramètres p, w et δ ont été obtenus en utilisant la condition d’inva-

riance de forme. Les fonctions d’onde non normalisées associées à l’Hamiltonien contenu

dans l’équation (2.3) ont été exprimées par Ŏlgar et ses Collaborateurs en termes des

polynômes de Jacobi (voir Ref. [20], p. 1035 , Eq.(8.960) ),

R (r) =
1

r
coshp+w (αr) exp [α (w − p) r]P (−2p,−2w)

n (coth (αr)) , (2.11)
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en suivant une procédure mathématique identique à celle utilisée dans la Ref.[21].

Il faut signaler que les solutions (2.8) et (2.11) ne sont pas correctes du fait qu’elles

ne remplissent pas les conditions aux limites

lim
r→0

rR (r) = lim
r→0

f0 (r) = 0, (2.12)

et

lim
r→∞

rR (r) = lim
r→∞

f0 (r) = 0. (2.13)

Pour clarifier le problème, nous allons adopter une autre démarche

2.3 Résolution de l’équation aux valeurs propres

Pour résoudre l’équation aux valeurs propres de l’Hamiltonien H = − d2

dr2
+Veff (r),

donnée par (2.3), remplaçons la variable r par une nouvelle variable z, en posant :

z =
1

e2αr + 1
. (2.14)

f est alors, par l’intermédiaire de r, une fonction de z, et l’équation (2.3) devient

"
z (1− z)

d2

dz2
+ (1− 2z) d

dz
+

�

4α2z (1− z)
+
eV2
4α2

1− 2z
z (1− z)

−
eV1
α2

#
f (z) = 0. (2.15)

Introduisons une nouvelle fonction ϕ (z) à travers la relation

f (z) = zw (1− z)p ϕ (z) . (2.16)

Si nous imposons sur w et p les conditions

w2 +
�

4α2
+
eV2
4α2

= 0, (2.17)
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et

p2 +
�

4α2
−
eV2
4α2

= 0, (2.18)

l’équation différentielle suivante pour ϕ (z) est obtenue

½
z (1− z)

d2

dz2
+ [c− (a+ b+ 1) z]

d

dz
− ab

¾
ϕ (z) = 0.

(2.19)

La solution générale de cette équation peut s’écrire sous la forme :

ϕ (z) = A 2F1 (a, b, c; z) +Bz1−c 2F1 (a+ 1− c, b+ 1− c, 2− c; z) , (2.20)

où


a = w + p− δ + 1,

b = p+ w + δ, c = 2w + 1,

δ = 1
2

µ
1 +

q
1− 4V1

α2

¶
.

(2.21)

Pour déterminer la solution acceptable physiquement, il faut vérifier les conditions

aux limites suivantes :

lim
z−→0

f (z) = 0, (2.22)

et

lim
z−→ 1

2

f (z) = 0. (2.23)

Les paramètres w et p, définis par les conditions (2.17) et (2.18) et qui interviennent

dans l’expression de la solution générale (2.20), ont dans le cas actuel les valeurs sui-
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vantes :

 w = ± 1
2α

p
(M +E) (M −E − 2V2),

p = ± 1
2α

p
(M +E) (M −E + 2V2).

(2.24)

La condition (2.23) doit être satisfaite ; lorsque w > 0, on doit imposer B = 0. Dans

ce cas les deux valeurs du paramètre p sont permises. Nous avons alors deux solutions

f1 (z) = Azw (1− z)|p| F1 (w + |p|− δ + 1, w + |p|+ δ, 2w + 1, z) , (2.25)

et

f2 (z) = Azw (1− z)−|p| F1 (w − |p|− δ + 1, w − |p|+ δ, 2w + 1, z) . (2.26)

Comme (voir Ref.[20], p. 1043, Eq. (9.131.1))

2F1 (a, b, c; z) = (1− z)c−a−b 2F1 (c− a, c− b, c; z) , (2.27)

et que la fonction hypergéométrique 2F1 (a, b, c; z) est symétrique par rapport aux para-

mètres a et b, l’expression finale de la fonction d’onde est

f (r) = A

µ
1

e2αr + 1

¶wµ
1

1 + e−2αr

¶p

× 2F1

µ
w + p− δ + 1, w + p+ δ,

1

e2αr + 1

¶
, (2.28)

avec w et p positifs.

Pour calculer les niveaux d’énergie, nous tiendrons compte de la condition à la limite

(2.23) qui peut s’écrire sous la forme

2F1

µ
w + p− δ + 1, w + p+ δ, 2w + 1,

1

2

¶
= 0. (2.29)
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C’ est une équation transcendante impliquant la fonction hypergéométrique. Pour connaître

les niveaux d’énergie discrets, on doit résoudre numériquement cette équation.

Une discussion de l’équation (2.20) dans le cas où w < 0, semblable à celle faite dans

le cas où le paramètre w est positif, nous amène à imposer A = 0. Il s’ensuit que les

fonctions d’onde sont de la forme :

f (r) = B

µ
1

e2αr + 1

¶−wµ
1

1 + e−2αr

¶p

× 2F1

µ
−w + p− δ + 1,−w + p+ δ,−2w + 1, 1

e2αr + 1

¶
, (2.30)

avec w et p positifs. En tenant compte de (2.23), on trouve la condition de quantification

de l’énergie

2F1

µ
−w + p− δ + 1,−w + p+ δ,−2w + 1, 1

2

¶
= 0. (2.31)

Il est donc clair à la lumière des résultats précédents concernant les fonctions d’onde

et les équations donnant le spectre d’énergie que l’approche de la supersymétrie en méca-

nique quantique ne permet pas de résoudre un problème avec des conditions aux limites

de Dirichlet. La solution obtenue par Ŏlgar et ses Collaborateurs [19] dans le cadre de

l’approche de la supersymétrie n’est pas exacte.
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Chapitre 3

L’atome d’hydrogène dans un espace

courbe de constante de courbure

positive

3.1 Introduction

Le problème de l’atome d’hydrogène dans un espace courbe de constante de courbure

positive a été l’objet de nombreux travaux réalisés suivant des méthodes différentes. En

1940, Schrödinger a été le premier à étudier ce problème comme une application de la

méthode de factorisation [1]. Aussitôt après, Stevenson [22] a pu obtenir les solutions

de ce problème par la méthode conventionnelle. Récemment, le même problème a été

étudié dans une approche algébrique [23] qui repose sur le groupe de symétrie dynamique

SU(1, 1) et à l’aide de la méthode des intégrales de chemin [24] développée sur la va-

rièté du groupe non compact SU(1, 1). Enfin, il faut mentionner qu’un ensemble d’états

cohérents pour ce problème a été construit dernièrement [25].

Dans ce chapitre, nous allons analyser ce problème en utilisant la méthode de la su-

persymétrie en mécanique quantique, l’approche de l’invariance de forme et les équations

différentielles.
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Le plan de notre étude est le suivant : dans le second paragraphe, nous allons voir

que, dans le cas d’un espace sphérique et uniformément courbe, l’équation de Schrödin-

ger indépendante du temps peut être considérablement simplifiée et ramenée à l’équation

différentielle associée au potentiel de Pöschl-Teller modifié [26] moyennant un change-

ment de variable. Dans le troisième paragraphe, nous appliquerons la supersymétrie en

mécanique quantique et nous utiliserons l’approche de l’invariance de forme du potentiel

effectif pour déterminer le spectre d’énergie du système. Nous donnerons les fonctions

d’onde dans le dernier paragraphe.

3.2 Equation de Schrödinger

L’espace sphérique considéré est un espace uniformément courbe de constante de

courbure positive K = R−2. L’élément linéaire de cet espace est défini en coordonnées

polaires par :

ds2 =
dr2

1− r2

R2

+ r2
¡
dθ2 + sin2 θdϕ2

¢
, (3.1)

avec 0 ≤ r <∞ , 0 ≤ θ < π et 0 ≤ ϕ < 2π.

En effectuant le changement de variable sinχ = r
R
(χ ∈ [0, π]) , l’élément linéaire

peut aussi être mis sous la forme :

ds2 = R2dχ2 +R2 sin2 χ
¡
dθ2 + sin2 θdϕ2

¢
. (3.2)

Le potentiel de Coulomb dans cet espace [24] est

V (χ) = −Ze
2

R
cotχ. (3.3)

L’Hamiltonien du système est donné par

H =
−~2
2M

∆LB + V (χ) , (3.4)
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où M est la masse de la particule en mouvement dans le potentiel central (3.3) et ∆LB

est l’opérateur de Laplace Beltrami, qui est donné par :

∆LB =
1√
g

∂

∂qa
gab
√
g
∂

∂qb
, (3.5)

avec

g = det (gab) , (3.6)

et

gab = diag
¡
R2, R2 sin2 χ,R2 sin2 χ sin2 θ

¢
. (3.7)

L’équation de Schrödinger qui régit le mouvement de la particule s’écrit

· −1
sin2 χ

∂

∂χ

µ
sin2 χ

∂

∂χ

¶
+
2MR2

~2
Veff (χ, θ, ϕ)− 2MR2

~2
E

¸
Ψ (χ, θ, ϕ) = 0, (3.8)

où Veff (χ, θ, ϕ) est le potentiel effectif qui est la somme du terme centrifuge et du po-

tentiel de Coulomb dans cet espace,

Veff (χ, θ, ϕ) =
L̂2

2MR2 sin2 χ
− Ze2

R
cotχ, (3.9)

avec

L̂2 = −
·
1

sin θ

∂

∂θ

µ
sin θ

∂

∂θ

¶
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

¸
. (3.10)

En faisant la substitution

Ψ (χ, θ, ϕ) = Rc (χ) y
m
c (θ, ϕ) , (3.11)

nous obtenons pour Rc (χ) l’équation différentielle

½ −~2
2MR2

µ
∂2

∂χ2
+ 2 cotχ

∂

∂χ
− c (c+ 1)

sin2 χ

¶
− ze2

R
cotχ−E

¾
Rc (χ) = 0. (3.12)

23



En introduisant comme suit une nouvelle variable β

e−β = tanh
µ
iχ

2

¶
, (3.13)

et en posant

κ =
Ze2

R
, Rc (β) = sinh

1
2 βUc (β) , (3.14)

nous trouvons que Uc (β) doit satisfaire à l’équation différentielle suivante :(
− ∂2

∂β2
+

MR2

2~2

Ã
E − κ+ 3

8
~2

MR2

sinh2
¡
β
2

¢ − E + κ+ 3
8
~2

MR2

cosh2
¡
β
2

¢ !)
Uc (β) = −

µ
c+

1

2

¶2
Uc (β) .

(3.15)

3.3 Supersymétrie et invariance de forme

Considérons l’Hamiltonien modifié

H̃− = − d2

dβ2
+

λ
¡
λ− 1

2

¢
sinh2

¡
β
2

¢ − ν
¡
ν + 1

2

¢
cosh2

¡
β
2

¢ −E0, (3.16)

où

λ =
1

4
± 1
2

r
1 +

2MR2

~2
(E − κ) , ν = −1

4
± 1
2

r
1 +

2MR2

~2
(E + κ), (3.17)

et E0 est l’énergie de l’état fondamental. La fonction d’onde et l’énergie de l’état fonda-

mental de H̃− sont données par

U0 (β) = N

µ
cosh

β

2

¶−2ν µ
sinh

β

2

¶2λ
, (3.18)

E
(1)
0 = 0, (3.19)
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avec

E0 = − (ν − λ)2 . (3.20)

Le superpotentiel correspondant associé à la fonction d’onde de l’état fondamental est

W (β) = −U
´
0 (β)

U0 (β)
= ν tanh

µ
β

2

¶
− λ coth

µ
β

2

¶
. (3.21)

Compte tenu des conditions aux limites

U0 (0) = 0, (3.22)

et

lim
β−→∞

U0 (β) = 0, (3.23)

les constantes ν et λ doivent être choisies de telle sorte queRe (λ) > 0 , Re (ν)−Re (λ) > 0
et Re(ν) > 0 . Autrement dit :

λ =
1

4
+
1

2

r
1 +

2MR2

~2
(E − κ), (3.24)

et

ν = −1
4
+
1

2

r
1 +

2MR2

~2
(E + κ). (3.25)

En fonction du superpotentiel W (β) donné par (3.21), nous pouvons construire deux

potentiels partenaires supersymétriques V+ (β) et V− (β) ainsi :

V+ (β) = W 2 (β) +W´(β)

= (ν − λ)2 +
λ
¡
λ+ 1

2

¢
sinh2

¡
β
2

¢ − ν
¡
ν − 1

2

¢
cosh2

¡
β
2

¢ , (3.26)
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et

V− (β) = W 2 (β)−W´(β)

= (ν − λ)2 +
λ
¡
λ− 1

2

¢
sinh2

¡
β
2

¢ − ν
¡
ν + 1

2

¢
cosh2

¡
β
2

¢ . (3.27)

Ces deux potentiels partenaires vérifient la condition d’invariance de forme

V+ (β, a0, b0) = V− (β, a1, b1) +R (a1, b1) (3.28)

où a1 = a0 − 1
2
, b1 = b0 − 1

2
avec (a0, b0) = (λ, ν) et le reste R (a1, b1) est donné par :

R (a1, b1) = (ν − λ)2 − (ν − λ− 1)2 . (3.29)

Par application répétée de la condition d’invariance de forme (3.28), nous montrons que

le spectre d’énergie complet du potentiel V− (β) est

E
(−)
0 = 0,

E
(−)
nr =

nrX
k=1

R (ak, bk)

= (a0 + b0)
2 − (anr + bnr)

2

= (ν − λ)2 − (ν − λ− nr)
2 ,

(3.30)

où nr = 0, 1, 2....

D’après les équations (3.16) et (3.27), on a

−MR2

2~2

Ã
E − κ+ 3

8
~2

MR2

sinh2
¡
β
2

¢ − E + κ+ 3
8
~2

MR2

cosh2
¡
β
2

¢ !
= V− (β) +E0. (3.31)

À l’aide des équations (3.20) et (3.30), nous obtenons

−
µ
c+

1

2

¶2
= E0 +E(−)

nr = (ν − λ− nr)
2 . (3.32)
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En substitutant ν et λ par leurs expressions (3.17) dans (3.32) nous trouvons les valeurs

propres associées à l’Hamiltonien du système physique,

En =
~2

2MR2
¡
n2 − 1¢− MZ2e4

2~2n2
(3.33)

où n = nr + c + 1 = 1, 2, 3, .... Ce résultat coincide avec ceux obtenus à l’aide de la

méthode de factorisation de Schrödinger [23] et par la méthode des intégrales de chemin

de Feynman [24].

3.4 Fonctions d’onde

Dans l’équation différentielle (3.15), faisons le changement de variable

y = − 1

sinh2
¡
β
2

¢ , (3.34)

et cherchons une solution de la forme

Uc (y) = yη (1− η)µ ϕc (y) . (3.35)

Si nous imposons sur η et µ les conditions

η2 =

µ
c+

1

2

¶2
, (3.36)

et

µ

µ
µ− 1

2

¶
= ν

µ
ν +

1

2

¶
, (3.37)

l’équation différentielle suivante pour ϕc (y) est obtenue½
y (1− y)

d2

dy2
+ [c− (a+ b+ 1) y]

d

dy
− ab

¾
ϕc (y) = 0, (3.38)
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où

a = η + µ+ λ, b = η + µ− λ+
1

2
, c = 2η + 1. (3.39)

En tenant compte des conditions aux limites

lim
y−→0

Uc (y) = 0 (3.40)

et

lim
y−→∞

Uc (y) = 0 (3.41)

nous devons choisir

η = c+
1

2
et µ = −ν.

La solution non singulière à l’origine de l’équation (3.38) est à un facteur constant près,

la fonction hypergéométrique

ϕc (y) = 2F1

µ
c− ν + λ+

1

2
, c− ν − λ+ 1, 2c+ 2, y

¶
. (3.42)

Les paramètres λ et ν qui interviennent dans l’expression de cette fonction hypergéomé-

trique ont dans le cas actuel les valeurs suivantes : λ = 1
4
+ n

2
− i εn

2
,

ν = −1
4
+ n

2
+ i εn

2
,

(3.43)

avec εn = −Mze2R
n~ et n = nr + c+ 1.

La solution (3.35) peut s’écrire

Uc (y) = yc+
1
2 (1− y)

1
4
−n
2
−i εn

2
2F1 (1 + c− iεn, 1 + c− n, 2c+ 2, y) . (3.44)
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En revenant à la variable χ (voir l’équation (3.13) ), il s’ensuit que

sinχ = − i

sinhβ
, sinh2

µ
β

2

¶
= − e−iχ

2 sinχ
, cosh2

µ
β

2

¶
=
−ieiχ
2 sinχ

. (3.45)

Par conséquent, nous pouvons exprimer la fonction d’onde radiale Rc (χ) sous la forme :

Rc (χ) = Nn,c sin
c χ exp [iχ (1 + c− n− iεn)]

× 2F1
¡
1 + c− iεn, 1 + c− n, 2c+ 2; 1− e2iχ

¢
. (3.46)

Cette solution est identique à celles obtenues dans la littérature [1, 22, 25].
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Chapitre 4

L’atome d’hydrogène dans un espace

hyperbolique

4.1 Introduction

Nous nous proposons ici d’étendre le traitement par le formalisme de la supersymétrie

utilisé dans le chapitre précédent au problème de l’atome d’hydrogène dans un espace

hyperbolique, c’est à dire dans un espace de constante de courbure négative. Récemment

et dans une formulation basée sur l’intégrale de chemin de Feynman, Barut et ses col-

laborateurs [27] ont montré que l’intégrale de chemin radiale relative à ce problème se

développe en celle d’une particule libre en mouvement sur la varièté du groupe dyna-

mique SU(1, 1) pour simplifier le calcul de la fonction de Green à partir de laquelle ils

ont obtenu le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés.

Dans le second paragraphe, nous convertissons l’équation de Schrödinger indépen-

dante du temps en une équation différentielle relative à un potentiel de Pöschl-Teller

modifié à l’aide d’un changement de variables approprié. Dans un troisième paragraphe,

nous appliquons la supersymétrie et l’invariance de forme pour obtenir la fonction d’onde

radiale de l’état fondamental et les niveaux d’énergie du système. Dans le quatrième pa-

ragraphe, nous déterminons les fonctions d’onde normalisées des états liés par résolution
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directe de l’équation différentielle. Les états de l’atome d’hydrogène dans un espace plat

sont considérés comme un cas particulier dans le cinquième paragraphe.

4.2 Equation de Schrödinger

L’espace hyperbolique à trois dimensions est un espace de constante de courbure

négative K = −R−2. L’élément linéaire de cet espace est donné en coordonnées polaires
par :

ds2 =
dr2

1 + r2/R2
+ r2

¡
dθ2 + sin2 θdϕ2

¢
, (4.1)

avec 0 ≤ r <∞ , 0 ≤ θ < π et 0 ≤ ϕ < 2π.

En faisant le changement de variable sinhχ = r
R
, (χ ∈ [0,∞[), Il peut être mis sous

la forme :

ds2 = R2dχ2 +R2 sinh2 χ
¡
dθ2 + sin2 θdϕ2

¢
. (4.2)

Le potentiel de Coulomb dans cet espace [27] est égal à

V (χ) = −Ze
2

R
(cothχ− 1) . (4.3)

L’ Hamiltonien du système est donné par

H = − ~
2

2M
∆LB + V (χ) , (4.4)

où ∆LB est l’opérateur de Laplace-Beltrami, qui est défini par

∆LB =
1√
g

∂

∂qa
gab
√
g
∂

∂qb
, (4.5)

avec

g = det (gab) , (4.6)
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et

gab = diag
¡
R2, R2 sinh2 χ,R2 sinh2 χ sin2 θ

¢
. (4.7)

L’équation de Schrödinger correspondante peut être exprimée comme suit :

·
− 1

sinh2 χ

∂

∂χ

µ
sinh2 χ

∂

∂χ

¶
+
2MR2

~2
Veff (χ, θ, ϕ)− 2MR2

~2
E

¸
Ψ (χ, θ, ϕ) = 0, (4.8)

où Veff (χ, θ, ϕ) est le potentiel effectif qui se compose du terme centrifuge et du potentiel

original,

Veff (χ, θ, ϕ) =
bL2

2MR2 sinh2 χ
− Ze2

R
(cothχ− 1) , (4.9)

avec

bL2 = −· 1

sin θ

∂

∂θ

µ
sin θ

∂

∂θ

¶
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

¸
. (4.10)

Il est évident que la partie angulaire peut être séparée en posant la fonction d’onde

comme le produit de la fonction radiale et de l’harmonique sphérique, Ψ (χ, θ, ϕ) =

Rc (χ) y
m
c (θ, ϕ) . La fonction radiale Rc (χ) est la solution de l’équation différentielle :

·
− 1

sinh2 χ

∂

∂χ

µ
sinh2 χ

∂

∂χ

¶
+

c (c+ 1)

sinh2 χ
− 2MR2

~2
K (cothχ− 1)− 2MR2E

~2

¸
Rc (χ) = 0,

(4.11)

avec K = Ze2/R.

En introduisant la variable indépendante

e−β = tanh (χ/2) , (4.12)

et en posant
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Rc (χ) = sinh
1
2 (β)Uc (β) , (4.13)

l’équation en Uc (β) prend la forme :

·
− ∂2

∂β2
− MR2

2~2

µ
E

0

sinh2 (β/2)
+

2K −E
0

cosh2 (β/2)

¶¸
Uc (β) = − (c+ 1/2)Uc (β) , (4.14)

où

E
0
= E − 3~2

8MR2
. (4.15)

4.3 Supersymétrie et invariance de forme

Considérons l’Hamiltonien modifié

eH− = − d2

dr2
− MR2

2~2

µ
E

0

sinh2 (β/2)
+

2K −E
0

cosh2 (β/2)

¶
−E0, (4.16)

où E0 représente l’énergie de l’état fondamental du système gouverné par l’Hamiltonien

H et définissons les opérateurs de création et d’annihilation

A+ = − d

dβ
+ w (β) , (4.17)

et

A =
d

dβ
+ w (β) . (4.18)

L’Hamiltonien eH− peut être obtenu par factorisation. Il peut en effet s’écrire sous la
forme :
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eH− = A+A. (4.19)

L’énergie de l’état fondamental de l’Hamiltonien eH− étant E(1)
0 = 0, il résulte alors

de l’équation de Schrödinger que

AU0 (β) = 0. (4.20)

Dans ces conditions, U0 (β) est la fonction d’onde radiale de l’état fondamental qui

peut s’écrire

U0 (β) = N exp

µ
−
Z β

w (β0) dβ0
¶
, (4.21)

où N est une constante de normalisation et w (β) est appelé superpotentiel en mécanique

quantique supersymétrique que nous choisissons de la forme :

w (β) = ν tanh (β/2) + λ coth (β/2) , (4.22)

avec ν et λ des constantes que l’on déterminera par la suite. En calculant l’intégrale

(4.21) , nous obtenons

U0 (β) = N

µ
cosh

β

2

¶−2ν µ
sinh

β

2

¶−2λ
. (4.23)

Cette solution est acceptable physiquement compte tenu des conditions aux limites

U0 (β) = 0 pour β = 0, (4.24)

et

U0 (β) −→ 0 quand β −→∞, (4.25)

qui sont satisfaites lorsque λ < 0 , ν > −λ et ν > 0.
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La comparaison des équations (4.19) et (4.16) montre que

w2 (β)− w
0
(β) = −MR2

2~2

µ
E

0

sinh2 (β/2)
+

2K −E
0

cosh2 (β/2)

¶
−E0. (4.26)

Cette égalité est l’équation non linéaire bien connue de Riccati. En remplaçant w(β) par

son expression (4.22) dans (4.26) et en procédant par identification, nous obtenons les

relations suivantes :


(ν + λ)2 = E0,

λ
¡
λ+ 1

2

¢
= 3

16
− MR2

2~2 E,

ν
¡
ν + 1

2

¢
= 3

16
+ MR2

2~2 (2K −E) .

(4.27)

Compte tenu des conditions (4.24) et (4.25), les valeurs des paramètres λ et ν possibles

sont les suivantes :

 λ = −1
4
− 1

2

q
1− 2MR2

~2 E,

ν = −1
4
+ 1

2

q
1 + 2MR2

~2 (2K − E) .
(4.28)

Pour déterminer les niveaux d’énergie du système, nous introduisons les potentiels

partenaires supersymétriques V+(β) et V−(β) définis respectivement par :

V+ (β) = w2 (β) + w
0
(β)

= (λ+ ν)2 +
λ (λ− 1/2)
sinh2 (β/2)

− ν (ν − 1/2)
cosh2 (β/2)

, (4.29)

V− (β) = w2 (β)− w
0
(β)

= (λ+ ν)2 +
λ (λ+ 1/2)

sinh2 (β/2)
− ν (ν + 1/2)

cosh2 (β/2)
, (4.30)

et appliquons la condition d’invariance de forme
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V+ (β, a0, b0) = V− (β, a1, b1) +R (a1, b1) , (4.31)

où a1 et b1 sont des fonctions de a0 et b0, respectivement, c’est à dire a1 = f(a0) = a0− 1
2
,

b1 = f(b0) = b0 − 1
2

avec (a0, b0) = (λ, ν) et le reste R (a1, b1) est indépendant de la

variable β. Il résulte de (4.31), après un calcul simple, que

R (a1, b1) = (a0 + b0)− (a1 + b1)
2

= (λ+ ν)2 − (λ+ ν − 1)2 . (4.32)

En procédant de la même manière que dans le chapitre précédent, il est facile de

montrer que le spectre d’énergie complet du potentiel V− (β) est donné par :



E
(−)
0 = 0

E
(−)
nr =

nrP
k=1

R (ak, bk) = R (a1, b1) +R (a2, b2) + · · ·+R (anr, bnr)

= (a0 + b0)
2 − (a1 + b1)

2 + (a1 + b1)
2 − (a2 + b2)

2 + · · ·+ (anr−1 + bnr−1)
2 − (anr + bnr)

2

= (a0 + b0)
2 − (anr + bnr)

2

= (λ+ ν)2 − (λ+ ν − nr)
2 ,

(4.33)

où nr = 0, 1, 2, ... .

D’après les équations (4.26) et (4.30), on a

−MR2

2~2

µ
E

0

sinh2 (β/2)
+

2K −E

cosh2 (β/2)

¶
= V− (β) +E0. (4.34)

En passant aux valeurs propres des deux membres de l’équation (4.34), il résulte de (4.14)

et (4.33) que

−
µ
c+

1

2

¶2
= E(−)

nr +E0 = − (λ+ ν − nr)
2 , (4.35)
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où nous avons utilisé la relation E0 = − (λ+ ν)2 . En remplaçant λ et ν par leurs

valeurs (4.28), nous obtenons après quelques calculs élémentaires, les niveaux d’énergie

du système,

En = − ~2

2MR2
(n− 1)− MZ2e4

2~2n2
+

Ze2

R
, (4.36)

où n = nr + c + 1 = 1, 2, 3, .... Ce résultat est identique à ceux obtenus à l’aide de la

méthode de factorisation de Schrödinger [2] et par l’approche des intégrales de chemin

de Feynman [23]. .

4.4 Fonctions d’onde des états liés

Pour résoudre l’équation différentielle (4.14), il convient de l’exprimer sous la forme :

µ
− ∂2

∂β2
+

λ (λ+ 1/2)

sinh2 (β/2)
− ν (ν + 1/2)

cosh2 (β/2)

¶
Uc (β) = −

µ
c+

1

2

¶2
Uc (β) . (4.37)

Effectuons ensuite le changement de variable

y = 1− tanh2 (β/2) , (4.38)

et cherchons une solution de la forme :

Uc (β) = yη (1− y)µ ϕc (y) (4.39)

qui doit être finie en tout point et nulle à l’infini et à l’origine. Elle doit donc vérifier les

conditions aux limites

lim
β−→∞

Uc (β) = 0, (4.40)

et
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lim
β−→ 1

2

Uc (β) = 0, (4.41)

pour qu’elle soit acceptable physiquement. Ceci nous amène à choisir les paramètres η et

µ des quantités positives. Alors, en substituant (4.38) et (4.39) dans (4.14) et en imposant

η = c+
1

2
, (4.42)

et

µ = −λ, (4.43)

nous obtenons l’équation différentielle hypergéométrique suivante :

½
y (1− y)

d2

dy2
+ [c− (a+ b+ 1) y]

d

dy
− ab

¾
ϕc (y) = 0. (4.44)

où

a = c− ν − λ+
1

2
, b = c+ ν − λ+ 1, c = 2c+ 2. (4.45)

La solution de cette équation qui remplit la condition à la limite (4.41), peut s’écrire :

ϕ (y) = N 2F1

µ
c− λ− ν +

1

2
, c− λ+ ν + 1, 2c+ 2; y

¶
, (4.46)

où N est un facteur constant. Donc, suivant (4.38) et (4.39), la solution de l’équation

(4.37) est donnée par :

Uc (β) = N

·
sinh

µ
β

2

¶¸−2λ ·
cosh

µ
β

2

¶¸2λ−2c−1
× 2F1

Ã
c− λ− ν +

1

2
, c− λ+ ν + 1, 2c+ 2;

1

cosh2
¡
β
2

¢! , (4.47)

dans laquelle les paramètres λ et ν ont les valeurs suivantes :
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λ = −1
4
+
1

2
(n− εn) , (4.48)

ν = −1
4
− 1
2
(n+ εn) , (4.49)

avec εn =MRZe2/~2n.

Enfin, à partir des équations (4.12), (4.13), (4.48), (4.49) et compte tenu des relations :

sinhβ =
1

sinhχ
, sinh2

µ
β

2

¶
=

e−χ

2 sinhχ
, cosh2

µ
β

2

¶
=

eχ

2 sinhχ
, (4.50)

nous obtenons les fonctions d’onde sous la forme :

Rc (χ) = Nnr (sinhχ)
c e−χ(1+c+εn−n)

× 2F1
¡
1 + c− n, 1 + c+ εn, 2c+ 2; 1− e−2χ

¢
. (4.51)

Le facteur constant Nnr résulte de la condition de normalisationZ ∞

0

|Rc (χ)|2√gR coshχdχ = 1. (4.52)

En utilisant le lien entre les polynômes de Jacobi et les fonctions hypergéométriques

(voir formule (8.962.1 ), p.1036 dans la Réf. [20] )

P (α,β)
n (x) =

Γ (n+ α+ 1)

n!Γ (α+ 1)
2F1

µ
−n, n+ α+ β + 1, α+ 1;

1− x

2

¶
, (4.53)

le calcul de l’intégrale (4.52) peut être effectué en écrivant un des 2β facteurs 1+x
2
sous

la forme :
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1 + x

2
= 1− 1− x

2
, (4.54)

et en employant les deux intégrales suivantes (voir formule (7.391.5 ), p. 842, dans la Réf.

[20])

Z 1

−1
(1− x)ν−1 (1 + x)µ

£
P (ν,µ)
n (x)

¤2
dx =

2ν+µΓ (n+ ν + 1)Γ (n+ µ+ 1)

n!νΓ (n+ ν + µ+ 1)
, (4.55)

où Re (ν) > 0 et Re (µ) > −1 et (voir formule (7.391.1), p. 841, dans la Réf. [20]) :

Z 1

−1
(1− x)ν (1 + x)µ

£
P (ν,µ)
n (x)

¤2
dx =

2ν+µ+1Γ (n+ ν + 1)Γ (n+ µ+ 1)

n! (2n+ ν + µ+ 1)Γ (n+ ν + µ+ 1)
, (4.56)

qui est valable pour Re(ν) > −1 et Re(µ) > -1. On trouve finalement que

Nnr =
2c+1

Γ (2c+ 2)

·
ε2n − n

nR3
Γ (n+ c+ 1)Γ (εn + c+ 1)

Γ (n− c)Γ (εn − c)

¸1/2
. (4.57)

Il est clair que la fonction d’onde (4.51) remplit la condition à la limite

lim
χ−→∞

Rc (χ) = 0, (4.58)

lorsque

n− εn < 1. (4.59)

Donc, le nombre de niveaux discrets est égal au plus grand entier satisfaisant à l’inégalité

nr <

r
1

2Λ
+
1

4
− c− 1

2
; Λ =

~2

2MRZe2
. (4.60)
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4.5 L’atome d’hydrogène dans l’espace plat

L’espace plat est caractérisé par une constante de courbure nulle, c’est à direR −→∞.

Pour R −→∞, il est évident que le spectre d’énergie se réduit d’après l’équation (4.36)
à

En = − 1

2a2n2
, (4.61)

où a = ~2
Mze2

est le rayon de Bohr.

Dans ce cas, εn = R
an
−→∞ . En se servant de la formule [28]

lim
β−→∞ 2F1

µ
α, β, γ;

z

β

¶
= 1F1 (α, γ; z) , (4.62)

et en tenant compte des limites

lim
R−→∞

exp [−χ (1 + c+ εn − n)] = exp
³
− r

an

´
, (4.63)

lim
R−→∞

sinhc χ

·
ε2n − n2

R3n

Γ (εn + c+ 1)

Γ (εn − c)

¸1/2
=
³ r

an

´c · 1

n4a3

¸1/2
, (4.64)

il est facile de montrer que les fonctions d’onde (4.51) deviennent celles de l’atome d’hy-

drogène dans l’espace plat :

Rc (r) =

"µ
2

na

¶3
(n+ c)!

2n (n− c− 1)!
(2r/na)c

(2c+ 1)!

# 1
2

e−r/an 1F1

µ
1 + c− n, 2c+ 2;

2r

na

¶
.

(4.65)

41



Chapitre 5

Equation de Dirac avec des

potentiels vecteur et scalaire plus un

potentiel tenseur

5.1 Introduction

Pour expliquer les caractéristiques des noyaux déformés [29] et la superdéformation

[30], les concepts des symétries de spin et de pseudospin sont introduits dans la théorie

nucléaire [31, 32]. Dans le cadre de la théorie du champ moyen relativiste, Ginocchio

[33, 34] a montré que l’Hamiltonien de Dirac avec un potentiel scalaire S(r) et un potentiel

vecteur V (r) du type oscillateur harmonique dans le cas où ils sont égaux, possède non

seulement la symétrie de spin mais aussi la symétrie U(3) et l’Hamiltonien de Dirac dans

le cas où V (r) = −S(r) possède une symétrie de pseudospin et une symétrie pseudo-
U(3). Meng et ses collaborateurs [35] ont montré que la symétrie de pseudospin exacte

se produit dans l’équation de Dirac lorsque dΣ(r)
dr

= 0. Par la suite , la symétrie de spin

et la symétrie de pseudospin ont été étudiées en résolvant l’équation de Dirac par des

méthodes différentes pour des potentiels solubles exactement tels que le potentiel de

Woods-Saxon [42], le potentiel de Eckart [43], le potentiel de Hulthén [44], le potentiel
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en forme d’anneau du type Kratzer [45], l’oscillateur en forme d’anneau double [46], le

potentiel de Hartmann [47, 48], le potentiel de Rosen-Morse [21], le potentiel du puits

double symétrique généralisé [49], le potentiel de Scarf [50] et l’oscillateur non sphérique

en forme d’anneau [51], etc.

Récemment, l’équation de Dirac avec des potentiels scalaire et vecteur harmoniques et

un potentiel tenseur du type Coulomb plus un terme linéaire a été analysée partiellement

dans le cadre de l’approche supersymétrique [52]. C’est pourquoi nous allons reprendre

plus en détail l’étude de ce problème en utilisant toujours une formulation basée sur la

méthode de la supersymétrie en mécanique quantique.

5.2 Equation de Dirac

L’équation de Dirac indépendante du temps pour une particule de spin 1
2
peut s’écrire

HΨ
³→
r
´
= EΨ

³→
r
´
. (5.1)

L’Hamiltonien de Dirac H avec un potentiel vecteur V , un potentiel scalaire S et un

potentiel tenseur U est défini par [36, 37, 38] :

H =
→
α.
→
p + β(M + S) + V − iβ

→
αbr→U, (5.2)

où br = →
r
r
.
→
α et β sont des matrices de Dirac habituelles. Dans la représentation de Pauli

qui est l’une des représentations les plus utiles,
→
α et β s’expriment en termes des matrices

de Pauli comme suit :

→
α =

 0
→
σ

→
σ 0

 , β =

 I 0

0 −I

 , (5.3)

43



où I est une matrice unité 2×2 et →σ = (σ1, σ2, σ3) est un vecteur ayant pour composantes
les matrices de Pauli

σ1 =

 0 1

1 0

 , σ2 =

 0 −i
i 0

 , σ3 =

 1 0

0 −1

 . (5.4)

En supposant que V, S et U sont des fonctions potentielles radiales, l’opérateur Ha-

miltonien (5.2) commute avec l’opérateur associé au moment cinétique total donné par
→
J =

→
L +

→
S et avec l’opérateur spin-orbite défini par K =

→
σ
→
L + 1. Donc, les fonctions

propres définies par l’équation (5.1) peuvent s’exprimer de la façon suivante :

Ψnjmκ

³→
r
´
=
1

r

 fnrκ(r)Y
l
jm(θ, φ)

ignrκ(r)Y
l
jm(θ, φ)

 , (5.5)

où les fonctions radiales fnrκ(r) et gnrκ(r) sont respectivement la composante supérieure

et la composante inférieure. Ici j est le nombre quantique qui caractérise le moment

cinétique total. Le nombre quantique κ est relié à l et j comme suit :

κ =

 −(l + 1) = −
¡
j + 1

2

¢
; j = l + 1

2
, le spin est aligné (κ < 0),

l = j + 1
2
; j = l − 1

2
, le spin est non aligné (κ > 0).

(5.6)

Les quantités Y l
jm(θ, φ) et Y

l
jm(θ, φ), appelées spineurs sphériques, sont liées aux harmo-

niques sphériques Y m
l (θ, φ) par les relations suivantes :

Y l
jm(θ, φ) =

 q
j+m
2l+1

Y
m− 1

2
l (θ, φ)q

j−m
2l+1

Y
m+ 1

2
l (θ, φ)

 pour l = j − 1
2
,

Y l
jm(θ, φ) =

 −q j−m+1
2l+1

Y
m− 1

2
l (θ, φ)q

j+m+1
2l+1

Y
m+1

2
l (θ, φ)

 pour l = j + 1
2
,

(5.7)

avec el = l + 1. Ils satisfont les relations suivantes :
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

³→
σ
→
L
´
Y l
jm(θ, φ) = − (κ− 1)Y l

jm(θ, φ),³→
σ
→
L
´
Y l
jm(θ, φ) = (κ− 1)Y l

jm(θ, φ),³→
σbr´Y l

jm(θ, φ) = −Y l
jm(θ, φ),³→

σbr´Y l
jm(θ, φ) = −Y l

jm(θ, φ).

(5.8)

En substituant l’équation (5.5) dans l’équation (5.1) et en employant les relations sui-

vantes : ³→
σ
→
A
´³→

σ
→
B
´
=
→
A
→
B + i

→
σ
³→
A×

→
B
´
, (5.9)

et
→
σ
→
p =

→
σbr
r2

µ
−ir ∂

∂r
+ i

→
σ
→
L

¶
, (5.10)

associées avec les propriètés (5.8), nous obtenons deux équations différentielles radiales

couplées µ
d

dr
+

κ

r
− U(r)

¶
fnrκ(r) = (M +Enrκ −4(r)) gnrκ(r), (5.11)

et

µ
d

dr
− κ

r
+ U(r)

¶
gnrκ(r) = (M −Enrκ + Σ(r)) fnrκ(r), (5.12)

où

4(r) = V (r)− S(r), (5.13)

et

Σ(r) = V (r)− S(r). (5.14)

En éliminant gnrκ(r) dans l’équation (5.11) et fnrκ(r) dans l’équation (5.12), nous obte-

nons deux équations différentielles du second ordre, l’une pour la composante supérieure
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et l’autre pour la composante inférieure de cette manière :

·
d2

dr2
− κ(κ+ 1)

r2
+
2κ

r
U(r)− d

dr
U(r)− U2(r)

+
d
dr
4(r)

M +Enrκ −4(r)
µ

d

dr
+

κ

r
− U(r)

¶#
fnrκ(r)

= (M +Enrκ −4(r)) (M − Enrκ + Σ(r)) fnrκ(r), (5.15)

et

·
d2

dr2
− κ(κ− 1)

r2
+
2κ

r
U(r) +

d

dr
U(r)− U2(r)

+
d
dr
Σ(r)

M − Enrκ + Σ(r)

µ
d

dr
− κ

r
+ U(r)

¶#
gnrκ(r)

= (M +Enrκ −4(r)) (M −Enrκ + Σ(r)) gnrκ(r). (5.16)

5.3 Limite de la symétrie de spin

Dans ce cas, d4(r)
dr

= 0 ou 4(r) = Cs = Constante [39, 40] . En considérant Σ(r)

comme un potentiel pseudo-harmonique, c’est à dire,

Σ(r) = Ar2; A > 0, (5.17)

en plus d’un potentiel tenseur de la forme :

U(r) = −α
r
+ βr, (5.18)

où α et β sont deux constantes positives, l’équation (5.15) pour la composante supérieure

devient µ
− d2

dr2
+ Vnrκ(r)− �nrκ

¶
fnrκ(r) = 0, (5.19)
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avec

�nrκ = β(2κ+ 2α− 1)− (M −Enrκ) (M +Enrκ − Cs) , (5.20)

et

Vnrκ(r) =
(κ+ α)(κ+ α+ 1)

r2
+
£
A(M +Enrκ − Cs) + β2

¤
r2. (5.21)

L’équation (5.19) est une équation du type Schrödinger d’un oscillateur harmonique

radial que nous pouvons résoudre en utilisant le formalisme de l’invariance de forme

de la supersymétrie. La composante supérieure fnrκ(r) de la fonction d’onde de l’état

fondamental peut s’écrire sous la forme suivante :

f0κ(r) = exp

µ
−
Z

W (r)dr

¶
, (5.22)

où W (r) est un superpotentiel en mécanique quantique supersymétrique [16, 17]. En

substituant (5.22) dans (5.19), nous obtenons l’équation suivante pour W (r),

W 2(r)− d

dr
W (r) =

(κ+ α)(κ+ α+ 1)

r2
+
£
A(M +Enrκ − Cs) + β2

¤
r2 − �0κ, (5.23)

où �0κ est l’énergie de l’état fondamental. En choisissant le superpotentiel de la forme :

W (r) =
Λ

r
+ ωr, (5.24)

la composante supérieure de la fonction d’onde de l’état fondamental s’écrit

f0κ(r) = r−Λ exp
³
−ω
2
r2
´
. (5.25)

Pour les solutions des états, la composante supérieure f0κ(r) doit satisfaire les conditions

aux limites

f0κ(r) →
r→0

0 (5.26)
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et

f0κ(r) →
r→∞

0. (5.27)

Sous ces conditions, nous devons prendre Λ < 0 et ω > 0. En substituant l’équation

(5.24) dans l’équation (5.23), et en égalant les coefficients des puissances identiques en r

des deux membres de l’équation (5.23), nous obtenons les relations suivantes :

ω(2Λ− 1) = −�0κ, (5.28)

Λ2 + Λ = (κ+ α)(κ+ α+ 1), (5.29)

ω2 = A(M +Enrκ − Cs) + β2. (5.30)

En tenant compte des conditions aux limites (5.26) et (5.27), les coefficients ω et Λ

prennent les valeurs suivantes :

ω =
q
A(M +Enrκ − Cs) + β2, (5.31)

Λ =


κ+ α, lorsque le spin est aligné et l > α− 1,
− (κ+ α+ 1) , lorsque le spin est aligné et l < α,

− (κ+ α+ 1) , lorsque le spin est non aligné et l ≥ 1.
(5.32)

Compte tenu de l’expression (5.24) du superpotentiel, nous pouvons construire deux

potentiels partenaires supersymétriques définis par :

V+(r) =W 2(r) +
d

dr
W (r) =

Λ(Λ− 1)
r2

+ ω2r2 + ω(2Λ+ 1), (5.33)

V−(r) =W 2(r)− d

dr
W (r) =

Λ(Λ+ 1)

r2
+ ω2r2 + ω(2Λ− 1). (5.34)
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Posons a0 = Λ et appliquons la condition d’invariance de forme :

V+(r, a0) = V−(r, a1) +R(a1), (5.35)

où a1 est une fonction de a0 donnée par a1 = f(a0) = Λ − 1, et le reste R(a1) est

indépendant de r. Il vaut R(a1) = 4ω. Les valeurs propres de l’énergie associées au

potentiel V−(r) peuvent être déterminées en utilisant l’approche de l’invariance de forme

[16, 17]. Le spectre d’énergie du potentiel V−(r) est donnée par :
�
(−)
0κ = 0,

�
(−)
nrκ =

nrP
k=1

R (ak) = R (a1) +R (a2) + · · ·+R (anr)

= 4nrω,

(5.36)

où n = 0, 1, 2, .... Á partir des équations (5.23) et (5.34), nous avons la relation suivante :

Λ(Λ+ 1)

r2
+ ω2r2 = V−(r) + �0κ, (5.37)

et en se servant des équations (5.19) et (5.37), nous obtenons pour �nrκ l’expression

�nrκ = �(−)nrκ + �0κ = ω(4nr − 2Λ+ 1), (5.38)

où nous avons employé la relation �0κ = −ω(2Λ − 1). En utilisant (5.20) et en prenant
en considération les valeurs de Λ définies par l’équation (5.29) et la racine positive de

l’équation (5.30), nous aurons pour l’énergie les équations suivantes :

(Enrκ −M) (Enrκ +M − Cs) = 2

·µ
2nr − κ− α+

1

2

¶
ω − β

µ
κ+ α− 1

2

¶¸
, (5.39)

pour Λ = κ+ α et
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(Enrκ −M) (Enrκ +M − Cs) = 2

·µ
2nr + κ+ α+

3

2

¶
ω − β

µ
κ+ α− 1

2

¶¸
, (5.40)

pour Λ = − (κ+ α+ 1).

Nous allons maintenant résoudre l’équation (5.19). En introduisant comme suit une

nouvelle variable

x = ωr2, (5.41)

et en faisant la substitution

fnrκ(r) = x−Λe−
x2

2 fnrκ(x), (5.42)

nous obtenons pour fnrκ(x) l’équation hypergéométrique·
x
d2

dx2
+

µ
1

2
− Λ− x

¶
d

dx
+ nr

¸
fnrκ(x) = 0, (5.43)

où

nr =
�nrκ
4ω

+
Λ

2
− 1
4
. (5.44)

La seule solution polynômiale de (5.43) est le polynôme de Laguerre

fnrκ(x) = CnrκL
−Λ− 1

2
nr (x). (5.45)

Par conséquent

fnrκ(r) = Nnrκr
−Λ exp

³
−ω
2
r2
´
L
−Λ−1

2
nr

¡
ωr2
¢
, (5.46)

où Nnrκ est une constante de normalisation. En substituant fnrκ(r) donnée par (5.46)

50



dans l’équation (5.11), nous obtenons la composante inférieure

gnrκ(r) =
1

M +Enrκ − Cs

µ
d

dr
+

κ

r
− U(r)

¶
fnrκ(r)

=
Nnrκ

M +Enrκ − Cs
r−Λ exp

³
−ω
2
r2
´½·

−Λ− κ− α

r

− (ω + β) rL
−Λ− 1

2
nr

¡
ωr2
¢i− 2ωrL−Λ+ 1

2
nr−1

¡
ωr2
¢o

.

(5.47)

5.4 Limite de la symétrie de pseudospin

Ce cas se produit dans l’équation lorsque dΣ(r)
dr

= 0, ou Σ(r) = Cps = Constante

[35, 41, 53]. Si nous prenons 4(r) comme un potentiel pseudo-harmonique, c’est à dire,

4(r) = Ar2; A > 0, (5.48)

l’équation (5.16) se réduit à

µ
− d2

dr2
+ eVnrκ(r)−e�nrκ¶ gnrκ(r) = 0, (5.49)

où e�nrκ = β(2κ+ 2α+ 1) + (M +Enrκ) (M −Enrκ − Cps) , (5.50)

et

Vnrκ(r) =
(κ+ α)(κ+ α− 1)

r2
+ eω2r2, (5.51)

avec eω =qA(Enrκ −M − Cps) + β2.

L’équation (5.49) a la même forme que (5.19) obtenue dans le cas de la symétrie de

spin. Donc le spectre d’énergie et les fonctions d’onde radiales correspondantes peuvent

être obtenus en suivant la même démarche utilisée dans le paragraphe précédent. Sans
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entrer dans le détail des calculs, le spectre d’énergie est déterminé par les équations

suivantes :

(M +Enrκ) (Enrκ −M − Cps) = 2

·µ
2nr + Λ+

1

2

¶ eω − β

µ
κ+ α+

1

2

¶¸
, (5.52)

et la composante inférieure des fonctions d’onde radiales par :

gnrκ(r) = eNnrκr
−Λ exp

µ
−eω
2
r2
¶
L
−Λ− 1

2
nr

¡eωr2¢ , (5.53)

où eNnκ est une constante de normalisation et

Λ =

 −(κ+ α),

κ+ α− 1.
(5.54)

En portant (5.53) dans (5.12), nous obtenons pour la composante supérieure l’expression

suivante :

fnrκ(r) =
1

M − Enrκ + Cps

µ
d

dr
− κ

r
+ U(r)

¶
gnrκ(r)

=
eNnrκ

M − Enrκ + Cps
r−Λ exp

µ
−eω
2
r2
¶½·

−Λ+ κ+ α

r
+ (β − eω) r¸L−Λ− 1

2
nr

¡eωr2¢
−2eωrL−Λ+ 1

2
nr

¡eωr2¢o . (5.55)

En posant A = 0, les potentiels scalaire et vecteur sont nuls et en éliminant le terme

coulombien (α = 0), le potentiel tenseur se réduit à un potentiel linéaire radial pseudo-

scalaire. Le spectre d’énergie coincide avec celui obtenu tout récemment au moyen d’une

nouvelle approche semi-classique [54] .
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté un traitement précis d’un ensemble de quatre

systèmes quantiques à symétrie sphérique particulièrement importants dans plusieurs

branches de la physique théorique ainsi qu’en chimie quantique.

Dans le cadre de la mécanique quantique relativiste, nous avons montré que l’approche

de la supersymétrie en mécanique quantique et l’invariance de forme appliquées par

Ŏlgar et ses collaborateurs [19] ne conviennent pas dans le traitement du problème d’une

particule sans spin en mouvement dans un potentiel scalaire et un potentiel vecteur à

symétrie sphérique, égaux et dont la forme est celle de Eckart. La solution présentée par

ces auteurs doit être écartée. Il s’agit ici d’un problème avec des conditions aux limites de

Dirichlet qui représentent un obstacle infranchissable dans l’état actuel du développement

de la supersymétrie en mécanique quantique. Pour le contourner, nous avons étudié ce

système dans une formulation basée sur l’équation de Klein-Gordon pour déterminer

la condition de quantification transcendante pour les niveaux d’énergie et les fonctions

d’onde des états liés.

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, nous avons traité par l’ap-

proche de la supersymétrie et l’invariance de forme le problème de l’atome d’hydrogène

dans un espace sphérique. Les niveaux d’énergie du système ont été obtenus ainsi que

les fonctions d’onde. Nous avons ensuite étendu le traitement de ce problème dans le

cas d’un espace hyperbolique. Nous avons déterminé les états liés. Dans le cas limite

d’un espace plat, le spectre de l’atome d’hydrogène standard et les fonctions normalisées

correspondantes sont retrouvés.
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Enfin, nous avons appliqué le traitement précédent du potentiel de Coulomb dans

un espace courbe au problème d’une particule de Dirac sous l’effet d’un ensemble de

potentiels scalaire, vecteur et tenseur à symétrie sphérique en présentant une discussion

approfondie sur les symétries de spin et de pseudospin. Dans chaque situation, nous avons

obtenu les états liés de la particule. À cet égard, il faut souligner que l’étude détaillée de

l’équation de Dirac ainsi présentée, peut être considérée comme un complément important

aux résultats obtenus récemment par la même approche [52].
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 ملخص

ا انعًم ، قًُا بًُاقشت يفصهت لإيكاٍَاث حطبٍق َهج انخُاظش انفائق فً يكاٍَك انكى زفً ه

انكًىٍٍَ انعذدي الأكثش ثباحا عهى شكم يجًىعت يٍ أسبعت أَظًت دٌُايٍكٍت. َظاو 

ِ انًعانجت بسبب زاث حُاظش كشوي هً يسخعصٍت انحم فً إطاس هرEckart   ـل وانشعاعً

ِ انحهىل زنك هرِ انًشكهت. ويع انًفشوضت كحهىل نهز  :Dirichlet ـنٌاث اششوط انُه

سة انهٍذسوجٍٍ فً الأياكٍ انًُحٍُت بشكم يىحذ نزجٍت . رَىقشج يٍ خلال انطشٌقت انًُى

اث حُاظش كشوي ر tenseur فً وجىد كًىٌ عذدي وشعاعً و  Diracوحالاث جسٍى 

 اث انشكم.ط ثبيذسوست باسخخذاو انخسهسم انهايٍهخىًَ وشش

 

 

 : كلمات المفاتيح

، يعادنت Schrodinger، انهضاص انخىافقً ، يعادنت   Coulomb، كًىٌ   Eckartكًىٌ 

klein-Gordon يعادنت ،Dirac .انخُاظش انفائق ، حالاث انشبط ، 



Abstract 
In this work, we undertook a detailed discussion of the applicability of the supersymmetry quantum 

mechanics and the shape invariance methods to a set of four dynamic systems. The system of scalar 

and vector potentials taken as spherically symmetric Eckart-type potential is intractable in this 

approach because of the Dirichlet boundary conditions imposed on the solutions of the 

problem. However, these solutions are discussed by the standard method. The hydrogen atom 

in uniformly curved spaces and states of a particle Dirac in the presence of scalar, vector and 

tensor spherically symmetric potentials are studied using the hierarchy of Hamiltonians and 

the shape invariance condition. 

 

Keywords: Eckart potential, Coulomb potential, harmonic oscillator, Schrödinger equation, 

Klein-Gordon equation, Dirac equation, supersymmetry, spin and pseudospin symmetries, 

bound states. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

Résumé 
Dans ce travail, nous avons entrepris une discussion détaillée sur les possibilités d’application 

de l’approche de la supersymétrie en mécanique quantique plus l’invariance de forme à un 

ensemble de quatre systèmes dynamiques. Le système de potentiels scalaire et vecteur de 

Eckart à symétrie sphérique est intraitable dans le cadre de cette approche à cause des 

conditins aux limites de Dirichlet imposées aux solutions du problème.  Cependant ces 

solutions sont discutées par la méthode standard. L’atome d’hydrogène dans des espaces 

uniformément courbes et une particule de Dirac en présence de potentiels scalaire, vecteur et 

tenseur à symétrie sphérique sont étudiés en utilisant la hiérarchie d’Hamiltoniens et la 

condition d’invariance de forme. 

 

Mots clés : potentiel de Eckart, potentiel de Coulomb, oscillateur harmonique, équation de 

Schrödinger, équation de Klein-Gordon, équation de Dirac, supersymétrie, symétries de spin 

et de pseudospin, états liés. 
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