
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR

ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE MENTOURI- CONSTANINE

FACULTE DES SCIENCES EXACTES

DEPARTEMENT DE PHYSIQUE

N◦ d’ordre :

Série :

MEMOIRE
présenté pour obtenir le diplôme de

MAGISTER
Spécialité : Physique théorique

Option : Physique quantique

Par

DJAZI Moussadek

THEME

Etude de quelques systèmes quantiques avec masse dépendante
de la position par l’approche supersymétrique

Soutenu le :....../....../2012

Devant le Jury :

Président : L. Guechi Prof. Univ. Mentouri- Constantine

Rapporteur : F. Benamira Prof. Univ. Mentouri- Constantine

Examinateurs : S. R. Zouzou Prof. Univ. Mentouri- Constantine

B. Bentag M. C. A Univ. Mentouri- Constantine



Table des matières

Introduction 3

1 La supersymétrie en mécanique quantique 6

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Méthode de factorisation et oscillateur harmonique . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Définition de la SUSYQM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 Définition : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.2 SUSYQM dans le cas N = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Brisure de la SUSY dans la SUSYQM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4.1 Définitions : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5 Formalisme général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5.1 Construction des Hamiltoniens partenaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5.2 Ilustration sur les opérateurs Q et Q+ : . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.6 Relation entre les Hamiltoniens H1 et H2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.7 Les potentiels partenaires et le superpotentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.8 Propriétés générales du superpotentiel pour une bonne SUSY . . . . . . . . . . . 21

1.9 Hiérarchie d’Hamiltoniens partenaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.10 Invariance de forme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.10.1 Définition : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.11 Invariance de forme et hiérarchie de potentiels superpartenaires . . . . . . . . . . 27

2 Approche supersymetrique pour les systèmes quantiques avec masse dépen-

dante de l’espace 31

1



2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Equation stationnaire non relativiste pour une particule dont la masse est dé-

pendante de sa position. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3 Résolution par l’approche de la supersymétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3.1 Approche de supersymétrie généralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3.2 Méthode de la transformation de la fonction propre . . . . . . . . . . . . 37

2.3.3 Approche de la transformation ponctuelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3 Etude du spectre non relativiste pour une particule de masse dépendante de

la position, placée dans le potentiel d’un oscillateur harmonique non linéaire 42

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2 Expression du potentiel effectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3 Expressions du superpotentiel et des opérateurs d’annihilation et de création . . 47

3.4 Expressions des potentiels partenaires et de l’énergie de l’état fondamental . . . . 48

3.5 Expressions des énergies des états excités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4 Etude du spectre non relativiste pour une particule de masse dépendante de

la position, placée dans un potentiel de Hulthén 52

4.1 Potentiel effectif pour une distribution de la masse du type M(x) = (1− e−λx)−p 52

4.2 Potentiel physique du type Hulthén . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.2.1 Expression du potentiel effectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.2.2 Condition pour que la paticule ne chute pas au centre du potentiel . . . . 56

4.2.3 Superpotentiel et fonction propre de l’état fondamental . . . . . . . . . . 57

4.2.4 Invariance de forme et spectre d’énergies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.2.5 Illustration par quelques cas spéciaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Conclusion 66

Bibliographie 68

2



Introduction

L’homme a toujours voulu comprendre les phénomènes qui l’entourent et, par conséquent,

connaître les lois suivant lesquelles ces phénomènes se manifestent. En employant toutes ses

connaissances, et pour ce faire, il utilisa différentes méthodes et approches et proposa donc

plusieurs modèles, en essayant toujours d’expliquer, de la façon la plus correcte et la plus

élégante, les résultats et les faits expérimentaux qui sont à sa disposition.

Dès le début du siècle dernier, les sciences physiques ont connu un développement notable,

surtout avec l’établissement de la théorie relativiste, par Albert Einstein, et la théorie quantique,

par le célèbre Niels Bohr, complétées plus tard par les travaux de plusieurs savants, qu’on ne

peut pas les cités tous dans ces quelques lignes.

Dès son apparition en 1922, la théorie quantique a été la cause de plusieurs débats entre

les physiciens, surtout à cause de son aspect probabiliste. Cependant, l’excellent accord entre

les résultats théoriques et expérimentaux a fini par convaincre tout le monde de la puissance

de cette nouvelle théorie à expliquer les phénomènes qui se passent à l’échelle atomique et

nucléaire.

La combinaison de la théorie quantique avec la théorie relativiste a donné naissance à la

théorie quantique relativiste qui fut plus tard la pierre sur laquelle se fonda la théorie quantique

des champs.

Parallèlement au développement des sciences physiques sur le plan expérimental, l’outil

mathématique, nécessaire pour le développement théorique de cette nouvelle branche de la

physique, connaîtra aussi une progression éclatante. En effet, durant les 70 dernières années, le

domaine d’étude des systèmes quantiques a été de plus en plus enrichi par de nouvelles méthodes

et approches mathématiques, analytiques et algébriques, à travers les travaux d’une centaine
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de physiciens.

La supersymétrie, (abrégé en SUSY), est l’une des puissantes méthodes algébriques qui a

largement contribué dans l’étude des systèmes quantiques et qui a conduit les physiciens à

établir un nouveau domaine qui est connu maintenant par le nom de la mécanique quantique

super symétrique (abrégé en SUSYQM).

La SUSY a été utilisée pour la première fois dans la théorie des champs dans les années

soixante-dix par plusieurs auteurs [1, 2, 3, 4], dans le but d’obtenir une description unifiée

des interactions fondamentales de la nature. Et c’est dans le contexte de vouloir comprendre

la raison de brisure de la super symétrie dans cette théorie que les études sur la SUSY ont

commencé à se développer.

Bien qu’il n’y a aucune évidence expérimentale de la SUSY, qui peut être réalisée dans la

nature, ses idées ont contribué à la naissance de plusieurs nouvelles approches dans différentes

branches de la physique ; physique atomique, moléculaire, nucléaire, statistique, physique de

solide et bien sur la mécanique quantique.

Dès le début des recherches sur la SUSY, il a été clair qu’elle n’était pas seulement un

modèle pour tester les méthodes de la théorie des champs, mais aussi un outil intéressant et

puissant par ses propres idées. Pour la première, les idées de la SUSY ont été appliquées en

mécanique quantique non relativiste (SUSYQM) par Nicolai en 1976 [5], et ensuite par Witten

[6], qui ont montré le lien avec la méthode de factorisation, proposée pour la première fois par

Schrödinger [7] pour résoudre algébriquement le problème de l’atome d’hydrogène. Ces travaux

ont été généralisés par la suite par Infeld et Hull [8] qui ont obtenu une large classe de potentiels

exactement solubles en considérant six formes différentes de factorisation. Un développement

considérable a été donné à ces travaux par plusieurs auteurs [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,

17, 18, 19], et notamment après l’introduction du concept d’invariance de forme en 1983 par

Gendenshtein [20]. Ce concept est à l’origine de la découverte d’une large classe de potentiels

analytiquement (algébriquement) solubles.

Cette nouvelle approche est devenue très célèbre par sa simplicité à obtenir le spectre des

potentiels supersymétriques algébriquement et avec un moindre coût. Elle est maintenant gé-

néralisée et appliquée à la résolution de problèmes avec potentiels non hermitiens, et aussi aux

problèmes relativiste et non relativiste avec masse variable. C’est justement dans ce dernier cré-
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neau que notre travail se situe, où nous allons présenter deux contributions originales concernant

l’étude de deux problèmes physiques non relativistes avec masse dépendante de la position.

Le mémoire est structuré en quatre chapitres en plus d’une introduction et de la conclusion.

Dans le chapitre 1, nous présentons un aperçu assez général sur l’approche de la supersymétrie

en mécanique quantique. Nous insistons sur les propriétés requises pour un potentiel pour qu’il

puisse être traité par cette approche et nous donnons les expressions générales des énergies

propres et fonctions propres normalisées dans un contexte général.

Le chapitre 2 est réservé à un complément sur l’équation de Schrödinger pour une particule

avec masse dépendante de la position. Partons d’une représentation générale de la partie ciné-

tique, nous discutons différentes manières pour ramener l’équation de Schrödinger à une forme

adéquate, traitable par l’approche de la supersymétrie. Les travaux originaux de ce mémoire

sont présentés dans les chapitres 3 et 4, où nous discutons en détail deux problèmes. Le pro-

blème étudié dans le chapitre 3 concerne l’oscillateur non linéaire, représenté par une particule

de masse dépendante de la position, placée dans un potentiel physique harmonique non linéaire.

Nous donnons l’expression exacte qui génère les énergies des états liés, en suivant l’approche

de la supersymétrie généralisée. Le chapitre 4 est consacré à l’étude du spectre d’une particule

de masse dépendante de la position, placée dans un potentiel de Hulthén. Nous montrons en

détails comment l’équation de Schrödinger peut être ramenée à une équation du même type

avec potentiel dépendant de l’énergie. Nous présentons ainsi une technique de résolution dans

le cadre de l’approche supersymétrique et nous obtenons un résultat général exact pour les

énergies des états liés. Nous discutons quelques cas particuliers en guise d’illustration.
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Chapitre 1

La supersymétrie en mécanique

quantique

1.1 Introduction

D’une manière générale, la symétrie joue depuis longtemps un rôle important en physique

théorique. Il y’a plusieurs genres de symétries dans la nature ; certains sont statiques et d’autres

sont dynamiques, parfois elles sont visibles et d’autres sont parfois cachées.

Mathématiquement, l’étude des symétries entre dans le cadre de la théorie des groupes où

la symétrie d’un système physique peut être vue comme un invariant sous l’action d’un groupe.

Non seulement elle joue un rôle important dans l’étude des systèmes classiques, mais aussi elle

nous aide à mieux comprendre les phénomènes en mécanique quantiques.

La supersymétrie SUSY est une symétrie supposée de la physique des particules qui postule

une relation profonde entre les particules de spin demi-entier (les fermions) qui constituent la

matière et les particules de spin entier (les bosons) véhiculant les interactions. Dans le cadre

de la SUSY, chaque fermion de spin demi entier est associé à un « superpartenaire » de spin

entier, alors que chaque boson est associé à un « superpartenaire » de spin demi-entier. Elle a

été introduite dans la physique des hautes énergies dans le but d’obtenir une description unifiée

de toutes les interactions fondamentales de la nature. C’est une symétrie extraordinaire puisque

les fermions et les bosons ont des propriétés différentes.

L’algèbre qui évolue dans la SUSY est une algèbre de Lie fermée sur un ensemble de relations
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de commutation et d’anti-commutation. Dans le contexte de la physique des particules, la SUSY

prédit l’existence d’un superpartenaire à chaque particule fondamentale, avec un spin qui diffère

de celui de la particule par le nombre 1/2. Elle prédit aussi que les deux superpartenaires doivent

avoir la même masse dans le cas ou la SUSY est une bonne symétrie de la nature, ça veut dire :

non brisée. Malheureusement il n’y a aucun fait expérimental qui assure l’existence de cette

supersymétrie, ce qui conduit à croire que la SUSY, dans le monde physique, est spontanément

brisée. Dans l’attente d’une vérification expérimentale, un grand point d’interrogation restera

lié à la question sur la raison de la brisure de la SUSY dans la théorie quantique des champs.

La première application de la SUSY dans le domaine de la mécanique quantique (non rela-

tiviste) fut introduite par Nicolai en 1976 [5],dans sa tentative de construire le modèle de spin

dans la physique statistique. C’est dans le même domaine que Witten [6] suggéra en 1981 qu’il

fallait, avant, comprendre la raison de la brisure de la SUSY dans le cadre de la mécanique

quantique. Il proposa donc une nouvelle formulation de la supersymétrie en mécanique quan-

tique (SUSYQM), basée sur une superalgèbre simple et présenta un modèle dans lequel il tenta

d’expliquer la raison de la brisure de la SUSY.

1.2 Méthode de factorisation et oscillateur harmonique

La méthode de factorisation a été introduite par Schrödinger pour résoudre l’équation qui

porte son nom pour certains potentiels physiques. La méthode consiste en gros à écrire l’Hamil-

tonien H du système sous forme d’un produit de deux opérateurs A et B, qui sont à priori

adjoint l’un de l’autre. Pour une bonne illustration, nous allons considérer dans cette section

l’application de cette méthode au problème de l’oscillateur harmonique à une dimension, qui

demeure par excellence aussi bien un modèle pédagogique et physique de part son application

dans différents domaines de la physique et de la chimie quantiques.

A une dimension, la détermination du spectre et des fonctions d’onde du problème sta-

tionnaire d’une particule placée dans un potentiel quadratique, appelé oscillateur harmonique,

revient à la résolution de l’équation de Schrödinger suivante :

µ
− ~

2

2m

d2

dx2
+

mω2

2
x2
¶
ψ = Eψ. (1.1)
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Les solutions d’une telle équation sont bien connues et peuvent être obtenues analytique-

ment. Elle sont données par

En =

µ
n+

1

2

¶
~ω , (n ∈ N) , (1.2)

et

ψn (x̃) = Nn exp
¡− x̃2

¢
Hn (x̃) , (1.3)

où Nn est une constante de normalisation et Hn (x̃) désigne le polynôme d’Hermite de degré

n,

Hn (x̃) = (−)n exp
¡
x̃2
¢ d

dx̃n

n

exp
¡−x̃2¢ (1.4)

avec

x̃ =

r
mω

~
x. (1.5)

Dans ce qui suit, on va voir comment obtenir ces solutions en utilisant la méthode de

factorisation basée sur les opérateurs de création et d’annihilation, qui mène à un traitement

purement algébrique, simple et économique.

Considérons pour cela l’Hamiltonien suivant :

Ĥ = H − ~ω
2
, (1.6)

tel que H est l’Hamiltonien défini dans (1.1). Il est claire que les fonctions propres de Ĥ sont

les mêmes que celles de H et les valeurs propres diffèrent par le facteur additif −~ω2 . Par
conséquent, l’énergie de l’état fondamental de Ĥ est nulle.Ce résultat n’est pas trivial car,

comme on va le voir dans les sections qui viennent, il est lié directement au concept de brisure

de la SUSY.

Définissons maintenant les opérateurs d’annihilation et de création a et a+ comme suit :

a =

r
mω

2~
x+

r
~
2mω

d

dx
, (1.7)
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et

a+ =

r
mω

2~
x−

r
~
2mω

d

dx
, (1.8)

qui vérifient la relation de commutation

£
a, a+

¤
= I , (1.9)

où I est l’opérateur unité.

On peut vérifier sans difficulté que Ĥ se factorise en fonction des opérateurs de création et

d’annihilation sous la forme

Ĥ = ~ωa+a . (1.10)

Ainsi, Ĥ forme une algèbre fermée avec a et a+, tels que

h
Ĥ, a+

i
= ~ωa+,

h
Ĥ, a

i
= −~ωa . (1.11)

En admetant que ψ est une fonction propre de Ĥ , avec la valeur Ê, et en utilisant (1.11),

on trouvera

Ĥ
¡
a+ψ

¢
=
³
Ê + ~ω

´
a+ψ, (1.12)

et

Ĥ (aψ) =
³
Ê − ~ω

´
aψ. (1.13)

Donc, on voit bien que a+ψ et aψ sont aussi des fonctions propres de Ĥ avec les valeurs

propres respectives
³
Ê + ~ω

´
et (Ê−~ω). Ceci montre bien comment a+ augmente les valeurs

propres de Ĥ de ~ω et a les fait diminuer de ~ω.

Sachant que le spectre de Ĥ a une limite inferieure
³
Ê0 = 0

´
, le processus d’annihilation

doit forcément s’arreter à l’état ψ0 (x), ce qui donne, par conséquent

aψ0 (x) = 0, (1.14)

où ψ0 (x) est la fonction propre associée à l’état fondamental.
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En combinant les résultats (1.8) et (1.14), on peut trouver facilement l’expression de la

fonction d’onde de l’état fondamental de Ĥ sous la forme

ψ0 (x) = N0 exp
³
−mω

2~
x2
´
, (1.15)

qui est en parfait accord avec (1.3).

Essayons maintenant de trouver la fonction propre correspondant au premier état excité.

Pour cela, on a, d’un coté, l’équation (1.12) nous donne

Ĥ
£
a+ψ0 (x)

¤
= ~ω

£
a+ψ0 (x)

¤
, (1.16)

et d’un autre coté, et en utilisant l’équation aux valeurs propres de Ĥ qui correspond au

premier état éxcité, on obtient

Ĥψ1 (x) = ~ωψ1 (x) . (1.17)

En comparant (1.16) et (1.17), on peut écrire

ψ1 (x) = N1a
+ψ0 (x) , (1.18)

où N1 est une constante de normalisation.

En procédant de la même manière pour le reste des états excités, on obtient pour le nième

état,

ψn (x) = Nn

¡
a+
¢n

ψ0 (x) et Ên = n~ω. (1.19)

On constate donc que les fonctions propres {ψn (x)}n∈N de Ĥ peuvent être obtenues

simplement par applications successives (n fois ) de l’opérateur de création a+ sur la fonction

de l’état fondamental ψ0 (x).

Finalement, on aboutira au spectre de H et à la formule génératrice des fonctions propres

correspondantes en utilisant (1.6) et (1.19), ce qui donne

ψn (x) = Nn

¡
a+
¢n

.ψ0 (x) et En =

µ
n+

1

2

¶
~ω, (1.20)
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où Nn est une constante de normalisation, et n ∈ N.

1.3 Définition de la SUSYQM

Considérons un système quantique représenté par un Hamiltonien agissant sur un certain

espace de Hilbert <, et postulons l’existence d’un ensemble d’opérateurs auto-adjoints {Qi},
i = 1, 2, ......,N , appelés supercharges, qui agissent aussi sur < .

1.3.1 Définition :

Un système quantique, caractérisé par l’ensemble {H, Q1,.........., QN , <}, est dit supersy-
métrique si la relation suivante est vérifiée pour tous les i possibles

{Qi , Qj} = δijH (1.21)

où δij est le symbole de Kronecker et {, } désigne l’anti-commutateur de deux opérateurs.

Les opérateurs {Qi} sont appelés " Supercharges " et H est appelé " Hamiltonien

supersymétrique ".

La relation (1.21) étant vérifiée, l’Hamiltonien du système commute alors avec tous les

opérateurs de supercharges. Cela s’écrit donc

[H,Qi] = 0 , i = 1, 2, · · · , N , (1.22)

ce qui veut dire que l’Hamiltonien H est invariant sous les transformations engendrées par les

opérateurs de supercharges.

A partir de (1.21), on peut écrire :

H = 2Q2i , i = 1, 2, ......N (1.23)

ce qui permet d’exprimer H aussi sous la forme

H =
2

N

NX
i

Q2i . (1.24)
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Ce résultat est très important, car il montre que le spectre deH est positif, et par conséquent

l’énergie de l’état fondamental l’est aussi. Ainsi

E0 ≥ 0. (1.25)

Parfois, on préfère définir la SUSYQM par la donnée d’opérateurs, qui ne sont pas auto-

adjoints, comme on va le voir dans l’exemple suivant.

1.3.2 SUSYQM dans le cas N = 2

Comme on l’a vu précédement, la SUSYQM peut être définie par la donnée de deux opéra-

teurs auto-adjoints Q1 et Q2 qui vérifient (1.21). Maintenant nous allons introduire une paire

d’opérateurs, appelés " Supercharges complexes ", Q et Q+, définis par

Q =
Q1 + i Q2√

2
, (1.26)

et

Q+ =
Q1 − i Q2√

2
. (1.27)

On peut démonter que ces nouveaux opérateurs, avec l’Hamiltonien, obéissent aux relations

suivantes, qui découlent directement de (1.21), (1.26) et (1.27)

Q2 = 0 =
¡
Q+
¢2
, (1.28)

(Q et Q+ sont nilpotents), et

 {Q,Q+} = H

[Q,H ] = [Q+,H ] = 0
. (1.29)

Dans ce cas, l’ensemble {H, Q, Q+, <} est dit supersymétrique.
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1.4 Brisure de la SUSY dans la SUSYQM

Le concept de brisure de la SUSY, était et restera, jusqu’à nouvel ordre, l’un des énigmes

qui ont embêtés les chercheurs lors de l’application de la SUSY dans le domaine de la théorie

des champs. En fait, et comme nous l’avions dit dans l’introduction de ce mémoire, l’étude

de la brisure de la SUSY est directement responsable du développement des recherhes sur la

supersymétrie dans différents domaines.

Il est bien connu que la symétrie d’un Hamiltonien est considérée comme brisée si l’état

possédant la plus petite énergie, (état fondamental), ne respecte pas cette symétrie.

Dans cette section, on va juste mentionner les propriétés essentielles de l’état fondamental

du système étudié, qui sont liées directement au concept de brisure de la SUSY.

Soit {H, Q1,.........., QN , <} un système supersymétrique, défini sur un espace de Hilbert
<.

1.4.1 Définitions :

−1) Pour une bonne SUSY, il existe au moins un état de H qui a une énergie nulle.

−2) Un système supersymétrique est dit possédant une bonne SUSY si l’énergie de l’état

fondamental est nulle. Par contre, si elle est strictement positif, la SUSY est dite brisée.

−3) Pour avoir une bonne SUSY il faut et il suffit que la fonction propre de l’état fondamental
soit normalisable.

1.5 Formalisme général

1.5.1 Construction des Hamiltoniens partenaires

Considérons l’équation de Schrödinger pour une particule de masse constantem, placée dans

le champ d’un potentiel conservatif à une dimensionV (x) . Supposons aussi que ce système

admet un nombre fini ou infini d’états liés non relativistes, obtenus à partir de l’équation de

Schrödinger

Hψn (x) =

µ
− ~

2

2m

d2

dx2
+ V (x)

¶
ψn (x) = Enψn (x) , (1.30)

avec n = 0, 1, 2, · · · .
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Pour n = 0, on peut écrire

(H −E0)ψ0 (x) = 0. (1.31)

On définit un nouveau Hamiltonien H1 par

H1 = H −E0, (1.32)

dont les fonctions propres coïncident avec celles de H et les valeurs propres sont décalées

par rapport à celles de ce dernier par la soustraction de l’énergie de son état fondamental

E0.

L’équation aux valeurs propres de H1 peut être écrite comme

H1ψ
(1)
n (x) = E(1)n ψ(1)n (x) , (1.33)

avec

E(1)n = En −E0. (1.34)

En particulier, on a  E
(1)
0 = 0

ψ
(1)
0 (x) = ψ0 (x)

. (1.35)

Postulons l’existence d’une paire d’opérateurs, A et son adjoint A+, de telle sorte que H1

puisse être exprimé sous la forme

H1 = A+A . (1.36)

A partir de l’équation aux valeurs propres (1.33), qu’on écrit suivant la notation de Dirac

comme

H1 = A+A
¯̄̄
ψ(1)n

E
= E(1)n

¯̄̄
ψ(1)n

E
,

il vient, en admettant que les états sont normés, que

E(1)n =
D
ψ(1)n

¯̄
A+A

¯̄
ψ(1)n

E
=
¯̄̄¯̄̄
A
¯̄̄
ψ(1)n

E¯̄̄¯̄̄2 ≥ 0, (1.37)
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qui signifie que les énergies propres sont toutjours positives ou nulles,

E(1)n ≥ 0 , ∀ n. (1.38)

En parallèle, si on construit un autre Hamiltonien H2 par

H2 = AA+ , (1.39)

l’équation aux valeurs propres de ce dernier s’écrit

H2ψ
(2)
n (x) = E(2)n ψ(2)n (x) , (1.40)

où E
(2)
n est l’énergie du nième niveau de H2 et ψ

(2)
n (x) la fonction propre correspondante,

supposée aussi normée.

En suivant une démarche similaire, on montre aussi que les énergies E(2)n sont aussi positives

ou nulles,

E(2)n ≥ 0 , ∀ n (1.41)

Les deux opérateurs H1 et H2 sont appelés, Hamiltoniens supersymétriques partenaires (ou

simplement partenaires)

1.5.2 Ilustration sur les opérateurs Q et Q+ :

Soit Hsusy l’Hamiltonien supersymétrique d’un système donné, qui a par hypothèse un

spectre discret, et soit

Hsusy.φi = Ei.φi, (1.42)

son équation aux valeurs propres.

Ecrivons les opérateurs de supercharges Q et Q+, en utilisant une représentation à deux

dimenssions, comme suit

Q =

 0 0

A 0

 , Q+ =

 0 A+

0 0

 , (1.43)
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où l’on peut facilement s’assurer de leur nilpotence. Les produits QQ+ et Q+Q donnent

successivement ce qui suit

QQ+ =

 0 0

0 AA+

 , Q+Q =

 A+A 0

0 0

 . (1.44)

Il vient donc que

©
Q,Q+

ª
=

 A+A 0

0 AA+

 =

 H1 0

0 H2

 = Hsusy. (1.45)

L’équation aux valeurs propres de Hsusy devient alors

 H1 0

0 H2

 φ
(1)
i

φ
(2)
i

 =

 E
(1)
i 0

0 E
(2)
i

 φ
(1)
i

φ
(2)
i

 , (1.46)

où

φi =

 φ
(1)
i

φ
(2)
i

 et Ei =

 E
(1)
i 0

0 E
(2)
i

 . (1.47)

Cela nous conduit directement à (1.33) et (1.40).

1.6 Relation entre les Hamiltoniens H1 et H2

Pour démontrer la relation étroite entre les Hamiltoniens partenairesH1 et H2, on va utiliser

les deux équations (1.33) et (1.40). Appliquant, dans une premiére étape, l’opérateur A à gauche

sur les deux membres de l’équation (1.33), on aura

A
h
H1ψ

(1)
n (x)

i
= A

h
E(1)n ψ(1)n (x)

i
, (1.48)

ce qui donne, en tenant compte de (1.36) et (1.39)

H2

h
A ψ(1)n (x)

i
= E(1)n

h
A ψ(1)n (x)

i
, (1.49)

qui veut dire que A ψ
(1)
n (x) est une fonction propre de H2 avec la valeur propre E

(1)
n .

Dans une deuxiéme étape, appliquons cette fois l’opérateur A+ à gauche sur les deux
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membres de l’équation (1.40). D’une manière analogue, et tenant compte, encore une fois, de

(1.36) et (1.39), on trouvera

H1

h
A+ ψ(2)n (x)

i
= E(2)n

h
A+ ψ(2)n (x)

i
. (1.50)

Autrement dit, A+ ψ
(2)
n (x) est une fonction propre de H1 avec la valeur propre E

(2)
n .

Maintenant, le fait d’avoir E
(1)
0 = 0 n’est pas dépourvu de sens, car il conduit directement

au résultat suivant :

Aψ
(1)
0 (x) = 0. (1.51)

En combinant les résultats (1.33), (1.40), (1.49) et (1.50), on peut aboutir aux relations

qui relient les énergies et les fonctions propres de H1 à celles de H2. En effet, on trouvera
ψ
(2)
n (x) ∝ A ψ

(1)
n+1 (x)

ψ
(1)
n+1 (x) ∝ A+ ψ

(2)
n (x)

E
(2)
n = E

(1)
n+1 , E

(1)
0 = 0

. (1.52)

Tandis que toutes les fonctions propres
n
ψ
(1)
n (x)

o
et
n
ψ
(2)
n (x)

o
sont supposées normalisées,

on va reécrire (1.52) sous une autre forme plus adéquate
ψ
(2)
n (x) = 1

E
(1)
n+1

h
A ψ

(1)
n+1 (x)

i
ψ
(1)
n+1 (x) =

1√
E
(2)
n

h
A+ ψ

(2)
n (x)

i
E
(2)
n = E

(1)
n+1 , E

(1)
0 = 0

. (1.53)

Conclusion

A la fin de cette section, et au vu de tous les résultats obtenus jusqu’à maintenant, on va

dire que les opérateurs de création A+ et d’annihilation A génèrent certaines transformations

reliant le spectre de H1 à celui de H2 et vice-versa.

En effet, l’état fondamental de H2 est équivalent au premier état excité de H1. Et le

premier état excité de H2 est équivalent au deuxième état excité de H1 et ainsi de suite.

L’état fondamental de H1 n’ayant pas d’équivalent dans le spectre de H2, on dit qu’il n’a pas
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de partenaire. On dit aussi que les deux Hamiltoniens superpartenaires H1 et H2 sont «

Isospectraux ».

Le schéma suivant montre comment on passe d’un état quelconque à l’état précédant ou

à l’état suivant, respectivement par application de l’opérateur d’annihilation ou l’opérateur de

création

Spectre de H1 Spectre de H2

E
(1)
n –– ⇐= A+ ––E

(2)
n−1

...
...

...

E
(1)
3 –– ⇐= A+ ––E

(2)
21

E
(1)
2 –– ⇐= A+ ––E

(2)
1

E
(1)
1 –– ⇐= A+ ––E

(2)
0

E
(1)
0 ––

Spectre de H1 Spectre de H2

E
(1)
n –– A =⇒ ––E

(2)
n−1

...
...

...

E
(1)
3 –– A =⇒ ––E

(2)
21

E
(1)
2 –– A =⇒ ––E

(2)
1

E
(1)
1 –– A =⇒ ––E

(2)
0

E
(1)
0 ––

(1.54)

1.7 Les potentiels partenaires et le superpotentiel

Quand on a introduit les deux opérateurs A et A+, on a rien dit sur leurs expressions

explicites. Dailleurs, c’est ce qui est bien clair dans les formules que nous avons obtenues.

A partir de la définition (1.32), et de la relation explicite de H , donnée dans (1.30), on

peut écrire

H1 = − ~
2

2m

d2

dx2
+ V (x)−E0

= − ~
2

2m

d2

dx2
+ V1 (x) , (1.55)

tel que

V1 (x) = V (x)−E0. (1.56)
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On a déjà vu que H1 peut être factorisé par l’intermédiaire des opérateurs A et A+.

Définissons ces deux opérateurs comme suit :

A =
~√
2m

d

dx
+W (x) , (1.57)

et

A+ = − ~√
2m

d

dx
+W (x) , (1.58)

où W (x) est une nouvelle fonction, appellée "superpotentiel ", introduit dans la SUSYQM en

1981 par Witten [6].

Ainsi, on va utiliser (1.36), (1.57) et (1.58) pour écrire H1 en terme du superpotentiel et de

sa dérivée première, sous la forme

H1 = − ~
2

2m

d2

dx2
+W 2 (x)− ~√

2m
W 0 (x) , (1.59)

où W 0 (x) est la dérivée par rapport à x du superpotentielW .

De (1.55) et (1.59) vient que

V1 (x) =W 2 (x)− ~√
2m

W 0 (x) . (1.60)

Par une démarche similaire, et en faisant appel aux expressions (1.39), (1.57) et (1.58), on

peut avoir l’expression de H2 en fonction du superpotentiel. Ainsi, on obtient

H2 = − ~
2

2m

d2

dx2
+W 2 (x) +

~√
2m

W 0 (x) . (1.61)

Par analogie, on posera

V2 (x) =W 2 (x) +
~√
2m

W 0 (x) . (1.62)

La relation (1.61) devient donc

H2 = − ~
2

2m

d2

dx2
+ V2 (x) , (1.63)
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où V1 (x) et V2 (x) sont appelés " potentiels supersymétriques partenaires " ou simplement

" potentiels partenaires ". Notons que les expressions (1.60) et (1.62) sont des équations

différentielles non linéaires du type Riccati.

Dans ce qui suit, on va établir les relations qui relient le superpotentiel et les potentiels

partenaires à la fonction propre de l’état fondamental de H1 (H) . Pour ce faire, supposons

que cette fonction est connue. Elle doit vérifier (1.51), qui s’écrit en faisant appel à (1.57) sous

forme d’une équation différentielle du premier ordre

µ
~√
2m

d

dx
+W (x)

¶
ψ
(1)
0 (x) = 0, (1.64)

qui donne le superpotentiel sous la forme

W (x) = − ~√
2m

d

dx
lnψ

(1)
0 (x) . (1.65)

On peut aussi inverser cette dernière relation pour obtenir la fonction propre de l’état

fondamental comme fonctionnelle du superpotentiel, sous la forme

ψ
(1)
0 (x) = N0 exp

Ã
−
√
2m

~

Z x

W (t) dt

!
, (1.66)

où N0 est une constante de normalisation.

Donc, connaissant la fonction propre de l’état fondamental de H1 (H), on peut obtenir

l’expression du superpotentiel en utilisant (1.65) et vice-versa, la connaisssance de l’expression

du superpotentiel nous permet de calculer la fonction propre de l’état fondamental.

La même chose peut être dite dans le cas des potentiels partenaires. En effet, et tenant

compte de (1.31), (1.32) et (1.55), on aura

V1 (x) =
~2

2m

h
ψ
(1)
0 (x)

i00
ψ
(1)
0 (x)

, (1.67)

où
h
ψ
(1)
0 (x)

i00
représente la dérivée seconde par raport à x de ψ

(1)
0 (x).
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De même, V2 (x) peut être écrit, en tenant compte de (1.62) et (1.65, comme suit :

V2 (x) =
~2

2m



h
ψ
(1)
0 (x)

i0
ψ
(1)
0 (x)


2

−
h
ψ
(1)
0 (x)

i00
ψ
(1)
0 (x)

 . (1.68)

Donc, connaissant la fonction propre de l’état fondamental, on trouvera aisément les expres-

sions des potentiels partenaires.

On remarque queV1 (x) etV2 (x) sont reliés l’un à l’autre par la relation

V2 (x) = −V1 (x) + 2W 2 (x) , (1.69)

où de façon équivalente

V2 (x) = V1 (x) + 2W
0 (x)

= V1 (x)− 2 ~√
2m

d2

dx2
lnψ

(1)
0 (x) . (1.70)

1.8 Propriétés générales du superpotentiel pour une bonne SUSY

−1) Dans le cas où la SUSY est bonne, il ya un lien étroit entre les zéros du superpotentiel

et les extrémas de la fonction d’onde de l’état fondamental.

− La supersymetrie serait brisée si W (x) aurait un nombre pair de noeuds.

− Au contraire, elle serait bonne s’il y aurait un nombre impair de noeuds.
−2) Posant : W± = limx→±∞ W (x) ∈ R∗

− Si les signes de W+ et W− sont identiques, la supersymétrie est dite brisée.

− Si par contre ils ont des signes différents, alors elle est bonne.
−3) Si W (x) est une fonction propre de la parité d’espace, dans ce cas la supersymetrie

est bonne lorsque W (x) est une fonction impaire et elle est brisée si W (x) est une fonction

paire.
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1.9 Hiérarchie d’Hamiltoniens partenaires

On a vu dans la section 1.7 comment construire la paire d’Hamiltoniens supersymétriques

H1 et H2. On a donc entre les mains une procédure qui peut être itérée pour construire un

autre Hamiltonien supersymétrique H3 en partant cette fois de l’Hamiltonien H2. On appelle

H3 l’Hamiltonien partenaire de H2.

Avant de continuer, on va suggérer de faire un petit changement de notation pour faciliter le

traitement ultérieur du sujet. L’Hamiltonien de départH1 peut dépendre d’un certain ensemble

de paramètres qu’on dénotera par a0. Ces paramètres se retrouveront automatiquement dans

les définitions du superopérateur et par conséquent dans A1et A+1 . Il convient dès maintenant

d’expliciter a0 et écrire donc

H1 (a0) = A+1 (a0)A1 (a0) +E
(1)
0 (a0) , (1.71)

et

H2 (a0) = A1 (a0)A
+
1 (a0) +E

(1)
0 (a0) . (1.72)

En tenant compte de (1.70), on obtient

V2 (a0) = V1 (a0)− 2 ~√
2m

d2

dx2

h
lnψ

(1)
0 (x, a0)

i
. (1.73)

En suivant maitenant la même procédure, utilisée pour obtenir (1.53), on arrive à


E
(1)
n+1 (a0) = E

(2)
n (a0) pour n ≥ 1 et E

(1)
0 (a0) = 0

ψ
(2)
n (x; a0) =

1

E
(1)
n+1(a0) − E

(1)
0 (a0)

A1 (a0)ψ
(1)
n+1 (x; a0) pour n ≥ 0

ψ
(1)
n+1 (x; a0) =

1

E
(1)
n+1(a0) − E

(1)
0 (a0)

A+1 (a0) ψ
(2)
n (x; a0) pour n ≥ 0

. (1.74)

Partant maintenant de l’Hamiltonien H2 et reprenant tous ce qui a été fait dans la section

1.7, nous allons construire l’Hamiltonien H3, le superpartenaire de H2. Par analogie avec (1.71),
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écrivons d’abord H2 sous une nouvelle forme

H2 (a0) = A+2 (a0)A2 (a0) +E
(2)
0 (a0) . (1.75)

Son partenaire doit se mettre alors sous la forme

H3 (a0) = A2 (a0)A
+
2 (a0) +E

(2)
0 (a0) . (1.76)

Toujours en exploitant (1.70), on obtient

V3 (a0) = V2 (a0)− 2 ~√
2m

d2

dx2

h
lnψ

(2)
0 (x, a0)

i
= V1 (a0)− 2 ~√

2m

d2

dx2

h
lnψ

(1)
0 (x, a0)ψ

(2)
0 (x, a0)

i
. (1.77)

En employant la même procédure, utilisée dans la section 1.7, on arrive à


E
(3)
n (a0) = E

(2)
n+1 (a0)

ψ
(3)
n (x; a0) =

1

E
(2)
n+1(a0) − E

(2)
0 (a0)

A2 (a0) .ψ
(2)
n+1 (x; a0)

ψ
(2)
n+1 (x; a0) =

1

E
(2)
n+1(a0) − E

(2)
0 (a0)

A+2 (a0) .ψ
(3)
n (x; a0)

. (1.78)

En mettant à profit les relations (1.74), on aboutit à


E
(3)
n (a0) = E

(1)
n+2 (a0) , E

(1)
0 (a0) = 0

ψ
(3)
n (x; a0) =

1

E
(1)
n+2(a0) − E

(1)
0 (a0) E

(1)
n+2(a0) − E

(1)
1 (a0)

A2 (a0) .A1 (a0) .ψ
(1)
n+2 (x; a0) .

ψ
(1)
n+2 (x; a0) =

1

E
(1)
n+2(a0) − E

(1)
0 (a0) E

(1)
n+2(a0) − E

(1)
1 (a0)

A+1 (a0) . A
+
2 (a0) .ψ

(3)
n (x; a0) .

,

(1.79)

ce qui nous permettra de trouver le spectre et les fonctions propres de H3 à partir du spectre

et des fonctions propres de H1 et vice versa.
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Pour généraliser cette démarche, on doit partir d’un Hamiltonien Hp défini, par analogie à

ce qui a été fait auparavant, comme suit :

Hp (a0) = A+p (a0)Ap (a0) +E
(p)
0 (a0) . (1.80)

L’expression de son partenaire Hp+1 est donnée alors sous la forme

Hp+1 (a0) = Ap (a0)A
+
p (a0) +E

(p)
0 (a0) . (1.81)

La relation (1.36) s’écrit dans ce cas comme

Vp+1 (a0) = Vp (a0)− 2 ~√
2m

d2

dx2

h
lnψ

(p)
0 (x, a0)

i
, (1.82)

ce qui conduit, par itération, à

Vp+1 (a0) = V1 (a0)− 2 ~√
2m

d2

dx2

"
ln

pY
k=1

ψ
(k)
0 (x, a0)

#
. (1.83)

Par analogie, on obtient les fonctions propres sous la forme


E
(p+1)
n (a0) = E

(p)
n+1 (a0)

ψ
(p+1)
n (x; a0) =

1

E
(p)
n+1(a0) − E

(p)
0 (a0)

. Ap (a0) .ψ
(p)
n+1 (x; a0)

ψ
(p)
n+1 (x; a0) =

1

E
(p)
n+1(a0) − E

(p)
0 (a0)

. A+p (a0) .ψ
(p+1)
n (x; a0)

. (1.84)

En mettant à profit, encore une fois, les relations (1.74), on aboutit à la généralisation

suivante, écrite sous forme compacte,
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E
(p+1)
n (a0) = E

(1)
n+p (a0) , E

(1)
0 (a0) = 0

ψ
(p+1)
n (x; a0) =

pQ
k=1

·³
E
(1)
n+p (a0)−E

(1)
p−k (a0)

´−1
2
.Ap−k+1 (a0)

¸
.ψ
(1)
n+p (x; a0)

ψ
(1)
n+p (x; a0) =

pQ
k=1

·³
E
(1)
n+p (a0)−E

(1)
k−1 (a0)

´− 1
2
.A+k (a0)

¸
.ψ
(p+1)
n (x; a0)

. (1.85)

Cependant, si l’Hamiltonien H1 possède m états liés, l’Hamiltonien Hq (où 1 ≤ q ≤ m

) aura (m− q + 1) états liés, et on peut donc construire une hiérarchie de (m− 1) Hamilto-
niens partenaires à partir de l’Hamiltonien de départ H1. En revanche, une fois la hiérarchie

construite, en empruntant le chemin inverse, c’est-à-dire, en partant de l’Hamiltonien Hm, on

peut reconstruire tout le spectre de H1, mis à part l’état fondamental, à partir du spectre des

partenaires. On trouve


E
(1)
n (a0) = E

(n+1)
0 (a0) , E

(1)
0 (a0) = 0

ψ
(1)
n (x; a0) =

·
nQ

k=1

³
E
(1)
n (a0)−E

(1)
k−1 (a0)

´− 1
2
A+k (a0)

¸
ψ
(n+1)
0 (a0)

, (1.86)

pour n ≥ 0.
En conclusion, les relations (1.86) déterminent les liens qui existent entre les énergies propres

et les fonctions propres de l’Hamiltonien de départ H1 avec celles des différents Hamiltoniens

de la hiérarchie ; les caractéristiques du mième niveau de H1sont directement liées avec celles de

l’état fondamental de l’Hamiltonien Hm−1. En d’autres termes, l’approche supersymétrique est

une technique élégante pour la construction de potentiels isospectraux à partir d’un potentiel

donné.

1.10 Invariance de forme

Jusqu’à maintenant, l’approche supersymétrique ne nous montre pas comment obtenir les

énergies propres et les fonctions propres relatives à un potentiel donné. Ceci est en fait possible

grâce à la propriété de l’invariance de forme entre les potentiels partenaires, comme on va le voir

dans cette section. Nous allons montrer que si H1 et H2 possèdent cette propriété importante,
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il sera possible d’obtenir algébriquement les caractéristiques des niveaux excités de H1 par des

formules génératrices.

1.10.1 Définition :

Si deux potentiels V et V 0ont la même dépendence spatiale, donc la même forme, et ne

diffèrent que par un ensemble fini de paramètres, on dit que ce sont des "potentiels invariants

de formes". Explicitement, l’invariance de forme se caractérise par la relation suivante [18, 19]

V (x; a0) = V 0 (x; a1) +R (a0) , (1.87)

où a0 et a1sont deux jeux finis de paramètres, reliés par

a1 = f (a0) , (1.88)

et R (a0) est une fonction indépendente de x, appellée " Reste ".

La fonction f peut être une fonction quelconque, mais jusqu’à présent toutes les études

effectuées sur les différents potentiels connus qui sont analytiquement solubles, ont conduit

seulement à trouver deux formes principales. La première forme relie a0 et a1 par une relation

de translation, de la forme

a1 = a0 + α, (1.89)

où α est une constante finie arbitraire.

La plupart des potentiels que nous pouvons rencontrer dans les études des systèmes quan-

tiques (non relativistes) appartiennent à la première catégorie.

La seconde forme relie a0 et a1 par un facteur d’échelle sous la forme

a1 = qa0 , 0 < q < 1 . (1.90)

Il existe, toutefois, d’autres possibilités pouvant, peut être, conduire à d’autres classes de

potentiels invariants de formes. L’une est une généralisation de la seconde forme, considérée
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ci-dessus, prenant la forme

a1 = qap0 , 0 < q < 1 et p = 2, 3, 4, · · · , (1.91)

Une autre relation est proposée sous la forme

a1 =
qa

1 + pa
, 0 < q < 1 et pa≪ 1. (1.92)

1.11 Invariance de forme et hiérarchie de potentiels superpar-

tenaires

A présent et de tout ce qui a été mentionné dans la section précédente, on peut dès lors

appliquer le concept d’invarance de forme à la SUSY. Pour commencer, supposons que les deux

potentiels partenaires V1 et V2 , déjà définis par (1.60) et (1.62), sont invariants de formes, on

peut donc écrire

V2 (a0) = V1 (a1) +R (a0) . (1.93)

Les relations (1.63) et (1.93) entraînnent que

H2 (a0) = − ~
2

2m

d2

dx2
+ V1 (a1) +R (a0) .

En tenant compte de (1.55), on peut aussi écrire

H2 (a0) = H1 (a1) +R (a0) , (1.94)

qui signifie que le spectre de H2 (a0) est le même que celui de H1 (a1) mais décalé d’un facteur

constant R (a0). Ceci veut dire aussi que les fonctions propres ψ
(2)
n (x, a0) et ψ

(1)
n (x, a1) sont
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identiques. Explicitement, on écrit :

 ψ
(2)
n (x, a0) = ψ

(1)
n (x, a1)

E
(2)
n (a0) = E

(1)
n (a1) +R (a0)

.

Combinant maintenant les relations (1.71), (1.75) et (1.94), on aura

A+2 (a0)A2 (a0) +E
(2)
0 (a0) = A+1 (a1)A1 (a1) +E

(1)
0 (a1) +R (a0) , (1.95)

ce qui permet d’écrire  E
(2)
0 (a0) = E

(1)
0 (a1) +R (a0)

A2 (a0) = A1 (a1)
, (1.96)

ou d’une autre façon  E
(1)
1 (a0) = R (a0)

A2 (a0) = A1 (a1)
. (1.97)

A présent, réunissons les résultats les plus importants qu’on a obtenus jusqu’à mainte-

nant : 
ψ
(2)
n (x, a0) = ψ

(1)
n (x, a1)

E
(1)
1 (a0) = R (a0)

A2 (a0) = A1 (a1)

. (1.98)

Appliquons encore une fois la condition d’invariance de forme aux deux partenairesV2 et

V3. On trouvera

V3 (a0) = V2 (a1) +R (a0) , (1.99)

ce qui donne par conséquent

H3 (a0) = H2 (a1) +R (a0) . (1.100)

En utilisant (1.94), on arrive à exprimer H3 (a0) en fonction H1 (a2) sous la forme

H3 (a0) = H1 (a2) +R (a0) +R (a1) , (1.101)
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ce qui conduit à exprimer les caractéristiques deH3 (a0) en fonction de celles deH1 (a2) comme ψ
(3)
n (x, a0) = ψ

(1)
n (x, a2)

E
(3)
n (a0) = E

(1)
n (a2) +R (a0) +R (a1)

.

En utilisant (1.71), (1.78) et (1.101), on arrive à

A+3 (a0)A3 (a0) +E
(3)
0 (a0) = A+1 (a2)A1 (a2) +E

(1)
0 (a2) +R (a0) +R (a1) . (1.102)

Il vient que  E
(3)
0 (a0) = E

(1)
0 (a2) +R (a0) +R (a1)

A3 (a0) = A1 (a2)
. (1.103)

Autrement dit, on a aboutit à


E
(1)
2 (a0) = R (a0) +R (a1)

ψ
(3)
n (x, a0) = ψ

(1)
n (x, a2)

A3 (a0) = A1 (a2)

. (1.104)

On peut à présent procéder à une généralisation en considérant deux potentiels partenaires

successifs Vp+1 etVp de la hiérarchie. On peut écrire donc

Vp+1 (a0) = Vp (a1) +R (a0) , (1.105)

ce qui conduira, par analogie, à

Hp+1 (a0) = H1 (ap) +

p−1X
k=0

R (ak) . (1.106)

Par conséquent, on obtient finalement
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E
(1)
n (a0) =

n−1P
k=0

R (ak)

ψ
(p+1)
n (x, a0) = ψ

(1)
n (x, ap)

Ap+1 (a0) = A1 (ap)

, avec n > 1 (1.107)

Maintenant il ne nous reste que de mettre à profit la deuxième relation de (1.86) et la

combiner avec le résultat (1.107) pour arriver à ce qui suit :


ψ
(1)
n (x, a0) =

nQ
k=1

µh
E
(1)
n (a0)−E

(1)
k−1
i− 1

2
A+1 (ak−1)

¶
.ψ
(1)
0 (x, an)

E
(1)
n (a0) =

n−1P
k=0

R (ak)

E
(1)
0 (a0) = 0

, (1.108)

où n > 1.

Enfin, on est arrivé à un résultat très intéressant ; pour obtenir tous les niveaux exités de

H1, il sufit d’obtenir la fonction d’onde ψ
(1)
0 (x, a0) de son état fondamental par le biais de

(1.66), puis calculer ψ
(1)
0 (x, an) , et après on applique la condition d’invariance de forme pour

trouver les restes R (ak).

En se servant de (1.34) et (1.35), on obtient le spectre et les fonctions propres de l’Hamil-

tonien original H sous la forme


ψn (x, a0) =

nQ
k=1

µh
E
(1)
n (a0)−E

(1)
k−1
i− 1

2
A+1 (ak−1)

¶
ψ
(1)
0 (x, an)

En (a0) = E0 +
n−1P
k=0

R (ak)

, (1.109)

pour n ≥ 0.
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Chapitre 2

Approche supersymetrique pour les

systèmes quantiques avec masse

dépendante de l’espace

2.1 Introduction

L’idée de trouver les états liés d’une particule non relativiste ou relativiste dont la masse

est une fonction de l’espace n’est pas fortuite. En effet, il existe beaucoup de problèmes en

physique, en chimie, en biologie ou même en médecine où l’on peut assimiler l’évolution d’un

phénomène par une équation du type Schrödinger, Klein-Gordon ou même de Dirac, relative à

une particule de masse variable dans l’espace. Pour se limiter seulement en physique du solide,

le mouvement d’une particule dans un potentiel périodique, représentant le réseau cristallin, est

assimilé au mouvement d’une particule libre avec une masse effective, qui dépend essentiellement

des caractéristiques du réseau. Si l’échantillon est composé de plusieurs parties représentant des

matériaux différents, appelées hétérostructures, la masse prendra des valeurs différentes dans

chaque partie (structure).

Pour cela, les théoriciens ne cessent d’investiguer ce domaine très intéressant en présentant

différents modèles pour la distribution de la masse comme fonction de la position et essayant de

trouver des solutions aux équations de Schrödinger, Klein-Gordon et Dirac. Vu, la complexité
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de la tache, on se limite souvent à des modèles à une dimension, en choisissant des potentiels

connus en mécanique quantique, auxquels on associe des distributions de masse appropriées de

telle sorte que l’équation étudiée peut être ramener, par des transformations adéquates, à une

équation équivalente qu’on peut résoudre par les méthodes usuelles.

En ce qui nous concerne dans ce travail, nous allons nous limiter à discuter l’équation non

relativiste de Schrödinger à une dimension dans le contexte de la masse variable.

2.2 Equation stationnaire non relativiste pour une particule

dont la masse est dépendante de sa position.

La quantification de l’Hamiltonien classique d’une particule soumise à un potentiel et dont

la masse est une fonction de sa position n’est pas une chose évidente. Il faut en principe pas-

ser par plusieurs étapes. La première consiste à partir de l’équation de Newton classique et

déterminer d’abord le Lagrangien dont elle dérive. Ensuite, il faut construire le Hamiltonien

correspondant par les techniques usuelles et enfin, quantifier ce dernier. Cette dernière étape

revient à symétriser l’Hamiltonien obtenu vis-à-vis des opérateurs impulsion et position pour

le rendre Hermitien. Dans la littérature, cette démarche n’est pas suivie ; c’est juste la dernière

étape qui est considérée. Autrement dit, à partir d’un Hamiltonien quantique connu, pour une

particule de masse constante, on suppose que cette dernière est une fonction de l’espace et on

le symétrise. Ceci revient à symétriser juste la partie cinétique, qui se présente généralement

comme des produits de l’opérateur impulsion et de fonctions de l’espace.

Pour les problèmes, à une dimension, que nous considérons dans ce travail, nous dénotons

par

m(x) = m0M (x) , (2.1)

la masse de la particule, où m0 est une constante positive ayant les dimensions d’une masse

et M (x), une fonction sans dimensions, définie positive. Nous admettons aussi que l’Hamil-

tonien classique est une simple somme de la partie cinétique et de l’énergie potentiel. Ainsi

l’Hamiltonien symétrisé sera dénoté comme

H =
1

2

½
p2

m(x)

¾
+ V (x). (2.2)
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où {} désigne l’opération de symétrisation. L’équation de Schrödinger stationnaire s’écrira donc
sous la forme µ

1

2

½
p2

m(x)

¾
+ V (x)

¶
ψ (x) = Eψ (x) . (2.3)

En fait, l’opération de symétrisation n’est pas unique de sorte que la partie cinétique, dans

ce cas, peut être écrite de différentes manières. Entre autre, en représentation position, où

l’opérateur impulsion est donné par

p ≡ ~
i

d

dx
,

on peut écrire ½
p2

m(x)

¾
= − ~

2

m0

d

dx

1

M(x)

d

dx
, (2.4)

ou bien ½
p2

m(x)

¾
= − ~2

2m0

1

(M(x))
1
4

d

dx

1

(M(x))
1
2

d

dx

1

(M(x))
1
4

. (2.5)

En fait, il n’existe aucune recette à suivre pour la symétrisation de la partie cinétique et

plusieurs propositions ont été faites dans la littérature [21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31,

32, 33]. La proposition qui a reçu plus d’intéret par la communauté des physiciens revient à Von

Roos [32, 33]. Il a suggéré une expression générale dépendant de deux paramètres ajustables,

donnée sous la forme

½
p2

m(x)

¾
= − ~2

4m0

µ
(M(x))α

d

dx
(M(x))β

d

dx
(M(x))γ + (M(x))γ

d

dx
(M(x))β

d

dx
(M(x))α

¶
,

(2.6)

où α, β et γ sont des nombres réels, qui doivent évidemment satisfaire la contrainte sui-

vante :

α+ β + γ = −1. (2.7)

En particulier, pour α = γ = 0, et α = γ = −14 , on retrouve les cas particuliers (2.4) et (2.5).
Par conséquent, chaque choix des paramètres α, β et γ correspondra à un Hamiltonien

différent et par conséquent, le même problème physique conduira à des spectres différents. Pour

cette raison, les paramètres α, β et γ sont souvent appelés, paramètres d’ambiguïté.

Ainsi, en éliminant un des paramètres par l’intermédiaire de la contrainte (2.7), la par-
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tie cinétique de Von Roos s’exprime en fonction de deux paramètres libres. Parfois, l’un des

deux paramètres ou même tous les deux doivent être fixés à des valeurs bien déterminées ou

même contraints à satisfaire certaines relations pour que le système possède des états liés. Si

ce n’est pas le cas, le spectre du problème en question sera fonction de ces deux paramètres.

L’existence de paramètres libres dans les expressions analytiques du spectre d’un problème

peut avoir plusieurs avantages. Par exemple, ces paramètres peuvent être ajustés de telle sorte

à approcher les valeurs expérimentales d’un problème physique connu. On peut aussi procéder

à une extrémalisation pour minimiser certaines valeurs propres.

Il est facile de montrer que la forme générale (2.6) peut se mettre sous la forme plus adéquate

suivante

½
p2

m(x)

¾
= − ~2

2m0

d

dx

1

M(x)

d

dx
+ Uαβ (x) , (2.8)

avec

Uαβ (x) =
~2

4m0
(β + 1)

M 00(x)
M2(x)

− ~2

2m0
[α (α+ β + 1) + β + 1]

M 02(x)
M3(x)

, (2.9)

oùM 0(x) etM 00(x) désignent respectivement les dérivées première et seconde de la distribution

de la masse M(x) par rapport à la variable x .

Par conséquent l’Hamiltonien (2.2) peut être mis sous la forme

HV R = − ~2

2m0

d

dx

1

M(x)

d

dx
+ eV (x) , (2.10)

où eV (x), qui sera appelé potentiel effectif, est la somme du potentiel physique et du potentiel
d’ambiguïté

eV (x) = V (x) + Uαβ (x) , (2.11)

L’équation de Schrödinger s’écrira donc

µ
− ~2

2m0

d

dx

1

M(x)

d

dx
+ eV (x)¶ψ (x) = Eψ (x) . (2.12)

Ainsi, la forme de symétrisation de Von Roos conduit à un Hamiltonien quantique, noté ici
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HV R, dont la partie cinétique est symétrisée selon la formule (2.4) et le potentiel d’interaction

est maintenant composé de la somme du potentiel physique et d’une partie additive Uαβ (x) qui

dépend de la fonction de distribution de la masse, de ses dérivées première et seconde et bien

sur des paramètres d’ambiguïté α et β. Evidemment, cette partie, qu’on appellera potentiel

d’ambiguïté, n’a pas d’origine matérielle ; elle disparaîtra si la masse est une constante, auquel

cas le problème est standard, ou si l’on choisit α = 0 et β = −1.

2.3 Résolution par l’approche de la supersymétrie

Dans le but de résoudre l’équation de Schrödinger (2.12) par l’approche de la supersymétrie,

il existe plusieurs méthodes qui ont été proposées dans la littérature. Elles ne sont pas toutes

équivalentes puisque chacune d’elles peut s’adapter à certains types de potentiels mais pas à

d’autres. Nous allons proposer dans cette section d’en discuter trois méthodes qui nous servirons

pour résoudre les problèmes que nous proposerons dans le chapitre suivant.

2.3.1 Approche de supersymétrie généralisée

Partant de l’Hamiltonien (2.12), le but est de procéder par analogie avec la démarche de la

supersymétrie pour une masse constante. Ceci veut dire qu’on cherche à construire un opérateur

A et son adjoint A+ qui permettent de définir des Hamiltoniens partenaires H− et H+ tels que

H− = A+A = H −E0, (2.13)

et

H+ = AA+. (2.14)

On définit ces opérateurs par

A =
~√
2m0

1p
M(x)

d

dx
+W (x), (2.15)

et

A+ = − ~√
2m0

d

dx

1p
M(x)

+W (x), (2.16)
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qui coïncident respectivement avec les définitions (1.57) et (1.58) pour une distribution de masse

égale à 1.

La fonction propre de l’état fondamental sera donnée par la solution de l’équaiton différen-

tielle Ã
~√
2m0

1p
M(x)

d

dx
+W (x)

!
ψ0 (x) = 0, (2.17)

qui s’intègre pour donner

ψ0 (x) ∝ exp
µ
−
√
2m0

~

Z x

W (y)
p
M(y)dy

¶
. (2.18)

En construisant le produit A+A, on obtient le premier Hamiltonien partenaire sous la forme

H− = − ~2

2m0

d

dx

1

M(x)

d

dx
+W 2(x)− ~√

2m0

Ã
d

dx

W (x)p
M(x)

− W (x)p
M(x)

d

dx

!

= − ~2

2m0

d

dx

1

M(x)

d

dx
+W 2(x)− ~√

2m0

Ã
W (x)p
M(x)

!0
. (2.19)

En tenant compte de (2.10), (2.13) et (2.19), on obtient

eV (x)−E0 = V− (x) =W 2(x)− ~√
2m0

Ã
W (x)p
M(x)

!0
. (2.20)

De la mëme manière, on obtient le second Hamiltonien partenaire H+ sous la forme

H+ = − ~2

2m0

1p
M(x)

d2

dx2
1p
M(x)

+
~√
2m0

Ã
1p
M(x)

d

dx
W (x)−W (x)

d

dx

1p
M(x)

!

= − ~2

2m0

1p
M(x)

d2

dx2
1p
M(x)

+W 2(x) +
~√
2m0

Ã
W 0(x)p
M(x)

+
W (x)M 0(x)
2M(x)

p
M(x)

!
.(2.21)

On constate alors que la partie cinétique du membre de droite (2.21) n’a pas la même forme

que celle de (2.19) si M(x) 6= 1. Pour surmonter cette difficulté, on utilise le commutateur
"
d

dx
,

1p
M(x)

#
= − M 0(x)

M
3
2 (x)

, (2.22)
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qui permet de transformer (2.21) et la mettre sous la forme

H+ = − ~2

2m0

d

dx

1

M(x)

d

dx
+W 2(x) +

~√
2m0

Ã
W 0(x)p
M(x)

+
W (x)M 0(x)

2M
3
2 (x)

!
(2.23)

− ~2

2m0

µ
M 02(x)
M3(x)

− 1
2

M 00(x)
M2(x)

¶
.

Ainsi, le partenaire V+ (x) sera défini par

V+ (x) =W 2(x) +
~√
2m0

Ã
W 0(x)p
M(x)

+
W (x)M 0(x)

2M
3
2 (x)

!
− ~2

2m0

µ
3

4

M 02(x)
M3(x)

− 1
2

M 00(x)
M2(x)

¶
. (2.24)

Le prix à payer en passant de (2.21) à (2.23) est que l’expression du partenaire V+ (x)

est plus compliquée comparativement à celle de V− (x) , de sortre qu’on pourrait penser qu’il

n’est pas facile de trouver des couples de fonctions W (x) et M(x) qui pourront conduire à

des partenaires satifaisant à la condition d’invariance de forme, néamoins il en existe certains

comme on va le voir dans le chapitre suivant.

Il est aussi visible que pour M (x) ≡ 1, (2.20) et (2.24) se réduisent respectivement à (1.60)
et (1.62) correspondant à une théorie avec masse constante.

A partir de là, tout ce qui a été dit dans le chapitre 1 demeure valide ici. En particulier, si

pour un couple de fonctionsW (x) et M(x) données, les partenaires V− (x) et V+ (x) satisfont à

la condition d’invariance de forme, le spectre et les fonctions propres du potentiel effectif seront

donnés par des relations similaires à (1.109).

2.3.2 Méthode de la transformation de la fonction propre

Le but de cette méthode est de procéder par la transformation de la fonction propre dans

l’équation (2.12) pour la ramener à une équation équivalente du type Schrödinger pour une

particule de masse constante. Pour utiliser cette méthode, il est util d’écrire l’Hamiltonien

(2.10) sous la forme équivalente suivante :

HV R =
~2

2m0

µ
− 1

M (x)

d2

dx2
+

M 0(x)
M2(x)

d

dx

¶
+ eV (x) . (2.25)

Par conséquent l’équation (2.12) se ramène à la forme suivante
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·
~2

2m0

µ
− 1

M (x)

d2

dx2
+

M 0(x)
M2(x)

d

dx

¶
+ eV (x)¸ψ (x) = Eψ (x) . (2.26)

On définit la nouvelle fonction ϕ(x) par la relation

ψ (x) =
p
M(x)ϕ(x). (2.27)

En substituant (2.27) dans (2.26), on s’apperçoit que la nouvelle fonction ϕ(x) vérife l’équa-

tion suivante : µ
−~

2

2

d2

dx2
+ VE(x)

¶
ϕ(x) = 0, (2.28)

où le potentiel effectif VE(x) est donné par

VE(x) = m0M(x)
³eV (x)−E

´
+
~2

2

Ã
3

4

µ
M 0(x)
M(x)

¶2
− 1
2

M 00(x)
M(x)

!
. (2.29)

En subsituant (2.9) et (2.11) dans (2.29), cette dernière peut se mettre sous la forme

VE(x) = m0M(x) (V (x)−E)− ~
2

2

Ãµ
α (α+ β + 1) + β +

1

4

¶µ
M 0(x)
M(x)

¶2
− β

2

M 00(x)
M(x)

!
.

(2.30)

Ainsi, (2.28) peut être vue comme une équation de Schrödinger pour une énergie nulle,

relative à une particule de masse unité, placée dans le potentielVE(x). Pour la résoudre avec les

techniques de l’approche supersymétrique, quand elle est applicable, on peut considérer plutôt

l’équation de Schrödinger standard suivante :

µ
−~

2

2

d2

dx2
+ VE(x)

¶
Φ(x) = εΦ(x), (2.31)

pour une particule de masse unité, où E figure maintenant comme un paramètre dans le

potentiel VE(x). Si VE(x) est un potentiel supersymétrique, admettant des états liés, on peut

déterminer les valeurs propres εn et les fonctions propres correspondantes par les formules du

chapitre 1. Les valeurs propres du problème original seront obtenues par les solutions réelles de

l’équation

εn (E) = 0, (2.32)
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et les fonctions propres correspondantes seront données par

ϕn(x) = Φn(x)|εn=0. (2.33)

Les fonctions propres, normalisées, du problème original seront donc données par

ψn (x) = Nn

p
M(x) Φn(x)|εn=0 =

p
M(x)ϕn(x), (2.34)

où Nn est la constante de normalisation. Ces fonctions doivent satisfaire aux conditions aux

limites requises pour l’existence d’états liés.

2.3.3 Approche de la transformation ponctuelle

Pour transformer l’équation (2.26) en une équation de Schrödinger standard avec un po-

tentiel supersymétrique, il est parfois nécessaire de passer par une transformation ponctuelle

générale, définie par

y = g(x), (2.35)

et

ψ (x) = f(y)ϕ (y) , (2.36)

où f et g sont des fonctions à déterminer de telle sorte que ϕ (y) satisfait à une équation du

type Schrödinger standard.

A partir de (2.35), on obtient
d

dx
= g0(x)

d

dy
, (2.37)

et
d2

dx2
=
¡
g0(x)

¢2 d2

dy2
+ g00(x)

d

dy
, (2.38)

de sorte

1

M(x)

d2

dx2
− M 0(x)

M2(x)

d

dx
=
(g0(x))2

M(x)

d2

dy2
+

µ
g00(x
M(x)

)− M 0(x)
M2(x)

g0(x)
¶

d

dy
. (2.39)
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Il est donc évident qu’il faut choisir

g0(x) =
p
M(x), (2.40)

et par conséquent (2.39) se réduit en

1

M(x)

d2

dx2
− M 0(x)

M2(x)

d

dx
=

d2

dy2
− 1
2

M 0(x)

M
3
2 (x)

d

dy
. (2.41)

En appliquant, les deux membres de (2.41) sur la fonction ψ (x) définie par (2.36), il vient

que

µ
1

M(x)

d2

dx2
− M 0(x)

M2(x)

d

dx

¶
ψ (x) =

Ã
d2

dy2
− 1
2

M 0(x)

M
3
2 (x)

d

dy

!
f(y)ϕ (y)

=

Ã
f 00ϕ+ 2f 0ϕ0 + fϕ00 − 1

2

M 0(x)

M
3
2 (x)

¡
f 0ϕ+ fϕ0

¢!

= f

Ã
ϕ00 +

Ã
2f 0

f
− 1
2

M 0(x)

M
3
2 (x)

!
ϕ0 +

Ã
f 00

f
− 1
2

M 0(x)

M
3
2 (x)

f 0

f

!
ϕ

!
.

(2.42)

Pour annuler identiquement le coefficient de ϕ0, dans le membre de droite de (2.42), on doit

choisir
f 0

f
= −1

2

d

dx

1p
M(x)

=
1

4

M 0(x)

M
3
2 (x)

, (2.43)

ce qui donne
f 00

f
=

µ
f 0

f

¶2
+
1

4

Ã
M 00(x)

M
3
2 (x)

− 3
2

M 02(x)

M
5
2 (x)

!
. (2.44)

Par conséquent, (2.42) se réduit à

µ
1

M(x)

d2

dx2
− M 0(x)

M2(x)

d

dx

¶
ψ (x) = f

Ã
ϕ00 (y) +

Ã
− 1
16

M 02(x)
M3(x)

− 3
8

M 002(x)

M
5
2 (x)

+
1

4

M 00(x)

M
3
2 (x)

!
ϕ (y)

!
.

(2.45)

En substituant (2.45) dans (2.26), on obtient l’équation différentielle satisfaite par la nouvelle
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fonction ϕ sous la forme

− ~2

2m0
ϕ00 (y) + U (y)ϕ (y) = Eϕ (y) , (2.46)

avec

U (y) = eV ¡g−1 (y)¢− ~2

2m0

Ã
− 1
16

M 02(x)
M3(x)

− 3
8

M 002(x)

M
5
2 (x)

+
1

4

M 00(x)

M
3
2 (x)

!¯̄̄̄
¯
x=g−1(y)

. (2.47)

Nous avons ainsi transformé l’équation de Schrödinger (2.26) relative à la fonction d’onde

d’une particule de masse variable dans l’espace, placée dans le potentiel eV (x) en une autre
équation de Schrödinger (2.46) pour la fonction ϕ (y) relative à une particule de masse constante,

placée dans le potentiel U (y) . On remarque que l’énergie qui figure dans les deux équations est

la même et par conséquent, cette technique peut servir pour obtenir des potentiels isospectraux,

l’un correspondant à une particule de masse constante et l’autre correspondant à une particule

de masse dépendante de l’espace. En général, partant de l’équation (2.26) avec un potentiel

physique eV (x) et une distribution de la masse M(x), arbitraires, il n’est pas garanti d’aboutir

à un potentiel U (y) supersymétrique, ou même seulement soluble. La démarche est souvent

inversée ; on part d’un potentiel U (y) , appelé potentiel source, qui est choisit soluble, disant

par la méthode supersymétrique, et on cherche à construire un couple de fonctions M(x) eteV (x), où ce dernier est appelé potentiel cible, à partir de la relation (2.47).
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Chapitre 3

Etude du spectre non relativiste

pour une particule de masse

dépendante de la position, placée

dans le potentiel d’un oscillateur

harmonique non linéaire

3.1 Introduction

Nous nous proposons de résoudre l’équation de Schrödinger à une dimension pour une

particule non relativiste, dont la masse dépend de la position, m(x) = m0M(x), avec

M(x) =
1

1 + λx2
, (3.1)

et placée dans le potentiel physique

V (x) =
m0ω

2

2

x2

1 + λx2
, (3.2)

où m0, λ et ω sont des paramètres réels positifs.
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L’Hamiltonien classique s’écrit

H =
p2

2m(x)
+
1

2
ω2m(x)x2, (3.3)

et par conséquent, le système classique associé correspond à un osicillateur harmonique ordinaire

avec masse dépendante de la position.

Les allures du potentiel et de la distribution de la masse sont représentées respectivement

sur les figures 1 et 2 pour différentes valeurs de λ.

210-1-2

1

0.75

0.5

0.25

0

x

y

x

y

Figure 1 : Allure de V (x) pour m0ω
2 = 2, λ = 0, λ = 1, et λ = 2.
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Figure 2 : Allure de M(x) pour λ = 1 et 2.

En mécanique quantique, ce problème est connu dans la littérature sous le nom d’oscillateur

harmonique non linéaire [34, 35, 36]. On note que pour λ = 0, il se réduit à celui d’un oscillateur

harmonique usuel, représenté par une particule de masse constante, placée dans un potentiel

quadratique. Pour une masse constante, l’équation de Schrödinger correspondante au potentiel

(3.2) ne peut être résolue que pour une valeur particulière du paramètre λ. Dans ce cas, le

problème est connu sous le nom d’oscillateur isotonique [37].

Avant de procéder à la résolution du problème, notons que dans les travaux des références

[34, 35, 36], le sujet a été discuté uniquement dans le cas particulier où le potentiel d’ambiguïté

est identiquement nul, c’est-à-dire pour α = 0 et β = −1. En outre, la symétrisation de la partie
cinétique, qui a été adoptée dans ces travaux, conduit à un Hamiltonien non hermitien. Pour

palier à cette difficulté, on a choisit de faire les calculs dans un espace de Hilbert particulier

L2(R, dµλ), où le produit scalaire de deux fonctions est défini par rapport à la mesure dµλ,

choisie sous la forme

dµλ =
dx√
1 + λx2

. (3.4)

Dans cet espace, la partie cinétique classique a été quantifiée d’une manière unique sous la
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forme [34]
p2

2m
−→ − ~2

2m0

µp
1 + λx2

d

dx

¶2
, (3.5)

de sorte que l’Hamiltonine sous la fome

H = − ~2

2m0

µ¡
1 + λx2

¢ d2

dx2
+ λx

d

dx

¶
+

m0ω
2

2

x2

1 + λx2
, (3.6)

qui n’est pas hermitien au sens de la mécanique quantique oridinaire, c’est-à-dire par rappord

à un espace de Hilbert standard L2(R, dx).

Les auteurs arguent que, dans l’espace L2(R, dµλ), il est possible de définir l’opérateur

impulsion généralisée sous la forme

Px = −i~
p
1 + λx2

d

dx
, (3.7)

qui est anti auto-adjoint par rapport à la mesure (3.4),

P+x = i~
p
1 + λx2

d

dx
. (3.8)

Il a été montré que, moyennant cet anzatz, le problème peut être résolu par la méthode géné-

rale aussi bien que par l’approche de supersymétrie. Avec cette dernière méthode, les potentiels

partenaires sont facilement obtenus du fait que les parties cinétiques dans les Hamiltoniens par-

tenaires sont identiques, contrairement à ce qu’on a obtenu dans les relations (2.19) et (2.21).

Le spectre associé à (3.6) est obtenu sous la forme [34, 35, 36]

En = ~α
µ
n+

1

2

¶
− ~2λ
2m0

n2, (3.9)

avec

α =
~
2m0

−λ+
s
λ2 +

µ
2m0ω

~

¶2 . (3.10)

En ce qui nous concerne ici, nous considérons l’espace de Hilbert usuel L2(R, dx) et nous

suivons la démarche présentée dans la section 2.3.1, valide dans cet espace. Nous allons montrer

que le problème demeure soluble dans un cadre général, c’est-à-dire en tenant compte des
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paramètres d’ambiguïté, bien que les calculs soient parfois plus ardus.

3.2 Expression du potentiel effectif

Un calcul simple permet d’obtenir les expressions des dérivées première et seconde de la

distribution de la masse sous les formes

M 0 (x) = − 2λx

(1 + λx2)2
, (3.11)

et

M 00 (x) = − 2λ

(1 + λx2)2
+

8λ2x2

(1 + λx2)3
. (3.12)

En insérant (3.11) et (3.12) dans (2.9), on obtient l’expression du potentiel d’ambiguïté sous

la forme

Uαβ (x) =
~2

2m0

µ
1

2
(β + 1)

µ
−2λ+ 8λ2x2

1 + λx2

¶
− [α (α+ β + 1) + β + 1]

4λ2x2

1 + λx2

¶
= − ~2

2m0

µ
λ (β + 1) + 4α (α+ β + 1)

λ2x2

1 + λx2

¶
. (3.13)

On remarque ainsi que, à des constantes additive et multiplicative près, le potentiel d’ambiguïté

a la même forme que le potentiel physique (3.2). Ceci est dû en fait au choix particulier de la

distribution de la masse.

Le potentiel effectif, relation (2.11), s’écrit donc

eV (x) = a+
bx2

1 + λx2
, (3.14)

avec

a = −~
2λ (β + 1)

2m0
, (3.15)

et

b =
m0ω

2

2
− 2~

2λ2

m0
α (α+ β + 1) . (3.16)

Ainsi, le potentiel effectif est donné, à une constante additive près, par une expression

similaire à celle du potentiel physique. Nous devons, cependant imposer que le paramètre b
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soit strictement positif, ce qui nous conduit donc à imposer une contrainte sur les paramètres

d’ambiguïté, sous la forme

α (α+ β + 1)λ2 <
³m0ω

2~

´2
. (3.17)

3.3 Expressions du superpotentiel et des opérateurs d’annihi-

lation et de création

Au vu de la forme du potentiel effectif, donné par (3.14), nous proposons le superpotentiel

sous la forme

W (x; γ) =
~√
2m0

γx√
1 + λx2

, (3.18)

où le facteur ~√
2m0

est introduit par commodité et γ est un paramètre réel.

Les opérateurs d’annihilation et de création A et A+, donnés par (2.15) et (2.16), s’écrivent

dans ce cas comme

A =
~√
2m0

µp
1 + λx2

d

dx
+

γx√
1 + λx2

¶
, (3.19)

et

A+ =
~√
2m0

µ
− d

dx

p
1 + λx2 +

γx√
1 + λx2

¶
, (3.20)

qui se réduisent à ceux de l’oscillateur harmonique linéaire (1.7) et (1.8), pour λ = 0.

En insérant (3.1) et (3.18) dans (2.18), on obtient l’expression de la fonction propre de l’état

fondamental sous la forme

ψ0 (x) ∝
¡
1 + λx2

¢− γ
2λ . (3.21)

Cette fonction satisfait aux conditions aux limites, ψ0 (±∞) = 0, si γ est un paramètre

strictement positif. En outre dans la limite λ→ 0, elle se réduit à

lim
λ→0

ψ0 (x) ∝ e−
γx2

2 , (3.22)

qui coïncide évidemment avec la fonction propre de l’état fondamental de l’oscillateur harmo-

nique linéaire.
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3.4 Expressions des potentiels partenaires et de l’énergie de

l’état fondamental

Pour déterminer le paramètre γ ainsi que l’expression de l’énergie de l’état fondamental,

en fonction des paramètres du problème, on doit tout d’abord déterminer les expressions des

potentiels partenaires et utiliser la relation (2.20). Pour ce faire, on montre d’abord les relations

suivantes :

W 2(x; γ) =
~2

2m0

γ2x2

1 + λx2
, (3.23)

Ã
W (x; γ)p
M(x)

!0
=

~√
2m0

γ, (3.24)

W 0(x)p
M(x)

+
W (x)M 0(x)

2M
3
2 (x)

=
~√
2m0

γ

µ
1− 2λx2

1 + λx2

¶
, (3.25)

et µ
3

4

M 02(x)
M3(x)

− 1
2

M 00(x)
M2(x)

¶
= λ− λ2x2

1 + λx2
. (3.26)

En substituant les relations (3.18-3.26) dans (2.20) et (2.24), on obtient les potentiels par-

tenaires, donnés par les expressions suivantes :

V− (x; γ) =
~2

2m0

µ
γ2x2

1 + λx2
− γ

¶
, (3.27)

et

V+ (x; γ) =
~2

2m0

Ã
(γ − λ)2 x2

1 + λx2
+ γ − λ

!
, (3.28)

qui se réduisent exactement à ceux de l’oscillateur harmonique linéaire pour λ = 0.

En substituant (3.14) et (3.27) dans (2.20), et tenant compte du fait que γ doit être un

paramètre strictement positif, on obtient

γ =

r
2m0b

~2
. (3.29)
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L’expression de l’énergie de l’état fondamental, E0, sera aussi donnée sous la forme

E0 = a+
~2

2m0
γ

= a+

s
~2b
2m0

. (3.30)

3.5 Expressions des énergies des états excités

Pour déterminer les énergies des états excités possibles, remarquons que les potentiels

partenairesV− (x; γ) et V+ (x; γ) satisfont à la condition d’invariance de forme,

V+ (x; a0) = V− (x; a1) +R(a0), (3.31)

avec

a0 = γ, (3.32)

a1 = a0 − λ = γ − λ, (3.33)

et

R(a0) =
~2

m0
(a0 − λ) . (3.34)

Par généralisation, le paramètre ak relatif au potentiel partenaire de la kième génération et

le reste correspondant seront donnés par

ak = a0 − kλ (3.35)

et

R(ak) =
~2

m0
(a0 − (k + 1)λ) . (3.36)

Par conséquent, et compte tenu de (1.108), le spectre associé à V− (x; γ) sera donné par

E(−)n =
n−1X
k=0

R(ak) =
~2

m0

µ
na0 − λ

2
n (n+ 1)

¶
=

~2

m0

µ
nγ − λ

2
n (n+ 1)

¶
. (3.37)
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Le nombre entier n doit être limité par une valeurs nmax, qui peut être fixée en imposant la

condition que E(−)n doit être une fonction croissante par rapport à la variable n. Par conséquent

la dérivée de E(−)n par rapport à n (pris comme une variable continue) doit être positve. On

obtient donc

0 ≤ n <

½
γ

λ
− 1
2

¾
= nmax, (3.38)

où {x} désinge le plus grand entier, inférieur ou égal à ¡γλ − 1
2

¢
.

En tenant compte de (1.109), (3.30) et (3.37), on obtient l’expression de l’énergie du nième

état excité sous la forme

En = a+
~2

2m0
((2n+ 1) γ − λn (n+ 1))

= −~
2λ (β + 1)

2m0
+

~2

2m0
((2n+ 1) γ − λn (n+ 1))

= ~ω
µ
n+

1

2

¶
− λ~2

2m0
n (n+ 1) + a, (3.39)

avec

ω = ω

s
1−

µ
2~λ
ωm0

¶2
α (α+ β + 1), (3.40)

et n donné par (3.38).

Dans la limite λ = 0, on retrouve bien sur le spectre de l’oscillateur harmonique linéaire

(usuel).

Pour le cas particulier α = 0 et β = −1, très populaire dans la littérature, on obtient

En = ~ω
µ
n+

1

2

¶
− λ~2

2m0
n (n+ 1) , (3.41)

qui ne coïncide pas avec le résultat des références [34, 35, 36], exprimé par (3.9-3.10)

Notre résultat est donc plus général et intéressant car il tient compte de l’effet des paramètres

d’ambiguïté. En comparant, (3.39) et (3.41), on constate que l’effet des paramètres d’ambiguïté

se manifeste d’une part, par une translation des niveaux d’énergie par la valeur a et d’autre

part, par le remplacement de ω par ω. Ce dernier effet, peut conduire à une amplification ou

désampification des niveaux d’énergie selon le signe de (α+ β + 1) . Aussi, en donnant aux

paramètres α et β des valeurs particulières, on peut ajuster les niveaux d’énérgie ainsi que leur
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nombre de plusieurs manières.

Pour finir, notons que les expressions des fonctions propres peuvent être facilement obtenues

en utilisant la formule générale (1.109).
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Chapitre 4

Etude du spectre non relativiste

pour une particule de masse

dépendante de la position, placée

dans un potentiel de Hulthén

Dans ce chapitre nous allons aborder la résolution de l’équation de Schrödinger pour un

modèle intéressant en utilisant l’approche de la transformation de la fonction propre. En fait,

cette étude peut s’appliquer à plusieurs potentiels physiques intéressants mais nous nous res-

treindrons à considérer en détail, le potentiel de Hulthèn avec une distribution de la masse

particulière..

4.1 Potentiel effectif pour une distribution de la masse du type

M(x) = (1− e−λx)−p

Considérons une particule dont la distribution de la masse est une fonction qui dépend de

deux paramètres réels λ et p, donnée par

m(x) = m0M(x) =
m0

(1− e−λx)p
. (4.1)
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où m0 est une constante positive, représentant la masse asymptotique. Puisque m(x) doit être

définie positive sur l’intervalle du mouvement permis, ce dernier doit être limité au demi axe

positif, c’est-à-dire x ≥ 0.
Par un calcul simple, on obtient

M 0(x)
M(x)

= − pλ

eλx − 1 (4.2)

et
M 00(x)
M(x)

=
pλ2

eλx − 1 +
p (p+ 1)λ2

(eλx − 1)2 . (4.3)

En subsituant (4.2) et (4.3) dans (2.30), le potentiel effectif s’écrit

VE(x) =
m0

(1− e−λx)p
(V (x)−E)− ap

eλx − 1 +
bp

(eλx − 1)2 , (4.4)

avec

ap = −~
2λ2

4
βp, (4.5)

et

bp = −~
2λ2

2

µ
p2
·
α (α+ β + 1) +

1

4

¸
+

p (p− 1)
2

β

¶
, (4.6)

Pour que VE(x) soit un potentiel supersymétrique, il faut qu’on puisse lui associer un su-

perpotentiel. Ceci dépend évidemment à la fois du potentiel physique V (x) et du paramètre

p. Autrement dit, le potentiel physique et la distribution de la masse doivent être interdépen-

dants. Les modèles évidents qui peuvent mener à un potentiel effectif supersymétrique sont, le

potentiel de Hulthén pour p = 1 et le potentiel de Morse pour p = 2. Dans ce travail, nous

allons nous occuper en détail du premier modèle et déterminer toutes les conditions nécessaires

sur les paramètres d’ambiguïté pour qu’il soit exactement soluble. Le modèle du potentiel de

Morse peut être traité d’une manière similaire.
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4.2 Potentiel physique du type Hulthén

4.2.1 Expression du potentiel effectif

Nous considérons ici le potentiel physique comme étant le potentiel de Hulthén

V (x) = − V0
eλx − 1 , (4.7)

défini pour x ≥ 0, où V0 est un paramètre positif. Dans ce cas, nous donnons au paramètre p

la valeur 1.

En substituant (4.7) dans (4.4) et prenant p = 1, on obtient le potentiel effectif sous la

forme d’un potentiel du type Hulthén généralisé, donné par

VE(x) = −m0 (V0 +E) + a1
eλx − 1 +

b1 −m0V0

(eλx − 1)2 −m0E, (4.8)

avec

a1 = −~
2λ2

4
β, (4.9)

et

b1 = −~
2λ2

2

µ
α (α+ β + 1) +

1

4

¶
. (4.10)

Les allures de V (x) pour V0 = 1 et de la distribution de la masse sont représentées sur les

figures 3 et 4 pour deux valeurs de λ.
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Figure 3 : Allure de V (x) pour V0 = 1, λ = 0.1 et 0.3.
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Figure 4 : Allure de M(x) pour λ = 0.1 et 0.3.

Le potentiel (4.8) est du type Rosen-Morse dépendant de plusieurs paramètres, à priori

libres. Cependant, il ne peut avoir d’états liés que si ces paramètres satisfont certaines contraintes

entre eux, contrairement à ce qui a été obtenu dans la référence [38]. Comme nous allons le
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voir, ces contraintes seront déterminés au fur et à mesure que nous développons l’approche de

la supersymétrie pour déterminer le spectre des états liés.

4.2.2 Condition pour que la paticule ne chute pas au centre du potentiel

Avant de passer à la détermination du spectre et des contraintes nécessaires sur les para-

mètres du potentiel (4.8), remarquons tout d’abord que ce dernier est singulier au voisinage de

l’ origine. En fait, i l se comp orte comme 1/x2, où le co efficient (b1 −m0V0) /λ
2 peut être positif

ou négatif selon le choix des paramètres d’ambiguïté, de λ et de V0. Si le signe du coefficient est

positif, le potentiel est diffusif, et il est attractif pour un coefficient négatif. Le problème est que

l’attraction peut être si forte que la particule sera absorbée au centre du potentiel (à l’origine).

On dit dans ce cas qu’il y a chute de la particule au centre du potentiel [39]. Par conséquent, la

particule restera indéfiniment au centre et il n’y aura pas d’états liés au sens propre du terme.

Le but est alors de déterminer la contrainte qu’il faut imposer au coefficient (b1 −m0V0) pour

éviter que la particule chute au centre du potentiel.

Au voisinage de l’origine, x→ 0, l’équation (2.31), pour une énergie finie, s’écrit

µ
− d2

dx2
+

δ

x2

¶
Φ(x) = 0, (4.11)

avec

δ =
2

~2λ2
(b1 −m0V0) , (4.12)

où nous avons négligé le terme en 1/x et les termes finis.

En cherchant des solutions sous la forme Φ(x) ∝ xs, on voit que s peut prendre les valeurs

s1 =
1

2
+

r
δ +

1

4
, s1 =

1

2
−
r
δ +

1

4
, (4.13)

de sorte que la solution générale du problème original au voisinage de x = 0, s’écrit

ψ(x) ∝ Ax
δ+ 1

4 +Bx
− δ+ 1

4 .

Pour que Ψ(x) corresponde à un état lié, il doit être réel et s’annuler en x = 0. Ainsi, on
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doit prendre B = 0 et imposer que δ satisfait à la contrainte suivante :

δ > −1
4
. (4.14)

.

Ainsi, pour que la particule ne chute pas au centre du ptentiel, la contrainte (4.14) doit

être satisfaite, ce qui conduit à une contrainte reliant les paramètres d’ambiguïté aux autres

paramètres du potentiel et de la masse, donnée par

α (α+ β + 1) +
2m0V0

~2λ2
< 0. (4.15)

On constate donc que les paramètres d’ambiguïté ne peuvent pas être totalement libres.

Par exemple si on prend β = −1, ce qui correspond à prendre le terme cinétique sous la
forme particulière (2.4), il est impossible de satisfaire la contrainte (4.15) pour V0 ≥ 0 et par
conséquent la particule sera absorbée à l’origine.

4.2.3 Superpotentiel et fonction propre de l’état fondamental

Pour résoudre l’équation de Schrödinger, cherchons le s up erp otentiel sous la forme

W (x;A,B) =
λ~√
2

·
A

eλx − 1 +
1

2

µ
A− B

A

¶¸
, (4.16)

où A et B sont des paramètres réels et le facteur λ~√
2
est introduit par commodité.

Les potentiels partenaires s’écrivent alors comme

V
(−)
E (x) =

λ2~2

2

"
A (A+ 1)

(eλx − 1)2 +
A (A+ 1)−B

(eλx − 1) +
1

4

µ
A− B

A

¶2#
, (4.17)

et

V
(+)
E (x) =

λ2~2

2

"
A (A− 1)
(eλx − 1)2 +

A (A− 1)−B

(eλx − 1) +
1

4

µ
A− B

A

¶2#
. (4.18)

Pour fixer les paramètres A et B, on doit imposer que

V
(−)
E (x) = VE(x)− ε0, (4.19)
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ce qui donne

A (A+ 1) =
2

λ2~2
(b1 −m0V0) , (4.20)

B −A (A+ 1) =
2

λ2~2
(m0 (V0 +E) + a1) , (4.21)

et

ε0 = −λ
2~2

8

µ
A− B

A

¶2
−m0E.. (4.22)

La fonction propre non normalisée de l’état fondamental s’écrit

Φ0(x;A,B) ∝ exp

"
−
√
2

~

Z x

W (y;A,B)dy

#
∝

³
eλx − 1

´−A
e
1
2(A+

B
A )λx. (4.23)

Pour que Φ0(x;A,B) soit la fonction propre de l’état fondamental du potentiel (4.4), il

faut qu’elle soit de carré sommable. Ceci exige donc qu’elle doit nécessairement satisfaire les

conditions aux limites

Φ0(0) = Φ0(∞) = 0, (4.24)

qui impliquent que les paramètres A et B doivent vérifier les contraintes suivantes :

A < 0 , (4.25)

et

B > A2. (4.26)

Cependant, notre but final est la détermination des énergies propres et des fonctions propres

du problème original. Par conséquent, la fonction propre correspondant à l’état fondamental

du problème original doit être aussi de carré sommable. Cette dernière est donnée par

Ψ0(x;A,B) ∝
p
M(x)Φ0(x;A,B)

∝
³
eλx − 1

´−(A+1
2)
e
1
2(A+

B
A
+1)λx. (4.27)
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Elle doit satisfaire donc des conditions aux limites similaires, tels que

Ψ0(0) = Ψ0(∞) = 0, (4.28)

qui impliquent que les paramètres A et B doivent vérifier les contraintes suivantes :

A < −1
2
, (4.29)

et

B > A2. (4.30)

Ainsi, pour qu’à la fois Φ0(0) et Ψ0(0) soient de carrés sommables, et par conséquent avoir

une supersymétrie non brisée, on doit exiger la satisfaction des relations (4.29) et (4.30) simul-

tanément.

En résolvant (4.20) et (4.21), tout en tennant compte de la contrainte (4.29), on trouve les

paramètres A et B sous les formes suivantes

A = −1
2

Ã
1 +

r
1 +

8

λ2~2
(b1 −m0V0)

!
, (4.31)

et

B =
2

λ2~2
(a1 + b1 +m0E) . (4.32)

Notons que la positivité de l’expression sous le radical dans (4.31) est assurée par la

contrainte (4.15). Par ailleurs, (4.30) conduit à une nouvelle contrainte sur le paramètre E,

qui s’exprime sous la forme

E > −V0 + λ2~2

4m0

Ã
β + 1 + 2

r
−α (α+ β + 1)− 2m0V0

λ2~2

!
, (4.33)

et qui donne une borne inférieure sur l’énergie de l’état fondamental pour le problème original.
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4.2.4 Invariance de forme et spectre d’énergies

Si on considère a0 = A comme un paramètre dans le potentiel partenaire V (−)E (x, a0), on

s’aperçoit que la condition d’invariance de forme est satisfaite. En effet, on a

V
(+)
E (x, a0) = V

(−)
E (x, a1) +R (a0) , (4.34)

avec

R (a0) =
λ2~2

2

"
1

4

µ
a0 − B

a0

¶2
− 1
4

µ
a1 − B

a1

¶2#
, (4.35)

et

a1 = f(a0) = a0 − 1. (4.36)

Il vient alors que

R (ak) =
λ2~2

2

"
1

4

µ
ak − B

ak

¶2
− 1
4

µ
ak+1 − B

ak+1

¶2#
. (4.37)

Ainsi, l’énergie du nième niveau excité correspondant au partenaire V (−)E (x,A) sera donnée

ε(−)n =
n−1X
k=0

Rk =
λ2~2

2

"
1

4

µ
A− B

A

¶2
− 1
4

µ
A− n− B

A− n

¶2#
, (4.38)

de sorte que l’expression de l’énergie correspondant au nième état du potentiel effectif VE(x)

est donnée par

εn = −m0E − λ2~2

8

µ
A− n− B

A− n

¶2
, (4.39)

où n est un entier positif ou nul satisfaisant à

B > (A− n)2 . (4.40)

Compte tenu de (2.32), l’énergie En du nième état excité du problème original sera donnée

par la solution réelle de l’équation

m0E +
λ2~2

8

µ
A− n− 2

λ2~2
a1 + b1
A− n

− 2

λ2~2
m0

A− n
E

¶2
= 0, (4.41)
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qui soit compatible avec (4.40).

On montre alors que la réalité des solutions de (4.41) exige que

a1 + b1 > 0, (4.42)

qui mène à une nouvelle contrainte sur les paramètres d’ambiguïté, donnée par

µ
α+

1

2

¶µ
α+ β +

1

2

¶
< 0. (4.43)

Enfin, en tenant compte de (4.40), on trouve le spectre d’énergie du problème original sous

la forme

En = −λ
2~2

2m0

Ã
A− n+

s
−
µ
α+

1

2

¶µ
α+ β +

1

2

¶!2
,

= −λ
2~2

2m0

Ã
−n− 1

2
−
s
−
µ
α (α+ β + 1) +

2m0V0

~2λ2

¶
+

s
−
µ
α+

1

2

¶µ
α+ β +

1

2

¶!2
,

(4.44)

avec

0 ≤ n <

Ãs
−
µ
α+

1

2

¶µ
α+ β +

1

2

¶
−
s
−
µ
α (α+ β + 1) +

2m0V0

~2λ2

¶
− 1
2

!
. (4.45)

Par conséquent, la condition qu’il faut encore imposer pour qu’il existe au moins un état lié

est s
−
µ
α+

1

2

¶µ
α+ β +

1

2

¶
>
1

2
+

s
−
µ
α (α+ β + 1) +

2m0V0

~2λ2

¶
. (4.46)

En conclusion, on peut dire que l’existence d’états liés avec énergies réelles est subordonnée

par la satisfaction simultanée des trois contraintes (4.15), (4.43) et (4.46). Par ailleurs, leur

nombre dépend aussi du choix de ces paramètres selon (4.45). Pour m0, λ et V0 fixés, il peut

être optimisé sur les paramètres d’ambiguïté.

En partique, on doit tout d’abord choisir les paramètres d’ambiguïté selon la contrainte

(4.43) et ensuite fixer le domaine de variation de V0 en utilisant les deux autres contraintes.

Dans le prochain paragraphe, nous allons présenter quelques exemples illustratifs.
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4.2.5 Illustration par quelques cas spéciaux

Pour satisfaire la contrainte (4.43), on doit choisir les paramètres α et β tels que

β > 0 et − 1
2
> α > −

µ
β +

1

2

¶
, (4.47)

ou bien

β < 0 et −
µ
β +

1

2

¶
> α > −1

2
; (4.48)

la valeur β = 0 étant exclue car dans ce cas la contrainte (4.43) ne sera jamais satisfaite.

En dehors de ces intervalles, pour les paramètres d’ambiguïté, le spectre du problème original

est discret mais complexe. Les valeurs propres se présentent en paires ; chaque valeur complexe

lui correspond une valeur complexe conjugué. Cependant, le potentiel effectif demeure hermitien.

Nous allons nous intéresser aux problèmes avec spectres réels et dresser quelques cas spéciaux.

Cas avec β = 1 et α = −1

Dans ce cas, la partie ci néti que de Von Ro os s’écrit sous la forme s ymétrique sui vante:

½
p2

m(x)

¾
= −~

2

2

1

m(x)

d

dx
m(x)

d

dx

1

m(x)
. (4.49)

La contrainte (4.46) se réduit à

r
1− 2m0V0

~2λ2
< 0, (4.50)

qui e st imp ossible à sati sfaire quels que soient les autres paramètres. Par conséquent , c e choix

conduit à un potentiel effectif ne possédant aucun état lié.

Cas avec β = 2 et α = −32
La partie cinétique hermitienne s’écrit aussi sous une forme symétrique, donnée par

½
p2

m(x)

¾
= −~

2

2

1

m
3
2 (x)

d

dx
m2(x)

d

dx

1

m
3
2 (x)

. (4.51)
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Les c ontraintes (4.15) et (4.46) se réduisent à la condition suivante sur le par amètre V0

9

8

~2λ2

m0
> V0 >

~2λ2

m0
, (4.52)

et la contrainte (4.45) s’écrit

0 ≤ n <
1

2
−
r
9

4
− 2m0V0

~2λ2
. (4.53)

Ainsi, dans ce cas, il existe seulement un état qui est l’état fondamental dont l’énergie est

donnée par

E0 = −λ
2~2

2m0

Ã
1

2
−
r
9

4
− 2m0V0

~2λ2

!2
(4.54)

En tenant compte de (2.27), (2.33) et (4.23), la fonction propre correspondante est donnée

par

ψ0 (x) = N0 Ψ0(x;A,B)|E=E0
= N0Ψ0(x,A,B0)

= N0

³
eλx − 1

´−(A+ 1
2)
e
1
2
1+A+

B0
A

λx
, (4.55)

avec B0 = B(E0) et N0 est une constante de normalisation. On obtient donc

ψ0 (x) = N0

³
eλx − 1

´−(A+ 1
2)
e
1
2
1+A+

B0
A

λx
. (4.56)

Cas avec β = 5 et α = −3

Dans ce cas, on a ½
p2

m(x)

¾
= −~

2

2

1

m3(x)

d

dx
m5(x)

d

dx

1

m3(x)
. (4.57)

Les contraintes (4.15) et (4.46) se réduisent à la condition suivante sur le paramètre V0.

9

2

~2λ2

m0
> V0 >

5

2

~2λ2

m0
, (4.58)
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La relation (4.45) s’écrit alors

0 ≤ n < 2−
r
9− 2m0V0

~2λ2
. (4.59)

Par conséquent, si V0 est telle que (4.58) est satisfaite, il existe au plus deux états liés qui

sont l’état fondamental et le premier état excité. Pour

4
~2λ2

m0
≥ V0 >

5

2

~2λ2

m0
, (4.60)

il n’existe que l’état fondamental, dont l’énergie est donnée par

E0 = −λ
2~2

2m0

Ã
2−

r
9− 2m0V0

~2λ2

!2
, (4.61)

et la fonction propre est

ψ0 (x,A) = N0

³
eλx − 1

´−(A+ 1
2)
e
1
2
1+A+

B0
A

λx
. (4.62)

Si par contre, le potentiel est tel que

9

2

~2λ2

m0
> V0 > 4

~2λ2

m0
, (4.63)

il existe, en plus de l’état fondamental, d’énergie (4.61), un premier état excité dont l’énergie

sera donnée par

E1 = −λ
2~2

2m0

Ã
1−

r
9− 2m0V0

~2λ2

!2
. (4.64)

La fonction propre correspondante sera donnée par

ψ1 (x) = N1

³
eλx − 1

´− 1
2

µ
− ~√

2

d

dx
+W (x,A,B)

¶
Φ0 (x,A− 1, B)

¯̄̄̄
E=E1

= N1

³
eλx − 1

´− 1
2

µ
− ~√

2

d

dx
+W (x,A,B1)

¶
Φ0 (x,A− 1, B1) , (4.65)

avec B1 = B(E1) et N1, la constante de normalisation.
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Après quelques manipulations algébriques, on obtient

ψ1 (x) = N1

³
eλx − 1

´−1
2

µ
2A− 1
eλx − 1 +A− 1

2
− 1
2

µ
B1

A− 1 +
B1
A

¶¶
Φ0 (x,A− 1, B1) .

= N1

µ
2A− 1
eλx − 1 +A− 1

2
− 1
2

µ
B1

A− 1 +
B1
A

¶¶³
eλx − 1

´−(A−1)
e
1
2

A−1+ B1
A−1 λx

.

(4.66)

On constate bien que ψ1 (x) satisfait aussi aux c onditions aux limites ψ 1 (±∞) = 0 et qu’elle
a un no eud au p oint d’abscise s atisfaisant à l’équation

2A− 1
eλx − 1 +A− 1

2
− 1
2

µ
B1

A− 1 +
B1
A

¶
= 0. (4.67)
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Conclusion

Le sujet de ce mémoire s’articule sur l’approche de la supersymétrie en mécanique quantique

pour résoudre l’équation de Schrödinger associée à certains problèmes à une dimension avec

masse dépendante de la position. Bien que d’autres approches soient aussi efficaces dans l’étude

des systèmes quantiques avec masses variables dans l’espace, l’approche supersymétrique se

distingue par sa manière algébrique qui est à la fois simple et élégante pour la détermination

du spectre et des fonctions propres correspondantes.

Nous rappelons dans le premier chapitre tous les ingrédients de l’approche supersymétrique,

parfois en détail pour rendre l’exposé plus accessible aux non familiers avec cette nouvelle

approche de la mécanique quantique. Nous développons ainsi la théorie pour un système général

avec masse constante et nous montrons comment obtenir son spectre et ses fonctions propres si

le potentiel en question satisfait à la propriété d’invariance de forme.

Dans le deuxième chapitre, nous montrons comment quantifier la partie cinétique d’un Ha-

miltonien classique à une dimension si la masse est fonction de la position. Nous exposons ainsi

toutes les difficultés associées à la variation de la masse et nous montrons par trois approches

différentes comment les surmonter.

En guise d’application, nous présentons dans les chapitres 3 et 4 des études détaillées pour

deux systèmes quantiques avec masse dépendante de la position.

Le premier, traité dans le chapitre 3, concerne l’oscillateur harmonique non linéaire, qui peut

être vu classiquement comme une déformation de l’oscillateur harmonique usuel, qui consiste à

considérer la masse comme une fonction de la position. En mécanique quantique, le problème

est vu comme une double déformation à la fois sur la masse et sur le potentiel. Nous avons traité

ce problème par l’approche de la supersymétrie généralisée en considérant la symétrisation de
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Von Roos et par conséquent l’introduction de paramètres d’ambiguïté dans l’Hamiltonien. Il

s’est avéré que l’Hamiltonien quantique associé est un Hamiltonien supersymétrique parfait. De

ce fait, il nous a été possible de lui associer un superpotentiel qui a permis un traitement exact

par la sup ersymétrie. Le sp ectre est alors obtenu sous une forme c ompacte, te nant compte des

paramètres d’ambiguïté.

L’étude du deuxième système a fait l’objet du chapitre 4, qui concerne une particule à

une dimension soumise au potentiel de Hulthén et dont la variation de la masse en fonction

de la position est supposée suivre une loi du type Hulthén aussi, mais qui demeure toujours

positive. Nous avons traité ce système par l’approche de la transformation de la fonction propre.

Il s’est avéré que l’équation de Schrödinger associée se réduit, après cette transformation, en

une équation de Schrödinger aussi mais pour une particule de masse constante, placée dans

un potentiel effectif du type Hulthén généralisé et dépendant de l’énergie et des paramètres

d’ambiguïté. Par un anzatz adéquat, nous avons montré comment résoudre ce problème par

l’approche de la supersymétrie décrite au chapitre 1. L’étude a été faite en détail, en explicitant

toutes les contraintes que doivent satisfaire les paramètres du problème pour l’existence d’états

liés. Le spectre est alors obtenu exactement et exprimé par une formule de récurence générale.

Nous avons présenté à la fin du travail quelques exemples typiques en guise d’illustration. Les

techniques utilisées pour ce modèle peuvent être parfaitement appliquées à d’autres systèmes

quantiques comme celui d’une particule de masse variable, placée dans le potentiel de Morse.
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