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Nomenclature

Lettres latines :

a: Diffusivité thermique. (m?. s™)

Cp: Capacité calorifique massique du fluide & pression constante. (J. kg™. K™)
Dh: Longueur caractéristique. (m)

g: Vecteur du champ d’accélération de la pesanteur. (m. s

h: Coefficient métrique dimensionnel défini dans la relation (2.20). (m)
H: Coefficient métrique adimensionnel.

Keq: Conductivité thermique équivalente locale.

K_eq : Valeur moyenne de la conductivité thermique équivalente locale Keq.
L : Constante définie dans le systéme de coordonnées bicylindriques. (m)
Nu : Nombre de Nusselt local.

Nu: Nombre de Nusselt moyen.

P: Pression au sein du fluide. (N. m™)

q: Densité de flux de chaleur. (W. m?)

Sy : Terme de source figurant dans I’équation. (3.3)

t: Temps. (s)

T: Température du fluide. (K)

Ty Température chaude. (K)

Ty: Température froide. (K)

Tq: Ecart de température Tq=T - To. (K)

AT : Ecart de température AT =T; —T,. (K)

u,v: Composantes de vitesse en coordonnées cartésiennes. (m. s

V: Vecteur vitesse du fluide. (m. s™)

Vi, Ve : Composantes de la vitesse suivant n et 6. (m. s



XY, Z: Coordonnées cartésiennes. (m)

Lettres grecques :

a Angle d’ inclinaison.(®)

A Conductivité thermique du fluide. (W. m™. K™)

B: Coefficient de dilatation thermique a pression constante. (K™)

TR Viscosité dynamique du fluide . (kg. m™.s™)

Vo Viscosité cinématique du fluide. (m2. s™)

p: Masse volumique du fluide. (kg. m™)

¢o: Fonction générale représente ( TT ou w™* ) figurant dans I'équation (3.3).
Iy: Coefficient de diffusion adimensionnel figurant dans I’équation (3.3).
Tjj Tenseur des contraintes visqueuses.

n,0,z: Coordonnées bicylindriques.

w: Vorticité. (s™)

Y Fonction de courant. (m?%. s™)

Nombres adiabatigues :

ATD3

Gr: Nombre de Grashof Gr=gBV—2h

v A
P : Nombre de Prandtl P.=— avec a=——

a pCy
Rg: Nombre de Rayleigh R,=Gr. P.
Exposant :
+ Parametres adimensionnels.
Indices :

i Indice des nceuds suivant 7.

j: Indice des nceuds suivant 6.
n: Suivant la coordonnée 7.
0: Suivant la coordonnée 6.
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Introduction

Introduction

Au cours de ces derniéres années, la convection naturelle dans des enceintes fermées
de différentes formes et différentiellement chauffées a fait I'objet de nombreuses études
aussi bien théoriques qu’expérimentales, en raison de son importance dans de nombreux
phénomenes naturels et applications industrielles, tels que le refroidissement des circuits
électroniques ou électriques dans des boites fermées, les réacteurs nucléaires, 'isolation des
batiments, l'isolation a double parois thermique, les serres agricoles, les espaces inoccupés
dans les immeubles, la circulation naturelle dans I'atmospheére, etc.

Notre travail a pour objectif I'étude de la convection naturelle, laminaire et
permanente dans une enceinte bidimensionnelle courbée, remplie d’air, ayant deux parois
actives courbées verticales, et deux parois inactives courbées horizontales, et orientée selon
un angle ao. Les parois verticales de I'enceinte sont maintenues isothermes
(différentiellement chauffées), et les parois horizontales sont adiabatiques.

Etant donné I'abondance des travaux concernant le phénomene de convection
naturelle pouvant se dérouler dans des enceintes fermées, nous illustrons dans le premier
chapitre, une riche étude bibliographique qui nous a permis de situer notre travail et de
dégager une problématique.

Dans le deuxieme chapitre nous établissons les équations de mouvement et du
transfert de chaleur a I'aide de la fonction de courant et de la vorticité. Pour cela nous
adoptons les hypothéses de bidimensionnalité de I’écoulement et I'approximation de
Boussinesq. Pour faciliter I'écriture des conditions aux limites, nous utilisons une
représentation conforme qui transforme le domaine curviligne en un domaine rectangulaire.

Le troisieme chapitre est consacré a la formulation numérique. Dans ce chapitre nous
présentons les techniques de discrétisation des équations de transfert et des conditions aux
limites ainsi que les différents schémas de discrétisations. Pour la discrétisation des
équations aux dérivées partielles de type parabolique décrivant I'écoulement et leurs
conditions aux limites associées, nous avons choisis la méthode des volumes finis, alors que
pour I'équation de la fonction de courant qui est une équation aux dérivées partielles de
type elliptique nous avons utilisé un développement en série de Taylor, et finalement, le
systeme d’équations algébriques obtenu est résolu en utilisant la méthode de relaxation
successive.

Dans notre quatrieme et dernier chapitre nous avons présenté une étude du
maillage, puis nous avons validé notre code de calcul et enfin nous avons rassemblé les
résultats des simulations. Les résultats numériques des transferts de chaleur en termes des
nombres de Nusselt locaux et moyens sur les parois des enceintes, de la fonction de courant
et des isothermes au sein du fluide sont représentés graphiquement puis analysés en
fonction du nombre de Rayleigh, pour voir son effet sur les transferts de chaleur au sein des
enceintes considérées.
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Chapitre 1

Recherche bibliographique

La convection naturelle dans des enceintes fermées de différentes formes occupe
une grande partie de la littérature des transferts de chaleur.

Le carré, le rectangle, le triangle, la géométrie cylindrique, elliptique et sphérique ont été
étudiées dans de nombreuses recherches, D'autre part, les études traitant les problémes de
convection naturelle a l'intérieur de géométries plus complexes ont été plutot limitées.

Les géométries complexes couvrent différents types de configurations gé¢ométriques,
a savoir les cavités a parois ondulées, les cavités a parois courbées concaves et convexes.

Parmi les travaux concernant les effets de courbure des parois des enceintes fermées
sur le transfert de chaleur, la majorité ont été consacrés a la géométrie carrée et
rectangulaire dont une ou deux parois sont ondulées.

Javad Rostami [1] a étudié numériquement la convection naturelle instationnaire
dans une cavité a parois verticales ondulées et a parois horizontales droites. Les deux parois
horizontales sont considérées adiabatiques, tandis que les parois verticales sont maintenues
isothermes et leurs limites sont approchées par une fonction cosinus. Les équations sont
discrétisées en utilisant la méthode des volumes finis et résolus par I'algorithme SIMPLE en
coordonnées curvilignes. Dans son travail, il a étudié I'influence du nombre de Grashof, du
nombre de Prandtl, du rapport d'aspect et d’ondulation de la surface sur le nombre de
Nusselt. Les résultats obtenus sont en bon accord avec les données disponibles numériques
et expérimentales.

L. Adjlout et al [2] ont étudié numériquement |'effet de la paroi ondulée sur le
transfert de chaleur par convection naturelle laminaire dans une cavité inclinée carrée,
différentiellement chauffée. lls ont étudié différentes valeurs de I’angle d’inclinaison,
différentes valeurs du nombre de Rayleigh, en maintenant le nombre de Prandtl constant.
Deux configurations géométriques ont été utilisées a une et trois ondulations. Leurs
résultats montrent que I'ondulation de la paroi chaude affecte I’écoulement et le taux de
transfert de chaleur dans la cavité. Le nombre de Nusselt moyen diminue comparé a la
cavité carrée.

M. Belkadi et al [3] ont étudié numériquement |'effet de la géométrie de la paroi
chaude sur la convection naturelle laminaire dans une cavité carrée inclinée
différentiellement chauffée. Pour différents angles d’inclinaisons et nombres de Rayleigh, et
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avec trois configurations géomeétriques. Les résultats obtenus montrent que la géométrie de
la paroi chaude affecte I'’écoulement et le taux de transfert de chaleur dans la cavité, et que
le nombre de Nusselt moyen diminue en le comparant avec le transfert de chaleur dans la
cavité carrée.

A. Sabeur et al [4] ont étudié numériquement I'effet des conditions aux limites non
uniformes sur le transfert de chaleur par convection naturelle dans une cavité rectangulaire
a parois verticales chaudes ondulées et froides planes. La distribution non uniforme de la
température est une fonction sinusoidale. Deux configurations géométriques ont été
étudiées a une et trois ondulations a différents rapports d’aspect. Les résultats montrent
que :

- la cavité a trois ondulations semble réduire davantage le transfert de chaleur global par
rapport a la cavité a une ondulation.

- la tendance du nombre de Nusselt local est ondulée sur la paroi chaude, et que le nombre
de Nusselt moyen baisse comparé a celui de la cavité rectangulaire.

- la distribution sinusoidale de la température sur les parois verticales favorise le transfert de
chaleur, et par conséquent le nombre de Nusselt local augmente comparé aux parois
isothermes.

- le nombre de Nusselt diminue en augmentant le rapport d’aspect.

Khudheyer S. Mushatet [5] a étudié numériquement le transfert de chaleur et
I'’écoulement du fluide a I'intérieur d’une cavité carrée inclinée ayant deux parois verticales
ondulées différentiellement chauffées et deux parois horizontales planes isolées. Il a étudié
L'effet de I'angle d’inclinaison, I'amplitude et le nombre d’ondulations pour Rayleigh Ra=
10°. Les résultats obtenus montrent que le taux du transfert de chaleur augmente avec
I'augmentation du nombre d’ondulations, de I'angle d’inclinaison et du nombre de Rayleigh,
par contre I'augmentation de I'amplitude de la cavité diminue le nombre de Nusselt local et
donc le taux du transfert de chaleur.

A. Slimani et al [6] ont étudié numériquement la convection naturelle laminaire dans
une enceinte bidimensionnelle a fond non uniforme (sinusoidal) chauffé par une
température constante et uniforme, les parois verticales sont adiabatiques et la paroi
supérieure est maintenue a une température constante. lls ont trouvé que I'écoulement
dans I'enceinte est caractérisé par des zones de recirculation sur les sommets et dans les
creux, ou le nombre de Nusselt local est toujours minime, et que I'écoulement et le transfert
de chaleur sont fortement affectés par I'amplitude de I'ondulation, et en général les
transferts développés au sein d’une cavité a fond de topographie non plane sont inférieurs a
ceux obtenus dans une cavité a fond horizontal et uniforme de la méme longueur.
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Ridouane E.H et A. Campo [7] ont étudié la convection naturelle dans une cavité
carrée de coté H, une cavité circulaire de diameétre H et une cavité arc carrée de diamétre H
en utilisant la méthode des volumes finis. Pour les trois enceintes, les parois verticales sont
différentiellement chauffées, et les parois horizontales sont considérées adiabatiques. La
conclusion la plus importante qu’ils ont tirée, en utilisant la cavité carrée comme référence,
est que I"augmentation du transfert de chaleur fournie par la cavité circulaire est grande
pour les faibles nombres de Rayleigh, décroit pour des nombres de Rayleigh modérés et
disparait pratiquement pour les nombres de Rayleigh élevés.

N. Ferdous et al [8] quant a eux, ont utilisé la méthode des volumes finis pour étudier
numériquement la convection naturelle et le rayonnement dans une cavité circulaire et arc
carrée remplie d’air, les parois gauches et droites de la cavité sont respectivement chauffées
et refroidies a une température constante, tandis que les parois horizontales sont
adiabatiques. lls ont étudié les effets du nombre de Rayleigh, de I'émissivité et de I'angle
d’inclinaison sur le transfert de chaleur. Ils ont pu conclure que le pourcentage du transfert
de chaleur par rayonnement diminue progressivement a bas nombre de Rayleigh, augmente
a haut nombre de Rayleigh et diminue de nouveau pour les nombres élevés de Rayleigh. Le
flux de chaleur du rayonnement est une fonction croissante de I'émissivité de la surface, par
contre le flux de chaleur convectif est une fonction fortement décroissante de celui-ci, et
que le pourcentage du transfert de chaleur par rayonnement augmente avec l'angle
d’inclinaison au-dela d’une valeur précise.

M.R.H. Nobari et M.T. Mehrabani [9] ont étudié numériquement le transfert de
chaleur dans un anneau excentrique courbé. lls ont étudié les effets des différents
parametres physiques tels que I'excentricité, le nombre de Dean, la courbure, le nombre de
Prandtl sur le champ d’écoulement et les caractéristiques thermiques pour différentes
conditions aux limites. Ils ont démontré que, contrairement aux anneaux excentriques
droits, 'augmentation du taux de transfert de chaleur est possible dans les anneaux
excentriques courbés a cause de la présence d’écoulements secondaires générés par la
courbure, et que le nombre de Prandtl a un effet significatif sur le transfert de chaleur dans
les anneaux excentriques courbés.

Y. Liu et al [10] ont étudié numériquement le transfert de chaleur par convection
forcée qui se produit dans des micros canaux. Les résultats montrent que la rainure en
forme de bouclier micro canal possede la plus haute performance d’échange de chaleur.
Comparé a la faible efficacité du transfert de chaleur de la structure a surface plane, le
nombre de Nusselt peut étre augmenté en moyenne d’environ 1,3 fois.

M. Zakir Hossain et A.K. M. Sadrul Islam [11] ont étudié I'écoulement des fluides et
le transfert de chaleur dans des canaux ondulés (sinusoidaux et triangulaires) dans des
conditions d’écoulement transitoires et des conditions aux limites périodiques en utilisant la
méthode des volumes finis. lls ont observé que I'écoulement devient instable avec une
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oscillation auto entretenue au-dela d’un certain nombre de Reynolds critique ce qui
augmente le taux de transfert de chaleur.

C. R. Hedlund et P. M. Ligrani [12] ont étudié le transfert de chaleur dans un canal
avec une portion droite suivie d’une partie courbée pour un nombre de Dean allant de 300 a
750. lls ont remarqué que les nombres de Nusselt mesurés sur la surface concave sont
significativement supérieurs a ceux mesurés sur la surface convexe dans la partie courbée du
canal.

Jorge Facao et Armando C. Oliveira [13] ont étudié le transfert de chaleur par
convection dans un canal rectangulaire courbé en utilisant le code fluent. La conduite est
chauffée par sa surface convexe en maintenant les autres parois isolées. Dans des conditions
d’écoulement laminaires, les résultats montrent que le nombre de Nusselt pour la conduite
courbée est jusqu’a 10 fois plus élevé que pour la conduite droite a cause de la formation
des tourbillons contrarotatifs secondaires. Aussi ils ont conclu que le coefficient de transfert
de chaleur sur la paroi convexe est plus élevé que celui sur la paroi concave.

Lian-Ping Wang et Micheal H. Du [14] ont fait une simulation directe a trois
dimensions de I'écoulement visqueux dans un tuyau onduleux. lls ont constaté que le tuyau
onduleux pourrait fournir une conception simple pour renforcer le mixage et le transfert de
chaleur dans les tuyaux.

R.N. Mondal et al [15] ont étudié les effets de I'écoulement secondaire sur le
transfert de chaleur par convection a travers une conduite rectangulaire courbée avec parois
verticales différentiellement chauffées. Ils ont constaté que le transfert de chaleur par
convection est significativement amélioré par le flux secondaire. Si I’écoulement devient
périodique et puis chaotique, et que le nombre de Dean Dn augmente, le taux du transfert
de chaleur augmente remarquablement comparant a un canal rectiligne.

Aswatha et al [16] ont étudié numériquement I'effet des différentes conditions aux
limites de température sur le transfert de chaleur par convection. Les parois verticales de la
cavité rectangulaire sont maintenues a une température constante, la paroi supérieure est
adiabatique et la paroi inférieure est soumise a une température uniforme/ sinusoidale/
linéairement variable. lls ont constaté que le mode de transfert de chaleur par conduction
est dominant jusqu’a Ra < 5.10% alors qu’il est dominant jusqu’a Ra < 2.10* pour la
température sinusoidale. La température uniforme donne le plus grand nombre de Nusselt
de la paroi inférieure comparé a celui avec la température sinusoidale et linéairement
variable.

Prodip Kumar Das et Shohel Mahmud [17] ont étudié numériquement la poussée
induite de I'écoulement et le transfert de chaleur dans une enceinte ayant deux parois
horizontales ondulées et deux parois verticales planes en utilisant la méthode des volumes
finis. Les parois verticales sont maintenues isothermes, tandis que les parois verticales sont
considérées adiabatiques. Le nombre de Prandtl Pr = 1.0. lls ont constaté que le rapport

5
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amplitude-longueur d’onde affecte a la fois le taux du transfert de chaleur local, le champ
d’écoulement ainsi que le champ thermique. Le rapport amplitude-longueur d’onde n’a pas
d’influence significative, en moyenne, sur le taux de transfert de chaleur. A bas nombres de
Grashof, le taux de transfert de chaleur augmente uniquement lorsque le rapport amplitude-
longueur d’onde change de zéro a d’autres valeurs, puis il a un effet presque négligeable en
moyenne sur celui-ci.
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Chapitre 2

Analyse théorique

2.1/ Description du probléme :

L’enceinte considérée dans cette étude est représentée dans la figure (2.1). Suivant les
deux valeurs de I'angle d’inclinaison a (a = 0°, a = 90°) notre enceinte prend les deux
configurations représentées dans la figure (2.1.a). Les deux parois horizontales courbées de
I'enceinte sont adiabatiques et les deux parois verticales courbées sont isothermes
maintenues aux températures T; et T, avec T; > T,. L’enceinte est remplie d’air (Pr=0,702).

Verticale

Horizontale

Figure 2.1: L’enceinte étudiée.
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Adiabatique
Adiabatiaue
TZ Tl
Adiabatique
Adiabatiaue
Enceinte A (pour a =0°) Enceinte B (pour a. = 90°)

Figure 2.1.a : Les deux configurations de I’'enceinte étudiée.

2.2/ Approximation de Boussinesq :

Joseph Boussinesq a donné son nom a l'approximation de Boussinesq, ainsi définie :
« Il faut savoir que dans la plupart des mouvements provoqués par la chaleur sur nos fluides
pesants, les volumes ou les densités se conservent tres peu, quoique la variation
correspondante du poids de 'unité de volume soit justement la cause des phénomenes qu'il
s’agit d’analyser. De la résulte la possibilité de négliger les variations de la densité, la ou elles
ne sont pas multipliées par la gravité g, tout en conservant, dans les calculs, leur produit par
celle-ci>.

L'approximation prend comme hypothese que les fluides ont une masse volumique
constante, et qui peut varier linéairement avec la température dans le terme représentant la
flottabilité (ne dépend que de sa température si I'on considére que la dimension horizontale
est beaucoup plus grande que celle verticale).

Ces variations sont traduites par I’équation d’état :

p=p (P, T)=p (T)=po[1-B(T-To)]

Oou: B : est le coefficient de dilatation thermique a pression constante (coefficient de
compression isochore).

Po : la masse volumique de référence (constante).

To : la température de référence (constante) associée a po.
2.3/ Hypothéses simplificatrices:

Les hypotheses simplificatrices retenues afin de réduire les équations générales du
probleme étudié dans ce travail sont :


http://fr.wikipedia.org/wiki/Approximation_de_Boussinesq
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fluide
http://fr.wikipedia.org/wiki/Volume
http://fr.wikipedia.org/wiki/Densit%C3%A9
http://fr.wikipedia.org/wiki/Poids
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1/ Vu que les variations de la masse volumique au sein du fluide sont faibles, et les
vitesses d’écoulement sont assez lentes (infiniment petites devant la vitesse du son), on
peut considérer que : L’écoulement du fluide (air) est incompressible.

2/ La masse volumique est constante et égale a po, sauf dans le terme des forces de gravité
(forces de volume) elle varie linéairement avec la température du fluide confiné a l'intérieur
de I'enceinte, et elle est donnée par la relation suivante :

p=po[l-PB(T-To)l (2.1)
3/ Les vitesses mises en jeu sont faibles. L’écoulement est laminaire et permanent.
4/ Le fluide étudié est newtonien.
5/ Les propriétés physiques du fluide sont constantes.

6/ La dissipation visqueuse et le travail des forces de pression sont négligeables dans
I’équation de la chaleur.

7/ Le rayonnement n’est pas pris en considération (les propriétés émissives des parois étant
négligées).

8/ Les dimensions de la section transversale suivant les axes x et y de notre enceinte sont
négligeables par rapport a la dimension de celle-ci suivant I'axe z. L’écoulement est supposé
bidimensionnel suivant x et y

2.4/ Formulation du probléme :

Résoudre completement un probleme de convection revient a déterminer en tous
points et a tout instant les grandeurs caractéristiques du fluide, soit :

La vitesse V définie par ses trois composantes : V;, V,, V3
La masse volumique p
La pression P
La température T
Ce qui permet ensuite d’évaluer les transferts de chaleur, et pour calculer ces
fonctions il est nécessaire d’établir une formulation du probléme.

2.4.1/ Formulation vectorielle du probléme :

Equation de continuité :

] -
a—’; +div(pV) =0 . sans sources de chaleur ni puits. (2.2)



Chapitre 2 - Analyse théorique

Equation de conservation de quantité de mouvement :

Pour les fluides réels incompressibles :

p[(V.grad)V + E]:pg_)-gradp+uAV

Equation d’énergie:

o (V.grad)T=——aT
" gra T

(2.3)

(2.4)

Pour notre cas : écoulement permanent, laminaire et incompressible, dans le cadre de

I’'approximation de Boussinesq, ces relations s’écrivent :
Equation de continuité :

divi=0

(2.5)
Equation de conservation de quantité de mouvement :
W Fgrad)V =L j-Laradp+ L av
— gra =—g-—agra —
at g Po g Po gradp Po
Ce qui donne: EYs + (V.grad)V =[1-B(T-Ty)] g - p_ grad p+v AV (2.6)
0
Equation d’énergie:
oT - — A
—+ (V. =— .
5t (V.grad)T oC, AT (2.7)
Avec:
V  :Vecteur vitesse du fluide.
g :Vecteur accélération de la pesanteur.
P :Pression du fluide.
A : Conductivité thermique du fluide.
T :Température du fluide.
Cp :Capacite calorifiqgue massique du fluide a pression constante.
t :temps
K :viscosité dynamique du fluide
v :viscosité cinématique du fluide

2.4.2/ Formulation indicielle :

Equation de continuité :

)
a—xj(Vj)—O

10

(2.5.a)
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Equation de conservation de quantité de mouvement :

2 povye oo vivy=-28 L (2.6.a)

5¢ \Po Yj ox; Po Vi Vi) = ox; | ox; PYi -0.a
Equation d’énergie:

0 0 0 oT

a(pcpT)+ a—xj(pCpTV}-)— a—x](}\a—xj) (2.7.a)

Avec: Tt;; :Tenseur des contraintes visqueuses dont les éléments dépendent du taux de

déformation du fluide soumis au champ de vitesse.

2.4.3/ Formulation des équations en coordonnées cartésiennes :

Le probleme étant bidimensionnel et permanent donc les équations s’écrivent

respectivement en coordonnées cartésiennes :

U oV _ 0.8)
dx dy ’
U, U U __19p° BT, + (62U+62U) 2.9
—+UuU—+V—=-— .sin v .9.a
at . dx v dy Po Ox g-sinta a dx? ay?

ov. v 9v_ 19 BT, + | o v | (2.9.0)
—+tuUu—+V—=-— .cos v 9.
ot " Yax TV ay T "o oy | EBCO%UPla ox | ay?

oT oT oT A 0°T 0°T

—+Uu—+Vv— = —( — + ) (2.10)

Avec: p*=p+pogz :pression motrice.

2.5/ Equation de vorticité :

L'introduction des variables vorticité w et fonction de courant ¥ a pour objectif de

simplifier 'équation du mouvement en éliminant le gradient de pression.
Dérivant les équations du mouvement (2.9.a) et (2.9.b) respectivement par rapport a y

etax:

a  du 0 ou 0 ou d , 1 0p* 0

—(—V+—(u—)+ —(y—)=-— (— +— T4 sin

2550 oy (UG )+ 5y (V5 )= 5 (o5 ) + 55 (8B Tasin(a)
v (L2 pa1a)
VT .11l.a
dy = 0x? dy?

a  ov 0 av 0 av d 1 dp*

—(—)+—(u—)+—(v—)=-—(— +— T4 cos

ax(at) ax(uax) ax(vay) ax(po ay) ax(gB a (o))

a 0w o
+v—( +
dx = 0x? dy?

) (2.11.b)

En soustrayant I’équation (2.11.a) de (2.11.b) et en utilisant I’équation de continuité

ainsi que la définition de la fonction de vorticité w, nous obtenons :

11
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22022 e v - B2 cos(a) - 2 sinfa) ]+ v ( 2 + Sm) (2.12)

e tUs, T Vo, T gB Py cos (a sin(a v x? 377 .
Avec - _av _av (2.13)
vec : w—ax ay .

9x 9x? axay) (2.14.2)

d’w 0 (BZV 0%U
9x? 0x ' Ox? 0xdy

) (2.14.b)

ow ~ o 0%U
ay - oxdy  0y?

) (2.15.a)

0’w a 0w 0U

dy? _5 oxdy  0y?

) (2.15.b)

2.6/ Introduction des coordonnées bicylindriques :

Il est commode de définir un référentiel tel que les limites du systeme se traduisent
par des valeurs constantes des coordonnées. Les coordonnées dites <« bicylindriques >
[18,19], permettent, précisément dans notre cas, d’obtenir ce résultat.

Dans le systeme de coordonnées (n, 0, z), les surfaces 1 = constante sont des
cylindres circulaires avec des axes dans le plan xz, les surfaces O = constante sont les
portions des cylindres circulaires avec des axes dans le plan yz, et les surfaces z = constante
sont les plans paralléles.

12
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»

¥y

74 9:0

2
L 5/////,

Figure 2.2 : Représentation schématique des coordonnées bicylindriques.

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées bicylindriques s’effectue a
I'aide des relations suivantes (voir annexe) :
___ Lsh(m
X= ch(n) — cos(0)

- #“5“2@ (2.16)
z=12
Les relations (2.8), (2.10), et (2.12) s’écrivent alors respectivement :
:—n(hvn)+:—e(hv9)=o (2.17)
ha—T+Vna—T+Vea—T—Ll[62T+ﬂ] (2.18)
at an 26 pCp h ™ 0n? 067

do Vndw  Veldw 8B _ aT
ot " h an T h 98 " n {[F("'e)CC’S(O‘)”G(’I'e)Sln(OL)]a77

13
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oT 02 02
+[F(7,8) sin(a) - G, 8) cos(@) ] 5} + - [ an“z’ +==1 19)
Avec:
B L
ch(n) — cos(6)
_ 1 -ch(n)cos(®)
Fin,0) = eh (D) — cos(6) (2.20)
G(n,0)= sin(8) sh(n)

ch(n) — cos(6)

Vy,, Vo : composantes du vecteur vitesse suivant les directions n, 6 respectivement.
La fonction de courant 1) et de vorticité w sont définies par les relations suivantes :

oY oY v U

Uu=— , =-— , - — . —

oy

En introduisant la fonction de courant, de fagon a vérifier I’équation de continuité il vient :

1 9y 1 9y
V= Y I 6=" on (2.21)
Vérification :
Equation de continuité: — (hVy)+ — (hVe)=0
Equation de continuité : on n 50 9)=
9 19y 9 19y 9%y 0%
—(h o)+ (h(-==>))=0 & =
n hoo ' 96 h an anoe  onod
La relation est vérifiée
avorticte: =2 -2
a vorticité : w = ox 3y
. o oY, 8 oy %y Y
: —-— | — -— | — = - —_— 4 = -
1 ,0%) 0*Y
: == = + .
Donc w=- (57 * 382 ) (2.22)

2.7/ Adimensionalisation :

L'analyse dimensionnelle permet de vérifier a priori la viabilité d'une équation ou du
résultat d'un calcul. Elle est utile également pour formuler des hypothéses simples sur les
grandeurs qui gouvernent I'état d'un systeme physique avant qu'une théorie plus complete

ne vienne valider ces hypotheses.

L’adimensionalisation a pour avantage de faciliter la simplification des équations et de

généraliser les résultats.
En posant les quantités adimensionnelles suivantes :

14
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Avec:
a : Diffusivité thermique.

L : distance entre les pdles apparaissant dans la relation des coordonnées (1, 6)
a

Dp,
DZ

ah : Temps caractéristique.

: vitesse caractéristique.

La température adimensionnelle :

1/ Parois isothermes (verticales) :

T+= T - TZ
T,-T;
Avec: T; : température chaude.

T, : Température froide.

2/ Parois adiabatiques (horizontales) :

T 0 'd ort 0
—=0 ce onne : =
an qui on

En portant les quantités adimensionnelles définies précédemment dans les équations
(2.17), (2.18), (2.19) on obtient :

9 9
il + = +y =
o (HVH)+ — (HV)=0

(2.23)
gy 28,y 2 2T (2.24)
at+ T apy o 96 ~ oan? 962 ’
ow* 0 w* ow* oT*
2 + _ .
H py +H V! o +HV, i B..R,H{[F(n,06)cos(a)+G(n,0)sin(a)] o
] or* 02w* JWw*
+[F(n,0)sin(a) - G(n,0)cos(a) ] FT3 }+P | o ey ] (2.25)
gB ATDj .
Avec: R, = T oa nombre de Rayleigh

P. = E :nombre de Prandtl

15
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Les composantes ¥t , V" de la vitesse adimensionnelle sont définies par :

10y a a JY*
: =— o t— =
Ona:  Va=7 %9 YW o, =HbD, 96
1 9y*
S Ut —— .26.
/4 Y (2.26.3)
1 9y*
. += i
Aussi : Vy H on (2.26.b)
La vorticité adimensionnelle w” est définie par :
1,02 0?2 a 1 a ,0%* oW
w=- _(_ll) +—¢) o S ws=-— —2(—¢ + id )
h?' an? = 962 D? H? D} ' an*  96?
1 az + az +
S w'= L L ) (2.27)

-_2 2 + 2
H? ' anp? 98

2.8/ Coefficients d’échange de chaleur :

2.8.1/ Nombre de Nusselt local

L’étude du transfert de chaleur dans la cavité nécessite la détermination des taux de
transfert de chaleur, donnés par le biais du nombre de Nusselt. Les valeurs de ce dernier sur
les parois verticales des enceintes A et B sont définies comme suit :

Enceinte A :
1 ot
Nu=-— (2.28)
H o n=cste
Enceinte B :
Nu=-+ 2T (2.29)
u=-— .
H 00 lg=cste

2.8.2/ Nombre de Nusselt moyen :

Les valeurs moyennes des nombres de Nusselt le long des parois verticales des deux
enceintes A et B se calculent comme suit :

Enceinte A :
— 1 Oyn
Nu=g——"n Jp" Nudo (2.30)
Enceinte B :
~— 1 1NI
Nu=——— Nud 2.31
nnr-n1 7Nl 1 ( )

16
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Chapitre 3

Formulation numérique

3.1/ Introduction :

La simulation numérique (calcul numérique) d’'un phénomene physique, dans ce cas
I’étude de la convection naturelle dans des enceintes courbées ayant deux parois actives
courbées verticales et deux parois inactives courbées horizontales, suit en général le principe
suivant :

Phénomene physique

Modele mathématique

A 4
EDP ou systeme d’EDP non linéaire sur un domaine continu

Méthode de discrétisation
+

Schémas de discrétisation

A 4
Systeme d’équations algébriques linéaires

sur un domaine discret

Algorithmes et méthodes de résolution

A

Solution obtenue sur un domaine discret

Le modele mathématique constitué par une équation ou un systeme d’équations
différentielles aux dérivées partielles (EDP), qui régit le phénomene physique, se traduit en
utilisant une méthode de discrétisation, en un systéme d’équations algébriques.

17
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Parmi les méthodes de discrétisation les plus connue citons :
- La méthode des différences finies.
- La méthode des éléments finis.
- La méthode spectrale.
- La méthode des volumes finis.

3.2/ Méthode de résolution humérique :

Pour résoudre le systeme d’équation (2.24), (2.25) et les conditions aux limites
associées nous choisissons, pour les discrétiser, la méthode des volumes finis, Alors que pour
I’équation (2.27) nous utilisons un développement en série de Taylor.

Les deux méthodes sont tres utilisées dans la solution numérique des problemes de
transfert, elles sont bien exposées par S.V.PATANKAR [20] et par NOGOTOV [21].

3.2.1/ Méthode des volumes finis :

C’est une méthode de discrétisation qui discrétise les EDP en équations algébriques
pouvant étre résolues numériquement.

3.2.1.1/ Etapes de la méthode des volumes finis:

1/ Le maillage : la transformation d’'un domaine physique continu (la géométrie) en un
domaine de calcul discret constitué d’un certain nombre de points et de mailles (volumes
finis) voire figure (3.1).

2/ Tous les termes des équations modélisantes sont intégrés un par un sur chaque volume
de contréle.

3/ Des profils ou des lois d’interpolation, entre des nceuds voisins, sont utilisées pour
approcher la variation de @ (variable générale d’écoulement).

4/ Obtention des équations algébriques en fonction des valeurs de ¢ aux nceuds des
maillages.

5/ La résolution du systéme d’équations algébriques.

18
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Poura=0:
Adiabatiaue n a
L Chaude
NNt f--
Froide Chaude
171 " ] 1
! Froide !
0 0 0
Adiabatique ! NN
Domaine physique Domaine de calcul
Pour a=90:
n a
Adiabatique
Mg [----. !
(] (]
8 8 g E
o 35 o ©
fus © [T I I 1] | <
L N (@)
(@]
UEY ; :
Adiabatique ' ' >
0, Onn 0
Domaine physique Domaine de calcul

Figure 3.1 : Représente le domaine physique et le domaine de calcul.

3.2.2/ Volume élémentaire d’intégration :

Le domaine physique est divisé en un nombre de volumes finis, le centre d’un volume
fini typique est un point << P >>, et ces faces latérales « est >, < ouest >, <K nord > et

< sud > sont localisées aux points e, w, nets.
Les points E, W, N et S sont les nceuds des quatre volumes de contréles adjacents

respectivement a I'est, ouest, nord et sud du volume de contréle typique.
Les variables (vorticité, température) sont stockées aux centres des volumes de

controles.
Pour un nceud principal < P >, les points E et W sont pris dans la direction 8, tandis

que N et S sont pris dans la direction 0.
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La figure (3.2) représente un volume fini typique et son voisinage dans un volume de calcul.

Volume de contréle
principal (typique)

P JA\S) R
M+t —g—— Gt Nl . ®
(577)71 B Y
]W ) ]e
— P ——
o 3 W E |,
(l) " . \".") ‘ e . n
(577)5 ' Ly
s
Js
- v S
Ni-1) ® ® ®
n p e .
L, 06 56
3 9(]-_1) (60)w H(j) (60), H(j—l)

Figure 3.2 : Représentation du volume de contréle typique.
Soit :

i : indice des noceuds suivant 1

j rindice des noeuds suivant 6

NI -

An — INI-7m1
NI-1

A0 = ONN -64
NN-1

NI : le nombre de points suivant n

NN : le nombre de points suivant 8
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3.2.3/ Discrétisation de I’équation générale de transfert d’'une variable ¢ dans le volume

de controle :

Pour illustrer la discrétisation des équations de transfert par la méthode des volumes
finis, nous considérons I'équation de transfert sous sa forme générale.

Additionnons I'équation de la chaleur (2.24) a I’équation de continuité (2.23)
multipliée par T*:

, 0T*

H? F+[T+—(HV+)+HV+—]+[T+—(HV9)+HV9 ]
o’r+ 0T+
=[ anz + 692 ]

Dol : H2£+1(HV+T+)+1(HV+T+) i(ﬁ) a(ai)_
ous Ho5er T o't PR an ' on ' 96 ‘o6
Finalement on trouve :

or* oT or*

2 —

F+—(HV+T+-_)+—(HV9 T+ %)—0 (31)

En Additionnant I'équation du mouvement (2.25) a I'équation de continuité (2.23)
multipliée par w™ on trouve :

dwt 0 owt
222 ZHV wt-PB )+—(HV9

at+ ap ' 7 on

P. 5 = B-R,H{[F(n,0) cos(a)

+

+G(n, 0) sin(a)] or +[F(n,0)sin(a) -G(n, 0) cos(a) ] } (3.2)

Ces deux équations sont de la forme générale suivante :

d)

o, (HV+¢ F—)+ S (HVgd- I, =) =S (3:3)

HZ
ottt

Le tableau suivant illustre les différentes expressions des termes : Iy, ¢, S¢

équation | ¢ | [, So

3.1 TH| 1 0

+

P.RH {[F(,0) cos(a) +G(n, 8 ) sin(a)] aaT
3.2 wt | B.

] or*
+[F(n, 6) sin(a) - G(n, 6) cos(a)] 7 }

Tableau 3.1 : les différentes expressions des termes : Iy, ¢, S¢
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¢ : Fonction générale représente (T ou w™)
I3,: Coefficient adimensionnel.
Sy : Terme de source.

3.2.3.1/ Intégration de I’équation de transfert :

L’équation de discrétisation d’une variable ¢ est obtenue par l'intégration de son
équation de conservation dans un volume de contrble fini typique. Ci-apres

, nous
présentons un cas de discrétisation d’'une équation de transfert de ¢.
ne tt+att 1[ ne tt+att
f[fj [ gt aanalars [|[[ [ 2o -5, Sinaala
0 0 |sw n
[ ne tt+att

+fﬁf ae(HVQq’_ a—q))dtdnde dz
0 |sw
1

[ ne t++At+

:f ﬁ f Sy dtdy do|dz (3.4)

L’équation (3.4) peut s’écrire sous la forme :

1[ ne tt+4att 1[ ne tt4+att
f ff f Hz—dtdnde dz + f ff f 5 Un )t dn d6 | dz
0 |sw 0 |sw
1[ ne tt4+att 3
+f ff f ~5 Up)dt dn do| dz
0 |sw tt
1[ ne tt+att
=f ff f S, dt dn de|dz (3.5)
0 |[sw
0
Avec : J,=HV b - I, :
Jo = HV,f ¢ - I d)
o o T

Jn» Jo sontles flux totaux (convection plus diffusion).
De I’équation (3.5) on trouve :

(Bp-00°) o + (- Js )+ Je- Ju) =S AV (3.6)
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g : est la valeur moyenne du terme source Sy dans le volume de contréle élementaire.

Je s Jw . JnsJs sontles valeurs des flux totaux aux interfaces Est, Ouest, Nord et Sud
du volume de controle.

= [ v -, 5D Jant = Uoe ana

i 9

]w :f _(H V9+¢)W_(F(p %) w] d77 1 = (]B)W Anl
[ d

Jn = f V) = (T, %) a| 0.1 = Uy 201

- f[(H Vo) s — (I, g—j;) S] d6.1 = (Jy)s A6.1

3.2.3.2/ Linéarisation du terme source :

Le terme source peut généralement étre linéarisé en fonction de ¢, (au nceud P)
sous la forme :

Sy =So+Sp.dp

Avec: Sy : la partie constante de g qui ne dépend pas de ¢,.
Sp<0

Par suite I’équation (3.6) devienne:

(Bp- &°) T + (= Js)+(Jo= Ju)=(S0+S 5. ) AV (3.7)

Discrétisons |’équation de continuité (2.23) :

1

(H v dn d9] dz= 0

0 btsw

On trouve : (Fa- Fs)+(Fe-Fy) =0 (3.8)
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Fn, Fs, Fe et F, sont les débits massiques a travers les faces du volume de contréle.
I( F, = (H V,f)n .AO .1
F. = (HV")..AB8.1
4 s ( 11+)s (3'9)
| Fe = (HVg)..An.1
\ Fy = (HV),.0n.1

En multipliant I’équation (3.8) par la fonction ¢, et en soustrayant I'équation obtenue
de I'équation (3.7) on obtient :

(o 06 ) T+ (em Feop) = U= Fu ) + (= Fahp) - (s Fo ) =
=(So+5,. ) AV (3.10)
Les termes

(Ji- Fidp), i = e, w, n, s peuvent se mettre, d’aprés S.V.PATANKAR [20],
sous la forme suivante :

Je-Fe dp=ag (dp- de)
Jw=Fw e =ay (dw- de)
Jn-Fndp=ay (dp- dn)
Js-Fsdp=as (s - dr)

En introduisant ces expressions dans I’équation (3.10) on obtient :

H?*AnA0 .1

(¢p'¢p0) ALt +ag (dp- de)- aw (dw- dp )+ ay (dp- dn) - as (ds- dr)

=(So+Sp.dp)AV

D’ou I’équation discrétisée :

ap dp= ag det+tay dwt+ay dn+asds+b

(3.11)
Avec:
b =So AV+al oy’
( o _ H?AnAe .1
| 14 - At+
{ ag = D A(|P|)+ ||-F,,0]
awy = Dy, AC|B,|) + 1 E,,0| (3.12)
{aw = Dy ACIBD) +1-F, 0l

as = DsA(IK]) +I1 K, 0]
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La fonction A (| P | ) est donnée, d’aprés S.V.PATANKAR [20], par le schéma " power
law ” comme suit :
A(IP])=110,(1=011P ]l

Le symbole || 4, B || signifie que le maximum entre A et B est choisi.

Les coefficients de diffusion sont définies par :

An
D, = (qu)e @

An
To)w (660)w

Dy,

A
I,
( (p)n (6Mn

Dy

AB
Dy = (I:p)s @

(60)., (60),,, (6n)n et (67n)s : sont les pas d’intégrations, qui peuvent étre égaux ou
non aux pas de calcul A8, An respectivement. lls sont choisis constants et égaux aux A6 et
An. Considérons que les interfaces e, w, n et s sont les milieux des noeuds (P, E), (P, W)

(P,N)et (P,S).

Dans ces conditions les grandeurs précédentes s’écrivent :

A
( D, = (I:p)e £

A
D, = (I:p)w £
. 26 (3.13)
D, = (I:p)n E
A6
\ Dg = (I:p)s an

Les nombres de Peclet P, , B, , P, et P, sontdéfinis par:

(P = Fe
e D,
Fy
Pw = E
\ Fn (3.14)
Pn = D_n
Fs
\ B = Dg
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3.2.3.3/ Schémas de discrétisation spatiale :

L’évaluation des flux de diffusion et de convection aux interfaces des volumes de
controle apres intégration se fera a I'aide des schémas de discrétisation.

Pour choisir le schéma de discrétisation approprié, il faut prendre en considération un
certains nombres de criteres tels que: stabilité, précision, colit de calcul numérique,...
souvent les modeles les moins précis sont trés robustes, tandis que les modeles les plus
précis sont moins robustes et plus lents et coltent cher.

Les différents schémas proposés par S.V. PATANKAR [20] permettant d’exprimer la
fonction A (| P | ) sont les suivants :

3.2.3.3.1/ Schéma des différences centrées :

La fonction A (| P |) est donnée par I'expression suivante :
A(IPl)=1-05]P]

Les coefficients de I'équation générale discrétisée seront :
ag = D, (1-05]F[ )+ [I-F,0]
ay =D, (1—05|P,|)+ || E,,0|
ay = Dy 1-05[R1)+ lI-F,0ll
as = Dg (1-05|R]) + I F,0ll

Remarque :

- Le schéma des différences centrées est stable pour | P | < 2 est donne des coefficients
(ag, aw,ay, as ) positifs, et la précision du schéma sera acceptable.

- Pour | P | > 2 les coefficients de I'équation discrétisée peuvent étre négatifs, et dans
ces conditions les résultats ne respectent pas la physique du phénomene.

- Ce schéma est utilisé dans le cas ou la convection ne domine pas la diffusion, mais il
n’est pas recommandé d’étre utilisé au calcul des écoulements.

3.2.3.3.2/ Schéma Upwind :

La fonction A (| P |) est donnée par I'expression :
A(lP])=1

Alors les coefficients seront :
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ag = D, +[-F,0]

ay = D, + || E,,0 ||

ay =Dp +I-F,, 01l

as= Ds+ | F, 0l
Remarque :

- Pour le schéma Upwind les coefficients de I'équation discrétisée ne sont jamais
négatifs (schéma inconditionnellement stable).

- schéma non approprié pour les faibles valeurs de | P |.

- le schéma Upwind est appliqué pour les écoulements a dominance convective suivant
le sens de I’écoulement.

3.2.3.3.3/ Schéma Exponentiel:

La fonction A (| P |) est donnée par I'expression :

| P|
A(IPl)z ——7
exp(|P|) -1
Alors les coefficients seront :
F, F,
Qg = — 7F.N\ . ’ AQw = — 7Fy N
exp(D—‘Z) -1 exp(D—) -1
Fy, Fy
AN = — 7F,\ . ’ s = — 7FsN\ .
exp(ﬁ)—l exp(D—SS) -1
Remarque :

Ce schéma est assez peu utilisé car :
- Les exponentielles coltent cher a calculer numériquement.

- Il n’est pas exact pour les problemes 2D, 3D, instationnaires et avec le terme source.

3.2.3.3.4/ Schéma hybride :

La fonction A( | P |) est définie comme suit :
A(IP)=1l0,(1—=05[PDI

Les coefficients de I'équation générale discrétisée seront :
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ag=|—F, De =05 F,,0]

ay=IIF,, D, +05FE, ,0]|

an=1—Fy, Dn — 0,5 F,,0 ||

as= |l Fs, Ds +0,5F ,0]
Remarque :

- le schéma hybride est une combinaison améliorée entre le schéma centré et le schéma
Upwind.

- Avec ce schéma l'erreur est maximale pour | P | = 2.

3.2.3.3.5/ Schéma Power Law :

La fonction A (| P | ) est donnée par I'expression :

ACIPL)=110,(1=01]P Dl

Les coefficients de I'équation générale discrétisée seront :
ag= D 110,(1=01] DIl + 110, —F, |
aw= Dy 10,1 =01[R, DIl + 110, E,
an= Dy 10, (1=01 BN + 110, —F, |l
as= Dgll0,(1 =01 RD°I + 110, F |

Remarque :

Le schéma Power Law est recommandé pour les problemes de convection-diffusion,
c’est pourquoi notre choix s’est posé sur ce schéma.

3.3/ Discrétisation de I’égquation de la chaleur (énergie) :

oTt d oT+ 3] oT+
H——+ —(HV'T*- —)+—(HV/ T*- —)=0
at+ an( n an) 56 (H Ve 06
En remplagant dans I'équation (3.3) la fonction ¢ par la température adimensionnelle T*

et le terme source Sy par zéro, I'équation de la chaleur discrétisée sera :

ap T e=agTYe +ay Ttw + ay Ty + ag Tts +b (3.15)
. - 0
Avec: ap=ag+ay + ay + as +a,
- 40 40
b = a, dp
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ag , ay , ay , ag et ag ont respectivement les mémes expressions que dans le
systeme (3.12).

3.3.1/ Détermination des coefficients F; ,D; ,P; (i=n,s,e,w):

Le calcul des coefficients ag , ay, , ay , ag nécessite la détermination des coefficients
Fi,Di,Pi (i=n,s,e,w).
Remplagant les vit dimensionnelles 17+ par: ~ 22 ot LA ans |
emplagant les vitesses adimensionnelles ar: ——— e ar:-——— dansle
plag n P 0 o0 6 P H on

systeme (3.9) on obtient :

= 00 (21,
Fo= 00 (22,
Fe=An('%e
FwM(-%)w

En appliquant une interpolation linéaire (différence centrée), et en tenant compte que
les interfaces sont a mi-distance des noeuds on trouve :

o WD+ YD)

¥ ~
Y@, j) +Pp*i-1,))
+ =
l/)s - 2
g = LEIHD UrE)
€ 2
Y@, ) +9*3,j-1)
+ =
l/)w - 2

Le développement du gradient de la fonction de courant est établi d’apres la
démarche de NOGOTOV [21], comme suit :
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Nei+1) (i+1, ] -1)‘ N l(i+1, i .(i +1, j+1)
(i+1/2,j-1/2) n (i+1/2, j+1/2)
A
An
. W P E
TI(L) @
(i,] -1). w (i, ) e .(i, j+1)
v
(i-1/2,j-1/2) S (i-1/2, j+1/2)
S
-1 ® ® ®
(i-1,j-1) (i-1,)) (i-1, j+1)
”T 0(j-1) %) Oj+1)
0

Figure 3.3 : Représentation schématique des nceuds P, E, W et S dans le maillage.

Al'interface " e “:

( aw+) _Pr@i+1/2,j+ 1/2)- Pt (i-1/2,j+ 1/2)
on ' - An

(31P+) _ 1 [¢+(i+1,j+ 1)+1p+(i+1,j)+ Yr(,j) +Pr(,j+1)
on ' 24n 2 2
1 [Yr@-1,j+D+y9*rG-15) Y @) +¢r@,j+1)

" 247 2 + 2

( a¢+) PG+, j+ D) + Pt G+, ) -yt -1,j+ D- 9t (i-1,j)
an e 4An
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Al'interface " w “:

( 6¢+) _pr(i+1/2,j-1/2)- Pt (i-1/2,j- 1/2)

an W An

o+ Yra+1,) +ri+1,j-1) | PrE, -0 +PtaE,)
(57 =2 | +

n ZAn 2 2

Yr(i-1,)) +Pp*i-1,j- 1)+ Yr@a,j-D +P*3,j)
ZAn 2 2

( alp+) _ ¢+(l+1 ']) + lp+(l+1 ']_1 )_lp+(l_1 '])_ lp+(l_1 ’]_1)
an e 4An

Alinterface " n “:

( a¢+) _Yt(i+1/2,j+1/2)= T (i+1/2,j-1/2)
a0 '™ A8

Pt

( ae) 200

[¢+(l+1 J+1D) + Pt j+1) n Y (i,j) +Pr(i+1,))
2 2

[¢+(l+1 J=1D+P*(,j-1) n Y (i,j) +P*(i+1,))

2A0 2 2

( 6¢+) _ Y+, j+ ) + PF (AL j+1) =t 4+, j- D) -t (i, j-1)
a6 " 400

Alinterface"s “:

( 6¢+) _Pr-1/2,j+1/2)=P*(i-1/2,j-1/2)
96 '* A8

(2 - YHEAD YLD P + PTG
00 2A0 2 2
Yr(,j-1) +Pp*(i-1,j- 1)+ Y+ (i, j) +P*(i-1,))
2A0 2 2

( 6¢+) _YrEL ) + Pt -1,j+1) -t j-1) - (i-1,j-1)
96 '* )
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Et les expressions F., Fy, Fn et F; deviennent :
1
Fe=g WHG—-1j+ D+ PG -1L) -9 @+ 1j+D-y*i+1)] (3.16a)

Fu=- W G-1,j—-D+¢*(i—-1) -y G+1,j—-1D—-¢*i+1,7)] (3.16.b)

I

Fi [WrE+1,j+ D)+ i+ D) —pri+1—1D— 9*Gj— D] (3.16.)

e - L+ D+ TG+ D -9t - L - D= G- D] (364

Pour I’équation de la chaleur, le coefficient I, =1 (voir tableau 3.1).

En portant cette valeur dans le systeme (3.13), les coefficients D., D, ,D,et Ds

s’écrivent :
D,=D,, = i—z
D,=D; = a8
n S An
Et les nombres de Péclet dans le systeme (3.14) deviennent :
A6 An
P.= Fe E , P,= F, E
A6 An
Pw= Fu E , P,= F; E

Pour homogénéiser les notations dans I’équation (3.15), on symbolise les noeuds W,

P, E, N et S respectivement par :
(i,j-1),(i,5),(i,j+1),(i+1,j),(i-1,])

Les coefficients ag, ay , ay, as et ag sont pris aux nceuds (i, j)

Donc I’équation (3.15) peut s’écrire comme suit :

ap T*(i,j) = ag TT(i,j+1) +ay TT(i,j-1)+ay TT(i+1,])

+agTH(i-1,j)+b (3.17)
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3.3.2/ Discrétisation _des conditions aux limites:

3.3.2.1/ Description du probléme :

Les conditions aux limites sur les frontiéres du domaine de calcul :

e T=T, pour: J=NNet 1<I< NI

e T7T=T, pour: J=1 et 1<I< NI

on 90
fluides sur les parois de I’'enceinte rigides et imperméables.

oT
e Sur les parois adiabatiques : % =0

I
na ‘
or )
an 0 Adiabatique
NI f-----
T, T
1] ____.
! oT Adiabatique :
: —=0 :
! an !
1 NN 8

Figure 3.4 : conditions aux limites sur le domaine de calcul (enceinte B).
Remarque :

Pour les conditions aux limites sur le domaine de calcul de I'enceinte A nous

remplagons, dans les relations et sur les axes, la variable 7 par 0 et l'inverse.

Exemple : Dans la figure (3.4) :

oT

Pour les parois horizontales adiabatiques on aura : 70 =0

L’axe vertical sera : O et I'axe horizontale sera 71
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3.3.2.2/ Adimensionnement _des conditions aux limites :

e  Sur la paroi verticale droite (J=NN et 1 <1< NI):

Ona: T=T;

T-T
2 onaura Tt=1

; LT+
Et puisque: T T,

e Surla paroiverticale gauche (J=1 et 1<1< NI):

Ona: T=1T,

T_ TZ

Et puisque: T*= onaura T*=0

T—-T
e Parois horizontales (adiabatiques) : (1 <J < NN)

o oT 0 'd oT* 0
na: —= ce onne: =
an au an

e Surles frontiéres du domaine de calcul (I'enceinte) :

V11+=V+=_=_=0

1 621l)+ az_ll)+
-— +
H? ' an® 962

+
w =

)

3.3.2.3/ Discrétisation _des conditions aux limites :

e Sur la paroi verticale droite J =NN et 1 <1< NI):

Ona: T*=1

L’équation (3.15) nous donne :

0 _ —
a, =1 et b=1

e Surla paroiverticale gauche (J=1 et 1<I1< NI):

Ona: T*=0

L’équation (3.15) nous donne :
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e Paroi horizontale inférieure (adiabatique) :

=1, 1<) < NN
ona: 2= o
na: an =

Ce qui nous permet d’écrire :

oT'| _ THL) - THG)
_ s _

on ij
Cequidonne: T*(i+1,j) = T*@, j)

D'ouonécrit: THty=T%

L’équation (3.15) nous donne:

Paroi horizontale supérieure (adiabatique) :

I=NI, 1<J < NN
Ona: or’ =0
na: o -

Ce qui nous permet d’écrire :
oT’| _ Ta-1p-THE) o
ol

= AT
Cequidonne: T*(i—1,j) = T*(, j)
D'otionécrit: Tts =Tt
L’équation (3.15) nous donne:

ap =1

a5=1
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3.4/ Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement :

, dw?
ott

T

9
+—(HV" 0" -
an( n @ Py

+

+G(n,9)sin(a)]aT +[F(n,0)sin(a) -G(n, 9)cos(a)] }

En remplagant dans I’équation discrétisée (3.11) :

e Lafonction ¢ par: la vorticité adimensionnelle w*.
e Leterme S, par: zéro (S, =0)

(le terme source S+ estindépendant de la vorticité w™).
Nous obtenons I'équation discrétisée de quantité de mouvement:
ap wtp = ag we +ay wtw + ay wty + ag wts +b (3.18)
Avec:
ap= ag +ay + ay+as+ap
b =S50 AV+ap by
AV =H>. An.AB .1

+

aT

So = P-RqH {[F(n, 6) cos(a) + G(n, 6) sin(a) ] —
+[F(n,8)sin(a) -Gn,0) cos(a)] }

Les coefficients : ag , ay , ay , as et ag ont respectivement les mémes expressions

gue dans le systéme (3.12) .

Comme dans I'équation de quantité de mouvement le terme [, égal a B. : (I;,= P,)
(voire tableau (3.1) ) :

Aux interfaces e, w, n et s les coefficients D¢, Dy, D, et Ds serons :

An
De= Dy = Prﬁ
AB
Dn= Ds= Pr_n
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Et les nombres de Péclet dans le systeme (3.14) deviennent:

p. = 1 A6 P = 1 F An
e~ P, e An ’ n= P, n AD
P = 1 F A6 p. = 1 F An
w = Pr w AT’ ’ s~ Pr S A@

Avec: F., Fy , F, et Fs ont respectivement les mémes expressions que dans le systéme
(3.16.a), (3.16.b), (3.16.c) et (3.16.d).

Finalement dans I’équation (3.18) le coefficient “ b “ a pour expression :

orTt
on

b=H>P.R{[F(n,0)cos(a) +G(n,0)sin(a)]

+[F(M,0)sin(a) -GMn,0) cos(a)] %}An.Ae +ad ¢y’

oT* TH(i+1,j) — TH(i-1,j)
Avec: =
on ij 2An
oT* O TH(j+1) = TH(ij-1)
26 B 206

i,j

En prenant les mémes notations précédentes, pour lesnceuds W ,P, E, Net S qui sont
respectivement :

(i,5-1),(i,j),(i,j+1),(i+1,j),(i-1,j)
L’équation (3.18) peut s’écrire comme suit :
ap wr(i,j) = agw(i,j+1) +ay 0 (i,j-1) + ay o™ (i+1,]j)
+ aswt(i-1,j)+b (3.19)
Les coefficients ag, ay , aN,aS,ag et b sont prisau noeuds (i, j).

3.4.1/ Discrétisation_des conditions aux limites:

Condition sur la paroi horizontale inférieure (i=1,j):

Yra,j+1) -29*@a,j)+¢9*(Qa,j-1)
(846)?
-7yt )+8yY*(2,j)- Y*(3,j)
2(An)?

w (llj)z- H(1,)) +
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Condition sur la paroi horizontale supérieure (i=NI,j):

Y+ (NI,j+1) =2+ (NI ,j) + p* (NI ,j-1)
(86)2
=7 Y*(NI,j) +8Y*(NI-1,j)— Y*(NI-2,j)
2(An)?

w (NI, j)=- T N

Condition sur la paroi verticale gauche (i,j=1):

Yr(@i+1,1) -2yt 1)+ yp*T(@-1,1)

by (am)?
CUDT D | et rsuta)- v
2(A0)?

Condition sur la paroi verticale droite (i,j=NN):

Y¥(i+1,NN) -2+ (i, NN)+yp*+(i—1,NN)
(am)?
-7¢*(@{i,NN)+8y*(i NN-1)— YP*(i, NN-2)
2(A0)?

" (i, NN) = - m

+

3.5/ Discrétisation de I’équation de la fonction de courant :

R 1 621l)+ az_ll)+
- — +
(D ( anz 692 )

HZ

Réécrivons cette équation sous la forme :

a , oyt d oy~
W= (2 L 2 (2
on ' an' 98 ' 98
L’équation (2.27) donne:
621l)+ az_ll)+

-H(iL ) o', )) = =5

aT] l,] 692 l,]

Pour discrétiser cette équation nous utiliserons le développement en série de Taylor,
ce qui donne:

Pr@+1,) +p*-1,j)-2¢9*(i,j)
(An)?

-H(i,j) o'(i,j) =

+ lp+(l ']+ 1) + lp+(l ’]_1)_ 2 ¢+(l '])
(46)?
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Et qui conduit a écrire :

Yr(i+1, )+ G-1,j) N Y+ D +YrE,j-1)
(An)? (86)?

-H(i,j) (i, )=

. 1 1
"2l ])[(An)2+(A9)2]

Ce qui donne la fonction de courant au nceuds P < Y*(i, j) > qui est exprimée en
fonction de celle aux noeuds W, E, N et S comme suit :

Yr@+1,)+y9*ti-1,5) A
(An)?

(i) = 5 THA(EL Do) +

¢+(iﬂj+ 1)+¢+(i,j_1) ] [ 1 1 ]'l

(86)? (am? = (46)? (3.20)

3.5.1/ Discrétisation des conditions aux limites :

Condition sur la paroi horizontale inférieure (i=1):

oyl _ =3YtL)+4yt(2,))- ¥*H(3.))
on 1,j 2An

=0

49*(2,j)- P (3.))
3

Pr(1,j) =
Condition sur la paroi horizontale supérieure (i=NI):

4*(NI-1,j) - P*(NI-2,j)
3

Y*r(NI,j) =
Condition sur la paroi verticale gauche (j=1):

Wl 3Pt +H4YTE2) - YrE3)

26 |; 1 2060

0

49*(E,2) - P*(i,3)
3

Yr(i,1)=
Condition sur la paroi verticale droite (j= NN ) :

4yY*({i,NN-1)- Y*(i, NN-2)

Y*(i,NN)= -
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3.6/ Discrétisation des composantes de la vitesse :

Nous choisissons les différences centrées pour discrétiser les composantes
adimensionnelles V", V" de la vitesse.

1 Pr@,j+1) - Pr@,j-1)

. 1oyt
ij H@D 276

" T HG,j) 06

O S [w+(i+1,j)—¢+(i—1,j)
® T HG@) only; H(LD 247

Avec: 1<I<NI
1<J< NN

3.7/ Processus de calcul :

Pour résoudre le systeme d’équations (3.17), (3.19) et (3.20) nous utilisons la méthode
proposée par E.F. NOGOTOV [21].

En choisissant une méthode itérative a coefficient de relaxation, ces équations
peuvent se mettre sous la forme suivante:

(0, §) = (1 ap ) T (i,5)+ =5 [ag T (i,5+1)+ @y T™(i,j-1)
P
+ay T"(i+1,j) + ag T"*(i-1,j)] (3.21)
WL(1,1)= (1= @) @ (1,1)+ =2 [ag 0™ (i,j+1)+ ay o™ (i,j-1)
P

+ay 0" (i+1,j) +ag 0™ (i-1,j)+b(i,j)] (3.22)

1 1 ]-1
(am? = (46)?
[ lpn(l+1 ’]) + lpn+1(i_1 ’]) + lpn(l ’j+ 1) + lpn+1(i ’]_1)
(an)? (46)?

YD) = (L ay ) pn (i, ))+ 2

+H%(i,j)w*(,j)]  (3.23)

Avec:

n : ordre de I'intégration.

ar , a, , &y : sont les facteurs de relaxation. Leurs valeurs dependent de la valeur du
nombre de Rayleigh R,.
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La résolution du systeme d’équation (3.21), (3.22) et (3.23), en utilisant le code de
calcul, se fait comme suit:

1/ Initialisation des valeurs de la température, de la vorticité et de la fonction de
courant au sein du maillage.

2/ Calcul de la distribution de la température.
3/ Calcul de la vorticité.
4/ Calcul de la distribution de la fonction de courant.

5/ Le processus itératif répété jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de changement significatif
de la valeur de ) par rapport au critere de convergence suivante :

max P"*t1— max " 10°8
max Y+l

IA

6/ Le méme critére est utilisé pour la température.
7/ Le méme critére est utilisé pour la vorticité.
8/ Calcul des composantes de la vitesse.

9/ Stockage des valeursde T, w et Y.
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Lecture et écriture
Des données

vn=0,k=0

Initialisation des
T, w, Y

A\ 4

L n=n +1, k=k+1

Calcul de la
Distributionde T

v

Calcul de la
Vorticité w

v

Calcul de la fonction
De courant Y

Non Condition QOui

¢ De convergence

Sur ¢
l/)=(l/)n+1+ l/)n)/z

Non

Condition

T=(T""+T1")/2

De convergence
SurT

Non

Condition
De convergence

Sur W

Non

Calcul des composantes

dec vitecces

y

Pas de Stockage des

Convergence valeursde T, Y, w
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Chapitre 4

Résultats et discussions

4.1/ Introduction:

Dans ce chapitre nous allons étudier I'influence de la courbure des parois d’une
cavité bidimensionnelle remplie d’air, sur la convection naturelle.

Pour cela nous considérons trois enceintes bidimensionnelles, une cavité a parois planes
(carrée), une deuxiéme cavité a parois horizontales concaves et parois verticales convexes
(enceinte A), une troisieme cavité a parois horizontales convexes et parois verticales
concaves (enceinte B).

Dans notre étude nous utilisons les conditions pariétales suivantes :

- Les deux parois verticales sont maintenues isothermes a des températures T, T, avec T
(chaude) et T, (froide).

- Les deux parois horizontales sont considérées adiabatiques.

Enceinte carrée Enceinte A Enceinte B

Figure 4.1 : Représentation des enceintes étudiées.

Enceinte A : enceinte a parois horizontales concaves et parois verticales convexes.
Enceinte B : enceinte a parois horizontales convexes et parois verticales concaves.

4.2/ Etude du maillage:

Le choix du maillage a une grande influence sur la précision des résultats et le temps
de calcul, et pour voir cet effet, plusieurs maillages ont été utilisés arbitrairement pour les
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trois configurations précédemment citées. Les tableaux (4.1), (4.2) et (4.3) illustrent la
variation du nombre de Nusselt moyen et la valeur maximale de la fonction de courant en
fonction du nombre de noceuds. Notre choix s’est porté sur le maillage (71x71) qui assure un
bon compromis entre la précision des résultats et le temps de calcul.

Pour I’enceinte carrée:

@ | Maillage»
@ 11x11 | 21x21 | 31x31 | 41x41 | 51x51 | 61x61 | 71x71 | 81x81
E Fonvction
_ | Er) 0 0 0,41 0 0 0 0
1 Prmax 0,243 | 0,243 | 0,243 | 0,244 | 0,244 | 0,244 | 0,244 | 0,244
s | Er(%) 0 0 0 0 0 0 0
Nu 0,640 | 0,640 | 0,640 | 0,640 | 0,640 | 0,640 | 0,640 | 0,640
o | Er(%) 1,00 | 0,05 | 005 | 005 | 005 | 005 | 005
R Vimax 2,016 | 1,996 | 1,997 | 1,998 | 1,999 | 2,000 | 2,001 | 2,000
o | Er(%) 1,32 | 0,12 0 0 0,12 0 0
© Nu 0,824 | 0,835 | 0,836 | 0,836 | 0,836 | 0,835 | 0,835 | 0,835
. Er (%) 1,81 | 006 | 003 | 003 | 003 | 0,06 0
S Prmax 3,214 | 3,157 | 3,155 | 3,156 | 3,157 | 3,158 | 3,160 | 3,160
é Er (%) 1,81 | 0,19 0 0,10 0 0 0
Nu 1,028 | 1,047 | 1,049 | 1,049 | 1,048 | 1,048 | 1,048 | 1,048
. Er (%) 1253 | 1,81 | 048 | 0,19 | 2,49 | 2,68 | 004
S Prmax 8,712 | 7,742 | 7,604 | 7,568 | 7,554 | 7,747 | 7,545 | 7,542
é Er (%) 499 | 069 | 023 | 0,05 0 0 0
Nu 2,039 | 2,146 | 2,161 | 2,166 | 2,167 | 2,167 | 2,167 | 2,167
. Er (%) 40,53 | 7,40 | 2,19 | 0,87 | 040 | 022 | 013
= Ymax | 20,877 | 14,856 | 13,833 | 13,536 | 13,419 | 13,365 | 13,335 | 13,318
é Er (%) 23,45 | 3,84 | 1,08 | 042 | 021 | 009 | 005
Nu 3,108 | 4,060 | 4,222 | 4,268 | 4,286 | 4,295 | 4,299 | 4,301
Er (%) 87,57 | 2338 | 811 | 351 | 164 | 088 | 053
= Umax | 64,042 | 34,110 | 27,646 | 25,571 | 24,704 | 24,305 | 24,093 | 23,967
é Er (%) 45,03 | 1576 | 532 | 222 | 0415 | 057 | 033
Nu 3,412 | 6,207 | 7,368 | 7,782 | 7,959 | 8,045 | 8,091 | 8,118

Tableau 4.1: Variation du nombre de Nusselt moyen et de la valeur maximale de la fonction
de courant en fonction du nombre de nceuds (enceinte carrée).
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Pour I'enceinte A:

@ | Maillage o
© 11x11 | 21x21 | 31x31 | 41x41 | 51x51 | 61x61 | 71x71 | 81x81
E Fon;:tion
. Er (%) 7,14 0 0 0 0 0 0
" Ymax | 0,030 | 0,028 | 0,028 | 0,028 | 0,028 | 0,028 | 0,028 | 0,028
o | Er(%) 1,83 0,52 0,26 0,17 0,09 0,09 0,09
Nu 1,124 | 1,145 | 1,151 | 1,154 | 1,156 | 1,157 | 1,158 | 1,159
o | Er(%) 4,98 3,57 0 3,56 0 0 0
R | Ymx | 0,295 | 0,281 | 0,280 | 0,280 | 0,281 | 0,281 | 0,281 | 0,281
w | Er(%) 1,83 | 061 | 026 | 017 | 0,17 0 0,09
“ | 1,129 | 1,150 | 1,157 | 1,160 | 1,162 | 1,164 | 1,164 | 1,165
| Er(%) 504 | 036 | 018 | 0,18 0 0,18 0
S | Ymx | 0584 | 0,556 | 0,554 | 0,553 | 0,554 | 0,554 | 0,555 | 0,555
é Er (%) 36,85 | 41,91 | 0,34 0,17 0,08 0,08 0,08
Nu 1,140 | 1,666 | 1,174 | 1,178 | 1,180 | 1,181 | 1,182 | 1,183
.| Er(%) 655 | 097 | 039 | 014 0 0 0,03
S | Ymax | 3,888 | 3,649 | 3,613 | 3,599 | 3,594 | 3,594 | 3,594 | 3,593
é Er (%) 6,01 1,40 0,50 0,22 0,11 0,06 0
Nu 1,658 | 1,764 | 1,789 | 1,798 | 1,802 | 1,804 | 1,805 | 1,805
| Er(%) 1446 | 2,78 | 1,16 | 054 | 027 | 016 | 0,08
S | Ymax | 12,226 | 10,681 | 10,392 | 10,273 | 10,218 | 10,190 | 10,174 | 10,166
é Er (%) 8,66 2,07 0,78 0,39 0,18 0,12 0,06
Nu 2,944 | 3,223 | 3,291 | 3,317 | 3,330 | 3,336 | 3,340 | 3,342
. Er (%) 38,18 | 4,25 1,84 0,89 0,53 0,30 0,18
S | Ymx | 25749 | 18,634 | 17,887 | 17,563 | 17,408 | 17,317 | 17,266 | 17,235
é Er (%) 17,07 | 4,45 1,73 0,82 0,44 0,29 0,17
Nu 4,502 | 5,429 | 5682 | 5782 | 5,830 | 5,856 | 5,873 | 5,883

Tableau 4.2: Variation du nombre de Nusselt moyen et de la valeur maximale de la fonction
de courant en fonction du nombre de nceuds (enceinte A).
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Pour I'enceinte B :

@ | Maillage »
© 11x11 | 21x21 | 31x31 | 41x41 | 51x51 | 61x61 | 71x71 | 81x81
E Fonvction
o LEr (%) 6,25 0 0 0 0 0 0
0 Ymax | 0,017 | 0,016 | 0,016 | 0,016 | 0,016 | 0,016 | 0,016 | 0,016
o | Er(%) 1,37 0,55 0,28 0 1,63 1,93 0
Nu 0,371 | 0,366 | 0,364 | 0,363 | 0,363 | 0,363 | 0,362 | 0,362
o | Er(%) 5,03 0,63 0 0 0 0 0
R | ¥mx | 0,167 | 0,159 | 0,158 | 0,158 | 0,158 | 0,158 | 0,158 | 0,158
e | Er(%) 1,09 | 055 | 0,27 0 1,35 | 1,65 0
© Nu 0,372 | 0,368 | 0,366 | 0,365 | 0,365 | 0,364 | 0,364 | 0,364
. Er (%) 536 | 0,32 0 0 0 0 0,32
S | ¥mx | 0334 | 0317 | 0316 | 0,316 | 0,316 | 0,316 | 0,316 | 0,317
é Er (%) 1,07 0,54 0,27 0 1,60 1,90 0
Nu 0,377 | 0,373 | 0,371 | 0,370 | 0,370 | 0,370 | 0,369 | 0,369
. Er (%) 809 | 093 | 004 | 007 | 011 | 0,04 | 007
S | Yma | 3,047 | 2,819 | 2,793 | 2,792 | 2,794 | 2,797 | 2,798 | 2,800
é Er (%) 6,41 0,52 0 0 0,13 0 0
Nu 0,715 | 0,764 | 0,768 | 0,768 | 0,768 | 0,767 | 0,767 | 0,767
. Er (%) 29,42 | 9,09 2,20 0,80 0,10 0,05 0,07
S | Umex | 16112 | 12,449 | 11,412 | 11,166 | 11,077 | 11,066 | 11,061 | 11,069
é Er (%) 3555 | 815 | 1,23 | 021 | 168 | 1,64 0
Nu 1,670 | 2,591 | 2,821 | 2,856 | 2,862 | 2,863 | 2,864 | 2,864
. Er (%) 29,44 | 21,70 | 14,41 | 6,88 2,42 0,69 0,14
S | Ymx | 59,618 | 46,057 | 37,845 | 33,077 | 30,948 | 30,218 | 30,011 | 29,970
s | Er(%) 49,12 | 27,02 | 1341 | 539 | 187 | o065 | 022
Nu 1,976 | 3,884 | 5,322 | 6,146 | 6,496 | 6,620 | 6,663 | 6,678

Tableau 4.3: Variation du nombre de Nusselt moyen et de la valeur maximale de la fonction
de courant en fonction du nombre de nceuds (enceinte B).

4.3/ Validation :

Davis [22] et J. C. Kalita [23] ont considéré dans leurs études, une cavité carrée de coté
L remplie d’air, avec des parois verticales différentiellement chauffées tandis que les parois
horizontales sont considérées adiabatiques. D. Gerardo et al [24] eux aussi ont étudié
numériquement |'effet du rayonnement de la surface sur la convection naturelle dans une
enceinte parabolique avec des parois verticales adiabatiques et des parois horizontales
plates différentiellement chauffées, et ils ont validé leurs résultats en considérant la méme
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enceinte que celle de Davis [22]. Nous avons regroupé dans le tableau (4.4.a) les valeurs du
nombre de Nusselt moyen sur les deux parois, issues de nos calculs avec ceux des références
[22] et [23], et dans le tableau (4.4.b) nos valeurs du nombre de Nusselt moyen sur les deux
parois actives et nos valeurs maximales de la fonction de courant, et celles des références
[22] et [24], en plus nous avons pris les mémes parametres que ceux utilisés dans la
référence [7] qui ont considéré eux aussi dans leur étude une cavité carrée, pour présenter
dans les figures (4.2) et (4.3) une comparaison qualitative entre les fonctions de courant et
les isothermes obtenues par notre code de calcul et les leurs.

e . Nos Ecart Kalita et al. Nos Ecart
Référence | Davis [22] . . . .

Ra Maillage (81x81) résultats | relatif [23] résultats | relatif
& (81x81) | (%) (41x41) | (41x41) | (%)

10° Nu 1,118 1,119 0,09 1,117 1,119 0,18
10* Nu 2,243 2,251 0,36 2,245 2,253 0,36
10° Nu 4,519 4,533 0,31 4,522 4,522 0,00

6 Nu 8,800 8,829 8,829 8,829

171 Maillage | (81x81) | (81x81) | 31 | (se1) | (81xey | ¥%°

Tableau 4.4.a : Comparaison des nombres de Nusselt moyens.

Nos résultats sont en bon accord avec les résultats de Davis [22] et de Kalita et al. [23],
I’écart relatif maximal dans tous les cas ne dépasse pas : 0,36%.

Nos Davis Ecart Réf Ecart Nos Davis Ecart Réf Ecart
Ra | calculs [22] relatif [24] relatif | calculs [22] relatif [24] relatif

|lpmax| |lpmax| (%) w}maxl (%) m Nu (%) Nu (%)
10° | 1,172 | 1,174 | 0,17 | 1,172 0 1,120 | 1,116 | 0,360 | 1,119 | 0,09

10" | 5,059 | 5,098 | 0,77 5046 | 0,26 | 2,253 | 2,242 0,49 2,254 | 0,04

10° | 9,649 | 9,644 | 0,05 9,550 1,04 | 4,522 | 4,523 0,02 4,545 | 0,51

10° | 17,346 | 16,961 | 2,67 | 16,807 | 3,21 | 8,692 | 8,928 2,64 8,979 3,20

Tableau 4.4.b : Comparaison des fonctions de courant et des nombres de Nusselt moyens
pour un maillage de 41x41.

Nos résultats sont en bon accord avec les résultats de Davis [22] et de la référence
[24], I’écart relatif maximal dans tous les cas ne dépasse pas : 3,2% pour les nombres de
Nusselt moyens, et 3,21% pour les valeurs maximales de la fonction de courant.

Remarque :

Ecart relatif = (Nos résultats — Résultats Réf. [X]) / Résultats Réf. [X]
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4.3.1/ Comparaison des isothermes :

Référence [7] Nos résultats

Figure 4.2 : Isothermes dans une cavité carrée différentiellement chauffée.

4.3.2/ Comparaison des lignes de courants
Référence [7] Nos résultats

Isothermes pour Ra= 10°

Isothermes pour Ra= 10°

Fonctions de courants pour Ra=10°

Fonctions de courants pour Ra=10°

Figure 4.3 : Lignes de courants dans une cavité carrée différentiellement chauffée.
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4.4/ Convection naturelle dans une enceinte carrée:

Pour bien voir l'influence de la courbure des parois de I’enceinte sur les champs
dynamiques (lignes de courants) et thermiques (isothermes) ainsi que sur le taux de
transfert de chaleur nous étudions tout d’abord I'enceinte a parois planes et par la suite
nous passerons a I'étude de I’enceinte a parois courbées.

4.4.1/ Influence du nhombre de Rayleigh:

4.4.1.1/ Isothermes et lignes de courants:

Les figures (4.4-4.9) représentent les lignes de courants et les isothermes dans une
enceinte carrée pour des nombres de Rayleigh Ra= 50, 500, 10°, 10%, 10°, 10° Nous
remarquons un écoulement monocellulaire du fluide dans le sens trigonométrique pour Ra =
50, 500, 103, 104, 105, 10° cet écoulement est dii au mouvement ascendant des particules du
fluide qui s’échauffe le long de la paroi chaude sous I'effet de la poussée d’Archimede et du
mouvement descendant des particules du fluide qui se refroidit le long de la paroi froide
sous l'effet de la pesanteur.

Dans la figure (4.4) pour Ra=50 les lignes isothermes sont presque paralleles aux
parois verticales de I'enceinte carrée, et les valeurs de la fonction de courant sont trés
faibles, dans ce cas la distribution des températures est simplement décroissante de la paroi
chaude vers la paroi froide, et les lignes de courant sont des cercles concentriques qui
tendent a épouser la forme de I'enceinte vers I'extérieur, le transfert thermique s’opére
essentiellement par conduction.

Les figures (4.5) et (4.6) qui correspondent respectivement a Ra=500 et Ra=10°
montrent que les lignes isothermes commencent a se modifier et se déforment légerement
en suivant le sens de rotation des lighes de courant mais restent encore presque paralléles
aux parois latérales froide (moitié supérieure) et chaude (moitié inférieure), les valeurs de la
fonction de courant qui sont données sur ces figures augmentent sensiblement ce qui
traduit une convection naturelle naissante, les transferts thermiques restent toujours
dominés par un régime pseudo conductif.

Pour des valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh (Ra=10*, Ra=10° et Ra=10°) les
figures (4.7), (4.8) et (4.9) montrent que les lignes isothermes se modifient beaucoup pour
devenir paralléles aux parois horizontales inactives au milieu de I'enceinte et épouser la
forme des parois actives verticales tout en étant trés serrées ce qui dénote d’un transfert
trés intense dans ces régions 13, ce qui est trés bien illustré par la figure (4.9) qui montre
aussi que méme les lignes de courant sont trés serrées prés de ces parois. Les valeurs de la
fonction de courant correspondant a ces figures augmentent significativement tout ceci
nous amene a dire que la convection naturelle est devenue prépondérante. L’'augmentation
du nombre de Rayleigh traduit donc une intensification de la convection naturelle.
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Figure 4.4 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 50
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Figure 4.5 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 500
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Figure 4.6 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10°
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Figure 4.9 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10°
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4.4.1.2/ Nombre de Nusselt local :

Nous déterminons les nombres de Nusselt locaux dont les variations le long des
parois sont étroitement liées aux distributions des isothermes et des fonctions de courant,
de sorte que, qualitativement, ces variations et ces distributions peuvent souvent se déduire
les unes des autres, par exemple, si I'on considere un point courant sur une paroi suivant
une coordonnée, I'observation d’'une diminution monotone du nombre de Nusselt local
correspond a un écoulement dirigé suivant cette coordonnée, I|'observation d’une
augmentation, correspond a un écoulement dirigé en sens opposé, un minimum traduit
I'existence d’un tourbillon éloignant le fluide de la paroi, par contre un maximum traduit,
I'existence d’un tourbillon rapprochant le fluide vers la paroi.

4.4.1.2.1/ Variation du nhombre de Nusselt local:

Pour la paroi chaude :

18 —— Ra=10E6
] —— Ra=10E5
161 Ra=10E4
1 —— Ra=10E3
49 Ra=500
12 — Ra=50

Nusselt local (paroi chaude)

2 1,4 1,6

Figure 4.10 : Nombre de Nusselt local pour la paroi chaude pour différents
nombres de Rayleigh

La figure (4.10) représente la variation du nombre de Nusselt local le long de la paroi
chaude en fonction de y pour les nombres de Rayleigh suivants : 50, 500, 103, 104, 105, 10°.

D’aprés les courbes de la figure (4.10) nous pouvons dire que :

1/ Le nombre de Nusselt local sur la paroi chaude atteint son maximum au point bas de la
paroi chaude puis il commence a diminuer en ascendant la paroi pour arriver a son minimum
au point haut de la paroi chaude, et cela veut dire que le fluide arrive vers la paroi en bas, ce
qui traduit un gradient de température important a cet endroit et il quitte la paroi en haut,
et donc le gradient de température est moins important a cet endroit.
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2/ Pour la méme coordonnée y le nombre de Nusselt local augmente avec I'augmentation du
nombre de Rayleigh, et cela veut dire que I'échange de chaleur est meilleur pour des
nombres de Raleigh élevés.

Pour la paroi froide :

18 4
i —— Ra=10E6
16 - — Ra=10E5
Ra=10E4
T 141 — Ra=10E3
-g Ra=500
= 124 ——— Ra=50
e
ig; 104
-
= T
© 64 ~
> 4 ///
3 44
- //
2 —/ e
i /’/ //f/\
04— — r r T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6
y

Figure 4.11 : Nombre de Nusselt local pour la paroi froide pour différents nombres
de Rayleigh

D’apres les courbes de la figure (4.11) nous pouvons dire que :

1/ Le nombre de Nusselt local sur la paroi froide atteint son maximum au point haut de la
paroi froide puis il commence a diminuer en descendant la paroi pour arriver a son minimum
au point bas de la paroi froide, et cela est conforme au sens de I'écoulement en sachant que
le nombre de Nusselt local est minimum si le fluide s’éloigne de la paroi et maximum si le
fluide arrive vers la paroi.

2/ Pour la méme coordonnée y le nombre de Nusselt local augmente avec I'augmentation du
nombre de Rayleigh, et cela veut dire que I'échange de chaleur est meilleur pour des
nombres de Raleigh élevés.
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Figure 4.12 : Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude et la paroi
froide Pour Ra= 10°.

La figure (4.12) présente une parfaite symétrie entre les courbes de variation du
nombre de Nusselt local sur la paroi chaude et sur la paroi froide, ce qui est évident car
I’écoulement qui est ascendant du c6té paroi chaude est descendant du coté paroi froide.

4.4.1.2.2/ Variation du nombre de Nusselt moyen :

Pour la paroi chaude :

Nombre de Nusselt moyen
S

100 1000 10000 100000 1000000
Nombre de Rayleigh

Figure 4.13 : Nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de Rayleigh

La figure (4.13) représente la variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi
chaude en fonction du nombre de Rayleigh. Sur cette figure nous remarquons que :

1/ Le nombre de Nusselt moyen sur la paroi chaude croit avec I'augmentation du nombre de
Rayleigh.
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2/ Pour les bas nombres de Rayleigh Ra < 10° le transfert de chaleur se fait essentiellement
par conduction du fait que le nombre de Nusselt moyen le long de la paroi chaude est
inférieur a un pour cette gamme de Ra, par contre I’échange de chaleur sera dominé par la
convection naturelle pour des valeurs élevées de Ra (Ra > 10%).

4.5/ Convection naturelle dans une enceinte a parois courbées :

4.5.1/ Convection naturelle dans une enceinte a parois horizontales concaves et parois
verticales _convexes (enceinte A) :

4.5.1.1/ Influence du hombre de Rayleigh :

4.5.1.1.1/ Isothermes et lignes de courants :

Les figures (4.14 - 4.19) représentent les isothermes et les lignhes de courant pour
différentes valeurs du nombre de Rayleigh. Nous remarquons que le régime de I’écoulement
est monocellulaire représenté par une grande cellule épousant la forme de I'enceinte,
I’écoulement tourne dans le sens trigonométrique du fait que les particules du fluide
s’échauffent prés de la paroi chaude et montent le long de cette paroi, sous I'action de Ila
poussée d’Archimede, puis ce mouvement s’oriente vers la paroi froide par la présence de la
paroi horizontale supérieure ou les particules du fluide perdent leur chaleur et descendent le
long de la paroi froide et finissent par s’orienter de nouveau, par la paroi horizontale
inférieure, vers la paroi chaude, c’est ainsi que se forme la cellule.

Pour Ra= 50, 500 et 10° les figures (4.14), (4.15) et (4.16) montrent que les lignes
isothermes épousent le profil des parois verticales et restent paralléles entre elles et les
lignes de courant restent concentriques avec |'apparition de deux cellules ayant le méme
sens de rotation de part et d’autre du plan médian horizontal ces deux cellules tournent tres
lentement comme le montre les valeurs sur la légende ci-contre, cette configuration montre
gue nous sommes en présence d’un régime pseudo conductif.

Les figures (4.17), (4.18) et (4.19) correspondant aux valeurs Ra= 10°, 10° et 10°
montrent que les lignes isothermes commencent a subir des déformations pour devenir, au
milieu de I'enceinte, presque paralléles aux parois horizontales de I'enceinte A pour Ra= 107,
et finir par devenir paralléles et presque horizontales, au milieu de I'enceinte, pour Ra= 10°.
Les valeurs de la fonction de courant augmentent considérablement, le transfert thermique
dans ce cas se fait par convection.

A partir de Ra=10" les lignes isothermes commencent a devenir plus serrées du coté
bas de la paroi chaude et du coté haut de la paroi froide pour finir d’étre tres serrées sur
toutes la longueur des deux parois latérales chaude et froide pour Ra=10° ce qui explique
gue le transfert de chaleur par convection commence a étre plus intense sur le coté bas de la
paroi chaude et sur le coté haut de la paroi froide et continue de s’intensifier sur toute la
longueur de la paroi chaude et la paroi froide.
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Figure 4.14 : Fonction de courant et isothermes pour Ra =50
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Figure 4.15 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 500
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Figure 4.16 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10°
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Figure 4.17 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10*
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Figure 4.18 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10°
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Figure 4.19 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10
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4.5.1.1.2/ Variation du nombre de Nusselt local :

Pour la paroi chaude :
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Figure 4.20 : Nombre de Nusselt local pour la paroi chaude pour différents nombres
de Rayleigh.

D’apres les courbes de la figure (4.20) nous pouvons dire que :

1/ Le nombre de Nusselt local sur la paroi chaude atteint son maximum en bas de celle-ci
puis sa valeur diminue le long de cette derniére pour arriver a son minimum du c6té haut.

2/ Pour la méme coordonnée 6 le nombre de Nusselt local augmente avec 'augmentation
du nombre de Rayleigh.
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Pour la paroi froide :
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Figure (4.21) : Nombre de Nusselt local pour la paroi froide pour différents
nombres de Rayleigh

D’apres les courbes de la figure (4.21) nous pouvons dire que :

1/ Le nombre de Nusselt local sur la paroi froide atteint son maximum a I'endroit le plus haut
de cette derniére, puis sa valeur diminue en descendant la paroi pour arriver a son minimum
au bas de celle-ci.

2/ Pour la méme coordonnée 8 le nombre de Nusselt local augmente avec I'augmentation
du nombre de Rayleigh.
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Figure 4.22 : Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude et la paroi
froide Pour Ra= 10°.

La figure (4.22) présente une parfaite symétrie entre les courbes de variation du
nombre de Nusselt local sur la paroi chaude et la paroi froide, ce qui est évident du moment
que le fluide qui est ascendant du c6té paroi chaude devient descendant du co6té paroi
froide.

4.5.1.1.3/ Variation du nombre de Nusselt moyen :

Pour la paroi chaude :

6]

N

w

N

Nombre de Nusselt moyen

100 1000 10000 100000 1000000
Nombre de Rayleigh

Figure 4.23 : Nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de Rayleigh.

La figure (4.23) représente la variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi
chaude en fonction du nombre de Rayleigh. Sur cette figure nous remarquons que :
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1/ Le nombre de Nusselt moyen sur la paroi chaude croit avec I'augmentation du nombre de
Rayleigh.

2/ Pour les bas nombres de Rayleigh Ra < 10° le transfert de chaleur se fait essentiellement
par conduction bien gqu’il y est de la convection (le nombre de Nusselt moyen le long de la
paroi chaude est légérement supérieur a un pour cette gamme de Ra) par contre |'échange
de chaleur se fait essentiellement par convection pour des valeurs élevées de Ra (Ra > 10°).

4.5.2/ Convection naturelle dans une enceinte a parois horizontales convexes et parois

verticales concaves (enceinte B) :

4.5.2.1/ Influence du hombre de Rayleigh :

4.5.2.1.1/ Isothermes et lignes de courants :

Les figures (4.24-4.29) représentent les isothermes et les lignes de courant pour
différentes valeurs du nombre de Rayleigh. Nous remarquons que le régime de I’écoulement
est monocellulaire représenté par une grande cellule épousant la forme de I'enceinte B,
I’écoulement tourne dans le sens trigonométrique.

Pour Ra= 50, 500 et 10° les figures (4.24), (4.25) et (4.26) montrent que la présente
configuration de l'enceinte favorise I'apparition de deux cellules qui tournent dans les
mémes sens et qui sont de part et d’autre d’un plan vertical médian. Dans ce cas les lignes
isothermes épousent le profil des parois verticales et restent paralleles entre elles et les
lignes de courant restent concentriques ces deux cellules tournent trés lentement comme le
montre les valeurs de la fonction de courant sur les légendes ci-contre ces figures, cette
configuration montre que nous sommes en présence d’un régime pseudo conductif.

Dans le cas ou nous augmentons notre chauffage en augmentant bien s(r le nombre
de Rayleigh Ra, nous remarquons que les centres des deux cellules & partir de Ra = 10° se
déplacent d’'une maniére opposée l'une vers la moitié supérieure de la paroi chaude et
I’autre vers la moitié inférieure de la paroi froide comme l'illustrent bien les figures (4.28) et
(4.29). Ces cellules tournent rapidement vu les valeurs de la fonction de courant figurants
sur les légendes ci-contre ces figures, ceci d’une part, d’autre part les lignes isothermes
deviennent trés serrées sur les parois ce qui dénote que nous somme en présence d’'un
régime convectif prépondérant.
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Figure 4.24 : Fonction de courant et isothermes pour Ra =50

Figure 4.25 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 500

Figure 4.26 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10°
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Figure 4.28 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10°
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Figure 4.29 : Fonction de courant et isothermes pour Ra = 10°
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La zone centrale de la figure (4.29) :

La figure (4.29) nous montre une zone centrale dont les isothermes sont paralléles,
horizontales et tres serrées. Cette zone est créée par les deux tourbillons qui, en tournant
dans le sens anti horaire, obligent le fluide chaud (se trouvant prés de la paroi horizontale
supérieure) de descendre et de s’orienter grace a la convexité de la paroi horizontale
supérieure vers le milieu de I'enceinte, et le fluide froid (se trouvant prés de la paroi
horizontale inférieure) de monter et de s’orienter grace a la convexité de la paroi horizontale
inférieure vers le milieu de I'enceinte, |a ou se rencontrent les deux couches d’air chaude et
froide et qui vont se tasser au centre de I’enceinte en formant cette zone centrale.

4.5.2.1.2/ Variation du nombre de Nusselt local :

Pour la paroi chaude :
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Figure 4.30 : Nombre de Nusselt local pour la paroi chaude pour différents
nombres de Rayleigh

D’aprés les courbes de la figure (4.30) nous pouvons dire que :

1/ Le nombre de Nusselt local sur la paroi chaude atteint son maximum en bas de celle-ci
puis sa valeur diminue le long de cette derniére pour arriver a son minimum du c6té haut.

2/ Pour la méme coordonnée 7 le nombre de Nusselt local augmente avec I'augmentation
du nombre de Rayleigh.

3/ Pour Ra < 10° c’est le transfert de chaleur par conduction qui domine.
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Pour la paroi froide:
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Figure 4.31 : Nombre de Nusselt local pour la paroi froide pour différents
nombres de Rayleigh

D’apres les courbes de la figure (4.31) nous pouvons dire que :

1/ Le nombre de Nusselt local sur la paroi froide atteint son maximum a I'endroit le plus haut
de cette derniére, puis sa valeur diminue en descendant la paroi pour arriver a son minimum
au bas de celle-ci.

2/ Pour la méme coordonnée 7 le nombre de Nusselt local augmente avec I'augmentation
du nombre de Rayleigh.

3/ Pour Ra < 10° c’est le transfert de chaleur par conduction qui domine.

65



Chapitre 4 - Résultats et discussions

[ [ [ [
1244 N Nu,_ Paroi chaude -
N\ Nu, Paroi froide
= 10+
Z
a ‘\\
S8 8 MR
= N
2 °] N
) \\
© .
o 44 BN
5 ™
§ \
Z 24 R
14— -
0 . . . . . . . r r
08 06 -04 -02 00 02 04 06 08 10

n

Figure 4.32 : Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude et la paroi
froide Pour Ra= 10°.

La figure (4.32) présente une parfaite symétrie entre la courbe de variation du nombre
de Nusselt local sur les parois chaude et froide, ce qui nous permet de dire que toute la
chaleur perdue par la paroi chaude de I'enceinte est entierement recueillie par la paroi
froide, et que le transfert de chaleur entre la paroi chaude et la paroi froide se fait d’'une
maniere parfaite et sans perte et cela est en bon accord avec la condition pariétale
considérée (parois horizontales adiabatiques).

4.5.2.1.3/ Variation du nombre de Nusselt moyen:

Pour la paroi chaude :
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10000 100000 1000000
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Figure 4.33 : Nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de Rayleigh
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La figure (4.33) représente la variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi
chaude en fonction du nombre de Rayleigh. Sur cette figure nous remarquons que :

1/ Le Nusselt moyen sur la paroi chaude croit avec I'augmentation du nombre de Rayleigh.

2/ Pour les bas nombres de Rayleigh Ra < 10* le transfert de chaleur se fait essentiellement
par conduction bien qu’il y est de la convection (le nombre de Nusselt moyen le long de la
paroi chaude est inférieur a un pour cette gamme de Ra) par contre |'échange de chaleur se
fait essentiellement par convection pour des valeurs élevées de Ra (Ra > 10%).

4.6/ Tableau de comparaison :

Keq Keq Keq Diff % Diff % Diff %
Ra (carrée) | enceinte | enceinte | enceinte | enceinte | enceinte
A B A/Carrée | B/Carrée B/A
50 1,005 1 1 -0,50 -0,50 0
500 1,311 1,006 1,006 - 23,26 - 23,26 0
10° 1,645 1,021 1,019 -37,93 - 38,05 -0,20
10* 3,402 1,559 2,120 -54,17 - 37,68 35,98
4.10" 5,163 2,313 5,144 -55,20 -0,37 122,40
10° 6,749 2,884 7,912 -57,27 17,23 174,34
10° 12,702 5,072 18,406 -60,07 44 91 262,89

Tableau 4.5 : Comparaison des conductivités thermiques équivalentes relatives aux trois
enceintes considérées.

La conductivité thermique équivalente locale : K.,

Est définie comme étant le rapport d’un gradient de température lors d’un échange
convectif, sur un gradient de température lors d’'un échange conductif.

Pour I'enceinte A :

aT*

an convection

Keq= 377
an

conduction

Pour I'’enceinte B :

aT*

98 lconvection
Keq - aT*

ED

conduction

K.q :Lavaleur moyenne de La conductivité thermique équivalente locale Keq.
Enceinte A : enceinte a parois horizontales concaves et parois verticales convexes.
Enceinte B : enceinte a parois horizontales convexes et parois verticales concaves.
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4.7/ Comparaison des conductivités thermiques équivalentes pour différentes _enceintes :

carrée
enceinte A
enceinte B

Conductivité thermique équivalente

100 1000 10000 100000 1000000
Nombre de Rayleigh

Figure 4.34 : Conductivité thermique équivalente en fonction du nombre de Rayleigh.

D’apres la figure (4.34) nous remarquons que :

1/ Le transfert de chaleur par convection naturelle dans I’enceinte B est plus meilleur que
dans 'enceinte A et cela pour toutes les valeurs de Ra allant de 10% jusqu’a 10°.

2/ Le transfert de chaleur par convection dans I'enceinte carrée est plus meilleur que dans
les enceintes A et B pour des valeurs de Rayleigh allant de Ra=50 jusqu’a Ra = 4.10* comme
le montre la figure (4.34) ci-dessus, mais au-dela de cette valeur de Ra Le transfert de
chaleur par convection deviens plus meilleur dans I'enceinte B que dans les enceintes carrée
et A.
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4.8/ Etude des températures au sein des trois enceintes pour Ra=10°:

4.8.1/ Enceinte carrée :

4.8.1.1/ Température du fluide sur I’axe médian horizontal :
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Figure 4.35 : Variation de la température T* le long de I'axe médian horizontal de
I'enceinte carrée pour Ra=10>.

4.8.1.2/ Température du fluide sur I’axe médian vertical :
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Figure 4.36 : Variation de la température T* le long de I'axe médian vertical de 'enceinte
carrée pour Ra=10>.
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Les figures (4.35) et (4.36) nous montrent que la température diminue, le long de
I’axe médian horizontal, continuellement et lentement de la paroi chaude a la paroi froide
avec une légere rapidité pres des deux parois. Suivant I'laxe médian vertical, la température
augmente continuellement et lentement a partir de la paroi de bas vers la paroi de haut.

4.8.2/ Enceinte A :

4.8.2.1/ Température du fluide sur I’axe médian vertical :
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Figure 4.37 : Variation de la température T* le long de I'axe médian vertical de
I'enceinte A pour Ra=10>.

4.8.2.2/ Température du fluide sur I’axe médian horizontal :
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Figure 4.38 : Variation de la température T* le long de I'axe médian horizontal de I'enceinte
A pour Ra=10>.
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Les figures (4.37) et (4.38) nous montrent que la température diminue le long de
I’axe médian horizontal linéairement de la paroi chaude vers la paroi froide, et le long de
I’axe médian vertical la température diminue lentement de haut en bas de I'enceinte avec

une petite zone au milieu de I'enceinte ol la température reste presque constante (diminue
trés lentement).

4.8.3/ Enceinte B:

4.8.3.1/ Température du fluide sur I’axe médian vertical :
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Figure 4.39: Variation de la température T le long de I'axe médian vertical de I'enceinte
B pour Ra=10°.

4.8.3.2/ Température du fluide sur I’axe médian horizontal :
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Figure 4.40 : Variation de la température T* le long de I'axe médian horizontal de
I'enceinte B pour Ra=10>.
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Les figures (4.39) et (4.40) nous montrent que la température diminue, le long de
I’axe médian horizontal, linéairement de la paroi chaude vers la paroi froide, et le long de
I’axe médian vertical la température diminue continuellement de haut en bas de I'enceinte
et presque de la méme maniere que pour I'enceinte carrée.

4.9/ Etude des températures au sein des trois enceintes pour Ra=10°:

4.9.1/ Enceinte carrée :

4.9.1.1/ Température du fluide sur I’axe médian vertical :
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Figure 4.41 : Variation de la température T* le long de I'axe médian vertical de
I'enceinte carrée pour Ra=10°.

La figure (4.41) représente la variation de la température adimensionnelle T* le long
de I'axe médian vertical de I'enceinte carrée. Sur cette figure, nous remarquons qu’en
s’éloignant de la paroi horizontale basse (vers l'intérieur) en suivant I'axe médian de
I’enceinte, la température du fluide augmente lentement et d’une fagon monotone, et cela
est bien visible sur la figure (4.9) qui montre que les isothermes sont suffisamment espacés
pres de la paroi horizontale basse. Loin de la paroi toujours en suivant I’axe médian vertical,
la température augmente linéairement et d’une fagon peu rapide, et cela est bien visible sur
la figure précédente ou nous voyons au centre de I'enceinte que les isothermes sont
paralleles et horizontales. En s’approchant de la paroi horizontale haute la température
continue d’augmenter lentement, et cela est bien visible sur la figure (4.9) ol nous voyons
gue les isothermes sont suffisamment espacées prés de la paroi horizontale haute.
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4.9.1.2/ Température du fluide sur I’axe médian horizontal :
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Figure 4.42 : Variation de la température T* le long de I'axe médian horizontal de
I'enceinte carrée pour Ra=10°.

La figure (4.42) représente la variation de la température adimensionnelle T* le long
de I'axe médian horizontal de I’enceinte carrée. Sur cette figure, nous remarquons qu’en
s’éloignant de la paroi verticale chaude (vers l'intérieur de I’enceinte) en suivant I'axe
médian horizontal de I'enceinte, la température du fluide diminue d’une facon rapide et
presque linéaire, et cela est bien visible sur la figure (4.9) qui montre que les isothermes sont
tres serrés preés de la paroi chaude. Loin de la paroi, toujours en suivant I'axe médian
horizontal, la température du fluide reste presque constante sur une large zone, et cela est
bien visible sur la figure précédente qui montre que les isothermes restent paralleles et
horizontales. En s’approchant de la paroi froide, la température diminue de nouveau d’une
facon rapide et presque linéaire, et cela est bien visible sur la figure (4.9) ou nous voyons
gue les isothermes sont tres serrés prés de la paroi froide de I'enceinte.
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Chapitre 4 - Résultats et discussions

4.9.2/ Enceinte A :

4.9.2.1/ Température du fluide sur I’axe médian vertical :
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Figure 4.43 : Variation de la température T' le long de I'axe médian vertical de
I'enceinte A pour Ra=10°.

La figure (4.43) représente la variation de la température adimensionnelle T* le long
de I'axe médian vertical de I'enceinte A. Sur cette figure, nous remarquons qu’en s’éloignant
de la paroi horizontale haute (vers l'intérieur) en suivant 'axe médian de I'enceinte, la
température du fluide diminue lentement sur une zone étroite, et cela est bien visible sur la
figure (4.19) qui montre que les isothermes sont suffisamment espacées prés de la paroi
horizontale haute. Loin de la paroi, toujours en suivant I'axe médian vertical (vers le centre
de I'enceinte), la température diminue linéairement et d’une fagon peu rapide, et cela est
bien visible sur la figure précédente ol nous voyons au centre de |'enceinte que les
isothermes sont paralléles et horizontales. En s’approchant de la paroi horizontale basse, la
température du fluide continue a diminuer lentement, et cela est bien visible sur la figure
(4.19) ol nous voyons que les isothermes sont suffisamment espacées prés de la paroi
horizontale basse.
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4.9.2.2/ Température du fluide sur I’axe médian horizontal :
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Figure 4.44 : Variation de la température T le long de I’axe médian horizontal de
I'enceinte A pour Ra=10°.

La figure (4.44) représente la variation de la température adimensionnelle T* le long
de l'axe médian horizontal de I’enceinte A. Sur cette figure, nous remarquons qu’en
s’éloignant de la paroi verticale froide (vers I'intérieur de I’enceinte) en suivant I'axe médian
horizontal de I’enceinte, la température du fluide augmente d’une facon rapide et presque
linéaire, et cela est bien visible sur la figure (4.19) qui montre que les isothermes sont trés
serrés pres de la paroi froide. Loin de la paroi, toujours en suivant 'axe médian horizontal, la
température du fluide reste presque constante et cela est bien visible sur la figure (4.19) qui
montre que les isothermes restent paralleéles et horizontales. En s’approchant de la paroi
chaude, la température augmente de nouveau d’une fagon rapide et presque linéaire, et

cela est bien visible sur la figure (4.19) ou nous voyons que les isothermes sont trés serrés
prés de la paroi chaude de I’enceinte.
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4.9.3/ Enceinte B :

4.9.3.1/ Température du fluide sur 'axe médian vertical:
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Figure 4.45: Variation de la température T le long de I'axe médian vertical de I'enceinte
B pour Ra=10°.

La figure (4.45) représente la variation de la température adimensionnelle T* le long
de I"axe médian vertical de I’enceinte B. Sur cette figure, nous remarquons qu’en s’éloignant
de la paroi horizontale basse vers l'intérieur en suivant I'axe médian de I'enceinte, la
température du fluide augmente lentement et d’'une fagcon monotone, et cela est bien
visible sur la figure (4.29) qui montre que les isothermes sont suffisamment espacés prés de
la paroi horizontale basse. Loin de la paroi, toujours en suivant I'axe médian vertical (vers le
centre de I'enceinte), la température augmente linéairement et d’une fagon rapide, et cela
est bien visible sur la figure précédente ou nous voyons au centre de I'enceinte que les
isothermes sont paralléles et tres serrés. En s’approchant de la paroi horizontale haute, la
température continue d’augmenter lentement et d’'une maniére monotone, et cela est bien

visible sur la figure (4.29) ol nous voyons que les isothermes sont suffisamment espacés
prés de la paroi horizontale haute.
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4.9.3.2/ Température du fluide sur I’axe médian horizontal :
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Figure 4.46 : Variation de la température T* le long de I'axe médian horizontal de
I'enceinte B pour Ra=10°.

La figure (4.46) représente la variation de la température adimensionnelle T* le long
de I'axe médian horizontal de I’enceinte B. Sur cette figure, nous remarquons qu’en
s’éloignant de la paroi verticale chaude (vers l'intérieur de I’enceinte) en suivant I'axe
médian horizontal de I'enceinte, nous constatons une diminution rapide de la température
du fluide d’'une fagon presque linéaire, et cela est bien visible sur la figure (4.29) qui montre
que les isothermes sont tres serrés pres de la paroi chaude. Loin de la paroi, toujours en
suivant I'axe médian horizontal, la température du fluide subit des fluctuations autour d’une
valeur moyenne et cela est a cause des flux d’air chaud et froid qui se rencontrent, sous
I'effet des deux tourbillons en permanence, dans cette zone centrale. En s’approchant de la
paroi froide la température diminue de nouveau d’une fagon rapide et presque linéaire, et
cela est bien visible sur la figure (4.29) ou nous voyons que les isothermes sont trés serrés

pres de la paroi froide de I’enceinte.
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Conclusion Générale

Nous avons fait une étude numérique comparative de la convection naturelle
laminaire et permanente dans des enceintes a parois courbées, et des enceintes a parois
planes (carrées), les parois horizontales de ces enceintes sont adiabatiques et les parois
verticales sont maintenues isothermes (différentiellement chauffées).

Nous avons établi un modele mathématique traduisant les transferts de mouvement
au sein du fluide et de chaleur a travers les parois de I'enceinte. Ce modele repose sur
I’'approximation de Boussinesq et sur la bidimensionnalité de I’écoulement. Nous avons mis
au point un code de calcul numérique, basé sur la méthode des volumes finis, qui permet de
déterminer les champs de température et la distribution de la fonction de courant dans le
fluide, ainsi que les nombres adimensionnels de Nusselt locaux et moyens sur les parois de
I’enceinte. Nous avons étudié I'influence de la courbure des parois, du nombre de Rayleigh
sur I'écoulement et le transfert de chaleur.

Notre étude comparative de I’échange de chaleur par convection naturelle laminaire
entre les trois enceintes précédemment citées nous a mené a tirer les conclusions
suivantes :

1/ L'enceinte carrée favorise mieux I’échange de chaleur comparée a I’enceinte A pour toute
la gamme de Rayleigh 50 < Ra < 10°, et cela est dii au fait que les parois verticales actives de
I'enceinte A, qui sont plus proches que celles de I'enceinte carrée, favorisent le transfert
conductif par rapport au transfert convectif.

2/ Pour la gamme de Rayleigh 4.10* < Ra < 10° I'échange de chaleur est meilleur dans
I'enceinte B que dans I'enceinte carrée, ceci est d( au fait que les parois actives de I'enceinte
B qui sont éloignées comparées a celles de I'enceinte carrée favorisent le transfert de
chaleur convectif.

3/ L’échange de chaleur dans I'enceinte B est meilleur que celui dans I’enceinte A pour toute
la gamme de Rayleigh allant de 10 jusqu’a 10°, et ceci est d{ aux parois verticales actives
qui sont plus éloignées dans le cas de I'enceinte B par rapport a I’enceinte A.

Une suite intéressante a ce travail serait de généraliser I'algorithme développé en
étudiant I'effet d’autres types de courbures des parois, le degré de courbure des parois,
d’autres types de fluides sur I'écoulement et le transfert de chaleur et d’appliquer d’autres
conditions aux limites telle qu’une température ou une densité de flux de chaleur variant
périodiqguement.
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Annexe 1

Coordonnées bicylindriques

A.1/ Propriétés de quelques fonctions :

cos’(a) +sin*(a) = 1

cos (2a) = 2cos’(a) - 1 = 1 - 2sin’(a) = cos’(a) - sin*(a)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

ch’(a) - sh’*(a) = 1

ch (2a) = ch’(a) + sh’(a)) = 1 + 2sh*(a) = 2ch*(a) - 1
sh(2a) = 2 ch(a) sh(a)

" = ch (x) + sh (x) , e =ch(x)-sh (x)
e*=cos(x)+isin(x) , e"*=cos(x)-isin (x)

eX—e7X eX+e7X
) ch(x) =
2 2

sh(x) =

A.2/ Coordonnées bicylindriques :

A.2.1/ Introduction :

Dans le référentiel bipolaire représenté sur la figure (A.1), nous observons dans le plan
(xy) deux groupes de cercles:

- Les cylindres définis par u=constant, tracés autour des deux pdles x = - L et x = + L, centrés
sur 'axe (x).

- Les cylindres définis par v = constant, centrés sur I'axe (y).La translation de ces cercles
parallelement a I'axe (z) engendre une famille de cylindres. Les coordonnées (n, 8, z) sont
dites "coordonnées bicylindriques".

Les surfaces n = constantes sont des cylindres dont les axes sont dans le plan (xz); Les
surfaces B=constantes sont des cylindres avec des axes dans le plan (yz) et les surfaces
z=constantes sont des plans paralleles.
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(m<0) “

7!

Figure A.1 : Représentation schématique des coordonnées bicylindriques

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées bicylindriques s'effectue a
I'aide des relations suivantes :

_ L sh(n)
x= ch(n) — cos(0)

_ L sin(0)
~ ch(n) - cos(8) (A1)
=2

Ces formules s’établissent comme suit:

Considérons la fonction g définie par:

g(z,) = L coth(z;) avec: z; = n_zie
Posons: g(zq) =x+iy
Prenons: f(w) = coth (w) avec: w=n-i0=27
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ch(w) e%+e @

On peut écrire: f(w) = @) "ev—e o
_ell.em04 o7 10
el e~t0_ g—n _¢ib
D’ou:
f(w) = [ch(m)+ sh(m)][cos(8)— i sin(B)]+[ch(n)— sh(n)] [cos(8)+ i sin(6)]

[ch(n)+ sh(n)][cos(B)— i sin(6)]— [ch(n)— sh(n)] [cos(B)+ isin(6)]
Ce qui donne:

_ ch(n) cos(8)— i sh(n)sin(6)
B sh(n) cos(0)— i ch(n)sin(B)

f(w)

En multipliant le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur on

trouve:
; _ ch(n)sh(n) cos *(0)+ i ch*(n)cos(8)sin(8)—i sh*(n)cos(B)sin(8)+ch(n)sh(n) sin*(6)
(w) = sh?(m) cos2(8)+ ch?(n)sin?(9)
; _ ch(m)sh(n) [cos *(8)+ sin?(8)]+ i cos(B)sin(8)[ch*(n)— sh*(n)]
(w) = sh?(n) cos?(8)+ ch?(n)sin?(0)
Puisque :

sh?(n) cos?(6) + ch?(n) sin*(B) = sh?(n) cos?(B) + ch?(n) cos*(6) - ch?(n) cos*(6)
+ch?(n) sin(8)
sh’(n) cos*(8) + ch?(n) sin*(6) = - cos*(8)[ch?(n) — sh(n)] + ch’(n)[cos*(6) + sin(6)]
= ch’(n) - cos*(6)
=1+ sh’(n) +sin’(0) - 1
= sh?(8) +sin’(0)
Donc: sh*(n) cos?(8) + ch?(n) sin*(B) = ch*(n) - cos*(B) = sh*(8) + sin*(6)

_ ch(m)sh(n)+ i cos(6)sin(H)
- sh?(n) + sin?(0)

Onaura: f(w)

Puisque : sh(2n) = 2 ch(n) sh(n)
sin(26) = 2sin(0)cos(6)
Aussi : Zshz(n) +2sin’(0) = ( Zshz(n) +1)—(1-2sin¥0))= ch(2n) — cos(26)

sh(2n) . sin(26)
ch(2n)— cos(26) I ch(2n)— sin(20)

On aura: f(w)=
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Annexe 1 - Coordonnées bicylindriques

L sin(6)

Donc: g(zq) =

ch(n)— cos(0)
Par identification on trouve :

L sh(n)

I ch(n)— sin(6) -

+iy

X= ch(n) — cos(0) (A-2)
_ L sin(6)
" ch(n) - cos(H) (A-3)
A.3/ Démonstration géométrique :
A partir de la relation (A.2) on trouve :
L
cos(8) = ch(n) - — sh(n)
la relation (A.3) donne : L sin(8) =y [ ch(n) = cos(0) ]
%L sin(8) =x [ ch(n) = cos(8) ] = L sh(n)
. y
Donc: sin(B) = S sh(n) (A.4)
Puisque : cos’(8) +sin3(B) =1 on trouve :
[chin) - = sh(n) P+ [ Zshin) = 1
X X
Multipliant les deux membres par : , avec n#0
e P s 1
On trouve : x coth(n) =L 1*+y*=
[ m=-L1"+y D)
2 coth?(n) - 2L x coth(n) + L* +y* = i
X (n) x coth(n) Y= e
1
x*[coth?(n) - -2L x coth(n) +y?=-L? A.5
[coth’(n) - = ] () +y (A5)

De cette relation : chz(n) - shz(n) =1

. ch?(m) 1
On tire : -1-=
sh?(n) sh?(n)
D’ol coth’(n) -1 L et
u: -1=
7 sh2(n)

Alors (A.5) donne :
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Annexe 1 - Coordonnées bicylindriques

x* - 2L x coth(n) + L?coth?(n) - L?coth®(n) +y* =- L*

[x - L coth(n) 1> +y* = L[ coth’(n) - 1]

2

’ N _ 2 2=
D’ou : [x -Lcoth(n) ] +y S , n=#0
C’est I’équation d’une famille de cercles dont les centres sont : (L coth(n), 0) et les rayons :
L
R= , avec :n#0
Ish(m)| 7

On remarque que:

1/ La valeur du rayon R tend vers l'infini quand 7 devient tres petit (tend vers
zéro). Cela signifie que la surface 7 se réduit au plan yz.

2/ Lorsque n variede:]-o,0[U]0, +oo [ le centre du cercle se déplace sur I'axe
(xx’)entre: — L et - oo etentre: + oo et + L respectivement.

D’autre part :

la relation (A.3) donne : L sin(8) =y [ ch(n) - cos(®) ]
ch(n) = = sin(6) + cos(®)

(A.4) donne : sh(n) = %sin(e)

Puisque : ch’(n) —sh’(n)=1 ontrouve:

[ z sin(6) + cos(8)]* - [f sin(0) =1
y y

Multipliant les deux membres par: [ ]2 ,avec: 0 #0+km , k:nombre entier

sin (68)

2

2 2
[L+ycotg(f)]"=x"= Sin’(6)

2

2, .2 2 2=
L?+vy” cotg”(6) + 2L y cotg(f) — x Sin*(@)

y* [ cotg?(f) - 1+ 2L ycotg(f) —x*=- L2

sin?(0)
: . 210\ _ 1 2\ _
Puisque : 1+ cotg?(0) = Sin’(0) & cotg (0) Sin@)
On trouve : y?-2L ycotg(f) +x* = L?

x>+ y*-2L ycotg(f) + L?cotg’(8) = L2+ L2cotg’(0)
x>+ [y-L cotg() 1= L2[1+ cotg’(0)]
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2

x>+ [y-L cotg(8) > = @ #0+km , k:nombre entier

sin2(9) '

C’est I'équation d’'une famille de cercles de rayon: R =
a y Isin(9)|

Points fixes (pbles) de coordonnées (x=+L,y=0),(x=-L,y=0).

2

sin?(0)

Pour y=0: x*+ L?cotg’(6) =

x> = L?]

2
sin2(8) cotg™(0)]

x =L & x=% L

On remarque que:

qui passent par deux

1/ La valeur du rayon R tend vers l'infini quand 6 devient trés petit (tend vers zéro).

Cela signifie que la surface 6 se réduit au plan xz.

2/ Lorsque 6 variede:]0,n[ le centre du cercle se déplace sur I'axe (y y’) entre:

+ 00 et - oo respectivement.

A.4/ Coefficients métriques :

En coordonnées cartésiennes, un élément de longueur s’écrit :

(ds)* = (dx)? + (dy)?
En coordonnées polaires (r, 8), (ds)? est égala:

(ds)? = (dr)* + r* (d)*
Cet exemple nous conduit a écrire, dans le cas général :

(ds)z = hl(dul)z +h; (dUz)2
Ui, Uz : des coordonnées curvilignes .
h1, h; : coefficients métriques qui sont fonction, en général, des coordonnées.

En coordonnées cartésiennes, on a hy =h, =1, et en coordonnées bicylindriques :

L

Ces coefficients sont obtenus en utilisant les transformations :

L sh(n)
ch(n) — cos(6)
L sin(8) n#0, 8z20+2km ,k:nombre entier
ch(n) — cos(6)
Z =7

Et les définitions suivantes :
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A.4.1/ ca

Puisque :

On trouve :

Puisque :

On trouve :

Annexe 1 - Coordonnées bicylindriques

axz ayz 622
2-(— —_— —_—
hn‘(an) +(377) +(377)

axz ayz 622
2=-(= —_— —_
hy = (5g)"+ (560" +(5)

2 _ % 2 a_y 2 % 2
hz=(3)+(3))+(3))
Icul des dérivées partielles :
a_x = —_  eR2
o = Tentn) —cos(ayy? L shmlch(n) = cos(8)] - sh(n)}
0x L

ox _ _ .
on ~ Tehim = cosco)p LS (1) —chlncos(8) - sh(n) ]

ch’(n) -sh*(n) =1

ox L
= T - cos(ay? L+~ chmeos(B)]
9x 12 _ L _ 2
(35)° = oo —cowiayr [ 1~ chimcos(e) ]
0x L .
36~ [ehn) - cosoyf | Sn(@)shin) ]
% 2 _ L? . 2
( a0 )= [ch(n) — cos(O)]* [sin(®) sh(n) ]
2 o
0z
dy L .
a1 = Teh(m —cosoyt L S(@)shim) ]
9y \5 L? . 2
(on "= Tonem = coscor L@ )]
ay L

.2
00 B [Ch(‘r]) — COS(G)]Z { COS(e)[ Ch(T]) - COS(e) ] — sin (e) }

9y _ L
96 ~ [ch(n) — cos(6)

E { cos(8) ch(n) — cos’(B) — sin’(8) }

cos?(8) + sin’(8) =1

9 _ L _
96  [ch(n) — cos(8)]? [ ch(n)cos(B) -1]

92 _ L? o
(36" [ch(n) - cos(e)]4[Ch(’7)C°5(9) 1]
9 _

9z 0
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Résumé :

Annexe 1 - Coordonnées bicylindriques

oz_, o= _, o _,
an ' 80 ' 9z
. 9x\v2_ 9y, 9x12_ 0y, 9z _ 0z _
On remarque que : (an)—(ae) , (69)_(617) , an—ae—o
= 12

Ce qui nous ménnent a :

A.4.2/ calcul des coefficients métriques :

Comme:

2 _ a_x 2 a_y 2 a_Z 2

hn‘(an) +(377) +(577)
LZ

" [ch(p) — cos(6)]*

— LZ 2 2 _

= RO — cos@)]* [ 1+ ch?( n)cos?(8) — 2 ch(n)cos(B) + sh’(n) sin*(8) ]

ch? (n) cos 2(0) + sh? (n) sin 2(8) = cos?(0) + sh? (n)= ch? (n)—sin (0)

{1 1= ch(n)cos(B) ]* + [ sin(B) sh(n) I’}

e _chos(e) [1+cos2(8) +sh?(7) - 2 ch(n)cos(6) ]
= e fzcos(e)]4 [ cos*(8) + ch?(n) - 2 ch(n)cos(8) ]
- e L) - cos(O) T
i = Mo = ot fZcos(e)]z
= hy = L , 0#0+2km, k:nombre entier, n#0 (A.6)

ch(n) — cos(O)

h2=0+0+1=1

A.4.3/ Les opérateurs différentiels :

A.4.3.1/ En coordonnées cartésiennes :

A.4.3.1.1/ Champ scalaire :

o . . O
Operateur Nabla: Vf= axHay] aZk
1 3 - _)_a_f—) a_f—) a_f_)
Gradient : gradf=V f= axHay” aZk
| e 8L, 0L 0T
Laplacien : Af=TV.V f= P + 3y + Py

A.4.3.1.2/ Champ de vecteur :

Soit le vecteur F
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-> - a a a
Divergence : div F = |7.F=j + 97 + E
X ady 0z

Y — - 6f3 afz)_) (af1 af3

0 0 .
Rotationnel: rotF=V ANF=(— - ki f: k

___)" —_ . =

0z ox dy

Propriété: div(gradf)= V.V f= V2f=Af
Le divergent d’un gradient est le laplacien.

A.4.3.1/ En coordonnées curvilignes :

Le principal avantage de I'utilisation des coordonnées curvilignes est de transformer un
domaine physique de géométrie complexe en un domaine de calcul de géométrie simple,
elles permettent de transformer des courbes en droites et facilitent, de ce fait, le calcul des
aires.

, 8,z coordonnées curvilignes .
Soit : e_n), eg , €, vecteurs unitaires suivant 1,0,z .
h1=hn,h2=h9, h3=hz

Operateur Nabla: 7 o=~ 2 g7y 292 g2, L 2% &
erateur Nabla : == -
perated hmoan 1t o0 €0 h3az 2

0 — 13— 10%_

- _ 1099
Gradient : grad ¢ = b a1 ey + Ny eg + . 92 e, (A.7)
L 1 0% 1 6247 1 0%
Laplacien : Ad= b on? + b2 202 T he a7 (A.8)
. .2 0 d
Divergence : dIVF_h,hzh3 [— (hahsFqi) + > (hahiFy) + py (hihyF3)]

F, , F2, F3 : composantes de F suivant : n,0,z.

Rotationel :

[_(hst) 2 (hzf:z)]e—n)"'i[i

d —
o o 397 ol az(thl)-%(thg)]ee

t [ () - 5 (hFIE;

A.5/ Formulation des équations de continuité, de la chaleur et de la quantité de
mouvement dans le systéme de coordonnées curvilignes orthogonales :

A.5.1/ Equation de continuité :

Posons : hi=h, , hy=hyg , hs=h,

Puisque : h, = hg , h,=1 onaura: hi=h;=h ,h3=1
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Et comme le probléme est bidimensionnel alors:
. =2 1 0 0
d|vV=h—2[% (hvy)+ Py (hVg)]
divi=0 domne: — (hVy)+— (hVe)=0
ivlV = onne : on 0 50 0)=

Vy,, Ve : composantes du vecteur vitesse en coordonnées curvilignes orthogonales.

A.5.2/ Equation d’énergie :

Puisque: div(gradT) =AT

L'équation (2.10) peut se métre sous la forme :
aT —-—— A o
E+ (V grad )T = E div(gradT) (A.9)

. Forady . noT Veor
(A.7) donne: (V grad )T = n o + Y

1 . 0°T 0°T

A. donne: di radT) =— + —

(A.8) donne: div(g il et g |
(a.9) d OT Vo 8T Vo OT A 1[62T+62T]
. onne: —+— — —— = — — —
at h 0n h 06 pCp h?" 0n? a6’
o ot LT, 9T T A 10T aZT]
ou: — — — = — = —
ot Tan  ° 90  pcp bt an? | 962

A.5.3/ Equation de guantité de mouvement :

L'équation (2.12) peut s’écrire sous la forme :
w —-— 0T 0T ey
—+ (V grad = — cC -— sin +vdi rad A.l
5.tV grad) w=g B[~ cos(a) 2y (a)] iv(grad w) (A.10)
Réécrivons cette équation en coordonnées orthogonales curvilignes.
- Vn 0w Vg w
na: V grad =— — +
© (Vgrad)w="5 50+ 37 55

di (—d) ) v [ 0w N 0%w
v ra = -
iv(g w ¥, = 592

]

0T 0T
Pourleterme: gpf | S cos(a) - E sin(a)] déterminant tous d’abord :

0T 0T

P E en coordonnées orthogonales curvilignes.

Puisque : dx= —dn + —db
dy= —dn + —do6
y 1 n
Alors pour le systeme :
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_ L sh(n)
- ch(n) — cos(0)
_ L sin(6)

y = ch(n) — cos(0)

L L .
dx= Ch (1) = cos@)]? [1-ch(n) cos(B) ] dn - Ch (1) = cos@)]? [sin(B)sh(n)]dB  (A.11)

L

dy=- [ch(n) — cos(8)]? [sin(8) sh(n) ] dn -

[ch() — cos(8)]? [1-ch(n)cos(6) ] dB (A.12)

Déterminant les expressions de : dn et d® en fonctionde : d xetdy

Le déterminant du systéme d’équation (A.11), (A.12) est:

2

_ - B 2, o2 2
det = ) — oSO {[1- ch(n)cos(B) ]? + sin“(B) sh*(n) }

_LZ
[ch(n) — cos(8)]?
det= - h2 =-hj

det =

Et par suite:
dn = 1 -ch(n)cos(6) dx - sin(8) sh(n) dy
L L
40 = - 1 -ch(n)cos(6) dy - sin(8) sh(n) dx
L L
: : = 2an an
Puisque: dn= F dx + p dy
do = a—ed + @d
T ax N T ey
On obtient :
a_n _ @ _1-ch(n)cos(®)
ax dy - L
6_6 B a_n _ sin(®) sh(n)
ox dy - L

Comme les dérivées partielles de T par rapporta x et y sont définies par :

T 8T dn 4T 96

— +
0x on 0x 060 0x
0T 0T on dT 06

— +
dy on Jy 060 Jdy
Nous obtenons :

aT 1 oT 1 oT
ox - p - ch()cos(®) I - 7 [sin(®) sh(n) ] 55
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Annexe 1 - Coordonnées bicylindriques

oT 1 aT 1 T
i -z-[mn(e)sh(n)];;; - 7 [1- ch(n) cos(8)] -7

0T 0T
En portant ces relations dans I'expression : [ S cos(a) - 5 sin(a) ]

Nous obtenons :

E;—: cos(a) - Z—; sin(a) = { %[1 - ch(n)cos(8)]cos(a) + %[sin(e) sh(n)] sin(a)] } Z—;

+ {3 [1- ch(m)cos(8)] sin(a) - T [sin(6) shim)] cos(al] } -

oT oT _ ch(n)— cos(6) {0 1 — ch(n)cos(6)
ox cos(a) - 2y sin(a) = L chn) — cos(0) cos(a)
sin(0) sh(n)
ch(n) — cos(8)

sin(a) ] Z—;

[ 1 —ch(n)cos(®) . sin(8) sh(n) ] B_T}
ch(n) — cos(O) sinfa) - ch(n) — cos(O) cos(a) 00
ot aT - _ ch(p) — cos(6) T

Py cos(a) - 3y sin(a) = L {[F(n,0) cos(a) + G(n, 0 ) sin(a)] on

oT
+[ F(n, 0) sin(a) - G(n,e)cos(a)]ﬁ }
1 — ch(n)cos(0)
ch(n) — cos(O)

sin(0) sh(n)
ch(n) — cos(0)

Avec: Fm,0) =

G(n,0)=

Finalement, I’équation de quantité de mouvement (A.10) s’écrit :

Jw Vn dw Vg dw

0T
—~* p. L %{[F(n,9)cos(a)+G(n,9)Sin(0()]E

0%w 0%w
+ — 1
oan? 967

+[F(n, 8) sin(q) - G(n,e)cos(a)]Z—; be
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Annexe 2 - Approximation des dérivées partielles

Annexe 2

Approximation des dérivées partielles

Approximation des dérivées partielles aux frontiéres par le développement en série de
Taylor:

+

1/ Approximation de sur les parois horizontales :

Paroi horizontale inférieure (i=1,j):

Le développement en série de Taylor de la fonction de courant au voisinage de la paroi
(i=1,j) donne:

A 9y (1)) N (an)? 8%y* (1))
1! an 2! on?

Yr(2,j)=y*(1,j)+ + 0[anP?

20m 9Y* (L)) | (287 9*P* (L)

*(3,j)=¢9t(,j) + +0[An]?
Y@, =9, j)+ o . on? [An]
Eliminons les dérivées secondes en soustrayant la deuxieme relation de la premiere

multipliée par quatre (4) on obtient :

oy _ D3P N +4Yt2.j) - $T(3,))
an i:l,j 2An

+ 0[An)?

Paroi horizontale supérieure (i=NI,j):

Procédons de la méme maniere que précédemment au voisinage de la paroi (i=Nl, j) :

An 9Y* (NLj) N (am)? 22 * (NLJ)

+ — Y=yt ) - —
Yr*(NI—1,j)=y*(NI,j) 1 on 21 on?

+0[An]?

28m 9yt (NL)) | (28m)2 92+ (VL))
1

WL =2,j) = (N, j) - R S

+0[AnT?

On obtient :

oY+ 3YT(NI,j) -4yt (NI-1,j t*(NI-2,j
oY* _ PYT(NI,j)—49P™( j)+ P ( j) + O[AOT
on li=n1,; 247

+

2/ Approximation de sur les parois verticales :

Paroi verticale gauche (i,j=1):

o’ =39t E ) +4t(@E2) - Pr(i3)
360 ljj=1 2060

+ 0[A0]?
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Paroi verticale droite (i,j=NN):

op* 3 Y*¥({i,NN) -4yt (i, NN-1)+ P+ (i NN-2)
30 | j=nn 2060

Ik

+

3/ Approximation de sur les parois horizontales :

a 2

Paroi horizontale inférieure (i=1,):

Développons en série de Taylor la fonction de courant au voisinage de la paroi (i= 1, j) dans
la direction de 7 :

ATI 31P+(1J) (an)? 9%y*(1,)) N (an)® 3%y (1,))
an 2! an? 3! an?

Pr2,j)=9*(,j)+ +0[an]*

ZATI 31P+(1J) (28m)? 829+ (1)) N (28m)° 23y * (1))
an 2! an? 3! on?

Pr3,j)=yYr(,j)+ +0[an]*

On multiplie la premiére relation par 8 et on retranche de celle obtenue la deuxieme relation

on obtient :
2%yY*(, -79t@,)+8yY*T(2,j) - Y (3,j)-6An.9
ll)( J)| P7(1,j)+8¢P( J)2 Y7 (3,j)-60n.g + O[AnT?
+1’
Avec: g;= o ( ])|
i=1,j

Paroi horizontale supérieure (i=NI,j):

ATI 31P+(N1J) (am)? 22y * (NLj)  (8n)* 939p* (NI, j)

Y+r*(NI—=1,j)=¢*(NI,j) -

an 2! an? 3! an?
+0[an]*
feny N 2An OY*(NL))  (28m)?* 0*Y*(NL))  (28m)° 9% (NLJ)
Y (NI—2,j)=yp*(NI,j) - o " o " o
+0[An]*
On obtient :
62¢+(N1 J) =7 %t (NI,j) + 8P+ (NI-1,j )= P+ (NI-2,j )+ 6A1.9; )
_ - + 0[An]
0P+ (NI,j)
Avec: g»= —|

i=NI,j

92



Annexe 2 - Approximation des dérivées partielles

+

202

4/ Approximation de sur les parois verticales :

Paroi verticale gauche (i,j=1):

Développons en série de Taylor la fonction de courant au voisinage de la paroi (i, j= 1) dans
la direction de 6 , et en suivant les mémes démarches que pour la paroi horizontale, on

trouve :
2yt (i,j=1 )| _z 7Yr@E,1)+8y*T(i,2)— Y*(i,3)-6A0.gs N O[AH]Z
002 ij=1 2(06)2
Avec: g.e a¢+(i,1)|
vec: (gs= 30 Ljm1

Paroi verticale droite (i,j=NN):

On procédant de la méme maniere que sur la paroi (i ,j=1) on obtient:

02%yY*(i,j=NN) = 7¢*({i,NN)+8¢Y+(i, NN-1)— Y*(i, NN-2)+ 6AB.g,

2
FLE ij=NN 2(00)? +0[af]

Avec: _61p+(i,NN)|
vec: gs= Y

i,j=NN
oyt anp

et —— autour du pointi:
an an? P

5/ Approximation de

Développons en série de Taylor la fonction de courant autour du point idans la
direction de 7 :

N L A IR D M IR M) 4

Yri—1,j)=9707) 1! on * 2! on? 3! on? +0lan]
+(iq 27320t (i g 3733t i

l/)+(i + 1 ,j ) - l/)+(i ']) + An alp (l']) + (An) a lp (l']) + (An) a lp (l']) + O[AT]]4

11 an 2! an? 3! an?

En prenant les deux premiers termes de la premiére relation on obtient :

oyl _ ¥FEN- PFGE-1,))

an ij An

C’est la dérivée d’ordre 1 de la fonction %, au point (i, j ), approchée par la méthode
des différences finies régressives d’ordre 1.
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En prenant les deux premiers termes de la deuxiéme relation on obtient :

oWl _ WAL~ YLD
an ij An

C’est la dérivée d’ordre 1 de la fonction ¥*, au point (i, j), approchée par la méthode
des différences finies progressives d’ordre 1.

En soustrayant la premiére relation de la deuxiéme on obtient :

oY’ _ PprU+1,j) - pF@-1,j)

an ij 2An

Approximation par la méthode des différences finies centrales d’ordre 2

En additionnant les deux relations précédentes on trouve :

PP )| _ TG ) - 29T )+t (i)
om* 1y ; (an)?

Approximation par la méthode des différences finies centrées d’ordre 2

Y’ o L.
— r intj:
Y] et 367 autour du point j

6/ Approximation de

Procédons de la maniere que précédemment autour du point j on trouve :

_ ¢+(i’j+1)_ lp+(i'j_1)
i,j_ 2060

oy
00

621p+(i,j)| Yt =29t G )+t (L j+L)
207 i (A6 )?
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Titre : Etude de la convection naturelle dans des enceintes courbées ayant deux parois
actives courbées verticales et deux parois inactives courbées horizontales.

Résumé :

Nous avons étudié dans ce travail le phénoméne de la convection naturelle en régime
laminaire et permanent dans une enceinte courbée ayant deux parois actives courbées
verticales et deux parois inactives courbées horizontales, orientée selon un angle a, et nous
I'avons comparé avec |'enceinte carrée. Les parois horizontales de I’enceinte sont
considérées adiabatiques et les parois verticales sont maintenues isothermes, T; pour la
paroi de droite et T, pour la paroi de gauche, avec T; > T,. Le fluide étudié est l'air, et
I'écoulement est supposé incompressible. Le nombre de Rayleigh varie de 50 a 10° et le
nombre de Prandtl est fixé a 0,702.

Le modele mathématique gouvernant notre probléeme a été développé en se basant
sur I'approximation de Boussinesq. Les équations de continuité, de la chaleur et de la
guantité de mouvement sont exprimées dans un systéme de coordonnées bicylindriques
pour faciliter I'écriture des conditions aux limites et transformer le domaine curviligne en un
domaine rectangulaire.

Un code de calcul, qui utilise la méthode des volumes finis pour la discrétisation des
équations, a été mis au point pour la simulation numérique de ce probleme.

Les résultats numériques obtenus, ont été représentés sous forme de lignes de
courants, lignes isothermes et courbes des nombres de Nusselt locaux et moyens sur les
parois de I'enceinte. Ces résultats montrent que la courbure des parois affecte le transfert
de chaleur.

Mots-clés : convection naturelle, enceintes a parois courbées, équations de Boussinesq,
vorticité-fonction de courant.



Title: Study of natural convection in curved enclosure with two curved active vertical walls

and two curved inactive horizontal walls.

Abstract:

We studied in this work the phenomenon of the natural, laminar and permanent
convection in a curved enclosure with two curved vertical active walls and two horizontal
inactive curved walls, this latter is oriented at an angle a, and we compared it with square
enclosure. The horizontal walls of the enclosure are considered adiabatic and the vertical
walls are maintained isothermal, T, for the right wall and T, for the left wall, with T;>T,. The
studied fluid is air, and the flow is assumed incompressible. The number of Rayleigh ranges
from 50 to 10°, and the number of Prandtl is fixed at 0,702.

The mathematical model governing our problem has been developed based on the
Boussinesq approximation. The equations of continuity, heat and momentum are expressed
in a coordinate system bicylindrical to facilitate the writing of the boundary conditions and

to transform the curvilinear field into a rectangular one.

A computer code, which uses the finite volume method for discretization of equation,

was developed for numerical simulation of this problem.

The numerical results obtained were represented as a current lines, isothermal lines
and curves of local and average Nusselt numbers on the walls of the enclosure. These results

show that the curvature of the walls affects the heat transfer.

Keywords: natural convection, enclosures with curved walls, Boussinesq equations, vorticity-
stream function formulation.
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