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Introduction

Depuis la formulation de l’intégrale de chemin [1] par Feynman en 1948, comme une

approche alternative aux méthodes d’Heisenberg [2] et Schrödinger [3], pour décrire le

mouvement d’un système quantique régi par un Lagrangien classique exprimé en coor-

données cartésiennes dans un espace plat, plusieurs variantes de cette approche avaient

vu le jour. Parmi ces variantes, nous pouvons mentionner celle introduite par DeWitt

[4] pour construire le propagateur associé à une particule en mouvement dans un espace

courbe. Cette variante avait fait ensuite l’objet de légères modifications dans deux for-

mulations Hamiltoniennes de l’intégrale de chemin. La première formulation est basée

sur l’ordre de Weyl d’écriture des opérateurs et la seconde repose sur la définition de la

forme produit.

L’approche de l’intégrale de chemin que nous allons suivre ici est celle qui s’appuie sur

le produit ordonné. Cette approche comparée aux autres méthodes présente l’avantage

qui réside dans le fait que le calcul de la fonction de Green est direct.

Récemment, des traitements d’un atome hydrogénoïde dans un espace courbe sphé-

rique [5] puis dans un espace hyperbolique [6] ont été discuté dans le cadre de la tech-

nique de l’intégrale de chemin développée sur la variété du groupe non compact SU(1, 1).

L’application de cette technique conduit toujours à un développement spectral du propa-

gateur ou de la fonction de Green. La contribution de la partie continue au propagateur,

lorsqu’elle existe, est obtenue de la partie discrète en employant la transformation de

Sommerfeld-Watson [7, 8] basée sur la substitution
P
J

(2J+1)→ R∞
0

dk2k tanh [π (k + iσ)],

qui est valable uniquement lorsque les indicesM1 etM2 des fonctions de Bargmann sont
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entiers (σ = 0) ou demi entiers
¡
σ = 1

2

¢
. Par conséquent, si nous nous intéressons au

spectre continu en plus de celui des états liés, l’intégrale de chemin sur la variété du

groupe SU(1, 1) n’est plus appropriée pour traiter le problème de Kepler dans un espace

courbe. Pour retrouver le facteur manquant dans l’expression des fonctions d’onde des

états de diffusion d’un atome hydrogénoïde dans un espace plat signalé par Barut et ses

collaborateurs [5], nous adoptons une approche qui consiste à construire la fonction de

Green sous forme compacte.

Ce mémoire comporte trois chapitres. Dans le chapitre 1, nous présentons un rappel

succinct sur la formulation de l’intégrale de chemin dans un espace courbe en insistant

particulièrement sur les différents modes de développement de l’action et de la mesure.

Le chapitre 2 est consacré à l’analyse du problème de Kepler dans un espace courbe sphé-

rique. L’intégrale de chemin radiale est convertie en une intégrale de chemin associée au

potentiel de Pöschl-Teller modifié par la technique de reparamétrisation des chemins. De

l’expression compacte de la fonction de Green, nous tirons le spectre d’énergie et les fonc-

tions d’onde convenablement normalisées des états liés. Le chapitre 3 concerne l’étude

du même système physique dans un espace hyperbolique. L’intégrale de chemin radiale se

ramène directement par une simple transformation spatiale à celle relative au potentiel de

Manning-Rosen. La fonction de Green est construite sous forme compacte. Les spectres

d’énergie ainsi que les fonctions d’onde normalisées des états liés et des états de diffusion

sont déterminés. Le problème de Kepler dans un espace plat est considéré comme un cas

particulier pour tester la méthode employée dans cette étude. Nous terminons ce mémoire

par une conclusion.
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Chapitre 1

Intégrale de chemin sur un espace

courbe à D dimensions

1.1 Introduction

La formulation des intégrales de chemin dans un espace courbe pourvu d’une métrique

arbitraire remonte, à la fin des années cinquante, au travail de DeWitt [4] dans lequel

le propagateur est exprimé sous la forme d’une intégrale de chemin dans l’espace de

configuration qui présente une différence de taille comparativement à la définition de

l’intégrale de chemin donnée par Feynman [1, 9]. Dans le propagateur défini par DeWitt,

le Lagrangien effectif du système contenu dans l’expression de l’action se compose du

Lagrangien classique moins une correction quantique notée4VDeW : Leff = Lcl−4VDeW .

Cette correction est interprétée comme étant nécessaire pour retrouver l’équation de

Schrödinger à partir de l’équation d’évolution dans le temps.

Deux autres formulations de l’intégrale de chemin dans un espace courbe ayant vu

le jour plus tard se présentent de façon tout à fait différente. La première s’appuie sur

l’évaluation de la métrique au point moyen et l’écriture de l’Hamiltonien en utilisant

l’ordre deWeyl [10, 11, 12]. Cette procédure laisse apparaître une correction quantique qui

présente une différence par rapport à celle obtenue par DeWitt. La seconde formulation
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appelée définition de la forme produit est basée sur l’écriture du tenseur métrique sous

la forme d’un produit de deux matrices et l’Hamiltonien avec l’apparence d’un produit

ordonné du terme cinétique en disposant une matrice à gauche et l’autre à droite du

produit des impulsions. L’Hamiltonien dans ce cas comprend également une correction

quantique différente de celle de Weyl [13].

Le plan de ce chapitre est le suivant : le premier paragraphe est consacré à la pré-

sentation des différentes formulations de l’intégrale de chemin dans un espace courbe

de dimension arbitraire dans un système de coordonnées généralisées. Dans le deuxième

paragraphe, nous appliquons la formulation du produit ordonné au problème d’une par-

ticule en mouvement dans un espace muni d’une métrique très générale. L’exemple du

mouvement d’une particule plongée dans un potentiel central quelconque est considéré.

Nous montrons que le propagateur se décompose en un produit de noyaux radial et angu-

laire, en exprimant ce dernier en termes des fonctions harmoniques sphériques. La partie

radiale sera traitée une fois le tenseur métrique spécifié.

1.2 Formulation de l’intégrale de chemin

Dans un espace courbe à D dimensions, ayant pour coordonnées curvilignes générales

(q1, q2, ..., qD), l’élément linéaire ds est défini par la forme quadratique appelée forme

métrique donnée par :

ds2 =
DX
a=1

DX
b=1

gabdq
adqb , (1.1)

où, d’après la convention d’Einstein, elle se note

ds2 = gabdq
adqb . (1.2)

Les quantités gab sont les composantes d’un tenseur d’ordre 2 appelé tenseur métrique.

Dans cet espace, le mouvement du système classique est décrit par le Lagrangien classique
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et l’Hamiltonien classique donnés respectivement par :

Lcl =
M

2
gab

.
q
a .
q
b − V (q), (1.3)

Hcl =
1

2M
gabpapb + V (q), (1.4)

où gab est un tenseur symétrique contravariant d’ordre 2, appelé tenseur réciproque du

tenseur gab. Il est défini par :

gab =
cofacteur de gab

g
. (1.5)

où

g = |gab| (1.6)

est le déterminant des éléments gab.

L’équation de Schrödinger pour une particule en présence d’un potentiel V (q) dans

un espace courbe avec une métrique gab et l’élément linéaire (1.2) est donnée par :

·
− ~

2

2M
4LB + V (q)

¸
Ψ(q, t) = i~ ∂

∂t
Ψ(q, t), (1.7)

où 4LB est l’opérateur de Laplace-Beltrami :

4LB =
1√
g

∂

∂qa
gab
√
g
∂

∂qb
. (1.8)

La fonction d’onde Ψ(qf , tf) solution de l’équation de Schrödinger (1.7) peut être définie

par la formule intégrale :

Ψ(qf , tf) =

Z p
g(qi)K(qf , qi;T )Ψ(qi, ti)dqi; T = tf − ti, (1.9)

où K(qf , qi;T ) est le propagateur de l’équation de Schrödinger. La première formulation

de ce propagateur dans le cadre de l’intégrale de chemin de Feynman dans un espace
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courbe est l’oeuvre de DeWitt [4]. Ce propagateur est explicitement donné dans la repré-

sentation Lagrangienne par :

K(qf , qi;T ) =

Z
DeW

√
gDq(t) exp

½
i

~

·Z tf

ti

M

2
gab

.
q
a .
q
b − V (q)−4VDeW (q)

¸
dt

¾
= lim

N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶ND
2

N−1Y
j=1

·Z q
g (q(j))dq(j)

¸

× exp
(
i

~

NX
j=1

·
M

2
gab
¡
q(j−1)

¢4qa,(j)4qb,(j)

−εV (q(j−1)) + ε
~2

6M
R(q(j−1))

¸¾
, (1.10)

où

R = gab
³
Γcab,e − Γeeb,a + ΓfabΓ

e
ef − ΓfebΓ

e
af

´
, (1.11)

est la courbure scalaire exprimée en fonction des symboles de Christoffel

Γabe = gaf (gbf,e + gfe,b − gbe,f ) ; gbf,e =
∂gbf
∂qe

. (1.12)

Notons que la correction quantique 4VDeW = −~2R
6M

est indispensable pour déduire

l’équation de Schrödinger (1.7) de l’équation d’évolution (1.9). D’autre part, nous pouvons

remarquer que les termes de la métrique, le potentiel et la courbure scalaire contenus dans

l’expression de l’action sont évalués au prépoint q(j−1). L’intégrale de chemin (1.10) peut

être décrite en adoptant d’autres points tels que le point moyen eq(j) = 1
2

¡
q(j) + q(j−1)

¢
ou le postpoint q(j). Ceci se traduit par une modification de la variété de facteurs de

correction dans le développement de Taylor des expressions de la mesure et de l’action

dans lequel nous avons pris le soin de retenir uniquement les termes d’ordre ε qui ont

effectivement une contribution significative dans l’intégrale de chemin. Cette contribution

est une correction quantique qui peut être attribuée à un potentiel effectif dont la valeur

est la même quelque soit le point autour duquel le développement limité de Taylor est
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effectué.

La définition de l’intégrale de chemin par rapport au point moyen est une autre

formulation très convenable qui est reliée à l’ordre de Weyl [10] d’écriture des opérateurs

qui composent l’Hamiltonien H du système quantique. Pour exprimer H à l’aide des

opérateurs associés à la position et à la quantité de mouvement du système en question,

on construit les opérateurs associés aux impulsions conjuguées,

Pa =
~
i

µ
∂

∂qa
+

Γa
2

¶
, (1.13)

où les symboles de Christoffel Γa sont définis par :

Γa =
∂

∂qa
ln
√
g. (1.14)

Les opérateurs Pa sont hermitiques par rapport au produit scalaire

hΨ1,Ψ2i =
Z

Ψ∗1Ψ2
√
gdq. (1.15)

En fonction des opérateurs (1.13), l’Hamiltonien

H = − ~
2

2M

1√
g

∂

∂qa
gab
√
g
∂

∂qb
+ V (q) (1.16)

s’écrit en utilisant l’ordre de Weyl [10] de la façon suivante :

H =
1

8M

£
gabPaPb + 2Pag

abPb + PaPbg
ab
¤
+ V (q) +∆VW , (1.17)

expression dans laquelle apparaît une correction quantique donnée par :

∆VW =
~2

8M

£
gabΓaΓb + 2(g

abΓb),a + gab,ab
¤
, (1.18)

où

(gabΓb),a =
∂

∂qa
(gabΓb), (1.19)
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et

gab,ab =
∂2

∂qa∂qb
gab. (1.20)

En utilisant la formule de Trotter e−iT (A+B) = lim
N→∞

³
e−

TA
N e−

TB
N

´N
(voir Ref. [14] ) et

l’approximation du temps infinitésimal ε = T
N
pour l’élément de matrice


q(j)
¯̄
exp

¡− iε
~H
¢ ¯̄
q(j−1)

®
,

nous obtenons la forme Hamiltonienne suivante de l’intégrale de chemin :

K(qf.,qi.;T ) = [g(qf)g(qi)]
−1
4 lim
N→∞

N−1Y
j=1

·Z
dq(j)

¸ NY
j=1

·Z
dP (j)

(2π~)D

¸

× exp
(
i

~

NX
j=1

£
P (j)4q(j) − εH(P (j), eq(j))¤) , (1.21)

où

H(P (j), eq(j)) = 1

2M
gab
¡eq(j)¢P (j)

a P
(j)
b + V

¡eq(j)¢+4VW
¡eq(j)¢ (1.22)

est l’Hamiltonien effectif défini par rapport au point moyen comme une conséquence de

la formulation de l’ordre de Weyl. Le coefficient C = [g(qf)g(qi)]
−1
4 est introduit pour

assurer la forme de la normalisation [12]. En intégrant sur les variables P (j), nous obtenons

l’expression de l’intégrale de chemin dans l’espace de configuration par rapport au point

moyen :

K(qf.,qi.;T ) = [g(qf)g(qi)]
−1
4 lim
N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶ND
2

N−1Y
j=1

·Z
dq(j)

¸ NY
j=1

q
g (eq(j))

× exp
(
i

~

NX
j=1

·
M

2
gab
¡eq(j)¢4qa,(j)4qb,(j) − ε

¡
V
¡eq(j)¢+4Vw

¡eq(j)¢¢¸) .

(1.23)

Notons que l’équation (1.23) est équivalente à (1.10).

L’intégrale de chemin peut être aussi définie dans une troisième formulation appelée

” forme produit” [13]. En admettant que le tenseur métrique gab de rang D est réel et
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symétrique, nous pouvons toujours le représenter sous la forme :

gab(q) = hac(q)hbc(q), (1.24)

où hac(q) et hbc(q) sont des matrices rélles symétriques de dimensions D ×D. Elles satis-

font la relation d’orthogonalité

hac(q)h
bc(q) = δca, (1.25)

où δca est le symbole de Kronecker.

La racine carré du déterminant de gab(q) et les symboles de Christoffel Γa sont définis

par :
√
g = det (hac(q)) , (1.26)

Γa =
h,a
h

(1.27)

avec

h,a =
∂h

∂qa
. (1.28)

À l’aide des opérateurs Pa =
~
i

³
∂
∂qa
+ h,a

2h

´
, l’Hamiltonien (1.16) exprimé en termes de

hab(q) dans la forme ordonnée s’écrit

H =
1

2M
hac(q)PaPbh

bc(q) + V (q) +4VFP (q) , (1.29)

où 4VFP (q) est la correction quantique résultant de la ”forme produit” donnée par :

4VFP =
~2

8M

·
4hachbc0ab + 2h

achbc
h0ab
h
+ 2hachbc

h0ab
h

+2hac
µ
hbc0b

h0a
h
+ hbc0a

h0b
h
− hachbc

h0ah0b
h2

¶¸
. (1.30)

Suivant une démarche similaire à celle qui a permis de construire le propagateur ( 1.23)
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dans la représentation de l’ordre de Weyl, on formule l’intégrale de chemin Hamiltonienne

dans la définition de la ”forme produit” ainsi :

K(qf,qi;T ) = [g(qf)g(qi)]
− 1
4 lim
N→∞

N−1Y
j=1

µZ
dq(j)

¶ NY
j=1

µZ
dP (j)

(2π~)D

¶

× exp
(
i

~

NX
j=1

h
P (j)4q(j) − ε

2M
hac,(j)hbc,(j−1)P (j)

a P
(j)
b .

−ε ¡V ¡q(j)¢+4VFP
¡
q(j)
¢¢¤ª

. (1.31)

En intégrant sur les variables P (j), nous obtenons l’intégrale de chemin dans l’espace de

configuration et dans la définition de la ”forme produit” :

K(qf,qi;T ) = lim
N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶ND
2

N−1Y
j=1

µZ q
g (q(j))dq(j)

¶

× exp
(
i

~

NX
j=1

·
M

2ε
hjach

j−1
bc 4qa,(j)4qb,(j)

−ε ¡V ¡q(j)¢+4VFP
¡
q(j)
¢¢ª

. (1.32)

1.3 Intégrale de chemin dans un espace à 3 dimen-

sions en coordonnées sphériques

Considérons une particule soumise à un potentiel à symétrie sphérique dans un espace

à trois dimensions muni d’un tenseur métrique donné en coordonnées polaires par :

gab =


f(r) 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ

 . (1.33)
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Il a un déterminant

g = r4f(r) sin2 θ, (1.34)

et un inverse

gab = (gab)
−1 =


1

f(r)
0 0

0 1
r2

0

0 0 1
r2 sin2 θ

 . (1.35)

L’opérateur Hamiltonien est donné par :

H = − ~
2

2M
4LB + V (r), (1.36)

où l’opérateur de Laplace-Beltami 4LB est défini par :

4LB =
1

r2
p
f(r)

∂

∂r

r2p
f(r)

∂

∂r
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (1.37)

Les composantes de l’opérateur associé à la quantité de mouvement sont :
Pr =

~
i

¡
∂
∂r
+ Γr

2

¢
; Γr =

2
r
+ h0(r),

Pθ =
~
i

¡
∂
∂θ
+ Γθ

2

¢
; Γr = cot θ,

Pϕ =
~
i

³
∂
∂ϕ
+ Γϕ

2

´
; Γϕ = 0,

(1.38)

avec h(r) = f−
1
2 (r) et h0(r) = dh(r)

dr
.

Dans le but d’exprimer l’Hamiltonien ( 1.36) à l’aide des opérateurs associés à la

position et à la quantité de mouvement, nous pouvons choisir la formulation de l’ordre

de Weyl [10, 11, 15] où celle du produit ordonné [13]. À cause de la nature particulière

de gab et gab respectivement, la correction quantique 4V est la même dans les deux

formulations. Par conséquent, nous obtenons pour l’Hamiltonien l’expression suivante :

H =
1

2M

·
h(r)P 2r h(r) +

1

r2
P 2
θ +

1

r2 sin2 θ
P 2
ϕ

¸
+ V +4V, (1.39)
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avec le potentiel quantique 4V donné par :

4V =
1

2M

µ
2hh00 +

h0h00

r
− h02 − 1

r2
− 1

r2 sin2 θ

¶
. (1.40)

Dans ce cas, l’intégrale de chemin Lagrangienne suivant la définition du produit ordonné

s’écrit

K(−→r f,
−→r i;T ) = lim

N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶ 3N
2

N−1Y
j=1

µZ q
f (rj)r

2
j sin θjdrjdθjdϕj

¶

× exp
(
i

~

NX
j=1

S(j, j − 1)
)
, (1.41)

avec l’action élémentaire

S(j, j − 1) =
M

2εhjhj−1
(4rj)

2 +
Mrjrj−1
2ε

(4θj)
2

+
Mrjrj−1 sin θj sin θj−1

2ε

¡4ϕj

¢2 − ε (V (rj) +4V (rj, θj)) .

(1.42)

À ce stade, nous observons que la variable radiale rj et les variables angulaires (θj, ϕj)

ne sont pas séparées. Pour la partie angulaire du propagateur, notons que

cos (4θj) ≈ 1− (4θj)
2

2!
+
(4θj)

4

4!
, (1.43)

et à l’aide de la procédure de Mc Laughlin et Schulman [16], nous pouvons effectuer les

substitutions suivantes :

(4θj)
4 → 3

(rjrj−1)
2

µ
i~ε
M

¶2
, (1.44)

¡4ϕj

¢4 → 3

(rjrj−1 sin θj sin θj−1)
2

µ
i~ε
M

¶2
. (1.45)

Il s’ensuit que
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Mrjrj−1
ε

(4θj)
2

2
' Mrjrj−1

ε
[1− cos (4θj)]− ε

~2

8Mrjrj−1
, (1.46)

et

Mrjrj−1
ε

sin θj sin θj−1

¡4ϕj

¢2
2

' Mrjrj−1
ε

sin θj sin θj−1
£
1− cos ¡4ϕj

¢¤
−ε ~2

8Mrjrj−1 sin θj sin θj−1
. (1.47)

En regroupant les expressions (1.46) et (1.47), nous aurons

Mrjrj−1
ε

"
(4θj)

2

2
+ sin θj sin θj−1

¡4ϕj

¢2
2

#
' Mrjrj−1

ε
[1− cosΘj]

− ε~2

8Mrjrj−1

µ
1 +

1

sin θj sin θj−1

¶
,

(1.48)

avec

cosΘj = cos θj cos θj−1 + sin θj sin θj−1 cos
¡4ϕj

¢
. (1.49)

Compte tenu de (1.40) et (1.48), l’action élémentaire (1.42) se récrit sous la forme :

S(j, j − 1) =
M

2εhjhj−1
(4rj)

2 +
Mrjrj−1

ε
[1− cosΘj]− ε (V (rj) +4V (rj)) .

(1.50)

où

4V (rj) =
~2

8M

µ
2h(rj)h

00(rj +
h0(rj)h00(rj)

rj
− h02(rj)

¶
. (1.51)

Afin de séparer les variables rj, θj et ϕj , nous combinons le développement en série

de Fourier et le comportement asymptotique des fonctions de Bessel modifiées pour |z|
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grand [17], pour avoir

exp [iz(1− cosΘj)] =
i

2z

∞X
l=0

lX
m=−l

(2l + 1)
(l −m)!

(l +m)!
exp

¡
im4ϕj

¢
Pm
l (cos θj)

×Pm
l (cos θj−1) exp

·
−i l(l + 1)

2z

¸
, (1.52)

et compte tenu du lien entre les harmoniques sphériques et les polynômes de Legendre

[18],

Y m
lj

¡
θj, ϕj

¢
=

 (−1)m
h
2l+1
4π

(l−m)!
(l+m)!

i 1
2
Pm
l (cos θ) e

imϕ; m ≥ 0,h
2l+1
4π

(l+m)!
(l−m)!

i 1
2
P−ml (cos θ) e−imϕ; m < 0,

(1.53)

il est plus pratique d’utiliser la formule

exp [iz(1− cosΘj)] =
2iπ

z

∞X
l=0

lX
m=−l

exp

·
−i l(l + 1)

2z

¸
Y m∗
lj

¡
θj, ϕj

¢
Y m
lj−1

¡
θj−1, ϕj−1

¢
.

(1.54)

En insérant cette formule dans l’expression (1.41), nous obtenons

K(−→r f ,
−→r i;T ) = lim

N→∞

µ
M

2iπε~

¶3N
2

N−1Y
j=1

µZ q
f(rj)r

2
j sin

2 θjdrjdθjdϕj

¶

× exp
(
i

~

NX
j=1

·
M

2εh(rj)h(rj−1)
(4rj)

2 − ε (V (rj) +4V (rj))

¸)
NY
j=1

µ
2iπε~

Mrjrj−1

¶ ∞X
lj=0

ljX
mj=−lj

exp

·
−iε~lj(lj + 1)
2Mrjrj−1

¸
Y m∗
lj

¡
θj, ϕj

¢
×Y m

lj−1

¡
θj−1, ϕj−1

¢
. (1.55)

En employant la relation d’orthogonalité des harmoniques sphériques

Z π

0

sin θdθ

Z 2π

0

dϕY m∗
l (θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ) = δl,l0δm,m0 , (1.56)
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les intégrations sur les variables angulaires peuvent être effectuées, après quoi le propa-

gateur peut s’écrire

K(−→r f ,
−→r i;T ) =

∞X
l=0

lX
m=−l

Kl(rf , ri;T )Y
m∗
l

¡
θf , ϕf

¢
Y m
l (θi, ϕi) , (1.57)

où

Kl(rf , ri;T ) =
1

rfri
lim
N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

µZ q
f(rj)drj

¶
exp

(
i

~

NX
j=1

"
M (4rj)

2

2εh(rj)h(rj−1)

−ε l(l + 1)~
2

2Mrjrj−1
− ε (V (rj) +4V (rj))

¸¾
.

(1.58)

Le calcul de ce propagateur radial dépend de la spécification de la fonction h(r), c’est

à dire de la nature de l’espace courbe en considération.
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Chapitre 2

L’atome d’hydrogène dans un espace

courbe de constante de courbure

positive

2.1 Introduction

Nous nous proposons ici d’utiliser le formalisme de l’intégrale de chemin dans un es-

pace courbe introduit dans le chapitre précédent pour étudier le problème d’un atome

hydrogénoïde dans un espace courbe sphérique à trois dimensions qui a fait l’objet d’un

grand nombre de travaux et était sans doute connu de Schrödinger [3] dès 1940. Citons par

exemple Stevenson [19] qui a obtenu les solutions de ce problème par la méthode conven-

tionnelle. Le même problème a été étudié dans une approche algébrique [20] qui repose

sur le groupe de symétrie dynamique SU(1, 1) et à l’aide de la méthode des intégrales

de chemin [5] développée sur la variété du groupe non compact SU(1, 1). Signalons aussi

qu’une méthode de construction d’un ensemble d’états cohérents [21] et une analyse par

la technique de la supersymétrie en mécanique quantique accompagnée de l’application

de la condition d’invariance de forme du potentiel [22] ont été proposées dernièrement.
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Dans le cadre de l’intégrale de chemin, notons que Barut et ses collaborateurs ont trouvé

les fonctions d’onde des états continus d’un atome hydrogénoïde dans l’espace sphérique

plat par des considérations de prolongement analytique hormis un facteur constant par-

ticulièrement important dans la détermination de la densité de particules au point r = 0.

Dans le cas répulsif, ce facteur constant permet de trouver le facteur de Gamow [23, 24]

qui est le terme dominant dans le rapport de réactions entre des noyaux de charges

positives à des énergies de bombardement basses lorsque le rayon nucléaire peut être

supposé assez petit. Par conséquent, il est utile de réexaminer le problème d’un atome

hydrogénoïde dans un espace courbe en employant une variante de l’intégrale de che-

min différente de celle qui se base sur la variété du groupe SU(1, 1). Dans un premier

paragraphe, nous allons calculer la fonction de Green radiale sous une forme compacte

en ramenant ce problème à celui du potentiel de Pöschl-Teller modifié au moyen de la

technique de transformation spatio-temporelle. Dans un deuxième paragraphe, nous dé-

terminons le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés. Dans un

troisième paragraphe, nous considérons le problème de Kepler dans un espace plat. Nous

déduisons des résultats précédent la fonction de Green sous forme compacte en faisant

tendre le rayon de courbure R vers l’infini. Nous vérifions que les spectres d’énergie ainsi

que les fonctions d’onde des états liés et des états de diffusion sont exactement ceux d’un

atome hydrogénoïde établis dans la littérature.

2.2 Fonction de Green

L’espace sphérique dont il s’agit ici est un espace uniformément courbe avec une

constante de courbure positive K = 1
R2
. La forme quadratique de l’élément linéaire de

cet espace est défini en coordonnées polaires par :

ds2 =
dr2

1− r2

R2

+ r2
¡
dθ2 sin θdϕ2

¢
, (2.1)
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avec 0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ < π et 0 ≤ ϕ < 2π. En prenant pour nouvelle variable χ définie

par la relation

sinχ =
r

R
; χ ∈ [0, π[ , (2.2)

on peut écrire l’élément linéaire (2.1) sous la forme :

ds2 = R2dχ2 +R2 sin2 χ
¡
dθ2 sin2 θdϕ2

¢
, (2.3)

appelée métrique de Roberston et Walker.

L’expression du tenseur métrique dans ce système de coordonnées est donnée par :

(gab) =


R2 0 0

0 R2 sin2 χ 0

0 0 R2 sin2 χ sin2 θ

 , (2.4)

d’où résulte le déterminant

g = R6 sin4 χ sin2 θ. (2.5)

Le potentiel de Coulomb dans cet espace [5] est de la forme :

V (χ) = −Ze
2

R
cotχ, (2.6)

et l’Hamiltonien quantique qui gouverne le mouvement d’une particule de masseM dans

cet espace s’écrit

H = − ~
2

2M
4LB + V (χ), (2.7)

où l’opérateur de Laplace-Beltrami est d’après la définition (1.8) égal à

4LB =
1

R2 sin2 χ

∂

∂χ
sin2 χ

∂

∂χ
+

1

R2 sin2 χ sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

R2 sin2 χ sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (2.8)

Pour calculer le propagateur relatif à une particule en mouvement dans l’espace sphé-
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rique défini par la métrique (2.1), la fonction h(r) a pour expression

h(r) =

r
1− r2

R2
, (2.9)

et la correction quantique déterminée par l’équation (1.30) vaut alors

4V (rj) = − 3~2

4MR2
− 3~2r2j
8MR4h2(rj)

. (2.10)

Ainsi, par un argument semblable à celui qui a conduit à l’équation (1.10), le propagateur

radial pour ce problème se met sous la forme :

Kl(rf,ri;T ) =
1

rfri
lim
N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

Z drjq
1− r2j

R2


× exp

(
i

~

NX
j=1

S(j, j − 1)
)
, (2.11)

où

S(j, j − 1) =
M

2ε

q
1− r2j

R2

q
1− r2j−1

R2

(4rj)
2 − ε

l(l + 1)~2

2Mrjrj−1
+
3ε~2

4MR2

+
3ε~2r2j

8MR4
³
1− r2j

R2

´ − εV (rj). (2.12)

À ce stade, il est commode d’appliquer la transformation spatiale (2.2) et de remplacer

le propagateur radial (2.11) par l’expression équivalente suivante :

Kl(rf,ri;T ) =
1

R3 sinχf sinχi
lim
N→∞

µ
MR2

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

µZ
dχj

¶
exp

(
i

~

NX
j=1

A(j, j − 1)
)
,

(2.13)
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avec l’action élémentaire donnée par :

A(j, j − 1) =
MR2

2ε

·
(4χj)

2 +
1

4

µ
tan2 χj +

2

3

¶
(4χj)

4

¸
−ε l(l + 1)~2

2MR2 sin2 χj
+
3ε~2

4MR2
+
3ε~2

8MR4
tan2 χj + ε

Ze2

R
cotχj.

(2.14)

Nous pouvons remplacer le terme en (4χj)
4 par une correction quantique en utilisant

l’identité [16]

D¡4χj
¢4E

=

Z +∞

−∞
d
¡4χj

¢ ¡4χj
¢4 ·MR2

2iπ~ε

¸ 1
2

exp

·
iMR2

2~ε
¡4χj

¢2¸
= −3

µ
~ε

MR2

¶2
.

(2.15)

Il s’ensuit que

Kl(rf,ri;T ) =
1

R3 sinχf sinχi
lim
N→∞

µ
MR2

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

µZ
dχj

¶

× exp
(
i

~

NX
j=1

"
MR2

2ε
(4χj)

2 +
ε~2

2MR2
− ε

l(l + 1)~2

2MR2 sin2 χj
+ ε

Ze2

R
cotχj

#)
.

(2.16)

Il est plus commode de calculer la fonction de Green partielle, c’est à dire la transformée

de Fourier du propagateur (2.16),

Gl

³
rf,ri; eE´ =

Z ∞

0

dT exp

·
i

~
ET

¸
Kl(rf,ri;T )

=
1

R3 sinχf sinχi

Z ∞

0

Pl(χf,χi;T )dT (2.17)
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où

Pl(χf,χi;T ) = lim
N→∞

µ
MR2

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

µZ
dχj

¶
exp

(
i

~

NX
j=1

eA(j, j − 1)) , (2.18)

est appelé couramment le promoteur avec l’action élémentaire modifiée,

eA(j, j − 1) = MR2

2ε
(4χj)

2 − ε
l(l + 1)~2

2MR2 sin2 χj
+ ε

Ze2

R
cotχj + ε

µ
E +

~2

2MR2

¶
. (2.19)

Comme dans la référence [20], effectuons la transformation spatiale complexe définie par :

eβ = tanh

µ
iχ

2

¶
, (2.20)

dans laquelle la variable χ est telle que Reχ ∈ [0, π] et Imχ ]−∞, 0] et la variable β ∈
]−∞,+∞[. En plus de ce changement de variables, nous appliquons la transformation
temporelle suivante :

dt

ds
=

4

sinh2 χ
, (2.21)

qui, sous forme discrète, s’écrit

ε =
4σj

sinhχj sinhχj−1
. (2.22)

Sous ces transformations, l’action élémentaire (2.19) devient
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eA(j, j − 1) =
MR2

2σj

"µ4βj
2

¶2
+
1

12

µ4βj
2

¶4#

+
MR2

2σj

1
4
− 1

12

 1

sinh2
³4βj

2

´ − 1

cosh2
³4βj

2

´
µ4βj

2

¶4

σj

³
E − ~2

2MR2 − κ
´

sinh2
³4βj

2

´ − σj

³
E − ~2

2MR2 + κ
´

cosh2
³4βj

2

´ − 2l(l + 1)~
2

2MR2
σj,

(2.23)

où

R = iR, κ =
Ze2

R (2.24)

et la mesure se récrit

1

R3 sinχf sinχi
lim
N→∞

µ
MR2

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

µZ
dχj

¶

=
i

2

¡
sinh βf sinhβi

¢ 3
2 lim
N→∞

NY
j=1

µ
MR2

2iπ~σj

¶ 1
2
N−1Y
j=1

µZ
d

µ4βj
2

¶¶
. (2.25)

À l’aide de la procédure de Mc Laughlin et Schulman [16], nous introduisons une correc-

tion purement quantique en effectuant la substitution suivante :

µ4βj
2

¶4
−→ −

µ
~σj
MR2

¶2
. (2.26)

En tenant compte de la contrainte

4

sinhβf sinhβf

Z ∞

0

dSδ

µ
T − 4

Z S

0

ds

sinh2 β

¶
= 1, (2.27)

24



la fonction de Green partielle (2.17) devient alors

Gl

³
rf,ri; eE´ = 2i

R3
¡
sinhβf sinhβi

¢ 1
2

Z ∞

0

dS exp

"
−i2

¡
l + 1

2

¢2 ~
MR2

#
PmPT (βf,βi;S),

(2.28)

où

PmPT (βf,βi;S) = lim
N→∞

NY
j=1

µ
MR2

2iπ~σj

¶ 1
2
N−1Y
j=1

µZ
d

µ4βj
2

¶¶

× exp
(
i

~

NX
j=1

"
MR2

2σj

µ4βj
2

¶2
.

+ σj

 eE − κ

sinh2
³4βj

2

´ − eE + κ

cosh2
³4βj

2

´
 (2.29)

Le potentiel contenu dans le propagateur (2.29) a la forme du potentiel de Pöschl-Teller

modifié, qui a été étudié récemment par plusieurs auteurs [8, 25, 26, 27, 28]. Puisque

sa solution exacte est bien connue, nous nous contentons donc d’écrire directement

l’expression finale de (2.28) sous la forme :

Gl

³
rf,ri; eE´ =

4M

~R
Γ
¡
M1 − LE

¢
Γ
¡
LE +M1 + 1

¢
Γ (M1 +M2 + 1)Γ (M1 −M2 + 1)·

sinh

µ
βf
2

¶
sinh

µ
βi
2

¶¸M1+M2+1 ·
cosh

µ
βf
2

¶
cosh

µ
βi
2

¶¸2M2+1

× 2F1

M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1;
1

cosh2
³
β<
2

´


× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1; tanh

2

µ
β>
2

¶¶
,

(2.30)

où nous avons employé les notations suivantes :
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LE =
1
2

µ
−1 +

r
1 + 2MR2

~2

³ eE + κ
´¶

,

M1 =

r
1
4
+ MR2

2~2

³ eE − κ
´
+ l + 1

2
,

M2 =

r
1
4
+ MR2

2~2

³ eE − κ
´
− l − 1

2
,

eE = E + 3~2
8MR2

.

(2.31)

2.3 Spectre et fonctions d’onde des états liés

Le spectre d’énergie des états liés peut être obtenu à partir des pôles de la fonction de

Green (2.30). Ces pôles sont justement ceux de la fonction Γ
¡
M1 − LE

¢
qui se trouvent

lorsque

M1 − LE = −nr, nr = 0, 1, 2, 3, .... (2.32)

En nous servant des équations (2.31) dans (2.32), nous obtenons les niveaux d’énergie

En =
~2

2MR2
¡
n2 − 1¢− MZ2e4

2~2n2
, (2.33)

où n = nr + l + 1 est le nombre quantique principal.

Les fonctions d’onde correspondantes aux états liés peuvent être trouvées par approxi-

mation de la fonction Γ
¡
M1 − LE

¢
au voisinage des pôles (2.32) :

Γ
¡
M1 − LE

¢ ' (−1)nr
nr!

1

M1 − LE + nr

=
(−1)nr
nr!

~2

nMR2
n2 + ε2n
E − En

, (2.34)

avec εn = Ze2

iR
. Alors en se servant du comportement (2.34) et en tenant compte de la
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formule de transformation de Gauss (voir Ref. [29], p. 1043, Eq. (9.131.2))

2F1(a, b, c, z) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
2F1(a, b, a+ b− c+ 1, 1− z)

+
Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)
(1− z)c−a−b 2F1(c− a, c− b, c− a− b+ 1, 1− z),

(2.35)

il est facile de voir que le second terme dans (2.35) est nul du fait que la fonction Γ (a)

est infinie (a = −nr). Donc, l’expression de la fonction de Green (2.30) peut se mettre
sous la forme d’un développement spectral

Gl

³
rf,ri; eE´ = i~

∞X
n=l+1

Rnl(rf)Rnl(ri)

E −En
, (2.36)

dans lequel les fonctions d’onde radiales, convenablement normalisées, sont données par :

Rnl(r) = exp

·
iπ

2
(2nr + l + 1)

¸
2l+1

Γ(2l + 2)

×
·
i

R3
n2 + ε2n

n

Γ(1 + l + iεn)Γ(1 + l + n)

Γ(iεn − l)Γ(n− l)

¸ 1
2

exp [−iχ(1 + l − n+ iεn)]

× sinl χ 2F1(1 + l − n, 1 + l + iεn, 2l + 2; 1− e−2iχ). (2.37)

Cette expression est obtenue après avoir effectué les transformations suivantes :

sinχ =
1

i sinhβ
, sinh2

µ
β

2

¶
=

e−iχ

2i sinχ
, cosh2

µ
β

2

¶
=

eiχ

2i sinχ
. (2.38)

En utilisant la relation fonctionnelle (voir Ref.[29], p.1043, Eq. (9.131.1)),

2F1(a, b, c; z) = (1− z)−a 2F1

µ
a, c− b, c;

z

1− z

¶
, (2.39)

nous pouvons aussi exprimer (2.37) sous la forme :
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Rnl(r) = exp

·
iπ

2
(2nr + l + 1)

¸
2l+1

Γ(2l + 2)

·
i

R3
n2 + ε2n

n

Γ(1 + l + iεn)Γ(1 + l + n)

Γ(iεn − l)Γ(n− l)

¸ 1
2

× exp [−iχ(n+ iεn − l − 1)] sinl χ 2F1(1 + l − n, 1 + l − iεn, 2l + 2; 1− e2iχ).

(2.40)

Notons que les conditions aux limites sur les fonctions d’onde (2.40) sont satisfaites.

Le nombre de niveaux d’énergie est infini comme nous pouvons le voir d’ailleurs sur la

figure1. Cela signifie que le spectre d’énergie est entièrement discret.

32.521.510.50
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-25
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x

y

Figure 1 : allure du potentiel R
Ze2

V (χ).

2.4 Atome d’hydrogène dans un espace plat

Lorsque R→∞, la constante de courbure K devient nulle et l’espace prend la forme

d’un espace plat. Le potentiel (2.6) se ramène à l’expression standard du potentiel de
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Coulomb attractif

V (r) = −Ze
2

r
. (2.41)

Dans ce cas, nous pouvons voir à partir des équations (2.31) que les paramètres LE,M1

et M2 se réduisent approximativement à

LE '
R→∞

−1
2
− i

Ze2

2

r
M

2~2E
+

R

2

r
2ME

~2
, (2.42)

M1 '
R→∞

1

2
+ l + i

Ze2

2

r
M

2~2E
+

R

2

r
2ME

~2
, (2.43)

M2 '
R→∞

−1
2
− l + i

Ze2

2

r
M

2~2E
+

R

2

r
2ME

~2
. (2.44)

D’autre part, en utilisant la formule de transformation de Gauss (2.35) et en tenant

compte de la formule déduite de la fonction hypergéométrique 2F1(a, b, c; z) par passage

à la limite en nous servant de la formule [31]

lim
β→∞ 2F1

µ
α, β, γ;

z

β

¶
= lim

β→∞

"
1 +

αβ

γ

µ
z

β

¶
+

α (α+ 1)β (β + 1)

γ (γ + 1)

µ
z

β

¶2
+
α (α+ 1) (α+ 2)β (β + 1) (β + 2)

γ (γ + 1) (γ + 2)

µ
z

β

¶3
+ ...

#

=

·
1 +

α

γ
z +

α (α+ 1)

γ (γ + 1)

z2

2!
+

α (α+ 1) (α+ 2)

γ (γ + 1) (γ + 2)

z3

3!
+ ...

¸
= 1F1 (α, γ; z) , (2.45)
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nous montrons après quelques calculs simples qu’à la limite R→∞, la fonction de Green
(2.30) vaut

lim
R→∞

Gl

³
rf,ri; eE´ =

4M

~

r
2ME

~2
Γ
¡
1
2
+ µ− λ

¢
Γ (2µ+ 1)

×zµ−
1
2

i e−
1
2
(zf+zi)

1F1

µ
1

2
+ µ− λ, 2µ+ 1; zi

¶
×
"

Γ (−2µ)
Γ
¡
1
2
− µ− λ

¢zµ− 1
2

f 1F1

µ
1

2
+ µ− λ, 2µ+ 1; zf

¶

+
Γ (2µ)

Γ
¡
1
2
+ µ− λ

¢z−µ− 1
2

f 1F1

µ
1

2
− µ− λ,−2µ; zf

¶#
,

(2.46)

où nous avons posé

µ =
1

2
+ l, λ = −iZe

2

2

r
M

2~2E
, (2.47)

et

zi = 2i

r
2ME

~2
ri, zf = 2i

r
2ME

~2
rf . (2.48)

En utilisant des liens entre les fonctions de Whittaker et les fonctions hypergéométriques

confluentes (voir Ref. [29], p.1059, Eqs. (9.220.2 ) et (9.220.3 ))

Mλ,µ(z) = zµ−
1
2 e−

1
2
z
1F1

µ
1

2
+ µ− λ, 2µ+ 1; z

¶
, (2.49)

Mλ,µ(z) = z−µ−
1
2 e−

1
2
z
1F1

µ
1

2
− µ− λ,−2µ+ 1; z

¶
, (2.50)

et la relation suivante entre les fonctions de Whittaker (voir Ref. [29], p.1059, Eq.

(9.220.4))

Wλ,µ(z) =
Γ (−2µ)

Γ
¡
1
2
− µ− λ

¢Mλ,µ(z) +
Γ (2µ)

Γ
¡
1
2
+ µ− λ

¢Mλ,−µ(z), (2.51)

nous pouvons aussi exprimer (2.46) sous la forme
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lim
R→∞

Gl

³
rf,ri; eE´ = Gc

l

³
rf,ri; eE´

= − 1
ω

Γ
³
1 + l + iZe

2

~ω

´
Γ (2l + 2) rfri

×M−iZe2~ω ,l+1
2

(
2iMω

~
ri)W−iZe2~ω ,l+1

2

(
2iMω

~
rf), (2.52)

où

ω =

r
2E

M
. (2.53)

2.4.1 Etats liés

Le spectre de l’énergie pour les états liés d’un atome hydrogénoïde dans un espace

plat peut être obtenu en faisant tendre R vers l’infini dans l’expression (2.33) ou encore à

partir des pôles de la fonction de Green radiale (2.52). Ces pôles sont ceux de la fonction

Γ
³
1 + l + iZe

2

~ω

´
qu’on trouve lorsque son argument est un entier négatif ou nul, c’est à

dire lorsque

1 + l + i
Ze2

~ω
= −nr; nr = 0, 1, 2, 3, .... (2.54)

En tenant compte de (2.53), les valeurs propres de l’énergie sont alors données par

En = −MZ2e4

2~2n2
, (2.55)

où le nombre quantique principal prend les valeurs n = 1, 2, 3, .... En faisant tendre R

vers l’infini, nous obtenons les fonctions d’onde radiales d’un atome hydrogénoïde dans

l’espace plat standard à partir de (2.40) comme nous pouvons les déterminer également

en exprimant la fonction de Green (2.52) sous la forme d’un développement spectral

comme suit :

Gc
l

³
rf,ri; eE´ = i~

∞X
n=l+1

Rc
nl(rf)R

c
nl(ri)

E −En
. (2.56)
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Il s’ensuit que les fonctions d’onde radiales convenablement normalisées sont

Rc
nl(r) =

1

(2l + 1)!

·
1

an2
(n+ l)!

(n− l − 1)!
¸ 1
2 1

r
Mn,l+1

2
(
2

an
r)

=
1

(2l + 1)!

"µ
2

an

¶3
(n+ l)!

2n(n− l − 1)!

# 1
2 µ

2r

an

¶l

× exp
h
− r

an

i
1F1(1 + l − n, 2l + 2;

2r

an
). (2.57)

2.4.2 Etats de diffusion

Pour évaluer la contribution du spectre continu à la fonction de Green, exprimons

(2.52) sous la forme :

Gc
l

³
rf,ri; eE´ =

i~
2πΓ (2l + 2) rfri

I
C

dz

E + i0− ~2z2
2M

Γ

µ
1 + l + i

Ze2

~ω

¶
×M−iZe2~ω ,l+ 1

2

(
2iMω

~
ri)W−iZe2~ω ,l+1

2

(
2iMω

~
rf), (2.58)

où C est le contour fermé

C :

 z = k; k ∈ [−ρ, ρ] ,
z = ρeiφ; φ ∈ (π, 2π) .

(2.59)

À la limite ρ → ∞, en tenant compte du comportement asymptotique des fonctions de
Whittaker (voir Ref. [29], p.1061, Eqs. (9.227) à (9.229)), il est facile de montrer que

l’intégrale sur le demi-cercle est nulle. Nous obtenons donc
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Gc
l

³
rf,ri; eE´ =

i~
2πΓ (2l + 2) rfri

Z +∞

−∞

dk

E + i0− ~2k2
2M

×Γ
µ
1 + l +

i

ak

¶
M− i

ak
,l+ 1

2
(2ikri)W− i

ak
,l+ 1

2
(2ikrf). (2.60)

En utilisant les formules suivantes (voir Ref. [29], p.1061, Eq. (9.231.2) ; p.1062, Eq.

(9.233.2))

Mλ,µ(z) = e−iπ(µ+
1
2)M−λ,µ(−z); (2µ 6= −1,−2,−3, ..., ) , (2.61)

et

Mλ,µ(z) = Γ (2µ+ 1) eiπλ

"
W−λ,µ(−z)

Γ
¡
µ− λ+ 1

2

¢ + eiπ(µ+
1
2) Wλ,µ(z)

Γ
¡
µ+ λ+ 1

2

¢# , (2.62)

valable pour arg z ∈ ¤−3π
2
, π
2

£
; 2µ 6= −1,−2,−3, ..., l’expression (2.60) devient

Gc
l

³
rf,ri; eE´ =

iM

2π~Γ (2l + 2) rfri

Z +∞

0

dEk

E + i0−Ek

¯̄̄̄
Γ

µ
1 + l − i

ak

¶¯̄̄̄2
×e

π
ak

k
M i

ak
,l+1

2
(−2ikri)M− i

ak
,l+ 1

2
(2ikrf), (2.63)

avec le spectre d’énergie

Ek =
~2k2

2M
, (2.64)

et les fonctions d’onde radiales

Rc
kl(r) =

µ
M

2π~k

¶ 1
2

¯̄
Γ
¡
1 + l − i

ak

¢¯̄
Γ(2l + 2)

e
π
2ak

r
M i

ak
,l+ 1

2
(2ikr)

=

µ
2Mk

π~

¶ 1
2

il+1
¯̄
Γ
¡
1 + l − i

ak

¢¯̄
Γ(2l + 2)

e
π
2ak (kr)l+1 e−ikr 1F1(1 + l +

i

ak
, 2l + 2; 2ikr).

(2.65)

Ce résultat coincide avec celui obtenu par des considérations de prolongement analytique

[31].
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Chapitre 3

L’atome d’hydrogène dans un espace

hyperbolique

3.1 Introduction

Le problème de l’atome d’hydrogène dans un espace hyperbolique, c’est à dire dans

un espace de constante de courbure négative a été l’objet de nombreux travaux réalisées

suivant des méthodes différentes. Mentionnons seulement les plus récents. Dans une ap-

proche basée sur l’intégrale de chemin de Feynman, Barut et ses collaborateurs [6] ont

montré que l’intégrale de chemin radiale associée à ce problème se transforme en celle

d’une particule libre en mouvement sur la variété du groupe dynamique SU(1, 1) afin

de simplifier le calcul de la fonction de Green à partir de laquelle ils ont déterminé le

spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés. Dans un autre travail

très récent [22], ce problème a été analysé en utilisant la méthode de la supersymétrie en

mécanique quantique, l’approche de l’invariance de forme et les équations différentielles

pour obtenir le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états liés.

Dans ce chapitre, nous allons présenter un traitement plus complet de ce système à

l’aide d’une autre variante de l’intégrale de chemin.

Dans le second paragraphe, nous montrons qu’en effectuant le lien entre l’intégrale
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de chemin relatif au potentiel dans cet espace hyperbolique et celle associée au potentiel

de Manning-Rosen par une simple transformation spatiale, il est possible de calculer

la fonction de Green radiale sous forme compacte. Dans un troisième paragraphe, nous

déduisons respectivement le spectre d’énergie et les fonctions d’onde convenablement

normalisées des états liés à partir des pôles et des résidus de la fonction de Green. Dans

le quatrième paragraphe, nous déterminons le spectre et les fonctions d’onde des états

continus. Les états de l’atome d’hydrogène dans l’espace plat sont considérés comme un

cas particulier dans le cinquième paragraphe.

3.2 Fonction de Green

L’espace hyperbolique à trois dimensions est un espace caractérisé par une constante

de courbure négative K = − 1
R2
. La forme quadratique de l’élément linéaire de cet espace

est définie en coordonnées sphériques par :

ds2 =
dr2

1 + r2

R2

+ r2
¡
dθ2 + sin2 θdϕ2

¢
, (3.1)

avec 0 < r < ∞, 0 ≤ θ < π et 0 ≤ ϕ < 2π. En introduisant la variable indépendante χ

liée à r par la relation

sinhχ =
r

R
; χ ∈ [0,∞[ , (3.2)

l’élément linéaire peut se mettre sous la forme :

ds2 = R2dχ+R2 sinh2 χ
¡
dθ2 + sin2 θdϕ2

¢
. (3.3)

Dans ce nouveau système de coordonnées, le tenseur métrique s’écrit

(gab) =


R2 0 0

0 R2 sinh2 χ 0

0 0 R2 sinh2 χ sin2 θ

 . (3.4)

35



Son déterminant vaut

g = R6 sinh4 χ sin2 θ. (3.5)

Le potentiel de Coulomb dans cet espace [6] étant donné par :

V (χ) = −Ze
2

R
(cothχ− 1), (3.6)

et l’Hamiltonien quantique du système s’écrit alors

H = − ~
2

2M
4+ V (χ) , (3.7)

où dans ce cas, l’opérateur de Laplace -Beltrami défini par (1.8) s’écrit

4LB =
1

R2 sinh2 χ

∂

∂χ
sinh2 χ

∂

∂χ
+

1

R2 sinh2 χ sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

R2 sinh2 χ sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

(3.8)

Pour construire le propagateur associé à l’atome d’hydrogène dans l’espace hyperbolique

en question, la fonction h(r) vaut dans ce cas :

h(r) =

r
1 +

r2

R2
, (3.9)

et la correction quantique définie par l’équation (1.30) est égale à

4V (rj) =
3~2

4MR2
− 3~2r2j
8MR2h(rj)

. (3.10)

Par conséquent le propagateur radial (1.58) s’écrit
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Kl(rf , ri;T ) =
1

rfri
lim
N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

Z drjq
1 +

r2j
R2



× exp


i

~

NX
j=1

 M

2ε

r³
1 +

r2j
R2

´³
1 +

r2j−1
R2

´ (4rj)
2 − 3~2ε

4MR2

−ε l(l + 1)~
2

2Mrjrj−1
+

3~2r2j
8MR2

³
1 +

r2j
R2

´ − εV (rj)

 . (3.11)

Pour simplifier cette expression, nous allons introduire la variable χ définie par la relation

(3.2). En reportant cette variable dans l’équation (3.10), celle-ci s’écrit

Kl(rf , ri;T ) =
1

R3 sinhχf sinhχi
lim
N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

µZ
dχj

¶

× exp
(
i

~

NX
j=1

A(j, j − 1)
)
, (3.12)

avec l’action élémentaire

A(j, j − 1) =
MR2

2ε

·¡4χj
¢2
+
1

4

µ
tanh2 eχj − 23

¶¡4χj
¢4¸− 3~2ε

4MR2

−ε l(l + 1)~2

2M sinh2 eχj + 3ε~2

8MR2
tanh2 eχj + ε

Ze2

R

¡
cothχj − 1

¢
.

(3.13)

Notons que le terme en
¡4χj

¢4
a une contribution significative à l’intégrale de chemin.

Il peut être évalué en utilisant la formule (2.15). Ceci conduit à
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Kl(rf , ri;T ) =
1

R3 sinhχf sinhχi
lim
N→∞

µ
M

2iπ~ε

¶N
2
N−1Y
j=1

µZ
dχj

¶

exp

(
i

~

NX
j=1

·
MR2

2ε

¡4χj
¢2 − ~2ε

2MR2
.

+ε
Ze2

R

¡
cothχj − 1

¢− ε
l(l + 1)~2

2M sinh2 eχj
#)

(3.14)

L’intégration des chemins de (3.14) ne peut pas être directement effectuée, mais on peut

aisément calculer sa transformée de Fourier, c’est à dire la fonction de Green

Gl(rf , ri;E) =

Z ∞

0

dT exp

µ
i

~
ET

¶
Kl(rf , ri;T )

=
1

R3 sinhχf sinhχi

Z ∞

0

dT exp

·
i

~

µ
E − ~2

2MR2
− Ze2

R

¶
T

¸
×KMR(χf , χi;T ), (3.15)

où

KMR(χf , χi;T ) =

Z
Dχ(t) exp

½
i

~

Z ∞

0

·
MR2

2ε

.
χ
2 − ~2

2MR2
+

Ze2

R
cothχ

− l(l + 1)~2

2M sinh2 χ

¸
dt

¾
(3.16)

est le propagateur associé au potentiel de Manning-Rosen [30] analysé par plusieurs

auteurs dans le cadre de l’intégrale de chemin [25, 26] et par conséquent la fonction de

Green pour ce potentiel hyperbolique peut être donnée sous une forme compacte comme
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il a été rapporté dans la littérature [25]

GMR

³
χf , χi; eE´ =

Z ∞

0

dT exp

µ
i

~
eET¶KMR(χf , χi;T )

=
MR2

i~
Γ(M1 − LE)Γ(LE +M1 + 1)

Γ(M1 −M2 + 1)Γ(M1 +M2 + 1)

×
µ

2

1 + cothχi

2

1 + cothχf

¶M1+M2+1
2

×
µ
cothχi − 1
cothχi + 1

cothχf − 1
cothχf + 1

¶M1−M2
2

× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1;

cothχ> − 1
cothχ> + 1

¶
× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 +M2 + 1;

2

1 + cothχ<

¶
,

(3.17)

où 2F1(a, b, c; z) représente une fonction hypergéometrique. Les symboles χ> et χ< dé-

notent le max(χf , χi) et le min(χf , χi) respectivement . Ici, nous avons utilisé également

les abbréviations suivantes :
LE = −12 + 1

2~

r
2MR2

³
Ze2

R
− eE´,

M1,2 =
1
2
+ l ± 1

2~

r
−2MR2

³
Ze2

R
+ eE´,

eE = E − ~2
2MR2

− Ze2

R
.

(3.18)

3.3 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états

liés

Le spectre de l’énergie des états liés peut être obtenu à partir des pôles de la fonction

de Green (3.17). Ces pôles sont ceux de la fonction gamma Γ(M1−LE) que nous trouvons

lorsque son argument est un nombre entier négatif ou nul, c’est à dire lorsque
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M1 − LE = −nr, (nr = 0, 1, 2, 3, ...) . (3.19)

En remplaçant les paramètres M1, LE et eE par leurs valeurs (voir équations (3.18)), les

niveaux d’énergie sont déterminés par l’équation

En = − ~2

2MR2
¡
n2 − 1¢+ Ze2

R
− MZ2e4

2~2n2
, (3.20)

où n = nr + l + 1, (n = 1, 2, 3, ...∞) est le nombre quantique principal. Pour trouver les
fonctions d’onde normalisées correspondantes aux niveaux d’énergie (3.20), nous effec-

tuons l’approximation de la fonction Γ(M1 − LE) au voisinage des pôles (3.19) ainsi :

Γ(M1 − LE) ≈ (−1)nr
nr |·

1

M1 − LE + nr

=
(−1)nr+1

nr |·

~2

nMR2
(n2 − ε2n)

(E − En)
, (3.21)

où nous avons posé

εn =
MRZe2

~2n
. (3.22)

En tenant compte du comportement (3.21) et en utilisant la formule de transformation

de Gauss (2.35) nous remarquons que le second terme dans (2.35) est nul du fait que la

fonction Gamma Γ(a) est infinie (a =M1−LE = −nr ≤ 0). Ceci nous permet d’écrire la
contribution des états liés à la fonction de Green radiale sous la forme d’un développement

spectral comme suit :

Gl (rf , ri, E) = i~
nmaxX
n=l+1

Rnl (rf)Rnl (ri)

E −En
, (3.23)

dans lequel les fonctions d’onde radiales, convenablement normalisées, sont données par :
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Rnl (r) =
2l+1

(2l + 1)!

·
(ε2n − n2)

R3n

Γ (1 + l + εn)Γ (1 + l + n)

Γ (εn − l)Γ (n− l)

¸ 1
2

sinhl χ

× exp [−χ (1 + l + εn − n)] 2F1
¡
1 + l − n, 1 + l + εn, 2l + 2;1− e−2χ

¢
.

(3.24)

Il est clair que la fonction d’onde (3.24) remplit la condition à la limite

lim
χ→∞

Rnl (r) = 0, (3.25)

lorsque

n− εn < 1. (3.26)

Donc, le nombre de niveaux discrets est égal au plus grand nombre entier satisfaisant à

l’inégalité

nr <

r
1

2Λ
+
1

4
− l − 1

2
; Λ =

~2

2MRZe2
. (3.27)

3.4 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états

de diffusion

Pour les valeurs de nr supérieures à nrmax =
nq

1
2Λ
+ 1

4
− l − 1

2

o
, il est évident que

le spectre de l’énergie devient continu et contribue dans l’expression de la fonction de

Green (voir figure 2). Pour évaluer cette contribution de la partie continue à la fonction

de Green, nous pouvons exprimer (3.17) sous la forme
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Gl(rf , ri;E) = − ~
2πR

1

sinhχf sinhχi

I
C

zdzbE + i0− ~2z2
2M

× Γ
¡
M1 − LE

¢
Γ
¡
LE +M1 + 1

¢
Γ
¡
M1 +M2 + 1

¢
Γ
¡
M1 −M2 + 1

¢
×
µ

2

1 + cothχi

2

1 + cothχf

¶M1−M2+1
2

µ
cothχi − 1
cothχi + 1

cothχf − 1
cothχf + 1

¶M1−M2
2

× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1;

cothχ> − 1
cothχ> + 1

¶
× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1;

2

cothχ< + 1

¶
,

(3.28)

où le contour C est un demi cercle de rayon ρ dans le demi-plan inférieur. En tenant

compte du comportement asymptotique des fonctions hypergéométriques, nous obtenons

Gl(rf , ri;E) = − ~
2πR

1

sinhχf sinhχi

Z +∞

−∞

kdkbE + i0− ~2k2
2M

× Γ
¡
M1 − LE

¢
Γ
¡
LE +M1 + 1

¢
Γ
¡
M1 +M2 + 1

¢
Γ
¡
M1 −M2 + 1

¢
×
µ

2

1 + cothχi

2

1 + cothχf

¶M1−M2+1
2

µ
cothχi − 1
cothχi + 1

cothχf − 1
cothχf + 1

¶M1−M2
2

× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1;

cothχ> − 1
cothχ> + 1

¶
× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1;

2

cothχ< + 1

¶
,

(3.29)

où
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bE = E − ~2
2MR2

− Ze2

R
,

M1 =
1
2
+ l + ikR

2

q
1 + 2MZe2

~2k2R ,

M2 =
1
2
+ l − ikR

2

q
1 + 2MZe2

~2k2R ,

LE = −12 + ikR
2

q
1− 2MZe2

~2k2R .

(3.30)

Nous pouvons réécrire (3.30) sous la forme :

Gl(rf , ri;E) = − ~
2πR

1

sinhχf sinhχi

1

Γ(2l + 2)

Z +∞

−∞

kdkbE + i0− ~2k2
2M

(zizf)
l+1

×
½
Γ (1 + l + iλ−)Γ (1 + l + iλ+)

Γ (1 + iµ)
[(1− zi)(1− zf)]

iµ
2

× 2F1 (1 + l + iλ−, 1 + l + iλ+, 1 + iµ; 1− z>)

× 2F1 (1 + l + iλ−, 1 + l + iλ+, 2l + 2; z<)

−Γ (1 + l − iλ−)Γ (1 + l − iλ+)

Γ (1− iµ)
[(1− zi)(1− zf)]

− iµ
2

× 2F1 (1 + l − iλ−, 1 + l − iλ+, 1− iµ; 1− z>)

× 2F1 (1 + l − iλ−, 1 + l − iλ+, 2l + 2; z<)} , (3.31)

avec

λ± =
kR

2

"r
1 +

2MZe2

~2k2
±
r
1− 2MZe2

~2k2

#
; µ = kR

r
1 +

2MZe2

~2k2
(3.32)

et z = 2/ (1 + cothχ) .

Compte tenu de l’identité [26]

z
1
2
+l(1− z)−i

µ
2 2F1 (1 + l − iλ−, 1 + l − iλ+, 2l + 2; z)

≡ z−
1
2
+l(1− z)+i

p
2α 2F1 (1 + l + iλ−, 1 + l + iλ+, 2l + 2; z) , (3.33)

nous pouvons factoriser l’expression (3.31) comme suit :
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Gl(rf , ri;E) =
i~
2πR

1

sinhχf sinhχi

1

Γ(2l + 2)

Z +∞

−∞

kdkbE + i0− ~2k2
2M

× (zfzi)l+1 (1− zi)
−i µ2 (1− z00)i

µ
2

× 2F1 (1 + l − iλ−, 1 + l − iλ+, 2l + 2; z<)

×1
µ

·
Γ (1 + l + iλ−)Γ (1 + l + iλ+)

Γ (iµ)

× 2F1 (1 + l + iλ−, 1 + l + iλ+, 1 + iµ; 1− z>)

+
Γ (1 + l − iλ−)Γ (1 + l − iλ+)

Γ (−iµ) (1− z>)
−iµ

× 2F1 (1 + l − iλ−, 1 + l − iλ+, 1− iµ; 1− z>)] . (3.34)

En utilisant la formule de transformation de Gauss (2.35) et en posant

a = 1 + l + iλ−, b = 1 + l + iλ+, c = 2l + 2, (3.35)

l’expression entre crochets dans (??) se simplifie en

¯̄̄̄
Γ (1 + l + iλ−)Γ (1 + l + iλ+)

Γ (iµ)

¯̄̄̄2
1

Γ(2l + 2)
2F1 (1 + l + iλ−, 1 + l + iλ+, 2l + 2; z>)

(3.36)

et par conséquent les fonctions d’onde correctement normalisées sont

Rkl (r) =
2l+1√
2πRµ

¯̄̄̄
Γ (1 + l + iλ−)Γ (1 + l + iλ+)

Γ (iµ)

¯̄̄̄
1

Γ(2l + 2)
eχ(1+l−iµ)

× sinhl χ 2F1
¡
1 + l + iλ−, 1 + l + iλ+, 2l + 2; 1− e−2αχ

¢
,

(3.37)

avec

Ekl =
~2k2

2M
+

~2

2MR2
+

Ze2

R
. (3.38)
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3.5 Atome d’hydrogène dans l’espace plat

L’espace plat est caractérisé par une constante de courbure nulle, c’est à dire R→∞,

il est évident que le spectre d’énergie se réduit d’après l’équation (3.21) à

En = − Ze2

2an2
(3.39)

où a =
~2

MZe2
est le rayon de Bohr.

Dans ce cas, εn = R
an
→ ∞. En utilisant la formule (2.45) et en tenant compte des

limites

lim
R→∞

exp [−χ (1 + l + εn − n)] = exp

µ−r
an

¶
, (3.40)

lim
R→∞

sinhl χ

·
(ε2n − n2)

R3n

Γ (1 + l + εn)

Γ (εn − l)

¸ 1
2

=
³ r

an

´l · 1

a3n4

¸ 1
2

, (3.41)

il est possible de montrer que les fonctions d’onde (3.26) deviennent celles de l’atome

d’hydrogène dans l’espace plat :

Rnl (r) =

"µ
2

na

¶3 (n+ l) |·
2n (n− l − 1) |·

# 1
2

1

(2l + 1) |·

µ
2r

na

¶l

exp
³
− r

an

´
× 1F1

µ
1 + l − n, 2l + 2;

2r

an

¶
. (3.42)

Les fonctions d’onde des états continus de l’atome d’hydrogène s’obtiennent de la

même manière que dans le chapitre précédent et valent

Rkl(r) =

µ
2Mk

π~

¶ 1
2

il+1
¯̄
Γ
¡
1 + l − i

ak

¢¯̄
Γ(2l + 2)

e
π
2ak

× (2kr)l+1 e−ikr 1F1(1 + l +
i

ak
, 2l + 2; 2ikr), (3.43)

avec Ek =
~2k2
2M

.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons repris l’étude du problème d’un atome hydrogénoïde

dans deux espaces courbes par la méthode des intégrales de chemin de Feynman adaptée

à ce type d’espaces.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté un formalisme simplifié de l’intégrale

de chemin dans un espace courbe de dimensions arbitraires en considérant un système de

coordonnées généralisées. Un aperçu est donné sur les différentes formulations décrites

dans la littérature. Le formalisme est appliqué ensuite au problème d’un système physique

commandé par un potentiel central quelconque dans un espace courbe à trois dimensions.

Nous avons montré que la partie du propagateur qui dépend des variables angulaires est

séparable de la partie radiale.

Le deuxième et le troisième chapitres sont consacrés à l’application du formalisme

basé sur la définition de la forme produit de l’action au problème de Kepler dans cet

espace. Nous avons d’abord traité le cas d’un atome hydrogénoïde dans un espace courbe

sphérique en convertissant l’intégrale de chemin radiale en une intégrale de chemin as-

sociée au potentiel de Pöschl-Teller modifié. La fonction de Green radiale est construite

sous forme compacte. Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde convenablement nor-

malisées des états liés sont extraits respectivement des pôles et des résidus de la fonction

de Green. Il faut souligner que le potentiel de Coulomb dans un espace courbe sphérique

est caractérisé par l’absence d’états continus.

Ensuite, nous avons présenté une étude complète du même système physique dans un

espace hyperbolique. De l’expression sous forme compacte de la fonction de Green radiale,
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nous avons déterminé les spectres d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes aux

états liés et de diffusion.

Pour terminer, il faut mentionner que dans le cas de l’espace plat, c’est à dire quand

R→∞, nous avons pu trouver les résultats standard relatifs à un atome hydrogénoïde.
De la forme compacte de la fonction de Green radiale obtenue en faisant tendre R vers

l’infini, les spectres d’énergie et les fonctions d’onde des états liés et aussi bien des états

de diffusion sont complètement retrouvés.
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 مـلـخــــــص                                                

 إطارفضاء المنحني في الي ف Hydrogénoïde ذرةمناقشة شاملة لمشكلة  إلىھدا العمل یتطرق  إن
    . Feynman مسالك  تكاملنظریة 

لثانیة عبارة عن أما اھو الفضاء المنحني الكروي  الأولىلمنحنیة الفضاءات احیث توجد ھناك نوعین من 
كل مدمج للحصول الشعاعیة نجدھا شیدت في ش Greenففي كل حالة من دالة  . مساحة القطعة الزائدة

و في حالة القطع الزائدة ففي الحالة الكرویة توجد حالات مرتبطة  . الموجة على طیف الطاقة ودوال

بامتداد طیف الطاقة المستمرة تتأثرالحالات المرتبطة توجد حالات  إلىبالاظافة 
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)  Hydrogèneلذرة  الفضاء المستوي طیف الطاقة و دوال الموجة ففي حدود . مالا نھایة )1=Z قد
 . ضبطھاتم 

 طیف المعدل، Pöschl-Teller،كمون  Coulomb، كمونGreen دالة تكامل المسار،:الكلمات مفاتیح 
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"Study of the hydrogen atom in a curved space by the path integral»  

Extended Abstract:  

This thesis provides a comprehensive discussion of the problem of a hydrogenic system in a 

curve, approaching the Feynman path integral space.  

Two types of curved spaces are considered. The first is a spherical space curve , is a curve 

characterized by a space of positive curvature constant and the second space is a hyperbolic 

curve which is a continuous space with negative curvature .  

The propagator for a particle in a symmetrical potential in three-dimensional space having a 

general metric tensor defined in polar coordinates on the basis of developed spherical 

harmonics using the formulation based on the definition of the product form '' ' . The 

calculation depends on the radial propagator specification of the function f (r) which depends 

on the metric.  

In both cases (spherical and hyperbolic curve space) , the radial Green function is built in a 

compact form . The spectrum energy and the wave functions properly standardized are 

respectively extracted by the poles and residues of the Green's function radial. In the case of 

movement in spherical curve space , the particle has only bound states and that of hyperbolic 

space curve, there are also scattering states with continuous energy spectrum extends from ( ( ℏ ² ) / ( 2MR ²) ) + ( ( Ze ² ) / R ) to infinity . In the limit of flat space, is when R tends to 

infinity, the spectrum energy and wave functions of the hydrogen atom (Z = 1) are exactly 

recovered. In particular, the problem of the missing factor in the expression of the wave 

function of continuous states in flat space is clarified.  
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Résumé: 
 
 Ce mémoire concerne une discussion complète du problème d'un  système 
hydrogénoïde dans un espace courbe par l'approche de l'intégrale de chemin de 
Feynman. 
 Deux types d'espaces courbes sont considérés. Le premier étant un espace 
courbe sphérique, c'est à dire un espace courbe caractérisé par une constante de 
courbure positive et le second est un espace hyperbolique qui est un espace 
courbe avec une constante de courbure négative. 
 Le propagateur pour une particule dans un potentiel à symétrie dans un 
espace à trois dimensions muni d'un tenseur métrique général défini en 
coordonnées polaires est développé sur la base des harmoniques sphériques en 
utilisant la formulation basée sur la définition de la  ‘’forme produit ‘’.  Le 
calcul du propagateur radial dépend de la spécification de la fonction f(r) dont 
dépend la métrique. 
 Dans les deux cas (espace courbe sphérique et espace hyperbolique), la 
fonction de Green radiale est construite sous forme compacte. Le spectre 
d'énergie et les fonctions d'onde convenablement normalisées sont extraits 
respectivement des pôles et des résidus de la fonction de Green radiale. Dans le 
cas du mouvement dans l'espace courbe sphérique, la particule possède 
uniquement des états liés et dans celui de l'espace courbe hyperbolique en plus 
des états liés, il y a des états de diffusion dont le spectre continu d'énergie 
s'étend de ((ℏ²)/(2MR²))+((Ze²)/R) à l'infini. A la limite de l'espace plat, c'est à 
dire lorsque R tend vers l'infini, le spectre d'énergie et les fonctions d'onde de 
l'atome d'hydrogène (Z=1) sont exactement retrouvés. En particulier, le 
problème du facteur manquant dans l'expression de la fonction d'onde des états 
continus dans l'espace plat est clarifié. 
 
Mots clés: 
Intégrales de chemin, fonction de Green, potentiel de Coulomb, potentiel de 
Pöschl-Teller modifié, spectre d'énergie, états liés, états de diffusion. 
 
 
 




