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Introduction

Ce travail est consacré à la dérivation ou la redérivation de certaines métriques sa-
tisfaisant à des symétries données. Plus explicitement, nous considérerons les métriques
de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker, à la base du modèle standard de Cosmologie,
dans ses trois variantes plate, sphérique et pseudo-sphérique, de Schwarzschild, métrique
statique à symétrie sphérique en l’absence de constante cosmologique, de Kottler, égale-
ment appelée métrique de Schwarzschild-de Sitter, métrique statique à symétrie sphérique
en présence de constante cosmologique. Dans les cas des métriques de Schwarzschild et de
Kottler, nous considérerons séparément les solutions extérieures et intérieures.

Nous procédererons en deux étapes.
Dans une première étape, nous imposerons les symétries du problème, ce qui restreint
la forme de la métrique. Pour ce faire, nous ferons usage de la méthode des vecteurs de
Killing, qui constitue une manière rigoureuse et élégante pour implémenter les symétries.
Dans une deuxième étape, nous compléterons la détermination de la métrique en adoptant
des modèles pour le tenseur d’énergie-impulsion.
Le manuscrit de ce mémoire de Magister, qui comprend une introduction, quatre chapitres,
une conclusion, deux annexes et une bibliographie est organisé comme suit : Après une
courte introduction, le premier chapitre est consacré à un précis de Relativité Générale
qui a comme objetif de faciliter la lecture du manuscrit sans recours à une documentation
supplémentaire. Le deuxième chapitre est consacré à la mise en oeuvre de la méthode
de Killing pour implémenter les symétries dans chacun des cas considérés : cas homo-
gène et isotrope, cas statique à symétrie sphérique. Les troisième et quatrième chapitres
sont consacrés respectivement à compléter la détermination des métriques de Friedmann-
Lemaître-Robertson-Walker et de Kottler (la métrique de Schwarzschild étant considérée
comme un cas particulier de la métrique de Kottler), en adoptant des modèles pour le
tenseur d’énergie-impulsion. Le manuscrit s’achève par une conclusion et deux annexes
consacrés à certains détails techniques, en plus d’une bibliographie.
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Chapitre 1

Précis de Relativité Générale

Le lecteur Intéressé par plus de détails en Relativité Générale et en Cosmologie pourra
consulter, en cas de besoin, avec profit les références [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

1.1 Le principe d’équivalence

Le principe d’équivalence qui est à la base de la relativité générale postule l’égalité des
masses inertielle, qui intervient dans l’écriture de l’équation du mouvement, et gravita-
tionnelle, qui intervient dans l’expression de la force gravitationnelle de Newton. Einstein
a ensuite présenté cette égalité comme une équivalence du champ de gravitation avec une
accélération. C’est le principe d’équivalence faible qui stipule qu’il est toujours possible
de définir en chaque point d’espace-temps dans un champ gravitationnel arbitraire un
système de coordonnées localement inertiel tel que dans une région suffisamment petite
autour du point en question les lois de la mécanique puissent être formulées comme en
l’absence du champ de gravitation.

Ce principe a été ensuite étendu au principe d’équivalence fort ou généralisé qui stipule
qu’on peut choisir en tout point d’espace-temps dans un champ de gravitation arbitraire
un système de coordonnées localement inertiel tel que toutes les lois de la physique, et pas
seulement les lois de la mécanique, dans une région suffisamment petite autour du point
en question, prennent la même forme qu’en relativité restreinte.

Considérons une particule libre se déplaçant uniquement sous l’effet de forces purement
gravitationnelles. D’après le principe d’équivalence, il existe un système de coordonnées en
chute libre ζα tel que le mouvement de la particule soit une ligne droite dans l’espace-temps
et l’équation du mouvement pour une particule massive s’écrit comme suit :

d2ζα

dτ2
= 0, (1.1)
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où τ est le temps propre,
dτ2 = ηαβdζ

αdζβ, (1.2)

et pour une particule sans masse, l’équation du mouvement est

d2ζα

dσ2
= 0, (1.3)

où σ est un paramètre affine, qui ne peut être le temps propre.
Dans un système de coordonnées arbitraires xµ, appelé souvent système du laboratoire,

l’équation de la géodésique pour une particule massive est la suivante :

d2xµ

dτ2
+ Γµρλ

dxρ

dτ

dxλ

dτ
= 0, (1.4)

où τ est le temps propre, et pour une particule sans masse, l’équation de la géodésique
sera :

d2xµ

dσ2
+ Γµρλ

dxρ

dσ

dxλ

dσ
= 0, (1.5)

où σ est un paramètre affine, qui ne peut être le temps propre.

1.2 Analyse tensorielle

1.2.1 Principe de covariance générale

Le principe de covariance générale est une version alternative au principe d’équivalence,
complètement équivalent à ce dernier, mais plus facile à mettre en oeuvre.

Il stipule q’une équation physique est valable dans un champ de gravitation général si
deux conditions sont réunies :

1. L’équation est valable en l’absence de gravitation. Autrement dit, elle doit concorder
avec les lois de la relativité restreinte lorsque le tenseur métrique gµν se réduit au
tenseur de Minkowski ηαβ et lorsque la connexion affine Γ

µ
ρλ s’annule.

2. L’équation est covariante générale : la forme de l’équation doit être préservée sous un
changement de coordonnées général. Autrement dit, l’équation doit avoir la même
forme dans tous les systèmes de coordonnées.

1.2.2 Scalaires, vecteurs et tenseurs

On appelle scalaire un objet invariant sous les transformations de coordonnées géné-
rales. Donc si φ est un scalaire, alors sous un changement de coordonnées généralisé,

xµ → x0µ, (1.6)
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φ→ φ0 = φ. (1.7)

Un vecteur contravariant V µ est un objet qui est défini comme se transformant sous
un changement de coordonnées généralisé, (1.6), comme

V 0µ =
∂x0µ

∂xν
V ν . (1.8)

La différentielle dxµ constitue un prototype de vecteur contravariant. En effet

dx0µ =
∂x0µ

∂xν
dxν .

Un vecteur covariant Uµ est défini comme se transformant sous un changement de coor-
données généralisé, (1.6), comme

U 0µ =
∂xν

∂x0µ
Uν . (1.9)

Un prototype de vecteur covariant est ∂φ
∂xµ , où φ est un champ scalaire. En effet

∂φ0

∂x0µ
=

∂φ

∂x0µ
=

∂φ

∂xν
∂xν

∂x0µ
,

où on a utilisé les règles de dérivation d’une fonction composée.
Les notions de scalaire, de vecteur covariant et de vecteur contravariant sont générali-

sées en la notion de tenseur. On appelle (p, q) tenseur un être mathématique avec p indices
contravariants µ, . . . , λ et q indices covariants ν, . . . , ζ T µ···λ

ν···ζ se transformant sous un
changement de coordonnées généralisé, (1.6), comme :

T 0µ···λν···ζ =
∂x0µ

∂xθ
· · · ∂x

0λ

∂xρ
∂xξ

∂x0ν
· · · ∂x

γ

∂x0ζ
T θ···ρ

ξ···γ . (1.10)

Il s’ensuit qu’un scalaire, un vecteur contravariant, un vecteur covariant peuvent être
perçus comme des tenseurs particuliers. Un scalaire φ est un (0, 0) tenseur, un vecteur
contravariant est un (1, 0) tenseur et un vecteur covariant est un (0, 1) tenseur. Si tous
les indices d’un tenseur sont contravariants, le tenseur est dit contravariant, et si tous ses
indices sont covariants, le tenseur est dit covariant. Autrement, le tenseur est dit mixte.

Un exemple très important de (0, 2) tenseur est le tenseur métrique défini à l’occasion
du passage d’un système de coordonnées localement inertiel ζα à un système de coordon-
nées du laboratoire xµ par

gµν = ηαβ
∂ζα

∂xµ
∂ζβ

∂xν
, (1.11)

où ηαβ est le "tenseur" de Minkowski
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Considérons maintenant le passage d’un système de coordonnées localement inertiel
à un autre système de coordonnées du laboratoire x0µ. Le tenseur métrique g0µν dans le
système de coordonnées x0µ est défini par

g0µν = ηαβ
∂ζα

∂x0µ
∂ζβ

∂x0ν
. (1.12)

En utilisant les règles de différentiation d’une fonction composée, il s’ensuit que

g0µν = ηαβ
∂ζα

∂xλ
∂xλ

∂x0µ
∂ζβ

∂xρ
∂xρ

∂x0ν

et par conséquent

g0µν =
∂xλ

∂x0µ
∂xρ

∂x0ν
gλρ, (1.13)

ce qui montre, comme son nom l’indique, que le tenseur métrique gµν est bien un (0, 2)
tenseur.

Il est facile de montrer que l’inverse du tenseur métrique gµν défini par

gµνgνρ = δµρ, (1.14)

où δµρ est le symbole de Kronecker ( δ
µ
ρ = 1 pour µ = ρ et δµρ = 0 autrement), est un

(0, 2) tenseur. Il est également facile de montrer que le symbole de Kronecker est un (1, 1)
tenseur.

Il est important de noter qu’un objet avec des indices contravariants et covariants
n’est pas forcément un tenseur. C’est la loi de transformation qui permet de trancher si
l’objet est ou non un tenseur. Un exemple est la connexion affine Γλµν , qui porte un indice
contravariant et deux indices covariants, mais qui n’est pas néanmoins un tenseur.

1.2.3 Opérations sur les tenseurs

Combinaison linéaire

Soient deux (p, q) tenseurs Rµ···λ
ν···ρ et Sµ···λ

ν···ρ, et a et b deux scalaires. On peut
montrer que

Tµ···λ
ν···ρ := aRµ···λ

ν···ρ + b Sµ···λ
ν···ρ (1.15)

est également un (p, q) tenseur.

Produit direct

Si V µ···λ
ν···ρ est un (p1, q1) tenseur et W ξ···ζ

θ···ϕ est un (p2, q2) tenseur, alors

Zµ···λ ξ···ζ
ν···ρ θ···ϕ := V µ···λ

ν···ρW
ξ···ζ

θ···ϕ (1.16)

est un (p1 + p2, q1 + q2) tenseur.
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Contraction

Soit Tµ···ξλ
ν···ζρ un tenseur mixte, c’est à dire un (p, q) tenseur avec p 6= 0 et q 6= 0.

Si on prend un indice contravariant égal à un indice covariant, par exemple si on prend
λ = ρ, alors on peut montrer que

Xµ···ξ
ν···ζ := Tµ···ξλ

ν···ζλ (1.17)

est un (p−1, q−1) tenseur. Il est clair qu’on peut répéter la contraction des indices jusqu’à
l’épuisement des indices contravariants et/ou des indices covariants.

On peut également combiner les différentes opérations précédentes. Un exemple est
l’abaissement ou l’élévation d’indices grâce au tenseur métrique ou au tenseur métrique
inverse. Par exemple, si Tµ···ξλ

ν···ζρ est un tenseur mixte, c’est à dire un (p, q) tenseur avec
p 6= 0 et q 6= 0, alors

Y µ···ξ
λν···ζρ := gλθT

µ···ξθ
ν···ζρ (1.18)

est un (p− 1, q + 1) tenseur et

Uµ···ξλ ρ
ν···ζ := gρθTµ···ξλ

ν···ζθ (1.19)

est un (p+ 1, q − 1) tenseur.

Densité tensorielle

Considérons la transformation de g = −det gµν sous une transformation générale de
coordonnées, (1.6). D’après (1.13),

g0µν =
∂xλ

∂x0µ
∂xρ

∂x0ν
gλρ,

ou

g0µν =
∂xλ

∂x0µ
gλρ

∂xρ

∂x0ν
.

Considéré comme matrice, g0µν est le produit de trois matrices : le transposé de la matrice
ayant comme éléments ∂xλ

∂x0µ , la matrice gλρ et la matrice d’éléments
∂xρ

∂x0ν . Il s’ensuit que
le déterminant de g0µν est le produit des déterminants des trois matrices. Ceci d’une part.
D’autre part, prendre le transposé d’une matrice ne change pas son déterminant. Donc le
déterminant de g0µν est le produit du déterminant de gµν fois le carré du déterminant de
la matrice d’éléments ∂xρ

∂x0ν , appelé Jacobien de la transformation inverse x
0µ → xµ et noté¯̄

∂x
∂x0
¯̄
.
Donc

−g0 =
¯̄̄̄
∂x

∂x0

¯̄̄̄2
(−g)

8



ou en multipliant les deux membres de l’équation précédente par −

g0 =
¯̄̄̄
∂x

∂x0

¯̄̄̄2
g. (1.20)

Comme le Jacobien de la transformation xµ → x0µ, noté
¯̄̄
∂x0
∂x

¯̄̄
, est l’inverse du Jacobien

de la transformation x0µ → xµ, alors

g0 =
¯̄̄̄
∂x0

∂x

¯̄̄̄−2
g. (1.21)

Donc g n’est pas un scalaire, mais sa loi de transformation ne diffère de celle d’un scalaire
que par une puissance du Jacobien. g est appelé pour cette raison une densité scalaire de
poids −2, le poids étant par définition la puissance avec laquelle intervient le Jacobien.

On définit de même une (p, q) densité tensorielle eTµ...ρ
ν...λ de poids ω comme un objet

de transformant sous un changement de coordonnées xµ → x0µ comme :

eT 0µ...ρ ν...λ = ¯̄̄̄∂x0∂x

¯̄̄̄ω ∂x0µ

∂xξ
· · · ∂x

0ρ

∂xζ
∂xθ

∂x0ν
· · · ∂x

γ

∂x0λ
eT ξ...ζ

θ...γ . (1.22)

A partir d’une (p, q) densité tensorielle de poids ω, on peut toujours construire un (p, q)
tenseur en mutipliant la densité tensorielle par gω/2. Comme exemples de densités ten-
sorielles, le symbole de Levi-Cevita �µνρν est une densité tensorielle de poids −1, et d4x,
l’élément de volume quadridimensionnel, est une densité scalaire de poids +1. Il s’ensuit
que �µνρν/

√
g est un (4,0) tenseur et

√
g d4x est un scalaire.

1.3 Connexion affine, dérivée covariante, tenseur de cour-
bure, tenseur de Ricci, scalaire de courbure

La connexion affine, appelée aussi symboles de Christoffel, est construite à partir du
tenseur métrique inverse et des dérivées premières du tenseur métrique

Γλµν :=
1

2
gλρ

µ
∂gρµ
∂xν

+
∂gρν
∂xµ

− ∂gµν
∂xρ

¶
. (1.23)

On peut montrer que la connexion métrique n’est pas un tenseur. Ceci d’une part. D’autre
part, la dérivée ordinaire d’un tenseur n’est pas un tenseur. C’est à dire, si Tµ···ξ

ν···λ est
un (p, q) tenseur, alors

∂ρT
µ···ξ

ν···λ :=
∂

∂xρ
Tµ···ξ

ν···λ (1.24)

n’est pas un (p, q + 1) tenseur.
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Mais on peut combiner dérivation et connexion affine de telle manière à former un
tenseur : c’est la notion de dérivée covariante.

La dérivée covariante d’un tenseur Tµ···ξ
ν···λ, notée DρT

µ···ξ
ν···λ, est définie par

DρT
µ···ξ

ν···λ :=
∂

∂xρ
Tµ···ξ

ν···λ+Γ
µ
ζρT

ζ···ξ
ν···λ+· · ·+ΓξζρTµ···ζ

ν···λ−ΓθνρTµ···ξ
θ···λ−· · ·−ΓθλρTµ···ξ

ν···θ.
(1.25)

Il est facile de montrer que DρT
µ···ξ

ν···λ est un (p, q + 1) tenseur.

1.3.1 Tenseur de courbure ou tenseur de Riemann-Christoffel

Le tenseur de courbure, appelé également tenseur de Riemann-Christoffel, est défini
par

Rλ
µνρ =

∂

∂xρ
Γλµν −

∂

∂xν
Γλµρ + Γ

σ
µνΓ

λ
ρσ − ΓσµρΓλνσ. (1.26)

On peut aisément montrer que le tenseur de courbure Rλ
µνρ est, comme son nom l’indique,

un (1, 3) tenseur.

1.3.2 Tenseur de Ricci

Le tenseur de Ricci, noté Rµν , est construit à partir du tenseur de courbure par contrac-
tion d’indices

Rµν := Rλ
µλν = gλσRλµσν , (1.27)

où Rλµσν est la forme complètement covariante du tenseur de courbure donnée par

Rλµσν :=
1

2

µ
∂2gλσ
∂xµ∂xν

− ∂2gµσ
∂xλ∂xν

− ∂2gλν
∂xµ∂xσ

+
∂2gµν
∂xλ∂xσ

¶
+ gζξ

³
ΓζλσΓ

ξ
µν − ΓζλνΓξµσ

´
.

(1.28)
Il est clair, d’après sa procédure de construction, que le tenseur de Ricci Rµν est un (0, 2)
tenseur.

1.3.3 Scalaire de courbure

Le scalaire de courbure R est lui-même construit à partir de la forme mixte du tenseur
de Ricci par contraction d’indices.

R := Rλ
λ = gλµRµλ. (1.29)

De nouveau, la règle de construction du scalaire de courbure R, montre que ce dernier est,
comme son nom l’indique, bien un scalaire.
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1.4 Equations d’Einstein

Nous nous intéressons à la dynamique de la relativité générale, c’est à dire aux équa-
tions qui gouvernent le tenseur métrique.

Pour un champ faible statique créé par une distribution non relativiste de matière,
nous avons pour g00 l’expression suivante :

g00 = 1 + 2φ, (1.30)

où φ est le potentiel de Newton, qui est une solution de l’équation de Poisson

4φ = 4πGρ, (1.31)

où 4 désigne le Laplacien, G est la constante de Newton et ρ est la densité de masse de
la distribution non relativiste de matière. Il s’ensuit en combinant (1.30) et (1.31) que

4g00 = 8πGρ. (1.32)

Si on tient compte du fait que la généralisation tensorielle de la densité de masse est le
tenseur d’énergie-impulsion avec

T00 = ρ, (1.33)

où T00 est la composante 00 du tenseur d’énergie-impulsion Tµν , l’équation (1.32) peut
être réécrite comme

4g00 = 8πG T00. (1.34)

La généralisation covariante de Lorentz de (1.34) est

Gαβ = 8πG Tαβ. (1.35)

D’après le principe de covariance générale, les équations qui gouvernent le champ de gra-
vitation dans le cas général sont

Gµν = 8πG Tµν , (1.36)

où Gµν doit se réduire à Gαβ pour des champs faibles. Le tenseur d’énergie-impulsion Tµν ,
qui doit avoir une divergence nulle pour préserver la conservation de l’énergie-impulsion,

DµT
µν = 0, (1.37)

est la source du champ de gravitation. Le tenseur Gµν doit posséder les propriétés sui-
vantes :

— Gµν comme Tµν doit être un (0, 2) tenseur.
— Gµν tout comme Tµν doit être symétrique.
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— Comme DµTµν = 0, DµGµν = 0.
— Gµν doit être nul dans un espace plat.
— Gµν doit être fonction uniquement du tenseur de Riemann-Christoffel, de ses contrac-
tions et du tenseur métrique.

— Pour des champs faibles statiques produits par une distribution de masse non re-
lativiste, la composante G00 du tenseur Gµν doit se réduire, selon (1.34), (1.35) et
(1.36) à 4g00, G00 = 4g00.

Si de plus, on impose à Gµν la condition supplémentaire de ne contenir que des termes
linéaires dans les dérivées secondes ou quadratiques dans les dérivées premières du tenseur
métrique, alors Gµν est complètement défini

Gµν = −Rµν +
1

2
gµνR (1.38)

et les équations d’Einstein s’écrivent alors comme

Rµν − 1
2
gµνR = −8πG Tµν (1.39)

ou de façon équivalente

Rµν = −8πG
µ
Tµν − 1

2
gµνT

¶
. (1.40)

Si on renonce à la condition supplémentaire dont il a été question plus haut, le tenseur
Gµν peut contenir un terme proportionnel au tenseur métrique

Gµν = −Rµν +
1

2
gµνR− Λgµν , (1.41)

où la constante Λ, appelée constante cosmologique, a été proposée initialement par Ein-
stein, qui y renonça par la suite. Les équations d’Einstein s’écrivent alors comme

Rµν − 1
2
gµνR+ Λgµν = −8πG Tµν (1.42)

ou de façon équivalente

Rµν = −8πG
µ
Tµν − 1

2
gµνT

¶
+ Λgµν . (1.43)

Il vaut la peine de noter que l’on peut considérer le terme ajouté Λgµν comme une sorte
de tenseur d’énergie-impulsion T 0µν avec

T 0µν =
Λ

8πG
gµν . (1.44)

Dans cette interprétation

T 000 =
Λ

8πG
g00. (1.45)

peut être considéré comme la densité d’énergie du vide.
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Chapitre 2

Méthode de Killing

La méthode de Killing [1] permet de déterminer la forme la plus générale d’une métrique
invariante sous certaines symétries. Par définition, une métrique gµν(x) est invariante sous
une transformation

xµ → x0µ (2.1)

si et seulement si

gρσ (x) =
∂x0µ

∂xρ
∂x0ν

∂xσ
gµν

¡
x0
¢
. (2.2)

Dans le cas d’une transformation continue, on peut passer à la forme infinitésimale

xµ → x0µ = xµ + � ξµ (x) , (2.3)

où � est un paramètre infinitésimal et les ξµ sont les composantes d’un vecteur dénommé
vecteur de Killing associé à la transformation. Ce vecteur de Killing permet de construire
un champ vectoriel, appelé champ vectoriel de Killing associé à la transformation et défini
par

ξµ (x)
∂

∂xµ
. (2.4)

Donc, à chaque transformation continue est associée un champ vectoriel de Killing. Au
premier ordre en �, la condition d’invariance (2.2) se réduit à

ξµ
∂gρσ
∂xµ

+
∂ξµ

∂xρ
gµσ +

∂ξν

∂xσ
gρν = 0. (2.5)

Construisons les champs vectoriels de Killing associés aux rotations autour de ox, oy et
oz, aux translations temporelle et spatiales le long de ox, oy et oz, aux pseudo-translations
spatiales le long de ox, oy et oz. Dans ce dernier cas, nous allons examiner les deux cas
sphérique et pseudo-sphérique.
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2.1 Rotations

Donnons les expressions des transformations associées aux rotations autour de ox, de
oy et oz, puis leurs formes infinitésimales, qui vont nous permettre de déduire les champs
vectoriels de Killing correspondant à chaque cas. Les rotations d’un angle α autour de ox,
oy et oz, dans le système de coordonnées t, x, y, z s’expriment respectivement par

t0 = t

x0 = x

y0 = cosα y − sinα z

z0 = sinα y + cosα z, (2.6)

t0 = t

x0 = cosα x+ sinα z

y0 = y

z0 = − sinα x+ cosα z (2.7)

et

t0 = t

x0 = cosα x− sinα y

y0 = sinα x+ cosα y

z0 = z. (2.8)

Considérons maintenant des rotations infinitésimales, c’et à dire avec un angle de rotation
δα, avec | δα |¿ 1. Les relations (2.6), (2.7) et (2.8) se simplifient alors respectivement en

t0 = t

x0 = x

y0 = y − δα z

z0 = z + δα y, (2.9)

t0 = t

x0 = x+ δα z

y0 = y

z0 = z − δα x (2.10)
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et

t0 = t

x0 = x− δα y

y0 = y + δα x

z0 = z. (2.11)

Les relations (2.9), (2.10) et (2.11) nous permettent de déduire les composantes des vec-
teurs de Killing, puis les champs vectoriels de Killing correspondant aux rotations autour
de ox, oy et oz. Nous avons

ξ0 = 0, ξ1 = 0, ξ2 = −z, ξ3 = y, (2.12)

ξ0 = 0, ξ1 = z, ξ2 = 0, ξ3 = −x, (2.13)

et
ξ0 = 0, ξ1 = −y, ξ2 = x, ξ3 = 0, (2.14)

correspondant aux rotations autour ox, oy et oz respectivement. Les champs vectoriels de
Killing associés s’écrivent alors respectivement comme

y
∂

∂z
− z

∂

∂y
, (2.15)

z
∂

∂x
− x

∂

∂z
, (2.16)

et

x
∂

∂y
− y

∂

∂x
. (2.17)

2.2 Translations

2.2.1 Translations temporelles

Les translations temporelles sont définies par

t0 = t+ b

x0 = x

y0 = y

z0 = z.

(2.18)
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Les translations infinitésimales correspondantes s’obtiennent en rendant le paramètre b
infinitésimal

t0 = t+ δ

x0 = x

y0 = y

z0 = z,

(2.19)

avec | δ |¿ 1. On en déduit les composantes du vecteur de Killing correspondant aux
translations temporelles

ξ0 = 1, ξ1 = 0, ξ2 = 0, ξ3 = 0, (2.20)

et le champ vectoriel de Killing associé

∂

∂t
. (2.21)

2.2.2 Translations spatiales

Les translations spatiales le long des axes ox, oy et oz sont définies respectivement
comme

t0 = t

x0 = x+ c

y0 = y

z0 = z,

(2.22)

t0 = t

x0 = x

y0 = y + c

z0 = z,

(2.23)
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et

t0 = t

x0 = x

y0 = y

z0 = z + c.

(2.24)

Les translations infinitésimales correspondantes sont obtenues en rendant le paramètre c
infinitésimal

t0 = t

x0 = x+ �

y0 = y

z0 = z,

(2.25)

t0 = t

x0 = x

y0 = y + �

z0 = z,

(2.26)

et

t0 = t

x0 = x

y0 = y

z0 = z + �,

(2.27)

avec | � |¿ 0. Les composantes des vecteurs de Killing correspondants aux translations le
long de ox, oy et oz sont donnés respectivement par

ξ0 = 0, ξ1 = 1, ξ2 = 0, ξ3 = 0, (2.28)

ξ0 = 0, ξ1 = 0, ξ2 = 1, ξ3 = 0, (2.29)
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et
ξ0 = 0, ξ1 = 0, ξ2 = 0, ξ3 = 1. (2.30)

On en déduit les champs vectoriels de Killing associés

∂

∂x
, (2.31)

∂

∂y
, (2.32)

et
∂

∂z
. (2.33)

2.3 Quasi-translations

Les quasi-translations infinitésimales le long des axes ox, oy et oz s’écrivent respecti-
vement comme

t0 = t

x0 = x+ �
£
1−K�r2

¤1/2
y0 = y

z0 = z,

(2.34)

t0 = t

x0 = x

y0 = y + �
£
1−K�r2

¤1/2
z0 = z,

(2.35)

t0 = t

x0 = x

y0 = y

z0 = z + �
£
1−K�r2

¤1/2
.

(2.36)

Il faut distinguer ici entre les cas sphérique, auquel cas K > 0, et pseudo-sphérique, auquel
cas K < 0.
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2.4 Métrique à symétrie sphérique

Notre but ici est de déterminer la forme la plus générale d’une métrique à symétrie
sphérique, c’est à dire invariante sous les transformations (2.6),(2.7),(2.8), ou, de façon
équivalente, sous les tranformations infinitésimales (2.9), (2.10), (2.11). Il est judicieux de
passer aux coordonnées "sphériques" (t, r, θ, ϕ) associées aux coordonnées "cartésiennes"
(t, x, y, z) et liées à ces dernières par les relations

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

(2.37)

Pour celà, nous devons exprimer les champs vectoriels de Killing associés aux rotations en
termes de ∂

∂r ,
∂
∂θ ,

∂
∂ϕ . Il est facile de montrer que

∂

∂r
= sin θ cosϕ

∂

∂x
+ sin θ sinϕ

∂

∂y
+ cos θ

∂

∂z
∂

∂θ
= r cos θ cosϕ

∂

∂x
+ r cos θ sinϕ

∂

∂y
− r sin θ

∂

∂z
∂

∂ϕ
= −r sin θ sinϕ ∂

∂x
+ r sin θ cosϕ

∂

∂y

(2.38)

ou sous forme matricielle  ∂
∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ

 = eD
 ∂

∂x
∂
∂y
∂
∂z

 , (2.39)

avec eD matrice carrée 3× 3 donnée par

eD =

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ
r cos θ cosϕ r cos θ sinϕ −r sin θ
−r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ 0

 . (2.40)

La relation matricielle (2.39) peut être inversée, pour exprimer ∂
∂x ,

∂
∂y et

∂
∂z en termes de

∂
∂r ,

∂
∂θ et

∂
∂ϕ . Nous avons  ∂

∂x
∂
∂y
∂
∂z

 = eD−1
 ∂

∂r
∂
∂θ
∂
∂ϕ

 , (2.41)
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où eD−1 désigne l’inverse de la matrice eD. Le calcul de eD−1 donne
eD−1 =

 sin θ cosϕ 1
r cos θ cosϕ −1r sinϕsin θ

sin θ sinϕ 1
r cos θ sinϕ

1
r
cosϕ
sin θ

cos θ −1r sin θ 0

 . (2.42)

La relation matricielle (2.41) peut être explicitée, en tenant compte de (2.42) en

∂

∂x
= sin θ cosϕ

∂

∂r
+
1

r
cos θ cosϕ

∂

∂θ
− 1

r

sinϕ

sin θ

∂

∂ϕ
∂

∂y
= sin θ sinϕ

∂

∂r
+
1

r
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+
1

r

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ
∂

∂z
= cos θ

∂

∂r
− 1

r
sin θ

∂

∂θ
.

(2.43)

En faisant usage de (2.43), on peut exprimer les champs vectoriels de Killing associés
aux rotations autour des trois axes ox, oy et oz, (2.15), (2.16) et (2.17), en termes des
coordonnées sphériques. Nous obtenons :

y
∂

∂z
− z

∂

∂y
= − sinϕ ∂

∂θ
− cosϕ cot θ ∂

∂ϕ
, (2.44)

z
∂

∂x
− x

∂

∂z
= cosϕ

∂

∂θ
− sinϕ cot θ ∂

∂ϕ
, (2.45)

x
∂

∂y
− y

∂

∂x
=

∂

∂ϕ
. (2.46)

On en déduit les composantes des vecteurs de Killing associés respectivement aux rotations
autour de ox, oy et oz. En utilisant des notations évidentes,

ξt = ξr = 0, ξθ = − sinϕ, ξϕ = − cosϕ cot θ. (2.47)

ξt = ξr = 0, ξθ = cosϕ, ξϕ = − sinϕ cot θ. (2.48)

ξt = ξr = ξθ = 0, ξϕ = 1. (2.49)

2.5 Détermination de la forme la plus générale d’une mé-
trique à symétrie sphérique

Remarquons tout d’abord que le commutateur de deux rotations autour de deux des
trois axes est une rotation autour du troisième [9]. Il s’ensuit que pour garantir l’invariance
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de la métrique sous les rotations, il suffit d’imposer l’invariance sous les rotations autour
de deux des trois axes, par exemple les axes oy et oz. Commençons d’abord par imposer
l’invariance sous les rotations autour de l’axe oz, qui se traduit, en tenant compte de
(2.49), par

∂

∂ϕ
gµν = 0, (2.50)

qui signifie que les gµν sont indépendants de ϕ. L’invariance de la métrique sous les rota-
tions autour de l’axe oy se traduit parµ

cosϕ
∂

∂θ
− sinϕ cot θ ∂

∂ϕ

¶
gµν +

∂ξθ

∂xµ
gθν +

∂ξϕ

∂xµ
gϕν +

∂ξθ

∂xν
gµθ +

∂ξϕ

∂xν
gµϕ = 0. (2.51)

En tenant compte du fait que ∂gµν
∂ϕ = 0, la relation (2.51) se simplifie en

cosϕ
∂

∂θ
gµν +

∂ξθ

∂xµ
gθν +

∂ξϕ

∂xµ
gϕν +

∂ξθ

∂xν
gµθ +

∂ξϕ

∂xν
gµϕ = 0. (2.52)

En explicitant la condition (2.52) pour les différentes valeurs de µ et ν, voir annexe,
on aboutit aux contraintes suivantes pour les composantes du tenseur métrique dans le
système de coordonnées sphériques (t, r, θ, ϕ)

gtθ = gtϕ = grθ = grϕ = gθϕ = 0,

gtt = gtt(t, r), gtr = eF (t, r), grr = eG(t, r),
gθθ = r2 eH(t, r), gϕϕ = sin2 θ gθθ = sin2 θ r2 eH(t, r)

(2.53)

ou, sous forme matricielle,

gµν =


gtt(t, r) eF (t, r) 0 0eF (t, r) eG(t, r) 0 0

0 0 r2 eH(t, r) 0

0 0 0 r2 sin2 θ eH(t, r)

 (2.54)

Partant de l’équation (2.53), dérivons maintenant l’expression du tenseur métrique corres-
pondant au cas à symétrie sphérique, mais dans le système de coordonnées cartésiennes
(t, x, y, z). Il suffit pour cela de remarquer que l’élément de temps propre dτ2 = gµνdx

µdxν

est invariant sous un changement de cooordonnées et d’exprimer dr, dθ et dϕ en termes de
dx, dy et dz. Pour ce faire, utilisons d’abord (2.37) pour exprimer dx, dy et dz en termes
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de dr, dθ et dϕ. On obtient

dx = sin θ cosϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sinϕdϕ,

dy = sin θ sinϕdr + r cos θ sinϕdθ + r sin θ cosϕdϕ,

dz = cos θ dr − r sin θ dθ.

(2.55)

Inversons (2.55) pour obtenir dr, dθ et dϕ en termes de dx, dy et dz, ce qui donne

dr =
x

r
dx+

y

r
dy +

z

r
dz

dθ =
xz

r2
p
x2 + y2

dx+
yz

r2
p
x2 + y2

dy −
p
x2 + y2

r2
dz

sin θ dϕ = − y

r
p
x2 + y2

dx+
x

r
p
x2 + y2

dy

(2.56)

Rééxprimons l’élément de temps propre au carré en termes des coordonnées cartésiennes
en substituant à dr, dθ et dϕ leurs expressions en termes de dx, dy et dz, (2.56). On
obtient, tous calculs faits,

dτ2 = g00dt
2 + 2 eF x

r
dt dx+ 2 eF y

r
dt dy + 2 eF z

r
dt dz +µeGx2

r2
+ eH µ

1− x2

r2

¶¶
dx2 +

µeGy2

r2
+ eH µ1− y2

r2

¶¶
dy2 +µeGz2

r2
+ eH µ1− z2

r2

¶¶
dz2 + 2

xy

r2

³ eG− eH´ dx dy +
2
xz

r2

³ eG− eH´ dx dz + 2yz
r2

³ eG− eH´ dy dz,
(2.57)

avec, g00 = gtt. De (2.57), on déduit l’expression du tenseur métrique correspondant au
cas à symétrie sphérique exprimé en termes des coordonnées cartésiennes. Nous avons sous
forme matricielle

gµν =


g00

x
r
eF y

r
eF z

r
eF

x
r
eF x2

r2

³ eG− eH´+ eH xy
r2

³ eG− eH´ xz
r2

³ eG− eH´
y
r
eF xy

r2

³ eG− eH´ y2

r2

³ eG− eH´+ eH yz
r2

³ eG− eH´
z
r
eF xz

r2

³ eG− eH´ yz
r2

³ eG− eH´ z2

r2

³ eG− eH´+ eH

 , (2.58)
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ou encore

gµν =


g00 xF y F z F
xF x2G+H xyG xz G
y F x yG y2G+H y z G
z F x z G y z G z2G+H

 , (2.59)

où les fonctions, de t et de r, F , G et H sont reliées aux fonctions eF , eG et eH par

F =
eF
r
, G =

1

r2

³ eG− eH´ , H = eH. (2.60)

2.6 Détermination de la forme la plus générale d’une mé-
trique satisfaisant au principe de symétrie maximale

La métrique doit être d’abord invariante sous les rotations, ce qui suppose que notre
métrique doit être de la forme (2.59) et nous avons ici à distinguer trois cas : le cas plat,
le cas sphérique et le cas pseudo-sphérique.

2.6.1 Métrique à symétrie maximale : cas plat

Dans le cas plat, la métrique doit être invariante sous les translations. En faisant usage
des champs vectoriels de Killing associés aux translations le long de ox, oy et oz, (2.31),
(2.32) et (2.33), les conditions d’invariance s’écrivent

∂

∂x
gµν = 0, (2.61)

∂

∂y
gµν = 0 (2.62)

et
∂

∂z
gµν = 0. (2.63)

D’après (2.61), (2.62) et (2.63), les composantes du tenseur métrique doivent être indé-
pendantes de x, y et z. Elles ne peuvent donc dépendre que de t. Il s’ensuit, qu’en termes
des fonctions F , G et H, F = 0, G = 0 et H ne peut dépendre que de t : H = H(t). La
matrice représentant la métrique (2.59) se réduit alors à

gµν =


g00(t) 0 0 0
0 H(t) 0 0
0 0 H(t) 0
0 0 0 H(t)

 . (2.64)
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D’après le théorème de Sylvestre, le tenseur métrique gµν , à l’instar du tenseur de Min-
kowski ηαβ, (on parle ici des représentations matricielles) admet une valeur propre positive
et trois valeurs propres négatives. Ceci d’une part. D’autre part, comme le tenseur mé-
trique, (2.64), est sous forme diagonale, il en résulte que g00(t) et H(t) sont les valeurs
propres du tenseur métrique, avec des multiplicités 1 et 3 respectivement. Il s’ensuit que
les fonctions g00(t) et H(t) doivent être définies positive et négative respectivement. Re-
définissons la coordonnée temporelle t, t→ et par la relation

det2 = g00(t) dt
2 (2.65)

ou encore
det =pg00(t) dt, (2.66)

qui s’intègre en et = Z p
g00(t) dt, (2.67)

qui donne et en fonction de t : et(t), qu’on peut inverser pour exprimer t en fonction de et :
t(et). Définissons maintenant la fonction définie positive a(et) comme

a2(et) = −H ¡
t
¡et¢¢ (2.68)

Finalement, réappelons et t. La matrice représentant le tenseur métrique, (2.64), prend
alors la forme

gµν =


1 0 0 0
0 −a2(t) 0 0
0 0 −a2(t) 0
0 0 0 −a2(t)

 , (2.69)

qui est la forme populaire donnée dans la littérature [1, 2, 7, 9].

2.6.2 Métrique à symétrie maximale : cas sphérique

Ici, en plus de l’invariance sous les rotations, on doit avoir invariance sous les pseudo-
translations (2.34), (2.35) et (2.36), avec K positif. On peut toujours choisir un système
d’unités tel que K vaut 1. Les champs vectoriels de Killing associés aux quasi-translations
le long des trois axes ox, oy, oz sont donnés respectivement par¡

1− r2
¢1/2 ∂

∂x
, (2.70)

¡
1− r2

¢1/2 ∂

∂y
(2.71)
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et ¡
1− r2

¢1/2 ∂

∂z
. (2.72)

L’invariance sous les quasi-translations le long des trois axes ox, oy et oz se traduit
respectivement par les équations

¡
1− r2

¢1/2 ∂

∂x
gµν +

∂
¡
1− r2

¢1/2
∂xµ

g1ν +
∂
¡
1− r2

¢1/2
∂xν

gµ1 = 0, (2.73)

¡
1− r2

¢1/2 ∂

∂y
gµν +

∂
¡
1− r2

¢1/2
∂xµ

g2ν +
∂
¡
1− r2

¢1/2
∂xν

gµ2 = 0 (2.74)

et ¡
1− r2

¢1/2 ∂

∂z
gµν +

∂
¡
1− r2

¢1/2
∂xµ

g3ν +
∂
¡
1− r2

¢1/2
∂xν

gµ3 = 0. (2.75)

Si on a à l’esprit que le tenseur métrique a 10 composantes indépendantes, nous devons
satisfaire à 3× 10 équations, qui donnent, voir plus de détails en annexe,

F = 0, H = H(t), G =
H(t)

1− r2
. (2.76)

La matrice représentant le tenseur métrique, (2.59), se réduit alors à

gµν =


g00(t) 0 0 0

0 H(t)
³
1 + x2

1−r2
´

xy
1−r2H(t)

xz
1−r2H(t)

0 xy
1−r2H(t) H(t)

³
1 + y2

1−r2
´

yz
1−r2H(t)

0 xz
1−r2H(t)

yz
1−r2H(t) H(t)

³
1 + z2

1−r2
´

 , (2.77)

En procédant de manière similaire au cas plat, (2.65), (2.66) et (2.67), on obtient et en
fonction de t : et(t), qu’on peut inverser pour exprimer t en fonction de et : t(et). En définissant
de nouveau la fonction définie positive, le facteur d’échelle a(et) par la relation (2.68) et en
réappelant et t, la matrice représentant le tenseur métrique prend alors la forme

gµν =


1 0 0 0

0 −a2 (t)
³
1 + x2

1−r2
´

−a2 (t) xy
1−r2 −a2 (t) xz

1−r2

0 −a2 (t) xy
1−r2 −a2 (t)

³
1 + y2

1−r2
´

−a2 (t) yz
1−r2

0 −a2 (t) xz
1−r2 −a2 (t) yz

1−r2 −a2 (t)
³
1 + z2

1−r2
´

 , (2.78)
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2.6.3 Métrique à symétrie maximale : cas pseudo-sphérique

Ici, en plus de l’invariance sous les rotations, on doit avoir invariance sous les pseudo-
translations (2.34), (2.35) et (2.36), mais cette fois-ci avec K négatif. De façon analogue
au cas sphérique, on peut toujours choisir un système d’unités tel que K vaut −1. Les
champs vectoriels de Killing associés aux quasi-translations le long des trois axes ox, oy,
oz sont donnés respectivement par ¡

1 + r2
¢1/2 ∂

∂x
, (2.79)

¡
1 + r2

¢1/2 ∂

∂y
(2.80)

et ¡
1 + r2

¢1/2 ∂

∂z
. (2.81)

L’invariance sous les quasi-translations le long des trois axes ox, oy et oz se traduit res-
pectivement par les équations

¡
1 + r2

¢1/2 ∂

∂x
gµν +

∂
¡
1 + r2

¢1/2
∂xµ

g1ν +
∂
¡
1 + r2

¢1/2
∂xν

gµ1 = 0, (2.82)

¡
1 + r2

¢1/2 ∂

∂y
gµν +

∂
¡
1 + r2

¢1/2
∂xµ

g2ν +
∂
¡
1 + r2

¢1/2
∂xν

gµ2 = 0 (2.83)

et ¡
1 + r2

¢1/2 ∂

∂z
gµν +

∂
¡
1 + r2

¢1/2
∂xµ

g3ν +
∂
¡
1 + r2

¢1/2
∂xν

gµ3 = 0. (2.84)

Comme dans le cas sphérique, nous devons satisfaire à 3× 10 équations, qui donnent, les
détails sont donnés en annexe,

F = 0, H = H(t), G = − H(t)

1 + r2
. (2.85)

La matrice représentant le tenseur métrique, (2.59), se réduit alors à

gµν =


g00(t) 0 0 0

0 H(t)
³
1− x2

1+r2

´
− xy
1+r2H(t) − xz

1+r2H(t)

0 − xy
1+r2H(t) H(t)

³
1− y2

1+r2

´
− yz
1+r2H(t)

0 − xz
1+r2

H(t) − yz
1+r2

H(t) H(t)
³
1− z2

1+r2

´

 , (2.86)

Procédons comme dans le cas plat. Introduisons une nouvelle coordonnée temporelle et liée
à la coordonnée temporelle t via la relation (2.66), qui s’intègre pour donner et en fonction
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de t, (2.67), relation qui peut être inversée pour exprimer t en terme de et. On introduit
alors de nouveau la fonction définie positive, le facteur d’échelle a

¡et¢, via la relation (2.68).
Finalement, en réappelant et t, la matrice représentant la métrique se réduit à

gµν =


1 0 0 0

0 −a (t)2
³
1− x2

1+r2

´
a (t)2 xy

1+r2
a (t)2 xz

1+r2

0 a (t)2 xy
1+r2

−a (t)2
³
1− y2

1+r2

´
a (t)2 yz

1+r2

0 a (t)2 xz
1+r2 a (t)2 yz

1+r2 −a (t)2
³
1− z2

1+r2

´

 , (2.87)

L’élément de temps propre dτ2 correspondant à (2.78), symétrie maximale, cas sphérique,
s’écrit comme

dτ2 = dt2 − a2 (t)
³
1 + x2

1−r2
´
dx2 − a2 (t)

³
1 + y2

1−r2
´
dy2 −

a2 (t)
³
1 + z2

1−r2
´
dz2 − 2a2 (t) xy

1−r2 dxdy − 2a2 (t) xz
1−r2 dxdz − 2a2 (t) yz

1−r2 dydz.

(2.88)

De même, L’élément de temps propre dτ2 correspondant à (2.87), symétrie maximale, cas
pseudo-sphérique, s’écrit comme

dτ2 = dt2 − a2 (t)
³
1− x2

1+r2

´
dx2 − a2 (t)

³
1− y2

1+r2

´
dy2 −

a2 (t)
³
1− z2

1+r2

´
dz2 + 2a2 (t) xy

1+r2 dxdy + 2a
2 (t) xz

1+r2 dxdz + 2a
2 (t) yz

1+r2 dydz.

(2.89)

Il est facile de montrer qu’on peut mettre (2.88) et (2.89) respectivement sous les deux
formes

dτ2 = dt2 − a2 (t) d�r · d�r − a2 (t)

1− r2

³
�r · �dr

´2
(2.90)

et

dτ2 = dt2 − a2 (t) d�r · d�r + a2 (t)

1 + r2

³
�r · �dr

´2
. (2.91)

Nous retrouvons ainsi les formes bien connues dans la littérature (2.90) et (2.91) [1, 2].

2.7 Determination de la forme la plus générale d’une mé-
trique statique à symétrie sphérique

Dans ce cas il est plus commode de travailler dans un système de coordonnées sphé-
riques, auquel cas l’exigence d’une symétrie sphérique, c’est à d’une invariance sous les
rotations, se traduit, comme on l’a déjà vu par la forme (2.54) pour le tenseur métrique.
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Pour que la mérique soit statique, il faut qu’elle soit invariante sous les translations tem-
porelles dont le champ de Killing est donné par (2.21). Il est alors très simple de voir
que la condition de staticité implique que les composantes du tenseur métrique doivent
être indépendantes du temps t, d’où la forme du tenseur métrique correspondant au cas
statique à symétrie sphèrique

gtt(r) eF (r) 0 0eF (r) eG(r) 0 0

0 0 r2 eH(r) 0

0 0 0 r2 sin2 θ eH(r)

 . (2.92)

L’élément de temps propre au carré dτ2 correspondant à la métrique (2.92) s’écrit

dτ2 = gtt (r) dt
2 + 2 eF (r) dtdr + eG (r) dr2 + r2 eH (r) dθ2 + sin2 θ r2 eH (r) dϕ2. (2.93)

Changeons la variable temporelle t en une nouvelle variable t0, avec

t = t0 + S (r) , (2.94)

où S (r) une fonction arbitraire de r. Exprimé en termes des coordonnées t0, r, θ, ϕ, l’élé-
ment de temps propre au carré dτ2 (2.93) s’écrit, sachant que,

dt = dt0 +
dS

dr
dr, (2.95)

dτ2 = gtt (r) dt
0 2 + 2

µ
gtt (r)

dS

dr
+ eF (r)¶ dt0dr +Ã

gtt (r)

µ
dS

dr

¶2
+ 2 eF (r) dS

dr
+ eG (r)! dr2 + r2 eH (r) dθ2 + sin2 θ r2 eH (r) dϕ2.

(2.96)

Par un choix judicieux de la fonction S (r), on peut rendre la métrique diagonale, ce
qui revient à annuler le terme en dt0 dr. Pour ce faire, S (r) doit satisfaire à l’équation
différentielle suivante

dS

dr
= −

eF (r)
gtt (r)

, (2.97)

qui s’intègre en

S (r) = −
Z eF (r)

gtt (r)
dr. (2.98)
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Pour un tel choix pour S (r), (2.98), l’élément de temps propre dτ2, (2.96), prend la forme
suivante

dτ2 = gtt (r) dt
0 2 +

Ã
−
eF 2 (r)
gtt (r)

+ eG (r)! dr2 + r2 eH (r) dθ2 + sin2 θ r2 eH (r) dϕ2,
(2.99)

d’où le tenseur métrique associé
gtt (r) 0 0 0

0 eG (r)− F 2(r)
gtt(r)

0 0

0 0 r2 eH (r) 0

0 0 0 sin2 θ r2 eH (r)

 . (2.100)

Le théorème de Sylvestre stipule que le tenseur métrique gµν doit posséder le même nombre
de valeurs positives, négatives et nulles que le tenseur de Minkowski ηαβ. Comme ce dernier
possède une valeur propre positive et trois valeurs propres négatives, il en de même du
tenseur métrique. Comme le tenseur métrique (2.100) est sous forme diagonale, ses valeurs
propres ne sont autres que ses éléments diagonaux. Il s’ensuit obligatoirement que la

fonction gtt (r) est définie positive tandis que les deux fonctions eG (r)− F 2(r)
gtt(r)

et eH (r) sont
définies négatives Changeons maintenant la coordonnée radiale r en r0, avec

r0 = r

q
− eH (r), (2.101)

relation qui peut être inversée pour exprimer r en terme de r0, r = r (r0). Si on introduit
les fonctions définies positives A (r0) et B (r0) par

A
¡
r0
¢
:=

eF 2 (r (r0))
gtt (r (r0))

− eG ¡r ¡r0¢¢ (2.102)

et
B
¡
r0
¢
:= gtt

¡
r
¡
r0
¢¢
, (2.103)

et si on réappelle t0 et r0 t et r respectivement, l’élément de temps propre au carré dτ2

s’écrit

dτ2 = B (r) dt2 −A (r) dt2 − r2dθ2 − r2 sin2 θ dϕ2,

(2.104)

d’où on déduit le tenseur métrique sous forme matricielle,
B (r) 0 0 0
0 −A (r)
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 θ

 , (2.105)
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qui est la forme standard d’une métrique statique à symétrie sphérique [1, 2].
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Chapitre 3

Métrique de Friedmann-Lemaître-
Robertson-walker

En cosmologie, la métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (en abrégé FLRW)
est une métrique permettant de décrire un univers homogène et localement isotrope en
expansion ou en contraction. On peut d’ailleurs montrer que la métrique de Friedmann-
Lemaître-Robertson-Walker est la seule métrique répondant à l’exigence simultanée d’un
univers homogène et isotrope autour de chaque point. Cette métrique constitue le modèle
cosmologique standard de l’univers. En cosmologie, les deux propriétés d’homogénéité et
d’isotropie autour de chaque point ne doivent pas être considérées comme de grands prin-
cipes de la physique mais plutôt comme des hypothèses de travail. D’ailleurs les propriétés
d’homogénéité et d’isotropie autour de chaque point ne sont valables qu’à grande échelle,
lorsqu’on moyenne sur des cellules d’espace suffisamment grandes.

Il s’ensuit que le modèle FRLW ne peut rendre compte en particulier du Big Bang
car celui-ci suppose des fluctuations de densité, qui sont bien présentes dans l’univers. En
effet, le modèle strictement FLRW suppose l’absence des amas de galaxies, des étoiles, des
planètes et même des êtres biologiques, puisque ces objets sont de loin plus denses que
l’univers en moyenne.

Le modèle FLRW est utilisé comme une première approximation. Son atout principal
est la simplicité qu’il apporte aux calculs. Eventuellement, on peut tenir compte des fluc-
tuations de densité en apportant des modifications au modèle FLRW, tels les métriques
FLRW perturbées. La plupart des cosmologistes s’accordent à ce que la partie de l’Univers
observable est bien approximée par un modèle presque FLRW, c’est-à-dire un modèle qui
suit la métrique FLRW à part des fluctuations primordiales de densité.
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3.1 La Métrique de Friedmann

En coordonnées polaires, elle peut être écrite comme

ds2 = dt2 − a(t)2
µ

dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

¶
, (3.1)

où
dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2, (3.2)

a(t) est le facteur d’échelle de l’univers à l’époque t et k est un paramètre qui exprime la
courbure spatiale et peut prendre trois valeurs : +1, 0 ou −1 correspondant respectivement
à un espace courbe fermé, correspondant à la géométrie de la sphère, à un espace plat, cor-
respondant à la géométrie euclidienne usuelle, et à un espace courbe ouvert, correspondant
à la géométrie de la pseudo-sphère.

On peut faire un changement de coordonnées pour faire apparaître la distance comobile
χ

r = Σ(χ) =


χ, k = 0,
sinχ, k = +1,
sinhχ, k = −1.

(3.3)

La métrique (3.1) peut être alors réécrite sous la forme

ds2 = dt2 − a(t)2
¡
dχ2 +Σ(χ)2dΩ2

¢
, (3.4)

Pour étudier l’expansion de l’univers, on prendra la forme (3.4), chaque fois qu’on
considèrera les géodésiques radiales des photons : θ = cste, ϕ = cste.

3.1.1 Equations de Friedmann

Il s’agit tout d’abord d’écrire les équations d’Einstein, et donc de calculer les compo-
santes du tenseur de Ricci et celles du tenseur d’énergie impulsion

Les composantes covariantes non nulles du tenseur métrique sont :

gtt = 1, grr = − a(t)2

1− kr2
, gθθ = −r2a(t)2, gϕϕ = −r2sin2θa(t)2 (3.5)

les symboles de Christoffel non nuls correspondants sont

Γtrr = aat/
¡
1− kr2

¢
, Γtθθ = aatr

2, Γtϕϕ = aatr
2 sin2 θ,

Γrθθ = −r
¡
1− kr2

¢
, Γrϕϕ = −r

¡
1− kr2

¢
sin2 θ, Γrtr = Γ

r
rt = at/a,

Γθtθ = Γ
θ
θt = at/a, Γθrθ = Γ

θ
θr = 1/r, Γθϕϕ = − sin θ cos θ,

Γϕtϕ = Γ
ϕ
ϕt = at/a, Γϕϕ = Γ

ϕ
ϕr = 1/r, Γϕθϕ = Γ

ϕ
ϕθ = cot θ, (3.6)
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où at désigne la dérivée première du facteur d’échelle a(t) par rapport au temps t. En
utilisant l’expression du tenseur de Ricci, on obtient

Rtt = 3att/a, (3.7)

Rrr = −
¡
aatt + 2a

2
t + 2k

¢
(1− kr2)

, (3.8)

Rθθ = −r2 ¡aatt + 2a2t + 2k¢ , (3.9)

Rϕϕ = −r2 sin2 θ ¡aatt + 2a2t + 2k¢ , (3.10)

où att désigne la dérivée seconde du facteur d’échelle a(t) par rapport au temps t. On
calcule le scalaire de courbure R par contraction du tenseur de Ricci Rµν

R = gµνRµν . (3.11)

En utilisant les expressions des composantes du tenseur de Ricci (3.7), (3.8), (3.9),
(3.10), on obtient pour ce dernier l’expression suivante :

R = +6
¡
atta+ a2t + k

¢
/a2.

Pour écrire les équations d’Einstein, on adoptera la forme

Rµν − Λgµν = −8πG
µ
Tµν − 1

2
gµνT

¶
, (3.12)

avec T := Tµ
µ, complètement équivalente à la forme

Rµν − 1
2
gµνR+ Λgµν = −8πGTµν . (3.13)

Il s’ensuit qu’on a besoin de connaître l’expression du tenseur énergie-impulsion. On
va adopter dans ce qui suit la forme générale du tenseur énergie-impulsion Tµν dans le cas
d’un fluide parfait avec densité ρ et pression p donnée par

Tµν = (ρ+ p)UµUν − pgµν , (3.14)

où Uµ désigne la 4-vitesse du fluide. Vu qu’on travaille dans un système de coordonnées
comobiles, seule la composante temporelle de Uµ est non nulle

Uµ(Ut, 0, 0, 0). (3.15)

Comme
UµU

µ = 1, (3.16)
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et vu que le tenseur métrique est diagonal avec gtt = 1, on arrive à

U2t = 1. (3.17)

Comme Ut est obligatoirement positif, on a finalement

Ut = 1. (3.18)

Il vaut la peine de noter que nous obtenons deux équations indépendantes, qui corres-
pondent respectivement aux composantes temporelle tt et spatiale rr du tenseur de Ricci,
les deux autres composantes spatiales θθ et ϕϕ du tenseur de Ricci donnant le même
résultat que la composante rr. Ces deux équations s’écrivent explicitement comme

3
att
a
− Λ = −4πG (ρ+ 3p) . (3.19)

et

−att
a
− 2a

2
t

a2
− 2 k

a2
+ Λ = −4πG (ρ− p) . (3.20)

On obtient ainsi deux équations du second ordre en a. On peut éliminer la dérivée seconde
de a, att, en prenant une combinaison linéaire convenable de équations (3.19) et (3.20).
Plus explicitement, en multipliant l’équation (3.20) par 3 et en lui additionnant l’équation
(3.19), on obtient l’équation suivante du premier ordre en a.

a2t + k =
1

3
(8πGρ+ Λ) a2. (3.21)

L’équation (3.21), appelée équation fondamentale de Friedmann, gouverne l’expansion
de l’univers. Il est évident que l’équation de Friedmann (3.21) n’est pas équivalente à
l’ensemble des deux équations (3.19) et (3.20). Il y’a une information restante contenue
dans l’équation

ρt = −3
at
a
(ρ+ p) . (3.22)

L’équation (3.22) n’est autre que l’équation de conservation de l’énergie impulsion. Ceci
n’est guère surprenant vu que la conservation de l’énergie impulsion est une conséquence
des équations d’Einstein. On a donc à résoudre le système formé des deux équations (3.21)
et (3.22). On commence d’abord par postuler une équation d’état p(ρ), c’est à dire une
relation entre la pression p et la densité de matière ρ. Ceci permet alors, à l’aide de (3.22),
de tirer ρ en fonction de a. En injectant ensuite dans (3.21), on obtient a en fonction de
t, a(t). On adopte généralement une équation d’état de la forme :

p = wρ, (3.23)
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avec w indépendant de t. L’équation (3.22) se simplifie alors en

ρt = −3 (1 + w)
at
a
ρ, (3.24)

ce qui donne ρ en terme du facteur d’échelle a

ρ ∝ a−3(1+w) (3.25)

Dans le cas d’une matière sombre froide p = 0. Par conséquent, w = 0 et (3.25) se simplifie
en

ρ ∝ a−3. (3.26)

Il s’ensuit que
ρ

ρ0
=
³a0
a

´3
. (3.27)

En reportant (3.27) dans (3.21), on obtient

a2t + k =
1

3

µ
8πGρ0

³a0
a

´3
+ Λ

¶
a2 (3.28)

ou, en travaillant dans un système d’unités où 8πG = 1

a2t = A/a+ Λa2/3− k, (3.29)

avec A = a30ρ0/3, ou bien encore en prenant la racine carrée

at =
p
A/a+ Λa2/3− k. (3.30)

Comme a(t) est une fonction monotone de t, on peut donc parler de son inverse t(a) et
l’équation pour t(a) s’écrit

dt/da = 1/
p
A/a+ Λa2/3− k. (3.31)
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Chapitre 4

Métrique de Schwarzschild- de
Sitter ou métrique de Kottler

L’élément de temps propre au carré correspondant à la forme la plus générale de la
métrique dans le cas statique à symétrie sphérique est donné par

dτ2 = B(r)dt2 −A(r)dr2 − r2dΩ2, (4.1)

où A(r) et B(r) sont des fonctions de r seul. En identifiant avec

dτ2 = gµν(x)dx
µdxν , (4.2)

on déduit les compsantes covariantes non nulles du tenseur métrique

gtt = B(r), grr = −A(r), gθθ = −r2, gϕϕ = −r2sin2θ. (4.3)

Comme le tenseur métrique est diagonal, le tenseur métrique inverse l’est également et
les composantes contravariantes du tenseur métrique sont simplement les inverses des
composantes covariantes correspondantes. Plus explicitement,

gtt = 1/B(r), grr = −1/A(r), gθθ = −1/r2, gϕϕ = −1/ ¡r2sin2θ¢ . (4.4)

En tenant compte de l’expression de la connexion affine

Γλµν =
1

2
gλρ (∂µgρν + ∂νgµρ − ∂ρgµν) , (4.5)
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les symboles de Christoffel non nuls correspondant à la métrique, équations (4.3) et (4.4),
sont donnés par

Γttr = Γtrt =
B0(r)
2B(r)

,

Γrtt =
B0(r)
2A(r)

, Γrrr =
A0(r)
2A(r)

, Γrθθ = −
r

A(r)
, Γrϕϕ = − r

A(r)
sin2 θ,

Γθrθ = Γθθr = 1/r, Γθϕϕ = − sin θ cos θ,
Γϕrϕ = Γϕϕr = 1/r, Γϕθϕ = Γϕϕθ = cot θ. (4.6)

Les composantes non nulles du tenseur de Ricci Rµν sont les composantes diagonales
données par

Rtt =
−B00(r)
2A(r)

+
1

4

B0(r)
A(r)

µ
A0(r)
A(r)

+
B0(r)
B(r)

¶
− B0(r)

rA(r)
, (4.7)

Rrr =
B00(r)
2B(r)

− 1
4

B0(r)
B(r)

µ
A0(r)
A(r)

+
B0(r)
B(r)

¶
− A0(r)

rA(r)
, (4.8)

Rθθ = −1 + r

2A(r)

µ
−A

0(r)
A(r)

+
B0(r)
B(r)

¶
+

1

A(r)
, (4.9)

Rϕϕ = sin2 θ

µ
−1 + r

2A(r)

µ
−A

0(r)
A(r)

+
B0(r)
B(r)

¶
+

1

A(r)

¶
, (4.10)

où on a fait usage de la définition générale du tenseur de Ricci Rµν

Rµν := Rλ
µλν = gλσRλµσν , (4.11)

ainsi que de l’expression de la forme complètement covariante du tenseur de courbure
Rλµσν

Rλµσν :=
1

2

µ
∂2gλσ
∂xµ∂xν

− ∂2gµσ
∂xλ∂xν

− ∂2gλν
∂xµ∂xσ

+
∂2gµν
∂xλ∂xσ

¶
+ gζξ

³
ΓζλσΓ

ξ
µν − ΓζλνΓξµσ

´
.

(4.12)
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4.1 Métrique de Kottler à l’extérieur de la distribution de
matière

Les équations d’Einstein dans le vide, en présence d’une constante cosmologique Λ,
s’écrivent alors comme

Rtt = ΛB(r), (4.13)

Rrr = −ΛA(r), (4.14)

Rθθ = −Λr2, (4.15)

Rϕϕ = −Λr2 sin2 θ. (4.16)

avec Rtt, Rrr, Rθθ et Rϕϕ données respectivement par (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10).
En combinant les équations d’Einstein pour Rtt et Rrr, (4.13) et (4.14) respectivement,

on aboutit à
Rtt

B(r)
+

Rrr

A(r)
= − 1

rA(r)

µ
A0(r)
A(r)

+
B0(r)
B(r)

¶
= 0,

ou, en multipliant par −rA(r)2B(r),
A0(r)B(r) +A(r)B0(r) = 0,

d’où on déduit que
A(r)B(r) = Cte.

Considérons d’abord le cas Λ = 0, c’est à dire la métrique de Schwarzschild. Si on impose à
la métrique de tendre vers la métrique de Minkowski pour r tendant vers l’infini. Autrement
dit, si on impose à la métrique d’être asymptotiquement plate, alors

B(r)→ 1, A(r)→ 1, (4.17)

ce qui fixe la valeur de Cte à 1. Il s’ensuit que A(r)B(r) = 1 et par conséquent A(r) =
1/B(r). L’équation d’Einstein pour Rθθ ,(4.15), se réduit alors à

d

dr
[rB(r)] = 1,

qui s’intègre en

B(r) = 1 +
Cte0

r
,

où Cte0 est une constante à déterminer. Pour déterminer la constante Cte0, considérons la
limite d’un champ faible statique créé par une distribution de masse non relativiste. Dans
ce cas, gtt doit se réduire à

gtt = 1 + 2φ(r),
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où φ(r) est le potentiel gravitationnel de Newton, qui à une distance r du centre d’une
masse sphérique M est donné par

φ = −G M

r
,

où G est la constante de Newton. Il s’ensuit que

Cte0 = −2 G M.

Ceci détermine complètement la métrique de schwarzschild à l’extérieur de la distribution
de matière, l’élément de temps propre au carré prenant alors la forme

dτ2 = B(r)dt2 −B(r)−1dr2 − r2dΩ2, (4.18)

avec

B(r) = 1− 2GM
r

. (4.19)

Considérons maintenant le cas avec constante cosmologique Λ. L’équation d’Einstein pour
Rθθ, (4.15), se réduit alors à

d

dr
[rB(r)] = Cte

¡
1− Λr2¢ ,

qui s’intègre en

B(r) = Cte

µ
1− Λ

3
r2 +

Cte0

r

¶
,

où Cte et Cte0 sont des constantes à déterminer. Pour r suffisamment petit B(r) peut être
approximé par :

B(r) ' Cte

µ
1 +

Cte0

r

¶
.

En comparant alors à l’expression de B(r) correspondant à la solution de Schwarzschild

B(r) = 1− 2 G M

r
,

on aboutit à
Cte = 1, Cte0 = −2 G M, (4.20)

ce qui détermine complètement la métrique de Kottler [8] à l’extérieur de la distribution
de matière, l’élément de temps propre au carré prenant alors la forme

dτ2 = B(r)dt2 −B(r)−1dr2 − r2dΩ2, (4.21)

avec

B(r) = 1− 2GM
r
− Λ
3
r2. (4.22)
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4.2 Equations de la géodésique à l’extérieur de la distribu-
tion de matière

Dans le cas à symétrie sphérique, le mouvement se fait dans un plan, qu’on peut
choisir comme étant le plan équatorial θ = π

2 . En utilisant les expressions des symboles de
Christoffel, (4.6), et en tenant compte du fait que A(r) = 1/B(r), avec B(r) donné par
(4.22), les équations des géodésiques

d2xλ

dp2
+ Γλµν

dxµ

dp

dxν

dp
= 0

s’écrivent

ẗ+
B0(r)
B(r)

ṫ ṙ = 0, (4.23)

r̈ +
1

2
B(r)B0(r) ṫ2 − 1

2

B0(r)
B(r)

ṙ2 − rB(r) ϕ̇2 = 0, (4.24)

ϕ̈+
2

r
ṙ ϕ̇ = 0, (4.25)

où

˙ :=
d

dp

Par intégration, les équations (4.23) et (4.25), après redéfinition du paramètre affine p,
donnent respectivement

ṫ =
1

B(r)
=

µ
1− 2GM

r
− Λ
3
r2
¶−1

, (4.26)

et

ϕ̇ =
J

r2
, (4.27)

où la constante d’intégration J est interprétée comme un moment cinétique par unité de
masse. En remplaçant ṫ et ϕ̇ par leurs expressions respectives (4.26) et (4.27) dans (4.24),
on obtient

d2r

dp2
− 1
2

B0

B
ṙ2 − J2B

r3
+
1

2

B0

B
= 0.

En multipliant l’équation précédente par 2 ṙ
B , on arrive à

1

B

dṙ2

dp
+

d
¡
1
B

¢
dp

ṙ2 + J2
d
¡
1
r2

¢
dp

− d
¡
1
B

¢
dp

= 0,
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qui peut également se mettre sous la forme

d

dp

µ
1

B
ṙ2 +

J2

r2
− 1

B

¶
= 0,

dont l’intégration donne
1

B
ṙ2 +

J2

r2
− 1

B
= −E, (4.28)

où la constante d’intégration E s’interprète comme une énergie par unité de masse. Consi-
dérons l’élément invariant d’espace-temps, ou plutôt son carré dτ2. Nous avons

dτ2 = B dt2 − 1

B
dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdϕ2. (4.29)

Si on tient compte du fait que θ = π
2 , ainsi que des relations (4.26), (4.27) et (4.28),

l’expression de dτ2, (4.29), se réduit à

dτ2 = E dp2. (4.30)

Dans le cas du photon, et de toute particule de masse nulle, dτ2 = 0 et par conséquent
E = 0. L’équation (4.28) se simplifie alors en

1

B
ṙ2 +

J2

r2
− 1

B
= 0, (4.31)

d’où on tire une expression pour ṙ2

ṙ2 = 1− J2B

r2
, (4.32)

d’où

ṙ = ±
r
1− J2B

r2
. (4.33)

En divisant (4.33) par (4.27), nous obtenons

dr

dϕ
=

ṙ

ϕ̇
= ±r

r
r2

J2
−B. (4.34)

Au périlens, c’est à dire lorsque la coordonnée r a atteint sa valeur minimale rp

dr

dϕ

¯̄̄̄
r=rp

= 0. (4.35)

Il s’ensuit une expression pour J
J =

rpp
B (rp)

. (4.36)
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En remplaçant J par son expression (4.36) dans (4.34), on obtient après quelques mani-
pulations simples

dr

dϕ
= ±r

s
r2

r2p
− 1

s
1− 2GM

r
− 2GM

rp

r

r + rp
(4.37)

ou encore
dϕ

dr
= ± 1

r
q

r2

r2p
− 1

µ
1− 2GM

r
− 2GM

rp

r

r + rp

¶−1/2
. (4.38)

Remarquons que la constante cosmologique Λ a complètement disparu de l’expression de
dϕ
dr . D’ailleurs, l’expression (4.38) est identique à celle obtenue dans le cadre de la métrique
de Schwarzschild. La disparition de la constante cosmologique de l’expression de dϕ

dr est
un simple accident de calcul, qui a été à l’origine de la croyance, longtemps répandue,
que la constante cosmologique n’avait pas d’influence sur le phénomène de la déflexion
de la lumière [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Cette croyance a été par la suite remise en
cause suite aux travaux d’Ishak et Rindler [17], ce qui donna lieu à une grande polémique
[18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Notons finalement que dans le cas d’une
masse non nulle la constante cosmologique ne disparait pas. Dérivons maintenant une
expression pour dt

dr . Nous avons en tenant compte des relations (4.26) et (4.27) ainsi que
de l’expression (4.38)

dt

dr
=

dt

dϕ

dϕ

dr
= ±

p
B (rp)

B (r)

q
1− r2p

r2

µ
1− 2GM

r
− 2GM

rp

r

r + rp

¶−1/2
. (4.39)

Remarquons que dans l’expression de dt
dr , (4.39), la constante cosmologique Λ est bien

présente. La relation (4.39) constitue le point de départ du calcul du temps de retard dans
le cadre de la métrique de Kottler [30]. Notons que d’autres calculs de temps de retard [31]
ont été réalisés dans le cadre d’un modèle plus réaliste, en l’occurence le modèle d’Einstein-
Straus [32, 33, 34], résultant du raccordement de la métrique de Kottler à l’intérieur d’une
vacuole à la métrique de Friedmann-lemaître-Robertson-Walker à l’extérieur de la vacuole.

4.3 Métrique de Kottler à l’intérieur de la distribution de
matière dans le modèle fuide parfait

Considérons maintenant les équations d’Einstein à l’intérieur de la distribution de
matière, supposée statique et à symétrie sphérique. Les équations d’Einstein s’écrivent
alors

Rµν − 1
2
gµνR+ Λgµν = −8πGTµν . (4.40)
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Tµν est le tenseur d’énergie impulsion. Dans le cas d’un fluide parfait Tµν a comme ex-
pression

Tµν = (P + ρ)uµuν − Pgµν . (4.41)

Il est facile de montrer que

T00 = ρB(r), (4.42)

Tii = −Pgii, (4.43)

T := Tµ
µ = −3P + ρ. (4.44)

En explicitant les équations d’Einstein (4.40), nous obtenons

Rtt − 1
2
BR+ ΛB = −8πGρB, (4.45)

Rrr +
1

2
AR− ΛA = −8πGP A, (4.46)

−Rθθ

r2
− 1
2
R+ Λ = 8πGP. (4.47)

En faisant usage de l’expression du scalaire de courbure R,

R =
1

B
Rtt − 1

A
Rrr − 2

r2
Rθθ, (4.48)

et en tenant compte des expressions de Rtt, (4.7), Rrr, (4.8), et Rθθ, (4.9), en termes de B
et de A, les équations (4.45) et (4.46) peuvent être réécrites après quelques manipulations
simples comme

1

r2
− 1

r2
d

dr

³ r
A

´
− Λ = 8πGρ (4.49)

et

− 1
r2
+

1

r2A
+

1

rAB

dB

dr
+ Λ = 8πGP (4.50)

respectivement. Ceci d’une part. D’autre part, la conservation du tenseur d’énergie-impulsion
se traduit par la nullité de sa dérivée covariante :

DµT
µν = 0. (4.51)

En utilisant la définition de la dérivée covariante, la relation (4.51) peut être réécrite
comme

∂µT
µν + ΓµµρT

ρν + ΓνµρT
µρ = 0. (4.52)

Pour ν = t, la relation (4.52) se réduit, en tenant compte du fait que le tenseur d’énergie-
impulsion est diagonal, à

∂tT
tt + ΓµµtT

tt + Γt µµT
µµ = 0. (4.53)
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Mais les symboles de Christoffel Γµµt et Γ
t
µµ sont tous nuls et la relation (4.53) se simplifie

en
∂t

³ ρ
B

´
= 0, (4.54)

où on a tenu compte de l’expression de T tt

T tt =
ρ

B
. (4.55)

Comme B est une fonction de r seul, (4.54) se réduit à

∂ρ

∂t
= 0. (4.56)

Pour ν = r, la relation (4.52) se réduit, en tenant compte du fait que le tenseur d’énergie-
impulsion est diagonal, à

∂rT
rr +

³
Γt tr + Γ

r
rr + Γ

θ
θr + Γ

ϕ
ϕr

´
T rr +

ΓrttT
tt + ΓrrrT

rr + ΓrθθT
θθ + ΓrϕϕT

ϕϕ = 0. (4.57)

ou bien encore

∂rT
rr +

³
Γt tr + 2Γ

r
rr + Γ

θ
θr + Γ

ϕ
ϕr

´
T rr +

ΓrttT
tt + ΓrθθT

θθ + ΓrϕϕT
ϕϕ = 0. (4.58)

En tenant compte des expressions des symboles de Christoffel, (4.6), de celle de T tt, (4.55),
et également des expressions de T rr, de T θθ et de Tϕϕ données respectivement par

T rr = −Pgrr = P

A
, (4.59)

T θθ = −Pgθθ = P

r2
, (4.60)

Tϕϕ = −Pgϕϕ = P

r2 sin2 θ
, (4.61)

où on a fait usage de l’expression du tenseur métrique inverse gµν , (4.4), on obtient fina-
lement

∂rP +
B0

2B
(P + ρ) = 0. (4.62)

Pour ν = θ et ν = ϕ, on peut vérifier que la relation (4.52) est identiquement satisfaite.
Considérons le cas d’un fluide incompressible (étoile de Schwarzschild) caractérisé par
ρ = cste et P = P (r). La relation (4.62) peut alors être réécrite comme

∂r (P + ρ) +
B0

2B
(P + ρ) = 0. (4.63)
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Comme la conservation du tenseur d’énergie-impulsion est une conséquence des équations
d’Einstein, l’équation (4.63) est une conséquence des équations d’Einstein (4.45), (4.46)
et (4.47). Autrement dit, l’équation (4.63) est une combinaison appropriée des équations
d’Einstein (4.45), (4.46) et (4.47). Il est en fait plus avantageux de travailler avec le système
d’équations (4.45), (4.46) et (4.63) qu’avec le système d’équations (4.45), (4.46) et (4.47)
qui lui est strictement équivalent. Nous allons travailler avec le système d’équations

1

r2
− 1

r2
d

dr

³ r
A

´
− Λ = 8πGρ (4.64)

− 1
r2
+

1

r2A
+

1

rAB

dB

dr
+ Λ = 8πGP (4.65)

obtenues respectivement à partir de (4.45) et (4.46) après quelques manipulations simples,
et

∂r (P + ρ) +
B0

2B
(P + ρ) = 0. (4.66)

En multipliant (4.64) par r2, on aboutit à

− d

dr

³ r
A

´
+ 1− (Λ+ 8πGρ) r2 = 0, (4.67)

qui s’intègre en

− r

A
+ r − 1

3
(Λ+ 8πGρ) r3 = Cste, (4.68)

La constante Cste est déterminée en évaluant (4.68) pour r = R et en imposant à A(r)
d’être continue sur la sphère r = R. La continuité de A(r) en r = R implique que

A(R) =

µ
1− 2GM

R
− 1
3
ΛR2

¶−1
. (4.69)

En tenant compte de la relation liant la masse M à la densité ρ et au rayon R de la
distribution de matière

M =
4

3
πR3ρ,

la relation (4.69) se réduit à

A(R) =

µ
1− 1

3
(8πGρ+ Λ)R2

¶−1
. (4.70)

En évaluant maintenant (4.68) pour r = R et en tenant compte de (4.70), on aboutit à

−R
µ
1− 1

3
(8πGρ+ Λ)R2

¶
+R− 1

3
(Λ+ 8πGρ)R3 = Cste, (4.71)
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d’où on déduit que Cste = 0. Il s’ensuit que

− r

A
+ r − 1

3
(Λ+ 8πGρ) r3 = 0, (4.72)

d’où l’expression de A(r)

A(r) =

µ
1− 1

3
(Λ+ 8πGρ) r2

¶−1
, (4.73)

Si on pose, en suivant les notations de Schücker [35],

w (r) :=
p
1− γr2, (4.74)

avec
γ :=

1

3
(Λ+ 8πGρ) , (4.75)

alors A(r) peut être mis sous la forme

A(r) =
1

w2
. (4.76)

Considérons maintenant l’équation (4.63) qu’on peut mettre sous la forme

(ρ+ P )0

(ρ+ P )
= −1

2

B0

B
(4.77)

ou
d

dr
log (ρ+ P ) = −1

2

d logB

dr
, (4.78)

qui s’intègre en
log (ρ+ P ) = logB−1/2 + Cste, (4.79)

ou encore
(ρ+ P ) = Cste0

1√
B
. (4.80)

De nouveau la constante d’intégration Cste0 est déterminée en évaluant (4.80) en r = R et
en imposant à la pression P (r) d’être continue sur la sphère r = R. Comme la pression à
l’extérieur de la distribution est identiquement nulle, l’exigence de continuité de la pression
P (r) implique que cette dernière doit être également nulle sur la surface de la sphère de
distribution de matière r = R. Donc,

P (R) = 0. (4.81)
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Par conséquent, en reportant dans (4.80)

ρ+ P (R) = ρ = Cste0
1p
B(R)

,

d’où la valeur de la constante Cste0

Cste0 = ρ
p
B(R). (4.82)

Il s’ensuit que
Cste0 = ρ

p
B(R). (4.83)

Par conséquent

ρ+ P (r) = ρ

p
B(R)p
B(r)

,

d’où l’expression de P (r) en terme de B(r)

P (r) = ρ

Ãp
B(R)p
B(r)

− 1
!
. (4.84)

Mais
B(R) =

1

A(R)
= 1− 1

3
(Λ+ 8πGρ)R2 = w(R)2 = K2,

où, en suivant toujours les notations de Schücker [35], on a posé

K := w(R), (4.85)

ce qui permet de réécrire (4.84) sous la forme

P (r) = ρ

Ã
Kp
B(r)

− 1
!
. (4.86)

Remplaçons maintenant A(r) et P (r) par leurs expressions respectives (4.76) et (4.86)
dans (4.65). Nous obtenons

1

r
w(r)2

B0(r)
B(r)

− γ + (Λ+ 8πGρ)− 8πGρKp
B(r)

= 0,

ou, en faisant usage de la définition de γ, (4.75),

1

r
w(r)2

B0(r)
B(r)

+ 2γ − 8πGρKp
B(r)

= 0. (4.87)
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En multipliant (4.87) par
p
B(r), on arrive à

1

r
w(r)2

B0(r)p
B(r)

+ 2γ
p
B(r)− 8πGρK = 0. (4.88)

Mais
B0(r)p
B(r)

=
d

dr

³
2
p
B(r)

´
,

ce qui nous permet de mettre l’équation (4.88) sous la forme

1

r
w(r)2

d

dr
2
p
B(r) + 2γ

p
B(r) = 8πGρK, (4.89)

qui est une équation différentielle du premier ordre pour
√
B avec second membre. Comme

il est bien connu, la solution générale de (4.89) est la somme de la solution générale de
(4.89) sans second membre et d’une solution particulière de (4.89) avec second membre.
Il est clair que (4.89) admet une solution particulière sous forme de constante.p

B(r) = C.

Pour déterminer la constante C remplaçons dans (4.89). On obtient

2γC = 8πGρK,

d’où

C =
8πGρK

2γ
= αK,

où, de nouveau nous avons posé, en accord avec les notations de Schücker, [35],

α :=
8πGρ

2γ
. (4.90)

Donc p
B(r) = αK, (4.91)

est une solution particulière de (4.89). Considérons maintenant la solution générale de

1

r
w(r)2

d

dr
2
p
B(r) + 2γ

p
B(r) = 0. (4.92)

Mais

2γ = −1
r

dw2

dr
,
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ce qui nous permet de réécrire (4.92) sous la forme

1

r
w(r)2

d

dr
2
p
B(r)− 1

r

dw2

dr

p
B(r) = 0, (4.93)

qu’on peut aussi aussi réécrire, en multipliant par r
2w2

√
B
, comme

d
dr

p
B(r)p
B(r)

=
1

2

dw2

dr

w2
, (4.94)

ou encore
d

dr
log
p
B(r) =

1

2

d logw2

dr
, (4.95)

qui s’intègre en
log
p
B(r) = logw(r) +Cste, (4.96)

ou p
B(r) = Cste0w(r). (4.97)

La solution générale de (4.89) est doncp
B(r) = Cste0w(r) + αK. (4.98)

Pour déterminer la constante d’intégration Cste0, on évalue la relation précédente pour
r = R en faisant de nouveau usage de la condition aux limites

p
B(R) = K, ce qui donne

K = (Cste0 + α)K,

d’où

Cste0 = 1− α =
−168πGρ+ Λ

3

γ
,

En suivant les mêmes notations que ceux de Schücker [35], on définit le paramètre β comme

β := 1− α =
−168πGρ+ Λ

3

γ
, (4.99)

et
p
B(r), (4.98), s’écrit, en tenant compte des conditions aux limites, commep

B(r) = βw(r) + αK, (4.100)

ou
B(r) = (βw(r) + αK)2 , (4.101)

49



En substituant à B(r) son expression, (4.101), dans celle de P (r), (4.86), on obtient pour
expression finale de P (r)

P (r) = ρ

µ
K

βw + αK
− 1
¶
. (4.102)

Les expressions de A(r), (4.76), B(r), (4.101), et P (r), (4.102), ainsi obtenues sont iden-
tiques à ceux obtenues par Schücker [35] et d’autres auteurs [36, 37].

Dans le cas où Λ = 0, c’est à dire en l’absence de constante cosmologique, les paramètres
γ, (4.75), α, (4.90), et β, (4.99), se réduisent à

γ =
1

3
8πGρ, α =

1
28πGρ
1
38πGρ

=
3

2
, β =

−168πGρ
1
38πGρ

= −1
2
, (4.103)

et les expressions de A(r), (4.76), B(r), (4.101), et P (r), (4.102), se simplifient respecti-
vement en

A(r) =

µ
1− 1

3
8πGρr2

¶−1
, (4.104)

B(r) =
3

2

µ
1− 1

3
8πGρR2

¶1/2
− 1
2

µ
1− 1

3
8πGρr2

¶1/2
, (4.105)

P (r) = ρ

Ã
− ¡1− 1

38πGρR
2
¢1/2

+
¡
1− 1

38πGρr
2
¢1/2

3
¡
1− 1

38πGρR
2
¢1/2 − ¡1− 1

38πGρr
2
¢1/2

!
. (4.106)

4.4 Equations de la géodésique à l’intérieur de la distribu-
tion de matière dans le modèle fuide parfait

En utilisant les expressions des symboles de Christoffel, (4.6), et en tenant compte des
expressions de A(r), (4.73), et de B(r), (4.101), les équations de la géodésique

d2xλ

dp2
+ Γλµν

dxµ

dp

dxν

dp
= 0

s’écrivent

ẗ+
B0(r)
B(r)

ṫ ṙ = 0, (4.107)

r̈ +
B0(r)
2A(r)

ṫ2 +
A0(r)
2A(r)

ṙ2 − r

A(r)
ϕ̇2 = 0, (4.108)

ϕ̈+
2

r
ṙ ϕ̇ = 0. (4.109)
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Une première intégration des équations de la géodésique (4.107) et (4.109), donne
respectivement

ṫ =
1

B(r)
, (4.110)

et

ϕ̇ =
D

r2
, (4.111)

où D est une constante d’intégration. En remplaçant ensuite ṫ et ϕ̇ par leurs expressions
respectives (4.110) et (4.111) dans (4.108) et en intégrant, on obtient

A (r) ṙ2 − 1

B (r)
+

D2

r2
= −E, (4.112)

où E est une constante d’intégration. Dans le cas où on s’intéresse à la géodésique du
photon, c’est à dire au cas sans masse, E = 0 et (4.112) se réduit à

A (r) ṙ2 − 1

B (r)
+

D2

r2
= 0 (4.113)

ou

ṙ2 =
1

A (r)B (r)
− D2

r2A (r)
. (4.114)

En divisant (4.114) par le carré de (4.111), on obtientµ
dr

dϕ

¶2
=

r2

A (r)B (r)

µ
r2

D2
−B (r)

¶
, (4.115)

d’où µ
dr

dϕ

¶
= ± rp

A (r)B (r)

µ
r2

D2
−B (r)

¶1/2
. (4.116)

On peut réécrire (4.115) sous la formeµ
r
dϕ

dr

¶−2
=

1

A (r)

µ
r2

B (r)D2
− 1
¶
. (4.117)

Si on définit

C :=

µ
R
dϕ

dr
(R)

¶−2
, (4.118)

alors

C =
1

A (R)

µ
R2

B (R)D2
− 1
¶
,
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ce qui nous permet de tirer une expression de D en terme de C et d’éliminer ainsi la
constante d’intégration D dans (4.117). Nous obtenons ainsi :µ

r
dϕ

dr

¶−2
=

1

A (r)

µ
r2

R2
1

B (r)
(C +B (R))− 1

¶
. (4.119)

Développons le membre de droite de (4.119). Développons pour cela l’expression de B(r),
(4.101). Nous avons à des termes d’ordre deux inclus :

B (r) = 1 +
1

6
8πGρr2 − 1

3
Λr2 − 1

2
8πGρR2 +

1

48

¡
8πGρr2

¢2 − 1

24

¡
8πGρr2

¢ ¡
Λr2

¢
+

1

48

¡
8πGρR2

¢2 − 1

24

¡
8πGρR2

¢ ¡
ΛR2

¢−
1

24

¡
8πGρr2

¢ ¡
8πGρR2

¢
+
1

12

¡
8πGρr2

¢ ¡
ΛR2

¢
. (4.120)

On en déduit le développement de 1/B(r) à des termes d’ordre deux inclus

1

B (r)
= 1− 1

6
8πGρr2 +

1

3
Λr2 +

1

2
8πGρR2 +

1

144

¡
8πGρr2

¢2 − 5

72

¡
8πGρr2

¢ ¡
Λr2

¢
+

11

48

¡
8πGρR2

¢2
+
1

24

¡
8πGρR2

¢ ¡
ΛR2

¢−
1

8

¡
8πGρr2

¢ ¡
8πGρR2

¢
+
1

4

¡
8πGρr2

¢ ¡
ΛR2

¢
+
1

9

¡
Λr2

¢2
. (4.121)

En replaçant A(r) et B(R) par leurs expressions respectives (4.76) et

B(R) =
1

A(R)
= 1− 1

3
(Λ+ 8πGρ)R2, (4.122)

dans (4.119), on obtientµ
r
dϕ

dr

¶−2
=

µ
1− 1

3
(Λ+ 8πGρ)R2

¶µ
r2

R2
1

B (r)

µ
C + 1− 1

3
(Λ+ 8πGρ)R2

¶
− 1
¶
.

(4.123)
En remplaçant ensuite 1/B(r) par son développement jusqu’à l’ordre deux inclus, (4.121),
dans (4.123), on obtient
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µ
r
dϕ

dr

¶−2
=

µ
1− 1

3
(Λ+ 8πGρ)R2

¶·
r2

R2

µ
C + 1− 1

3
(Λ+ 8πGρ)R2

¶
µ
1− 1

6
8πGρr2 +

1

3
Λr2 +

1

2
8πGρR2 +

1

144

¡
8πGρr2

¢2−
5

72

¡
8πGρr2

¢ ¡
Λr2

¢
+
11

48

¡
8πGρR2

¢2
+
1

24

¡
8πGρR2

¢ ¡
ΛR2

¢−
1

8

¡
8πGρr2

¢ ¡
8πGρR2

¢
+
1

4

¡
8πGρr2

¢ ¡
ΛR2

¢
+
1

9

¡
Λr2

¢2¶− 1¸ .
(4.124)

En développant (4.124), en ne retenant que les termes jusqu’à l’ordre deux inclus et en
regroupant les termes selon les différents ordres, on obtientµ

r
dϕ

dr

¶−2
= −1 + r2

R2
(C + 1) +

1

2
(C + 1)

µ
1− r2

R2

¶¡
8πGρr2

¢
+

1

8

·
−7
3
C − 1 + 1

2
(C + 1)

r2

R2
+
1

2

µ
11

3
C + 1

¶
R2

r2

¸ ¡
8πGρr2

¢2
+

1

4

·
1

6
(C − 3) + 1

3
(C + 3)

r2

R2
− 1
2
(C + 1)

r4

R4

¸ ¡
8πGρr2

¢ ¡
ΛR2

¢
.

(4.125)

Dans (4.125), la première ligne correspond aux termes d’ordre zéro, la deuxième ligne aux
termes d’ordre un (terme en 8πGρr2 et les troisième et quatrième lignes aux termes d’ordre
deux (termes en

¡
8πGρr2

¢2 et en ¡8πGρr2¢ ¡ΛR2¢ repectivement). Il vaut ici la peine de
noter que contrairement à la solution extérieure, la constante cosmologique apparait ici

explicitement dans l’expression de
³
r dϕdr

´−2
, (4.125), à l’occasion de termes du second ordre

(termes en
¡
8πGρr2

¢ ¡
ΛR2

¢
). Il vaut la peine de noter que nous retrouvons exactement

les mêmes résultats que ceux obtenus par Schücker, [35].
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4.5 Métrique de Kottler à l’intérieur de la distribution de
matière : cas général

En fait, on peut montrer que le tenseur d’énergie-impulsion Tµν le plus général corres-
pondant au cas statique à symétrie sphérique est de la forme

Tµν =


ρ
B q 0 0

q Pr
A 0 0

0 0 Pa
r2 0

0 0 0 Pa
r2 sin2 θ

 , (4.126)

où ρ, Pr, Pa et q sont des fonctions de r uniquement. Le fait que le tenseur de Ricci
n’admette que des composantes diagonales implique que la fonction q doit s’annuler. Si on
considère le cas d’un fluide incompressible, ρ doit alors être constant. Le tenseur d’énergie-
impulsion, (4.126), se simplifie alors en

Tµν =


ρ

B(r) 0 0 0

0 Pr(r)
A(r) 0 0

0 0 Pa(r)
r2 0

0 0 0 Pa(r)
r2 sin2 θ

 . (4.127)

Nous avons donc ici deux pressions : une pression dite radiale Pr et une pression dite
azimuthale Pa. En exigeant de nouveau que la dérivée covariante du tenseur d’énergie-
impulsion s’annule

DµT
µν := ∂µT

µν + ΓµλµT
λν + ΓνλµT

µλ = 0. (4.128)

Pour ν = t, θ, ϕ, on obtient respectivement

∂tρ = 0, (4.129)

∂θPa = 0, (4.130)

∂ϕPa = 0, (4.131)

qui sont identiquement satisfaites vu que ρ ne dépend pas de t et que Pa ne dépend ni de
θ, ni de ϕ. Pour ν = r, (4.128) donne

P 0r +
B0

2B
(Pr + ρ) + 2

Pr − Pa
r

= 0. (4.132)

Donc si on compare au cas avec une seule pression Pr = Pa = P , l’équation (4.64) demeure
inchangée. Dans l’équation (4.65), il faut juste remplacer P par la pression radiale Pr.
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Finalement, l’équation (4.63) doit être remplacée par (4.132). Autrement dit, on doit
considérer le système d’équations

1

r2
− 1

r2
d

dr

³ r
A

´
− Λ = 8πGρ, (4.133)

− 1
r2
+

1

r2A
+

1

rAB

dB

dr
+ Λ = 8πGPr (4.134)

et

P 0r +
B0

2B
(Pr + ρ) + 2

Pr − Pa
r

= 0. (4.135)

L’expression de A(r) sera donc identique à celle obtenue précédemment (4.104) Nous avons
donc ici trois fonctions de r à déterminer : B(r), Pr(r) et Pa(r), mais nous ne disposons
que de deux équations (4.134) et (4.135). Nous devons donc nous donner une relation
entre les les deux paramètres Pr et Pa. Pour illustrer la procédure à suivre, considérons
une relation du type

Pa = bPr, . (4.136)

où b est une constante. L’équation (4.132) se réduit dans ce cas à

P 0r +
·
B0

2B
+
2 (1− b)

r

¸
Pr = − B0

2B
ρ (4.137)

Considérons la solution générale de l’équation sans second membre

P 0r +
·
B0

2B
+
2 (1− b)

r

¸
Pr = 0, (4.138)

qu’on peut également mettre sous la forme

P 0r
Pr
= −

·
B0

2B
+
2 (1− b)

r

¸
, (4.139)

qui s’intègre en
logPr = logB

−1/2 + log r−2(1−b) +Cste, (4.140)

ou en prenant l’exponentiel des deux membres

Pr = Cste0B−1/2r−2(1−b). (4.141)

Cste et Cste0 sont des constantes d’intégration. Cherchons maintenant une solution par-
ticulière de (4.137) avec second membre. Pour celà, utilisons la méthode de la variation
de la constante. Ceci revient à chercher une solution sous la forme

Pr = E(r)B−1/2r−2(1−b). (4.142)
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En remplaçant dans (4.137), on aboutit à une équation différentielle du premier ordre pour
E(r)

dE(r)

dr
= −

dB
dr

2B1/2
r−2(b−1)ρ, (4.143)

qui s’intègre en

E(r) = −ρ
Z r dB(r0)

dr0

2B1/2(r0)
r0−2(b−1) dr0. (4.144)

Il s’ensuit que la solution générale de (4.137) est donnée par

Pr = Cste0B−1/2(r)r−2(1−b) − ρ

Z r dB(r0)
dr0

2B1/2(r0)
r0−2(b−1) dr0 B−1/2(r)r−2(1−b). (4.145)

Pour déterminer la constante Cste0, on impose à Pr(r) d’être continue sur la sphère r = R,
ce qui donne

Cste0 = ρ

Z R dB(r0)
dr0

2B1/2(r0)
r0−2(b−1) dr0. (4.146)

Il en résulte une expression de Pr en terme de B(r)

Pr(r) = ρ

ÃZ R dB(r0)
dr0

2B1/2(r0)
r0−2(b−1) dr0 −

Z r dB(r0)
dr0

2B1/2(r0)
r0−2(b−1) dr0

!
B−1/2(r)r−2(1−b)

(4.147)
En remplaçant Pr(r) par son expression en terme de B(r), (4.147), dans (4.134), nous
obtenons

− 1
r2
+

1

r2A
+

1

rAB

dB

dr
+ Λ = 8πGρ

ÃZ R dB(r0)
dr0

2B1/2(r0)
r0−2(b−1) dr0−

Z r dB(r0)
dr0

2B1/2(r0)
r0−2(b−1) dr0

!
B−1/2(r)r−2(1−b).

(4.148)

L’équation (4.148) est une équation intégro-différentielle pour B(r), dont la résolution doit
se faire numériquement. Une fois la solution numérique pour B(r) obtenu, on obtiendra
une expression, également numérique, pour Pr(r) grâce à (4.147). On peut vérifier que pour
b = 1, on retrouve, comme il se doit, les expressions (4.101) et (4.102) respectivement pour
B(r) et P (r).
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Conclusion

Nous nous sommes attelés dans ce travail de mémoire de magister à redériver, dans le
cadre de la Relativité Générale d’Einstein, certaines métriques d’espace-temps. Ces mé-
triques sont intéressantes, notammment du point de vue de l’usage dont on fait en cosmo-
logie. Nous avons considéré les métriques correspondant à la symétrie maximale, à la base
du modèle standard de cosmologie. La symétrie maximale stipule que l’espace est homo-
gène et isotrope autour de chaque point d’espace. Autrement dit, tous les points d’espace
et toutes les directions autour de chaque point d’espace jouent le même rôle. L’exigence
de la symétrie maximale mène à la métrique de Friedmann-LeMaître-Robertson-Walker
(métrique FRLW) dans ses trois versions plate, sphérique et pseudo-sphérique. On dis-
tingue également les cas avec ou sans constante cosmologique Λ. Nous avons également
considéré des métriques statiques et à symétrie sphérique : Les métriques de Schwarzschild,
sans constante cosmologique, et de Kottler ou Schwarzschild-de Sitter, en présence d’une
constante cosmologique. Nous avons distingué les solutions extérieure et intérieures ( à
l’extérieur et à l’intérieur de la distribution de matière).

Notre travail s’est effectué en deux étapes. Dans un première étape, nous avons déter-
miné la forme la plus générale de la métrique satisfaisant à des symétries données. Pour ce
faire, nous avons fait usage de la méthode de Killing, qui constitue un outil rigoureux et
élégant pour implémenter les symétries. A chaque transformation continue est associé un
champ vectoriel de Killing. L’invariance sous la transformation continue en question im-
pliquant alors des équations que doivent satisfaire les composantes du tenseur métrique :
C’est l’équation de Killing pour la métrique. Dans cette première étape, aucune référence
n’est faite à la dynamique. Seule la cinématique de la Relativité Générale est utilisée.

Une fois déterminée la forme la plus générale d’une métrique satisfaisant à des symé-
tries données, nous avons dans une deuxième étape parachevé la détermination du tenseur
métrique. Pour arriver à nos fins, nous avons utilisé les équations d’Einstein. Pour ce faire,
nous avions besoin de connaître le tenseur d’énergie impulsion. A défaut de connaître ce
dernier, nous avons adopté des formes plus ou moins justifiées pour ce dernier. Nous avons
en particulier considéré le modèle du fluide parfait. Dans le cas statique à symétrie sphé-
rique, nous avons considéré en outre une forme plus générale du tenseur énergie impulsion.
Nous avons alors ramené le problème à la résolution d’une équation intégro-différentielle,
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que nous n’avons pas résolu.
L’usage de la méthode de Killing pour imposer des symétries qui est facultative dans le

cadre de la Relativité Générale d’Einstein, devient obligatoire dans le cadre de la théorie
d’Einstein-Cartan, lorsque on veut imposer des symétries à la connexion métrique. En
plus de la condition de métricité, la connexion métrique doit, pour respecter certaines
symétries, satisfaire à des équations de Killing, similaires aux équations de Killing pour la
métrique, une équation pour chaque symétrie respectée. Si on veut considérer par la suite
la théorie d’Einstein-Cartan, alors le travail effectué dans ce mémoire de magister aura
constitué une bonne préparation.

Il nous reste également à essayer de résoudre numériquement l’équation intégro-différentielle,
qui a résulté de l’utilisation de la forme la plus générale pour le tenseur d’énergie impulsion
respectant les symétries du problème dans le cas statique à symétrie sphérique.
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Annexe A

La métrique est invariante sous les rotations autour de l’axe oy si les relations suivantes,
dans un système de coordonées sphériques, sont satisfaitesµ

cosϕ
∂

∂θ
− sinϕ cot θ ∂

∂ϕ

¶
gµν +

∂ξθ

∂xµ
gθν +

∂ξϕ

∂xµ
gϕν +

∂ξθ

∂xν
gµθ +

∂ξϕ

∂xν
gµϕ = 0, (149)

avec

ξθ = cosϕ, ξϕ = − sinϕcos θ
sin θ

. (150)

En tenant compte du fait que ∂gµν/∂ϕ = 0, relation qui traduit l’invariance sous les
rotations autour de l’axe oz, (149) se simplifie en

cosϕ
∂

∂θ
gµν +

∂ξθ

∂xµ
gθν +

∂ξϕ

∂xµ
gϕν +

∂ξθ

∂xν
gµθ +

∂ξϕ

∂xν
gµϕ = 0. (151)

Explicitons la condition (151) pour les différentes valeurs de µ et de ν. Pour µ = ν = t et
µ = t, ν = r la relation (151) se simplifie respectivement en

cosϕ
∂

∂θ
gtt = 0, (152)

et

cosϕ
∂

∂θ
gtr = 0, (153)

ce qui signifie que gtt et gtr sont indépendants de θ. Considérons maintenant µ = t, ν = θ,
la relation (151) se réduit alors à

cosϕ

sinϕ

∂

∂θ
gtθ +

1

sin2 θ
gtϕ = 0. (154)

Il est clair que la relation (154) ne peut être satisfaite que si ∂
∂θgtθ et gtϕ sont séparément

nuls :
∂

∂θ
gtθ = 0, gtϕ = 0. (155)
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En exigeant que la condition (151) soit satisfaite pour µ = t, ν = ϕ, nous obtenons

cosϕ
∂

∂θ
gtϕ − sinϕgtθ − cosϕcos θ

sin θ
gtϕ = 0, (156)

qui, compte tenu de (155), implique que

gtθ = 0. (157)

Donc, pour résumer, nous sommes arrivés jusqu’ici aux conclusions

gtt = gtt (t, r) , gtr = gtr (t, r) , gtθ = 0, gtϕ = 0. (158)

La relation (151) donne pour µ = ν = r

cosϕ
∂

∂θ
grr = 0, (159)

qui signifie que grr est indépendant de θ, c’est à dire est uniquement fonction de t et de r

grr = grr (t, r) , (160)

et donne pour µ = ν = θ
cosϕ

sinϕ

∂

∂θ
gθθ + 2

1

sin2 θ
gθϕ = 0, (161)

qui ne peut être satisfaite que si

∂

∂θ
gθθ = 0, gθϕ = 0 (162)

ou
gθθ = gθθ (t, r) , gθϕ = 0. (163)

En tenant compte de (163), (151) sécrit pour µ = ν = ϕ comme

∂

∂θ
gϕϕ − 2cos θ

sin θ
gϕϕ = 0, (164)

qui s’intègre facilement en
gϕϕ = sin

2 θ C (t, r) , (165)

où C (t, r) est une fonction arbitraire de t et de r. Imposons maintenant la condition (151)
pour µ = r, ν = θ. Nous obtenons

cosϕ

sinϕ

∂

∂θ
grθ + 2

1

sin2 θ
grϕ = 0, (166)
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qui ne peut satifaite que si
∂

∂θ
grθ = 0, grϕ = 0, (167)

ou
grθ = grθ (t, r) , grϕ = 0. (168)

L’équation (151) pour µ = r, ν = ϕ s’écrit comme

cosϕ
∂

∂θ
grϕ − sinϕgrθ − cosϕcos θ

sin θ
grϕ = 0, (169)

qui, compte tenu de (168), se réduit à

grθ = 0. (170)

Il nous reste à imposer la condition d’invariance (151) pour µ = θ, ν = ϕ, ce qui donne

cosϕ
∂

∂θ
gθϕ +

sinϕ

sin2 θ
gϕϕ − sinϕgθθ − cosϕcos θ

sin θ
gθϕ = 0, (171)

qui en tenant compte du fait que gθϕ = 0, (163), se simplifie en une relation algébrique
entre gθθ et gϕϕ

gθθ =
1

sin2 θ
gϕϕ, (172)

qui compte tenu de (165) donne
gθθ = C(t, r). (173)

Résumons nos trouvailles. l’invariance sous les rotations nous a imposé les contraintes
suivantes,(158), (160) (163), (165), (168), (170), (173), :

gtt = gtt (t, r) , gtr = gtr (t, r) , grr = grr (t, r) , gθθ = C (t, r) , gϕϕ = sin
2 θC (t, r) ,

gtθ = 0, gtϕ = 0, grθ = 0, grφ = 0, gθϕ = 0.

(174)

Il est facile de voir qu’il est toujours possible, sans perte de généralité, et ce pour faire le
contact avec les notations de la partie principale du manuscrit, d’adopter la paramétrisa-
tion suivante pour les composantes non nulles du tenseur métrique :

gtt = gtt (t, r) , gtr = eF (t, r) , grr = eG (t, r) ,
gθθ = r2 eH (t, r) , gϕϕ = sin

2 θ r2 eH (t, r) .
(175)
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Annexe B

Prenons comme point de départ la forme la plus générale d’un tenseur métrique cor-
respondant au cas isotrope, c’est à dire invariant par rotation. Nous avons, sous forme
matricielle, dans un système de coordonnées cartésiennes

g00 xF yF zF
xF x2G+H xyG xzG
yF xyG y2G+H yzG
zF xzG yzG z2G+H

 , (176)

où g00, F , G et H sont à priori des fonctions de t et de r :=
p
x2 + y2 + z2. Imposons

maintenant à la métrique d’être invariante sous les quasi-translations, en distinguant les
deux cas sphérique et pseudosphérique. Considérons le cas pseudo-sphérique. Pour garantir
l’invariance de la métrique sous les quasi-translations, il suffit d’imposer l’invariance de
la métrique sous les quasi-translations selon les trois axes ox, oy et oz, qui se traduisent
respectivement par les équations suivantes :

p
1 + r2

∂gµν
∂x

+
∂
√
1 + r2

∂xµ
g1ν +

∂
√
1 + r2

∂xν
gµ1 = 0, (177)

p
1 + r2

∂gµν
∂y

+
∂
√
1 + r2

∂xµ
g2ν +

∂
√
1 + r2

∂xν
gµ2 = 0, (178)

et p
1 + r2

∂gµν
∂z

+
∂
√
1 + r2

∂xµ
g3ν +

∂
√
1 + r2

∂xν
gµ3 = 0. (179)

Nous avons en dérivant

∂
√
1 + r2

∂t
= 0,

∂
√
1 + r2

∂x
=

x√
1 + r2

,
∂
√
1 + r2

∂y
=

y√
1 + r2

,
∂
√
1 + r2

∂z
=

z√
1 + r2

,

(180)

62



∂g01
∂x

= F +
x2

r

∂F

∂r
,
∂g01
∂y

=
xy

r

∂F

∂r
,
∂g01
∂z

=
xz

r

∂F

∂r
,

∂g02
∂x

=
xy

r

∂F

∂r
,
∂g02
∂y

= F +
y2

r

∂F

∂r
,
∂g02
∂z

=
yz

r

∂F

∂r
,

∂g03
∂x

=
xz

r

∂F

∂r
,
∂g03
∂y

=
yz

r

∂F

∂r
,
∂g03
∂z

= F +
z2

r

∂F

∂r
,

∂g11
∂x

= 2xG+
x3

r

∂G

∂r
+

x

r

∂H

∂r
,
∂g11
∂y

=
x2y

r

∂G

∂r
+

y

r

∂H

∂r
,
∂g11
∂z

=
x2z

r

∂G

∂r
+

z

r

∂H

∂r
,

∂g22
∂x

=
xy2

r

∂G

∂r
+

y

r

∂H

∂r
,
∂g22
∂y

= 2yG+
y3

r

∂G

∂r
+

y

r

∂H

∂r
,
∂g22
∂z

=
y2z

r

∂G

∂r
+

z

r

∂H

∂r
,

∂g33
∂x

=
xz2

r

∂G

∂r
+

x

r

∂H

∂r
,
∂g33
∂y

=
yz2

r

∂G

∂r
+

y

r

∂H

∂r
,
∂g33
∂z

= 2zG+
z3

r

∂G

∂r
+

z

r

∂H

∂r
,

∂g12
∂x

= yG+
x2y

r

∂G

∂r
,
∂g12
∂y

= xG+
xy2

r

∂G

∂r
,
∂g12
∂z

=
xyz

r

∂G

∂r
,

∂g13
∂x

= zG+
x2z

r

∂G

∂r
,
∂g13
∂y

=
xyz

r

∂G

∂r
,
∂g13
∂z

= xG+
xz2

r

∂G

∂r
,

∂g23
∂x

=
xyz

r

∂G

∂r
,
∂g23
∂y

= zG+
y2z

r

∂G

∂r
,
∂g23
∂z

= yG+
yz2

r

∂G

∂r
, (181)

Grâce à ces résultats, nous pouvons expliciter les contraintes, (177), (178) et (179), impo-
sosées par l’invariance sous les pseudo-translations. Nous avons en faisant µ = 0 et ν = 0
dans (177), (178) et (179)p

1 + r2
∂g00
∂x

+
∂
√
1 + r2

∂t
g10 +

∂
√
1 + r2

∂t
g01 = 0, (182)

p
1 + r2

∂g00
∂y

+
∂
√
1 + r2

∂t
g20 +

∂
√
1 + r2

∂t
g02 = 0, (183)

et p
1 + r2

∂g00
∂z

+
∂
√
1 + r2

∂t
g30 +

∂
√
1 + r2

∂t
g03 = 0. (184)

Comme ∂
√
1+r2

∂t = 0, les équations (182) , (183) et (184) se simplifient enp
1 + r2

∂g00
∂x

= 0, (185)

p
1 + r2

∂g00
∂y

= 0, (186)

et p
1 + r2

∂g00
∂z

= 0, (187)
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ce qui signifie que g00 ne peut dépendre ni de x, ni de y, ni de z, et par conséquent, g00,
qui est à priori une fonction de t et de r, ne dépend en fait que de t. Faisons maintenant
µ = 0 et ν = 1 dans (177). Nous avonsp

1 + r2
∂g01
∂x

+
∂
√
1 + r2

∂t
g11 +

∂
√
1 + r2

∂x
g01 = 0, (188)

qui en tenant compte de l’expression de g01 et de (180) et (181) se simplifie enp
1 + r2

µ
F +

x2

r

∂F

∂r

¶
+

x√
1 + r2

xF = 0, (189)

ou en multipliant par
√
1 + r2 et en réorganisant les termes

F + x2
µ
1

r

∂F

∂r
+

F

1 + r2

¶
= 0. (190)

Comme il est clair que nous pouvons toujours considérer x et r comme deux variables
indépendantes, la relation (190) ne peut être satisfaite que si les coefficients des deux
termes, le terme indépendant de x et celui en x2 s’annulent simultanément, ce qui donne

F = 0 et
1

r

∂F

∂r
+

F

1 + r2
= 0.

Il est clair que 1r
∂F
∂r +

F
1+r2 = 0 est satisfaite si F = 0. Par conséquent, (190) est réalisée si

F = 0. (191)

On vérifie facilement que si F = 0 les conditions d’invariance sous les quasi-translations le
long des axes oy et oz pour µ = 0, ν = 1 se trouvent satisfaites. Il en est de même pour les
conditions d’invariance sous les quasi-translations le long des axes ox, oy et oz pour µ = 0
et ν = 2, 3. Imposons maintenant la condition d’invariance sous les quasi-translations le
long de l’axe ox pour µ = ν = 1, qui s’écrit, en tenant compte de (180) et (181), commep

1 + r2
µ
2xG+

x3

r

∂G

∂r
+

x

r

∂H

∂r

¶
+

2x√
1 + r2

¡
x2G+H

¢
= 0, (192)

ou, en multipliant par
√
1 + r2 et en réorganisant les termes selon les puissances de x,

x

µ
2G+

1

r

∂H

∂r
+

2H

1 + r2

¶
+ x3

µ
1

r

∂G

∂r
+

2G

1 + r2

¶
= 0. (193)

On peut toujours considérer que x et r :=
p
x2 + y2 + z2 sont deux variables indépen-

dantes. Il s’ensuit que pour que (193) soit satisfaite ∀ x, il faudrait que les deux facteurs
devant x et x3 soient séparément nuls, ce qui se traduit par les deux équations

2G+
1

r

∂H

∂r
+

2H

1 + r2
= 0 (194)
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et
1

r

∂G

∂r
+

2G

1 + r2
= 0. (195)

L’équation (195) s’intègre en

G =
E

1 + r2
= 0, (196)

où E est une fonction arbitraire du temps.
Exigeons maintenant l’invariance sous les quasi-translations le long de l’axe oy, (178),

pour les mêmes valeurs de µ et ν que précédemment :µ = ν = 1. Nous avons, toujours en
tenant compte de (180) et de (181),p

1 + r2
µ
x2y

r

∂G

∂r
+

y

r

∂H

∂r

¶
+

2x√
1 + r2

xyG = 0, (197)

qui peut être réécrite en divisant par
√
1 + r2 et en regroupant les termes selon les puis-

sances des variables x et y comme

y

µ
1

r

∂H

∂r

¶
+ x2y

µ
1

r

∂G

∂r
+

2G

1 + r2

¶
= 0. (198)

On peut maintenant considérer que x, y et r sont des variables indépendantes, auquel
cas la relation (197) ne peut être satisfaite que si les coefficients devant y et x2y sont
séparément nuls, ce qui donne

1

r

∂H

∂r
= 0 (199)

et
1

r

∂G

∂r
+

2G

1 + r2
= 0. (200)

La relation (199) implique que H est uniquement une fonction de t. Quand on combine
cette dernière relation avec (194), on obtient une relation entre G et H

G (t, r) = − H(t)

1 + r2
. (201)

Les équations restantes de (177), (178) et (179) n’apportent pas de contraintes supplémen-
taires. Donc, pour résumer, nous avons les contraintes suivantes sur les fonctions g00, F , G
et H, qui garantissent l’invariance sous les quasi-translations dans le cas pseudosphérique.

g00 = g00 (t) , F = 0, H = H (t) , G (t, r) = − H (t)

1 + r2
. (202)

Considérons maintenant le cas sphérique. De nouveau, pour garantir l’invariance de la
métrique sous les quasi-translations, il suffit d’imposer l’invariance de la métrique sous les
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quasi-translations selon les trois axes ox, oy et oz, qui se traduisent respectivement par
les équations suivantes :

p
1− r2

∂gµν
∂x

+
∂
√
1− r2

∂xµ
g1ν +

∂
√
1− r2

∂xν
gµ1 = 0, (203)

p
1− r2

∂gµν
∂y

+
∂
√
1− r2

∂xµ
g2ν +

∂
√
1− r2

∂xν
gµ2 = 0, (204)

et p
1− r2

∂gµν
∂z

+
∂
√
1− r2

∂xµ
g3ν +

∂
√
1− r2

∂xν
gµ3 = 0. (205)

Nous avons besoin des résultats suivants :

∂
√
1− r2

∂t
= 0,

∂
√
1− r2

∂x
= − x√

1− r2
,
∂
√
1− r2

∂y
= − y√

1− r2
,
∂
√
1− r2

∂z
= − z√

1− r2
,

(206)
ainsi que des résultats (181) obtenus précédemment. les calculs sont quasiment identiques
à ceux du cas pseudo-sphérique et donnent les contraintes suivantes pour les fonctions g00,
F , G et H

g00 = g00 (t) , F = 0, H = H (t) , G (t, r) =
H (t)

1− r2
. (207)
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 Résumé 

Le travail de ce mémoire de magister s’inscrit dans le cadre de la théorie de la 

Relativité Générale d’Einstein. Après une courte introduction, suivie d’un exposé de 

Relativité Générale concis mais complet dans le but de dispenser le lecteur de recourir   

à un support documentaire  externe, nous nous sommes attelés à la redérivation de 

certaines métriques de Relativité Générale présentant un intérêt évident, en particulier 

dans le domaine de la cosmologie. Nous avons considéré tour à tour : 

La métrique de FLRW, satisfaisant au principe cosmologique, c'est-à-dire 

correspondant à un univers homogène isotrope, ce qui se traduit par l’invariance sous 

les rotations et les translations (cas plat), ou sous les rotations et les quasi-translations 

(cas sphérique et pseudo-sphérique). 

La métrique de Schwarzshild, statique et à symétrie sphérique, c'est-à-dire 

invariante sous les translations temporelles et sous les rotations, sans constante 

cosmologique. 

La métrique de Kottler ou de Schwarzshild-de Sitter, également statique et à 

symétrie sphérique, mais avec constante cosmologique.  

Le travail se fait en deux étapes : 

Dans une première étape et pour chacun des cas considérés, nous imposons les 

symétries correspondantes. La méthode utilisée est celle des vecteurs de Killing, qui 

est une méthode élégante et rigoureuse pour implémenter les symétries. Les symétries 

se traduisent par des contraintes sur la forme de la métrique .Dans cette première 

étape nous ne faisons pas appel aux équations d’Einstein, c'est-à-dire que nous ne 

faisons pas appel à la dynamique. 

Dans une deuxième étape, après avoir déterminé dans l’étape précédente la forme la 

plus générale d’une métrique satisfaisant à certaines symétries donnée, nous achevons 

la détermination de la métrique en faisant appel aux équations d’Einstein. A défaut de 

connaître ce dernier, nous avons adopté des formes plus ou moins justifiées du tenseur 

d’énergie-impulsion. Nous retrouvons ainsi les métriques de FLRW, de Schwarzshild 

à l’intérieur et à l’extérieur de la distribution de matière, et de Kottler également à 

l’intérieur et à l’extérieur de la distribution de matière. 

Mots clés 

Relativité Générale, cosmologie, métrique, méthode de Killing, symétrie sphérique, 

principe cosmologique, constante cosmologique, tenseur d’énergie-impulsion. 

 

 

 



Abstract 

The work of this Magister’s memory is in the framework of the General Theory of 

Relativity of Einstein. After a short introduction, followed by a concise but complete 

presentation of general relativity in order to dispense the reader to refer  to an external 

document support, we tackled the rederivation of some interesting metrics  of General 

Relativity , especially in the field of cosmology . We considered in turn: 

The FLRW metric, satisfying the cosmological principle , that is to say corresponding 

to a homogeneous isotropic universe, which is reflected by the invariance under 

rotations and translations (flat case ), or under rotations and quasi-translations 

(spherical and pseudo- spherical cases) . 

Shwarzshild metric, static and spherically symmetric , that is to say invariant under    

temporal translations and rotation, in absence of cosmological constant . 

The Kottler metric or Schwarzshild -de Sitter, also static and spherically symmetric, 

but with cosmological constant 

The work is done in two steps: 

In a first step and for each considered case , we impose the corresponding symmetries. 

The method used is that of the Killing vectors , which is an elegant and rigorous 

method to implement  symmetries . Symmetries result in constraints on the form of 

the metric. During this first stage we do not appeal to Einstein's equations , that is to 

say  we do not use dynamics . 

In a second step , having determined in the previous step the most general form of a 

metric  satisfying some  symmetries, we complete  determnation of the metric by  

tacking into account the Einstein equations.To this end, we have conjectured some  

more or less justified forms for the energy-momentum tensor. In this  way, we find 

the  FLRW metric,  the  Shwarzshild metric  inside and outside of the distribution of 

matter, and also Kottler metric  inside and outside of the distribution of matter. 

Keywords 

General relativity, cosmology, metric, Killing method, spherical symmetry, 

cosmological principle, the cosmological constant , energy-momentum tensor . 

 

 

 

 

 



  ملخص

Einstein   ٌُذسج ػًم يزكشة انًاجسخٍش ْزِ فً اطاس َظشٌت انُسبٍت انؼايت ل   

 بؼذ يمذيت لصٍشة،   حلاْا ػشض يٕجض نكٍ يُهِىٌ نكم جٕاَب انُسبٍت انؼايت كاٌ انٓذف يُّ اسخغُاء انماسئ ػٍ 

انهجٕء انى يشاجغ خاسجٍت،  اَكببُا ػٍ اػادة اشخماق بؼط يخشٌاث انُسبت انؼايت انخً حًثم فائذة ٔاظحت،  

: اػخبشَا ػهى انخٕانً. بانخصٕص فً يجال انكسًٕنجٍا   

يخشٌت                      انخً ححمك انًبذأ انكسًٕنٕجً،  انًٕافك نكٌٕ يخجاَس يٕحذ انخٕاص،  انشئ انزي 

أ اصانت ػًهٍاث انذٔساٌ ٔ شبّ  (انحانت يسخٌٕت)ٌخشجى بانصًٕد اصاء ػًهٍاث انذٔساٌ ٔ الاَسحاباث 

. ٔ شبّ انكشٌٔت (انحانت انكشٌٔت )الاَسحاباث   

يخشٌت                            ، ساكُت ٔ راث حُاظش كشٔي ، اي صايذة اصاء الاَسحاباث انضيٍُت ٔ انذٔساَاث ، 

. بذٌٔ انثابج انكسًٕنٕجً   

،           انساكُت ٔ راث انخُاظش انكشٔي  ، فً حعٕس انثابج _يخشٌت                      أ                            

. انكسًٕنٕجً   

. انؼًم ٌجشي فً يشحهخٍٍ اثُخٍٍ    

انطشٌمت انًسخؼًهت ًْ طشٌمت اشؼت    . فً يشحهت أنى ٔ يٍ اجم كم حانت يؼخبشة ، َفشض انخُاظشاث انًمابهت 

.                انخً حشكم طشٌمت اٍَمت ٔ دلٍمت نفشض انخُاظشاث Killing 

فً ْزِ انًشحهت الأنى ، لا َسخؼٍٍ بًؼادلاث                            . حخشجى انخُاظشاث بمٍٕد ػهى شكم انًخشٌت 

.   اي لا َسخؼٍٍ بانذٌُايٍكا   

فً يشحهت ثاٍَت ، بؼذ اٌ َكٌٕ لذ حذدَا فً انًشحهت انسابمت انشكم انؼاو نهًخشٌت انًحممت نبؼط انخُاظشاث ، 

َظشا . اَذفاع -نٓزا انغشض َحخاج انى انخُسٕس طالت. َكًم حؼٍٍٍ انًخشٌت بالاسخؼاَت بًؼادلاث                     

َحصم يٍ جذٌذ ػهى يخشٌت                  ، يخشٌت . نؼذو يؼشفخُا نٓزا الاخٍش ، لًُا بخبًُ اشكال يبشسة َٕػا يا 

.                       ، داخم ٔ خاسج انخٕصٌغ انًادي ، ٔ يخشٌت                     داخم ٔ خاسج انخٕصٌغ انًادي   

  الكلمات المفاتيح

انُسبٍت انؼايت ، انكسًٕنٕجٍا ، انًخشٌت ، طشٌمت                       ، حُاظش كشٔي ، انًبذأ انكسًٕنٕجً ، انثابج 

اَذفاع  -انكسًٕنٕجً ، حُسٕس انطالت  
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