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Introduction

Ce travail est consacré a la dérivation ou la redérivation de certaines métriques sa-
tisfaisant & des symétries données. Plus explicitement, nous considérerons les métriques
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, a la base du modéle standard de Cosmologie,
dans ses trois variantes plate, sphérique et pseudo-sphérique, de Schwarzschild, métrique
statique & symétrie sphérique en ’absence de constante cosmologique, de Kottler, égale-
ment appelée métrique de Schwarzschild-de Sitter, métrique statique a symétrie sphérique
en présence de constante cosmologique. Dans les cas des métriques de Schwarzschild et de
Kottler, nous considérerons séparément les solutions extérieures et intérieures.

Nous procédererons en deux étapes.

Dans une premiére étape, nous imposerons les symétries du probléme, ce qui restreint
la forme de la métrique. Pour ce faire, nous ferons usage de la méthode des vecteurs de
Killing, qui constitue une maniére rigoureuse et élégante pour implémenter les symétries.
Dans une deuxiéme étape, nous compléterons la détermination de la métrique en adoptant
des modeles pour le tenseur d’énergie-impulsion.

Le manuscrit de ce mémoire de Magister, qui comprend une introduction, quatre chapitres,
une conclusion, deux annexes et une bibliographie est organisé comme suit : Aprés une
courte introduction, le premier chapitre est consacré & un précis de Relativité Générale
qui a comme objetif de faciliter la lecture du manuscrit sans recours & une documentation
supplémentaire. Le deuxiéme chapitre est consacré a la mise en oeuvre de la méthode
de Killing pour implémenter les symétries dans chacun des cas considérés : cas homo-
géne et isotrope, cas statique a symétrie sphérique. Les troisiéme et quatriéme chapitres
sont consacrés respectivement & compléter la détermination des métriques de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker et de Kottler (la métrique de Schwarzschild étant considérée
comme un cas particulier de la métrique de Kottler), en adoptant des modeles pour le
tenseur d’énergie-impulsion. Le manuscrit s’achéve par une conclusion et deux annexes
consacrés a certains détails techniques, en plus d’une bibliographie.



Chapitre 1

Précis de Relativité Générale

Le lecteur Intéressé par plus de détails en Relativité Générale et en Cosmologie pourra
consulter, en cas de besoin, avec profit les références [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

1.1 Le principe d’équivalence

Le principe d’équivalence qui est a la base de la relativité générale postule 1’égalité des
masses inertielle, qui intervient dans I’écriture de I’équation du mouvement, et gravita-
tionnelle, qui intervient dans I’expression de la force gravitationnelle de Newton. Einstein
a ensuite présenté cette égalité comme une équivalence du champ de gravitation avec une
accélération. C’est le principe d’équivalence faible qui stipule qu’il est toujours possible
de définir en chaque point d’espace-temps dans un champ gravitationnel arbitraire un
systéme de coordonnées localement inertiel tel que dans une région suffisamment petite
autour du point en question les lois de la mécanique puissent étre formulées comme en
I’absence du champ de gravitation.

Ce principe a été ensuite étendu au principe d’équivalence fort ou généralisé qui stipule
qu’on peut choisir en tout point d’espace-temps dans un champ de gravitation arbitraire
un systéme de coordonnées localement inertiel tel que toutes les lois de la physique, et pas
seulement les lois de la mécanique, dans une région suffisamment petite autour du point
en question, prennent la méme forme qu’en relativité restreinte.

Considérons une particule libre se déplagant uniquement sous 'effet de forces purement
gravitationnelles. D’apreés le principe d’équivalence, il existe un systéme de coordonnées en
chute libre {“ tel que le mouvement de la particule soit une ligne droite dans ’espace-temps
et '’équation du mouvement pour une particule massive s’écrit comme suit :

d2 «



ol 7 est le temps propre,

dr? = n,d¢7d¢P, (1.2)
et pour une particule sans masse, I’équation du mouvement est
d2 Ca
—= =0, 1.3
do? (1.3)

oll o est un parameétre affine, qui ne peut étre le temps propre.
Dans un systéme de coordonnées arbitraires x*, appelé souvent systéme du laboratoire,
I’équation de la géodésique pour une particule massive est la suivante :

d?xt u dxP da?
—F + - =Y,
dr? PX dr dr
ou 7 est le temps propre, et pour une particule sans masse, I’équation de la géodésique
sera :

(1.4)

A2zt dx? dz
R iy 1.5
do? PX do do ’ (1.5)

oll o est un parameétre affine, qui ne peut étre le temps propre.

1.2 Analyse tensorielle

1.2.1 Principe de covariance générale

Le principe de covariance générale est une version alternative au principe d’équivalence,
complétement équivalent & ce dernier, mais plus facile & mettre en oeuvre.

Il stipule q’une équation physique est valable dans un champ de gravitation général si
deux conditions sont réunies :

1. L’équation est valable en ’absence de gravitation. Autrement dit, elle doit concorder
avec les lois de la relativité restreinte lorsque le tenseur métrique g, se réduit au
tenseur de Minkowski 7,5 et lorsque la connexion affine FZ/\ s’annule.

2. L’équation est covariante générale : la forme de 1’équation doit étre préservée sous un
changement de coordonnées général. Autrement dit, I’équation doit avoir la méme
forme dans tous les systémes de coordonnées.

1.2.2 Scalaires, vecteurs et tenseurs

On appelle scalaire un objet invariant sous les transformations de coordonnées géné-
rales. Donc si ¢ est un scalaire, alors sous un changement de coordonnées généralisé,

ah — 3P, (1.6)



6—d =0 (1.7)

Un vecteur contravariant V* est un objet qui est défini comme se transformant sous
un changement de coordonnées généralisé, (1.6), comme

oz’

Vk = VY. 1.8
ox? (1.8)

La différentielle dz* constitue un prototype de vecteur contravariant. En effet

oz'™
da't = ——dx".
ox?

Y u vari éfini r us u -
Un vecteur covariant U, est défini comme se transformant sous un changement de coor
données généralisé, (1.6), comme

o ox”

Un prototype de vecteur covariant est %, ol ¢ est un champ scalaire. En effet

o¢ 0 _ 0¢ d2¥

or'™  dx'm  dxv dx'’

ou on a utilisé les régles de dérivation d’une fonction composée.

Les notions de scalaire, de vecteur covariant et de vecteur contravariant sont générali-
sées en la notion de tenseur. On appelle (p, ¢) tenseur un étre mathématique avec p indices
contravariants g, ..., \ et q indices covariants v,..., T" m/\l/“( se transformant sous un
changement de coordonnées généralisé, (1.6), comme :

yr IA € Y
Oz oz 0x Ox T . (1.10)

A
vl Qb dxP Oz  9z'¢ Sl

Il s’ensuit qu’un scalaire, un vecteur contravariant, un vecteur covariant peuvent étre

percus comme des tenseurs particuliers. Un scalaire ¢ est un (0,0) tenseur, un vecteur

contravariant est un (1,0) tenseur et un vecteur covariant est un (0,1) tenseur. Si tous

les indices d’un tenseur sont contravariants, le tenseur est dit contravariant, et si tous ses
indices sont covariants, le tenseur est dit covariant. Autrement, le tenseur est dit mixte.

Un exemple trés important de (0, 2) tenseur est le tenseur métrique défini a ’occasion

du passage d’un systéme de coordonnées localement inertiel (% & un systéme de coordon-

nées du laboratoire x* par

¢ ag?

Guv = naﬁﬁ oV’

(1.11)

ol 7,4 est le "tenseur" de Minkowski



Considérons maintenant le passage d’un systéme de coordonnées localement inertiel
a un autre systéme de coordonnées du laboratoire z'#. Le tenseur métrique g;W dans le
systéme de coordonnées z'# est défini par

o
G = %g%%ﬁ. (1.12)
En utilisant les régles de différentiation d’une fonction composée, il s’ensuit que
, ¢ oz ACP dxr
A N R W
et par conséquent \
G = %%gxp, (1.13)

ce qui montre, comme son nom l’indique, que le tenseur métrique g, est bien un (0,2)
tenseur.
Il est facile de montrer que I'inverse du tenseur métrique g"” défini par

9" gup = 5“p, (1.14)

ot 6", est le symbole de Kronecker ( ", = 1 pour u = p et 6", = 0 autrement), est un
(0,2) tenseur. Il est également facile de montrer que le symbole de Kronecker est un (1,1)
tenseur.

Il est important de noter qu’'un objet avec des indices contravariants et covariants
n’est pas forcément un tenseur. C’est la loi de transformation qui permet de trancher si
I’'objet est ou non un tenseur. Un exemple est la connexion affine I‘)‘W, qui porte un indice
contravariant et deux indices covariants, mais qui n’est pas néanmoins un tenseur.

1.2.3 Opérations sur les tenseurs

Combinaison linéaire

Soient deux (p,q) tenseurs RHA vep €t S”m)‘y..‘p, et a et b deux scalaires. On peut
montrer que

T“'"’\y...p = a R vep T bSMm/\V"-p (1.15)
est également un (p, q) tenseur.
Produit direct
Si V”'"’\V“.p est un (p1, q1) tenseur et W™ 6., €St un (p2, g2) tenseur, alors
ZMMAV...,;&'C o i V““')‘V...pr"'C G (1.16)

est un (p1 + p2,q1 + q2) tenseur.



Contraction

Soit T“"'&ymgp un tenseur mixte, c’est & dire un (p, q) tenseur avec p # 0 et ¢ # 0.
Si on prend un indice contravariant égal & un indice covariant, par exemple si on prend
A = p, alors on peut montrer que

€ o €N
x* vl T ™ vl (1'17)

est un (p—1,¢—1) tenseur. Il est clair qu’on peut répéter la contraction des indices jusqu’a
I’épuisement des indices contravariants et/ou des indices covariants.

On peut également combiner les différentes opérations précédentes. Un exemple est
I’abaissement ou ’élévation d’indices grace au tenseur métrique ou au tenseur métrique
. P 1 . T#...g A . , s di
mverse. Par exemple, s1 Velp est un tenseur mixte, c’est a dire un (p, ¢) tenseur avec

p # 0 et g#0, alors

YR = o T (1.18)

est un (p —1,¢+ 1) tenseur et
EN 0 EN

ut ¢ e = g’ ™ ¢ v (1'19)
est un (p+ 1,9 — 1) tenseur.
Densité tensorielle

Considérons la transformation de g = —det g,,, sous une transformation générale de
coordonnées, (1.6). D’apres (1.13),
, Oz 92

e = G G
ou
,  0z*  Oxf
G = G

Considéré comme matrice, g;“, est le produit de trois matrices : le transposé de la matrice

212 A . . 214 p .
ayant comme éléments %, la matrice gy, et la matrice d’éléments gg’,y. Il s’ensuit que

le déterminant de gfw est le produit des déterminants des trois matrices. Ceci d’une part.
D’autre part, prendre le transposé d’'une matrice ne change pas son déterminant. Donc le
déterminant de g:“, est le produit du déterminant de g, fois le carré du déterminant de

. 212 P 4 . : 3 2

la matrice d’éléments %, appelé Jacobien de la transformation inverse z’# — x* et noté
Oz
ox’
Donc

2

O (—9)

— /: I
g oz’




ou en multipliant les deux membres de ’équation précédente par —

p oz |?
Comme le Jacobien de la transformation z# — z*, noté %—ZI , est 'inverse du Jacobien
de la transformation z'* — z#, alors
o' |2
= |=— . 1.21
9=\51 9 (1.21)

Donc g n’est pas un scalaire, mais sa loi de transformation ne différe de celle d’un scalaire
que par une puissance du Jacobien. g est appelé pour cette raison une densité scalaire de
poids —2, le poids étant par définition la puissance avec laquelle intervient le Jacobien.

On définit de méme une (p, ¢) densité tensorielle TH-+ . de poids w comme un objet
de transformant sous un changement de coordonnées z# — z'# comme :

o
ox

“oxt dxlP dx? O e
0x¢ o0x¢ Ox'v o' 6.y

I \ (1.22)

A partir d’une (p, q) densité tensorielle de poids w, on peut toujours construire un (p, q)
tenseur en mutipliant la densité tensorielle par g“’/ 2. Comme exemples de densités ten-
sorielles, le symbole de Levi-Cevita e#*?” est une densité tensorielle de poids —1, et d*z,
I’élément de volume quadridimensionnel, est une densité scalaire de poids +1. Il s’ensuit
que €"P”/, /g est un (4,0) tenseur et /g d*z est un scalaire.

1.3 Connexion affine, dérivée covariante, tenseur de cour-
bure, tenseur de Ricci, scalaire de courbure

La connexion affine, appelée aussi symboles de Christoffel, est construite a partir du
tenseur métrique inverse et des dérivées premiéres du tenseur métrique

1 dg Ogpr  OGuw
XL i pv  9Y9u
P 29 (8x” T oo T D ) ' (1.23)

On peut montrer que la connexion métrique n’est pas un tenseur. Ceci d’une part. D’autre
part, la dérivée ordinaire d’un tenseur n’est pas un tenseur. C’est a dire, si 7% e oy est
un (p, q) tenseur, alors

T = 5T (1.24)

n’est pas un (p,q + 1) tenseur.



Mais on peut combiner dérivation et connexion affine de telle maniére & former un
tenseur : c’est la notion de dérivée covariante.
La dérivée covariante d’un tenseur T“"'EV”,A, notée DPT”"fymA, est définie par

DpTM Ve N ST %Tﬂ V"')\+FM<pT I/>\+ : +F CPTM V)\_F VpTM 9.\ " -—I )\pTM 0"
(1.25)
Il est facile de montrer que D,,T“”’gym)\ est un (p,q + 1) tenseur.

1.3.1 Tenseur de courbure ou tenseur de Riemann-Christoffel

Le tenseur de courbure, appelé également tenseur de Riemann-Christoffel, est défini
par
0 0
F)\

RN, = =T, —
e ap M Qv

A A A
2, + 10,0 = 17,17, (1.26)

On peut aisément montrer que le tenseur de courbure R/\W , €st, comme son nom I'indique,
un (1, 3) tenseur.

1.3.2 Tenseur de Ricci

Le tenseur de Ricci, noté R,,,, est construit a partir du tenseur de courbure par contrac-
tion d’indices
Ry =Ry, = 9" Ryuow, (1.27)

ot Ry, est la forme complétement covariante du tenseur de courbure donnée par

1 Ppo  Pguo  Pogr | P ¢

2 - - T T~ T ).

2 <5l‘“5l‘” Ox A dx¥  Owhdx° + 0x 0x° + 9ce ( Aot pv At po
(1.28)

I1 est clair, d’apres sa procédure de construction, que le tenseur de Ricci R, est un (0,2)

tenseur.

R)\ual/ =

1.3.3 Scalaire de courbure

Le scalaire de courbure R est lui-méme construit & partir de la forme mixte du tenseur
de Ricci par contraction d’indices.

R:= R = g™R,). (1.29)
De nouveau, la régle de construction du scalaire de courbure R, montre que ce dernier est,

comme son nom l'indique, bien un scalaire.

10



1.4 Equations d’Einstein

Nous nous intéressons a la dynamique de la relativité générale, c’est a dire aux équa-
tions qui gouvernent le tenseur métrique.

Pour un champ faible statique créé par une distribution non relativiste de matiére,
nous avons pour gog l’expression suivante :

goo = 1+ 2¢, (1.30)
oll ¢ est le potentiel de Newton, qui est une solution de 1’équation de Poisson
Ao = 4AnGp, (1.31)

ou A désigne le Laplacien, G est la constante de Newton et p est la densité de masse de
la distribution non relativiste de matiére. Il s’ensuit en combinant (1.30) et (1.31) que

Agoo = 87Gp. (1.32)

Si on tient compte du fait que la généralisation tensorielle de la densité de masse est le
tenseur d’énergie-impulsion avec
Too = p, (1.33)

ou Tpo est la composante 00 du tenseur d’énergie-impulsion 7),,, I’équation (1.32) peut
étre réécrite comme

Agoo = 87G Top. (1.34)
La généralisation covariante de Lorentz de (1.34) est
Gap = 871G T)3. (1.35)

D’apres le principe de covariance générale, les équations qui gouvernent le champ de gra-
vitation dans le cas général sont

G =81G T, (1.36)

ou G, doit se réduire a G pour des champs faibles. Le tenseur d’énergie-impulsion 7},,,,
qui doit avoir une divergence nulle pour préserver la conservation de I’énergie-impulsion,

D, T" =0, (1.37)

est la source du champ de gravitation. Le tenseur G, doit posséder les propriétés sui-
vantes :

— G comme Ty, doit étre un (0, 2) tenseur.

— G tout comme T}, doit étre symétrique.

11



— Comme DT}, =0, D*G,, = 0.

— Gy doit étre nul dans un espace plat.

— G doit étre fonction uniquement du tenseur de Riemann-Christoffel, de ses contrac-
tions et du tenseur métrique.

Pour des champs faibles statiques produits par une distribution de masse non re-
lativiste, la composante Gog du tenseur G, doit se réduire, selon (1.34), (1.35) et
(1.36) & Agoo, Goo = Agoo-

Si de plus, on impose a G, la condition supplémentaire de ne contenir que des termes
linéaires dans les dérivées secondes ou quadratiques dans les dérivées premiéres du tenseur
métrique, alors G, est complétement défini

1

et les équations d’Einstein s’écrivent alors comme
1
R, — EQWR = 871G T, (1.39)
ou de facon équivalente
1
Ry, = —81G (T/w — §9WT> . (1.40)

Si on renonce & la condition supplémentaire dont il a été question plus haut, le tenseur
G peut contenir un terme proportionnel au tenseur métrique

1
G;w = _R,uu + §g;wR - Aguu» (1'41)

ou la constante A, appelée constante cosmologique, a été proposée initialement par Ein-
stein, qui y renonca par la suite. Les équations d’Einstein s’écrivent alors comme

1
R, — EgWR +Aguy = 817G Ty, (1.42)
ou de facon équivalente
1
R“V = —87CG (Tuy - EQWT> + Ag#y. (143)

I vaut la peine de noter que I'on peut considérer le terme ajouté Ag,,, comme une sorte
de tenseur d’énergie-impulsion 77, avec

A

o
Tow = g9 (1.44)
Dans cette interprétation
A
Tto = =—=goo- 1.45
00 87rGQOO ( )

peut étre considéré comme la densité d’énergie du vide.

12



Chapitre 2

Méthode de Killing

La méthode de Killing [1] permet de déterminer la forme la plus générale d’une métrique
invariante sous certaines symétries. Par définition, une métrique g, (x) est invariante sous
une transformation

si et seulement si i OV
't Ox
gpo_ (a’;) — _8:1:/) _81:0' guy (a;‘l) . (2.2)

Dans le cas d’une transformation continue, on peut passer & la forme infinitésimale
ot — o' =gt + e (x), (2.3)

ol € est un parameétre infinitésimal et les £€# sont les composantes d’un vecteur dénommé
vecteur de Killing associé a la transformation. Ce vecteur de Killing permet de construire
un champ vectoriel, appelé champ vectoriel de Killing associé a la transformation et défini
par

0
Ho(p) ——. 24
& (1) 5 (24)
Donc, a chaque transformation continue est associée un champ vectoriel de Killing. Au

premier ordre en €, la condition d’invariance (2.2) se réduit a

09ps | O o¢”
5“8—; + @gug + @gpy =0. (2.5)

Construisons les champs vectoriels de Killing associés aux rotations autour de oz, oy et
0z, aux translations temporelle et spatiales le long de ox, oy et 0z, aux pseudo-translations
spatiales le long de oz, oy et oz. Dans ce dernier cas, nous allons examiner les deux cas
sphérique et pseudo-sphérique.
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2.1 Rotations

Donnons les expressions des transformations associées aux rotations autour de oz, de
oy et oz, puis leurs formes infinitésimales, qui vont nous permettre de déduire les champs
vectoriels de Killing correspondant a chaque cas. Les rotations d’un angle a autour de oz,
oy et oz, dans le systéme de coordonnées t, x,y, z s’expriment respectivement par

t =t

¥ = 2

y = cosay—sinaz

z = sinay+cosaz, (2.6)
t =t

¥ = cosax+sinaz

y =y

2 = —sinaz+cosaz (2.7)

et
t =t
¥ = cosax—sinay

= sinax+cosay
2 = =z (2.8)

Considérons maintenant des rotations infinitésimales, c’et & dire avec un angle de rotation
da, avec | da |< 1. Les relations (2.6), (2.7) et (2.8) se simplifient alors respectivement en

t =t
¥ = =z
' = y—ldaz
7 = z+4+day, (2.9)
t =t
¥ = z+4+daz
y =y
7= z-lbaz (2.10)
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et

~

t =t

¥ = x—-fday

Y = y+iax

2 = =z (2.11)

Les relations (2.9), (2.10) et (2.11) nous permettent de déduire les composantes des vec-
teurs de Killing, puis les champs vectoriels de Killing correspondant aux rotations autour
de oz, oy et 0z. Nous avons

50 = 07 51 = 07 52 = —Z, 53 =Y, (212)

50 = 07 51 =%, 52 = 07 53 = -, (213)
et

§O =0, fl =Y, 62 =z, 63 =0, (214)

correspondant aux rotations autour ox, oy et oz respectivement. Les champs vectoriels de
Killing associés s’écrivent alors respectivement comme

0 0

- L= 2.15
Y52 Z@y’ (2.15)
0 0
25 T T (2.16)
et P P
9 _,2 2.17
"5 Vo (2.17)
2.2 Translations
2.2.1 Translations temporelles
Les translations temporelles sont définies par
= t+b
¥ =z
/
y =Y
2 = =z
(2.18)
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Les translations infinitésimales correspondantes s’obtiennent en rendant le parameétre b
infinitésimal

~

= t+6
X

Y

Z,

N L8] o~
(1

(2.19)

avec | 0 |< 1. On en déduit les composantes du vecteur de Killing correspondant aux
translations temporelles

50 =1, gl =0, 52 =0, 53 =0, (220)

et le champ vectoriel de Killing associé
—. (2.21)

2.2.2 Translations spatiales

Les translations spatiales le long des axes ox, oy et oz sont définies respectivement
comme

~
I
~

ST SO IS
o
< 8
_|._
o

~

(2.22)

~
|
~

~

N 8]
[l \
<
+
o

(2.23)
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et

~ ~

~

IS S

z+c.
(2.24)

Les translations infinitésimales correspondantes sont obtenues en rendant le paramétre c

infinitésimal

et

~

~

N e 8

8

<

(2.25)

(2.26)

o~

Z + €,
(2.27)

avec | € [« 0. Les composantes des vecteurs de Killing correspondants aux translations le
long de oz, oy et oz sont donnés respectivement par

¢ =0,

¢ =0,

¢h=1,

¢h=0,

&£=0, &£=0, (2.28)

£=1, &=0, (2.29)
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et

=0 ¢=0 ¢&=0 &=L (2.30)
On en déduit les champs vectoriels de Killing associés
0
o (2.31)
0
3y (2.32)
et 5
5 (2.33)

2.3 Quasi-translations

Les quasi-translations infinitésimales le long des axes ox, oy et oz s’écrivent respecti-
vement comme

~

=t
"= J:+6[1—KFQ]1/2
Y

= 2,’7

N L8 o~
Il

(2.34)

~
|
~

I
8

~

SIS A S
Il

Ned

+

™

ey

|

3

(2.35)

~
|
~

'~

= x
Yy
= z+6[1—KF2]

ST S I
|

~

1/2
(2.36)

Il faut distinguer ici entre les cas sphérique, auquel cas K > 0, et pseudo-sphérique, auquel
cas K <0.
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2.4 Meétrique a symétrie sphérique

Notre but ici est de déterminer la forme la plus générale d’une métrique & symétrie
sphérique, c’est a dire invariante sous les transformations (2.6),(2.7),(2.8), ou, de fagon
équivalente, sous les tranformations infinitésimales (2.9), (2.10), (2.11). Il est judicieux de
passer aux coordonnées "sphériques" (¢,r,0, @) associées aux coordonnées "cartésiennes"
(t,z,y,2) et lites & ces dernieres par les relations

x = rsinfcosp
= rsinfsinp
= rcoséf,
(2.37)

Pour cela, nous devons exprimer les champs vectoriels de Killing associés aux rotations en

termes de %, %, t%. Il est facile de montrer que

2 = sin#cos 2—i—sin@sin 3—i—(:os@2
or ¢ ox ¢ oy 0z
3 = 7rcosfcos 2—1—7“cosﬁs.in — —rsinf—
20 Y ox Yoy BE
3 = —rsinfsin ﬁ + 7 sin 6 cos p—
do N oz N oy
(2.38)
ou sous forme matricielle 5 5
ar Ery
o =~ %
= | =D = |, 2.39
i % %
¢ oz
avec D matrice carrée 3 x 3 donnée par
N sin 6 cos sin @ sin cos 6
D=\ rcosfcose rcosfsing —rsinf |. (2.40)
—rsinfsiny rsinfcosp 0

La relation matricielle (2.39) peut étre inversée, pour exprimer a%, a% et % en termes de

%, % et (%. Nous avons

% &
% =D % , (2.41)
9z dp
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ot D! désigne 'inverse de la matrice D. Le calcul de D! donne

N sin 6 cos Lcosfcosp —130%
D' = sinfsing %lcosesimp 1882 ) (2.42)
cosd —5sind 0

La relation matricielle (2.41) peut étre explicitée, en tenant compte de (2.42) en

2 = ginfcos g—klcochos ﬁ_lsingpi
or s087“ T sﬁ@@ r sinf dp
- sin § sin 3%—lcosﬁsin Q_FECOS‘PQ
u Cor Ty 700 r sinf dyp
9 g 1. 0
9, — s 95 - 51119%,

(2.43)

En faisant usage de (2.43), on peut exprimer les champs vectoriels de Killing associés
aux rotations autour des trois axes ox, oy et oz, (2.15), (2.16) et (2.17), en termes des
coordonnées sphériques. Nous obtenons :

0 0 0 d
2 Y sinp= — < 9.44
Vs Z@y sin g COS@COtG@g&’ (2.44)
0 0 0 . 0
P T Ly = C08PEs = sin ¢ cot 9%, (2.45)
d d 0

On en déduit les composantes des vecteurs de Killing associés respectivement aux rotations
autour de ox, oy et oz. En utilisant des notations évidentes,

g=¢ =0 ¢ =—sgn p, &Y= —cospcoth. (2.47)
g=¢ =0, &= cosp, & =—sinpcoth. (2.48)
g=¢=¢=0, ¢=1 (2.49)

2.5 Détermination de la forme la plus générale d’'une mé-
trique a symétrie sphérique

Remarquons tout d’abord que le commutateur de deux rotations autour de deux des
trois axes est une rotation autour du troisiéme [9]. Il s’ensuit que pour garantir l'invariance
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de la métrique sous les rotations, il suffit d’imposer 'invariance sous les rotations autour
de deux des trois axes, par exemple les axes oy et 0z. Commencons d’abord par imposer
I'invariance sous les rotations autour de 'axe oz, qui se traduit, en tenant compte de

(2.49), par
0

%Quu

qui signifie que les g, sont indépendants de ¢. L’invariance de la métrique sous les rota-
tions autour de I'axe oy se traduit par

—0, (2.50)

o . 0 ¢? 0E? o¢? S
<cos QD% — sinp cot 9%> G + Bxﬂge" + 896/“%” + 8:1:”9”6 + Bxl’g‘“’p =0. (2.51)

En tenant compte du fait que ag:;” = 0, la relation (2.51) se simplifie en

9 ael F5lad el F5lad
COS Qo%g,uu + a_iug@u + %gapu + a_il,g;w + %gw =0. (2.52)

En explicitant la condition (2.52) pour les différentes valeurs de p et v, voir annexe,
on aboutit aux contraintes suivantes pour les composantes du tenseur métrique dans le
systéme de coordonnées sphériques (t, 7,6, @)

g9 = Gty = 9Gr6 = Gro = G9p = 0,
gt = gu(t,r), g = F(t,7), grr = G(t,7),
Joo = r2H(t, )y Gpp = sin? 0 ggg = sin’ 6 TZH(t, T)
(2.53)
ou, sous forme matricielle,
gu(t,r)  F(t,r) 0 0
F(t,r) G(t,r) 0 0
v = ’ ’ ~ 2.54
In 0 0 r2H(,r) 0 (2:54)
0 0 0 r2sin?0 H(t,r)

Partant de I’équation (2.53), dérivons maintenant 1’expression du tenseur métrique corres-
pondant au cas a symétrie sphérique, mais dans le systéme de coordonnées cartésiennes
(t,z,y, 2). Il suffit pour cela de remarquer que ’élément de temps propre dr? = g dxtdx”
est invariant sous un changement de cooordonnées et d’exprimer dr, df et dy en termes de
dx, dy et dz. Pour ce faire, utilisons d’abord (2.37) pour exprimer dz, dy et dz en termes
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de dr, df et dp. On obtient

dx sin @ cos @ dr 4+ r cosf cospdf — r sinf sin p dyp,
dy = sinf sinpdr +r cosf sinpdf 4+ r sinf cos ¢ dp,
dz = cosOdr —rsinfdb.
(2.55)
Inversons (2.55) pour obtenir dr, df et dp en termes de dzx, dy et dz, ce qui donne
dr = Zde+Zay+Zdz
r r r
2 .2
o = VE LI,
\/332 + y \/a:2 + y r
sinfdp =
4 \/x2+y r\/x2+y
(2.56)

Rééxprimons 1’élément de temps propre au carré en termes des coordonnées cartésiennes
en substituant & dr, df et dp leurs expressions en termes de dz, dy et dz, (2.56). On
obtient, tous calculs faits,

dr? = goodt® + 2FZdtde + 2Fdtdy + 2FZdt dz +
T T T
2 _ 2 2 - 2
<G%+H(1——>>dw + <Gy—2+H(1—y—>>dy +
T 7" T
~Z2 ~ y
<GT_2+H(1__>> + —2( )dxdy+
25 (G- H) dvdz+2% (G- H ) dydz,
(2.57)

avec, goo = gu- De (2.57), on déduit I'expression du tenseur métrique correspondant au
cas a symétrie sphérique exprimé en termes des coordonnées cartésiennes. Nous avons sous
forme matricielle

goo ZF iF 2R
2F 5 (G- H)+ﬁ1 5% (G- H) 2 (G- H

| wp m(G-A) 4(@-m)+n u(e-@) |0 Y
:F % (G-H G(G-H) H(G-H)+H



ou encore

9oo z F y F z F

| zF 2*°G+H zyG xzG

G = yF  zyG y*G+H yzG ’ (2.59)
zF xz2G yzG  2’G+H
ou les fonctions, de ¢ et de r, F', G et H sont reliées aux fonctions F , Get H par

F 1/~ = .

F=2, G:—2<G—H>, H=H. (2.60)
r r

2.6 Détermination de la forme la plus générale d’une mé-
trique satisfaisant au principe de symétrie maximale
La métrique doit étre d’abord invariante sous les rotations, ce qui suppose que notre

meétrique doit étre de la forme (2.59) et nous avons ici a distinguer trois cas : le cas plat,
le cas sphérique et le cas pseudo-sphérique.

2.6.1 Meétrique a symétrie maximale : cas plat

Dans le cas plat, la métrique doit étre invariante sous les translations. En faisant usage
des champs vectoriels de Killing associés aux translations le long de oz, oy et oz, (2.31),
(2.32) et (2.33), les conditions d’invariance s’écrivent

0
%gwj =0, (2.61)

0
3y =0 (2.62)

et 9
&g’“' =0. (2.63)

D’apres (2.61), (2.62) et (2.63), les composantes du tenseur métrique doivent étre indé-
pendantes de z, y et z. Elles ne peuvent donc dépendre que de ¢. Il s’ensuit, qu’en termes
des fonctions F', G et H, FF =0, G = 0 et H ne peut dépendre que de ¢t : H = H(t). La
matrice représentant la métrique (2.59) se réduit alors a

goo(t) 0 0 0
uv = 8 H{t) H(zt) 8 (2.64)

0
0 0 0 H(®
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D’apres le théoréeme de Sylvestre, le tenseur métrique g, a l'instar du tenseur de Min-
kowski 7,3, (on parle ici des représentations matricielles) admet une valeur propre positive
et trois valeurs propres négatives. Ceci d’'une part. D’autre part, comme le tenseur mé-
trique, (2.64), est sous forme diagonale, il en résulte que goo(t) et H(t) sont les valeurs
propres du tenseur métrique, avec des multiplicités 1 et 3 respectivement. Il s’ensuit que
les fonctions goo(t) et H(t) doivent étre définies positive et négative respectivement. Re-
définissons la coordonnée temporelle ¢, t — ¢ par la relation

dt? = goo(t) dt? (2.65)

ou encore
dt = +/goo(t) dt, (2.66)
qui s’intégre en

- / oo @) dt, (2.67)

qui donne ¢ en fonction de ¢ : ~(t), quon peut inverser pour exprimer ¢ en fonction de ¢ :

t(t). Définissons maintenant la fonction définie positive a(t) comme
() = ~H (¢ (D) (2.65)

Finalement, réappelons ¢ t. La matrice représentant le tenseur métrique, (2.64), prend
alors la forme

1 0 0 0
1 0 —ad*(t) 0 0
uv = 0 0 . Q(t) 0 R (269)
0 0 0 —a2(t)

qui est la forme populaire donnée dans la littérature [1, 2, 7, 9].

2.6.2 Meétrique a symétrie maximale : cas sphérique

Ici, en plus de I'invariance sous les rotations, on doit avoir invariance sous les pseudo-
translations (2.34), (2.35) et (2.36), avec K positif. On peut toujours choisir un systéme
d’unités tel que K vaut 1. Les champs vectoriels de Killing associés aux quasi-translations
le long des trois axes oz, oy, oz sont donnés respectivement par

29

(1—1?) e (2.70)
20

(1—7r%) 9 (2.71)
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et

29
(=" 5 (2.72)

L’invariance sous les quasi-translations le long des trois axes ox, oy et oz se traduit
respectivement par les équations

1/2 0 0 (1 — r2)Y? 0 (1 —r2)Y?
(1-r?) ! I T ( ot ) 91w + ( D7 ) g1 =0, (2.73)
1/2 o 1/2
21/28 8(1—’[“2) a(l—r) B
(1= a_ygw + T ggn I + gy Im2= 0 (2.74)
et
1/2 N 1/2
/2 D 9 (1-1?) 9 (1—1?) -
(1 -T ) &gﬂy + 83:“ 9311 + 8113‘” gp,3 — O (275)

Si on a & l'esprit que le tenseur métrique a 10 composantes indépendantes, nous devons
satisfaire & 3 x 10 équations, qui donnent, voir plus de détails en annexe,

F=0, H=H(), G= 1I11(t22. (2.76)
La matrice représentant le tenseur métrique, (2.59), se réduit alors a
goo(?) 0 0 0
0 HY)(1+15)  ZLHE) 2 H(t)
w0 mmae 214 )  Zene |0 *7
N aH()  HEO) (14 25)

En procédant de maniére similaire au cas plat, (2.65), (2.66) et (2.67), on obtient ¢ en
fonction de ¢ : t(t), qu’on peut inverser pour exprimer ¢ en fonction de ¢ : ¢t(¢). En définissant

de nouveau la fonction définie positive, le facteur d’échelle a(t) par la relation (2.68) et en
réappelant ¢ ¢, la matrice représentant le tenseur métrique prend alors la forme

1 0 0 0
0 —a2) (1+75) () —a? (1) 125

T I —a? (1) o —a? (1) (1 4 15@) —a? () = ,  (2.18)
0 —d’(t) % (W) () (14 o)
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2.6.3 Meétrique a symétrie maximale : cas pseudo-sphérique

Ici, en plus de I'invariance sous les rotations, on doit avoir invariance sous les pseudo-
translations (2.34), (2.35) et (2.36), mais cette fois-ci avec K négatif. De fagon analogue
au cas sphérique, on peut toujours choisir un systéme d’unités tel que K vaut —1. Les
champs vectoriels de Killing associés aux quasi-translations le long des trois axes ox, oy,
oz sont donnés respectivement par

(1+r2)" a%’ (2.79)

(1+2)"? a% (2.80)
et 9

1+ = (2.81)

L’invariance sous les quasi-translations le long des trois axes ox, oy et oz se traduit res-
pectivement par les équations

1/2 O 8 (1 +r2)Y/2 8 (14 r2)Y?
(1 + 7“2) / %%V + ( Ok ) giv + ( B ) gu1 =0, (2.82)

1/2 o 1/2

2y1/2 0 91+ 0 (1+r?) B
(1+77) a_yg“” + — opr I + p gu2 =10 (2.83)
et

12 O 8 (1+r2)Y? 8 (1 + r2)Y/?

(1 + TQ) / &g/“’ + ( 81““ ) g3v + ( 8[[]” ) gp,S == 0 (284)

Comme dans le cas sphérique, nous devons satisfaire a 3 x 10 équations, qui donnent, les
détails sont donnés en annexe,

F=0, H=H®, G——fi—(?z. (2.85)
La matrice représentant le tenseur métrique, (2.59), se réduit alors a
goo(t) 0 0 0
0 HO)(1-15)  —fLHE) — 2, H (1)
el e H) HO (- Es) )| (2.86)
0 (0 —[ELH()  H(t) (1 - r)

Procédons comme dans le cas plat. Introduisons une nouvelle coordonnée temporelle ¢ lide
a la coordonnée temporelle ¢ via la relation (2.66), qui s’intégre pour donner ¢ en fonction
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de t, (2.67), relation qui peut étre inversée pour exprimer ¢ en terme de t. On introduit
alors de nouveau la fonction définie positive, le facteur d’échelle a (E), via la relation (2.68).
Finalement, en réappelant ¢ ¢, la matrice représentant la métrique se réduit a

1 0 0 0
0 —a(t)? (1 - T) a(t)? £y a(t)? 12

Juv = 0 a (t)2 1117/42 —a (t)2 (1 . %) a t)2 % ) (287)
0 et W@’ et (1- o)

L’¢lément de temps propre dr2 correspondant & (2.78), symétrie maximale, cas sphérique,
s’écrit comme

dr? = dt? — o (1) (14 1557 ) da? — a® (1) (14 757 ) dy? —

a® (t) (1 + 1i2r2> dz? — 2a? (t) T8z dady — 20® () %2z dadz — 2a? (t) Tz dydz.
(2.88)

De méme, L’élément de temps propre d72 correspondant & (2.87), symétrie maximale, cas
pseudo-sphérique, s’écrit comme

dr? = dt* — a? (1) (1 - %) dx? —a® (t) (1 - 11%) dy® —

a® (t) (1 - ﬁ%) d2* 4 20° (t) 7%= ddy + 20* (t) 7z drdz + 2a% (t) L= dydz.

1472
(2.89)

Il est facile de montrer qu’on peut mettre (2.88) et (2.89) respectivement sous les deux
formes

2
2 _ 32 2 - q_a(t) 4'42
dr* =dt* — a* (t) dr - dr I <7“ dr) (2.90)
et 2()
2 _ 2 2 T a“ (t S 2
dr? = dt? — a? (t) dr'- di'+ T (7-dr)". (2.91)

Nous retrouvons ainsi les formes bien connues dans la littérature (2.90) et (2.91) [1, 2].

2.7 Determination de la forme la plus générale d’'une mé-
trique statique a symétrie sphérique

Dans ce cas il est plus commode de travailler dans un systéme de coordonnées sphé-
riques, auquel cas 'exigence d’une symétrie sphérique, c’est & d’une invariance sous les
rotations, se traduit, comme on I’a dé¢ja vu par la forme (2.54) pour le tenseur métrique.
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Pour que la mérique soit statique, il faut qu’elle soit invariante sous les translations tem-
porelles dont le champ de Killing est donné par (2.21). Il est alors trés simple de voir
que la condition de staticité implique que les composantes du tenseur métrique doivent
étre indépendantes du temps ¢, d’oul la forme du tenseur métrique correspondant au cas
statique a symétrie sphérique

gu(r) F(r) 0 0

F(r) G(r) 0 0

0 0 r2H(r) 0 (292)
0 0 0  r2sin?60 H(r)

L’¢lément de temps propre au carré dr? correspondant a la métrique (2.92) s’écrit
dr? = gy (r) dt® + 2F (r) dtdr + G (r) dr® + r2H () d6? + sin® 0 72 H (r) dp®.  (2.93)
Changeons la variable temporelle ¢ en une nouvelle variable t’, avec
t=t'+5(r), (2.94)

ot S (r) une fonction arbitraire de . Exprimé en termes des coordonnées t/, r, 0, ¢, I'élé-
ment de temps propre au carré dr? (2.93) s’écrit, sachant que,

dt = dt’ + %dr, (2.95)
2 12 dS -~ /
dr* =gy (r)dt'= +2 gtt(T)—r+F(r) dt'dr +
2
(gtt (r) (%) +2F (r) % +G (r)) dr® 4+ r2H (1) df* + sin® 6 2 H (r) dp?.
(2.96)

Par un choix judicieux de la fonction S (7), on peut rendre la métrique diagonale, ce
qui revient & annuler le terme en dt’ dr. Pour ce faire, S (r) doit satisfaire & 1’équation
différentielle suivante »
ds  F(r)
dr gt (1)’

(2.97)

qui s’intégre en

S(r) = — / Fr) (2.98)



Pour un tel choix pour S (r), (2.98), I'élément de temps propre d72, (2.96), prend la forme
suivante

ﬁQ _ - ~
dr? = gy (r)dt'* + (— p ((:)) +G (r)) dr® 4+ r2H (1) d6? + sin? 0 r*H (r) d¢?,
tt
(2.99)
d’otl le tenseur métrique associé
gtt (’I”) 0 _ 0 0
A () ()
0 G -gm 0 0 (2.100)
0 0 r2H (r) 0
0 0 0 sin? @ r2H (r)

Le théoréme de Sylvestre stipule que le tenseur métrique g,,,, doit posséder le méme nombre
de valeurs positives, négatives et nulles que le tenseur de Minkowski 7, 5. Comme ce dernier
posséde une valeur propre positive et trois valeurs propres négatives, il en de méme du
tenseur métrique. Comme le tenseur métrique (2.100) est sous forme diagonale, ses valeurs

propres ne sont autres que ses éléments diagonaux. Il s’ensuit obligatoirement que la

F2(r) ~ .
—gn0) ¢t H (r) sont
définies négatives Changeons maintenant la coordonnée radiale 7 en 7/, avec

fonction gy (r) est définie positive tandis que les deux fonctions G (r)

' =r\/—H (r), (2.101)

relation qui peut étre inversée pour exprimer r en terme de 7', r = r (r'). Si on introduit
les fonctions définies positives A (r') et B (') par

72 ’
A(r) = % _G(r () (2.102)
et
B (r') :=gu (r (1)), (2.103)
et si on réappelle t' et 1’ t et r respectivement, I’élément de temps propre au carré dr?
s’écrit

dr?> = B (r) dt> — A (r) dt? — r2d0? — r?sin 0 dy?,

(2.104)
d’oll on déduit le tenseur métrique sous forme matricielle,
B (r) 0 0 0
8 _‘%(T) 2 : (2.105)
0 0 0 —r’sin®6
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qui est la forme standard d’une métrique statique a symétrie sphérique [1, 2].
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Chapitre 3

Meétrique de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-walker

En cosmologie, la métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (en abrégé FLRW)
est une métrique permettant de décrire un univers homogeéne et localement isotrope en
expansion ou en contraction. On peut d’ailleurs montrer que la métrique de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker est la seule métrique répondant a ’exigence simultanée d’un
univers homogene et isotrope autour de chaque point. Cette métrique constitue le modéle
cosmologique standard de 'univers. En cosmologie, les deux propriétés d’homogénéité et
d’isotropie autour de chaque point ne doivent pas étre considérées comme de grands prin-
cipes de la physique mais plutot comme des hypothéses de travail. D’ailleurs les propriétés
d’homogénéité et d’isotropie autour de chaque point ne sont valables qu’a grande échelle,
lorsqu’on moyenne sur des cellules d’espace suffisamment grandes.

Il s’ensuit que le modele FRLW ne peut rendre compte en particulier du Big Bang
car celui-ci suppose des fluctuations de densité, qui sont bien présentes dans I'univers. En
effet, le modéle strictement FLRW suppose ’absence des amas de galaxies, des étoiles, des
planétes et méme des étres biologiques, puisque ces objets sont de loin plus denses que
I'univers en moyenne.

Le modéle FLRW est utilisé comme une premiére approximation. Son atout principal
est la simplicité qu’il apporte aux calculs. Eventuellement, on peut tenir compte des fluc-
tuations de densité en apportant des modifications au modéle FLRW, tels les métriques
FLRW perturbées. La plupart des cosmologistes s’accordent & ce que la partie de I’Univers
observable est bien approximée par un modeéle presque FLRW, c’est-a-dire un modéle qui
suit la métrique FLRW & part des fluctuations primordiales de densité.
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3.1 La Métrique de Friedmann

En coordonnées polaires, elle peut étre écrite comme

ds® = dt* — a(t)? dr” + r2dQ? (3.1)
1— kr? ’ '
ou
dQ? = df? + sin? 0dy?, (3.2)

a(t) est le facteur d’échelle de 1'univers a I’époque t et k est un parameétre qui exprime la
courbure spatiale et peut prendre trois valeurs : +1, 0 ou —1 correspondant respectivement
a un espace courbe fermé, correspondant a la géométrie de la sphére, & un espace plat, cor-
respondant & la géométrie euclidienne usuelle, et & un espace courbe ouvert, correspondant
a la géométrie de la pseudo-sphére.

On peut faire un changement de coordonnées pour faire apparaitre la distance comobile

X
X k=0,
r=%(x) =1 siny, k=+4I1, (3.3)
sinhy, k= -1

La métrique (3.1) peut étre alors réécrite sous la forme
ds® = dt* — a(t)? (dx® + X(x)*dQ?), (3.4)

Pour étudier I'expansion de 'univers, on prendra la forme (3.4), chaque fois qu’on
considérera les géodésiques radiales des photons : 6 = cste, ¢ = cste.

3.1.1 Equations de Friedmann

Il s’agit tout d’abord d’écrire les équations d’Einstein, et donc de calculer les compo-
santes du tenseur de Ricci et celles du tenseur d’énergie impulsion
Les composantes covariantes non nulles du tenseur métrique sont :

2

a(t .
( )TQ,ggg = —r2a(t)2,gw, = —r2szn20a(t)2 (3.5)

gt =1, grr = )

les symboles de Christoffel non nuls correspondants sont

It = aay/ (1 - kr2) , Ity = aaur?, Ffw = aaur?sin® 0,
fo= 1 (1~ 5%)., Ty = —r (1~ k) sn0, T} =%y = arfa
Iy =T% = ai/a, %, =19 =1/r, Ffw = —sinf cosb,
Ffw = th = at/a, rg=rg =1/r, T&) = Fie = cot 6, (3.6)
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ou a; désigne la dérivée premiere du facteur d’échelle a(t) par rapport au temps t. En
utilisant ’expression du tenseur de Ricci, on obtient

Ry = 3att/a7 (3'7)
_ (aatt + 2&% + 2]{3)

B = =0y 39

Rgg = —1r? (aatt + 2(1% + 2]{2) , (3.9)

Ry, = —r?sin? 6 (aatt + 2at2 + 21{7) , (3.10)

ol ay désigne la dérivée seconde du facteur d’échelle a(t) par rapport au temps t. On
calcule le scalaire de courbure R par contraction du tenseur de Ricci R,

R=g"R,,. (3.11)

En utilisant les expressions des composantes du tenseur de Ricci (3.7), (3.8), (3.9),
(3.10), on obtient pour ce dernier I'expression suivante :

R=+46 (atta—l—a? + k’) /a2.

Pour écrire les équations d’Einstein, on adoptera la forme
1
R, — Aguy = —87G | Ty — §gWT , (3.12)
avec T := T",, complétement équivalente & la forme

1
R.U’l/ - EQMVR + Aguy - _SWGTMV. (3.13)

Il s’ensuit qu’on a besoin de connaitre I'expression du tenseur énergie-impulsion. On
va adopter dans ce qui suit la forme générale du tenseur énergie-impulsion 7},,, dans le cas
d’un fluide parfait avec densité p et pression p donnée par

Ty = (p+p) UUs — pgu, (3.14)

ou U, désigne la 4-vitesse du fluide. Vu qu’on travaille dans un systéme de coordonnées
comobiles, seule la composante temporelle de U,, est non nulle

U,.(U;,0,0,0). (3.15)

Comme
UU* =1, (3.16)
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et vu que le tenseur métrique est diagonal avec g = 1, on arrive a

U? = 1. (3.17)
Comme U, est obligatoirement positif, on a finalement

U, = 1. (3.18)

Il vaut la peine de noter que nous obtenons deux équations indépendantes, qui corres-
pondent respectivement aux composantes temporelle ¢t et spatiale rr du tenseur de Ricci,
les deux autres composantes spatiales 66 et @y du tenseur de Ricci donnant le méme
résultat que la composante rr. Ces deux équations s’écrivent explicitement comme

3—“5 — A= —47G (p + 3p). (3.19)
et
2
At at k .
o T la T iptAs G-, (3.20)

On obtient ainsi deux équations du second ordre en a. On peut éliminer la dérivée seconde
de a, at, en prenant une combinaison linéaire convenable de équations (3.19) et (3.20).
Plus explicitement, en multipliant I’équation (3.20) par 3 et en lui additionnant 1’équation
(3.19), on obtient 1’équation suivante du premier ordre en a.

1
a?+k= 3 (87Gp + A) a®. (3.21)

L’équation (3.21), appelée équation fondamentale de Friedmann, gouverne l’expansion
de T'univers. Il est évident que I’équation de Friedmann (3.21) n’est pas équivalente a
I'ensemble des deux équations (3.19) et (3.20). Il y’a une information restante contenue
dans ’équation

a
py = —3;t (p+p). (3.22)

L’équation (3.22) n’est autre que ’équation de conservation de ’énergie impulsion. Ceci
n’est guére surprenant vu que la conservation de I’énergie impulsion est une conséquence
des équations d’Einstein. On a donc a résoudre le systéme formé des deux équations (3.21)
et (3.22). On commence d’abord par postuler une équation d’état p(p), c’est a dire une
relation entre la pression p et la densité de matiere p. Ceci permet alors, a 1’aide de (3.22),
de tirer p en fonction de a. En injectant ensuite dans (3.21), on obtient a en fonction de
t, a(t). On adopte généralement une équation d’état de la forme :

p=wp, (3.23)
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avec w indépendant de ¢. L’équation (3.22) se simplifie alors en

pr==3(1+w) Zp, (3.24)
ce qui donne p en terme du facteur d’échelle a
p o a 30Hw) (3.25)

Dans le cas d’une matiére sombre froide p = 0. Par conséquent, w = 0 et (3.25) se simplifie
en

po<a s, (3.26)
p ap\3
P (B0 2
En reportant (3.27) dans (3.21), on obtient

Il s’ensuit que

a

1 3
al+k= 3 (877Gp0 <a0> + A) a? (3.28)

ou, en travaillant dans un systéme d’unités o 87G =1
a? = AJa+ Aa?/3 — k, (3.29)

avec A = a3py/3, ou bien encore en prenant la racine carrée

a; = \/AJa+ Na?/3 — k. (3.30)

Comme a(t) est une fonction monotone de ¢, on peut donc parler de son inverse t(a) et
I'équation pour t(a) s’écrit

dt/da =1/v/AJa + Aa2/3 — k. (3.31)
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Chapitre 4

Meétrique de Schwarzschild- de
Sitter ou métrique de Kottler

L’élément de temps propre au carré correspondant a la forme la plus générale de la
métrique dans le cas statique a symétrie sphérique est donné par

dr? = B(r)dt? — A(r)dr? — r2dQ?, (4.1)
ou A(r) et B(r) sont des fonctions de r seul. En identifiant avec
dr? = g (z)dz"da” (4.2)
on déduit les compsantes covariantes non nulles du tenseur métrique
g1t = B(r), grr = —A(r), goo = —1%, gpp = —17sin*0. (4.3)

Comme le tenseur métrique est diagonal, le tenseur métrique inverse 'est également et
les composantes contravariantes du tenseur métrique sont simplement les inverses des
composantes covariantes correspondantes. Plus explicitement,

gt =1/B(r), g'" = —1/A(r), ¢ = —1/1%, g¥¥ = —1/ (7’252'7126) . (4.4)

En tenant compte de I'expression de la connexion affine

1
]‘—‘A},LV = §g>\p (a,ugpu + augup - 8,;9“”) ) (45)
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les symboles de Christoffel non nuls correspondant a la métrique, équations (4.3) et (4.4),
sont donnés par

B'(r)
Ft — I—\t —
tr rt 2B<T)’
B'(r) A(r) r roo.9
I‘\T' — T - N7 I‘\T - _ FT — _ . 9
7240 T 24(r) % A(r)yr A T
F% = Feer =1/r, Fa(p(p = —sinfcosb,
r¢, = T%,=1/r, T%, = T%,=coto. (4.6)

Les composantes non nulles du tenseur de Ricci R, sont les composantes diagonales
données par

_ =B"(r)  1B'(r) (A(r)  B'(r)\ B(r)
B = a0y T 1Aw (A(r) * B(r)) FA() (4.7)
_ B"(r) 1B'(r) (A'(r)  B'(r)\ A(r)
B = S5B0y ~ 1B <A(r) "B ) T rAG) (48)
o r _A'(r)  B'(r) 1
R = o (S ) 9
_ ano (- r Al(r) | B'(r) 1
Ro = o (o (S ) T a) G
ou on a fait usage de la définition générale du tenseur de Ricci R,
R/u/ = R)\MAV = g)\gR)\,uom (4'11)

ainsi que de l'expression de la forme complétement covariante du tenseur de courbure

R)\,um/

1 829/\0 82.9#0 829)\11 829/w ¢ £ ¢ 13
R = 2 <8x“8x” 0220z OxtdxC + Ox 0z + e <F Aol =1L ’w> ’
(4.12)
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4.1 Meétrique de Kottler a 'extérieur de la distribution de
matiére

Les équations d’Einstein dans le vide, en présence d’une constante cosmologique A,
s’écrivent alors comme

Ry = AB(r), (4.13)
R, = —AA(r), (4.14)
Rog = —Ar2, (4.15)
Ry, = —Ar?sin®é. (4.16)

avec Ry, Ry, Rgg et Ry, données respectivement par (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10).
En combinant les équations d’Einstein pour Ry et Ry, (4.13) et (4.14) respectivement,
(

on aboutit a
Rtt Rrr o 1 (’I”) B, ’I”)
Br) T Ar) . rAR) < A B0 ) v

r)
ou, en multipliant par —rA(r)2B(r)
Al(

r)B(r) + A(r)B'(r) =0,

d’ott on déduit que

A(r)B(r) = C*.

Considérons d’abord le cas A = 0, c¢’est a dire la métrique de Schwarzschild. Si on impose a
la métrique de tendre vers la métrique de Minkowski pour r tendant vers 'infini. Autrement
dit, si on impose & la métrique d’étre asymptotiquement plate, alors

B(r) =1, A(r)—1, (4.17)
ce qui fixe la valeur de C* & 1. Il s’ensuit que A(r)B(r) = 1 et par conséquent A(r) =
1/B(r). L’équation d’Einstein pour Rpg ,(4.15), se réduit alors a

d
B =1,

qui s’intégre en

Ctel
B(ry=1+

ol C* est une constante & déterminer. Pour déterminer la constante C*®, considérons la
limite d’un champ faible statique créé par une distribution de masse non relativiste. Dans
ce cas, g doit se réduire a

gt =14 2¢(r),
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ou ¢(r) est le potentiel gravitationnel de Newton, qui & une distance r du centre d’une

masse sphérique M est donné par
GM
¢ = - ’

r

oll G est la constante de Newton. Il s’ensuit que
C*'=-2G M.

Ceci détermine complétement la métrique de schwarzschild a I'extérieur de la distribution
de matiere, I’élément de temps propre au carré prenant alors la forme

dr? = B(r)dt* — B(r)"tdr? — r2dQ?, (4.18)
avec SGM
B(r)=1- — (4.19)

Considérons maintenant le cas avec constante cosmologique A. L’équation d’Einstein pour
Ryp, (4.15), se réduit alors a

d te 2
e [rB(r)] =C (1 — Ar ) ,

tel
B(r) = C™ <1—%r2+0 >,

r

qui s’intégre en

ou C' et C' sont des constantes a déterminer. Pour r suffisamment petit B(r) peut étre
approximé par :

tel
B(r) ~ C* <1+C )
T

En comparant alors a I'expression de B(r) correspondant a la solution de Schwarzschild

2G M
B(r)y=1- G ,
r
on aboutit &
Cct*=1,C" = -2 G M, (4.20)

ce qui détermine complétement la métrique de Kottler [8] a I'extérieur de la distribution
de matiere, I’élément de temps propre au carré prenant alors la forme

dr? = B(r)dt* — B(r) tdr® — r2dQ2, (4.21)
avec °GM A
B(r)=1- - 57«2. (4.22)
T
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4.2 Equations de la géodésique a ’extérieur de la distribu-
tion de matiére

Dans le cas a symétrie sphérique, le mouvement se fait dans un plan, qu’on peut
choisir comme étant le plan équatorial 6 = 7. En utilisant les expressions des symboles de
Christoffel, (4.6), et en tenant compte du fait que A(r) = 1/B(r), avec B(r) donné par
(4.22), les équations des géodésiques

d?z? \  dxt dx
+ —_—
dp? " dp dp

s’écrivent

.. B/<7’) .
= 4.2
t+B(r)tr 0, (4.23)
1 ’ 2 1B'(r) , 2 _
P+ 2B(?“)B (r)t > B0 7 —rB(r)p* =0, (4.24)
2
<,'b+;7'“<,'0:0, (4.25)
ou
_ 4
=

Par intégration, les équations (4.23) et (4.25), apres redéfinition du parameétre affine p,
donnent respectivement

.1 2GM A L\
t= B - <1 ——— 3 ) : (4.26)
et 7
p="3 (4.27)

ol la constante d’intégration J est interprétée comme un moment cinétique par unité de
masse. En remplacant £ et ¢ par leurs expressions respectives (4.26) et (4.27) dans (4.24),
on obtient

d#r 1B, J*B 1B

-2 o
W 2B % 2B

En multipliant Péquation précédente par 2%, on arrive a

1 dr? d(%) .9 Qd(r%) d(%) _
st T T T Y
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qui peut également se mettre sous la forme
d (1., J* 1
— | =7 — —— 1 =0
dp (BT T B) ’

dont l'intégration donne

ou la constante d’intégration E s’interpréte comme une énergie par unité de masse. Consi-
dérons I’élément invariant d’espace-temps, ou plutdét son carré dr2. Nous avons

1
dr? = Bdt* — EdTQ — 7r2d? — r? sin? dp?. (4.29)

Si on tient compte du fait que 6 = Z, ainsi que des relations (4.26), (4.27) et (4.28),
'expression de d72, (4.29), se réduit a

dr? = E dp*. (4.30)

Dans le cas du photon, et de toute particule de masse nulle, dr?2 = 0 et par conséquent
E = 0. L’équation (4.28) se simplifie alors en

1, J* 1
Eﬂ + S 5= 0, (4.31)
d’oil on tire une expression pour 72
J’B
2 =1— 5 (4.32)

d’ou

2B
f:im—Jr—Q. (4.33)

En divisant (4.33) par (4.27), nous obtenons

dr 7 72
@o_r_4nZ B 4.34
g TR (434

Au périlens, c’est a dire lorsque la coordonnée r a atteint sa valeur minimale 7,

d
Rl — (4.35)
del,—p,
Il s’ensuit une expression pour J
r
J=—*L£ (4.36)
B(rp)



En remplagant J par son expression (4.36) dans (4.34), on obtient aprés quelques mani-

pulations simples
d 2 2GM  2GM
Y Ly - - (4.37)
dy s r rp, T+

ou encore

~1/2
al_go:i 1 (1_2GM_2GM r ) ‘ (4.38)

2
dr r :_2_ T Ty, T+Ty
P

Remarquons que la constante cosmologique A a complétement disparu de I’expression de
%‘7@. D’ailleurs, I'expression (4.38) est identique a celle obtenue dans le cadre de la métrique
de Schwarzschild. La disparition de la constante cosmologique de I’expression de ‘é—f est
un simple accident de calcul, qui a été a l'origine de la croyance, longtemps répandue,
que la constante cosmologique n’avait pas d’influence sur le phénoméne de la déflexion
de la lumiére [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Cette croyance a été par la suite remise en
cause suite aux travaux d’Ishak et Rindler [17], ce qui donna lieu & une grande polémique
[18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Notons finalement que dans le cas d’une
masse non nulle la constante cosmologique ne disparait pas. Dérivons maintenant une
expression pour %. Nous avons en tenant compte des relations (4.26) et (4.27) ainsi que

de I'expression (4.38)

dt _dtdp . /B) <1_2GM_2GM r )1/2

= _ 2 — 4.
dr dedr (4.39)

B(r) 1_:_% T T, THTp
Remarquons que dans ’expression de %, (4.39), la constante cosmologique A est bien
présente. La relation (4.39) constitue le point de départ du calcul du temps de retard dans
le cadre de la métrique de Kottler [30]. Notons que d’autres calculs de temps de retard [31]
ont été réalisés dans le cadre d’un modéle plus réaliste, en ’occurence le modéle d’Einstein-
Straus [32, 33, 34], résultant du raccordement de la métrique de Kottler a I'intérieur d’une

vacuole & la métrique de Friedmann-lemaitre-Robertson-Walker a I’extérieur de la vacuole.

4.3 Meétrique de Kottler a l’'intérieur de la distribution de
matiére dans le modéle fuide parfait

Considérons maintenant les équations d’Einstein a Uintérieur de la distribution de
matiére, supposée statique et a symétrie sphérique. Les équations d’Einstein s’écrivent
alors

1
Ry = 59w R+ Mgy = —87G T, (4.40)
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T, est le tenseur d’énergie impulsion. Dans le cas d’un fluide parfait 7}, a comme ex-
pression

Ty = (P+ p) uyuy — Pgpy. (4.41)
Il est facile de montrer que
Too = pB(r), (4.42)
Ty = —Pgii, (4.43)
T:=T" =-3P+p. (4.44)

En explicitant les équations d’Einstein (4.40), nous obtenons

1
Rtt_iBR+AB: —87TGpB, (445)
Ry + %AR —ANA=-8rGPA, (4.46)
Rgg 1 B

En faisant usage de ’expression du scalaire de courbure R,
1 1

R=—=Ry——

B A

et en tenant compte des expressions de Ry, (4.7), Ryr, (4.8), et Rpg, (4.9), en termes de B

et de A, les équations (4.45) et (4.46) peuvent étre réécrites aprés quelques manipulations
simples comme

2
R'rrr - T_2R00, (4.48)

1 1d/r
=g () ~A =86 (4.49)
et
1 1 1 dB

—ﬁ—Fm—F@E—FA:SWGP (4.50)

respectivement. Ceci d'une part. D’autre part, la conservation du tenseur d’énergie-impulsion
se traduit par la nullité de sa dérivée covariante :

D, T" = 0. (4.51)

En utilisant la définition de la dérivée covariante, la relation (4.51) peut étre réécrite
comme

9, T" + T, T? + TV, TH = . (4.52)

Pour v = t, la relation (4.52) se réduit, en tenant compte du fait que le tenseur d’énergie-
impulsion est diagonal, a

T + 1", T% 4T, T = 0. (4.53)
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Mais les symboles de Christoffel T'** ut €t rt i SONt tous nuls et la relation (4.53) se simplifie
en

P
d (—) —0, 4.54
AWz (4.54)
oil on a tenu compte de I'expression de T
Tt = L. 4.55
L (4.55)
Comme B est une fonction de r seul, (4.54) se réduit a
dp
— =0. 4.56
9 (4.56)

Pour v = r, la relation (4.52) se réduit, en tenant compte du fait que le tenseur d’énergie-
impulsion est diagonal, &

0,17 + (rt S LS F‘/’W> T+
" T+ 17, T + Ty T% +T7 T = 0. (4.57)
ou bien encore
0,17 + (rt b 20T T+ F%Dw) T+
I T + T T% +T7 T = 0. (4.58)

En tenant compte des expressions des symboles de Christoffel, (4.6), de celle de T%, (4.55),
et également des expressions de 77", de T% et de T¥%? données respectivement par

P
T = -Pg"=—, (4.59)
P
T = —pg% = ot (4.60)
To¢ = _pge—_L (4.61)
g r2sin? 6’ '

ou on a fait usage de I'expression du tenseur métrique inverse g*”, (4.4), on obtient fina-

lement ,

B
P + 5 (P+p) = 0. (4.62)

Pour v = 0 et v = ¢, on peut vérifier que la relation (4.52) est identiquement satisfaite.
Considérons le cas d’un fluide incompressible (étoile de Schwarzschild) caractérisé par
p = cste et P = P(r). La relation (4.62) peut alors étre réécrite comme

!/

O (P+p)+ 2% (P+p)=0. (4.63)
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Comme la conservation du tenseur d’énergie-impulsion est une conséquence des équations
d’Einstein, I’équation (4.63) est une conséquence des équations d’Einstein (4.45), (4.46)
et (4.47). Autrement dit, I’équation (4.63) est une combinaison appropriée des équations
d’Einstein (4.45), (4.46) et (4.47). Il est en fait plus avantageux de travailler avec le systéme
d’équations (4.45), (4.46) et (4.63) qu’avec le systéme d’équations (4.45), (4.46) et (4.47)
qui lui est strictement équivalent. Nous allons travailler avec le systéme d’équations

1 1d/r
=g () ~A =86 (4.64)
1 1 1 dB

-+ —=—+———+ A =87GP 4.65

r2+r2A+rAB dr+ T (4.65)

obtenues respectivement a partir de (4.45) et (4.46) aprés quelques manipulations simples,
et

/!

O (P+p) + % (P+p)=0. (4.66)

En multipliant (4.64) par r2, on aboutit a

d (r 2
- (Z> +1—(A+87Gp)r< =0, (4.67)
qui s’intégre en
1
—% +7r— 3 (A 4+ 87Gp) r3 = Cste, (4.68)

La constante Cste est déterminée en évaluant (4.68) pour 7 = R et en imposant a A(r)
d’étre continue sur la sphere r = R. La continuité de A(r) en r = R implique que

-1
A(R) = <1 - 2GTM - %AR2> : (4.69)

En tenant compte de la relation liant la masse M & la densité p et au rayon R de la
distribution de matiére

4
M = gwRSp,

la relation (4.69) se réduit a
1 -1
A(R) = (1 -3 (87Gp + A) R2> : (4.70)

En évaluant maintenant (4.68) pour r = R et en tenant compte de (4.70), on aboutit &

-R (1 - % (87Gp+ A7) R2> +R— % (A +87Gp) R® = Cste, (4.71)
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d’ot on déduit que C'ste = 0. Il s’ensuit que

r

1 3 _
A+r—§(A+87rG,o)r =0,

d’ou lexpression de A(r)
1 71
A(r) = <1 —3 (A + 87Gp) 7“2> ,

Si on pose, en suivant les notations de Schiicker [35],

w(r) = m,

avec )
7= 3 (A +87Gp),
alors A(r) peut étre mis sous la forme
1

Considérons maintenant ’équation (4.63) qu’on peut mettre sous la forme

(tP) _ 1B
(p+P) 2B

ou

_ldlogB

d
g loglptP)=—5—"—,

dr

qui s’intégre en
log (p + P) = log B~Y/2 + Cste,
ou encore

(p+P) = Cste’\/LE.

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

De nouveau la constante d’intégration C'ste’ est déterminée en évaluant (4.80) en r = R et
en imposant a la pression P(r) d’étre continue sur la sphére r = R. Comme la pression &
Iextérieur de la distribution est identiquement nulle, 'exigence de continuité de la pression
P(r) implique que cette derniére doit étre également nulle sur la surface de la sphére de

distribution de matiére » = R. Donc,

P(R) = 0.
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Par conséquent, en reportant dans (4.80)

p+PR)=p= C’ste'\/Bl(_R),

d’ou la valeur de la constante C'ste/

Cste’ = p\/B(R). (4.82)
Il s’ensuit que

Cste' = p\/B(R). (4.83)
Par conséquent

p+P(r)=p ]Z((f)),
d’ou lexpression de P(r) en terme de B(r)
P(r)y=p (% - 1) . (4.84)
Mais 1 ]
B(R) = ok L= 3 (A+87Gp) R? =w(R)? = K?,

o, en suivant toujours les notations de Schiicker [35], on a posé
K :=w(R), (4.85)

ce qui permet de réécrire (4.84) sous la forme

P(r)y=p (% - 1) . (4.86)

Remplagons maintenant A(r) et P(r) par leurs expressions respectives (4.76) et (4.86)
dans (4.65). Nous obtenons

leQM_ - _87TGpK:
Fer) gy — v (A ETGp) )

I

ou, en faisant usage de la définition de -, (4.75),

1 LB K
LppB) 816K

r B(r) B(r)

(4.87)
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En multipliant (4.87) par /B(r), on arrive a

Lu(r? 23 B +2v/B(r) — 87GpK = 0. (4.88)

T 1/B(

Mais

ce qui nous permet de mettre I’équation (4.88) sous la forme

)2%2\/W + 2v4/B(r) = 87GpK, (4.89)

qui est une équation différentielle du premier ordre pour v/B avec second membre. Comme
il est bien connu, la solution générale de (4.89) est la somme de la solution générale de
(4.89) sans second membre et d’une solution particuliere de (4.89) avec second membre.
11 est clair que (4.89) admet une solution particuliére sous forme de constante.

VB(r)=_C.

Pour déterminer la constante C' remplagons dans (4.89). On obtient

2vC' = 81GpK,
d’ou G oK
c=2" PR _ aK,
2y
ol, de nouveau nous avons posé, en accord avec les notations de Schiicker, [35],
8tGp
= . 4.

o' > (4.90)

Donc
B(r) = aK, (4.91)

est une solution particuliere de (4.89). Considérons maintenant la solution générale de

Lo —2\/_+27\/_ 0. (4.92)

3=

Mais
1 dw?

9y — -2
" r dr’
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ce qui nous permet de réécrire (4.92) sous la forme

\/ —ldi Bl =0, (4.93)

qu’on peut aussi aussi réécrire, en multipliant par #, comme

SVB0) 1%

dr = 4.94

— =5 (4.94)
ou encore q dl )
_ ldlogw

alog Vv B(r) = 5 (4.95)

qui s’intégre en

log /B(r) = logw(r) 4+ Cste, (4.96)
VB(r) = Cste'w(r). (4.97)

La solution générale de (4.89) est donc

VB(r) = Cstdw(r) + aK. (4.98)

Pour déterminer la constante d’intégration Cste’, on évalue la relation précédente pour
r = R en faisant de nouveau usage de la condition aux limites /B(R) = K, ce qui donne

ou

= (Cste' + a)K,

d’oul . A
—=81Gp+ 5
Cste/:l—a:6—p3,
~
En suivant les mémes notations que ceux de Schiicker [35], on définit le parameétre 5 comme
1 A
—=81Gp+ 5
Bi=l-aq=_8""PT35 (4.99)
Y

et \/B(r), (4.98), s’écrit, en tenant compte des conditions aux limites, comme

Vv B(r) = fw(r) + aK, (4.100)

B(r) = (Bw(r) + aK)?, (4.101)

49



En substituant & B(r) son expression, (4.101), dans celle de P(r), (4.86), on obtient pour
expression finale de P(r)

P(ry=p (M#“K - 1) . (4.102)

Les expressions de A(r), (4.76), B(r), (4.101), et P(r), (4.102), ainsi obtenues sont iden-
tiques a ceux obtenues par Schiicker [35] et d’autres auteurs [36, 37].

Dans le cas ou A = 0, c’est a dire en I’absence de constante cosmologique, les paramétres
v, (4.75), a, (4.90), et (3, (4.99), se réduisent a
387Gp 3 _ —g87Gp 1

=—, pf=-""=__ (4.103)
%STFGIO 2 %877Gp 2

1
v = §8WGp, o=

et les expressions de A(r), (4.76), B(r), (4.101), et P(r), (4.102), se simplifient respecti-
vement en

-1
A(r) = <1 - %8%G,0r2> , (4.104)
3 1 ) /2 1 ) 1/2
B(r) = 3 <1 — 387GpR ) -3 <1 — 38nGpr ) : (4.105)
1/2 1/2
P = » — (1 - 387GpR?) """ + (1 - %871’(;;)7‘2) . (4.106)
3(1—§87GpR2) Y — (1~ J8nCpr)/*

4.4 Equations de la géodésique a l’intérieur de la distribu-
tion de matiére dans le modéle fuide parfait

En utilisant les expressions des symboles de Christoffel, (4.6), et en tenant compte des
expressions de A(r), (4.73), et de B(r), (4.101), les équations de la géodésique

d?x \  dzt dx”

dp? mdp dp
s’écrivent
. B/(r) .

t tr = 4.1

+ Bl 7 =0, (4.107)
B'(r) .5 A(r) 5 r 2

- = 4.1

T+2A(7~)t +2A(r 7 A(r)(p 0, (4.108)
2

g'b-l-;f*gb:(). (4.109)



Une premiére intégration des équations de la géodésique (4.107) et (4.109), donne
respectivement

. 1
t = 4.110
5 (4.110)
et D
D= — 4.111
p= ( )

ol D est une constante d’intégration. En remplacant ensuite ¢ et ¢ par leurs expressions
respectives (4.110) et (4.111) dans (4.108) et en intégrant, on obtient

2 1 D
A(r)r B0 tog = E, (4.112)

ol E est une constante d’intégration. Dans le cas oli on s’intéresse & la géodésique du
photon, c’est & dire au cas sans masse, £ = 0 et (4.112) se réduit a

TEAMBE  PAW) (1

En divisant (4.114) par le carré de (4.111), on obtient

(3—;)2 ~x07m (2 P0), (4115)
d’ou
(%) =+ HF0 (5 -20) - )
On peut réécrire (4.115) sous la forme
<fz_¢>2 - 10 <B<§D2 -1). N
Si on définit . <R§_f (R)> _2’ "

alors




ce qui nous permet de tirer une expression de D en terme de C' et d’éliminer ainsi la
constante d’intégration D dans (4.117). Nous obtenons ainsi :

(rzé)_g:ﬁ(%ﬁ(mmm)q). (4.119)

Développons le membre de droite de (4.119). Développons pour cela Iexpression de B(r),
(4.101). Nous avons a des termes d’ordre deux inclus :

21 2 2
: - (8nGpR?) (AR?) -
1
51 (87err2) (87erR2) + 2 (87err2) (ARQ) . (4.120)
On en déduit le développement de 1/B(r) a des termes d’ordre deux inclus
1
3

(87['G,0’I“2)2 — % (87TG,O’I“2) (Arg) +

_ 1 2 2, 1 2
By 1 687err + -Ar +287erR +

1

11 2 1
& (87GpR?)” + 5 (87GpR?) (AR?) —
1 1 1
3 (87?Gp7“2) (87erR2) + 1 (87err2) (ARQ) + 3 (Ar2)2
(4.121)
En replacant A(r) et B(R) par leurs expressions respectives (4.76) et
1 41 2
B(R) = s =1 - 5 (A+87Gp) I, (4.122)

dans (4.119), on obtient

<r2—f>2 _ <1 - % (A + 87Gp) R2> <;—2ﬁ <C+ - % (A + 87Gp) R2> - 1) .
(4.123)

En remplacant ensuite 1/B(r) par son développement jusqu’a l'ordre deux inclus, (4.121),
dans (4.123), on obtient
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1
1-— —877Gp7“ + ZAr? 4+ = 87rG,0R2 + — (87err ) —

(r—) (1 — = (A +87Gp) R2> [:2 (C +1- § (A + 87Gp) RQ)
(

3 144
E 2 - 2 e 9 2
= (87rG,07“ ) (Ar ) + 18 (87erR ) + 51 (87erR ) (AR )
L () (57600 + 1 (526r®) () 4 L (027) 1],

(4.124)

En développant (4.124), en ne retenant que les termes jusqu’a 'ordre deux inclus et en
regroupant les termes selon les différents ordres, on obtient

(Zf) = 1+R—22(C+1)
7“2
%(C+1) (1—R2>(877Gpr2)+
2
é[—gC—l—k (C—i—l)ﬁ %( ) }87err2)2+
1[1 r? 1 rt 2
=945 -1 5] (o) (am).

(4.125)

Dans (4.125), la premiére ligne correspond aux termes d’ordre zéro, la deuxiéme ligne aux
termes d’ordre un (terme en 87Gpr? et les troisiéme et quatriéme lignes aux termes d’ordre

deux (termes en (877Gp7"2)2 et en (877Gp7“2) (ARQ) repectivement). Il vaut ici la peine de
noter que contrairement a la solution extérieure, la constante cosmologique apparait ici

-2
explicitement dans ’expression de (r%f) , (4.125), a’occasion de termes du second ordre

(termes en (87Gpr?) (AR?)). Il vaut la peine de noter que nous retrouvons exactement
les mémes résultats que ceux obtenus par Schiicker, [35].
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4.5 Meétrique de Kottler a l’'intérieur de la distribution de
matiére : cas général

En fait, on peut montrer que le tenseur d’énergie-impulsion T#" le plus général corres-
pondant au cas statique a symétrie sphérique est de la forme

£ q 0 0
P,
v ¢ 4+ O 0
e A : (4.126)
000

ou p, P., P, et q sont des fonctions de r uniquement. Le fait que le tenseur de Ricci
n’admette que des composantes diagonales implique que la fonction ¢ doit s’annuler. Si on
consideére le cas d’un fluide incompressible, p doit alors étre constant. Le tenseur d’énergie-
impulsion, (4.126), se simplifie alors en

dy 00
B DA IR
T = . (() ) Patr) . (4.127)
2
Py(r)
0 0 0 r2sin? 0

Nous avons donc ici deux pressions : une pression dite radiale P, et une pression dite
azimuthale P,. En exigeant de nouveau que la dérivée covariante du tenseur d’énergie-
impulsion s’annule

DT = 8, T + T TV + 17, " =0. (4.128)

Pour v =t,0, p, on obtient respectivement

dp = 0, (4.129)
9P, = 0, (4.130)
0Py = 0, (4.131)

qui sont identiquement satisfaites vu que p ne dépend pas de t et que P, ne dépend ni de
0, ni de ¢. Pour v = r, (4.128) donne

P, —P,

B/
Pl + o8 (P +p)+2 =0. (4.132)

Donc si on compare au cas avec une seule pression P, = P, = P, ’équation (4.64) demeure
inchangée. Dans ’équation (4.65), il faut juste remplacer P par la pression radiale P,.
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Finalement, ’équation (4.63) doit étre remplacée par (4.132). Autrement dit, on doit
considérer le systéme d’équations

1 1d /r
L_odldyry_ s 41
r2  r2dr (A> srGp, (4.133)
11 1 dB
At rAg gy A= (4.134)
ot B PP
P;+E(PT+p)+2 L9, (4.135)

L’expression de A(r) sera donc identique a celle obtenue précédemment (4.104) Nous avons
donc ici trois fonctions de r & déterminer : B(r), P.(r) et P,(r), mais nous ne disposons
que de deux équations (4.134) et (4.135). Nous devons donc nous donner une relation
entre les les deux parameétres P, et P,. Pour illustrer la procédure & suivre, considérons
une relation du type

P, =0bP,,. (4.136)
ou b est une constante. L’équation (4.132) se réduit dans ce cas a
B 2(1-10) B’
P —t —— | Ph=—— 4.137
P [23 T Y14 (4.137)
Considérons la solution générale de I’équation sans second membre
B 2(1-0b)
Pl — 4+ ——7| P = 4.1
T + |:2.B + r :| s 07 ( 38)
qu’on peut également mettre sous la forme
P/ B 2(1-0b)
il A Pl Sl 4.1
P, [23 * r ’ (4.139)
qui s’intégre en
log P, = log B2 4 log r20-0) 4 Cste, (4.140)
ou en prenant I’exponentiel des deux membres
P, = Cste! B~1/2p720170) (4.141)

Cste et Cste’ sont des constantes d’intégration. Cherchons maintenant une solution par-
ticuliere de (4.137) avec second membre. Pour cela, utilisons la méthode de la variation
de la constante. Ceci revient & chercher une solution sous la forme

P, = E(r)B~1/2p72070), (4.142)
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En remplagant dans (4.137), on aboutit & une équation différentielle du premier ordre pour
E(r)

dE(r) B
= —221/27” 20-1)), (4.143)
qui s’intégre en
" d?l(f,) 1—2(b—1) 3./
E(r) = —p/ 2Bl/g(r,)r dr’. (4.144)

Il s’ensuit que la solution générale de (4.137) est donnée par

dB(r")

T
P, = Cste' B~Y2(r)r20-0) p/ QBId/—g(r/)r’_g(b_l) dr’ B~Y2(r)r=20-0  (4.145)

Pour déterminer la constante C'ste’, on impose a P,.(r) d’étre continue sur la sphére r = R,

ce qui donne
dB(r’)

R
Cste' = p/ QBld/—g(r/)r'_Q(b_l) dr’. (4.146)

Il en résulte une expression de P, en terme de B(r)

f dB;(T,) 1—2(b—1) 1,./ " dﬁ(fl) 1—2(b—1) 3,/ —1/2 —2(1-b)
P.(r)y=p / Wr dr—/ Q_BTQ(TJ)T dr’ | B~ /#(r)r

(4.147)
En remplagant P,.(r) par son expression en terme de B(r), (4.147), dans (4.134), nous
obtenons

11 1 dB R 4B()
S e B il — —dr’  r=2(6-1) g,/
7“2+7“2A+7"AB o +A 87TGP</ QBI/Q(T’)T dr
r o dB(r)
/ d_=2b1) gyt | 12 200),
2B/

(4.148)

L’équation (4.148) est une équation intégro-différentielle pour B(r), dont la résolution doit
se faire numériquement. Une fois la solution numeérique pour B(r) obtenu, on obtiendra
une expression, également numeérique, pour P, (r) grace a (4.147). On peut vérifier que pour
b = 1, on retrouve, comme il se doit, les expressions (4.101) et (4.102) respectivement pour
B(r) et P(r).
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Conclusion

Nous nous sommes attelés dans ce travail de mémoire de magister a redériver, dans le
cadre de la Relativité Générale d’Einstein, certaines métriques d’espace-temps. Ces mé-
triques sont intéressantes, notammment du point de vue de I'usage dont on fait en cosmo-
logie. Nous avons considéré les métriques correspondant a la symétrie maximale, & la base
du modele standard de cosmologie. La symétrie maximale stipule que ’espace est homo-
géne et isotrope autour de chaque point d’espace. Autrement dit, tous les points d’espace
et toutes les directions autour de chaque point d’espace jouent le méme roéle. L’exigence
de la symétrie maximale méne a la métrique de Friedmann-LeMaitre-Robertson-Walker
(métrique FRLW) dans ses trois versions plate, sphérique et pseudo-sphérique. On dis-
tingue également les cas avec ou sans constante cosmologique A. Nous avons également
considéré des métriques statiques et & symétrie sphérique : Les métriques de Schwarzschild,
sans constante cosmologique, et de Kottler ou Schwarzschild-de Sitter, en présence d’une
constante cosmologique. Nous avons distingué les solutions extérieure et intérieures ( a
Pextérieur et a l'intérieur de la distribution de matiere).

Notre travail s’est effectué en deux étapes. Dans un premiére étape, nous avons déter-
miné la forme la plus générale de la métrique satisfaisant & des symétries données. Pour ce
faire, nous avons fait usage de la méthode de Killing, qui constitue un outil rigoureux et
élégant pour implémenter les symétries. A chaque transformation continue est associé un
champ vectoriel de Killing. L’invariance sous la transformation continue en question im-
pliquant alors des équations que doivent satisfaire les composantes du tenseur métrique :
C’est 1’équation de Killing pour la métrique. Dans cette premiére étape, aucune référence
n’est faite a la dynamique. Seule la cinématique de la Relativité Générale est utilisée.

Une fois déterminée la forme la plus générale d’une métrique satisfaisant a des symé-
tries données, nous avons dans une deuxiéme étape parachevé la détermination du tenseur
métrique. Pour arriver a nos fins, nous avons utilisé les équations d’Einstein. Pour ce faire,
nous avions besoin de connaitre le tenseur d’énergie impulsion. A défaut de connaitre ce
dernier, nous avons adopté des formes plus ou moins justifiées pour ce dernier. Nous avons
en particulier considéré le modele du fluide parfait. Dans le cas statique a symétrie sphé-
rique, nous avons considéré en outre une forme plus générale du tenseur énergie impulsion.
Nous avons alors ramené le probléme & la résolution d’une équation intégro-différentielle,
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que nous n’avons pas résolu.

L’usage de la méthode de Killing pour imposer des symétries qui est facultative dans le
cadre de la Relativité Générale d’Einstein, devient obligatoire dans le cadre de la théorie
d’Einstein-Cartan, lorsque on veut imposer des symétries & la connexion métrique. En
plus de la condition de métricité, la connexion métrique doit, pour respecter certaines
symétries, satisfaire a des équations de Killing, similaires aux équations de Killing pour la
métrique, une équation pour chaque symétrie respectée. Si on veut considérer par la suite
la théorie d’Einstein-Cartan, alors le travail effectué dans ce mémoire de magister aura
constitué une bonne préparation.

Il nous reste également & essayer de résoudre numériquement I’équation intégro-différentielle,
qui a résulté de 'utilisation de la forme la plus générale pour le tenseur d’énergie impulsion
respectant les symétries du probléme dans le cas statique a symétrie sphérique.
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Annexe A

La métrique est invariante sous les rotations autour de I’axe oy si les relations suivantes,
dans un systéme de coordonées sphériques, sont satisfaites

o . 0 ol ol3d ae? )3
NN 2. } , =0, (14
<cos<p89 smcpcotH&P) v + 50090 + pm + 8x”g“9+ 57 I 0 (149)
avec 0
0 = Y = —gi cos
&% = cos p, 13 sing—— (150)

En tenant compte du fait que dg,,/0¢p = 0, relation qui traduit l'invariance sous les
rotations autour de l'axe oz, (149) se simplifie en

9 el F5lad el F5lad

Explicitons la condition (151) pour les différentes valeurs de p et de v. Pour p=v =t et
p=t, v=rlarelation (151) se simplifie respectivement en

cos @%gtt =0, (152)

et P
— gt =0, 153
CO8 Y5 Jtr (153)
ce qui signifie que gy et gy sont indépendants de 6. Considérons maintenant p =t, v =6,

la relation (151) se réduit alors a

cosp 0 1
— iy + —— =0. 154

Il est clair que la relation (154) ne peut étre satisfaite que si % g6 et g, sont séparément
nuls :
0

%gw = 0, gw =0. (155)
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En exigeant que la condition (151) soit satisfaite pour u = ¢, v = ¢, nous obtenons

0 . cos 6
cos goﬁgw — sin ¢ gip — cos p——gip, = 0, (156)

sin 0
qui, compte tenu de (155), implique que
9o = 0. (157)
Donc, pour résumer, nous sommes arrivés jusqu’ici aux conclusions
gt = gt (t,7) s gr = gir (&,7), 919 =0,  grp = 0. (158)

La relation (151) donne pour p=v =r

cos @%gw =0, (159)

qui signifie que g, est indépendant de 0, c’est & dire est uniquement fonction de ¢ et de r

9rr = Grr (ta T) 3 (160)
et donne pour u=v =140
cosp 0 1
= 2——0p, =0 161
Sn o 59600 + 2 g oo = U (161)
qui ne peut étre satisfaite que si
g =0 =0 (162)
o990 = 9op =
ou
900 = goo (t.7),  gop = 0. (163)

En tenant compte de (163), (151) sécrit pour u = v = ¢ comme

0 cos 0
_9 27 =0 164
qui s’intégre facilement en
9o =sin?0 C (t,7), (165)

ou C (t,r) est une fonction arbitraire de ¢ et de r. Imposons maintenant la condition (151)
pour u = r,v = #. Nous obtenons

cosp O 1
— g9 + 2——9rp, =0, 166
sin 967 o+ sin29‘q¢ (166)
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qui ne peut satifaite que si
0
%grﬂ = Oa grp = Oa (167)

ou
gro = gro <t7 T) ’ 9ro = 0. (168)

L’équation (151) pour p = r,v = ¢ s’écrit comme

os 6

0 . C
cos 4,0%97"@ — sin pg,g — cos gomgw =0, (169)

qui, compte tenu de (168), se réduit a
A (170)
Il nous reste & imposer la condition d’invariance (151) pour p = 6, = ¢, ce qui donne

sin cos 0

0
— 2 Gop — Si - — gp, =0, 171
cos por 96, + 2 gdee SN PY00 — COS P goy (171)

qui en tenant compte du fait que gg, = 0, (163), se simplifie en une relation algébrique
entre ggg et goyp

1
g 172
gos Sin2 993030 ( )
qui compte tenu de (165) donne
909 = C(t,7). (173)

Résumons nos trouvailles. 'invariance sous les rotations nous a imposé les contraintes
suivantes,(158), (160) (163), (165), (168), (170), (173), :

git = Gt (ta T) y Jtr = Jtr (t7 T) s Grr = Grr (ta T) » 960 = C (tv T) yGop = Sin2 0C (ta T) ;
gto = Oa Gt = 07 gro = 07 9ro = Oa 9op = 0.
(174)

Il est facile de voir qu’il est toujours possible, sans perte de généralité, et ce pour faire le
contact avec les notations de la partie principale du manuscrit, d’adopter la paramétrisa-
tion suivante pour les composantes non nulles du tenseur métrique :

gt = gt (t, T) y  Gtr = ﬁ (t, T) y  Grr = é (t, T) )
goo = 1°H t,r), Gpp= sin®6 r’H (t,r).
(175)
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Annexe B

Prenons comme point de départ la forme la plus générale d’un tenseur métrique cor-
respondant au cas isotrope, c’est & dire invariant par rotation. Nous avons, sous forme
matricielle, dans un systéme de coordonnées cartésiennes

goo zF yF zF
=F 2?°G+H zyG xzG
2 ; (176)
yF xyG y*G+ H yzG
2F xzG yzG 22G+H

ol goo, F, G et H sont & priori des fonctions de t et de r := /22 + y2 + z2. Imposons
maintenant & la métrique d’étre invariante sous les quasi-translations, en distinguant les
deux cas sphérique et pseudosphérique. Considérons le cas pseudo-sphérique. Pour garantir
I'invariance de la métrique sous les quasi-translations, il suffit d’imposer I'invariance de
la métrique sous les quasi-translations selon les trois axes ox, oy et oz, qui se traduisent
respectivement par les équations suivantes :

maguu n a\/l—i-—Tz 3\/14——7“2
ox

G It g9 =0, (177)

09,  OV1+1r2 OV1+r?
VI g+ — 50 = 0, (178)

et

maguy n 8\/1—|-—7“2 3\/14——7“2
0z

OxH g3v + Bv gu3 = 0. (179)

Nous avons en dérivant

WNITE _ WIER _w oVIER g IEeR

ot ’ Ox V1+1r2 oy V1Fr2 0z \/1+r(2’ )
180
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dgor o $_23_F dgor _ zyOF dgor _ zzOF

or ror’ Oy r Or’ 0z r Or’

9oz zyOF Ogo2 y?OF dgoz  yz OF

or  r or’ 9y ror’ 8z r or’

dg903 _ xzOF Ogos _ yzOF 0Ogoz _ 22 OF

dxr  r or’ dy r or 9z r or’

dgi1 2$G+x_3§ z OH 8911_@% yOH 3911_x28G z0H

or ror ror’ oy r or 7 or’ 9z r Or ror’

O _ oy’0G  yOoH Ogn _, G+_3§+Q8_H Ogp2 _ y*20G  z0H

dor r Or ror’ 8y7 or ror’ 0z r Or ror’

2 3

9933 _ Ka_G+CE3H 3933:3/2 0G  yOH 3933_2G+_3_G+53_H’

Ox r Or rOr’ Oy r or ror’ 0z or r Or

og12 %y 0G 912 _ :ry2 8G Og12 _ wyz 0G

e = VT T o oy O B2 v o

og13 222 0G O0g13 _ zyz0G  9dgi3 22 0G

oxr G+ == roor’ dy 1 or’ =G r or’

Ogas _ xyz0G Ogag Y2z 0G  Ogog yz* G

or r Or’ Oy =2+ r or’ —yGH r or’ (181)
Grace a ces résultats, nous pouvons expliciter les contraintes, (177), (178) et (179), impo-

sosées par I'invariance sous les pseudo-translations. Nous avons en faisant u =0et v =0

dans (177), (178) et (179)

0 OV1+r?
Vigrle WP,

ot

+8\/1+7"2

+8\/1+—r2

o Jo1 = 0,

go2 = 0,

0 OV1+r?
V1472 89330 + 920

ot
et

+8\/1+—r2

ot

go3 = 0.

0 O0vV1+1r2
V14172 ggﬂ + g30

ot
Comme Lét*ﬂ =0, les équations (182) ,

ot

(183) et (184) se simplifient en

dg00
V1i4+r2=Z==0

" ox

dg00
V14+r2=Z= =0
' Oy ’

et

9900
V1 22— =0
T 0z ’
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ce qui signifie que ggg ne peut dépendre ni de z, ni de y, ni de z, et par conséquent, goo,
qui est a priori une fonction de ¢ et de r, ne dépend en fait que de . Faisons maintenant
p=0etv=1dans (177). Nous avons

9, oV1+12 V1412
VIt 2t T+
ox ot Ox
qui en tenant compte de I'expression de go; et de (180) et (181) se simplifie en

2oF x
Vit (F+ =) 4 ————aF = 1
+r < +r@r>+\/1+—r2$ 0, (189)

ou en multipliant par v/1 + 72 et en réorganisant les termes

10F F
Fya2 (=24 2 ). 1
o (r8r+1+r2> 0 (190)

go1 =0, (188)

Comme il est clair que nous pouvons toujours considérer x et r comme deux variables
indépendantes, la relation (190) ne peut étre satisfaite que si les coefficients des deux
termes, le terme indépendant de z et celui en 22 s’annulent simultanément, ce qui donne

10F F
F=0et —+——==0.
o or + 1+ r2
Il est clair que %%—f + 1 fTQ = 0 est satisfaite si F' = 0. Par conséquent, (190) est réalisée si

F=0. (191)

On vérifie facilement que si F' = 0 les conditions d’invariance sous les quasi-translations le
long des axes oy et 0z pour = 0, v = 1 se trouvent satisfaites. Il en est de méme pour les
conditions d’invariance sous les quasi-translations le long des axes ox, oy et 0oz pour p =0
et v = 2,3. Imposons maintenant la condition d’invariance sous les quasi-translations le
long de l'axe ox pour = v = 1, qui s’écrit, en tenant compte de (180) et (181), comme

230G  xO0H 2z
Vitrz(2 — LS+ —— (#’G+H) = 192
+T(xG+r8r+r8r>+ 1+r2($G+ ) =0 (192)
ou, en multipliant par v/1 + r2 et en réorganisant les termes selon les puissances de z,
10H 2H 10G 2G
2G + = — oo =) =0 1
$<G+7‘8r+1+r2>+$ <r(‘97’+1+r2> 0 (193)

On peut toujours considérer que x et r := /a2 + y2 + 22 sont deux variables indépen-
dantes. Il s’ensuit que pour que (193) soit satisfaite V z, il faudrait que les deux facteurs
devant z et 3 soient séparément nuls, ce qui se traduit par les deux équations

10H  2H
2G + — - +

I 194
ror 14712 0 (194)
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et
1 8_G 2G

— — . 1
r or * 1+7?2 0 (195)
L’équation (195) s’intégre en
B
G = =0 196
1472 7 (196)

oll ¥ est une fonction arbitraire du temps.

Exigeons maintenant I'invariance sous les quasi-translations le long de 'axe oy, (178),
pour les mémes valeurs de u et v que précédemment :u = v = 1. Nous avons, toujours en
tenant compte de (180) et de (181),

2
7 (279G  yoH 2T =
\/1—1——7“( ror Trar )T \/1+r2xyG > (187)

qui peut étre réécrite en divisant par v/1 + r2 et en regroupant les termes selon les puis-
sances des variables x et y comme

10H 5 (10G 2G
il 4+ _)=0. 198
y<r8r>+$y<rar+1+r2> (198)
On peut maintenant considérer que x, y et r sont des variables indépendantes, auquel

cas la relation (197) ne peut étre satisfaite que si les coefficients devant y et x?y sont
séparément nuls, ce qui donne

10H
T = 0 (199)
et
10G 2G
rar TTar?
La relation (199) implique que H est uniquement une fonction de ¢. Quand on combine
cette derniére relation avec (194), on obtient une relation entre G et H

0. (200)

H(t)

G(t,’f’) = —m

(201)

Les équations restantes de (177), (178) et (179) n’apportent pas de contraintes supplémen-
taires. Donc, pour résumer, nous avons les contraintes suivantes sur les fonctions goo, F, G
et H, qui garantissent 'invariance sous les quasi-translations dans le cas pseudosphérique.

_H(@®)
1+7r2

goo=9goo(t), F=0, H=H(), G(tr)= (202)

Considérons maintenant le cas sphérique. De nouveau, pour garantir I'invariance de la
métrique sous les quasi-translations, il suffit d’imposer I'invariance de la métrique sous les
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quasi-translations selon les trois axes ox, oy et oz, qui se traduisent respectivement par
les équations suivantes :

V1—12 VI =12
m@guy+81r ovV1—r

o S + g9 =0, (203)

9gu2 =0, (204)

g ovV1—1r2 ovV1—1r2
A1 — 2 ZZEY
L= oy * drn 9% + oxv

et

09  OV1—1r2 ovV1—r?
V1—r2 8‘; t 9wt 593 = 0. (205)

Nous avons besoin des résultats suivants :

8\/1—7"2_0 ovl—r? x ovl—rZ Yy V1 —r? z

ot 9 J1-r2 Oy Vi—r2 9z  \J1-r2
(206)

ainsi que des résultats (181) obtenus précédemment. les calculs sont quasiment identiques
a ceux du cas pseudo-sphérique et donnent les contraintes suivantes pour les fonctions ggo,
F,Get H

goo=goo(t), F=0, H=H({), G(r)= lH_(i)2 (207)
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Résumé

Le travail de ce mémoire de magister s’inscrit dans le cadre de la théorie de la
Relativité Générale d’Einstein. Aprés une courte introduction, suivie d’un exposé de
Relativité Genérale concis mais complet dans le but de dispenser le lecteur de recourir
a un support documentaire externe, nous nous sommes attelés a la redérivation de
certaines métriques de Relativité Générale présentant un intérét évident, en particulier
dans le domaine de la cosmologie. Nous avons considéré tour a tour :

La métrigue de FLRW, satisfaisant au principe cosmologique, c'est-a-dire
correspondant a un univers homogéne isotrope, ce qui se traduit par I’invariance sous
les rotations et les translations (cas plat), ou sous les rotations et les quasi-translations
(cas sphérique et pseudo-sphérique).

La métrique de Schwarzshild, statique et a symétrie sphérique, c'est-a-dire
invariante sous les translations temporelles et sous les rotations, sans constante
cosmologique.

La métrique de Kottler ou de Schwarzshild-de Sitter, également statique et a
symeétrie sphérique, mais avec constante cosmologique.

Le travail se fait en deux étapes :

Dans une premiére étape et pour chacun des cas considérés, nous imposons les
symétries correspondantes. La méthode utilisée est celle des vecteurs de Killing, qui
est une méthode élégante et rigoureuse pour implémenter les symétries. Les symetries
se traduisent par des contraintes sur la forme de la métrique .Dans cette premiére
étape nous ne faisons pas appel aux équations d’Einstein, c'est-a-dire que nous ne
faisons pas appel a la dynamique.

Dans une deuxiéme étape, apres avoir déterminé dans 1’étape précédente la forme la
plus générale d’une métrique satisfaisant a certaines symétries donnée, nous achevons
la détermination de la métrique en faisant appel aux équations d’Einstein. A défaut de
connaitre ce dernier, nous avons adopté des formes plus ou moins justifiées du tenseur
d’énergie-impulsion. Nous retrouvons ainsi les métriques de FLRW, de Schwarzshild
a intérieur et a I’extérieur de la distribution de matiére, et de Kottler également a
I’intérieur et a I’extérieur de la distribution de matiére.

Mots clés

Relativité Générale, cosmologie, métrique, méthode de Killing, symétrie sphérique,
principe cosmologique, constante cosmologique, tenseur d’énergie-impulsion.



Abstract

The work of this Magister’s memory is in the framework of the General Theory of
Relativity of Einstein. After a short introduction, followed by a concise but complete
presentation of general relativity in order to dispense the reader to refer to an external
document support, we tackled the rederivation of some interesting metrics of General
Relativity , especially in the field of cosmology . We considered in turn:

The FLRW metric, satisfying the cosmological principle , that is to say corresponding
to a homogeneous isotropic universe, which is reflected by the invariance under
rotations and translations (flat case ), or under rotations and quasi-translations
(spherical and pseudo- spherical cases) .

Shwarzshild metric, static and spherically symmetric , that is to say invariant under
temporal translations and rotation, in absence of cosmological constant .

The Kottler metric or Schwarzshild -de Sitter, also static and spherically symmetric,
but with cosmological constant

The work is done in two steps:

In a first step and for each considered case , we impose the corresponding symmetries.
The method used is that of the Killing vectors , which is an elegant and rigorous
method to implement symmetries . Symmetries result in constraints on the form of
the metric. During this first stage we do not appeal to Einstein's equations , that is to
say we do not use dynamics .

In a second step , having determined in the previous step the most general form of a
metric satisfying some symmetries, we complete determnation of the metric by
tacking into account the Einstein equations.To this end, we have conjectured some
more or less justified forms for the energy-momentum tensor. In this way, we find
the FLRW metric, the Shwarzshild metric inside and outside of the distribution of
matter, and also Kottler metric inside and outside of the distribution of matter.

Keywords

General relativity, cosmology, metric, Killing method, spherical symmetry,
cosmological principle, the cosmological constant , energy-momentum tensor .
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