REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTERE DE L'ENSEGINEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE MENTOURI CONSTANTINE
FACULITE DES SCIENCES EXACTES
DPARTEMENT DE PHYSIQUE

MEMOIRE
PRESENTE POUR OBTENIR LE DIPLOME DE MAGISTER EN PHYSIQUE
SPECIALITE : PHYSIQUE THEORIQUE

TITRE

THEORIES PARA QUANTIQUES CONFORMES
ET SUPER INTEGRABLES

Par

MORCHEDI AMOR

La soutenance auralieule: 09/ 06 /2011

Devant lejury :

Président : H. Aissaoui M.C.A Univ. Mentouri Constantine
Rapporteur : N. Mebarki Prof. Univ. Mentouri Constantine
Examinateurs: A. Benslama Prof.

Univ. Mentouri Congtantine
S. Zam M.C.A Univ. Batna




Remerciements

Jetiensa remercier infiniment mon directeur de these : prof. Mebarki pour son aide que pour
sa qualité humaine, il m’a toujours consacré le temps nécessaire pour ére guidé
efficacement, au —dela leur grande rigueur scientifique et de | ’aide technique qu’il m’a
apportée. « Vraiment il m’a enseigné comment étre un physicien chercheur»

Jetiensaremercier aussi les membres du jury de mefaire | ’honneur de juger cette these, en
particulier le Dr. Aissaoui pour leur aide et leurs conseils importants.



Summary

In this modest research work, we have tried to focus about some main ideas of quantum
mechanics and symmetries, and how the symmetries serve to facilitate the solvability for
many systems that are not solvable in the framework of Schrodinger’s equation, basically this
work isdivided into severa parts, and for the objectivity the first part contains some
elementary ideas, concerning a kinds of the symmetries that are studied, in particular the
conformal and the par quantization symmetry, the second part we have treated the SUSY and
the par quantization theory, and we have clarified that both of them gives the same spectrum
of energy in (N=1,2 and D=1,2,3).

In the third part we defined what so called the super integrability, and how this algebraic
method could remove the problems of non-solvability of a several quantum mechanics
systems, in particular the example of Smorodinsky-Winternitz systems, we have found that a
spectrum of the energy is simply given by some constraints applied on the function structure.
Finally in the fourth part, we have given an insight what so called the SUSY intertwining
relations, and how the application of them in the case when the quantum partners’
Hamiltonian of a system was constructed by super charges of second order derivatives could

ingpire super integrable and para quantum systems in a given choices of parameters.

K eyswords: Para quantization, conformal symmetry, super integrable, super symmetry;,

intertwining relations.

Résumé



Dans ce travail de recherche, on a essayé de mettre en évidence quelques idées importantes de
la mécanique quantique et les symétries, et de voir comment les symétries servent a faciliter
des grandes classes des systémes quantique non-solubles par I’équation de Schrodinger, ce
travail est divisé en quatre parties, pour I’objectivité la premiére partie contient quelques idées
élémentaire concernant les types de symétries qu’on étudié, en particulier la symétrie
conforme et la para quantification, la deuxiéme partie on atraité la SUSY conjointement avec
la para quantification pour (N=1,2 et en D=1,2,3), et on a clarifié que le spectre d’énergie et le
méme pour les deux cas de symétrie.

En troiséme partie et finalement on a défini se qu’on appelle la super intégrabilité et
comment, cette méthode algébrique peut enlever la difficulté venant par des systemes
quantiques non-solubles, en particulier I’exemple du Smorodinsky-Winternitz, on atrouvé
que le spectre d’énergie est simplement donné par des contraintes appliqués sur I’expression

de lafonction de structure.

Mots clé: Paraquantification, symetrie conforme, super integrable, super symétrie,

intertwining relations.
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Introduction

La physique moderne se repose sur la notion de symétrie, en particulier la physique des hautes
énergies, pour cette raison nouUs NoUs consacrons au cours de ce travail a étudier des
différentes types de symétrie, tel que la symétrie conforme, la super intégrabilité, la para
quantification et la super symétrie, ou elles sont appliquées sur des systemes physiques et
servent afaciliter et de réduire les difficultés des calculs, dans la suite de notre travail nous
alons voir I’ utilités de ces différentes symétries en mécanique quantique.

La symétrie conforme jeu un grand réle en mécanique quantique, nous allons appliquer cette
symétrie vis-a-vis une autre symétrie dite para quantique définissant par des relations tri
linéaires dans un espace de Fock approprié, par conséquent un systéme mené par ces deux
symétries dit para quantique conforme. Dans le chapitre 01
nous allons rappeler quelques considérations nécessaires en basant sur la notion de symétrie
conforme dans la mécanique quantique relativiste, la théorie de super intégrabilité et la para
quantique. dans e chapitre 02, on va faire une éude détaillé d’un systeme défini par la super
symétrie avec un autre dite para quantique conforme, aing par la comparaison entre eux, nous
préciserons la différence marqués. Dansle
chapitre 03 nous identifierons ce qu’on appelle un systéme super intégrable et on essayera de
montrer que les systemes para quantiques sont des systémes intégrables en particulier super
intégrables et on notera que I’étude des systémes para quantique conformes est plus délicate.
Dans le chapitre 05 nous erons de faire une étude générale de ce qu’on appelle les
relations d’intertwining définit par des hamiltoniens qui s’écrivent en fonction des super
charges au second ordre de dérivées.

En fin on termine par une conclusion générale.



Chapitre 01

Notionspréliminaires

Avant d’étudier les systémes para-quantiques conformes et super intégrables il est tres
commode de rappeler quelques considérations nécessaires pour mieux comprendre ce genre
de systéme, car tous les systémes se basent sur des différentes symétries. On les présente

systématiquement au cours de ce chapitre.

1.1 Symétrie conforme



1.1.1 Symétrie conforme ad dimensions

Nous considérons un espace-temps ad dimensions, une transformation conforme est définie
comme un changement loca des coordonnées en préservant les angles [18].
Soit g, une métrique plate de signature(p, q) et I’élément de longueur ds? = g, dx*dx"le
changement des coordonnées x — x " donne un |’ élément de longueur ds”? =
g'ﬂvdx'”dx'v avec une métrique s’écrit par:

ax® dxh

g'w(x) :mmgaﬁ(x) (1.1)

D’autre fagon une transformation qui laisse la métrique invariante a une fonction prés des

coordonnées, on la définit par larelation suivante :
g, () =0()g, (12)

Et on dit dans ce cas la transformation est conforme, ou 2(x) est une fonction des

coordonnés x*.
1.1.2 Groupe conforme

L’ensemble des transformations de coordonnées satisferont larelation (1.2) constitue un
groupe qu’on I’appelle : group conforme [11] qui et local et posséde le groupe de
transformations de Poincaré caractérisé par 2(x) = 1 le groupe conforme est le sous-groupe
des transformations de coordonnées qui laisse la métrique invariante avec un facteur d’échelle
prés[11], [19].

Le groupe conforme &d dimension décrivant par les transformations de coordonnées

suivantes :

a. Groupede Poincaré: trandations, glissements (boosts) et rotations de |I’espace-temps

sont définis par :
x" =AE xV + gt (1.3)
b. Dilatation :

x#* - Ax# (1.4)



c. Transformations conforme spéciales (inversion x trandationx inversion) :

=—+cH (1.5)

Pour extraire ces trois cas de transformations, il suffit de faire un changement de coordonnées
infinitésimales x* — xV + e&* avec € « 1 nous obtenons::

ds® = ds? + £(0,¢, + 8,&, )dx dx” (1.6)

Lefait queds 2 doit étre proportionnelle &la métrique, on résulte des contraintes sur & :

au'fv + av'fu = 2/d guvaafa (17)

Dans un espace Euclidien une transformation est conforme si et seulement si I’équation (1.7)
soit satisfaite, On peut extraire quelque résultats a partir de I’invariance conforme par:
Translation et transformation de Lorentz mene a la conservation du tenseur énergie-
impulsion
Dilatation dans ce cas, la conservation du tenseur énergie-impulsion n’implique que la
trace de ce dernier est nulle.
Au cas de la mécanique gtatistique quantique I’ invariance conforme permet de fixer

explicitement la forme des fonctions de corréations a deux et trois points
1.1.3 Algebredelied’un groupe conforme

Le groupe conforme dans un espace-temps est représenté par une algébre de Lie [14], [23] qui

génére tous les transformations mentionnées avant est données par:

Juw = i(x,0, —x,0,) (1.8)
P, =i9,(1.9)D = ix, 0" (1.10)
K, = i(Zx#xva" - xza#) (1.11)

Ou les ], sont des générateurs associés au groupe de Lorentz [14] etP, générent les
translations d’espace temps,D engendrent la transformation par dilatation et K, engendrent les

transformations spéciales et les relations de commutations [23], [26] de ces générateurs

concernant un systéme quantique donnés par :

[D,D] = [K,.K,] =0 (1.12)
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[D,R] = -iR,(1.13)[D,K,] = ik, (1.14)[K,, P,] = 2i(g,,D —Juy) (1.15)
[KuJoa] = ((8ouKa — 824K5) (1.16)

L algébre delie du groupe de Poincaré [20]:
Ui Pa] = i81aPy — igvaPy (1.17)

[P.B]=0 (1.18)

[]uw]po] = _i(gup]vo + gvo]up _g;uf]vp _gvp]yo) (119)

1.1.4 Lasymétrie conformea 2 dimensions

La symétrie locale conforme a 2-dimensions ayant une importance particuliere car son
algebre de symétrie a une dimension infinie [15], donc nous nous bornerons a éudier leurs
caractéristiques particulieres.

Dans un espace euclidien a 2-dimensions (g,,, = d,,,), larelation (1.7) implique deux

contraintes qui s’écrivent :
09" +0,8° =0,0,¢° = 0,¢* (1.20)

Ce sont les équations de Cauchy-Riemann [19] qui définissent une fonction holomorphe
Sur le plan complexe on introduit les variables :
z=x'+ix? |, Zz=x'—ix?E=8&'+ i |, E=&8-i&? (1.21)

Donc les équations de Cauchy-Riemann [11,19] s’écrivent :

0%(2,2)
=0:
0z ’
05(z2)
=0 (1.22)

! Fonction holomorphe: ¢’est une fonction analytique



Donc latransformation conforme coincide avec les transformations de coordonnées

analytiques :
z—z' = f(2),
7 — 7' = f(2) (1.23)

On représente I’élément de longueur en fonction de ces variables indépendantes :

2

)
ds? = dzdzds'* = |a—’; dzdz (1.24)

Cette symétrie locale pour laguelle ladimension est infinie
1.1.5 Algebre conformea d=2

L’algébre conforme devient de dimension infinie et menant & des restrictions signifiantes dans
les théories invariantes conformes a deux dimensions, et peuvent étre donnés des
classifications pour les phénomenes critiques a deux dimensions[11], elle fournit aussi la
variable dynamique de la théorie des cordes.

Pour construire cette algébre nous commengons par introduire ses générateurs, on suppose

gu’on ades transformations infinitésimal es.
2 =f(z)=z+e(2)z = f(2) =2+ &(2) (1.25)

Ou: e(z), £(z) peuvent étre prise infiniment petites dans un disgue de rayon fixé, et on

développe en série de Laurent autour de zéro de z etz :

+o00 + 00
£(z) = Z g, 271E(Z) = Z g, 7+ (1.26)

Les générateurs correspondant ont laforme :

— n+1
l,=—2z""0,

[ =—z"*19, (1.27)



Contrairement au casoud = 2, le nombre de générateur a 2-dimensions et infini, les
relations de commutations caractérisant ces générateurs sont donnés par 1’algébre de Witten
[19] :

[lru lm] = (n - m) ln+m (128)
[l ln] =0 (1.29)
[Zny Zm] = (n - m)zn+m (130)

L’ensemble des transformations globales forment le groupe conforme S0(3,1) a2-
dimensions, dont les générateurssont : { I_4, Lo, [;} U {1_1, [o, [1}.

I_, et 1_; sont les générateurs des translations,, + I, et i(l, + I,) sont respectivement les
générateurs des dilatations et rotations, I, etl; les générateurs des transformations spéciales

conformes les transformations qui restent ne sont pas globales mais (locales).
1.2 Systemes quantiquesrelativistes conformes
1.2.1 Equation deKlein Gordon

L’équation de KG est la plus simple équation relativiste, ou il est trés commode d’analyser de
tel équation avec ce qu’on gppelle la symétrie « conforme » , sans oublier de dire que cette
symétrie est du genre de Lie [24] (caractérisée par des opérateurs différentiels au premier
ordre), et car la symétrie conforme peut étre absente dans quelques cas, nous NoUSs OCCUPerons
apréciser les cas d’absences et la présence de cette symétrie et les conséquences apportées sur
les solutions de I’ équation de Klein Gordon.

1.2.1.1 Equation deK G massive
On considére I’équation de Klein Gordon pour N particule de masse m suivante :
(p*pu—m*)yp =0 (1.31)

Tel que:p, = id,et m* est le carré de lamasse au repos. L’>é&quation
(1.31) est relativiste et analogue a I’ éguation de Schrodinger [21] dans cette section nous
étudions la symétrie conforme de I’équation (1.31) dans la classe M, (la classe des opérateurs
du premier ordre) et on prouve que I’équation de KG est invariante sous les 10-dimensions de

I’algébre de Lie ayant les générateurs suivants:
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B, = i9,,

©=0123. (1.32)
]HV = xypv - xvpy ] I'l-! V= 0111213- (133)

Pour argumenter ces résultats et en méme temps faire une démonstration concréte concernant
ce type de symétrie en travaillant dans le cas général ou cette symétrie contient seulement des
opérateurs de classeM, . On considere I’ opérateur linéaire Q au premier

ordre écrit comme:
Q=A'p,+B , A€EF (1.34)

Tel que F est un espace de solution de Klein Gordon, de telle sorte Q  peut couvrir tous les
cas de transformations possibles de la solution de I’équation de KG, s on considere un

opérateur linéaire : L = p#p, —m? on dit est un opérateur symétrique (S.0) declasse M; s :
[Q.L1=QL-LQ =68yL 5 €F (1.35)
Si on prend I’opérateur de symétrie d’autre fagon comme :
1
Q= E[K”,p#] +C;
1
C=B+3 [K*, p,] (1.36)
L application de la propriété de I’opérateur de transformation des formules (1.35), (1.36) avec
I’opérateur L définissant I’équation de KG [21] donne :
1
OVK* + gHKY = Eg’“’%, *C =046, ,6o,m* =0 (2.37)
A cause dem # 0 on obtient a partir I’équation précédente :
OVKF+0HKY =0 , 0*C=0 (1.38)

Ces équations sont facilement intégrées, on appelle la premiére équation « killing éguation

»et sa solution générale donnée par [21]:
K# = cluoly  + pH (1.39)

Oucl#al = —cloml prsont des nombres arbitraires et on peut aussi en déduire que C est
Independent dex, et I’expression générale de Q peut S'écrire:
Q = cWlx,p, + b#p, + C (1.40)
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Ou Q en combinaison linaire des opérateurs (1.36) et I’opérateur unité, I’algébre de lie du
groupe de Poincaré AP (1.3) représente la symétrie maximae de I’équation (1.31).

Donc, on conclut que chaque systéme décrivant par des champs massif obéssant a l’équation
de KG ne plus avoir une invariance conforme car I’invariance de tels systémes se limite
seulement a1’ algebre de lie du groupe de Poincaré qui représente un cas particulier de

I’invariance conforme.
1.2.1.2 Equation de KG non-massive

Lasymétrie locale de KG devient é&endue dans ce cas, et I’invariance maximale de I’agébre
d’une équation d’aembertienne:
ptp,p =0 (1.41)

Est 15-dimensions de I’algébre de Lie du groupe conforme [21], [25] et les @éments de cette
algebre sont donnés par les formules (1.32), (1.33) concernant le groupe de Poincaré et les

formules:
D =x#p, +2i K, = 2x,D — x,x°p, (1.42)

Pour le démontrer, il suffit de trouver un opérateur de symétrie de M, qui satisfait bien la

condition (1.41) et de méme raisonnement on trouve les équations suivantes :
1 1
dVKH* + gHKV ZEgWGPKP A 256"1{" (1.43)

Lesformules (1.43) définissent I’équation d’un killing vecteur conforme sa solution générale :

K* = 2xHx, f¥ — fhx,xV + cliolx + dxt + et (1.44)

Ou f*, clkol d et e* sont des constantes arbitraires.

les opérateurs: B, J,,, D, K, forment labase de 15-dimensions d’agebre de Lie et satisfont
bien les relations de commutations (1.12) jusqu’a (1.19) mentionnées en §(1.1.3) ces relations
caractérisent I’algebre de Lie du groupe conforme C (1.3) , de larelation (1.40) I’operateur Q
représente I’un des générateurs d’algebre de Lie du groupe conforme caractérise par les
transformations du groupe de Poincaré et de dilatation et transformations conformes spéciales,
ce qui implique que I’équation de KG non-massive (1.41) est invariante sous les 15-

dimensions de I’algébre de Lie du groupe conforme C (1.3) (appelée agébre conforme).
Applications
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On veut maintenant voir les modifications possibles qui se produisent par I’application des
propriétés d’agebre de lie du groupe sur I’équation de KG car I’invariance d’algébre de Lie

correspond a une transformation du groupe avec seul paramétre donné par :
x—x' =gy(x) (1.45)
P(x) > P'(x') = Ty, (¥ (x)) = D(8, )P (x) (1.46)

En général le paramétre de transformation 6 complexe (mais dans le cas de I’équation de kg
tels paramétres sont réels), go, D(0, x) sont des fonctions analytiques en fonction de (Aetx) et
T4, st un opérateur linéaire appartient al’espace des solutions de I’équation de KG, les

opérateurs de transformations sont trouvées & partir les équationsde Lie [21] :

ru
d;Q =KMG), x| = (1.47)
d !
D= BCW, W=y (148)

Ou K*etB sont des fonctions trouvées dans la relation (1.40), la résolution de ce systéme
d’équations aux dérivees partielles, qui accepte une solution unique et par I’intégration en
comparant avec I’opérateur symétrie (1.44).

Aprés avoir I’invariance de I”équation de KG de maniére complétement générale nous
voulons maintenant mettre en valeur les propriétés pouvant s’extraire a cause de cette

invariance nous choisissons deux types de transformation du groupe conforme.
a. Transformation de Poincar é

Pour n’importe opérateur B,ouj,, detel sorte B = 0 et de’équation (1.48) on obtient :
Y=, P =9(ge () (1.49)

Qui s’appelle une transformation homogene elle se produit lorsque le systéme obéit aune
symétrie de Poincaré.

Larésolution de I’équation (1.49) donne :

Kt=1, si Q=P (1.50)

AF = x84 —xgh . si Q=] (151)
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Ou g}, est lamétrique, on pose: @ = b* pourQ = B, en substituant (1.50) dans (1.48) on

trouve :

dx'*

T 1, x'# g = XH (1.52)
Qui implique

x'* = x* + pH (1.53)

De méme fagon on trouve les transformations genérées par /., on trouve :
x'* = AUxv (1.54)

Tel que A!, est lamatrice de transformation de Lorentz.

De tout ce qui précéde I’équation de KG est invariante sous les transformations (1.49), (1.53),
qui s’appelle transformation de Poincaré, ce genre de transformation laisse la métrique
invariante.de plus I’invariance a gébrique de I’ égquation de KG posséde dans saforme
implicite I’ information des lois principales de la cinématique relativiste.

b. Transformation par dilatation

Les équations de Lie de (1.47), (1.48) deviennent comme suivant :

d ru
;9 =x'" x’”|620 = x*(1.55)
dl/), ! !
de = _l/) ’ l/) |9=O = l/) (156)
Et les solutions de la forme suivante:
P =eCY ,  x' =ef% (1.57)

On avu quel’éguation de KG non-massive est invariante sous le groupe de Poincaré [21] la
transformation de dilatation et de méme pour les transformations conformes spéciaes, donc
elle est invariante sous|’algebre de lie du groupe conforme.

On conclut aors que I’éguation de KG est invariante sous le groupe de Poincaré dans le cas
des champs massifs, mais cette invariance dans le cas non-massif s’éend a une invariance dite

conforme.
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1.2.1.3. L’invariancede I’équation de Klein Gordon

On précise deux cas pour la symétrie conforme de type de Lie de I’équation de KG, la

premiére est celle pour les champs libre de masse non zéro et I’autre cas pour les champs libre

de masse nulle et on en extrait le résultat suivant :

L’ équationdeKlein Gordon

L ~\

Equation de KG massive Equation de KG non-massive

| |

d’agebredelLie

La symétrie maximale est le groupe La symétrie maximale est le groupe
de symétrie de Poincaré : P (1.3) de conforme : C (1.3) de 15- démentions
10- dimensions de générateurs de générateurs d’algébre de Lie

La symétrie conforme apparait dans des systémes obé ssant a |I’équation de KG lorsque les

champs manifestant dans de tel systéme ont une masse nulle.

1.2.2 Symétrie conforme del’équation de Dirac

En 1928 Dirac [21] trouva I’équation relativiste pour un électron, qui s’ écrive sous forme

covariante :
Ly = (y*p, —m)y

Ou yest une quadri-composante fonction d’onde

yH#Sont des matrices 4x4 satisfaisantes a1’algébre de Clifford [16]:
{r#.y'}=2g"

La représentation de quatre matrices de Dirac :

V°=(é _01), V"=<% %‘) ou y#=(B.Ba;);

Tel que:
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B:(é —01)’ “":<gi (g);

Ou les matrices sont écrites sous forme de blocs 2x2 des matrices de Paulio;, ainsi I’équation

de Dirac pour une particule libre :

0P

i = (—ia;V; + B (1.61)

Pour observer I’influence de la symétrie conforme sur le cas des champs de Dirac il suffit de
verifier si la condition générale de la symétrie locale (1.35) soit vérifiée, de telle sorte Q
représente une combinaison linéaire des composantes du groupe conforme.

En fait I’équation de Dirac représente que une augmentation de degré de liberté de celle de
KG, detelle fagon la solution de Dirac devient un spineur de quatre composantes semblables
alafonction de KG dorsle changement marqué sur la symétrie de I’éguation de Dirac

dépend seulement par I’extension subit par la solution de KG aune solution de Dirac.
1.2.2.1 Equation deDirac massive

Avant de mettre en évidence I’invariance conformeil est trés commode de vérifier si
I’équation de Dirac subit al’invariance relativiste (invariance sous le groupe de Poincaré) qui
représente la cinématique relativiste.

L’équation de Dirac (1.61) est invariante sous les 10-dimensions algébre de Lie qui est
homéomorphique al’agébre de lie du groupe de Poincaré [21], [23],[25] ses éléments sont :

~d
P# =DPu= lﬁ ' ]uv =Xuby — Xypy t+ Syv (1-62)

Et

i
Syv = Z (yyyv - yvyy) (163)

Cette dgebre de Lie définit par (1.62), (1.63), représente la symétrie maximale de I’ égquation
de Dirac massive. Pour extraire I’invariance de Poincaré nous avons besoin d’introduire deux
opérateurs de Casimir représentant respectivement les opérateurs de masse et pin et

I’équation de Dirac auss invariante sous lesquels, on les définit par :
C,=PBPH | Cp=WWH (1.64)
Ou WH est |e vecteur de Lubanski-Pauli :
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— 1 vo po
VV# - EEMVQO'] P (165)

Ou un opérateur de Casimir commute avec n’importe quel élément de cette a gebre.
Pour spécifier lareprésentation de |’algébre du Poincaré qui soit réalisée dans I’ensemble de

I’équation de Dirac, de on trouve:

Ciyp = B,P*Mp = p,p*p = m*yY (1.66)
1 1
Cop = W,WHyp = —Ep#p”SabSab = -m?s(s + 1)y, s=3 (1.67)

En mécanique quantique relativiste I’ espace des éats d’une particule de masse met le spins
et I’ensemble en correspondance avec |I’espace de représentation de |’algebre du Poincaré
correspondante aux états propresm? et —m?s(s + 1) des operateurs de CasimirCy, C,.

On a conclu dans cette section que I’invariance de I’équation de Dirac est isomorphe’ avec
I’invariance de I’équation de KG mentionné dans § (1.2.1), le point nouveau c’est la présence
d’un terme du matrice dans |I’opérateur de symétrie, qui implique un degré de liberté
additionnel (le spin).

1.2.2.2 Equation de Dirac non- massive

L’équation de Dirac non-massive (i = 0) aun sens physique plus précis par rapport au cas
massif car elle décrit les champs non massifs avec I’hélicité i% et lasymétrie de I’équation de

dirac dans ce cas est éendue.

L’invariance maximale dans la classe M, de I’équation :
YEpup =0 (1.68)

Est 16-dimensions d’algébre de Lie ou ses éléments sont donnés par les formules (1.62),
(1.63) et :
D=xtp,+iK , Z=liy, , K, = 2x,D — xVx,p, +2S,,x*  (1.69)

Ou :g un operateur additionnel de laforme matrice et k = % les

opérateurs (1.63), (1.69) satisferont les relations de commutations:

[]umel] = i(gleu _gMKO) , [P#’KU] = Zi(g,wD +]u0)’ [KwKO] =0

2 |somorphe : des deux objets, il existe un isomorphisme de l'un vers|'autre
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[D,B,] = —iP

Ou ¢ : commute avec n’importe quel @ément de base de I’algébre de Lie du groupe conforme,

o [D,K,] = iK,,

[D’]#U] =0

donc ces relations déterminent |I’algébre de Lie du groupe conforme [21], [25].

L’équation de Dirac non massive est invariante sous 16-dimensions algebre de Lie.

On conclut que I’équation de Dirac est invariante sous |I’algébre AP (1.3), mais pour (m =

0)elle est invariante sous I’algébre conforme C (1.3).

1.2.2.3 Symétrie maximale del’équation de Dirac

Dans notre étude nous restreindrons au cas ou la symétrie est de genre de lie approche donc
on peut conclure que la symétrie maxima e de Dirac [25] est seulement le groupe de Poincaré

P (1.3). Donc la symétrie de I’équation de Dirac ne peut ére conforme seulement pour (des

champs non massifsm = 0)

L é&yuation de Dirac

/

\

Lie approche

Non. Lie approche

l

l

La symétrie maximale est le
groupe de symétrie de
Poincaré : P (1.3) dans le
cas des champs massifs

Le groupe de symétrie est :
SU2) xSU(2)

l

de symétrie conforme C
(1.3) dans le cas des champs
non-massifs

Les systén

La symérie maximale est le groupe

masses no nulles, dans ce cas la symétrie maximale est celle de Poincaré, ce probléme ne peut
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étre existant que dans le cas des systemes a haute énergie car la masse des particules est

presque a zéro.
1.3 Systémes quantiques super intégrables
1.3.1 Intégrabilité

La question d’intégrabilité d’un systéme classique (quantique), pose un probléme sérieux car
la réponse de cette question peut nous aider a une éude telle un systéme. Donc nous nous
occupons dans cette section a donner des définitions concrétes concernant les cas ou les
systémes sont intégrables ou super intégrables en tenant en considération seulement les
systémes quantiques. Dansla
mécanique classique |I’étude de I’intégrabilité est trés claire, mais dans le cas quantique est
sous I’ investigation et nous nous occupons a la découvrir.

L’idée la plus dominante, dit que I’intégrabilité d’un systéme quantique est pareille & celle du
systeme classique ou les résultats dans le cas quantique sont trouvés par la procédure de
symétraisation [10].

1.3.2 Systemes classiques

On considére un systéme classique dynamique dont N dimensions :

I’intégrabilité pour un systéme classique est dit complétement intégrable s’il existe N
fonctions en involution vis-avis la structure de poisson mais dans le cas ou le systéme
classique possédant un nombre maximum des constantes du mouvement, i.e.2N — 1

intégrales de mouvement [9] c’est un systéme classique super intégrable.

1.3.3 Systemes quantiques

Les systemes quantiques intégrables sont définis de fagon similaire en substituant aux
crochets de poisson des commutateurs.

Ainsi de tels systémes quantiques intégrables ayants un hamiltonien de N-dimensions
contient un potentiel tel qu’ils admettent 2N — 1 fonctions constantes et indépendantes des
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polyndmes de mouvement au maximum possible [9], [12] dans ce cas la ce sont super

intégrables.
1.3.4 Systemes quantiques super intégrablesa 2 dimensions

Les systemes quantiques super-intégrables & 2-dimensions sont obtenus a partir de leurs
homologues classiques, les intégraes de mouvement quantiques étant obtenus au moyen des
intégrales de mouvement correspondantes par la procédure de symétrisation [10].

On considére un systéme quantique a 2-dimension est décrit par un hamiltonien H.

Si le systeme est intégrable, aorsil y aun second opérateur I commutant avec

I”hamiltonien tel que :
[H,1] =0, (1.71)

La commutativité de ces opérateursimplique que il y une famille des valeurs propres pour les
deux opérateurs.
Un systéme est dit super intégrable, s’il y aun opérateur troisieme J, et commutant avec H

mais ne commute pas avec [ :
[Hj1=0, [I,j]1#0 (1.72)
1.4 Théories para-quantiques

La généralisation des relations de commutations ordinaires entre des variables dynamiques a
des relations tri-linéaires ménent a une théorie quantique généralisée qui s’appelle «théorie
para-quantique» [2] caractérisée par un ordre de paramétre p. La para-quantification a été
proposée pour la premiére fois par green [8] sa théorie basée sur le fait que le commutateur de
I’opérateur de nombre des particules avec les opérateurs de création et d’annihilation est le

méme pour les bosons et lesfermions[7]
1.4. 1 Para-champs

Ce sont des champs obéissant aux relations de commutation de green [3] les para-champs sont
classés comme des para Bose (para Fermi) champs.

La para-quantification est décrite en fonction de para Bose (para Fermi) variables.

1.4.2 Relationstri linéaires
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Une théorie quantique généralisée définit par des relations de commutation tri-linéaire est
celle qui congtruit ce qu’on appelle «algébre de Greenx [2],[4] de para Bose (resp. para

Fermi) variables données par lesrelations :

et )], ] = 2810} (1.73)

[[awa]’]i,ak] =0i#j (1.74)

Ou lessignes« + » (« — ») indiquent respectivement les para bosons (para fermion) et la

condition de |’état du vide donnée par :

a,]0>=0 (1.75)
Et la condition d’une particule singuliere:

ara |0 >= 6,10 > (1.76)
Green [5] atrouvé deux solutions (sériesinfinies) de ces derniéres relations.
Une série pour chague nombre positif p:

p p

ai =) b e = ) b (1.77)

a=1 a=1

Ou les composantes b,E“) et b,Eﬁ ) sont bose (resp. Fermi) pour @ = 8 mais anti-commutent

(commutent) pour ¢ # Sle cas de para Bose (rexp. para Fermi).

1.5 Théories quantique généralisées

Théoriquement, il ya deux différents types de généralisation des relations de commutations et
ladiginction entre eux, ¢’est assuré par un paramétre faisant la relation entre les opérateurs de
créations et d’annihilation qui peut étre continu ou discret.

La généralisation des relations de commutations est faite par une simple interpolation entre la
statistique de Bose et celle de Fermi.

1.5.1 Laparaquantification
C’edt lapremiere généralisation cons stante de la statistique de Bose et Fermi [8] elle est
caractérisée par un paramétrediscret p € N (ordre de para quantification) elle est décrite par

desrelations tri-linéaires on les définit dans le cas général par :
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[ax [} aple] = (§>6klam (1.78)

2
log. Lo @31, = () (Guaah = 28cma) (179)

la [a;,a,,]:1=0 (1.80)

Avec lesconditionsde I’état du vide: (1.75) et (1.76) ou : p € NL’espace de Fock

correspondant n’a pas des états avec normes négatives.
Casparticuliers

p = 1 L’agébre de para Bose (para Fermi) devint I’agéebre de Bose (Fermi)

p = oo L’ageébre de para Bose (para Fermi) devint I’agébre de Fermi (Bose)

p > 1 paraBoseou paraFermi donnent grande violation de la statistique de Bose ou
Fermi [5]

1.5.2 Théoriesquantiques anioniques

Un anion est un type de particule que I’on rencontre uniqguement dans les systémes a deux
dimensions, c’est une généralisation du concept de bosons et de fermions[1] lathéorie
quantique anionique intervient lorsqu’on s’intéresse a des systémes a deux dimensions, on
peut smplement dire un anion est un cas particulier de para bosons (para fermions).

Dans |’ espace a trois dimensions ou plus les particules sont limitées a étre des bosons ou
fermions, selon leurs comportements statistiques.

Comme nous avons dit lorsque ladimension de I’ espace est basse on utilise |a statistique
fractionnelle (anionique) cette statistique est associée avec une algebre qu’on I’appelle :

« braid agébre ».

Un type-anionique échange entre I’ algebre des opérateurs d’annihilation et celle des
opérateurs de création anionique a;, a;t (i € I) et sont caractérisés par un parametre continu

1,2 €[0.1][8] :

a;a — e"’l"sgn(i‘j)a;’ai =0 i#j, i,jel (1.81)
a;af —cos(Am) ajfa; =1 (1.82)
a;a; — e‘i’lﬂsg”(i‘j)ajai =0 (1.89)
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Et lacondition du vide : a;|0) = 0, Vi € I I’ensemble {I} peut-étre |’espace des coordonnées
de position ou de moment, discréte ou continue.
L’algébre anionique peut étre obtenue a partir del’a gébre de Bose par une simple

« mapping », lathéorie quantique anionique généralise le principe d’exclusion de Pauli [6]
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Chapitre 02

La paraquantification et la super symétrie

2.1 Introduction

L'un des objectifs principaux de la mécanique quantique (MQ) est de fournir une description
consigtante et unifiée de ce qu'on appelle la dualité onde-particule qui est une conséquence
directe des éguations de Heisenberg du mouvement. Maintenant, pour passer du classique ala

théorie quantique, les variables dynamiques et leurs conjugués canoniques doivent satisfaire les
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relations de commutation ordinaires, qui sont contribuées avec les équations de Heisenberg. 11
savere que ces relations sont nécessaires mais pas suffisantes pour garantir les équations de
Heisenberg [26] - [33].

La généralisation des relations de commutation canoniques ordinaires entre variables
dynamiques aux relations tri-linéaires conduit a une théorie quantique généralisée appelée
théorie para-quantique (M.P.Q.), caractérisée par un ordre parametre q [28]-[33] et par
conséquent un plus grand espace de Hilbert pour les observables para-quantiques, est nécessaire.
En outre, en 1976, Nicolai [34] aintroduit une mécanique quantique super symétrique (MQ
SUSY) afin d'enquéter sur certaines applications possbles aux systémes de spin. Indépendante,
en 1981Witten [35] a estimé la mécanique quantique SUSY comme un truc pour |'étude du
mécanisme de la brisure SUSY en théorie quantique de champs et au cours de ces dernieres
années elle devient un outil important dans des diverses branches de la physique théorique.
L'objectif de cette étude est de montrer que I'hamiltonien para-quantique d'une particule libre est
super symétrique.

Dans la section 2 on présente le formalisme et la dimension d’espace dépendante et |e type de
SUSY, on congtruit les super charges correspondantes et dérive I hamiltonien relié. Finalement

en section 3 on désigne notre conclusion.

2.2 Formalisme

Un system paraquantique d’ordre q est équivalent pour avoir les relations des commutations
tri linéaires suivantes entre les operateurs d’annihilations et de créations b et b*

respectivement [28]- [33]:

[bi, [bi bpl5]- = 26 (2.1)
[be, b7, b 151 = 26,bt F 28} (2.2)

Et
[bk, by, bpls]- =0 (23)

Ainsi quelacondition de I’état du vide :
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bib'10 >= q6;,|0 > (2.4)

Ici, le signe supérieur (resp. inférieur) dansles Eq. (2.1) - (2.3) est pour le systéme des

fermions (resp. bosons).

Pour se faire une idée, et comme un exemplesi ¢ = 1 (mécanique quantique ordinaire (MQ)),
laréaisation de I'algébre tri linéaire des egs. (2.1) - (2.3) est donné par [28]:

[bk’bl+]i =6 (2.5
Et

[by. bl =0 (2.6)
Maintenant, s ¢ = 2, on obtient:

(bi, by, by )5 = 28,y (2.7)

(bi, b", bp)z = 2841by, F 28,,,by (2.8)

(bi, by, by)s =0 (2.9)

Ou:
(A,B,C): = ABC + CBA (2.10)

Comme dans le cas ordinaire, on peut définir Les opérateurs para quantiques de coordonnées
et de moments en termes de ces opérateurs de création et d'annihilation
et il savere que, dans I’espace de configuration, |I’opérateur para quantique du moment

Ppara @COMMe une représentation [28] - [33]:
Ppara = i(=V + N'M) (2.11)

Tandis que laforme de I’opérateur de coordonnées reste inchangée. Dans la base cartésienne

orthonormée(Z, , k), I’operateur V' al’expression:

1.
j+;k) (2.12)



Ou le paramétre ¢ est lié al'ordre paramétre para quantique g donné par larelation [28] - [33]:

~1
c=1"- . (2.13)

L’opérateur de réflexion M qui est herméique et unitaire est telle que[28] -[33]:

Mf(x7y! Z) = f(_x!_y! _Z) (214)

(f (x, y, z) est une fonction arbitraire). A lasuite de Nicolai [34]; un systéme SUSY QM se
caractérise par un auto-adjoint hamiltonien H, agissant sur certaines espace de Hilbert et ou il
existe au moins un opérateur de super charge Q obéissant alarelations d’anti-commutation

suivantes;

{o.0}={e" e} =0 (2.15)
Et

{e.Q0t=H (2.16)

Une conséquence immédiate de ces relations est la conservation de la

super charge et la non-négativité du hamiltonien,

[H,Q1=[H Q']=0, H=0 (2.17)
2.2.1 N=1, SUSYQM
2211 D=1

Il est facile de montrer que dans I’espace de configuration, I”’hamiltonien par quantique de

dimension un H, 7%, d'une particulelibre, prend la forme:

_ 1[ d* c(c—M)
Hpira = 5| =75+~ (2.18)

Nous rappelons que I'opérateur M commute avec Hpz, ¥, .
Et ainsi, on peut avoir des fonctions propres communes, si nous désignons par ¢ * (x)et

¢~ (x) lesfonctions propres paires et impaires respectivement avec conversion par rapport a
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I’opérateur M, on peut définir dans labase (¢ (x), ¢~ (x)) un hamitonien classé comme

suivant :

D=1 = pD=1@pD=1 = (h%ﬂ hf_?=1) (2.19)
Ou:

hp=1 = %[_j_; + C(Cx; O] (2.20)

aprés le travail de Witten [35] nous définissons I'espace de Hilbert 7€ := L2 (R) ® C?,
(L? (R) est I'espace des Fonctions de carré intégrable et C’est le champ des nombres

complexes), qui caractérisele spin libre

1 / 2 Paraquantique d’une para-particule déplacant au long de laligne euclidienne
dimensionnelleR. Pour montrer que I’ Hamiltonien correspondant sur ' est super
symétrique, laissez-nous premiérement introduire les opérateurs bosoniques et fermioniques
A: L2(R) - L%*(R) et F: C? - C? respectivement tel que:

A= i<i+5) (2.21)
V2\dx  x
Et
P (2 8) (2.22)

Apparemment, ces opérateurs obéissent aux relations de commutation et d’anti-commutation

suivantes :
_aw(x)
[4,A1T] = P (2.23)
Et
{FFi}=1 (2.24)
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Ouici, le super potentiel W (x) acomme expression :

W (x) :% (2.25)

Maintenant la super charge et Qleur conjugué hermétique QT peuvent étre construites

comme .
0 =48Ft=(] 4);
Qt = AT®F = ([?T 8) (2.26)

Bien sr, ils obé ssent aux relations de commutations classés dans les egs. (2.15)-(2.16).
Notez que Q est une combinaison d'un opérateur généralisé bosonique d’annihilation

A et un opérateur fermionique de création F. Finalement, on peut
congruire le systéme quantique super symétriqueD = 1, N = 1 par définissant I’

hamiltonien HY=1de telle maniére que la deuxiéme relation de I'équation. (2.16) détient aussi.

En fait, ona
_ 0 H 0
m=t=te.0n=("" 2)=(5 ») (227)
Et:
. 1 d? +W2+dW(x) 228
i_E( dx? - dx ) (2.28)

Il est clair maintenant, que I’Hamiltonien Hy=1 del’eq. (2.28) est exactement

HP=1donnée par ég. (2.20) en fonctions propres paires et impaires de base (¢, ¢ *).

2212 D=2

En utilisant I’eq. (2.11), I”hamiltonien para quantique de deux dimensions Hp;4 de particule

libre, prend laforme:
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d 1
Hpara =5 _—_7+C(C_M)(x_+y_) (2.29)

Les fonctions propres del”hamiltonien Hp% sont notéespar p*+,*~ = rety = :

P =9 y) = of (De3 (), (2.30)

P =9 (0 y) = of (Dez (), (2.31)

P =97 (0 y) = 91 (D93 (), (2.32)
Et

Y =97 (xy) = o1 (Dez (), (2.33)

Ici, le signe + (resp.—) est synonyme fonction propre de paires (resp. Impaires) avec la
considération de I’opérateur M. De méme, on peut définir dans la base en deux dimensions

I’ hamiltonien h?=2comme suivant:

/hlj:z 0 0 \
0 0 0
hP=2 = hD2@hD=2@hPT2@hP=2 = e (2:34)
0 hPs 0
0 0 hP=2p
Ou
1 d? (c— (1) (C - (2
2 |-
P32 = 2[ e dy + e ) (2.35)
Et {;,{, =% . Générdisant la construction de Witten pour N = 1 (MQ SUSY), nous
introduisons deux Opérateurs bosoniques (resp fermionique A;, A,: L?(R) - L?(R)
(resp.F,, F,: C? - C?) Te que
A—_i d+'d+<1+'1 : 2.36
1T a\dx tay T ly)’ (2:36)
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Azz_—i<i+ii+c<—l+il)) (2.37)

V2\dx dy Xy
0 00O
._[1 0 00
F:= 00 0 0 (2.38)
0 00O
Et
0 00O
_ [0 0 0 O
F,: = 000 0 (2.39)
0 010

Maintenant, la super charge Q et son conjugué hermitien QT peut étre construites en tant que:
Q = A,®F + A,®F, (2.40)

Et

Qf =Al@F, + AI®F, (2.41)

De méme, comme dans le cas unidimensionnel, on peut construire I’hamiltonien SUSY

bidimensionnel tel que:

_I.
a47 0 0 0 \ H,, 0 0 0
0 Af4 0 0 0 H_ 0 O
D=2 — 1 — 141 _ —
0 0 0 Ala, 0 0 0 H
AvVec
1 d? d? (c—¢) (c—-4)
H§1§2 = E [_ dx2 - dx2 C( X2 + yz )] (243)

On note que I’hamiltonien HY=Z de |’ eq. (2.42) est exactement h°=2 donnée

par I’éq. (2.34) dans |a base des fonctions propres paires et impaires (Y*+, ™=, =",y 7)
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2.2.1.3 D=3

L’hamiltonien para quantique de trois dimensions Hz?a:r%l d'une particule libre,

peut étre démontré et qu'elle alaforme:

Si nousdésignonslesfonctions propres pt*+, ¢t =, ot pt T p TP o T et

e D=3
de I’hamiltonien H,;.7 ou

P$1928 = p$1$283(x,y,2) = q)fl (x)q)gz (y)g0§3 (z) (2.45)

Et (i, {5, {3 =+ Commedanslecas D = 2, on peut définir dans labase tridimensionnellel’

hamiltonien h?=3 comme suit:

D=3
hP= =@ Z he,¢.2,
013203
RT3 0 0 0 0 0 0 0
0 KPT3 O 0 0 0 0 0
0 0 hRP=3 0 0 0 0 0
0 0 0 hKP=3 0 0 0 0
_ 2.4
0 0 0 0 hKPZ3 0 0 0 (2:46)
0 0 0 0 0 K233 0 0
0 0 0 0 0 0 R332 0O
0 0 0 0 0 0 0 hP=3
Ou

1[ d2 d? a2 (c=¢) (=&) (c—&)

D=3 —_

2= _@_d—yz_@+c< =t % + ) (2.47)

En généralisant a nouveau la construction de Witten, on introduit les quatre opérateurs
bosoniques (resp.fermioniques)A,, A,, Az, A,: L*(R) - L*(R), (resp.F, F, F5, F,: C? - C?)
Tel que:
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Locifd, 4 d ( 1,1 1), 243
37 2 \dx ldy Jaz" % ly JZ)’ (2.48)
LoTifd, d ., d <1+,1 1)

4 2\ dx ldy ]dz Cx ly ]Z

Et

O 0000 0O O O

/ail 0 00 0 0 0 O

|0 00 00 00O

o o068, 0 0 0 0 0

Fi=10 0 0 0 0 0 0 O (2.49)

lo o o 06; 0 0 O

\o 0 00 0 0 0 O

0O 0 00 0 0 6, 0

Il est anoter que A, sont des opérateurs hypercomplexe ol i? = j2 = —leti* = —i,j* =
—j .(* Pour le conjugué complexe). Maintenant, la super charge Q et son conjugué hermitien

Q' peut étre construit en tant que:

Q = A,®F + A,®F, + A;®F + A,QF,

o
ey

N

(2.50)

Soocoocoocoo0co0o
ocoooooo

Ocooooocoo
coooco>o0o0
Oooooocoo
cooPoo0coo
Ocoocoooooo
oPoocooocoo

~_

Et
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QT = Al®F, + AI®F, + AI®F; + Al®F,

0O 000 OO0 OO
AT o 0o 0o 00 0O
0O 000 0 O0 OO

o o4 o o o 0o (2.51)
0O 000 0 O0 OO '
0 0 00 A 0 0 0
0O 000 0 O0 OO
0O 0 00O 0 0 Al o0

De méme, comme dans le cas unidimensionnel, on construit I'hamiltonien SUSY tel que:

A,AT 0 0 0 0 0 0 0
0 A4, o 0 0 0 0 0
0 0 A,Al 0 0 0 0 0
0 0 0 AlA 0 0 0 0
HP=3 = {0, 01} = 2412
n=i =101 0 0 0 0 4,AL 0 0 0
0 0 0 0 0 Al4a; 0 0
0 0 0 0 0 0 AAL 0
0 0 0 0 0 0 0 Ala,
H.__ 0 0 0 0 0 0 0
0 H,, O 0 0 0 0 0
0 0 H,_ © 0 0 0 0
| o 0 0 H, O 0 0 0
=l o o o o0 H., o o o |@
0 0 0 0 0 H\_ O 0
0 0 0 0 0 0 H,, O
0 0 0 0 0 0 0 H_,_

Avec

D=3 — 1 d’ d? d? e ((C =41 + (c—4) + (c ;2(3))] (2.53)

x?2 yZ

On note que I’hamiltonien HY=3de I’eq. (2.52) est exactement h?=3 figurant par I’eq. (2.46)
danslabase p™+*, ™, 7T, T T, 07T P, 7 et ¢~~~ desfonctions propres

paires et impaires.
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2.2.2N=2, MQ SUSY

Dans ce cas, nous introduisons les matrices X; de2D,(D + 1 est ladimension d'espace-temps
et i = 1,2D) satisfaisant I’algébre de Clifford suivante :

Ou lametriqueg;; alaforme:

gij :<_IDxD ODxD) (255)

oDxD IDxD

Et Ip,p sont des matrices d’identité. Lasignature delamétriqueg;; edt telle que

lecarédeX; estégal alou-1,selonquei > D ou i < D, respectivement. En particulier,

¥ ==X2=1Ipp,i=1D. (2.56)

Dans ce qui suit, et afin de construire un hamiltonien hermitien, nous allons
utiliser une représentation matricielle de I'algebre de Clifford afin que les relations

additionnelles suivantes soient satisfaites:

ZT = _Zi' (257)

i

2 =%py, i=1D. (2.58)
En outre, nous introduisons un autre opérateur hermitien I'°tel's que:

I’ =23,5,55 ... 50 150 (2.59)
Qui anti commute avec toutes les matrices X; et tel que:

(r*yz =1 (2.60)
A propos de super charges Q? et QP, satisfaisantes la super algébrede N = 2 :

{Q2.Q5"} = 26,5H" (2.61)
Et
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[HP.Q21=0, aB=12 (2.62)

I1s peuvent étre démontrés qu'ils ont les expressions suivantes:

= Z( 2+ T ) (263)

Et
QY =irb@’b (2.64)

Pour I’hamiltonien H? | il est facile de montrer que:

L1 R aw;
H :—Z( o7t WE = LS ) (2.65)
L

w, =< (2.66)

(Ici,x; = x,x, =y, x3 = z). On note que I’hamiltonien H? est hermétique par construction,

car il est donné par le carré de l'opérateur hermétique QP (ou@?).

22.21D=1

Pour construire I’hamiltonien super symétrique correspondant H2=1 et super charges QP=!
et QP=1, on doit choisir pour I'algébre de Clifford, I’élément =, , j = 1,2de’éq. (2.54), les
représentations suivantes satisfai santes les egs (2.57).et(2.58):

X, = —ioy,
¥, =0, (2.67)

Et donc
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re=1 = —g, (2.68)

(o; Sont les matrices de Pauli). Maintenant il est facile de prouver que :

0 Jd ¢
p=1_ L ox x
1 —\/2 0 ¢ (2.69)
_— — 0
ox x
Et
0 6+c
1 T ox  x
D=1 — —_ X X
=l (2.70)
_— — 0
ox x

A proposde |’ hamiltonien susy HYZ=3 et en utilisant I’eq. (2.65), on obtient :

d? 1
[~ e+ D 0

HY (2.71)

I
N
I
N
—

d? 1 /
0 — W + C(C — 1) ?
L”hamiltonien résultant correspond exactement |’autre cas paraguantique h? =1,

2.2.22D=2

Pour construire I’hamiltonien super symétrique correspondant HY=> et super charges QP=2
et Q2=2, ondoit choisir pour I'algébre de Clifford, I’édlément £;, j = 1,2 del’éq. (2.54), les
représentations suivantes satisfai santes les égs (2.57).et (2.58):

2 = 101®0,
X, = i0,®0,

I = —03®0, (2.72)
Et

3, = IQ0;
Par cons&quent
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rb=2 = ( 0y 02x2)

022 01

(2.73)

Il est facile de montrer que les expressions des super charges QP=2 et Q2=2 prennent les

forme suivantes :

P2
D=2 — 1 -ip
1 \/E O
$2
Et
. —ip;
p=2 _ ' | P2
2 VZ\ &
0
Qu
c
P1 = o
_c
P2 y
0
{:1 - ax
Et
$r = Ox l

ips 0 31
—p2 —& 0
=& p2 —ipy

0 ip1  —p2

—pz —$ O
ip1 0 1

0 ip1 —p2
=$ P2 —ipy
- d
i 3y
0

dy

(2.74)

(2.75)

(2.76)

Il est intéressant de mentionner que QP=2?et Q2=2anti commutent avec |’ opérateur de para

chiralité I'°=2. En ce qui concerne I’ Hamiltonien susy et en utilisant I’eg. (2.65), on déduit

que:
N 0
L _ 1[0 n
D=2 _—
Hy=3 = 2\ 1 2,
¢, P

—-® -9
-, -9
0 0
0 0

(2.77)



Ou

Et

d2+ 2<1+1) »78
dyZ ¢ xZ yZ ( )
. C
(Dl_—lﬁ
. C
@2:—137

Les valeurs propres correspondantes :

o1 . .
/1?1_55 = E(Q +i0 Py + il D;)

On note que, le résultant Hamiltonien diagonalisé correspond exactement a1’ autre cas para

quantique h? 2.

2.2.2.3D=3

Dans ce cas, lesmatrices X; sont choisistel que:

Et

Par consaquent

Y = 103®0,&1
X, = i0,®0,

23 = 10,1 ®o;

2y = 0,01 ®oy
I =1 ®@o3Q0, (2.79)
Yo =1 ®01®0,

D=3 = (:6 %6) (2.80)
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Le cacul direct, méne ales expressions suivantes des super charges QP=3et Q2=3 :

1/, Q
b=3 = — (" 2 281
1 \/§<93 94) ( )
Et
D=3 — L( Nellz  Mefly ) 282
Q2 NZ —Nefly  —Meldy (2.82)
Ou
d
0, = Mgy +n, W, +nsW,
d d
Q, = —771@—772&"'773”&
d d
Q3 = _771@"'772&_773”&
d
Q= Mg +n, W, +nsW, (2.83)
Et

— O 12x2
M= <_12x2 0 )

(o, O
Ny = —i ( 01 ) (2.84)
_ (02 0
M = (0 _Uz)

_<O Uz)
Ns = o, 0
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=00 ) (285)

Laencore, il est facile de montrer que les super charges QP =3et Q2=3 anti-commutent avec

r°=3 A proposde|’hamiltonien SUSY HRZ=3 et en utilisant I’eq. (2.65), on obtient :

0 0 0 0 0 0 0 CE
0 0 0 0 0 0 =__ 0
0 0 0 0 0 N 0 0
1] O 0 0 0 C 0 0 0
D=3 — _ 4+
Hv=2=3] o 0 0 E.,. © 0 0 o | (286)
0 0 E__, 0 0 0 0 0
0 I 0 0 0 0 0 0
N 0 0 0 0 0 0 0
Ou
. C
9?2 1
= —_ 4 2__ .
0= 52 ¢ (2.88)
Et
- . 1 1 1
2010,03 = IC <(1 2 +(, 37 + (3 Z_Z)

Et les valeurs propres correspondantes 4272

L3 :1(Q+i(q:> +il,®, +il3D3)
(10243 2 1+1 272 33

On note que I”hamiltonien diagonalisé résultant correspond exactement |I”hamiltonien para

quantique h7 73 .
2.3 Résaultat et conclusion

Tout au long de ce chapitre, nous avons montré que |I’hamiltonien para quantique d'une
particule libre est super symétriques. Dépendant de la dimension spatiale et le type de la
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super symétrie, nous avons construit explicitement les correspondant super charges et

hamiltonien.
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Chapitre 03

Systéme quantique super intégrable de Smorodinsky-Winter nitz
3.1 Introduction

Les systémes quantiques super intégrables sont obtenus a partir deleurs homologues

classiques, les intégrales quantiques du mouvement étant obtenues au moyen des intégrales

classiques correspondantes par la procédure de symetrisation [10].

Pour chaque systéme quantique super intégrableil y a une algébre généralisée d’oscillateur

déformée, caractérisée par une fonction de structure spécifique pour chaque systéme, ou elle
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et construite par les générateurs de |’algébre étant en fonctions des intégrales du mouvement
quantiques.

3.2 La super intégrabilité

On considére un systéme quantique a 2-dimensions, définit par I”hamiltonien suivant :

1 1 1
HZE(P5+P§)+§(X2+YZ)+F (31)

Dans e cas classique, ce systéme a deux invariants de mouvement donc il possede trois
invariants de mouvement si en comptant H, donc ce systeme est dit « super intégrable » et par

analogie, on déduit lesinvariants quantiques et en tenant en considération le changement se

fait par la procédure de symetrisation, ou les invariants quantiques de mouvement sont donnés
par :

2y?
xZ

I=p2+y?, J=x?p2+y?p2—{xy,p,p,} + (3.2)

Tel que !, Jsont la version quantique des invariants dans le cas classique ou I’ anti-
commutateur apparait dans|’expression deJ.
Les crochés de Poisson des invariants classiques deviennent des commutateurs des invariants

guantiques satisfont les relations de commutations suivantes :
[[,H]=0;[J,HI=0 et [I,J]1=F+#0 (33)

La super intégrabilité du systéme de SW? implique qu’il yatrois invariants, detel sorteles

invariants I, ] commutent avec H mais he commutent pas avec eux.

3.2.1 L’invariant F

Le 3eme invariant est simplement le commutateur formeé par les autres invariants on le définit

par :

2y?
F=Mj1= [P§ +y? <x2p§ +y%p; — {xy. papy} + 7)] (34.a)

3C’est une abréviation des Noms : Smorodinsky-Winternitz
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2y?
= [p2 + y?,x2p2 + y?pZ| — |p2 + y2,{xy,pxDy} — 7

=[P} +y% %) +y?py] + xz—z [P} +y%5%] = [Py + y* {xy.papy ]
= (p2 — x2 +2/x?)[p2.y?] = [P} + y2 xyDDy + DDy xY]
= (p% — %% +2/x%)[p}.y*] — xpe[05 + ¥ y0y ] — Dxx[p5 + ¥% 0y y]
Onutilise:
3 yp] = P} yp) =03 Bt [p}ypy] =[P} ypy] = -5y

Donc F peut s’écrire

2
F =i —x*+2/x)[p}, y*] — < (xpx + p22) (05 — ¥?) (3.4.b)
On simplifie F par |’égalité suivante:

i
(pr + pxx) = E[pJ%!xz]

Par conséquent
F = (p? —x?+2/x%)[pi.y?*] — 2 x*1(pz —y*) # O (3.4.¢)

Note: on peut auss caculer I’invariant F par d’autre méthode (voir annexe)

3.2.2 Relations de commutations

Le calcul symbolique des relations de commutation entre les invariants du systéme de S.W

donne des résultats dépendants par les méme invariants :
[I,F]
Time=  0.00sec Generated terms= 10

[I,F] Termsinoutput= 10
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Bytesused = 258

[I,Fl= 8-16*()" (-2)*pi*pj +
8 X*X*pj*pj + 16*X*pi*i_ - 32Fy* x*pj*pi + 16*y* y* (X)" (-2) - 8*Yy*y*x*X +8* y*y*pi*pi +
16*y*pj*i_ - 8"pj*pj*pi*pi;

0.00 Sec out of 0.17 sec

Apréslasimplification on trouve :

[I,F]1=8(2] + 1% — 2HI — 1) (35)
[J. F]
Time= 0.04 sec Generated terms = 58
[J, F Termsin output = 32
Bytesused = 918
[J, F] = - 16*(X)*(-2) + 16*(X)"(-

1)*piki_ - 16%X*X + BF X XFX*XFDI*pj + BFX*X* i pi* Pi* pi - 8% X*X* Di*Di* Pi* i -
A0*X* pj* pj* pi*i_ + 16 y* (X)"(-2)* pi*i_- 32*y* (X)N(-1)* pj*pi - 16*y*x*X*X* pj*pi +
A0* y* X*X*pj*i_ - 16 y*x* pj*pi*pi*pi + 16%y*x* pj* pj*pj*pi + 32*y*y* (X)(-2)* (X)\(-2) +
16*y*y* (X)"(-2)*pi*pi - 16*y*y* (X)(-2)*pi* pj - 8*y*y*X*X*pj*pj + 16* y*y* y*X* pj*pi-
16*y*y*y*y* (X)(-2) - 8*y*y*y*y*pi*pi - 8*y*y*y*pj*i_- 8*y*y*pi*x*i_+

16*y*y*pi*pi* (X)"(-2) + 8*y*y*pi*pi*x*x + 8*y* y* pi*pi*pi*pi - 8*y*y*pj* pj*pi*pi +
A0*y*pj*pi*pi*i_ - 8 y*pj*pi*pj*i_+ 8 pi*x* x*x*i_ - 16*pi*pi + 8*pi*pi*pi*x*i_ -
24%pj*pj;

0.04 Sec out of 0.36 sec
Lasimplification donne:
[J,F1=8(2JH — 2JI — F — 4H) (3.6)

La méme chose pour les relations (3.3) qui sont aussi symboliquement calculés.
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[, H]

Time = 0.00 sec Generated terms = 12

[1,H] Termsin output = 0
Bytesused = 2
[I,H] =0;
0.01 Sec out of 0.06 sec
[J. H]
Time=  0.0lsec Generated terms= 95
[J H] Termsin output = 0
Bytesused = 2
[J H =0
0.01 Sec out of 0.22 sec

3.3 Algébre d’un oscillateur défor mée:

La super intégrabilité pour des systémes quantiques, en particulier des systémes ayant un
spectre discret nécessitent d’avoir une nouvelle algebre aintroduire, se qu’on appelle
« algebre généralisée d’un oscillateur déforméey, cette algebre sert a combiner les résultats

quantiques avec celles qui sont classiques.
3.3.1 Formalisme

Tous les différents types d’oscil lateurs généralisés peuvent ére combinés dans un cadre
mathématique commun d’oscillateurs déformée généralisée, qui soit défini comme une
algebre générée par les opérateurs: {1, A, A*, N} et lafonction de structure @ (x), on construit

cette algébre par lesrelations [13] suivantes :
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N=N(H,1]J) (3.7)

[A,N]=-4, [A*,N]=4" (3.8)
ATA =®(H,N) (3.9)

Et
AA* = O(H,N + 1) (4.10)

Ou @(x)est une fonction réelle positive définie pour x > 0, avec ®(E,0) = 0, et N est

I’opérateur nombre.et les relations suivantes sont aussi vraies:
[A,A"] =®(H,N+1)—®(H,N) (3.11)
[A*A,AA*] = &(H,N)®(H,N + 1) — @(H,N)D(H, N + 1)
=0 (3.12)

On note que I’espace de Fock est un cas particulier de I’algébre déformée généralisée.
Maintenant si on considére une agebre généralisée déformée possédantes un espace de Fock

formé par I’algébre :
H|E,n) = E|E,n) (3.13)
Si lacondition de I’état du vide est satisfaite :

AlE,0)=0 (3.14)

Les états propres sont donnés par laformule:

1 +\n
IE,n)—\/W(A )*|E,0) (3.15)
Ou
[n]! = ®o(H, k) = o(H, k)[n—1]! (3.16)
L]

Avec la condition de I’espace de Fock donné par :
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®(E,N+1)=0 (3.17)

Les conditions ®(E,x) > 0;Vx >0 ,®(H,0) =0 et|’équation (3.17) sont suffisantes pour

déterminer le spectre d’énergie d’un systéme quantique super intégrable.

3.3.2 Oscillateur généralisée déformée et para fermionique

Pour étudier la super intégrabilité d’un systéme caractérisé par le potentiel de SW il faut bien
classer le type de |’a gébre déformée qui le correspond, qu’on I’appelle oscillateur généralisée
parafermionique qui a été prouveé en [13], que chaque algébre généralisée déformée para
fermionique avec ordre de para quantification p, elle peut s’écrire comme oscillateur

généralisée avec la fonction de structure :
P(x)=x(p+1—x)(a+px+yx?+px3+ox*+-) (3.18)

Ou a, B,v, p, o sont des constantes réelles satisfai santes les conditions
a+Px+yx?+px3+oxt+-->0 (3.19)

De[13] laformule générale de la fonction d’un oscillateur déformé généralisé c’est

exactement laforme de larelation (3.18).
®(N)=BN(p+1—N)(—p+ (p—1)N + N?) (3.20)
3.3.3 Lafonction de structure de SW

Le systéme de SW est une généralisation d’un oscillateur harmonique a 2-dimensions, donc
on utilise I’algébre d’un oscillateur généralisé pour trouver lafonction de structure qui le
corresponde. On revient aux équations (3.7), (3.8), (3.9) detelle

sorte I’opérateur nombre N est se défini par :

1
N = Z(I -3) (3.21)
Et les opérateurs de créations et d’annihilations

1
At :2]+§F+12—2HI—1; (3.22)
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1
A=2 —5F+12=2HI -1 (3.23)

De (3.9) et par le billet d’un logiciel (qui facilite le calcul symbolique) on essaie de calculer
les commutateurs des différents invariant, qui va permettre d’extraire la fonction de structure,
mais avant d’entamer le calcul il faut qu’on sache : Ainv = A* c’est I’operateur de création,

phi 1 représente la fonction de structure on les prit convenablement pour le calcul

symbolique.

phil=A*A
Time = 0.00 sec Generated terms = 21
phil Termsin output = 12

Bytesused = 182

phil=®(H,I) = AtTA=—15 + 8] + 141? — 8I3 + I* — 4I3H + 24I?H +
4]?H? — 44IH — 16IH? + 24H + 12H? (3.24)

00.0 Sec out of 0.17 sec

Auss on peut vérifier lesrelations :

phi2 = AA*
Time = 0.00 sec Generated terms = 24
phi2  Termsinoutput = 13
Bytesused = 198

phi2 = AA* = —15 — 8] + 14I2 + 8[3 + [* — AI3H — 241?H + 4]?H? — 108[H
— 24H + 64HI + 16IH? + 12H? (3.25)

00.0 Sec out of 0.17 sec

[4,A47]
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Time = 0.00 sec Generated terms = 25
[4, Ainv] Termsin output = 5
Bytesused = 90
[A, Ainv] — 161 + 1613 — 48I°H + 32IH? — 48H

0.00sec out of 0.02 sec

[AAT, AT A]
Time = 0.00 sec Generated terms = 69
[Ainv x A,A * Ainv]  Termsin output = 0

Bytesused = 2
[Ainv * A, A * Ainv] = 0

0.00 Sec out of 0.15 sec

(3.26)

(3.27)

Si on remplace (3.21) dans I’équation (3.24) ou lafonction de structure se donnera en fonction

d’opérateur nombre :

Time=0.00sec Generated terms= 31
Phil Termsin output = 9
Bytesused = 154

phil = ®(H,N)

= — 64N — 32NH + 32NH? — 64N? — 192N?H + 64N2?H? + 256N3

— 256N3H + 256N*
0.00 Sec out of 0.03 sec

3.3.4 Lespectred’énergiede SW
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On utilise I’expression (3.28) et les conditions associant la fonction de structure et en
changeant respectivement lesvariables N, H par x, E:

phil = ®(E, x)

— 64x — 32xE + 32xE? — 64x?% — 192x?E + 64x%E? + 256x3
— 256x3E + 256x*

(3.29)
On essaie de factoriser I’expression de lafonction de structure :
1
®(E,x) = 256x [x3 + (1 —E)x? +Z(E2 3E—1Dx+-= E2 ——E ——] (3.29.0)
De méme:
1 1 1 1
x3 +(1—E)X2 +Z(E2 —3E—1)X+§E2 —gE—Z =
1
= <x + E) (ax? + bx +¢) (3.29.b)
Ou g, b, c des constantes a démontrer aprés le développement et la combinaison
_q b= 1 E o= 1E2 1 1
a=1 b=g-Fk =g —7E-3
En remplacant |les constantes a, b, ¢ dans |’équation (3.29.b) on trouve:
1 1 1 1 1 1
<x+§) (ax? +bx+c) = <x +§) <x2 + <§—E)x +ZE2 _ZE _E) (3.29.¢)

On remarque auss le deuxiéme facteur peut se factoriser :

5 ;)] (3.29.d)

Donc on peut donner I’expression factorisée de la fonction de structure par laforme

®(E, x) = 256x <x + %) [x - (g - 1)] [x - (g + %)] (3.30)

L a2
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Si on utilise les conditions @ (E, x) > 0;Vx >0 ,®(H,0) =0 et ’équation (3.17) on

obtient :
®(E,N + 1) = 256(N + 1) (N + E) [N - (5 - 2)] [N - (5 - 3)] (3.31)
2 2 2 2
Cette expression peut s’annuler seulement dans les cas ci-dessous :
E=2N+4 (3.32.a)
E=2N+1 (3.32.h)

Et les formules correspondantes de la fonction de structure respectivement sont :

®(E,x) = 256x <x +%) <N +;— x) (N+1-x), VYN=12,... (3.31.a)
®(E, x) = 256x <x + %) (N —%— x) (N+1-x), VYN=12.. (33Lb)

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a essayé de vérifier que la super intégrabilité d’un systéme para quantique
en particulier para-fermionique est facilement soluble, on a pris comme un exemple le
systéme de Smorodinsky-Winternitz a D=2, ou dans ce cas larésolution de ce systéme avec
I’équation de Schrodinger est plus délicate, donc on a utilisé cette méthode algébrique basée

sur la super intégrabilité qui apparait plus commode pour trouver le spectre d’énergie.
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Chapitre 04

Lesrelations SUSY intertwinig et les systémes para quantiques et super

intégrables
4.1 Introduction

Laméthode de la super symétrie elle-méme inclut en mécanique quantique différentes
variantes [17], et lesrelations de SUSY intertwining apparaissent comme les plus variant

promettant, en mécanique quantique il ya des problémes ou la séparabilité des variables pose

54



un grand probleme lorsque le systeme éudié ade dimension supérieur a1, pour cette raison
nous essaierons d’utiliser la SUSY intertwining pour enlever ce probléme en prenant de titre
d’exemple des systemes quantiques a2 dimensions.

Au cours de ce chapitre nous définirons les relations d’intertwining au second ordre, et dans
lasection 2 et 3 nous essaierons de voir S I’intertwining relations au second ordre peuvent
prédire quelques systémes physique, plus précisément des systémes para quantiques ou super

intégrables de Smorodinsky -Winternitz.
4.2 SUSY intertwining relations

On définit les relations d’intertwining SUSY entre paire des partenaires hamiltoniens

H; , comme suivant :
H,Q* =Q"H, (4.1)
Q H, = H,Q~ (4.2)

Ou les operateurs intertwining sont mutuellement conjugués Q* et sont appelés super charges
p

et les partenaires hamiltoniens a 2-dimensions sont donnés par :
Hip = —A+V,,(#) A= 0,0, 0;= %xi Q=12 (4.2)
Laforme générale d’une super charge au second ordre de dérivatives est exprimée par :
t =g, (0,0 + C;(®)0; + B(X) (4.3)
Q™ = 0;0kg,(¥) — 0;C;(X) + B(X) (4.4)
Ou: g;(X),C;(x),B(X) sont des paramétres réels.

Et les fonctions propres sont donnés par :

PP (@) = 0 PP R); (4.5.a)
PP (@) = Q@) (45.b)

4.3 La solution générale desrelations d’intertwinig au second ordre
dérivatives
On utilise I’éguation (4.1) et en remplacant leterme H,, Q* par ses valeurson trouve :
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[—-A + vV, (%)][9:k (%)0;0, + Ci(X)0; + B(X)]
= [gi (X)0;0y + C;(X)0;
+ B@[=A+V, ()] (46.a)

Ona

—ALg (%)0;0) + C;(X)d; + B(%)]
= —(894(%))0;0, — (AC;(%))d; — (AB(R)) — =20, 911 0,0,0) — 28,C;0,0;
—20,B(X)0, — [9i(%)0;0) + C;(X)0; + B(x)]A

Et
9ik(X)0;0,V, = 9 () (0,0, V) + 29, (%) 0,V 0y, + 911 (¥)V,0;0y
On trouve

—(Agu(2))9;0x — (AC:(¥))d; — (AB(X)) — 2049100 0; 0k — 20,C;10,0; — 20,B ()0,
+ Vi[9 (%)0;0, + C;(X)0; + B(X)] — 9;1(%)(0;0,V,) — 291, (X)0;V,0;
— g (X)V20;0, — [C;(X)d; + B(X)]V, =0 (4.6.b)

Auss
C;(x)0;V, = C;(X)(9;V;) + C;(X)V,0;
Donc I’expression auralaforme:

—(8gix(3))0;0) — (AC;(%))0; — (AB(%)) — 20,9i1040: 0 — 204Ci840; — 20, B(X)d, +
Vi[9 () 9;0) + C;(X)0; + B(X)] — 9:1(X)(0,0,V,) — 291 (%) 3;V, 0, — gis (¥)V,0;0, —
—C;(%)(0;V;) — C;(X)V,0,—B(X)V, =0 (46.c)

Ontient en considération que labase {0,0, , d; ,1} est formée par ses trois @éments qui sont

linéairement indépendants :

[—(Agik (%)) — 20, 9ix 0 — (BxC; + 0;C) + (Vi — Va) gir ()] 0;0) — [(AC: (X)) — V1 Ci (%)
+20;B(%X) + 2931 ()0, V, + Ci(X)V,]0; — (AB(%))
— gir(%)(0;0,V2)—C; () (9;V;) + (V1 =V;)B(X) =0 (4.6.c)

Donc les relations d’intertwining forment un systéme de six équations non linéaires définit

par :
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Agix + 20,9ix 0 + 0 C; + 0;C, — (V; = V3) gy = 0 (4.7)

AC;, +20;B + 24,0, V, — (V; = 1,)C; =0 (4.8)

AB + g4.0;0,V, + C;0;V, — (V;—V,)B =0 (4.9)
4.3.1 Métrique hyperbolique déformée

Si on considére un cas particulier ou la métrique soit hyperbolique déformée [22], [36] et

défini par g, = diag(1, —a?),a # £1 adorsle systéme d’équations non linéaire devint :

0xC; + 0;C, — (V; = V2)gixy =0 (4.10)
ACiy +20;B + 290, V> — (V1 —V2)C; =0 (4.11)
AB + gikaiasz + Ciain - (Vl_VZ)B = O (412)

Larésolution de ces six équations non linéaire rend assez difficile si en prenant des
contraintes sur la métrique. Dans cette section, nous nous
bornerons seulement aux cas ou les systémes ayant une métrique hyperbolique déformée. De

[36] et Pour g;, = diag(1,—a?),a # =1 lasolution de I’équation (4.10) est :
20,C, =V ,28,C, = —a2V (4.12)
9,Cy + 0,6, =0 (413)

On note que V(X) = V;(X) — V,(X) et apartir de I’équation (4.12) on peut facilement trouver

queC, (¥), C, (%) et on les exprime en fonction d’une fonction unique arbitraire C (x) :
- 1 SN S 2 _
(%)= -2 0,¢(X)C,(X) = 0.c(X)v(x) = —?alazc(x) (4.14)
De I’équation (5.13) lafonction ¢(X) faut satisfaire I’équation :
1 R
(07 — ;ag)c(x) =0 (4.15)

Onfait le changement des variables :x. = x; % ax,€t avec la satisfaction de (4.15) laforme

générale deC (x) donnée par la superposition des variables x.,. :

c(xX) ZIC+(x+) dx++fc_(x_)dx_ (4.16)
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Et nous obtenons :

6 =~ (€. () — €. ()G @) = €, + C(x) (417)

V) = V@) — V(@) = = (Ch0x) — CL(x)) (4.18)

La solution du systéme précédent concernant les six équations non linéaires peut nous donner
laformule générale des potentiel s partenaires en le cas ou la métrique soit hyperbolique
déformée et celle de Lorentz, laformule est donnée par réf [36] :

1

a2(1 + az) (Ci(x+) + CE(X_)) +

Vo = F o (€e) — L) +

+F (x1) + Fp(x) (4.19)
Ou F;(x,), F,(x,) sont des fonctions arbitraires, et on représente les dérivées par d, .

Latransformation d’un systéme des coordonnées (x4, x,) au (x., x_) fait un changement sur

Laplacien, detelle sorte elleauralaforme:

A= 92 + 02 = (6 x4 49 ax_) (6 0x 49 ax_)

*ox, T 0x, * ox, T 0x,
(0o ) (0o 5) (420.)
=02 +20,0_ + 02 + a?02 — 2420, 0_ + a20?2 (4.20.b)
= (1 +a?)(02 + 92) + 2(1 — a?)d,0_ (4.20.¢)

Et par conséquent on déduit I’expression des partenaires hamiltoniens :

Hyp = =B+ V15(%) = —(1+a2) (0% +02) - 21— a?)3,0_ F 5 (Ch(x,) = CL(x ) +

1
a?(1+a?)

(C2(xy) + +C2(x2)) + Fi(x1) + Fp(xy) (421)

De réf [36] on obtient I’expression de B(X) :
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B(Z) = — = C, (2, )C_(x2) = = (Ch () — CL(x2)) — o (C3 () + C2(x2)) -

2a2(1+a?)

_(F1(x1) - a2F2 (xz)) (4.22)

4.3.1Métriquede Lorentz

Dans ce caslamétrique est g;, = diag(1, —1) est le systeme d’équations différentielles non
linéaires définit dans la section précédente reste vraie, et tous Les résultats obtenus
précédemment sont pareils, il suffit de remplacer dans tous expressons lavaleur a = 1, donc

on peut trouver :

U Partenaires potentiels (hamiltoniens)

Va(®) = F(C. () — € () + 5 (@) + () +
+F1(x1) + Fp(x) (4.23)

Hyp = —A+V;5(%) = —2(92 +02) F (C.(x,) — cL(x)) +5 (Alxy) + +c2(x)) +

+F1(xq) + Fo(x) (4.24)

U Paramétre B(x)
B(E) = ()0 (x) — 7 (@) + () — (Fir) ~ Fy(x2)) (4.25)

4.4 Systéme para quantique et relations SUSY intertwining
4.4.1 Partenaires hamiltoniens para quantiques

Le choix Ci(x4) = cC%(x.) vanousdonner lasolution suivante :

Co(xs) = _1 avec ¢ 1

- =D (4.26)
Par conséquent on peut déduire I’expression de V; ,(¥) :
. 2(1+a?)
Vi,(%) = Yz + Fy (%) + Fy(x3) (4.27)

+

Et I’expression de B(x) seracomme suivant :
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BG) = — 5 €, (e)C_ () — (Fi(e) — a2 (x,) (4.28)

Cette forme est similaire a celle d’un potentiel para quantique qu’on a défini dansle
chapitre3, pour reconstruire laforme para quantique a partir des partenaires potentiels trouver
par lesrelations d’intertwining qu’on montré ci-dessus, il suffit seulement a exiger deux
circonstances:

U Lacondition dépend de I’ordre de para quantification dit que :

_da(ax1) p—1 3-1

a=P"-=-2"~_4 (4.29)

2
2(1+a%) 2 2 2

Ou p est I’ordre de para quantification.
Lavaleur qui correspond & @ = 1 dans la condition exigée sur tel systéme soit

obligatoirementa = 1.
U Ladeuxieme condition stipule que:
Fi(x;) = F2(x3) =0 (4.30)

DeI’équation (4.26), et avec le résultat de la premiére condition on peut trouver que :

Ci(xy) = 2 -1 4.31
+\Xx) = s c= 2 (4.31)
Par conséquent :
4
D’ou
4

+

Ladivision de H; , donne exactement |’expression des partenaires hamiltoniens ayant la

forme d’un hamiltonien para quantique :

1 1 1 (k)
Hi,= —E(ai +02) +x_2: _EAi + _4

(4.34)

De I’équation (4.28) et I’ application des conditions (4.29)-(4.30) la solution B(X) pour un
systeéme para quantique devient :

60



B(X) = —Cy(x,)C_(x2) (4.35)
4.4.2 Lavérification desrelationsd’intertwinig en systeme para quantique

Dans le cas précédent on a montré que le systéme qui correspond le choix établi sur
I’expression de partenaires potentiels alaforme smilaire a celle du systéme para quantique, il
reste dans cette section avoir et que ce systéme est invariant sous les relations d’intertwining
SUSY, donc il suffit de vérifier I’une des équations (4.1) et I’autre sera forcément satisfaite
On considére un systéme para quantique définit par les relations (4.34) et on applique les
relations d’intertwining sur lui de telle sorte larelation H;Q+ = Q*H, sera vérifiée.

Avant de faire une investigation de I’équation il est nécessaire de calculer les super changes

avec les nouvelles variables x...

Q* = gy (%)0;0, + C;(X)0; + B(X) (4.36.a)
=0 — 07 + C,0, + C,0, — C.(x,)C_(x_) (4.36.b)
Ona
02 — 9% = 40,0_
Et
C;0; = C;0, + C,0,
= —(C () = C(x))(@, + 02) + (€, () + C_(x2)) (0, — 3.)
=2(C_8, — C,d_)
D’ou
Qt =[40,0_+2(C_0, — C,0_) — C(xy)C_(x)] (4.36.¢)
Et par analogie on déduit :
Q™ =1[40,0- —2(C-9, — €,0_) — C; (x,)C_(x_)] (4.37)

Si on fait le changeant respectivement {x_, x,C_, C, (9_, 8, )}par {x,y, Oy, (9, 8, )} le

systéme devient comme suivant :
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@ xy)2

1
Hip==3 (02 +02) + = [48,0, +2(Q,8, — Q,0,) — Q,Q,] (4.38)

Et
B(¥) = —Q,9, (4.39)

Si on utilise H, en I’équation (4.1):

© x)z

1
Q" = =50+ 07) + 5 40,0, +2(0:0, - 0,0) - 00, (440.0)

1
= —2(02 +32)(2:2,) — (32 + 02)(0.0, — 0,0,) — 5 (22 + 02)0,0, + (0,)0,2,

(Q,)? (Q,)?
+ [ —
2 4

20y — Q,0,) — 0,0, (4.40.b)

1
= 4(axay)(—§(a,§ +02)) — (020,)0, — 2(0,0,)0,0, — 0,020, + 0,03 — 0,03

1 1
+(05Qy) 0, + 2(0,9Qy)0,0), + 0,050, +=Q,05Q, + = 0,070,

2 iy Ty
Q)3 Q)2 Q,)3
+ @700, +¢ 5) 2, - ;’ 0,0, - Z) Q, (4.40.c)

On rameéne les facteurs qui ont le méme facteur (92 + 92) et le fait que:

Et
2 1 2
ey Qay = X2 2 (Q,)” . 82,0 (Qx y)
D’ol
1 1 1 1 1
HiQ* = —5Q* (92 +03) + ZQX(Qy)S + Eﬂx(ny)zay +70,(0)° + 50,(2.)%0
1 1 1
) (Qx)Say + 2 (Qy)sax - (Qx)zaxay + (Qy)zaxay + E(Qy)say

1 1
-5 @)%0,0, - 7@, (4.40.d)
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1 1 1 1
= _§Q+(a£ + 63%) + ZQX(Qy)S + EQX(Qy)Zay + E(Qy)sax + (Qy)zaxay (4.40.e)

Mais
(Qy)z = ay(ﬂy)z - (Qy)s

D’ou

1 1 1 !
H, Q" = _§Q+(63 +07) + Eﬂxay(ﬂy)z - ZQJC(QY)S + aan(QY)Z B Eax(ﬂy)s

— 1 + 2 2 (-Qx)2
=-50 (02 + 02) + [40,0, + 2(Q,0, — Q,0,) — A, Q)] 2
1 (Q,)?
:Q+ —E(a£+a§)+ Z
= Q*H, (4.40.1)

De mémefagon on vérifieque: Q" H, = H,Q".
Donc on peut conclure que la solution déduite par un choix approprié par laméthode
d’intertwining aux opérateurs de super charges de second ordre, cette solution représente

qu’un systéme para quantique.
4.5 Lesrelationsd’intertwining et un sysseme de Smorodinsky-Winternitz
45.1 Partenaireshamiltoniensde SW

On atrouvé dans la section précédente que la solution de I équation non linéaire avec un
choix bien défini, et la condition exigé sur les fonctions F; (x,) = F,(x,) = 0, donne
exactement des partenaires hamiltoniens ont la forme para quantique, ga nous dit que on peut
trouver des d’autre forme des systémes, de cette idée nous consacrons maintenant a résoudre
le méme probleme mais avec des différentes forme de fonctions arbitraire F; (x;), F,(x;) on

les prend comme suivant :
Fi(x) =ax?, Fy(x,)=a,x? , ay=a,=4 (4.41)

D’ou laforme générale des partenaires hamiltoniens trouvé ci-dessus :
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Hy, = —%(ag +02) + (@ ”)2 += (Fl(xl) + Fy(x,)) (4.42.0)
(az +92) + ) (@ xy) +x2 + 22 (4.42.b)

= —%(a2 +02) + @ ”)2 + (x +y) e+ (y —x)? (4.42.c)

_ —%(a,% +02) +(2_,y)2+%(x2 +y7) (4.42.d)

Cette forme de partenaire représente |”hamiltonien de S.W adeux dimensions.

L’expression de B detelle sortex = x; — x,, y = x; + x, on obtient :

B(®) = 0,0, — (F1(x;) — Fy(x,)) (4.43.a)
= —-Q,0, —4(x? — x3) (4.43.b)
= —0,0, — [(x +)* - (v = 2)’] (4.43.)
B(%) = —Q,Q, — 4xy (4.43.d)

45.2 Lavérification desrelationsd’intertwining en sysseme de
Smorodinsky-Winter nitz

Si on consdére les partenaires hamiltoniens de (4.42.d) de ayant laforme de SW, il est
nécessaire de vérifier s ce systéme satisfait I’isospectralité des relations d’intertwining, il
suffit de vérifier si I’une desrelations (4.1) soit satisfaite, et I’autre se déduite par andogie.

En premier lieu il faut définir les super charges au second ordre comme suivant :
Q* =40,0, +2(Q,0, — 0,0,) — Q. Q, — 4xy (4.44)
On utilise (4.1)-(4.42)-(4.44) on obtient :
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mo =20t o)+ B 2wy i, + 20,0, - 0,00 - 0.0,
4y (4.45.q)
1 (Q,)*
= [_E (65 4 y anx) - Qxﬂy]
(Q x) 1
[——(62 +02)+——+ +§(x2 + yz)] (—4xy)

1
+5 a2+ y2)[48,0, + 2(Q,0, — Q,0,) — Q,Q,] (4.45.b)

S onsuppose hy 5, g, q~ représentent respectivement les hamiltoniens paraquantiques et les
super charges qui les correspondent, on les distingue comme suivant :

(4.46)

Et
q* = [40,0y + 2(Q,0y — Q)0,) — 0, Q] (4.47)
On dga verifier au § (4.4.2) que:

Q)

hiqt = —%(a§+ay2)+ ][466 +2(0,0, — Q,0,) — 0,0, |

1 Y
_5(62 62)+( )

= [40,0, + 2(Q,0, — Q,0,) — 0, Q]

=q"h, (4.48)

Ce qui implique

1
H1Q+=q+h2+[—§(6§ )

2)]( 4xy) + = (x +y2)[40,0,
+2(Q,0, — Q,0,) — 0, Q,] (4.49.0)
=q*hy —4xy [—%(65 +05) +%(x2 + yz)] — xy(Q)?

1 1
+ Zaxay(x2 + yz)_ﬂxﬂy [E (XZ + yZ)] + Z(Qxay - anx) [E (XZ + yZ)]

+20,x — 2Q,y (4.49.b)
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1 1
=q*h, —4xy [—5(65 +07) +5 (% + yz)]
1
+[40,0, + 2(Q,0, — Q,0,) — Q,Q,] <§ (x2+ y2)> —xy(Qy)% +2Q,x

—2Q,y (4.49.0)

= [40,0, +2(Q,0, — Q,0,) — Qﬂy][ (62+62)+ +- ( +y)]
xy(Q,)? + 2Q,x — 20, — 4xy [—5(65 + 6;) + - L2+ yz)] (4.49.d)

Lefait que

2 4x (Qy)z
—xy(Qy)? +20,x — 20,y = 3y = —4xyT

Par conséquent :

(y)

H Q% = [40,0, + 2(Q,0y, — Q,0,) — 0,0 ] +5 (x +y?)

——(62 +02) + -2

—4xy[—%(6§+62)+( y) + = (x +y)]

(y)

= [40,0, + 2(Q,0, — Q,8,) — Q. Q, 4xy][ —(a2 02) + 2
1

Et on déduit larelation :
H,Q" =Q'H, (4.49.1)

De méme maniére on démontre que:Q~H; = H,Q".

4.6 Conclusion

De ce résultat, on a conclu que la méthode SUSY d’intertwinig de super charge aux seconds
ordres dérivatifs sert ainspirer quelques systémes para-quantique ou super intégrables qu’on
peut facilement déduire leurs spectres d’énergie.
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Conclusion générale

Dans ce travail de recherche, on a essayé de mettre en évidence quelques idées importantes de
lamécanique quantique et les symétries, et de voir comment les symétries servent a faciliter
des grandes classes des systémes quantique non-solubles par I’équation de Schrodinger, ce
travail est divisé en quatre parties, pour I’objectivité la premiére partie contient quelques idées
élémentaire concernant les types de symétries qu’on étudié, en particulier la symétrie
conforme et la para quantification, la deuxiéme partie on atraité la SUSY simultanément avec
la para quantification pour (N=1,2 et en D=1,2,3), et on a clarifié que le spectre d’énergie et le
méme pour les deux cas de symétrie. En troiséme
partie et finalement on adéfini se qu’on appelle la super intégrabilité et comment, cette
méthode a gébrique peut enlever la difficulté venant par des systemes quantiques non-
solubles, en particulier I’exemple du Smorodinsky-Winternitz, on a trouvé que le spectre
d’énergie est simplement donné par des contraintes appliqués sur I’expression de lafonction

de structure.
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Annexe

Procédur es symboliques pour calculer lescommutateurs

Le calcul des commutateurs du chapitre 3 est fait par un logiciel désigné aux problemes
spécifiques en physique & haute énergie.
Nous essayons de joindre tous les programmes correspondants aux résultats trouvés au long

du chapitre 3 et on les représente comme ci-dessous :
1 [H, 1]

Functions x, y, pi, pj, H, I;

L, [I, H] = I*H-H*1;

id | =pjr2+y"2;

id H = (pin2+x72)/2 + (pj"2+y"2)/2 +1*x"\(-2);
print;

.sort

L, [LH] =-00MN-2*y*y - ()MN-2)*pj*pj - LI2*X*x*y*y - 1/2*X* X*pj* pj + y*y* (X)(-2) +
V2¥y*y*x*x + L2*y*y*pi*pi - L2*pi*pi*y*y - 1/2* pi* pi* pj* pj+ pj* pj* (X)*(-2) +
/2% pj* pj*x* X + 1/2* pj* pj* pi*pi;

reped;

idx*y =y*x;

id pi*pj = pj*pi;

id pi*x = xX*pi-i_;

id pj*y = y*pj-i_;

id pi*y = y*pi;

id pj*x = x*pj;

id x(-2)*y = y*x*(-2);
id pj*x"(-2) = x*(-2)*pj;

endrepest;
print;
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.end

2 [H,J]

Functions x, y, pi, pj, H, J;

L, [JH]=JH-H*J;

id H =(pin2+x"2)/2 +(pj 2+y"2)/2 +1/x"2 ;

id J=x"2*pj2 +y"2* pin2-(X* y* pi* pj+pi* pi* X* y)+2* yr2/x"2;
id pi*pj = pj*pi;

id X*y = y*X;

id pi*x = x*pi -i_;

id pj*y = y*pj-i_;

print;

.sort

L, [J, H] =

- (N2 x*x*pj*pj + ()N(-2)* y*x*pj*pi - 2 (X)N(-2)*y* y* (X)(-2) - ()™N(-2)*y* y*pi*pi
+ X)N-2)* P piry* X - L2*X*X*X*X*pj*pj + L/2%X* X* y* X*pj*pi - L/2*X* X*pj*y*i_ +
L2 X*X*pj* y*pj*y + L/2* X* X*pj* pi* y*x + X*X*pj*pj* (X)(-2) + L/2*X* X* pj*pj*X*X +
12X x> p* pi*pi*pi + U2*X*X*pi*pj* pi* pj - X* y*X*y* (X)"(-2) - Y2*X* y*x* y*pi*pi +
L/2%y* X pj*x*i_ - U2*y*X*pj* X*pi*x - y*x* pj*pi* (X)\(-2) - L/2*y*x*pj*pi*y*y -
/2% y*x* pj* pi*pi*pi - 1/2*y*x* pj* pi*pj*pj + 2*y*y* (X)"(-2)* (})"(-2) + y*y* ()" (-2)*x*x
Y Y ()N2)F YTy + YRy ()N-2)*pi*pi + yFy*(X)N(-2)*pi* pi - V2Fy*y*x*x*pj*pj +
12y y*y*x*pi*pi - Y y* y*y* (X)"(-2) - U2*y*y* y*y*pi*pi - L2*y*y*pi*x*i_+
L2 y*y*pi* x*pi*x + y*y*pi*pi* (X)N(-2) + 1/2*y* y*pi*pi* y*y+ 1L/2*y* y*pi*pi*pi*pi +
V2Zey*y*pi*pi*pi*pj + U2*y*y*pj*pi*y*x - 1/2* pi*Xx*pi*x*pj* pj + 1/2*pi*x*pj*pj*i_+
1/2*pi* pi*y*x* pj*pi - pi*pi*y*y* (X)(-2) - 1/2*pi*pi*y* y* pi*pi + 1/2* pi*pi*pj* pi*y*X -
12 pj*x*pi*pi*i_+ pi*y* (X)N(-2)*i_ + L/2*pj*y* pi* pi*i_ + L/2* pj*y* pj* x*pj* pi -
PI*Y*Pi*y* (X)(-2) - 1/2* pj*y*pj* y*pi*pi - pj* pi*y*x* (X)™(-2) - V2" pj* pi*y*X*X*X -
12 pj*pi*y*x*y*y - U2*pj*pi* y*x*pi*pi - 1/2* pj*pi*y*x*pj*pj - 1/2*pj* pj*x*X* pj*pj +
1/2*pj* pj* pj* pi*y*x;

repesdt;
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id XA2*¥yN2 = yN2*¥xN2;

id pin2*pj2 = pj2* pin2;
id pi*x = xX*pi-i_;

id pj*y = y*pj-i_;

id pin2*y = y*pit2;

id pjr2*x = x*pjr2;

id x(-2)*y = y*x*(-2);

id pj*x"(-2) = x*(-2)*pj;
endrepest;

print;

.sort

L, [J, H] =
25 (X)N(-2) - (N2 x*x*pj*pj + ()"(-2)* Pi*Pi*y*X - X*X + X*X* (X)N(-2)*pj*pj +
V2% X*X*y* x> pi*pi - 2*X*X*y*pj*i_ + L2*X*X*pj*pi*y* X - X*y*x*y* (X)(-2) -
L2 y* X y* pi*pi + 2 pi*pj* pj*i_ + y* (X)"(-2)*x*pj*pi +4* y* (X)"(-2)*pj*i_ +
1/2Zey* x> pi*pi*pj*pi + y*X* pi*X*i_ - U2*y*X*pj*X*X* pi - y*x*pj* pi*(x)"(-2) -
12Zey* x> pj*pi*y*y - U2*y*x*pj*pi*pi*pi - 1/2*y*x*pj*pi*pj*pj + 1/2*y*X* pj*pj*pj*pi -
YFY + Y YR QN2 XX + L2Fy* Yy piFpi - 2y y X pi*i_+ 1/2Fy* y* y*x*pj*pi +
V2Zey*y*pi*pi*pi*pj + Y2*y*y*pj*pi*y*x - 1/2*y*y*pj*pj*pi*pi - y*pi*pj*pi*i_+
2%y pj*pi*pi*i_+ pi*pi + 1/2* pi*pi* pj*pi* y* X - pj*x*pj* pi*i_ - pj*pi*y*x* (X)"(-2) -
1/2*pj* pi*y*x*X* X - U2* pj*pi*y*x*y*y - 1/2* pj* pi*y*x* pi*pi - 1/2* pj*pi* y*x*pj*pj +
Pi*pi + 1/2* pj* pj* pi* pi* y*x;

repest;

id y*y*y*pi*pi* (X)"(-2)*pj*i_= y*y*y* pj*pi*pi* ()(-2)*i_;
id x*-1)*x =1;

id X (-2)*x= x"(-1);

id xM(-2)*x*x = 1;

id x*x*x"N(-2)=1;

id y*x* pj* pi* (X)(-2)=y* x*pi* (X)(-2)*pi;

idx*y =y*x;

id pi*pj = pj*pi;

id pi*x = xX*pi-i_;
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id pj*y = y*pj-i_;

id pi*y = y*pi;

id pj*x = x*pj;

id x(-2)*y = y*x*(-2);

id pj*x"(-2) = x*(-2)*pj;

id (pi)"2*x = x*(pi) 2 - 2*pi*i_;

id pi* ()*(-1)= ()"(-2)*i_+(x)(-1)*pi;

id x*pi* (x)"(-2) = (X)(-2)*i _+pi* ()*(-1);
endrepest;

print;

.end

3 F=]I,J]

Functions x, y, pi, pj, H, I, J;

L, [1,J =1*3-FI;

id | = pjr2+y"2;

id H = (pin2+x"2)/2 +(pj"2+y"2)/2 + x\(-2) ;

id J=xX"2*pji2 +y"2* pit2-(X* y* pi* pj+pi* pj* x*y)+2* yr2* x\(-2);
print;

.sort

L, [, ] = - X*X*pi*pj*y*y - X*X*pj*pj*pj*pj + X*y*pi*pj*y*y + X* y* pi*pj*pj*pj -

25y Y (ON-2)* YRy - 26y y* (N2 pi*p] + Y Y X pj - YFYRX*y*pi*pj+

2Py Yy Yy (X)N(-2) + yrYFyFy*piTpi - yEyEpitpity*y - yry*pitpitpj*pj- y* y*pirpj*x*y +
PI*PJ*X* Y y*y + pi* pi*X*y* pj*pj + pj* pi* X* X* pi*pj -pi* pi*X*y*pi*pj + 2*pj* pj*y*y* (})"(-
2) + PI*p*y* y*pi*pi - pj*pi*pi*pirx*y;

repeat;

idx*y =y*x;

id pi*pj = pj*pi;
id pi*x = xX*pi-i_;
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id pj*y = y*pi-i_;

id pi*y = y*pi;

id pj*x = x*pj;

id x(-2)*y = y*x*(-2);

id pj*x"(-2) = x*(-2)*pj;

id pif2*x = x*pin2 - 2*pi*i_;
endrepest;

print;

.end

4 [F, H]

Functions x, y, pi, pj, H, F;

L,[F, Hl = F*H-H* F;

id H = (pin2+x"2)/2 +(pj"2+y"2)/2 + x"\(-2);

id F=-4*(X)N(-2) + 2*X*X + 4*X*pj*pj*pi*i_- 8 y* (X)N(-2)*pi*i_ + 4*y*X*X*pj*i_ - 2*y*y
- AXYFYFXEpITI_ - 4*y*pi*pi*pi*i_ - 2*pi*pi + 2*pj* pj;

id pi*pj = pj*pi;
id X*y = y*x;

id x*pi = pi*x +i_;
id pj*y = y*pi-i_;
print;

.sort

L,[F, H] =

- A ()2 )X - 4% ()N (-2 X pi*pi*piti_ + 8% (X)(-2)*y* ()M (-2 pi* i - 4*(X)"(-
2Py XEX*pI*I_ - A (X)N(-2)*yry + 4* ()N(-2)*F Yy pitxX*i_ +4* (X)N(-2)*y* p*pi*pi*i_ -
A )(-2)*pI*pj + A XX (X)N(-2) - 25X XX P pi*piri_ + 4 Xy X (X)N(-2)* pj*i_ -
2*X*y*X*X*X* pj* |_ + 2*X*y*x*y* pi*X* |_ + 2*X*y*x*pj*pi*pi*i_ + 2*X*pi*i_ +
2*X* pi*X* pl + 4*X*pj*pj*p|*(x)/\(_2)*|_ + 2*X*pj*pj* pi*X*X* |_ + 2*X* pJ* pJ*pI*y*y*I_ +
2*X*pj*pj*pi*pi*

PI*i_+ 25X pj*pj* p*pi*pj*i_ - 4*y* (X)(-2)*y - 4°y* ()" (-2)* y*pi* y*i_
- 8 y*()™(-2)*pi* ()" (-2)*i_ - 4*y* ()N (-2)* p* XXM - 4y (X)(-2)*
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PI*pi*pi*i_- 4*y* (X)N-2)* pi* pi* pi*i_ + 2y X X*y + 2XyE XX y*pjFy*i_+

Ay XD (X)N(-2)H+ 254 XX DIFXE XA+ 26y XX it pitT +

25 yEXEXF PP P I+ AT YFy* (Q)N(-2) - 2Fy*yEXEp T pitpi i - 2Fy* y* X pjrpi* pi*i_ +

Ay y*y* (N2 P - 2Ry YRy PRI+ 2F YRy YR YR pie Xt i_+ 25y y* y* p* pi* piti_ -
AR yF R pi* X (X)N(-2)%i_ - 2*y*Fy*pIr XXX - 2XyRyrpitxPyFyrRi - 2XyFyFpi* xFpirpiti_ +
2ryey*pi*pi - 2*y*y*pj*pj - 4*y*

Pi*Pi*pi* (X)N(-2)*I_ - 2% y* pj* pi*pi*x*X*i_ - 2*y*pj*pi*pi*y* y*i_ - 2*y*

Pj* Pi* pi* pi*pi*i_ - 2¢y* pj* pi*pj*pi*pj*i_ - 2* pi* pi*X*X - 2* pi* pi* x* pj*

pi* pi*i_+ 4% pi*pi* y* (X)(-2)*pj*i_ - 2*pi*pi* y*X*X*pj*i_ - 2*pi*pi*y*y

+ 2% pi*pi*y* Yy pi*Xti_ + 2% pi* pi*y*pj* pi*pi*i_ - 2*pi*pj* pi*pj + 4*pj* (X)(-2)*pj -

25 XX P + 25 pj* y*piTXx + 4 pjFy*pj* (X)N(-2)* pi*i_ - 2Fpj*y*pit XX pi*i_ +

25 pI*Y* iy pi*X*i_+ 2 pj* y*pj* pi*pi* pi*i_ + 4*pj*pj* (X)"(-2) - 2*pj* pj* X* pi*pj* pi*i_+
4% pj* pj* pi*pi;

repeat;
endrepest;
print;

.sort

L, [F, H] =
- 45 ()N(-2* XX - 4% ()N (-2)*X* pi* pi*pi*i_ + 8* (X)N(-2)*pi*pj + 4*x*x* (X)(-2) +

A XX D] + AR XPYAXE ()N(-2)* DT - 25X YEXEXEXE DR+ 26Xy

2EXFYEXF YRR PI*I_ 4+ 26X YR X pjrpitpiti_ + A XFpiti_ + 4FxXrFpjrpjrpit (X)N(-2)*i_ +

25X P* P PITY* Y i+ 2FX*pj* pi* pi* pi* pi*i_ - 2% X* pi* pj* pi* pi* pi*i_ - 4*y* (X)"(-

2P XX - A*y* ()N-2)* i xXEXEi_+ 4 y*

XX (X)N(-2)* DT+ ARy XA XPY - 24 YR XA XE DI¥ I DI* L+ 24 YA XA XE P XX+

25y XE X pj* pI*pi*i_- 8y x*pi*pj - 8y y*(X)(-2) + 4*y*y* (X)N(-2)*X*pi*i_- 6 y*y*X*X

- 2Ry PITI_ - A YRy pi ()N (-2)*i_ - 2 YRy X pI*y* y*i_ - 2FyFyE X pjrpitpiti_

+ 2XYF YR YR YEXEpIFI_ 4 4% y*pi*pi* (X)N(-2)* pj*i_ + 2% y* pi*pi* pj* pi*pi*i_ -

2% Y Py XX pi*pi*i_ - 4%y pj* pi* pi* (X)(-2)*i_ - 2*y* pj* pi* pi* pi* pi*i_ -

2y pj* pi*pi*pi*pj*i_ + 2*y* pj*pj* pi* pi* pi*i_ - 2*pi*pj* pi*pj - 4*pi*pj*pj*pi -

4% pi*X*Xx*pj + 6% pj* pj* pi*pi;

repedt;
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id y*y*y* pi* pi* (X)"(-2)* pi*i_= y* y* y* pj*pi*pi* ()(-2)*i_;
id xM-1)*x =1;

id X (-2)*x= x"(-1);

id xM(-2)*x*x = 1;

id x*x*x"N(-2)=1;

id y*x* pj* pi* (X)(-2)=y* x*pi* (X)(-2)*pi;
id pi*pj = pj*pi;

id X*y=y*x;

id pi*x = xX*pi-i_;

id pj*y = y*pj-i_;

id pi*y = y*pi;

id pj*x = x*pj;

id x(-2)*y = y*x*(-2);

id pj*x"(-2) = x*(-2)*pj;

id (pi)"2*x = x*(pi)"2 - 2*pi*i_;

id pi* ()*(-1)= ()"(-2)*i_+(x)(-1)*pi;

id x*pi* (x)"(-2) = (})(-2)*i _+pi* ()*(-1);
endrepest;

print;

.sort

L, [F, H] =
8*(X)N-2*pi*pi - 4 (X)N-1)*pi*pi*pi*i_+ 4 x*pj*pi*pi* (X)N(-2)*i_+ 4
*yFpi*pi* (X)N(-2)* pj*i_ - 4 y*pj*pi*pi* (X)N(-2)*i_;

repeat;
id Xx* pj* pj* pi* () (-2)*i_=-pj* pi* ()" (-2)+pj* pj* pi* (})(-1)*i_;
id x* (X)(-2)=(x)"(-1);
id X*pi=pi*x+i_;
id pj* pj* () (-2)=(X)"(-2)* pi* pi;
id y*pj*pi*pi* (X)"(-2)*i_=y* pi* pi* (X)(-2)* pj*i_;
id pi* ()" (-1)=()(-2)*i_+(X)"(-1)*pi;
id (3)"(-1)* pi* pi=pi* pi* (})"(-1);
endrepest;
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print;

.end

5 [I, F]

Functionsx, y, pi, pj, H, I, J, F;

L, [I, F] =1 *F-F* I

id | =pjr2+y"2;

id H =(pin2+x"2)/2 +(pj2+y"2)/2 +1/x"2 ;

id J=x"2*pj"2 +y"2* pin2-(X* y* pi* pj+pi* pj* x*y)+2* y2/x"2;

id F=-4*(X)N-2) + 2*X*X + 4*X*pj*pi*pi*i_ - 8 y* (X)N(-2)*pj*i_ + 4*y*x*x*pj*i_ - 2*y*y
- AXYFYEXEPITI_ - ATy pi*pi*pi*i_ - 2*pi*pi + 2% pj*pj;

print;

.sort

L, [I, F1 =4*()"N-2)*y*y + 4 ()" (-2)*pj*pj - 2*X*X*y*y - 2*X*X*pj*pj -

A5 pI* P PITY*y*i_ - A X pi*pirpi*pi*pji_+ 8" y* ()N (-2)* piry*y*i_ + 8*y* (X)\(-

2P PP - AFY XA YR Y- ARy XX P pi i - 4Ky Y ()N(-2)+ 2y YR XX+
A yFyEXEPIF YR YRI_ + ARy YR X i pt piti_ + AFy* YR X pt piti_ - 8*y*yry* (X)-

2 Pi*i_+ Ay Y Y - A YE YRy YR i AF YRy YR pirpitpi*i_ - 2Fy*y*pi*pi +
A*yEy*Epi*p] + 4% y*pi*pitpi* y*y*i_+ 4% y* pj*pi* pi*pj*pj*i_ + 2*pi*pi*y*y + 2*pi*pi* pj*pj
- AP pj* (X)N(-2) + 2 pj* pi XX + 4% pj* i X p* P pi*i_ - 8* pi* pi*y* (X)N-2)* pj*i_ +

A% pi*pj* Y XEXEpI*i_ - A*pi*pi*y*y - 4 pjty*y* X piti_ - 4* pj* pi* y* pj*pi*pi*i_ -

2* pj* pj* pi*pi;

repedt;

idx*y =y*x;

id pi*pj = pj*pi;

id pi*x = xX*pi-i_;

id pj*y = y*pj-i_;

id pi*y = y*pi;

id pj*x = x*pj;

id x(-2)*y = y*x*(-2);

id pj*pj*x"(-2) = X (-2)*pj* pi;
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id pif2*x = x*pin2 - 2*pi*i_;
endrepest;
print;

.sort

L, [ILF] =8 - 16* (X)"(-2)*pj*pj + 8*X*X*pj*pj + 16*X*pi*i_ - 32*y*x*pj* pi + 16*y*y* (X)(-
2) - 8¥y*y*X*X + 8*y*y*pi*pi + 16*y*pj*i_ - 8*pj* pj* pi*pi;

repeat;

id pir2*y*pj = y*pj"3 -2* p"2*i_;
id y"2*y*pj = y*pj*y"2 + 2¢y"2*i_;
endrepest;

print;

.end

6 [J,F]

Functions x, y, pi, pj, F, I, H, J;

L, [J, F] = FF-F*J,

id | = pjr2+y"2;

id H = (pin2+x"2)/2 + (pj"2+y"2)[2 + X" (-2) ;

id J=XxA2*pj"2 +y 2% pin2-(X* y* pi* pj+pi* pj*x*y) +2*y"2*x” (-2);

id F=-4*(X)N-2) + 2*X*X + 4*X*pj*pj*pi*i_- 8 y*(X)N(-2) *pj*i_+ 4*y*x*x*pj*i_ -
28 Yy - AXYFYEXEpITi_ - A*y*pj*pi*pi*i_ - 2*pi*pi + 2*pj* pj;

print;

.sort

L, [J, F] = 4 ()" (-2)*x*x*pj*pj - 4*(X)N(-2)*x*y* pi*pj + 8*(X)\(-2)*y*y* (X)"(-2) +4*(X)"(-
2)*y*y*pi*pi - 4*(X)N(-2)*piFpj* Xy - 2FXF XXX pj*pj + 2 X*X*X*y*pi*pj -

AEXFXEYFYF (X)N(-2) - 2FXEXE Yy pi*pi + 26X X piF pj* Xy - 45X X P pj* (X)N(-2) +
23X PI X P X X+ A PP X P * i Pt - 8 XX i y* ()N (-2)* piti_ +

QX XF P PI Y XX PI*I_ - 2EXEXE IR P Yy - XX P P y* YR X pii_ -

A PP Y * R PI* PI*i_ - 2 XX pj* pj* pi*pi + 2 X*X* pj* pj* pi*pj + 4*X* y* pi* pj* (X)(-
2) - 2EXEYEPIF P XX - AKXy P pj* X pj* pj* pii_ + 8*X*y* pi* pj* y* (X)N(-2)* pi*i_ -
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A XY PI*PI*Y*XEXFPJ*i_+ 2XXF Y pi*pjr YRy + 46X y* pir pit yryr X piti_ +

A%y pI* pj* y* p* pi* piTi_ + 2 X* y* pi*pj* pi*pi - 2*X* y* pi*pj* pj*pj -

453 ) * PJ* P XX P I I+ 4 X pj* pj* pi* X y* pi* pi*i_ - 8*X* pj*pj* pi* y* y* ()" (-2)*i_ -
4% pj* pj* pi*y* y* pi* pi*i_ + 4*X*pj*pj* pi* pi* pj* x*y*i_ + 8*y* (X)(-2)* pi* X* X* pj* pi*i_ -
8 y* (X)"(-2)* pi* x* y*pi*pj*i_+ 16%y* (X)N(-2)* pj* y* y* ()"N(-2)*i_ + 8*y* (X)(-

2)* pi*y*y*pi*pi*i_ - 8*y* (X)N(-2)* pi* pi*pj* X* y*i_ - 4*y*X*X*pj* X*X*pj* pj*i_ +

Ay X X P XY PIF P ¥ - XY XX pj* Y y* ()N (-2)*i - 4F Yy X X*pjy*y* pitpiti_+
Ay XX P I PR X*Y*i_ - 8y y* (X)N(-2)* ()N(-2) +4Fy*Y* (X)N(-2)* XX + BFy*y* (X)(-
2 X pi*pi*pi*i_ - 16¥y* y* ()N (-2)*y* ()N(-2)* pj*i_ + 8 y*y* ()N(-2)* y* X* X* pj*i_ -

A Yy (NN(-2)*y*y - 8 y*y* ()N-2)*y* y*X*pi*i_ - 8*y*y* (X)N(-2)*y* pj* pi* pi*i_ -

A y*yE ()N(-2)* pi*pi + 4y y* (N2 *pi*pi + 22Xy Y XX - 2Fy*F Xty pi*pj +

A yF Y X P XEXF PP *i_ - AFY*YrXF piF X y*pi* pjri_ + 8*y*y*X*pi*y* y* (X)N(-2)*i_+

A y* YR X pIF Y YR PIFPIFI_ - Ay Y pitpitpixty*Fi_ + 4*yryRyryE ()N (-2)+

2 yEyE YRy pitpi - 4Fy*y*pitpi* (X)N(-2) + 2Fy y*piTpit XX + 4*y* y* pi* pi* x* pj* pj* pi*i_ -
By  y* pi*pi*y* (X)N-2)*pj*i_ + 4%y y* pi*pi* y* x*X*pj*i_- 2*y* y*pi* pi* y*y -

A%y yEpiT Pty y* X pI*i_ - 4¥y*y*pi*pi*y* pj*pi*pi*i_- 2*y* y*pi*pi*pi*pi +

2F Yy piTpi*pj*pj - 2Fy*y*pi*pi* Xty + 4%y pj*pi* pi*x* X pj* pj*i_ -

4%y pj* piF pi*x*y* pi*pj*i_ + 8*y*pj*pi*pi* y* y* (X)"(-2)*i_ + 4*y*pj* pi* pi* y* y* pi*pi*i_ -
4% y* pj* pi*pi*pi* pj* X* y*i_ + 2*pi*pi*x*X* pj*pj - 2* pi*pi*x* y* pi*pj + 4* pi*pi*y*y* (X)"(-
2) + 2* pi*pi*y*y*pi*pi- 2% pi*pi* pi*pj*x*y + 4*pi* pi* x*y* (X)(-2) - 2* pi*pj*X* y*X*X -

4 pi* pj* X y* X pj* pj* pii_ + 8* pi* pj* x*¥y* y* (X)N(-2)* pj*i_ - 4 pi*pj* Xt y* Yy XX pjri_+
25 pI* P XFY*Y*y + 4Fpi* pjr X Y* y* yEXEpiti_ + 4% pi*pj* Xy y* pj* pitpi*i_+

2% pi* pj* X*y*pi*pi - 2*pi* pj*X* y*pi*pj - 2*pj* pj* X* X*pi*pj + 2*pj* pi*X*y* pi*pj -
A*pi*pj* Y y* (X)N(-2) - 2*pj*pj* y* y* pi*pi + 2*pj*pj* pi*pj* x*y;

repedt;
id y*y*y* pi* pi* (X)(-2)* pi*i_= y* y* y* pj*pi*pi* ()(-2)*i_;
id x*-1)*x =1;
id X (-2)*x= x"(-1);
id xM(-2)*x*x = 1;
id x*x*x"N(-2)=1;
id y*x* pj* pi* (X)(-2)=y* x*pi* (X)(-2)*Ppi;
idx*y =y*x;
id pi*pj = pj*pi;
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id pi*x = xX*pi-i_;

id pj*y = y*pj-i_;

id pi*y = y*pi;

id pj*x = x*pj;

id x(-2)*y = y*x*(-2);

id pj*x"(-2) = x*(-2)*pj;

id (pi)"2*x = x*(pi) 2 - 2*pi*i_;

id pi* ()*(-1)= ()"(-2)*i_+(x)(-1)*pi;
endrepest;

print;

.sort

L, [J, F] =8*(x)"(-2) - 4* ()" (-1)*y*pj*pi + 4* ()" (-1)*pi*i_ + 8*X*X + 8*X*X*X*X* pj*pj +
B XXX DI*TL_+ BFXFX* DI * Pi* i Di - B*X*X*D*Pi* pi* pj + 12%X* pi* (N(-2)* i +

8% X* pi* pi*pi*i_ - 40" X* pj*pj*pi*i_+ 16*y* (X)(-2)* pi*i_- 28*y*(X)"(-1)*pj*pi -

16*y* X*X*x*pj*pi + 40*y* X*X*pj*i_ - 16*y*X*pj*pi*pi*pi + 16* y* X* pj* pj*pj*pi - 24*y*y
+324y*y* ()N(-2)* (X)N(-2) + 16*y*y* (X)N(-2)* pi*pi - 8*y*y* (X)N(-1)* p* pi*pi*i_+

BFy* y*X*X*pi*pi - 8 y*y*X*X*pj*pj - 40%y*y*x*pi*i_+ 16*y*y*x*pi* (X)(-2)*pj* pj*i_ -
8Fy* Y X pi*pi*pi* (X)N(-2)*i_ + 16*y*y*y*x*pj* pi - 8*y*y*y*y* ()"(-1)*pi*i_ +
Bry*y*y*yE X pi* ()N (-2)*i_ - 8y y*y*y*pi*pi - 8*y*y*y*pj*i_+ 16*y* y* pi*pi* (x)"(-2) +
8*y*y*pi*pi*pi*pi - 8°y* y* pj*pj* pi*pi + 40%y*pj*pi*pi*i_ - 8*y* pj*pj*pj*i_+ 8*pi*pi -
24%pj*pj;

repeat;
id pi* ()*(-1)= ()"(-2)*i_+()(-1)*pi;
id x*pi = i_+pi*x;

id x*x"(-2)= x"(-1);

id xM(-1)*y*pj*pi = y*(X)"(-1)*pi*pj;

id y*()*(-1)*pi*pj = y* ()" (-1)*pi*pi;

id y*y*x*pj*pj*pi* ()(-2)*1_= (-2*y*y* ()"-2)*pi*pj +2*y*y* (X)(-1)*pi*pj*pj*i_ -
Yy ) N1 pi*pi*piti_;

endrepest;

print;

.end
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7 Lafonction destructure phil =®(E, N)

Functions Ainv, A, F, |, H, J, BETA;

L, phil = Ainv*A;

id Ainv = 253+ I*] - 2*H*| +(2)N(-1)*F - 1;

idA = 2¥J+ I*] - 2¥H*| -(2QM-1)*F - 1;

id H*J = J*H;

id F*F = 16*J*J +112* J+64* H* | +16* F* |- 16* F* H-48* H* H+16* J* | *|-32* J* | * H;
id I*H*I = I*I*H;

idJ*I = 1*J-F;

print;

.sort

L, phil=- 31+ 4%1 +30%1%| - 4% [¥I*] + [*[¥1¥] - 4% [¥I*H - 1/2*|*|*1*J + 16*|*|*H +
AFIXIH*H - 2% 1¥ 1%+ [¥1* ] - 76¥1%H - 16¥I*H*H + 8%1% 3+ 4*1* J*| - 1/2%1* J*1*| + 24*H
+ 12*H*H + BETA - 2* FI*;

repedt;

id F*I = I*F + 8*(2*H*|-2* J-1*1+1);
id F=1*JJ*I;

id I*H*| = [*1*H,;

id H*I*| = [*I*H,;

id H*J = J*H;

id H*l = I*H;

id BETA = 2*1*1*J - 4*|* J*| +2* J*|*| -16**| + 32*H*| + 16;
endrepest;

print;

.sort

L, phil=

LR L I L L R L R I R R K R T S L R EN B o
IFIXH + 4% XX HAH + X153 - 44%1%H - 1651 H*H + 8*1%J - 1/2*1* FI*| +
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24%H + 12*H* H;

repedt;

id I*1*1* 3= 2% 1*1* J*| +16%1*J - 1* I I*] + 8*1*I*| - 16*H*1*] -8*I;
id H*1*1 = [*I*H;

endrepest;

print;

.end

BETA : C’est I'invariant "32*J", est un truc pour réduire le calcul.
On essaie de caculer manuellement les termes qui portent l'invariant "J" et les remplace dans

le calcul symbolique, tel que lareation soit vraie.

113 = 2% 1 1* ] +16%1*J - [*F*1*| + 8*I**| - 16*H*I*] -8*1;

8 Lafonction destructure phi2 = ®(E, N+1)

Functions Ainv, A, F, I, H, J;

L, phi2 = A*Ainv;

id Ainv = 253+ I*] - 2*H*| +(2)N(-1)*F - 1;

id A=2*J+ I*] - 2H*| -(2)M-1)*F - 1;

id F*F = 16%J*J +112* }+64* H* |+16* F* |- 16* F* H-48* H* H+16* J* | *1-32* J* | * H;

id H*J = J*H;

id I*H*I = [*I*H;
print;

.sort

L, phi2=

L-4*F5| - U25F*I1*] + 4*F*H + FAH*| - F*J- 25151 + 25 IXI¥F + [¥1% %] - 2¢1*[*[*H +
2X1%1% 3= 12%H*| - H¥I*F - 26H* %1% ] + 4*H¥I*|*H - 4H*|*J+ 12*H*H - 32¢J+ JF -
25 1% | + 8 FI*H - 4* FH*;

repesdt;
id F*I = I*F + 8*(2*H*|-2* J-1* | +1);
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id F=1*J3-J*1,

id I*H*| = I*I*H;
id H* %1 = I*1*H;
id H*J = J*H;

id H*I = I¥H;
endrepest;

print;

.sort

L, phi2=

S 47 - A1+ ABFIF ]+ AFIFIX] H IFIFIE] - AR H 4+ 2% K151 - 85 1% 1FH + 4% 1% H*H
S AFIFIFD FIREL - IFIX TP - 108F 1% H + 8% 1% JF | + L2% 1% JFI* | + 26" I*H - 1+ +
12¢H*H + 64* 3+ 8 J*| - 4*FF1*| - JFI*1* H 2 J*1*J - J*

repedt;

id I*¥I* X3 = 2% [*[* J*] +16%1*J - [*J*1*] + 8*I*|*| - 16*H*1*] -8*I;
id H* %1 = I*1*H;

id 1*1*J = 2%* J*|-J* | * 1+ 16* J+8* | * |- 16* H* 1 -8;

endrepest;

print;

.sort

L, phi2 =
- 15- 851+ 1A I¥] + BXI¥I¥] + [¥I¥1%] - 4% [* [*I%H - 24*1*[*H + 4* ¥ [¥H*H - 108*I*H +
8 1*)- [*F*J+ 8*H + 64*H*| + 16*H*I*H + 12*H*H + 8*J*|+ 2* J*1*J - 16*F*H - J*J*I;

repedt;

id [*J*J = 8*I* J+8* J*[+2* J* |* J-16* J*H-J* I* | +32* H;
endrepest;

print;

.end

9 [Ainv*A, A*Ainv]
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Functions X, Y, F, I, H, J;

L, [Ainv*A A*Ainv] = X*Y - Y*X;

id X = - 15+ 81 + 14%1*| - 851X I¥] + [¥I*I*] - 4*1*|*[¥H + 24*I*[*H + 4*[*|*H*H -
44*1%H - 16%I*H*H + 24*H + 12*H*H;

idY =-15-8* + 14*[*| + 8*[**| + [*I*1*] - 4*1*1*I1*H - 24*|*|*H + 4*[*|*H*H -
108*1*H - 24*H + 64*H*| + 16*H*I1*H + 12*H*H;

id H*J = J*H;

id F*F = 16*J*J +112* J+64*H* 1+ 16* F* |- 16*F*H-48*H*H+16 *J*I*1-32*J*I*H;
id I*H*| = I*1*H,;

idJI=1*J-F

print;

.sort

L, [Ainv*A, A*Ainv] =
651X XXX 1% H - 32X I* XXX H*H - 165 X% ¥ 1XH - 64% 1% ¥ X% H* 1%
HLO2F [ I* ¥ [¥HXI*H + 256* [*1* [*IXH* H - 64 ¥ I 1* [* H¥ H¥H + 672% ¥ 1*1* H* |+
AB*I*I* P HXI*1%] - 192% I*I* [ H* ¥ 1¥H + 192%I* 1* [* H* [* H* H - 3136*1*1*|
FH*H - 256% 1% [*[¥ H¥H* - 64* 1% 1*[* H*H* ¥ H - 384* ¥ I*I* H*H*H - 160*I*1* H+
8OB* I* ¥ H*| - 1216* ¥ [XH*1*| + B4*I* [*H¥I*[* | - 256*1* [* H* I*1* H +3648* I* [*H*|*H +
256* I*1* H* [* H*H + 14725 ¥ [ HXH* | + B4%1* [ HEH* [¥1* | -192%1* [*H*H* ¥ I*H +
128* ¥ I* H*H* [*H + 64 |* [XH* H* [*H* H - 1344% I*|* H*H*H
+ 256* ¥ |¥HY HYH* | + 64% 1* [* H* H* H* 1*H + 3840% I* H*H - 2688* I*H*H*| -
224* 1% HF H¥I*| - 128 [XH*H* 1¥1%] - 16%1* H¥HX I* [*1¥] + 64* [XHH* [ * ¥ I*H +
384X IXH*H*1* [*H - 64* [¥HXH¥ X IXH*H + 1024* 1* H*H* |*H + 1152* [* H*H* H - 1024*|*

HYH*H* | - 256* 1* H* H* H¥ 1*H - 102%1* H* H* H*H + 160* H*1*| - 896*H*1*1*|
+560* H¥ I* [*1¥] - B4* H*[¥ [¥I*[*] + 256*H* [*[*¥I*[*H - 1728*H*[*|*I*H -
256% H* [* ¥ I* H*H + 2688*H* I* ¥ H - 224* H*[* [*H*| + 128*H* *[* H*|*] -
16*H* [FIXH* 1% 1% | + 64%H* I¥IXH* 1% 1% H - 384%H* [*I¥H¥ ¥ H - 64*H* I*[*H* [*HY H +
1920%H* I*I* H*H + 256* H*I* I*H* H*H - 5184*H*I*H - 1536*H*[*H*H -
192* H* I* H* H*H
+ 1344* H*H*| + 1925 H* H* ¥ 1*] - 576% H*H*[*[*H - 384*H* H*[*H + 192*H* H* ¥ H* H +
768 HXH*H* | + 192* H* H*H* 1*H;
repedt;
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id F*I = I*F + 8*(2*H*1-2* J-1* 1 +1);

id F=1*JJ*I;

id I*H*I = I*I*H;
id H*I*| = I*I*H;
id H*J = J*H;

id H*I = I*H;
endrepest;

print;

.end

10 [AAInv]

Functions A, Ainv, I, H;

L, [A, Ainv] = A*Ainv - Ainv*A,;

id Ainv*A= - 15 + 8| + 14*|*| - 8*1*I*| + [*I*|*]| - 4*|*|*|*H + 24*|*|*H + 4*|*|*H*H -
44*%1*H - 16*I*H*H + 24*H + 12*H*H;

id A*Ainv = - 15- 8% + 14*[*| + 8*I*I*| + I*I*I*]| - 4*|*|*|*H - 24*|*I*H + 4*[*|*H*H -
108*1*H - 24*H + 64*H*| + 16*H*|*H + 12*H*H;

id I*H*| = I*I*H;
id H* %1 = I*1*H;
id H*I = I¥H;
print;

.end

10 Lafonction destructures | = 4*N+3

CFunctions|, H, N;

L, phil (N) =- 15+ 8*1 + 14*1*| - 8*I*I*| + I*I*I*] - 4*[*I**H + 24*[*I1*H + 4*|*|*H*H -
44*1%H - 16*I*H*H + 24*H + 12*H*H;

idl =4*N + 3;

print;

.end
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Lesrésultats du chapitre 03:

v [I,H] =0;

v [J H]=0;

v [F, H]=0;

VL = - 4 (N(-2) + 25X+ 45Xy pi* piti_ - 8Fy* (})N(-2)*piri_+
AYEXEXIPITI_ - 2F Yy - AXyFyEXFpIti_ - 4*y*pj*pi*pi*i_ - 2*pi*pi + 2*pj*pj;

Vv [I, F] =8-16*(X)N-2)*pj*pj + 8*X*X*pj*pj + 16*x*pi*i_ - 32*y*x*pj*pi + 16*y*y
*(X)N(-2) - 8FYy*y* XX + 8 y*y*pi*pi + 16*y*pj*i_ - 8*pj*pj* pi* pi;

Vv [JF] = - 16*(X)(-2) + 16* (X)N(-1)*pi*i_ - 16*X*X + 8*X*X*X*X*pj*pj] +
8*X*X* pj*pj* pi* pi - 8*X* X*pj*pj*pj*pj - 40*X* pj* pj*pi*i_+ 16*y* (X)"(-2)*pj*i_-
32%y* (X)N-1)*pi*pi - 16* y* X* X*X*pj* pi + 40* y* x*X*pj*i_ - 16*y*X* pj*pi*pi*pi +
16*y* X*pj* pj*pi*pi + 32*y* y* (X)N(-2)* (X)(-2) + 16* y*y* (x)"
(-2)*pi*pi - 16*y*y*(X)"(-2)*pi*pj - 8*y* y*X*X*pj*pj + 16* y*y* y*x* pj*pi-
16*y*y* y* y* (X)(-2) - 8*y*y*y*y*pi*pi - 8*y*y*y*pj*i_- 8*y*y*pi*x*i_+
16* y* y* pi* pi* (X)(-2) + 8*y*y* pi* pi* X*x + 8* y* y*pi*pi*pi*pi -
8y y*pj*pj* pi*pi + 40*y*pj* pi*pi*i_ - 8*y*pj* pj* pj*i_ + 8*pi*x* X*X*i_-
16* pi* pi
+ 8*pi*pi*pi*x*i_ - 24*pj*pj;

V' Phil= AINVFA = - 15+ 8*| + 14* %] - 8*I¥I*| + [*[¥1*] - 4%|*[*|*H + 24*|*|*H +
4% 1¥I*H*H - 44%1*H - 16*1*H*H + 24*H + 12*H*H;

V' Phi2= A*AInV = - 15- 851 + 145 1% + 8FI*I*| + [*1*1*| - 4%|* [*|*H - 24*|*|*H +
4%1¥1*H*H - 108*1*H - 24*H + 64*H*| + 16*H*I*H + 12*H* H;

v [AinvA, A*Ainv] =0;
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v [A,Ainv] =-16*T + 16* T*T*T - 48*T*T*H + 32*T*H*H - 48*H;

v Phil(E, N) = 32*H"2*N + 64*H"2*N"2 - 32*H*N - 192*H*NA2 - 256*H*N"3 -
64*N - 64*N"2 + 256* N"3 + 256* N4,
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