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Introduction

La construction du formalisme des intégrales de chemin en mécanique quantique non
relativiste par Feynman [1] en 1948 est basée sur les résultats de la publication d’un travail
de Dirac [2] dans lequel il avait suggéré que la fonction de transformation, communément
connue comme le propagateur, est analogue a erS o S est la solution de I’équation de
Hamilton-Jacobi. En développant 1'idée de Dirac, Feynman avait réussi a établir une
nouvelle formulation de la mécanique quantique non relativiste comme une alternative
aux deux formulations équivalentes proposées presque simultanément : la mécanique des
matrices d’Heisenberg et de Dirac [3] et la mécanique ondulatoire de Schrodinger qui
s’appuie sur des équations différentielles [4]. Sa formulation spatio-temporelles de Feyn-
man repose sur le fait que le propagateur, solution de ’équation de Schrodinger et qui
définit Pamplitude de la probabilité d’évolution d’une particule du point 7,2 1'instant
t; au point r» a l'instant ¢», peut étre exprimé comme une somme d’une infinité d’am-
plitudes partielles associées & chacun des chemins d’espace-temps noté I' qui relie les
points de coordonnées (?1, th ) et (?2, tg). Chaque chemin contribue au propagateur
par la quantité exp (%Sp) ou St est I’action classique évaluée le long du chemin I', c’est a
dire Sp = | L(T, _7."), t)dt, ou L(T, _7.“), t) est le Lagrangien de la particule. Feynman inclut
dans cette action le principe de moindre action [2] pour ignorer les chemins autres que
ceux qui sont trés proches du chemin classique I'g ol I'action est minimale. Ainsi, tan-
dis que Dirac considérait seulement le chemin classique, Feynman a prouvé que tous les
chemins contribuent, dans un sens ot la particule quantique peut suivre tous les chemins

et les amplitudes associées & ces chemins s’ajoutent selon le principe de superposition



habituel de la mécanique quantique. Cette formulation est particuliérement intéressante
puisqu’elle a le mérite d’établir le lien entre la mécanique quantique et la mécanique
classique. On doit noter qu’a la limite A — 0, la contribution essentielle au propagateur
provient des chemins qui obeissent au principe variationnel classique 65 = 0. La formu-
lation Lagrangienne de la mécanique quantique présente de nombreux avantages. A titre
d’exemple, elle se préte aisément a une généralisation relativiste puisque le raisonnement
est directement inscrit dans ’espace-temps.

Sur le plan mathématique, de nombreux inconvénients ont été contournés depuis
I'introduction d’une transformation spatio-temporelle par Duru et Kleinert [5] pour
construire le propagateur de Feynman associé au probleme de I'atome d’hydrogéne. Le
succes du calcul de ce propagateur marqua un tournant important dans le développement
du formalisme des intégrales de chemin. Des exemples de problémes non relativistes ou
relativistes résolus exactement a I’aide de cette transformation spatio-temporelle de Duru
et Kleinert sont donnés dans la référence [6] .

Si, aujourd’hui, le calcul exact du propagateur par ’approche des intégrales de chemin
de Feynman semble atteindre un point de saturation pour des systémes physiques régis
par un Lagrangien avec un potentiel régulier & longue portée, il existe encore d’autres
types de problémes qui sont rarement abordés dans le cadre du formalisme de 'intégrale
de chemin [7, 8, 9]. Parmi ces problémes, nous pouvons citer ceux qui obéissent aux
conditions aux limites de Dirichlet [10] qui se traduisent en mécanique quantique par
des conditions aux limites devant étre satisfaites par les fonctions d’onde du systéme
physique en question.

L’objet de ce travail concerne I’étude par ’approche des intégrales de chemin de trois
systémes dynamiques intéressant la physique théorique et la chimie quantique. Ces trois
systémes sont caractérisés par des potentiels contraignant le mouvement a se produire
sur un demi axe dans certains cas. Les solutions de ces problémes par la technique su-
persymeétrique obtenues récemment [11, 12, 13, 14, 15] sont inexactes.

Ce mémoire comporte trois chapitres. Le premier chapitre est consacré a I’étude du



mouvement & une dimension d’une particule de Klein-Gordon chargée en présence d’un
potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire. Ces deux potentiels sont égaux et dépendent
d’un paramétre de déformation réel ¢. Ils sont du type Rosen-Morse modifié lorsque
—1 < ¢ < 0ougq > 0 et du genre Manning-Rosen modifi¢ pour ¢ < —1. Nous construisons
la fonction de Green sous forme compacte dans chaque cas. Nous obtenons les spectres
d’énergie et les fonctions d’onde correspondants aux états liés a partir des poles de la
fonction de Green et de leurs résidus. Dans le deuxiéme chapitre, nous proposons un
traitement pour le probléme des mémes types de potentiels vecteur et scalaire, mais qui
possédent la symétrie sphérique. Lorsque ¢ < —1, nous nous trouvons dans une situation
analogue & celle du deuxiéme cas dans le probleme précédent. Dans ce cas, nous devons
retrouver les mémes résultats concernant la fonction de Green, le spectre d’énergie et les
fonctions d’onde. Pour —1 < ¢ < 0 et ¢ > 0, le probléme de la construction de la fonction
de Green se présente de facon différente. Dans ces cas, le potentiel de Manning-Rosen
(—1 < ¢ < 0) et celui de Rosen-Morse (¢ > 0) sont définis sur la demi-droite y > 1. Pour
former I'intégrale de chemin, nous serons amenés & incorporer la condition & la limite de
Dirichlet au point y = yo & I'aide d’une perturbation représentée par une fonction ¢ de
Dirac a une dimension dans 'expression de I’action du systéme. Ce probléme peut étre
résolu de maniere directe au moyen d’un développement en série de perturbations qui
peut étre explicitement sommé. En supposant la force de cette perturbation infiniment
répulsive, on produit leffet qu'un mur impénétrable apparait au point y = gy et la
fonction de Green sur la demi-droite y > yy est donnée sous forme compacte. Les poles
de la fonction de Green fournissent une équation transcendante pour les niveaux d’énergie.
Enfin, le troisieme et dernier chapitre concerne le traitement du probléme des états liés
d’une particule chargée, soumise a la fois & un potentiel vecteur et un potentiel scalaire
identiques, a symétrie sphérique et du type exponentiel. Ils dépendent de cinq parametres
réels parmi lesquels le parameétre ¢ décrit la forme du potentiel. Pour —1 < ¢ < 0 et
q > 0, le probléme se rameéne par la technique des transformations spatio-temporelles &

une intégrale de chemin qui peut étre traitée de la méme maniére que celle utilisée dans les



cas des potentiels de Manning-Rosen et de Rosen-Morse. Lorsque ¢ < —1 et r > i In |q],
nous calculons la fonction de Green radiale relative a ’onde partielle d’ordre [ au moyen
d’une approximation particuliére du potentiel centrifuge et d’une transformation spatio-
temporelle appropriée. Nous donnons le spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’onde.
Les potentiels standard de Hulthén, Poschl-Teller, Rosen-Morse, Eckart et Morse qui sont
des cas particuliers du potentiel du type exponentiel & cinq parameétres sont traités ici de

maniére unifiée. Nous terminons ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

Mouvement a une dimension d’une
particule de Klein-Gordon dans un
potentiel vecteur et un potentiel

scalaire du type Rosen-Morse

1.1 Introduction
Le potentiel de la forme

B

V (z) = Atanh(az) — COST(@Q:)’

(1.1)

était introduit en 1932 par Rosen et Morse [16] pour discuter les états de vibration de
certaines molécules polyatomiques. Les spectres d’énergie et les fonctions d’onde non
normalisées étaient obtenues. Dans (1.1), z € R, A, B et « sont des constantes positives.
Avec ce potentiel, Eckart [17] avait pu aussi étudier la pénétration des électrons & travers
une barriere de potentiel. Le potentiel de Rosen-Morse a recu ces derniéres années un re-

gain d’intérét. Nieto [18] a déterminé la constante de normalisation des fonctions d’onde



sous forme compacte. Il est utilisé comme modéle alternatif au potentiel de I'oscillateur
harmonique dans le calcul des taux de réaction en mécanique quantique [19]. Ce poten-
tiel a un spectre discret et continu et donc une symétrie SU(1,1) cachée. Sa solution par
l'intégrale de chemin est diie & Junker et Inomata [20], mais leur traitement est basé¢ sur
'intégrale de chemin eu utilisant la varieté du groupe SU(2) au lieu du groupe SU(1,1). Ce
potentiel a également été étudié par conversion de l'intégrale de chemin & celle associée
au potentiel de Poschl-Teller au moyen d’une transformation spatio-temporelle appro-
priée par Grosche[6]. Dans un travail récent [10], Grosche a discuté une généralisation
particuliere du potentiel (1.1) dans le cadre des intégrales de chemin. Cette généraliza-
tion est basée sur I'introduction d’un parameétre réel ¢ dans la définition des fonctions

hyperboliques habituelles en posant

sinh, x

(e" —qe™™), tanhyz = (1.2)

N —

(em + qeﬂ”) ,sinh, x =

N —

coshy & = .
cosh, x

Ces nouvelles définitions des fonctions hyperboliques modifiées ont été introduites pour

la premiére fois par Arai [21]. Ce potentiel de Rosen-Morse modifié

B

V, (z) = Atanh -
1 (2) = Atalyfar) = g,

(1.3)

généralise des potentiels typiques, tels que le potentiel de Hulthén standard, le puits de
potentiel de Rosen-Morse et le potentiel d’Eckart. Le parameétre ¢ peut servir comme un
parameétre supplémentaire dans la description des interactions interatomiques dans le cas
non relativiste.

Dans le cas relativiste, Jia et ses collaborateurs [12] ont étudié I'équation de Klein-
Gordon décrivant une particule de masse M et de charge (—e) en présence d’'un potentiel

vecteur et d'un potentiel scalaire égaux du type Rosen-Morse déformé

Vi

Vy(z) =S, (z) = —m

— Va tanh, (ax). (1.4)
Les solutions proposées sont incomplétes et ne sont pas rigoureusement exactes. Nous
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nous proposons dans ce chapitre d’analyser ce probléme dans le cadre des intégrales de
chemin en envisageant tous les cas possibles suivant les valeurs réelles du parameétre de
déformation ¢. Dans le paragraphe qui suit, nous allons établir la fonction de Green
associée a une particule chargée sans spin qui se déplace sur I'axe z en présence d’un
potentiel vecteur et un potentiel scalaire égaux. Dans le troisiéme paragraphe, nous éva-
luons la fonction de Green relative aux potentiels vecteur et scalaire du type Rosen-Morse
déformé (—1 < ¢ < 0 ou g > 0). Nous en déduisons le spectre d’énergie ainsi que les fonc-
tions d’onde normalisées. Dans le quatriéme paragraphe, nous construisons la fonction
de Green associée aux potentiels vecteur et scalaire du genre Manning-Rosen déformé

(¢ < —1). Nous déterminons le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées.

1.2 Fonction de Green

Pour établir I'intégrale de chemin relative au probléme d’une particule sans spin, de
masse M et de charge (—e) placée dans le champ des potentiels (1.4), considérons la

fonction de Green G (z”,2) qui obeit a ’équation de Klein-Gordon :

(P —eA)? — (M +8,)%] G(z",2) = *(z" — ), (1.5)
Vi (2) . o . .
oueA = N dans 'espace-temps plat de Minkowski muni de la métrique g, =diag(1, —1).
0

En utilisant la représentation intégrale de Schwinger [22], la solution de I’équation diffé-

rentielle (1.5) peut s’écrire :

Gla" o) — 2% 7dA <x exp [% (P — eA)? — (M + 5,)?] A] x>
= (o [ n v - or s ]| )

(1.6)



Notre but est de trouver les énergies FE,, et les fonctions d’onde W¥i(z) a partir de
I’évaluation de expression intégrale (1.6) a ’aide de Papproche des intégrales de chemin.
Suivant la référence [23], nous pouvons exprimer (1.6) comme une intégrale de chemin

sous la forme discréte par rapport au pseudo-temps A,

[e.9]

1
G2",2") = G" " 2/ t') = 5 /dAP(x",t",x',t';A), (1.7)
0

ou le propagateur P(x”,t" ', t'; A) est donné sous forme canonique compacte par

DP DP
P t" o' ) = //Dx )Dt(T // b(7)

exp i / ~Pyi+ P+ % =P+ (R = V(o)
—(M + S,(x))?] dr}. (1.8)

Sous forme discrete, il s’écrit :

rurtny = g ][ favan] T[] [ 4200

N+1
X exp [z Z A7 (1.9)
n=1
ou A} est 'action élémentaire donné par
Er
AL = =(Po)alzn + (P)nAtn + o [=(Po)s + (Po)n = Vo(an))?
—(M + Sy(xn))?] , (1.10)

avec les notations habituelles : Az, = z,, —x,_1, At,, = t, —t,—1 et e, =dr = A/(N+1).

En intégrant tout d’abord par rapport aux variables temporelles ¢,,, nous obtenons N dis-

10



tributions de Dirac de la forme § ((Fy),, — (Py)n+1))- En effectuant ensuite les intégrations

sur les variables (Fp),, nous montrons que

(Po)1 = (Fo)2 = --.(FPo)n+1 = E. (1.11)
Par conséquent, on trouve pour P,(z”,t" 2’ t'; A) Pexpression suivante :

+o0
1
P ", 0) = / dE exp [iE(t" — )] P(a", s A), (1.12)
T

—00

ou le noyau P(z”,z'; A) est donné par

N N+1 d(P,) N+1
1 /. _ . xr)n . n
P(z ,:13,/\)—131_{%0”:1 [/dmnl E [/ o 1exp Z;AQI : (1.13)
avec 'action élémentaire
n Er
A2 = _(Px)nAxn +< [_(Pw)i + (E - Vq(xn))2 - (M + Sq(£ﬂ))2] : (1-14)

2

En intégrant maintenant (1.13) par rapport aux variables (F,),, nous obtenons

n=1

N N+1
1 . dx, . n
P(x" 2';N) = S ]}E%o | | [ s } exp {Z E A3} , (1.15)
T T =1

avec 'action élémentaire dans ’espace des configurations donnée par

= S [V () = (B = Vi) (1.16)

Par substitution de 'expression (1.12) dans (1.7), nous remarquons que le terme dépen-
dant du temps ¢ ne contient pas la variable pseudo-temps A. Donc, nous pouvons réécrire

la fonction de Green (1.7) sous la forme

11



—+00

Gl ¥ 2 1) = 2i / dE exp iE(t" — )] G(2", ), (1.17)
T
ou -
G(",2') = %/dAeXp B (E? — M?) A] K(z",2'; A), (1.18)
(3
0
avec

N
K(2", 2';A) lim l 4o ]

1
V2ime, N—oo- \2ime,
N+1
X exp {’LZ

—e; (M + E)V,(z,)

}. (1.19)

2€T

Pour calculer ce propagateur, nous devons distinguer deux cas.

1.2.1 Premier cas : potentiels de Rosen-Morse déformés.

Pour —1 < ¢ < 0 ou ¢ > 0, les potentiels (1.4) sont définis dans lintervalle R.
L’intégrale de chemin (1.19) représente le propagateur associé au potentiel de Rosen-

Morse défini en termes des fonctions hyperboliques déformées par le parameétre ¢ ainsi :

K(2", s A)

N
H dl’n
2Z7T€T Nﬂoo { \/2m6j

N+1
X exp (M + E) | Vatanh,(ax,) + :
cosh (o)
1.20

12



En changeant (az,, ;) en (u,,a 2¢,) et en posant y, = u, — % In ¢, la fonction de Green

(1.18) se réécrit

o0

1 ~ s v
G(a" 2"y = —— [ dSexp (iE25>/Dy(5)€XP z/ L Tatanhy + st
2iq o | 2 qcosh”y
0
(1.21)
ou
Vi=(E+M)4. Vo= —(E+ M) %;
1 ~< ) ok 2 ( ) o (1.22)
E? = 2a2 (B2 — M?); S =a’A.

En adoptant la solution donnée par Grosche [10], nous aurons, par ajustement des

parameétres, le résultat suivant :

1 -
Gla' ') = ~g G (/1 E2). (1.23)
avec
Grum (y” Y Ez) _ (M- LT (Lp+ M +1)
o I'(My — My+1)T (My + My + 1)
1 —tanhy’' 1 — tanhy” (M1+Ms)/2
( 2 2 )
% 1+ tanh y, 1+ tanh y// (M1—Ma2)/2
2 2
1 + tanh
X oF; (Ml—LE, L+ M, +1, My — M, +1; Ty>>
1 — tanh
X oF) (Ml_LE; Lg+ M+ 1, My + My +1; #)7
(1.24)
ou

LE:_%+\/1_16+2EPT’§ EPT/Z;1 + &
—— — (1.25)
My =1 (\/2 (Va—B2) + \/—2 (V2 +E2)) .

Les symboles y~ et y. dénotent le max(y” , 3/') et le min(y” ,y’) respectivement, et o F 4
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(v, B, v; z) représente la fonction hypergéométrique.

Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Le spectre d’énergie est obtenu a partir des poles de la fonction de Green (1.25)
qui sont aussi ceux de la fonction d’Euler I' (M; — Lg) quand M; — L = —n pour

n=20,1,2,.... Ils sont donnés par I’équation

% (1+ \/2 (172 —E2> + \/—2 (‘72+EZ>> - i+2% =—n,  (1.26)

de sorte qu’on trouve les niveaux d’énergie

27,2
M E? = (M + E,)"V; >2+a2 <n+1—1\/1+8(M+E")V1)

o2 (n+4 - 41+ 80000

a2q

C’est une équation du cinquiéme degré en F,, qui n’est pas simple a résoudre analytique-
ment. De (1.23) et (1.24), on trouve les fonctions d’onde non normalisées correspondantes

aux énergies F, données par (1.24),

g Y\ 1 v
\I/n(l') - C <€2ax + q> (1 + QGQQCL‘)

X oF} (—n,n+2p—|—2w—|—1,2p—|—1; %) , (1.28)

ou
1

1
P = §(M1+M2), w = §<M1 —Mg). (129)
En utilisant la relation entre les fonctions hypergéométriques et les polynomes de Jacobi

(voir Gradshtein et Ryzhik [24], p.952, Eq.(8.406.1)),

'n+a+1)

(a7/8) —_—
B0 = ras

1—t
oI (—n,n+a+5+1,a+1; T) (1.30)

14



nous pouvons aussi exprimer (1.28) sous la forme

U, () = N, (coshy(az)) "™ exp [a(p — w)x] P2 (tanh,(az)), (1.31)
ou la constante N,, s’obtient & partir de la condition de normalisation

/m 0, (2) 2 dr = 1. (1.32)

Le calcul de l'intégrale (1.32) peut étre effectué en utilisant I'identite,

(1.33)

la proprieté des polyndmes de Jacobi (voir Gradshtein et Ryzhik [24], p.1035, Eq.(8.961.1)),

PO (t) = (=1)" P (~1), (1.34)

et en employant I'intégrale suivante (voir Gradshtein et Ryzhik [24], p.842, Eq.(7.391.5)),

1
_ 2"l (n+v+1)I(n+p+1)

1— )" (14 6) [P&9 (1)) dt = 1.35
[ a—ntasor [pe) et )

ot Re(v) > 0 et Re(p) > —1, on montre aisément que

aq®? pwn!I'(n + 2p + 2w + 1) 3
N, = (1.36)
2 +20=2 (p 4+ w)'(n+2p+ DI'(n 4+ 2w + 1)

1.2.2 Deuxiéme cas :potentiels de Manning-Rosen déformés

Lorsque ¢ < 1, les potentiels (1.4) présentent une forte singularité au point xy =
i In(—gq). Dans ce cas, on a deux régions distinctes : * < xg et x > xo. Dans la suite,
nous allons nous intéresser au probléme du mouvement dans la région x > xy. Dans ce

cas, les potentiels (1.4) peuvent s’écrire sous la forme du potentiel de Manning-Rosen

15



déformé défini par

_h
sinh|2q‘ (o)

Vy(z) =5, () = — — Vi coshyg (o). (1.37)

L’intégrale de chemin associée & une particule dans ces potentiels s’écrit alors

1 N dx
- lim -
\2ime, N—oo- \2ime,

N+1
X exp {zz 287 —|— e (M + E) <V2 coshg(ax,) + smh‘q‘ o) )] } :
1.38)

K", 2'; A)

En opérant les mémes transformations spatio-temporelles que celles effectuées dans

le cas précédent, la fonction de Green prend la forme

1 ~
G, 2') = —5=Cn (v ¥/ E*) (1.39)

avec

[e.9]

Gur (y”,y';E2) = i/dSexp (iEQS)
sr.2 =
X /Dy(s) exp {z/ [% — Vacoshy + HLh?] ds}(],.40)
0 q| sinh?y

Vi = —(E+M>%; Vo = (E+ M)%;
E? = L (B2 — M?); S = a?A.

ou

(1.41)

202

La fonction de Green G/ <y’ T E2> associée au potentiel de Manning-Rosen est connue,

16



nous pouvons donc écrire directement le résultat [10] :

Curm (y// ) E2> (M = Lg)T (L + My +1)
T I'(My — My+1)T (My + My + 1)
Mq+Mo+1
2 2 2
1 4 coshy” 1 + cosh g/
]\4171\42
" coshy” —1coshy — 1 2
coshy” + 1coshy +1
coshys —1
X oFy | My —Lg, Lp+ M+ 1, My — M+ 1; e
coshys +1
X 2F1 (Ml—LE, LE+M1+1, M1+M2+1; 7),
coshy. +1
(1.42)
ou
Lp=-1+3/2(%- B?),
_ (1.43)

Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Les poles de la fonction de Green (1.42) correspondent aux valeurs permises pour
les états liés du systemes. Ce sont justement les poles de la fonction I' (M — Lg) qui se

présentent lorsque M; — Ly = —n pour n =0, 1,2, 3, ....Ils sont donnés par 1’équation

- o () e 2 () ol ) o

d’olt on trouve les niveaux d’énergie

ME g (M + )" V7 +a2(n+1+1\/1_gw>
o2 (n+ 4+ 4y/1 - 8L )

a?[q]
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C’est une équation du cinquiéme degré en E,. Les fonctions d’onde correspondantes

s’écrivent

U,(z) = C(1-lq| 672&30)6 (lgle7")” oFy (—n,n+2w+26,2w+1; |q|e ")

= N, (1 - |q‘ 6_20638)5 (’q| e—Zaz)w P7(L2w,25—1) (1 -9 ’q| e—QaI) ,

ou

w==/(M+E,) (M- E, —2V),

(67

M+FEy, )V
6 =4 (141 -8l

a?(q]

Le calcul de la constante de normalisation méne a

wn+w+39)  nll(n+ 2w+ 20) r

N”:l%‘ n+d D(n+2w+ )I(n+26)

Notons que les fonctions d’onde (1.46) satisfont les conditions aux limites

lim V,(z)=0,

zaﬁln\q\

et

lim ¥, (x) = 0.

T—00
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Chapitre 2

Mouvement d’une particule de
Klein-Gordon dans un potentiel
vecteur et un potentiel scalaire a
symétrie sphérique du type

Rosen-Morse

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le probleme d’une particule relativiste
sans spin de masse M et de charge (—e) qui se déplace dans un champ constitué d’un
potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire identiques a une dimension du type Rosen-
Morse déformé. Dans ce chapitre, nous allons nous pencher sur le méme probléme dans
un champ central de la forme

Vi

V,(r) = —COST(O”) — Vo tanh,(ar), (2.1)
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pour analyser le comportement des solutions qui ne présentent aucune analogie avec celles
du probléme & une dimension. Il faut noter que ce probléme a été I'objet de nombreux
travaux duant ces derniéres années. Mentionnons seulement celui de Jia et ses co-auteurs
[12] relatif a la solution de I’équation de Klein-Gordon avec des potentiels vecteur et sca-
laire égaux du type Rosen-Morse déformé et celui de Olgar et ses collaborateurs [14]
concernant ’application de la technique supersymétrique a ’équation de Klein-Gordon
avec des potentiels vecteur et scalaire égaux du type Eckart standard. Comme les solu-
tions présentées par ces auteurs ne sont pas satisfaisantes, le probléme demande une mise
au point que nous allons présenter dans le cadre de l'intégrale de chemin de Feynman.
Dans le premier paragraphe, nous construisons la fonction de Green dans le cas général
de deux potentiels vecteur et scalaire égaux. Dans le second et le troisieme paragraphes,
nous étudierons séparément le cas du potentiel de Manning-Rosen déformé et celui du
potentiel de Rosen-Morse déformé. Enfin, dans un quatriéme paragraphe, nous consi-
dérons le potentiel de Rosen-Morse standard et le potentiel de Eckart comme des cas

particuliers.

2.2 Fonction de Green

La fonction de Green relative a une particule en mouvement dans un potentiel vec-
teur et un potentiel scalaire & symétrie sphérique peut se développer en ondes partielles

sphériques

= = 1 =20+1
G <TJ/7 tﬂ? T/J t/> = 7,,// T’ Z 4—; Gl(T//, t//7 TJJ t/)‘Pl (COS 9) ) (2’2>
=0

ou la fonction de Green radiale est donnée par
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1

G ') = g [an e |5 <22+ (R i)

l()

— (M + Sq)2] A} 'ty (2.3)
et Py(cos ©) est un polynome de Legendre de degré [ en cos © avec cos © = cos 6" cos 6 +
sin 0" sin 6 cos(¢” — ¢').

Dans la formulation des intégrales de chemin de Feynman, il est facile d’exprimer

(2.3) sous la forme d’'une intégrale de chemin

R ARD Ql/d (A, (2.4)
0
ou
N N+1
B0 5 A) = lim 1 l / drndtn] Hl { / —d(P’"ggﬁfip‘))"]

" N+1 "~

X exp [z ZA’f : (2.5)
n=1

avec 'action élémentaire

A = =(B)ulry + (R)ulty + = [=(P)2+ (Ro)a = Vi(ra)?
D r sy (2:6)

dans laquelle Ar, =1, — 1, 1, Aty = t,, — ty_ 1,70 = 7(tn),en = NLH
Remarquons d’abord que les intégrations sur les variables ¢,, dans I'expression (2.5)

donnent N distributions de Dirac 6 ((Fy), — (Po)ns1)) et observons de plus que les inté-
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grations sur les variables (F), générent la propriété suivante :

(Po)1 = (Fo)2 = ..(Po)n+1 = E. (2.7)
Par conséquent, le propagateur (2.5) devient

—+00

1
P(r" " "t AN) = Py / dEexp [iE(t" —t")| Bi(r",r'; A), (2.8)
s
avec
N N+1 d(P.) N+1
"o, o . rn . n
P(r",r"sA) = ]&Eréon:l [/drnlg{/ o ]exp Z;AQ , (2.9)
ou l'action élémentaire est
A5 = —(B)udra+ 3 [=(BY+ (B = Vy(r,))?
I(1+1)
T2 T <M+Sq(7“n))21 : (2.10)
En effectuant ensuite I'intégration par rapport aux variables (P,),, nous trouvons
N N+1
dr Ar? gy 9
P 7z /,A — 1 n . n _ SA M . .
l(r y T3 ) NLH;On:1 [ \/M} eXp{Z; [25A 9 ([ Sq(r )]
I(l+1
—[E =V, (r)]” + ( — ))} } (2.11)

Par substitution de (2.8) dans (2.4), nous remarquons que le terme dépendant du temps
t ne contient pas la variable pseudo-temporelle A. Donc nous pouvons réécrire la fonction
de Green (2.4) sous la forme

1
Gl ", ) = o / dE expiB(t" — )] Gi(r",7"), (2.12)

—00
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avec

1 (o)
) = o /0 dAP(" 1" A). (2.13)

En admettant que V,(r) = S,(r), la fonction de Green radiale (2.13) se réduit a

Gi(r",r") = l/ dA exp (iE2A> K (r",r'; A), (2.14)
2Z 0
ou
N N+1
1 dr Ar? gy
K (" A = li - ) L — —2(E+ M)V, (r,
l(?" A ) \/MNE%OHZI[ \/m} exp{zn:1 [25A 2 ( ( + ) q(r ))
I(1+1)
+ 7”721 }}, (2.15)
et
5 2 as2
B # (2.16)

Le propagateur radial (2.15) et la fonction de Green radiale (2.14) ne peuvent étre évalués
exactement & cause de la présence d’un terme centrifuge dans I’expression de ’action.
Nous nous intéressons alors uniquement au probléme des ondes s (I = 0). Trois cas

intéressants se présentent suivant les valeurs du parameétre de déformation q.

2.3 Potentiels de Manning-Rosen sphériques défor-
mes
2.3.1 Premier cas : ¢ < —1.

Lorsque ¢ < —1, le potentiel (2.1) s’écrit sous la forme
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Vi
Vo(r) = ———* _ _V,coth . 2.17
o (1) S, (ar) 5 cothyy (ar) (2.17)

Le mouvement de la particule a lieu sur le demi-axe r > 19 = 5= In(—¢). En changeant

reni(y+3Inlg|) et ex en a2, la fonction de Green (2.14), pour I = 0, s’écrit

1 ~
Go(r",r') = —%G%R (y”, y'; E2) : (2.18)
avec N
"o 2 [ ~E2 0 "o
GMR<y>y§E):Z/ dSexp | i—5 | Kyr (", 95 5), (2.19)
0
ou
i v,
Ky 0/58) = [ Dy eso i [ |4+ Vacottyyy— —o—as b (220)
0o | 2 sinhi, v

est le propagateur associé au potentiel de Manning-Rosen standard [25],

=~ \%
Vira(y) = =Vacothyy + —5—; ¥ >0, (2.21)
sinhi v
dans lequel nous avons posé
> Vi =~ Va
Vi=—(E+M)—; Vo= (E+M)—. (2.22)

D’aprés Grosche [10], la solution de I’équation (2.19) est
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~2

G0 <y// J B > _ _T(My = Lp)U(Lp + My +1)

L(My + My + 1)I'(M; — My + 1)

My +Mo+1
2

2 2
X :
(1 + cothy’ 1+ cothy”

( My — My

cothy’ — 1 cothy” — 1 2
cothy’ + 1 cothy” +1

cothy- — 1
X oF (Ml_LEyLE+M1+1>M1_M2+1;L>

cothys +1
2
X 2F1 (M1—LE,LE+M1+1,M1+M2+1;7) .

cothy. +1
(2.23)
Les quantités Lg, M; et My sont données par
Lp =4 (/O +EYM = E+2V5) —1);
:(av (2.24)

My =1 (\/1 —8(M + E) ¥+ L\ /(M + E)(M — E — 21/2)) .

«

Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Le spectre de ’énergie pour les états liés peut étre obtenu a partir des poles de la
fonction de Green (2.23) ou des poles de la fonction d’Euler I'(M; — Lg). Ces poles sont
donnés par

M, —-Lg=-n,; n.=0,1,2,.... (2.25)

En insérant les valeurs de Lg et M7, nous obtenons

2
M? —E? = (M + B, )"V + a? n,n—i-l—i- 1—8(M+E)L :
Ny 9 l _ v 2
a?(n, +5+4/1-8M+E)

a?[q|
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Les fonctions d’onde correspondantes sont de la forme :

u?f‘l(r) _ T\If;f_l(r) =N, (1 _ |q| 6—2ar)5 (|q| 6—2ar)wp7£3w,25—1) (1 _9 |q| 6—2ar) 7

(2.27)
ou
— = — 1
§=1 (1 +1-8(0M + E,) ¥ )
La constante de normalisation /N, résulte de la condition
+o00 9
/ wl="1(r) [T dr = 1. (2.29)
35 Inld]
Le calcul mene a
1
4 . o A0 (. + 2 20 2
N, — aw(n, +w+0)  n!T(n, + 2w+ 24) (2.30)
n, + 0 I'(n, + 2w+ 1)I'(n, + 26)

2.3.2 Deuxiéme cas: -1 <¢<0

[’analyse que nous présentée ci-dessus est toujours valable, mais dans ce cas, la trans-
formation r = X (y+ 1 In|q|) convertit r € |0, 400 en y € | —5=1In|g| , +oo[ . Ceci signifie
que le noyau (2.20) représente le propagateur décrivant I’évolution d’une particule placée
dans un potentiel du type Manning-Rosen sur le demi-axe y > yg = —% In |g|. Comme
une intégration directe des chemins n’est pas possible, le probléme peut étre résolu par
un artifice qui consiste & incorporer un terme auxiliaire défini par une fonction ¢ de Dirac
dans 'équation (2.20) pour former une barriére impénétrable [8] au point y = yo. Alors,

la fonction de Green (2.19) devient

"ot T [ ,EQ v
Grr (y >?J;E2> = z/ dS exp (z;S) K (", Y5 S), (2.31)
0

ol
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S| -2
Kn (4,43 5) = / Dy(s) exp { / [% - vﬁm@)] ds} | (2.32)

Cette intégrale de chemin (2.32) peut étre interprétée comme étant le propagateur d’une

particule qui se déplace dans un potentiel de la forme :

Vi) = Varr(y) — nd(y — yo), (2.33)

ou Vi r(y) est Pexpression du potentiel (2.21). Comme il est tout a fait clair, vu la forme
compliquée du potentiel (2.33), que le calcul par l'intégrale de chemin de I’équation
(2.31) ne peut pas effectuée directement. Nous nous proposons d’appliquer 1’approche

des perturbations qui consiste a exprimer exp <i77 fs,, Iy — yo)d5> en série de puissances.

Alors, le propagateur (2.32) peut s’écrire de cette fagon :

Sj+1 00

[e o] i L
K 58) = Kl o5+ O | [as [ay,

|
— n:

x Kap (i, v s1—5) 6 (y1 — o) Koyp (2, y1; 52— 51)
Xooo X 6 (Yn1— Y0) Kirg (Yn Yn—1; 52— 51)

X5(Sn—80) KJ?JR(Z// y Yn s S_Sn)
0o Sf Sn 52
— Kl 5 8)+ Y @) [ds, [ds,a. [ ds
n=1 s; i i
X K&R(?Jo Y s —Si)Kz(\ZR(?JO , Yo S2— S1)

X KJ?/[R (yO » Yo ;3 Sn — Sp—1 ) K]?/[R (y”a Yo; S — Sn ) ) (2'34)

ou nous avons ordonné le temps de la maniére suivante : 8 = 55 < §1 < §9 < ... < 8, <
sp+1 = 8. Pour effectuer les intégrations successives sur les variables s; dans I’équation
(2.34), nous insérons (2.34) dans (2.31), et en utilisant le théoréme de convolution de la

transformation de Fourier, nous obtenons
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~ )

- )_ Gur (y”, Yo ; E2)GMR <y0> y'; E2)
Gur (?Joa Yo'; E2> -

G (y”, v EQ) = Gur (y”, y; E® .
7

(2.35)
ou Gyr <y” T E2> est la fonction de Green (2.23) associée au potentiel de Manning-
Rosen standard (2.21).

Si maintenant on fait tendre n — —o0, le systéme physique sera forcé de se mouvoir
dans le potentiel V) (y) borné par une barriere infiniment répulsive [8, 10] localisée au

point y = 1. Dans ce cas, la fonction de Green est alors donnée par :

ég/,[R (y” >y/; E2) = nEIPOO G(JS\/[R (y” ) y/; E2)
GSn (y” Yo} EQ) G%n (yo e E2>

G9\4R (yo » Yo ; EQ)

= G?\/[R (3/” Y E2> -

(2.36)

Finalement, lorsque —1 < ¢ < 0, la fonction de Green radiale de notre probléme a pour

expression :

1 - 3
Go(r",r") = _%Gg\/ﬂ% (y” Y E2> . (2.37)

Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Le spectre d’énergie est déterminé par les poles de Iexpression (2.36), c’est a dire,

par I'équation GY,p (yo . Yo E2> = 0, ou encore par 1’équation transcendante

2F1(0 +w —p,d +p+w, 2w+ 1;q]) =0, (2.38)
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ou les quantités 0, p et w ont les valeurs

_ 8(En,+M)V1\ |

=5 (141 M)

p=3/ M+ E, )M — E,, +2V); (2.39)
=3\ (M + E,,)(M — E,, —2V}).

L’équation (2.38) peut étre résolue numériquement pour connaitre les niveaux d’énergie
discrets de la particule. Les fonctions d’onde correspondantes sont de la forme :

u—1<q<0(7,,) — U 1<q<0(7,,) (1 _ |q| 20[7’)‘S (|q| e—2ar)w

N

X oF (6 +w —p, 6 +p+w, 2w+ 1; gl e7), (2.40)

ou C est un facteur constant. Notons que ces fonctions d’onde vérifient bien les conditions

aux limites

—1<¢g<0
unr

(r) — 0, quandr — 0, (2.41)

et

—1<g<0
Ny

u (r) — 0, quand r — oo. (2.42)

2.4 Potentiels de Rosen-Morse sphériques déformés

Pour ¢ > 0, le potentiel (2.1) est du type Rosen-Morse déformé qui est défini dans
I'intervalle R*. Afin de ramener l'intégrale (2.14), pour [ = 0, & une forme résoluble, nous
procédons comme dans le cas précédent. Nous opérons la transformation de coordonnée

suivante :
. 1
reRT™—ye€ -3 In ¢, 400 (2.43)

définie par

r= (2.44)

QI*—‘
/7~
b

~—

y+—1nq
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En posant 5 = a~2¢, ou A = a~25, nous pouvons écrire (2.14), pour les états s, sous

la forme suivante :

1 - N
Go(r",r") = —%G%M (y" T E2> , (2.45)
ou _
érO " "E2 . OOdS E_QS KO " ,'S 924
rRM\Y Y =1 exp 2042 RM(y7y7 )7 (6)
0
et
S| .2 " ‘7
Ky @'y 8) = /Dy(s) exp z/ LA Vs tanhy — —12 ds 3 . (2.47)
0o | 2 g cosh”y
Les constantes ‘N/l et ‘N/g sont données par
~ Vi ~ Va
Vlz(E—I—M)?; V2:—(E+M)¥. (2.48)

Le propagateur (2.47) a la méme forme que l'intégrale de chemin relative au potentiel
introduit a l'origine par Rosen et Morse pour discuter les états de vibration des molécules
polyatomiques [16]. Le potentiel de Rosen et Morse est défini pour y € R, mais, dans le
cas présent, nous avons transformé I'intégrale de chemin pour le potentiel (2.1) en une
intégrale de chemin pour un potentiel du type Rosen-Morse standard via la transforma-
tion r — r(y) qui convertit r € RT — y € ]—% Inq, +o00 [ Ceci signifie que le mouvement,
de la particule prend place sur le demi-axe y > yg = —% In q. Pour calculer alors la fonc-
tion de Green relative aux ondes s, nous procédons comme dans le cas précédent et nous

obtenons

GO (y” Yo E2) G% (yo Y E2)
GORM (3/0 y Yo s Ez)

’

é(]]%M (y” 7y,; EQ) = G(I)-?,M (y” ) yl; EQ) -

(2.49)
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ou G%,, (y” Y Eg) est la fonction de Green associée au potentiel standard de Rosen
et Morse [16]
Vi

Vem(y) = V tanhy — —
qcosh”y

yeR. (2.50)

Il est connu que la solution par l'intégrale de chemin pour ce potentiel conduit a 1'ex-

pression suivante de la fonction de Green [10, 26, 27]

I'(My — Lg)I'(Lg + M +1)
I(My + My + 1)I'(My — My + 1)
(1 — tanhy’ 1 — tanh y//) (M14Mz) /2

G (y” Y EQ) =

2 2
(1 + tanh Yy 1 + tanh y//) (M1—Mz2)/2
2 2

1+ tanh
X oF (Ml_LE7 Lg+ M, +1, My — M, + 1; T%)

1 — tanh
X oF) (Ml_LE7 Lg+ M, +1, My + M, + 1; T@k)’

(2.51)

avec la notation

Le = —h 4 by LS T (2.52)

My s = (\/(M+ EYM—E—2V3) /(M +E)(M—E + 2\@)) .

Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Les niveaux d’énergie des états liés sont déterminés par les poles de la fonction de
Green (2.49), c’est a dire, par 'équation G%,, (yo . Yo E2> = 0, ou encore par la condi-
tion de quantification suivante qui est une équation transcendante comprenant la fonction

hypergéométrique

1
gFl(p+w—5+1,p+w+5,2p+1;1—+q>ZO, (2.53)
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ou les paramétres 0, p et w sont définis par

6= 4+1y/1+sLut IV
P=3a (M + B, ) (M —En,,.+2v2); (2.54)
= 5=/ (M + E,)(M — E,, —2V4).

W= 35

En utilisant la fonction de Green (2.51) relative au potentiel de Rosen-Morse et le lien
entre (2.45) et (2.51), nous trouvons que les fonctions d’onde correspondantes aux états

liés sont de la forme :

u’(r) = r¥P0%r) =C L ’ d ’
Ny Ny 1+ q€72ar q + e2ar

X oFi(p+w—0+1Lp+w+6,2p+1; ), (2.55)

1 +q€ 2ar

ou C est un facteur constant. Ces fonctions d’onde sont acceptables physiquement puis-

qu’elles vérifient les conditions aux limites
ul”’(r) = 0, quand r — 0, (2.56)

et
ulZ’(r) = 0, quand r — oo. (2.57)

2.5 Cas particuliers

2.5.1 Premier cas : potentiels de Rosen-Morse standard

En posant ¢ = 1, et en changeant V5 en (—V5), 'expression (2.1) devient ce que I'on

appelle le potentiel de Rosen-morse standard
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Vi

= i en

+ Vs tanh(ar). (2.58)

Les niveaux d’énergie E,, sont déterminés a partir de (2.53) par I’équation transcendante

1
2F1(p+w—5+1,p+w+5,2p+1;§):O, (2.59)

et les fonctions d’onde non normalisées (2.55) deviennent dans ce cas :

ul=l(r) = r¥=(r)=C ! ’ L ’
Ny Ny 1 _ 6—20&7‘ 1 _ 62&7‘

1
><2F1<p+w—5+1,p+w+5,2p+1,m) (260)

2.5.2 Deuxiéme cas : potentiels de Eckart

en prenant ¢ = 1, et en changeant V; en (—V}), le potentiel (2.1) se réduit au potentiel

d’Eckart :

V() = — ]

= ———— — Vhtanh . 2.61
cosh?(ar) 2 tanh(ar) (2:61)

La condition de quantification des niveaux d’énergie et les fonctions d’onde non nor-
malisées peuvent étre tirées a partir des équations (2.53) et (2.55). Elles s’écrivent res-

pectivement :

1
2F1(p+w—5+1,p+w+5,2w+1;§>:0, (2.62)

et
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ul='(r) = rv=l(r)=C ( ! ’ ! '
1 + 6—2(17‘ 1 + 62047’

><2F1(p—|—w—5+1,p+w—l—5,2w—l—1; (2.63)

1+ e?ar) :
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Chapitre 3

Particule de Klein-Gordon dans un
potentiel vecteur et un potentiel
scalaire du type exponentiel a cinq

parametres

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de traiter rigoureusement, dans le cadre des intégrales
de chemin de Feynman, le probléme de mécanique quantique concernant une particule
relativiste sans spin soumise & ’action combinée d’un potentiel vecteur et d’'un potentiel
scalaire composés de plusieurs fonctions exponentielles de la coordonnée radiale. Ces
potentiels ont été 'objet d’un intérét considérable ces derniéres années a cause de leurs
applications dans plusieurs branches de la physique et de la chimie telles que la physique
nucléaire [28], la physique atomique [29], la physique de I'état solide [30] et la chimie
quantique [31]. Ce modele de potentiels vecteur et scalaire égaux, du type exponentiel

et dépendant 'un et 'autre de cinq parameétres a la forme suivante :

35



Vo(r) = Sq(r)
A n B n Cer n De®"
e2ar + q <62ar + C])2 e2ar + q (62‘” + q>27

(3.1)

ou
A=Q+g—F+20Qs  B=Q3 Q3 —20qQx;

(3.2)
C= 9% — % + aQ)s; D = 20Q:Q3 — 20:qQs,

avec g = 2Q1Qs + %%. Les coefficients )1, (02, ()3, ¢ et a sont des parameétres réels
pouvant étre choisis de fagon a donner a I'expression (3.1) la forme de plusieurs potentiels
spécifiques tels que les potentiels dits de Hulthén, Poschl-Teller, Rosen-Morse, Eckart et
Morse.

Un traitement des potentiels (3.1) avec —1 < ¢ < 0 et ¢ > 0 a été présenté récemment
dans le cadre de I’approche supersymétrique en mécanique quantique [12], mais il apparait
que les solutions obtenues pour le probléme des états s ne sont pas satisfaisantes lorsque
—1 < ¢ <0 ou q > 0 pour deux raisons. D’une part, ’équation non linéaire de Riccati

établie par les auteurs de cette étude avec le super potentiel

W(r) = 55 = 2+ e+ e
2Q2 2q e 4q  e?r4g

, (3-3)

n'est pas vérifiee et d’autre part, lorsque r — 0, la condition & la limite uo(0) = 0,
équivalente a la condition d’hermiticité de 'opérateur P, associé a la composante de la
. P - 9 . 9 .
quantité de mouvement sur le rayon vecteur r, n’est pas remplie par I’expression de la
fonction d’onde de ’état fondamental ug(r). Ces deux arguments sont suffisants pour
réexaminer minutieusement ce probléme.
Dans le second paragraphe, nous construisons la fonction de Green radiale associée

a un potentiel vecteur V,(r) et un potentiel scalaire S,(r) égaux. Dans le troisiéme pa-
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ragraphe, nous évaluons l'intégrale de chemin pour les potentiels de Hulthén générali-
sés (¢ < 0) en distinguant deux cas : ¢ < —1 et —1 < ¢ < 0. Lorsque ¢ < —1 et
i In|g| < r < oo, nous montrons que la fonction de Green radiale relative aux po-

tentiels en question pour un état de moment cinétique orbital [ se raméne & la fonc-

4‘q|a262ar

tion de Green pour le potentiel de Rosen-Morse ¢—déformé en utilisant %2 N e

comme approximation du terme centrifuge et en appliquant la technique de transfor-
mation spatio-temporelle. Nous en déduisons le spectre d’énergie ainsi que les fonctions
d’onde convenablement normalisées. Pour —1 < ¢ < 0, la fonction de Green radiale avec
[ = 0 relative aux potentiels (3.1) dans I'intervalle R™ est convertie en celle du potentiel
Vil (u) de Rosen-Morse g—déformé qui est défini sur la demi-droite |3In (1 —|ql), +ool.
Dans ce cas, nous calculons la fonction de Green en mettant les conditions aux limites
de Dirichlet au point « = £ 1n (1 — |¢|). Dans le quatriéme paragraphe, nous discutons
les potentiels de Woods-Saxon généralisés (¢ > 0). Nous montrons que l'intégrale de
chemin se raméne a celle du potentiel de Manning-Rosen Vi r(y) défini sur la demi-
droite }%ln (1 + %) , +00 [ Nous évaluons la fonction de Green en suivant la méthode
utilisée dans le cas précédent. Dans ces deux derniers cas, les poles des fonctions de
Green donnent des expressions implicites, c’est a dire des équations transcendantes pour
le spectre d’énergie. Les potentiels standard de Hulthén, Poschl-Teller, Rosen-Morse,

Eckart et Morse sont étudiés comme des cas particuliers dans le cinquieme paragraphe.

3.2 Fonction de Green

Pour étudier les états stationnaires d’une particuel sans spin, de Masse M et de charge
—e) en présence d’un potentiel vecteur V,(r) et d’un potentiel scalaire S,(r), nous nous
¢ d’ tentiel vecteur V, t d’ tentiel scalaire S,

intéressons au calcul de la fonction de Green qui obéit & I’équation de Klein-Gordon

(P —eA)® — (M + 5,)°] G(z" ') = 6*(a" — a"), (3.4)
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V, (r
oueA = q_(, ) .L'espace-temps plat de Minkowski est muni de la métrique pseudo-
0

euclidienne g, =diag(1, —1, —1, —1). En utilisant la rprésentation intégrale de Schwinger,

il est possible d’écrire la fonction de Green solution de I’équation (3.1) sous la forme :

G(2",2") = %Z,/d/\ <x"
0

ot A joue le role de nouveau parameétre pseudo-temporel. Comme V,(r) et S,(r) sont

exp B (P — eA)? — (M +5,)°] A}

x> . (35)

des potentiels centraux, nous avons un systéme a symétrie sphérique qui peut étre décrit
convenablement en coordonnées polaires et la fonction de Green peut se développer en

ondes partielles :

1 = (20 +1
G(ﬁ',t",f,t'):wrlz( 4* LGy, 7,1, 1) Pcos ©), (3.6)
T
=0

ou P(cos ©) est un polynome de Legendre de degré [ en cos © avec cos © = cos " cos 0’ +

/!

sin 0" sin 0’ cos(¢” — ¢'). La fonction de Green radiale est donnée par

1 '
GZ(T”,t”,T,,t/) _ 2_2 /dA (7‘”,75”| exp l% [(—PTQ + (PO — Vq)Q
0

_l(l%l) — (M + Sq)21 A] 17 1), (3.7)

Suivant Kleinert [23], nous pouvons écrire cette expression comme une intégrale de chemin

sous forme discréte par rapport au pseudo-temps S,

1 o0
Gl(rﬂytﬂyrlat/) - 2_1 /dS,Pl(r/,7t/,7r/7t,; Sl)’ (38)
0

ou le noyau transformé Py(r”,t".r',';S") est donné sous forme canonique compacte par
) ) ) Y
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PO 858 = ") 07 exp |55 Fu(r) [(-F2 + (P = i)

—l“t” (01 + 5,2 fulr)| 1.1

DP,( DP
= /DT )Di(s / b(s)

X exp {z / — P + Pyt + §fL(7’) [—P?+ (P —V)?

0
I(1+1)
,,n2

— (S + M)Q} fR(r)ds’} : (3.9)

Sous forme discréte, il s’écrit explicement

"o gt Qf // / phs d(PO
B, t" 0", 58 = fa(r”)fe(r’) Jim H [yt H W)g
N+1

X exp [z ZA{V ,
n=1

(3.10)

dans lequel on a introduit les fonctions régulatrices fr(r) et fr(r) définies par Kleinert

de la fagon suivante :

f(r) = fe(r) frlr) = £ (), (3.11)

ol A est le parametre de dédoublement et AT est 1'action élémentaire donnée par I’'équa-

tion

Af = —(P)ur + (Po)ulity + S fr(r) [=(P)2 4+ (Po) = Vi(ra)?
_W%l) (M £ S,r))?| Frlrn), (3.12)

avec les notations habituelles
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S’ ds A
—:d,: , d:gsz—. 3.13
Nl Y T e (3.13)

N+1
En opérant successivement les intégrations sur les variables t,,, (P), et (P,), dans 'ex-

Eg =

pression (3.10), nous pouvons réécrire la fonction de Green partielle (3.8) sous la forme :

+o0
1
G 0 1) = o / dE exp iE(t" — )] Gy(r" "), (3.14)
T
ou
1 / 1 y ! " / !
Gl(r,r):?i/dSB(r,r;S). (3.15)

0
Afin de simplifier le calcul du noyau P(r”,7';S"), donnons au parameétre de dédoublement
la valeur A = %, c’est a dire, nous choisissons un développement de ’action et de la mesure

autour du point moyen puisque le résultat final ne dépend d’aucun point [23]. On a alors

B, 138 = W—TMN_)OO [/ \/227%? (r ] eXp{ Z An} 10

avec 'action élémentaire dans ’espace des configurations donnée par

Ar? Ey

2ey V f('l“n)f<7"n71) 2

I(1+1)

2
™

A =

(M2 — E*+2(E + M) Vy(r,) + > Flra)f(rn_y).

(3.17)

Indépendamment de la méthode de résolution adoptée pour ce probléme, on se heurte

a des difficultés, d’une part a cause de la forme générale du potentiel V,(r) et d’autre

1+1)
part, en raison de la présence du terme centrifuge UGy + . Nous contournons ces difficultés
. 4 2.2ar
en éliminant le parameétre Q3 (Q3 = 0) et en employant 1'expression (Jﬂfﬁ comme

une approximation du terme centrifuge en T% lorsque le paramétre ¢ < —1 et ar < 1.
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Nous nous proposons dans ce qui suit de construire la fonction de Green (3.15) et de

déterminer le spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’onde en distinguant trois cas.

3.3 Potentiels de Hulthén généralisés

Lorsque le parameétre de déformation ¢ est négatif, les potentiels (3.1) décrivent une
forme générale du potentiel de Hulthén [32]. Si —1 < ¢ < 0, Les potentiels (3.1) sont
continus sur tout l'intervalle R™, mais, si ¢ < —1, ils ont une forte singularité localisée
au point r = rg = iln lq|, crééant une barriére infranchissable, et dans ce cas, nous
avons deux régions distinctes, 'une est caractérisée par l'intervalle |0, 7| et 'autre par
Iintervalle |rg, oo[. Ceci nous améne a envisager de construire la fonction de Green radiale

(3.15) par I'intégrale des chemins dans chaque cas.

3.3.1 Premier cas : ¢ < —1

Dans ce cas, nous allons discuter Iintégrale de chemin relative aux potentiels (3.1)
seulement dans 'intervalle ]rg, oo[ puisque, dans autre intervalle, la solution ne peut pas
étre obtenue analytiquement. De plus, elle est sans intérét physique. Afin de construire

I'intégrale de chemin pour un état de moment cinétique orbital /, nous remplagons d’abord

4‘(]‘&2620”

s et nous opérons ensuite la transformation spatiale
(e2m—|ql)

%2 approximativement par

r € Jro, +oo[ — £ € |—00, 40|

définie par

r % In [exp(2a€) + |q]], (3.18)

accompagnée de la fonction régulatrice appropriée

fr(e)) = {220

~ deoshfy(ag) o 4
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Sous ces transformations, le noyau (3.16) devient

N+1

A7) = 156100 i T] ¢21—ﬂ{/ Lo }

N+1
(AE,)? 1 (g"* zﬂ 4
X exp {z { >, + e \ g2 3 (AE,,)

2_F2 (E+M)a

—Eg X ( 4@2 + 2a2q2
( "

es o (lg|(M*—FE?*  E+M a 1
+24 § = b+ L)) ——
2 4o 2 lq] coshjy (ag,)
M2—E? (E+M)a
o ( 1a? 2rWH Y ) tanlia (04 ] }
(3.20)

Notons que le terme en (A&,)* apparaissant dans 1’expression de I’action contenue
dans le noyau (3.20) contribue de fagon significative a I'intégrale de chemin. Il peut étre

évalué au moyen de la théorie des perturbations et remplacé par :

(e = [ dag)ag)! (27}) ow [z (86 2| = s @2

Le changement de variables u,, = af,, et ¢, = a’ey nous permet de mettre la fonction

de Green (3.15), pour les états [, sous la forme :

1

Gu(r" 1) = 5= [F (") F ()7 Gl (w5 ). (3.22)

ou

Ghnr (u” cu'; El> = Z/ do exp (iEp) Phy (' o' 0), (3.23)
0
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avec

-~ <M2—E2 (E+ M)a

1
E =- e + Sl +I1(14+1)+ Z) , (3.24)

et

Pl o) = / Du(7) exp {z /0 ’ [“; vl (u)] dT} (3.25)

est le propagateur relatif au potentiel de Rosen-Morse [16] (ou potentiel de Poschl-Teller

modifié général) défini en termes des fonctions hyperboliques déformées ainsi

B
lql

Ici, nous avons posé

Ay = MER <§;§Q“ —1(l+1) -1 .
- 3.27
B3 (M) 5 (5 ) - ).

Comme la solution exacte (3.23) est bien connue, nous pouvons donc écrire directement

le résultat [10, 26, 27]

I'(My — Lg)T'(Lg + My + 1)
I'(My + My + 1)I(M; — My + 1)

My +Moy

y (1 — tanhg v’ 1 — tanhy, u”) 2

2 ' 2
My —Mo

y (1 + tanhyg v’ 1+ tanhy u”) 2

GﬂRM (u”,u’;El) =

2 2
1
X 2F1 (M1 — LE, LE + M1 + ]_,Ml — M2 + ]_, 5(1 +tanh|q‘ U>))

1
X 2F1 (Ml — LE, LE + M1 + 1,M1 + M2 + ]_, 5(1 — tanh|q‘ U<)) s

(3.28)

43



ou nous avons utilisé les abréviations suivantes :

1
2

11 :

Lp = =3 (55 +2Epr)?;
B 3.

Epr = 1 + 335 (3:29)

My =1 <\/2 (40— B) + \/—2 (Ai+ E)) .

Compte tenu des relations entre les variables r, £ et u, la fonction de Green radiale

Gy (r" , r") relative au potentiels (3.1), pour ¢ < —1 et dans 'intervalle |rg, 00| est alors

donnée par

My +My

_i P(Ml - LE)F(LE + M1 + ].) ( 2672a(r11+,’,/)) 2
200 F(Ml + M2 + 1)F<M1 — M2 + ].)

Mq—Mg+1
> [(1 _ |Q| 6—2@7"”) (1 - |C]| e—Qar/)] 2

X o <M1 —Lg,Lg+ M, +1,M; — My + 1;1 — |q| 6—2(17«')

Gl (T” , T’ )

X o F) <M1 — Ly, L+ My +1, M, + M, + 1; |q| 6*26““”) . (3.30)

Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Le spectre d’énergie pour les états liés peut étre obtenu & partir des poles de la fonction
de Green (3.30) qui sont ceux de la fonction d’Euler I' (M; — L) . Ils se présentent lorsque
My—Lg=—n,;n,=0,1,2,... . En tenant compte de (3.24), (3.27) et (3.29), on montre

que le spectre d’énergie est donné par 1’équation

2

M+E,,. M+E,, ;)b
(e + 3+ (1 + )2 + (20, + 1)\/(Tq|2l)a + 1+ - Pl
M*—E.  =do?
; M+En7<, a
nﬁ%ﬂ/%ﬂlﬁ)g

(3.31)
Ainsi, cette équation qui définit implicitement les niveaux d’énergie E,, ; , est une équa-

tion transcendante plutot compliquée. Elle posséde plusieurs solutions pour une valeur
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donnée de n,.. Pour extraire les fonctions d’onde de I'expression de la fonction de Green
(3.30), nous utilisons la formule de transformation de Gauss (voir Gradshtein et Ryzhik

[24] , p. 1043, Eq. (9.131.2))

I(Y(y —a—f)

I(y = a)T'(y = B)

I(y)l(a+ B —7)
I'(a)T'(B)

2F1<Oé,6706+6—”}/+1,1—2)+(1_Z)’Yiaiﬁ

2F1(04757% Z)

2F1<7_a77_677_a_5+1;1_Z), (332)

dans laquelle le second terme devient nul du fait que la fonction d’Euler I'(«v) est infinie

lorsque nous prenons o« = My — Ly = —n, < 0. D’ou le résultat :

- - —2ar) 01 +1 —2ar nr,
w7 ) = r () = Ny (1= gl e 7)™ ([g| e720m) ™

np,l

X 2F1(_nr> n, + 26nr7l + 251 + 27 26nr7l + 1; |Q| 6—2047‘), (333)

avec

M+E,,, a
Ennl = 3q1/ M? = B2 Quy = 22, + Wleet) (54 o),
2c np,l r 2c lq| q (3 34)

M+E’ﬂ'r7
o =—3+ (Tzqzl)a—l—(l—l—%)?

Le calcul du coefficient de normalisation donne

202 1(y + €n, 1 + 01 + 1) T(ny + 260, 1+ D0y + 220, 1 + 26, +2)] 2

Nnr,l ==

n, +0;+1 n T (n, + 26, + 2)
« m (3.35)
Notons que les fonctions d’onde (3.33) vérifient les conditions aux limites
uzil_l(r) — 0, quand r — % In|ql, (3.36)
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et

uii:l(r) — 0, quand r — oo. (3.37)

3.3.2 Deuxiéme cas: —1<g<0

Lorsque 0 < ¢ < 1, les potentiels (3.1) sont définis sur I'intervalle R™. Dans ce cas, le
changement de variable (3.18) convertit r € RT enu = o € |5 In[1 — |g|], 00| . Comme
I’approximation du terme centrifuge utilisée dans le cas précédent n’est pas valable lorsque
g > —1, nous nous limitons a I’étude du probléme des ondes s. On se reportera & la thése
de Zouache [33] pour trouver une discussion détaillée sur les conditions de validité de
cette approximation. Par conséquent, le noyau (3.25), pour les états s, est le propagateur
décrivant le mouvement d’une particule en présence d’'un potentiel du type Rosen-Morse
g-déformé défini sur la demi-droite u > ug = 3 In (1 — |¢|) . En procédant comme dans le
chapitre précédent, la fonction de Green relative aux ondes s (I = 0) a pour expression :

" 1

Go(r"1") = =5~ A (") F ()] Gl (s Ep). (3.38)

avec

G (u”, uo; EU)GORM(UOv u'; Eo)

G% . (uo, uo; Eo)

G%M(u",u';ﬁo) = G%M(u”,u';ﬁo)—

Y

(3.39)

ot G%,,(u", s Ey) est la fonction de Green (3.28) associ¢e au potentiel de Rosen-Morse
pour les ondes s (I = 0).
Le spectre d’énergie est déterminé par les poles de Iexpression (3.39), c’est a dire,

par I'équation G%,,(ug, ug; Eg) = 0, ou encore par I'équation transcendente

2F1(€TL7‘ - Qnr + 6 + 175nr + Qnr + 6 + 17 26 + 2; I ’q|) - 07 (340)
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ou les quantités €,,, @, et d sont déduites des équations (3.34). Cette équation trans-
cendante peut étre résolue numériquement pour obtenir les niveaux d’énergie du spectre
discret.

En utilisant les relations entre (3.38) et (3.28) pour [ = 0, la formule de transformation
de Gauss (3.32) et en revenant a la variable radiale a ’aide de transformation inverse de
(3.18), nous obtenons, pour les fonctions d’onde des états stationnaires correspondants,

I’expression suivante :

U,:T1<q<0<7") _ T\I’;}QK()(T) - N (1 . |q| 6—2ar)50+1 (|q| e—2ar)€nr

X 2F1(€nr - Qn,« + (5+ 1,€nr + QnT + (5—|- 1725_’_ 27 1— |q| 672041")7

(3.41)

ou N est un facteur constant.

3.4 Potentiels de Woods-Saxon généralisés

Considérons le cas ou le parameétre de déformation ¢ est positif. Les potentiels (3.1)
représentent une généralisation du potentiel de Woods-Saxon [34] définie dans l'intervalle
R*. Pour réduire l'intégrale de chemin (3.15), pour [ = 0, & une forme résoluble, nous
procédons comme dans le paragraphe précédent. Nous appliquons la transformation de

coordonnée suivante :

1
reRt —¢e o In(1+ ¢q), +o00 (3.42)

définie par

r= éln lexp(2a&) — ¢, (3.43)
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et nous introduisons la fonction régulatrice

Fr(e)) = -2P208)

= m = g"(). (3.44)

Aprés quelques calculs simples et semblables & ceux effectués dans le paragraphe ci-
dessus, nous pouvons exprimer la fonction de Green radiale (3.15) en termes de la nouvelle
variable { et du nouveau temps S'. Ensuite, en effectuant les changements y = a{ —1In /g

et e4 = a2¢,, nous pouvons écrire (3.15), pour les états s, sous la forme suivante :

1 1~ ~
Go(r",r') = =5~ [F (") f(r)]? Gur(y" Y o), (3.45)
ou
é’?WR(y",y’; Eo) = z/ do exp (iE’w) Po(y",y'50), (3.46)
0
avec
- M?—E* (M+E)a 1
Eo=- < 42 + 2¢2a? + Z) ’ (347)
et
2
a B
Py (y',y50) = /Dy(T) exp z/ Yy + Acothy — ————| dr ;, (3.48)
0o |2 qsinh”y

dans lequel nous avons introduit, par raison de simplicité, les notations suivantes :

A=— (MQ—E2 _ (MiBa 1) :

42 2q%a? 4
g |M2-p2 | (MAE) (a b)) _ 1
2 4a2 202 q? q 4]

Le propagateur (3.48) a la méme forme que I'intégrale de chemin associée au potentiel

(3.49)
B

Vir(y) proposé par Manning et Rosen [25] pour analyser les états de vibration des

molécules diatomiques. Il faut signaler que le potentiel de Manning-Rosen est défini pour
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y € RT, mais, dans le cas présent, nous avons converti l'intégrale de chemin pour les
potentiels (3.1) en une intégrale de chemin pour un potentiel du type Manning et Rosen
au moyen de la transformation r — r(y) qui reduit RT — ]%ln (1 + %) , +00 [ Ceci
signifie que le mouvement de la particule a lieu sur la demi-droite y > 3 = % In (1 + %) .
Pour calculer la fonction de Green (3.46), nous appliquons une démarche semblable a

celle employée dans le cas précédent et nous obtenons

Gur(Y", Yo EO)GMR<?JO» Yy’ Eo)

é[J)WR(y”:y/;EO) = GMR(?J“;?/;EO)— =
Gmr(Yo, Yo; Eo)

Y

(3.50)

expression dans laquelle Gy r(y”, v/; Eo) représente la fonction deGreen associée au po-

tentiel de Manning et Rosen standard dont la solution exacte bien connue a la forme :

T'(M, — Lg)T(Lg + M; + 1)

Gur(y" Y Ey) =
mr(y",Y'; Eo) T(M, — My + 1)D(M, + M, + 1)
, ) My Myl
2
X
(1 + cothy” 1 + coth g/
M17M2
y cothy — 1cothy” —1 2
cothy’ + 1 cothy” + 1
cothys — 1
XoFy | My — Lg, Lg + My + 1, My —M2+1;L
cothys +1
2
xol1 ( My = Lp, Lp + My + 1, My + My o+ L 5= |
1+ cothy.
(3.51)
avec

Lp=—1+3\/2(A - Ey); (3.52)
Mo = % +1+ %\/—2(144-@0).

49



Le spectre d’énergie pour les états liés est déterminé & partir des poles de la fonction de
Green (3.50), c’est a dire, par 'équation Gy r (Yo, Yo; Eo) = 0,0u encore par la condition
de quantification

q

2F1(€n,~ + Qm- — 50, €n, + Qn,,, + 50 + 1, 2€nr + 1, m) = 0. (353)

C’est une équation transcendante impliquant la fonction hypergéométrique ot les quan-

tités €, @ et ¢ sont données par

QHT:%\/MQ_E%TJr%(%_b); (3.54)
do = =3+ 5/ g AL

Par conséquent, pour connaitre les niveaux d’énergie discrets, on doit résoudre numérique-
ment I’équation transcendante (3.53). Les fonctions d’onde des états liés correspondantes

au spectre d’énergie donné par 1’équation (3.53) s’écrivent :

ugr) = )

Qn €n

1 s T
- N[ —— _ 4
1+q€far e2ar+q

XQFl (Gnr + QnT — 60, €n, + Qnr + (50 + 1, 26nr + 1, ﬁ) . (355)

ot N est un facteur constant. Il faut souligner que les fonctions d’onde (3.55) satisfont

aux conditions aux limites

lsnu®0(r) = (3.56)
et
lim ugi?(r) = 0. (3.57)
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3.5 Cas particuliers

3.5.1 Premier cas : potentiels de Hulthén

En posant Q3 + % =0,9=—-Vy, ¢ = —1 et en remplagant o par %, les potentiels

(3.1) se réduisent a la forme du potentiel de Hulthén standard [32]

V(r) = ——2—. (3.58)

Les quantités (3.34) peuvent s’écrire donc

/ M+ E,
{5nr7l =ay/M?— E? l; Qnr,l = \/5721 1 QQQW; 55 =1.. (359)
nr, T q

Le spectre d’énergie discret et les fonctions d’onde normalisées peuvent étre déduits a

partir des équations (3.31) et (3.33). Ils valent

el _ %(nr+l+1)2—8MV0a2ii(nr+l+1)2\/16@2M(M+Vb)—(nr+l+1)2

ne,l ? (nr + l + 1)2 + 4M‘/0a2 4a (nr + l + 1)2 + 4M‘/ba2
(3.60)
et
unsy () = )

1 en,a(ny + Enpa + 1+ 1) Dy + 26,0+ (0, + 22,0+ 21 +2)]2
a n,+1+1 nT(n, + 20 + 2)

1 _ry\I+1 _TN\Enpl
“Te + 1) (T=eme) ™ (%)

X o Fy (=1, 1y + 26,0+ 20+ 2,265, 1 + 167 %), (3.61)
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Ces résultats coincident avec ceux obtenus également par ’approche des intégrales de

chemin dans la Ref .[35] en prenant V5 = S.

3.5.2 Deuxiéme cas : Potentiels de Poschl-Teller radiaux
En prenant ¢ = 1, &« = 4, g = 0 et en posant Q3 — 2% = 4V}, les potentiels (3.1)
deviennent des potentiels de Poschl-Teller radiaux [36] avec un décalage constant
V(r) = Vi tanh® (g) — V. (3.62)

Les paramétres &,,, Q. , et do définis par les expressions (3.54) peuvent s’écrire

e = 4\ /IF BT
Qn, = $3/M? — E2 —16Vo(M + E,,,); (3.63)
b= 1+ 4/t - 2%6(M + B, ).

La condition de quantification pour les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde des états

liés peuvent étre déduites a partir des équations (3.53) et (3.55) :

1
2F1(€nr + Qnr - (507 Enr + Qnr + 50 + 1; 26nr + 1; 5) = 07 (364)

ul=l(r) = r\I/?;l (r)

B N 1 Qnr 1 €ngy
B 1+e2d e?a +1

1
X9 [ (Enr + Qn, — 00, €n, + Qn, + 00+ 1,26, +1; oL > . (3'65)
e“d +1

Ces résultats sont différents de ceux donnés dans les Refs. [12, 36].
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3.5.3 Troisiéme cas : puits de potentiels de Rosen-Morse ra-

diaux

En prenant ¢ = 1, 3 = 0 et en posant

g— Q%+ 20Q, = —2A — 4B;

3.66
Q3 —20Q, = 4B, (300

les potentiels (3.1) se réduisent au puits de potentiel de Rosen-Morse radial avec un

décalage constant [16] :

V(r) = Atanh (ar) — WB(O”) — A (3.67)

Dans ce cas, les quantités ¢,,., Q. et do sont

1 2 _ 2 .
€n, = 2a\/M Em‘,

O — M2-BZ,  (M+Bn,) 4. (3.68)

402 a? i

o= 14+ /1+ Mllp
La condition de quantification de I’énergie et les fonctions d’onde pour les états s sont

tirées respectivement de (3.53) et (3.55) :

1
2F1 (Enr + Qnr - 507 €n, + Qnr + 50 + 17 2€nr + 17 5) = 07 (369)

ul=(r) = rvi=(r)

B 1 Qnr 1 €Engp
= N 1+€—2ar 62a7"_|_1

1
X o Fy (em + Qn, — 60, €n, + Qn, + 60+ 1,26, + 15 —7—— ) . (3.70)
e’d +1
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3.5.4 Quatriéme cas : potentiels de Eckart radiaux

En choisissant ¢ = —1 et en posant

g+ Q2 (Q2 +2a) = 4A — 2B;

3.71
Q2 (Q2 + 2a) = 4B, 7

les potentiels (3.1) deviennent des potentiels de Eckart radiaux avec un décalage constant

[17] :

A

vir) = sinh?(ar)

— Bcosh (ar) + B, (3.72)

et on déduit de (3.31) et (3.33) le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées

des états { :

2

M+E,,. 2(M+E,, )A
VP_E o (nr+%)2+(l+l)2+(2nr+1)\/%(2A—B)+(l+%)2—(2—21)
el —
(3.73)
ui(r) = V) =
2aep, (N +en g+ 6+ 1) D(ny + 26,0+ D00y + 26,1 + 26, +2) ] 2
n, +0;,+1 nI'(n, + 26, + 2)
1 _ §;+1 _ [
1— 2ar) 9l 2ar\&ne,l
XF(25n,~,l + 1) ( ) (6 )
X o By (=Npy Ny + 260,01 + 20, + 2,26, + 1;e72°7), (3.74)
avec
Enpl = QL\/M Ez NE ( )
3.75
M+E,,
5= 14 /M) (94 )y (14 Ly,
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3.5.5 Cinquiéme cas : potentiels de Morse radiaux

En posant ¢ = 0 dans les expressions (3.1), nous obtenons des potentiels de Morse

radiaux,

Var(r) = ae™" — be ", (3.76)

avec les paramétres a, b et n définis par a = Q3%, b = —2(Q; + @)Q2, Q2 = —D.e™
et 7 = 2a. Le parameétre D, représente la profondeur du puits de potentiel et 7. est la
distance d’équilibre entre les deux noyaux.

Dans ce cas, nous pouvons voir aisément a partir des équations (3.53) que :

~ —% (Ql + QQ) V2(M + E,,);
5o ~ —§+§ (1 %) 2(M + B, );
a0 ! (3.77)
enr_‘—Qn,«_éO:%_QLQl—i_a\/ M+Enr +€nr7
€n, + Qn, + 0+ 1 ~ —a—q 2(M + E,,) — +o0,
\ a—
et en se servant de la formule [37]
511111 2F1 <Oé,ﬁ,’}/; %) - 1F1 (&>’7a Z)? (378)
il est facile de montrer que, dans le cas limite ¢ — 0, les fonctions d’onde (3.55) de-
viennent
u) = )

= Nexp (—@/M2—E2 )exp (;2 2(M + E,,)e _20”>
o
1 1 Q2 —2ar
X2F1 5—%(6214—0()\/ 2(M+Enr)+enT72enr+1 _— (M—l—Enr)e ,

(3.79)

et la condition de quantification transcendente de ’énergie des états liés (3.52) prend la
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forme :

11
Py (5 — 5 (Qut ) V2AM + E,,) + en,, 260, + 1; G 2(M + En,n)) =0. (3.80)

«

En tenant compte du fait que nr, > 1, c’est a dire |Q2] — oo, et en utilisant le compor-
tement asymptotique de la fonction hypergéométrique confluente [34], nous pouvons voir

que la condition de quantification de 1’énergie (3.80) est définie par :

1 1
5~ 30 (Qu+ )V2AM + Ep) 4 en, = —nps mp = 0,1,2,...., (3.81)

(07

De cette condition, nous obtenons ’équation d’énergie

LY (@

M*—E? =40’

(3.82)
Notons que les fonctions d’onde (3.79) et ’équation (3.82) définissant le spectre de I’éner-
gie peuvent également étre obtenues d’une autre facon. En partant des fonctions d’onde

(3.41) et en passant a la limite ¢ — 0, on voyons facilement que

.

Qn, =~ %(—l—i-&) 2(M + E,,);
q—0
5o =~ —%—%(1—%)«/2(M+Enr);
— i(@l +a)\/2(M+ E,.)+ e€n;

€n, + Qn, +00+1 = L.\ 2(M + E,,) — 4o,

(3.83)
€nr —Qnr+(50—|—1 20
q—)

N =

\

et en utilisant ensuite la formule (3.78), nous retrouvons les fonctions d’onde (3.79) et
donc l'équation (3.82) caractérisant le spectre d’énergie. Ce qui signifie que I’énergie est

une fonction continue par rapport au paramétre ¢ en passant par la valeur ¢ = 0.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté une analyse compléete, par I’approche des inté-
grales de chemin de Feynman, d'un ensemble de systémes quantiques relativistes gouver-
nés par des formes de potentiels largement utilisés dans plusieurs branches de la physique
et en chimie quantique.

Nous avons étudié un premier systéme constitué d’un particule relativiste, chargée et
sans spin, soumise & un potentiel vecteur et & un autre scalaire a une dimension. Ces
deux potentiels sont égaux et du type Rosen Morse dépendant d’'un parameétre réel de
déformation ¢ qui sert comme parameétre supplémentaire dans la description des interac-
tions inter atomiques. Nous avons distingué deux cas : —1 < ¢g<0Ooug>0et ¢ < —1.
Le calcul de la fonction de Green, sous forme compacte dans chaque cas, nous permet de
déterminer le spectre d’énergie et d’extraire les fonctions d’onde des états liés qui sont
ensuite correctement normalisées.

Nous avons ensuite abordé un second systéme consistant en une particule placée dans
le champ d’un potentiel vecteur et d’un autre scalaire & symétrie sphérique, égaux et aussi
du type Rosen-Morse déformé (¢ > 0 ) ou du genre Manning-Rosen modifi¢ (¢ < 0 ). Le
parameétre réel q est absolument différent de zéro comme dans le cas du systéme précédent.
Pour ¢ < —1, I’évaluation de la fonction de Green est directe. Le spectre d’énergie et les
fonctions d’onde normalisées des états liés sont obtenus. Dans ce probléme de potentiels &
symértie sphérique , lorsque —1 < ¢ < 0, le mouvement quantique est forcé de se produire
sur le demi-axe y > 1y et non sur le demi-axe y > 0. Dans ce cas, la construction de

la fonction de Green est plus difficile puisque nous avons été amené a introduire un mur
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impénétrable localisé au point y = yo . Pour tenir compte de cette condition a la limite
dans le cadre des intégrales de chemin, nous avons introduit un potentiel d’interaction
d0—fonction de Dirac dans 'expression de I'action et calculé la fonction de Green par la
méthode des perturbations. En supposant ensuite la force de la pertubation représentée
par la fonction ¢ de Dirac infiniment répulsive, nous avons la fonction de Green de notre
probléme sous la forme d’une somme de deux termes compacts. Cette démarche de calcul
de la fonction de Green est également appliquée dans le cas des potentiels de Rosen-Morse
(¢ > 0) et au probléme des potentiels vecteur et scalaire du type exponentiel dépendant
de cinq parameétres dans les cas ou le paramétre de déformation est —1 < g < 0 ou
q > 0. Dans ces quatre cas, les conditions de quantification pour les niveaux d’énergie
des états liés sont des équations transcendantes comportant la fonction hypergéométrique.
Dans ce dernier probléme, lorsque le paramétre de déformation est ¢ < —1 et dans la
région r > 5-In|g|, nous avons construit la fonction de Green radiale associée a 'onde
partielle d’ordre [ en adoptant une approximation particuliére du potentiel centrifuge et
en appliquant une transformation spatio-temporelle appropriée. Le spectre analytique de

I’énergie et les fonctions d’onde normalisées sont déduits.
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Résumé

Dans le cadre de la mécanique quantique relativiste, nous avons traité, par I’intermédiaire
des intégrales de chemin, un ensemble de trois systemes quantiques intéressant plusieurs
branches de la physique théorique (moléculaire, atomique ou nucléaire) et la chimie
quantique. Ces systemes sont gouvernés a la fois par un potentiel vecteur et un potentiel
scalaire, identiques et dépendant en particulier d’un parametre réel de deformation note q. Le
premier systéme est placé dans des potentiels a une dimension et les deux autres sont
commandés par des potentiels a symétrie sphérique. Différents cas sont distingués selon les
valeurs réelles du parameétre g. Dans le cas de ces derniers types de potentiels, le mouvement
quantique est forcé de se produire sur une demi-droite lorsque -1<g<0 ou g>0. Le probléme
de I’intégrale de chemin avec la condition a la limite de Dirichlet est résolu par la technique
de développement en série de perturbations. Aprés avoir calculé la fonction de Green sous
forme compacte dans chaque cas, nous avons déterminé les équations donnant le spectre
d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes.

Mots clés:

Intégrales de chemin, propagateur, fonction de Green, potentiel de Rosen-Morse, potentiel
de Manning-Rosen, potentiel de Hulthén, potentiel de Pdschl-Teller, potentiel de Eckart,
potentiel de Morse, états liés.



Abstract

In the framework of relativistic quantum mechanics, we have treated, via the path integral approach, a
set of three quantum systems of interest in many branches of theoretical physics (molecular, atomic or
nuclear) and in quantum chemistry. These systems are governed in the same time by a vector
potential and a scalar potential, identical and which depend, in particular, on a real deformation
parameter noted g. The first system is placed in one-dimensional potential and the other two are ruled
by spherically symmetric potentials. Different cases are distinguished according to the real values of
the parameter q. In the case of the latter types of potentials, the quantum motion is forced to take
place on a half-line when -1 <q <0 or g> 0. The path integral problem with the boundary condition of
Dirichlet is solved by the perturbation expansion technique. Having calculated the Green function in
closed form in each case, we have determined the equations giving the energy spectrum and
corresponding corresponding wave functions.

Keywords:
Path integral, propagator, Green function, Rosen-Morse potential, Manning-Rosen potential,
Hulthén potential, Péschl-Teller potential, Eckart potential, Morse potential, bound states.



