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Préface

La théorie des cordes bosoniques est formulée dans un espace-temps de dimension D =
26 alors que les théories des cordes fermioniques et des supercordes sont formulées dans un
espace-temps de dimension D = 10. L’extension des deux premiéres dans le formalisme de la
paraquantification conduit & la possibilité de leur existence a4 des dimensions D autres que 26
ou 10 [1], 2], [3].

La premiére étude de 1’algebre de Poincaré pour les cordes parabosoniques (resp. parafermion-
iques) a été faite par F.Ardalan and F.Mansouri [1]. Cette étude est basée sur ’hypothese qui
consiste & considérer que la coordonnée du centre de masse x* et son moment conjugué p*
vérifient des relations de commutation ordinaires. Ceci est réalisé par le choix d’une direc-
tion spécifique dans le para-espace de Green, caractérisée par I'hypothese : z#4(%) = xHdp et
pB) = pHdp onl 2B (resp p#) ) sont les composantes de Green de z* (resp. p*). La con-
séquence de cette hypothese est que les variables de la corde X* (o, 7), P¥ (¢/,7) et ¢ (", 1)
ne satisfont plus des relations trilinéaires qui traduisent un systéme paraquantique. La sépara-
tion entre 5 = 1 et 8 # 1 nous conduit & écrire des relations du type anormal (en termes de
composantes de Green) entre les coordonnées du centre de masse et les modes de vibration de
la corde et en aucun cas, on peut les ramener & des relations trilinéaires qui sont la base de
la paraquantification. Sous cette hypothése, les auteurs démontrent que la théorie des cordes
bosoniques (resp. fermioniques) est invariante de Poincaré si la dimension D de ’espace-temps
et I'ordre @) de la paraquantification sont reliés par 1'expression D = 2 + % (resp. D =2+ %)

Dans ce travail, paraquantifier cette théorie consiste a réinterpréter les variables classiques
bosoniques et fermioniques X* (o, 7), P¥ (o/,7), et b (¢”, 7) comme des opérateurs qui vérifient
des relations de commutation trilinéaires (7 représente le parametre d’évolution, o le parametre
qui dénombre les points de la corde). A la différence des traveaux de Ardalan et Mansouri, ceci
impose aux coordonnées du centre de masse et les modes d’excitation de la corde de vérifier des
relations de commutation trilinéaires.

Dans le chapitre introduction, on donnera une idée générale sur la théorie des cordes et le
formalisme paraquantique.

Dans le deuxiéme chapitre, nous reprendrons, les résultats des travaux [2], [3] qui consistent



a l'étude de l'algeébre de Poincaré pour les cas des cordes parabosoniques et parafermioniques
(secteur de Neuveu-Schwarz). On rappellera le formalisme des cordes parabosoniques (resp.
parafermioniques), on discutera les 3 commutateurs de I’algébre de Poincaré, a I'exception de
[p",p”] qui conduit & une discussion des propriétés de 1’espace-temps, les autres commutateurs
de 'algébre sont satisfaits. Malgré notre hypothése, qui consiste a traiter de la méme fagon le
centre de masse et les modes de vibration de la corde, les relations entre la dimension critique
de 'espace-temps D et 'ordre de la paraquantification @) restent inchangées.

En particulier, on peut avoir des cordes parafermioniques a des dimensions critiques D =
10, 6, 4, 3 respectivement pour les ordres de la paraquantification ) = 1, 2,4, 8. Celles ci coinci-
dent justement avec les dimensions pour lesquelles sont formulées les supercordes classiques. Le
chapitre 3 consiste a faire une investigation sur la possibilité d’existence des parasupercordes a
D = 3,4,6 [4]. En connexion avec certains travaux sur ’extension de la mécanique quantique
supersymétrique (SSQM) a la mécanique quantique parasupersymétrique PSSQM (voir par ex-
emple [5], [6], [7] et les références qu’elles contiennent), notre systéme correspond a un systéme
supersymétrique du type parabosonique-parafermionique, dans le sens oti, malgré la structure
algébrique parastatistique des variables dynamiques, ’ensemble des générateurs des symétries
forme l'algébre de la SSQM. Dans ce cas, une étude du spectre a été élaborée a travers les
fonctions de partition pour D = 3,4,6. Enfin, et en connexion avec certains travaux sur les
supercordes fractionnaires basées sur un systéme du type bosonique-fermionique fractionnaire,
qui sont aussi formulées & D = 2,3,4,6,10 (voir par exemple [8], [9] et les références qu’elles
contiennent), un modele de théorie des supercordes du type bosonique-parafermionique a été
considéré. A la difference du premier cas, ’ensemble des générateurs des symétries forme 1’al-
geébre de la PSSQM, dans le sens de Beckers et Debergh. Ceci conduit & étudier les conséquences
de tous ces résultats sur les paracordes hétérotiques. C’est ’objet du chapitre 4.

En effet, a partir des cordes parabosoniques fermées définies a D = 2 + % et des parasu-
percordes définies & D' = 2 + %, on cherchera d’autres possibilités de compactification de D
a D’ autres que celle de 26 & 10 (cas ordinaire). On construira le formalisme paraquantique et
I’algébre des générateurs supersymétriques, on définera le réseau et son groupe et confirmera la
consistance de la théorie par le calcul de la ”one-loop amplitude”. Enfin, on calculera la fonc-

tion de partition et on déterminera les premiers niveaux du spectre en vérifiant la consistance



avec la fonction de partition calculée. On cloturera enfin par une conclusion. Un apergu sur les
propriétés des matrices de Dirac par rapport au types de spineurs, des propriétés des fonctions

¥ et de nombreux détails de calcul fastidueux sont laissés aux annexes.



Chapitre 1

Introduction a la théorie des cordes

et supercordes

1.1 Introduction

Pour décrire les phénomeénes observées dans la nature, 4 forces fondamentales sont néces-
saires : les intéractions éléctromagnétiques (E.M), faibles (f), fortes (F) et la gravitation (G).

A Dorigine, les 3 premiéres concernaient des systémes a 1’échelle microscopique que décrit le
théorie quantique des champs. L’introduction de notions de symétries locales dans les théories
de Yang-Mills (Y.M) a conduit & des modéles d’unification (théories de jauge) qui se basent sur
le formalisme de la mécanique quantique. La gravitation était par contre destinée & décrire les
phénomeénes a 1’échelle macroscopique a travers la théorie de la relativité générale d’Einstein
qui se base sur une manifestation géométrique de ’espace-temps.

Le mysteére de ces théories en est qu’elles sont indépendantes, que ce soit du point de vue
formalisme mathématique ou des principes.

Au fur et & mesure que se précisent les connaissances, la gravitation s’avére jouer un roéle
primordial au niveau microscopique. Il surgit alors d’une facon naturelle le probléme suivant :
comment adapter la théorie de la gravitation pour décrire le monde microscopique 7, en d’autres
termes, comment construire une théorie quantique de la gravitation ?

C’est un des problémes majeurs aux quels sont confrontés les physiciens du 20°™€ siecle.

Plusieurs tentatives (parfois osées) ont conduit a des échecs. Face a ces échecs et aux prob-



lémes associés a I'idéalisation de la particule ponctuelle, certains physiciens ont opté a ’abandon
de cette derniére et la substituer par I’idée qui consiste a concevoir une particule comme le ré-
sultat de la vibration d’une corde dans ’espace-temps. Cette option était le fruit de plusieurs
années de recherche sur les modeles duaux [10] qui, a l'origine, étaient distinées a décrire les
interactions fortes, puis, abandonnés par la suite dés 'apparition de la Q.C.D.

En effet, la théorie des modéles duaux conduit a deux résultats étranges :
1. L’existence d’une nouvelle particule sans masse de spin 2.
2. La dimension de ’espace-temps est supérieure a 4.

Ces deux résultats sont le point de départ de plusieurs recherches, J. Schwartz et J. Scherck et
d’autres [11, 12, 13] ont associé le graviton a la particule sans masse de spin 2, et la dimension
D > 4 inspire la théorie de Kaluza-Klein [14, 15]. Ceci a conduit au développement d’une
nouvellle théorie d’unification basée sur une nouvelle définition de la particule : la corde et la
vibration de cette corde détermine le type de la particule.

Une autre notion est venue conforter ’option de la théorie des cordes : c’est la supersymétrie
(SUSY). En effet, sur la base des propriétés géométriques trés différentes des bosons et des
fermions, on a passé longtemps a croire qu’il est impossible de trouver une symétrie entre eux.
Pourtant, cette symétrie éxiste belle et bien, c’est la supersymétrie. Elle consiste a donner
une description unifiée des bosons et des fermions, cette idée est apparue au début des années
soixante-dix, mais prit véritablement son essor avec les travaux de Ferrara, Van Nueuwenhuizen,
Zumino et d’autres.

Le plus beau dans cette théorie est que l'invariance locale nous conduit & la relativité
générale. Voir surgir la gravitation sans ’avoir explicitement incluse est un résultat tres at-
trayant. C’est la supergravité.

Cette théorie est formulée pour la dimension D = 11 qui nous inspire une autre fois la
théorie de Kaluza-Klein. Malheureusement, cette théorie n’est pas finie.

Le moment est venu de mixer toutes les idées, ce qui conduit plusieurs chercheurs [16-20]
a développer ce qu’on appelle la théorie des cordes supersymétriques ou supercordes qui offre
beaucoups d’avantages par la résolution de certains problémes aux quels sont conffrontés les
premiers modeles de la théorie des cordes. En plus, la théorie des cordes étant une théorie

renormalisable, implique une théorie renormalisable de la supergravité.
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Malgré ces avantages, la théorie des supercordes est confrontée & des problémes par la
présence de certaines anomalies, des recherches conduites par Gross, Harvey, Martinec et Rohm
ont amené & une théorie hybrides des cordes : C’est la théorie des cordes hétérotiques qui est
construite & partir des groupe Eg ® Fg et SO(32) (voir chp. 4).

La construction de plusieurs théories des cordes indépendantes pose le probléme d’unicité.
Des recherches ont évolué dans ce sens et ont donné naissance a d’autres théories : La M-théory,
les branes....

Dans ce qui suit, on ce propose de donner une bréve description de la théorie des cordes.

Pour de plus amples détails, on peut par exemple consulter [21, 22, 23].

1.2 Cordes bosoniques

La corde est un objet & une dimension, elle se présente comme une extension du point de
telle sorte que, de la méme fagon que 1’évolution d’un point dans l'espace-temps décrit une
ligne, I’évolution de la corde va d’écrire une surface. Il est donc légitime que la théorie des
cordes découle de la théorie du point.

Nous commencerons cette partie par une bréve déscription de la particle ponctuelle sans
spin.

Dans ce cas ’action est donnée par

1

51 T dxt dx¥ 2
S = — ds = — dr | — =2 _pHv 1.1
m/so s m/TO 7’|: " } (1.1)

oll 7 est un paramétre arbitraire de la ligne d’univers dans l’espace-temps & D dimension,
a# (1) décrit la position pour chaque valeur de 7, avec u,v = 0,D — 1 et la convention Ny =
diag (—++..+).

Cette action est invariante par T-reparamétrisation

Le moment conjugué est défini par :

OL
oxH
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La présence de cette symétrie a pour conséquence la présence de la contrainte :
P?+m?=0 (1.3)

De la méme fagon que 'action de la particule ponctuelle est proportionnelle & la longueur
de la ligne d’univers, en 1970, Nambu postule que celle de la corde devrait étre proportionnelle

a l'aire de la surface d’univers, ce qui permet d’introduire ’action sous la forme :

$= g [ [ o [(0)" - (5) (Xfff L9

Ou X* (o, 7) est la coordonnée de la corde, 7 est le parameétre d’évolution et o est un parameétre

qui dénombre les points de la corde.

. H
54X

- dr

_dxw

t X' = — 1.5
e 7 (1.5)

avec T = ﬁ est le facteur de normalisation appellé aussi tension de la corde. Expérimentale-
ment o représente la constante de Regge.

Cette action est invariante par reparamétrisation de la surface d’univers et par transforma-
tion de Lorentz.

D’aprés le principe de moindre action, les équations du mouvement sont données par

0 0L 0 0L _

57 ox, T Orax, (1.6)
a 0

a)éb (c=0,7)= a)éL (c=m71)=0

La deuxiéme relation représente ce qu’on appelle, la condition aux bords de la corde.

Le moment conjugué est donné par :

P (o, 1) = —OL (1.7)
X,

12



la conséquence de 'invariance par reparamétrisation est la présence des contraintes :

X/2
PP+ = =0
(1.8)
PrX L =0
On définit aussi le moment énergie total de la corde par :
P / do P (o, ) (1.9)
0
et le moment angulaire total par :
M — / do (PPXY —PY X" (1.10)
0

Les équations (1.8) ne sont pas linéaires, un choix convenable de la jauge (jauge orthogonale)

permet de les linéariser sous la forme :
Xﬂ (0,7) =X} (0,7)=0 (1.11)
En tenant compte de la condition aux bords, la solution générale prend la forme :
Xt (o,7) =zt + 2a' "' + \/_Z T {ak (0) exp (—wnT) — al™ (0) exp (+n7)} cosno  (1-12)

qui, en posant :

ak = al(0)exp (—wnT) , ak™ = al* (0) exp (n1)
af = 2a'pt , ak = v2na'ak (0)
alin = o n >0

se réecrit sous la forme :
00

1
XH(o,1) = x”+ag7'+2—a¢jexp(—m7') cos no (1.13)
n

n=1

13



les o, représentent les modes de vibration de la corde.

Les générateurs de Virasoro dans cette jauge sont donnés par :

™ )2
L, = 17ro// doexpwn (T + o) (732—%&)

2 o 2ma!

Ly
= — Ap—mQm =0
40/ et

En particulier Ly = H, ott H est le Hamiltonien qui s’écrit

H:—w/ do
0

P R

m=1

Ceci conduit a écrire la condition de masse de la corde en fonction des modes :

D’autre part le moment angulaire peut s’écrire :

e}

1
MM = ghp” — gVpt — E - (oo — o okt
n=1

—-_n-n

1.2.1 Quantification

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Notre théorie est riche en symétries, la présence des contraintes nous conduit & utiliser ce

qu’on appelle la méthode de quantification de Dirac.

Il existe deux méthodes de quantification :

1. La premiére consiste a traiter toutes les variables comme indépondantes et les contraintes

seront considérées comme des conditions initiales. Par la suite, seuls les états soumis

a ces contraintes (conditions de Virasoro) seront physiques. C’est ce qu’on appelle la

quantification covariante

2. La deuxiéme consiste & résoudre les équations des contraintes, ceci nous permet d’éliminer

les variables superflues pour avoir uniquement des variables dynamiques effectivement

indépendantes. C’est la quantification dans la jauge tranverse.

14



Jauge covariante

On réinterpréte les variables dynamiques z#, p¥ et of, en termes d’opérateurs qui vérifient
)

les relations de commutation suivantes :

[zF, p"] = wg" (1.18.a)

[ o] = 2a'nénimog™” (1.18.b)
le moment angulaire garde la méme forme en terme d’opérateurs :
1
MHY = J;,U«pV — g[,'l’p“ —1 Z E (aﬁnaz — Ozy_noszl) (119)
n=1
les générateurs de Virasoro s’écrivent comme :
L, = Z cal o (1.20)

Mais a cause des ambiguités d’ordes dans Ly, on ajoute une constante qui nous parmet
d’enlever cette ambiguité
Donc on pose Ly — Lo — a (0)

ce qui nous permet d’écrire

—+00
H = op’+ > a mom—a(0) (1.21)
m=1
+oo
1 a (0)
2
M= - > amam - ~ (1.22)
m=1

Comme pour ’éléctrodynamique quantique (QED), les états physiques sont déterminés par :

LnlY),, = 0 n>1 (1.22.a)

[Lo = a(0)] [),, = 0 (1.22.b)

Remarquons ici que I'état |0) (état du vide) est un état tachyonique et que la composante

temporaire nous donne un état de ghost, di au fait que la métrique n’est pas définie positive.

15



Dans le cadre du “No-ghost theorem” (NGT), on montre que la théorie est libre des “ghost”

pour (a(0) <1,D <25)ou (a(0) =1,D = 26).

Les générateurs L, satisfont I’algeébre de Virasoro :

D

L’algébre de Poincaré est décrite par les relations :

[p",p"] = 0
[p", M) = 4(g"p” — g"p”)

[M* MPP] = o(g"° MM — g"P MY7 + gho MYP — g¥% MHP)
Notons ici que la covariance de Lorentz est manifeste.

Jauge transverse

Il est plus commode d’utiliser les coordonnées du cone de lumiére :

Ut — Ut Pt avec i =1,D —2

Ui — % (UO + UDfl)

avec la métrique de Minkowski :

Mij =L ny_=n_4=-1
le produit de 2 vecteurs est défini par :
UV =UVvV-Utv- -U V"

ou

16

(1.23)

(1.24.a)
(1.24.b)

(1.24.¢)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)



Les opérateurs x~, pT, 2%, p’ et o, (i = 1, D — 2) vérifient les relations de commutation :

(27, p%] = + (1.30.a)
[z, p] = 69 (1.30.b)
[az,a%] = 20/n6ij5n+m’0 (1.30.c)
Les composantes «,, s’écrivent :
— 1 tr
o =% [Li7 — a(0) bn0] (1.31)
ou
1 & A A
Lir = o Z sal, o (1.32)

L’opérateur de masse dans cette jauge est donné par :
1 S
M? ==Y (a0l —a(0)) (1.33)
n=1

Pour l'algébre de Poincaré, on peut facilement montrer qu’elle est satisfaite sauf pour le

commutateur [M = M j‘] qui nous donne :

o

- - 2 1 - - C 1 D -2 9 D -2
(M=, M7~ ] = =y Z - (oz’_mozﬁn — ozj_mozﬁn> [E (a (0) — 7) —-m (1 - T)}
m=1
(1.34)
il est clair que ce commutateur s’annule pour les seules valeurs
D =26
(1.35)
a(0)=1

Condition qui est bien satisfaite par le (NGT). Donc notre théorie est bien libre de “ghost”.
L’étude du spectre est basée sur la construction d’une fonction génératrice. En effet, la

dégénéréscence des états pour chaque niveau de masse augmente exponentionnellement et peut

17



étre obtenue & partir de cette fonction génératrice appelée : fonction de partition.

f(x)= Zd(n) a" = Tray (1.36)

n=0

ou d(n) est la dégénéréscence au niveau éxciteé.
Pour les cordes bosoniques, la fonction est définie par :

o0

fo(x) = dy (N) 2N (1.37)
avec
dy (N) — nombre d’états pour chaque niveau.
o0
N = odM*= Z:nai_naf1
n=1

avect = 1,24

ce qui nous conduit & écrire :

i i

fp () = Tra2n=1m"ndn (1.38)

nous avons

TrA=> (n|Aln) (1.39)

On montre facilement que :

> . .
fb (;U) = Z <n/‘ :L'ZZOZI naina; ’I’L,>
n'=0

()
it 1—an

= 1+ 242 + 3242% 4 32002% + ..coevne. (1.40)

L’utilité de cette fonction apparaitra dans les chapitres 3 et 4.
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1.2.2 Cordes fermées

Si on impose la périodicité pour les coordonnées X* (o, 7) de telle sorte que :

Xt (o,7) =X (o +m,71)

(1.41)

en suivant les mémes démarches que dans le cas des cordes ouvertes, la solution est donnée (en

fonction des modes) par :

avec
1 1
Xb(o,7) = §$M+§pﬂ
1 1
X (o,1) = 53:“—1-5]?“

Xt =X+ Xi
ot S L exn [ _
(tr—o0)+ 5 2 ;na” exp [—2wn (7 — 0)]

. o0
1_
(tr+0)+ %\/ 2/ Z Eaﬁ exp [—2wn (17 + 0)]
n=1

Pour quantifier, en plus des relations de commutation (1.18) nous avons :

o7, ] =

20/ 6 +m 09"

g, ai] =0

les états physiques sont données par :

avec en plus la condition :

n>1

<L0 - Eo) ) pp, =0

avec les En verifient les mémes relations que (1.20), en termes des modes gauches.
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la condition de “mass-shell” est traduite par

M? = —épﬂpu = M} + M3, (1.47)
+o0
o/ M2 = 2[N—a(0)]=2 [Z Oty — (0)] (1.48.a)
n=1
+oo
oME = 2 [f\? —a (0)} ) [Z Gnin — @ (0)] (1.48.b)
n=1

la condition (1.46) signifie que la théorie est indépendante du choix de I’origine du parametre

o, ce qui nous conduit & la condition de “mass-shell” donnée par :

io/w —N=N (1.49)

Cette théorie est libre de ghost pour D = 26 et a(0) = 2, et libre de tachyons, ce qui
intéréssant. La particlarité de la corde fermée est la présence d’un état tensoriel sans masse

dont la partie symétrique peut étre assimilée au graviton.

1.3 Cordes fermioniques

Les cordes fermioniques sont construites pour décrire les particules spinorielles.

Pour cela on a ajouté des champs fermioniques & ceux de la théorie bosonique.

i

Le champ fermionique est un spineur de Majorana & 2 dimensions ¥* = Yo

Uy

On écrit ’action sous la forme :
1 _
S =5 / d2p [aaxuaaxu — Dt (1.50)
avec

KL=r , pl=o (1.51)
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et les matrices v & 2 dimensions sont données par :

Cette action est invariante sous les transformations susy globales :

SXM = (1.53.a)

SYF = —in"9, X Ve (1.53.b)

On vérifie la fermeture de ’algébre supersymétrique, en montrant que :

[(51,(52] XH = (21'31’7(162) XH (1.54.&)

[01,02] " = (2@E17"e2) P" (1.54.b)

les équations du mouvement sont donnée par :

OX = 0 (1.55.a)
Y0 = 0 (1.55.b)
IX(ph=0) = aX(p'=7)=0 (1.55.c)
le choix
Py (p° =0) =1y (0° =0) (1.56)
conduit aux possibilités
o (p° =7) = £y (p° =) (1.57)

qui correspondent aux deux modéles :
+ modele de Ramond (R)

- modele de Neuveu-Schwarz (N-S)

avec
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les solutions sont :

e}

1
Xt =zt y —ak - 1.58.
zh + oy T + nz::l —Q, XD (—wnT) cosno ( a)
by = Z C,, e~ (T +o) (1.58.b)
n=—00
P = Z Cpe (=) avec C_,=0Cp (1.58.¢)
n=-—00

avec les conditions ¢ (7,0) = 9, (7,0).
1
n € Z pour le secteur de Ramond et n € Z + 5 pour le secteur de (N-S).
1.3.1 Quantification
Jauge covariante

On impose les régles de commutation :

[X“ (o,7),00X" (0'/, 7')] = —mwgh¥é (J — U') (1.59.a)
[1[15 (o,7), 000y (0/, 7')]Jr = —mwg" o0 (O’ — 0') (1.59.b)
(X" (0,7), 9" (o', 7)] = 0 (1.59.c)
[00 X" (o,7),00¢" (0, 7)] = 0 (1.59.d)
qui, réécrites en fonction des modes, sont données par :
[#' af] = —2dg" (1.60.a)
b, ] = —2a'ng" G4m0 (1.60.b)
[057 051]4» = —9“V5r+s,0 (1606)
les autres commutateurs et anticommutateurs sont nuls.
Modéle de Ramond
On pose
j 1
Clh= 2yt V= —yp, d" (1.61)

V2
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la superalgebre de Virasoro est donnée par :

D
[Lins L] = (m —n) Lypgn + §m35m+n,0 (1.62.a)
1
1
(o, Frl, = 2Lm+n+§Dm25m+mo (1.62.c)
avec
1 1 & 1
L, = 3 Z D Qg +§ Z (n—i— §m> s d_ndpmn (1.63)
m=1 n=-—00
—+o00
F = Y a ndmin (1.64)

Le Hamiltonien dans ce cas est
—+o0 “+o0
H=dp>+ Z a_poy, + Z md_mdm (1.65)
n=1 m=1

les états physiques dans cette jauge sont définis par :

Loy = 0 n>0 (1.66.a)
(Lo—a)|p) = 0 (1.66.b)
Fol) = 0 (1.66.c)
Fol)y = 0 (1.66.d)

On peut montrer que F02 = Lg qui nous conduit & montrer que a =0 .
La condition de la couche de masse (1.3) nous donne la forme de la masse en fonction des

modes par :

+o0 +o0
o' M? = Z O_p Oy + Z md_,dm, (1.67)
n=1 m=1

Ce modele correspond au secteur fermionique

Modéle de Neuveu-Schwarz
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De la méme maniére on pose :

CT‘l:L = —b'LL , Ci - Cr

T

ce qui nous donne

[bﬁva]Jr = _guy5r+s,0
1

avec r,s € Z+§

On définit les générateurs de la superalgébre de Virasoro :

1 & 1 X 1
Ln = 5 Z : o/imame,M : +§ Z <T+ §m> : b—rbm+r :
m=1 r=—00
+o0
G, = Z Olfnbr+n
n=—o0

qui vérifient les relations suivantes :

D
(L, Gy] = <%m — n> Gmtr

1 1
[Gry Gs]+ - 2Lr+s + §D < 2 Z) 57‘—&—3,0

Les états physiques doivent satisfaire les conditions :

(Lo—a)|y) = 0 a>0

Gr|w> =0 r>0

De la méme facon, on définit le Hamiltonien :

—+o00 —+o00
H = o/p2 + Z A_p Oy + Z rb_.by
n=1 r:%
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(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72.a)

(1.72.b)

(1.72.c)

(1.73.a)
(1.73.b)
(1.73.c)

(1.74)



et 'opérateur de masse :

+oo “+o00
o' M? = Z Ay O + Z rb_,b,
n=1 7«:%

Tous les états de ce sécteur sont des bosons.
Remarquons aussi que ’état fondamental représente un tachyon.

Pour l'algébre de Poincaré le générateur MH¥ s’écrit sous la forme :

MM = MY (x) + KM

avec M} () représentant la partie bosonique, et ou I'opérateur K*¥ est défini par :

(e}
Km = =2 ST (bbb (NS)
ny ¢ G w v v "
K" = — (d" s dly — 7, d)  (R)

ces générateurs vérifient I’algébre de Poincaré c-a-d :

[p", M"P] = —1g""p’ +1g"Pp”

[MH" MP?] = 4g"P M* — 4gH% MVP — 467 MPF + 19" M°

Jauge transverse

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

Comme on déja vu dans le cas des cordes bosoniques, cette jauge nous permet de déterminer

la dimension critique.

Les relations de commutation et d’anticommutation vérifiées par les opérateurs z—, p*, z*,

p', ol et bl ou d}, sont :

o, o] = 0Vndnim

[z p7] =

[dy ], = 690n4m  (R)
[bL0]] = 66,4 (NS)
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avect=1,D — 2

De la méme facon, on définit les générateurs de Lorentz :
M= = M{™ (z) + K (1.82)

ol M~ (z) représente la partie bosonique).
0

avec

_ 2p+ Z Z ;( szb;;> (1.83)

n=—00 r=—00

et
_ a
(079 = 2p+ Z lal 2 + Z < ) n szdi—Qpﬁ(;n,O (184.)
l=—00 r=-—00
by = — Z ol bt (1.85)
p r=—00
L’algébre de Lorentz est satisfaite a I'exception du commutateur [M i*,Mj*] qui nous
donne :

(M=, M) = — ) (_nafl—oz a>[n<D8_2>+%<2a—¥>] (1.86)

Ce commutateur est nul uniquement pour D = 10 et a = % dans le secteur de Ramond
(D =10 et a = 0 dans le secteur de N-S)

Pour déterminer le nombre d’états physiques pour chaque niveau excité, il est plus commode
de passer par la fonction de partition.

Le calcul explicite de cette fonction nous donne :

fR(x) = idR(N {IZN
N=0

= 8TraczOO n(al ,ai+d,d},)

_ 8H Gfin)

= 8 (1 + 8z + 1622 + 1442® 4 960z + ....) (1.87)
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les différents coefficients dans ce developpement correspondent aux degrés de dégénéréscence
pour chaque niveau éxcité.

Pour N-S
fus(@) = Y dys(N)aN
N=0

1 5 1 ad 1/9\8 8
- - - n—1/2 n—1/2
w e { T ) - T ()}
= 8(1+8a:+16a: + 1442% + 9602* + ....) (1.88)

Remarquons que la fonction de partition a le méme développement pour les deux secteurs
ce qui veut dire qu’il y a autant de bosons que de fermions pour chaque niveau éxcité. Ceci
suggeére la construction d’'un modeéle supersymétrique qui donnerait une déscription unifiée des

bosons et des fermions. La théorie des supercordes répond a ces préoccupations.

1.4 Supercordes

Le principal handicap de la théorie des cordes fermioniques est I'introduction de deux espaces
de Fock indépendants pour décrire les bosons et les fermions (ceci est une conséquence du fait
que la supersymétrie se manifeste sur le “world sheet” et non pas sur I’espace-temps). Cette
théorie est baptisée “ancienne” théorie des supercordes.

La nouvelle théorie des supercordes qui est basée sur une SUSY sur I’éspace-temps nous
conduit a un seul espace de Fock décrivant a la fois les bosons et les fermions.

Pour les cordes bosoniques ’action de Polyakov s’écrit :
1
Spos = o / dodr\/g9*P 0, X 05X, (1.89)
™

ou ¢*% est la métrique de V’espace-temps, =0, D — 1.
Par annalogie au cas de la théorie supersymétrique du point, supersymétriser cette action

revient & faire la correspondance :
1
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avec

I, = 0, X" — 0 T#9,64 (1.91)

ol 64 est un spineur dont les composantes sont données par 0% avec a = 1,...,2[D/ 2 ([]
reptrésente la partie entiére et D est la dimension de I’espace-temps), A =1,...., N (N entier)
Cette action est invariante sous les transformations supersymétriques globales.

L’invariance locale éxige I'introduction d’un deuxiéme terme Ss.
S=5+5 (1.92)
de telle sorte que
Sy = % / dodr {~ie*0, X" (0'T, 050" = 0°T,u 050 ) + 0 T 9,0'0°T 0567} (1.98)

€? est le tenseur de Levi-Civita et (a, 8) = (0, 7).

L’invariance de Sy sous les transformations SUSY nous conduit a l'identité :
€™ [[100,0T,,050 + T+ 000501 ,0 + T+ 0001 ,00] = 0 (1.94)

avec § = 0! ou 62. En posant ¢, = 0, 1y = 0,0 = 0’ et Y3 = 9.0 = 0, 'équation (1.94) est

réécrite sous une forme compacte :

F“¢[1¢2Fu¢3] =0 (1.95)

(le symbole [ ] représent l'antisymétrisation des spineurs ).

dont la principale conséquence est que seules les 4 valeurs D = 3, 4, 6, 10 de la dimension de
Pespace-temps sont possibles, avec des exigences sur le type de spineurs (modéle de superYang-
Mills). La quantification de cette théorie conduit & la survie d’une seule possibilité (D = 10).

Ce résultat est fondamental pour la suite de notre travail.
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1.4.1 Quantification dans la jauge transverse :

Le défaut majeur de 'action de Green-Schwarz est qu’une quantification covariante naive,
comme pour la particule ponctuelle, n’existe pas, dans le sens ou les relations de commutation
sont hautement non linéaires!. La solution & ce probléme est de quantifier directement dans la
jauge transverse (du cone de lumiére).

Le modéle a traiter est un modeéle supersymétrique. Nous devons donc équilibrer les degrés
de liberté bosoniques et fermioniques. Un spineur de Dirac a 2[P/2 composantes complexes,
c-a-d pour 6! et 62 & D = 10 nous avons 32+32 composantes complexes, par contre, pour les
bosons, nous avons uniquement 8 composantes transverses. Pour arriver a réduire ce surplus,

on doit tenir compte de certaines conditions décrites comme suit :

Condition Nombre de composantes

Dirac

(32 + 32) C.Complezes

Majorana-Weyl

(16 4+ 16) C.Complexes

Light cone

(8 +8) C.Réelles

On-Shell

8 C.Réelles

la condition de la jauge transverse est donnée par

04 =0 avec A=1,2 (1.96)
les propriétés des matrices I' sont décrite dans ’annexe A.
Dans cette jauge I'action est donnée par (avec la substitution y/pt60 — 5) :
1 ) _
§=-o / dodr (&szaaxi - iSA“pBaBSA“) (1.97)
™
avec i,a = 1,8 , A, B = 1,2 et la convention 2o/ = 1.
Ou S4 est un spineur a deux composantes et 5l = (S+)Bb (Fo)ba (pO)BA
les matrices p? verifient I’algebre de Clifford o :
0 —2 0 «
ph = L P = R A (1.98)
0 1 0



Les équation du mouvement sont :

(0-+0,) 8™ = 0 (1.99.a)
(0; —0y) 5% = 0 (1.99.b)
(2-03)X" = 0 (1.99.c)

remarquons que se sont des équations linéaires faciles a résoudre.
Différents types de supercordes sont construits. On peut les classer comme suit :

Supercordes :Type I

Les conditions aux limites sont données par

Stao,7) = S%(0,7) (1.100.a)
Sl (r, 1) = S*(m,7) (1.100.b)

ce qui nous donne la solution sous la forme :

1
Sla(o, 1) = — Z Spexp [—wn (T — o) (1.101.a)
\/§ nez
$% (g, 7) — % S Stexp[—m (7 + o) (1.101.h)
nez
X' (o,7) = '+ pT+ Z %afl exp (—wnT) cosno (1.101.c)

n#0

les modes vérifiant les relations d’anticommutation :
[Sg, S,’;J = 06y m (1.102)
+

alors que les X" vérifient les mémes relations que pour les cordes bosoniques ouvertes.

Supercordes fermées : Type II (fermées)

Les conditions de périodicité sont :

sS4 (g, 1) = S4% (o 4+ 7, 7T) (1.103)
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Le développement en modes donne :

S*(o,7) = > Siexp[-2mn(r —o0)] (1.104.a)
nez
S% (g, 1) = Z 5;5 exp [—2wn (7 + 0)] (1.104.b)
nez
X'(o,7) = ' +p'T+ Z % {aflefzm(T*U) + &2672’"“*”)} cosno  (1.104.c)
n#£0

Pour les supercordes fermées N = 2, on distingue deux types, selon la chiralité des champs
spinoriels (1.104.a) et (1.104.b) :

— chiralité opposée — supercordes type IIA.

— méme chiralité — supercordes type IIB.

Les régles de commutations et d’anticommutation sont analogues a celle du type L. En effet,

en plus des relations (1.25) et (1.102) nous avons les relations suivantes :

[53.5;} L= (1.105.a)

[a,.al] = 6%5pim (1.105.b)

et tous les autres commutateurs sont nuls.

Dans la jauge transverse, les générateurs supersymétriques sont définis par :

QY = (2p+)588 (1.106)

Q" = ()7 A, ) sah (1.107)

et vérifient les relations d’anticommutation :

[Q“,QbL = 2pte (1.108)
[Qd,Qb}+ S (1.109)
[Q“,th = V2vlp' (1.110)
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ou H est le Hamiltonien défini par

1|, 1
H= o {Z (o oh, +ns®, sh ) + §pz2} (1.111)
n=1

(les propriétés des matrices 'yf.m sont données dans I'annexe A).

Spectre

La condition de la couche de masse nous permet de définir 'opérateur de masse :
1 o0
M? = o > al a4+ nst s (1.112)
n=1

L’état fondamental est une paricule vectorielle sans masse avec 8 composantes transverses
donné par |i) qui représente le photon et son patenaire fermionique représenté par |a) qui est
le photino .

On définit ’état du spineur par :

@) = 5 (7:50)" |9) (1.113)
on vérifie alors :
(i]7) = 04 (1.114.a)
(alb) = %(m*)“b (1.114.b)
i) = é(ﬁow+)ala> (1.114.c)

On peut construire les états physiques des quatres premiers niveaux excités et déterminer

leurs nombre. Les résultats sont regroupés dans le tableau suivant :
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o' M? états nombre total
0 0) 8 x 2 16
s ot o | |0) 2304 x 2
al ;5% ,s%]0) 1792 x 2
5%, 8% 15¢,|0) 448 x 2
ol ol o [0) 960 x 2

5 al 5% 10) 512 x 2 15360
a’ 55 10) 512 x 2
aﬂQail |0) 512 x 2
5%,5% 10) 512 x 2
574 |0) 64 x 2
a’ 510) 64 x 2

ol ol joF ol [10) | 330 x 16
s af ol [ |0) 960 x 16
ol ol [s7 P ]0) 1008 x 16
ol 158" 5%, ]0) 448 x 16
5,5 15¢ 5%, 10) 70 x 16
ol ol ok | |0) 288 x 16
ol ol , |0) 36 x 16
o yol 5% 10) 512 x 16
s% ot 1ol | |0) 288 x 16
A al 55%4510) 64 x 16 —
s%5at 157 ]0) 512 x 16
5% 5s? 15%]0) 224 x 16
al 55%,5% 1 10) 224 x 16
5,5 5 |0) 28 x 16
5% 45" 110) 64 x 16
s%qat ]0) 64 x 16
a’ 35%,0) 64 x 16
o' o | |0) 64 x 16
5%, |0) 8 x 16
i, |0) 33 8 x 16




ou |0) représente les deux états |i) et |a) .

Pour la fonction de partition

fule) = idss () o
- wn(iizn)

= 16 (1 + 16z + 1442* + 9602° + 5264 + 25 0562° + ...)

Remarquons bien que cette fonction est équivalente a la somme des deux secteurs (R) et

(N-S).

1.5 Formalisme paraquantique

1.5.1 Introduction

La mécanique quantique (M.Q) configure présque toutes les théories de la physique modeérne.
Son importance est diie & son succes a unifier le double aspect de la matiére (onde-corpuscule)
Ces deux aspects sont bien déterminés par :
La condition de Bohr

hv = Ey — Es (1.115)

Et la relation de De Broglie :

h
A= — 1.116
p| ( )

ou v et A représentent ’aspect onde de la matiere et E et |p| la partie corpusculaire.
Dans le cas relativiste on peut montrer que ces deux relations sont une conséquence directe

des équations du mouvement de Heisenberg :

0A
—h— = [A,P, 1.117
5 = AR (1117)
v = 0,3

avec A est une observable arbitraire et P, le quadrivecteur énergie-impulsion o (Fy, Py, P, Ps) =

(H7 PLIhPyaPZ) et <QO;C]1=CI27(]3) - (ta Qx>Qy7Qz) .
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Nous savons que dans un systéme classique, on peut écrire le Hamiltonien en fonction des
coordonnées ¢; et leurs conjugués p; avec (i = 1,d ; d =DDL)

Ce que nous appelons le principe de correspondance de la M.Q est que toutes les variables
deviennent des opérateurs et que les équations du mouvement restent valables avec la condition
que I’équation de Heisenberg (1.104) soit vérifiée.

Il existe des contraintes sur les opérateurs g; et p; :

9,95 = [pirpj] =0 (1.118.a)

i, p;] = hdi; (1.118.b)

Le point essentiel de la MQ est I'equation de Heisenberg (1.118) mais les équations de
commutations (1.118) ne sont pas uniques [24], ce qui nous conduit & faire une généralisation
de la M.QQ qu’on appellerai paraquantification (P.Q).

Pour mieux voir ce formalisme nous étudions le cas simple d’un oscillateur harmonique [25]

1.5.2 Paraquantification

L’hamiltonien d’un oscillateur harmonique s’écrit sous la forme

H=2p"+7) (1.119)

N[ =

les équations du mouvement sont données par

Le principe de corresondance avec ’equation de Heisenberg nous donnent

g = g, H]=wp

w = [p,H]=—u

Mais avec la restriction [g, p] = 2, on montre que cette condition n’est pas unique
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Pour cela, on utilsera les opérateurs définis par :

= —(g+w)
a = — 7
\/§ q D
1
at = —(g—1
ﬁ(q )
Ces relations nous donnent :
H = l(a+a+aa+)EN
2
[a, N] = a, [a+,N]——a+

Pour le spectre de N on le définit comme suit :

N |n) = Ny, |n)

(nn') = 5n,n’

et
N,=Nog+n avec Ny >0, neN

D’apreés les équations (1.108), (1.109) et (1.110) on montre facilement que :

(‘anfl,n’2 + ’an,n+1 ‘2)

| —

No+n=
Avec
A = (n]a ‘n')

On peut alors résoudre cette équation par récurrence sur n pour obtenir :

(2No + n)% n pair

Ann+1 = Qpyypn = 1 . .
(1+n)? n impair
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(1.122)
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Donc on arrive & montrer

(nl fa,a*]n) = D {{nlaln”) (n"|a* ') = (nla® [n") (n"]a|n')}

,nll

— 2 + 2
= b (Jonnsal? = 07,1 ?)
Ce qui est équivalent a écrire

2N, n pair
(n] [a,a*] ') = Gy 0 P (1.125)
2(1 — No) n impair

Nous définissons 'ordre de la paraquantification de telle sorte que Ny = % ol () est I'ordre
de la PQ.

Remarquons que seule la valeur ) = 1 nous conduit a la relation de commutation ori-
naire [a,at] = 1 qui représente le cas d’un oscillateur harmonique (bosonique) dans le cadre

quantique.

Pour Q) = 2 c-a-d Ny = 1 nous aurons une relation du type :

+_ .t

aaa” —aaa = 2a

De méme, le Hamiltonien d’un oscillateur fermionique est défini par :

H=<("b—bb")=N. (1.126)

| =

on peut alors monter que

N = = (Iba-1nl” = [brnr1]?) (1.127)

N =

De la méme maniére, on montre que ) = 1 conduit aux relations d’anticommutation

bt =1, {bb}={b",07} =0 (1.128)

donc b2 = (b™)? =0
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Pour Q = 2 nous aurons les relations
bbtb =2b, bbbt + bbb =2b (1.129)

et
b= (")’ =0

1.5.3 Généralisation au cas de plusieurs oscillateurs

Soit un systéme de plusieurs oscillateurs harmoniques bosoniques ou fermioniques
Dans le cadre paraquantique, les opérateurs ay et az (bosoniques ou fermioniques) vérifient

des relations trilinéaires de telle sorte que

[ak, [afr,an]I} = 20pan (1.130.a)
[ak, [a;,a;]jF} = 20pa) F 20mar (1.130.b)
lak, lar,an)z] = 0 (1.130.c)

Le signe en haut est associé aux parafermions, celui en bas pour les parabosons

notre vide est définit par

010y = 1 (1.131.a)

ar|0) = 0 Vk (1.131.b)
avec la condition qui fixe 'ordre de la paraquantification
ara;’ [0) = Qdy [0) (1.132)

Ces relations dépendent du vide, mais on peut trouver des relations qui se suffisent a elles
seules (“self-contained”).

Le probléme qui se pose est que lorsque l'ordre de la paraquantification augmente les rela-
tions se compliquent.

L’une des solutions de ce probléme est d’utiliser la décomposition de Green [26], qui est
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définie comme suit :

Q
w=3a | =3 a0
a=1

ol aéa) est la composante de Green qui agit cans le para-espace de Green..

les relations (1.130) deviennent bilinéaires :

{a’ga>7al(a>+h — oy (1.133.)
[a,(f‘),al(a)h =0 (1.133.b)
[al(ga)ﬂl(ﬁ)ﬂjF _ [a,(f),az(ﬁ)Lzo (a # B) (1.133.c)

le vide |0) vérifie :

Donc

ap|0) =0,  Vk

et :

ara;” |0 = rég [0)’

Ce qui implique que |0)’et |0) sont équivalents.
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Chapitre 2

Théorie des paracordes

2.1 Introduction

L’objet de cette thése est ’étude des théories des supercordes et des cordes hétérotiques
dans le formalisme de la paraquantification basée sur I’hypothése de N. Belaloui et H.Bennacer
[2-3] qui consiste & traiter de la méme facon les coordonnées du centre de masse et les modes
de vibration de la cordes. Il nous a semblé donc important de rappeler briévement ces deux

travaux, c’est I'objet de ce chapitre.

2.2 Jauge covariante

2.2.1 Formalisme paraquantique
Cas parabosonique

La paraquantification de la théorie est menée par la reinterpretation des variables dy-
namiques classiques X* (o, 7) et P* (0, 7) comme opérateurs satisfaisant les relations de com-

mutation trilinéaires [2].
[X“ (o,7), [P” (0’,7) , pP? (U,/,T)]+i| = 0" PP§ (0 — J’) + 209" PY§ (O’ — a") (2.1)

[P“ (o,7), [XV (o/,7), X" (", T)]Jr] = —0g"XP5 (0 —0') — 09" X765 (0 — o) (2.2)
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[X" (o,7), [X” (U'

,7‘) , PP (U",T)]+] = 2ig"P XV 6 (a — a”)

[P“ (o,7), [X” (U', T) , PP (JII,T)]+:| = 0g"" PP§ (O’ - J/)

Reécrites en termes des variables du centre de masse x*, p* et des modes d’éxcitation o,

de la cordes, les équations (2.1 a 2.4) sont équivalents a :

(2", [, "] ]
E 77WJ
(=", [0, efl]
[7 rly]
[P [ ﬂJ
[ [, of J

mlt]

]

21gMP ¥

20 (g""p” + g"p")

29" ol

— g pP

— 2 (g" 2P + ghPa)

2 (9" ndptm,0af + ¢""nb, 1100,
2ng"" 6y m,0p”

2n9up5n+m,0«73y

et tous les autres commutateurs sont nuls .

(2.3)

(2.4)

I

En termes de composantes de Green, les relations de commutation trilinéaires (2.5 a 2.12)

se transforment en relations de commutation bilinéaires du type anormal

[2#), )]

[a#(0) pC0 ):T

). puw)_
v(02)]

-t
{0‘5(0)’ ()

[p“(‘“),p

[Oéﬁ(al), a;’(‘m)_
1+

{xu(ﬂ az(a)-

{“’“(Gl)’ av(o2)]

gt

0 o1 # 02

[2#), 27| =0

[m“(al),x"(az)]+ =0 o1 # 02
ng" dn+m.0

0 o1 # 02

[pw),a%a)} —0

W@Qq&ﬂ+:0 o1 # 03
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Cas parafermionique

De la méme facon, on reinterpréte les variables dynamiques classiques ok, p*, z# et b}

comme opérateurs satisfaisant les relations de commutation trilinéaires [3] :

" AL] = 2gA (221)
)] = %+ ) (222)
[ J = 2(g" B im0l + g"°nb 11002, (2.23)
[at Bl.] = 2ng"bnimoB (2.24)
[ b:,b'; | = 20 Geeoth — 96 ott) (2.25)
[P ICL] = 20 0r400C (226)

et tout les autres commutateurs sont nuls .
1
Icil,neZetrs,qé€ <Z + 5) et A, B, et C représentent les opérateurs suivants :
A=alf, z’ oubp

B =p, zf ou bt

C =p", x" ou ah

2.2.2 Algeébre de Poincaré paraquantique
Introduction

On réécrit les générateurs M* en se basant sur une symétrisation adéquate qui prend la

forme MH* = [*” 4+ E* dans le cas paraquantique avec :
"= [xll’p”]_'_ - [$V’pﬂ]+ (227)

et
:_%g ( o +—[o/in,a¢ﬂ+> (2.28)

et dans le cas parafermionique, prennent la forme :
M* = M§" (z) + K" (2.29)
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avec

M (z) = 1M + B (2.30)

et

)
K= = S (] — ] ) (2.31)
r=—00
Maintenant, si cette écriture permet I’élimination des ambiguités d’ordre, elle permet aussi
le traitement paraquantique du probléme avec la seule utilisation des relations trilinéaires (2.5
a 2.12), (2.21 a 2.26) et sans avoir recours a la représentation de Green (2.13 a 2.20) .

On peut néanmoins retrouver les mémes résultats avec I'utilisation de la décomposition de

Green .

Application directe des relations trilinéaires :

On se propose de calculer le deuxiéme et le troisiéme commutateur de ’algebre de Poincaré.
En utilisant les relations (2.5 a 2.12) pour le cas parabosonique et (2.21 a 2.26) pour le cas

parafermionique, on trouve :
[P, MYP) = —1gh"p” +1g"7p” (2.32)

[M#?, MP7] = 1g"P MOH — 1gh7 MYP — 16" MP* + 4g"? M¥® (2.33)

Reésultat qui satisfait 1'algébre de Poincaré .

Maintenant, pour le premier commutateur [p*,p”] de l'algébre, on peut seulement écrire
[p“, ¥, p7] +] = 0 de la méme facon pour les coordonnées x* ou on peut seulement écrire
(2, [z¥,27], ] = 0.

Ces relations sont équivalentes a écrire [p#,p¥] = O et [z, a¥] = A ou, en termes de
composantes de Green ,OH" = ZZQ#Bp“(a)p”(B) #0! et AW = 2Za#6 (@) g7 (B) £ 01 pour
Q#1L

Ceux-ci sont des coordonnées et des moments non commutatifs, de telle sorte que, pour

@ # 1, on travaille dans un espace-temps non commutatif .
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2.3 Jauge transverse

2.3.1 Formalisme
Cas parabosonique

De méme que précédemment, paraquantifier la théorie dans cette jauge revient a réinter-
préter les variables dynamiques classiques indépendantes z—, p*, 2, p' et o, comme opérateurs

satisfaisant les relations de paracommutation [2] :

[mi, [pj ,pkL = 2 (9%’“ +g"p ) (2.34)

ol |, ak]- — 2(gns E 4 g% nd, 00 2.35

ns ms & n — g NOn+m 00 +g NO0n41,000, ( . )

[x WAl ] = 264 (2.36)

[:L‘_, [p"', B]+_ = 2B (2.37)

[a;, [a1,,C],| = 2n6u1m0dC (2.38)

ou A ,B, et C sont données par :
A=z, pt, 2¥ ou k.
B=z", 2" p* ou afl.
C =z, pt, z¥Foup.
et qui sont équivalentes a :
{xi(a),pj(a)} = 09 ; [mi(o‘),pj(ﬁ)} =0 a#p (2.39)
+
[Qf(a)y p+(a)} - [x—m), p+(5)]+ —0 a#4 (2.40)
[a;(a), a{ﬁ,ﬁ“’} = 16981 mo ; [ail(a), a{;,smkr =0 a#p (2.41)

et tous les autres commutateurs (et anticommutateurs) du type [A(a), B("‘)] =0 (et [A("‘), B (5)] =

+
0, pour a # )
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Cas parafermionique

Dans cette jauge, les opérateurs paraquantiques z~, p*, a?, p’, ol et bl vérifient les relations

trilinéaires :

[ VL] | = 2 (090, — 576, 4 40])
[,’l,[ L_ = 2(8n8pm00f + 68,1 1000,)
[, [0/, ph] + — 20 (6pk + 5" )
i[04, D] | = 289nbpimD

v, [0, ] +: = 2696,

Ea ,F]+: = u6F

o 6] = 26

et tous les autres commutateurs sont nuls .

Ici, D, E, F, et G représentent les opérateurs suivants

- kook k
x=, pt, ¥, p¥ ou bj.

- k .k k
7p+>l‘ y D7 O Q.

a=, pt, 2, of ou bf

Q= 3"
Il
8

xz, ok, pF afL ou bff

2.3.2 Dimensions critiques de ’espace-temps

Cas parabosonique

Introduisons, dans la jauge transverse, les générateurs M~ sous la forme :

M= =17+ E"
ou
1(, 1 1
'~ == |:$Z, —] oy — = [27, 0]
2 Pt 2 +
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b
S
=

o
o

5

o
o

o
=

(2.44)
(2.45)
(2.46)
(2.47)
(2.48)

2.48

(2.49)

(2.50)



et
B = _% Z ([ La; —aZ, [a;, z%} +> (2.51)

Si on prend les valeurs moyennes sur les états physiques (o/i m |0)), par la seule utilisation

des relations trilinéaires (2.34 & 2.38), aprés un calcul long et fastidueux, I’équation : :

(Ol al, [M'=,M7"] ¥, 10) =0 (2.52)
conduit & :
A , . 2 1 1
[Mz—’MJ — 2 Z < ol o], — [o/n,agkr) [ 2n+QT <n— E) +2a.(0) E}
(2.53)

En conclusion pour avoir ([Mi_, Mj_] = ()), I’équation (2.53 ) donne :

24
D=2+ —
Q (I1-54)
a(0)=1
Cas parafermionique
Introduisons, dans la jauge transverse, les générateurs M*~ sous la forme :
M= = M{™ (z) + K (2.55)
ou
M (z) =1 + E"- (2.56)
4 17, 1 1 ;
= = = [a:z,—] oy — = [27,p] (2.57)
2 Pty 2 +
o
, 7 1 -1 o1
E™ = —=) — <[0/ ,—] o, —a” {o/ , —} > (2.58)
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avec

B 1 +o0 . . 1 +o00 n . . a
a_, = _Z s [Oznil, Odl]+ — Z T;oo <7” — 5) [bn—r7 b,,,] — 5(57170 (259)
et
, PR ] o1

K™ =—- b ,.,—| Gr—G_, |b.,,— 2.60
4T=§<[ p*L ' { p+L> 200

avec

1 &=

Gr =3 _Z AN (2.61)

Maintenant, et de la méme facon, en projetant I’équation [M i_,Mj_] = 0 sur les états
physiques o, |0) et b* _|0) et par la seule utilisation des relations trilinéaires (2.42 & 2.48 )
I’équation :

(0] o, [M7, M7~k 0) + (0] B, [M~, 3] ]0) = 0 (2.62)

conduit au résultat

(M=, MI7] = 2(};)2 { 001 ([a"n,aﬁ;h — {aj_n;a;L) [QDS_ 2 <n— %) - % — n}

_ i ([b%bﬂ_ _ [bﬂ'r,bﬂ) [(Q% - 1) <7’2 - i) 42— 1} 63)

On est donc conduit a conclure que, pour avoir [M = M _] =0, on doit avoir :

8
b=2tg (2.64)
a=3
En particulier, on peut avoir des cordes parafermioniques dans les dimensions D = 10, 6,4, 3
respectivement pour les ordres @ = 1,2,4, 8.
Ceci coincide avec les dimensions dans lesquelles sont formulées les supercordes classiques .
On se propose donc de faire une investigation sur les possibilités d’existance des parasuper-

cordes a D = 3,4,6 .
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Chapitre 3

Parasupercordes

3.1 Introduction

L’interrét que nous portons & la paraquantification de la théorie des supercordes est la
conséquence de différent résultats qui ont permis I'ouverture de plusieurs fenétre d’exploration
sur ce sujet.

En effet, un premier résultat porte sur le fait que les dimensions d’espace-temps pour
lesquelles les paracordes fermioniques sont définies [1, 4] correspondent justement a celles dans
lesquelles sont formulées les supercordes classiques, ce qui nous a conduit & une investigation
sur les possibilités d’existence des parasupercordes a des dimensions d’espace-temps D = 3,4,6
a travers I’étude du formalisme paraquantique et du spectre .

Le deuxiéme résultat est en rapport avec plusieurs travaux sur l’extension paraquantique
de la mécanique quantique supersymétrique [5, 6, 7.

En connexion avec ces travaux, notre systéme correspond & un systéme susy parabosonique-
parafermionique et donc la question soulevée est la superalgébre de Poincaré que doivent satis-
faire les générateurs susy.

Enfin, et en connexion avec certains travaux sur les supercordes fractionnaires [8, 9], qui sont
basées sur des systémes susy bosoniques et fermioniques fractionnaires et qui sont également
formulées & des dimensions d’espace temps D = 3,4, 6,10, le cas des supercordes bosoniques-
parafermioniques a été considéré et la superalgébre vérifies par les générateurs susy a été

construite.

48



3.2 Formalisme paraquantique

Vu les problémes de quantification de la théorie des supercordes dans le formalisme covariant
et de la méme facon que dans le cas ordinaire, la théorie paraquantique des supercordes sera
construite directement dans la jauge transverse

L’action sera décrite par :

__i inay. . oA B Aa
S =—5- [ dodr (aaxa X; — i85 pPops ) (3.1)

Ou:

A, B =1,2 et a est I'indice des composantes du spineur S4

avec
St —
S = . S=5Tpt
SQ
et
0 — 0 =
pl — : p2 — : {ijpB} — _2?7AB
v 0 v 0
Les solutions sont :
i i i I
X' (o,7)=a"+p'7+ Z o, (0) exp (—wnT) cosno (3.2)

n#0

Sl (g, 7) = iQ S Sk exp [ (7 — o]
nez (3'3)
$% (0, 7) = iQ S 8% exp[—n (7 + o)

nez

avec t,a=1,D —2

3.2.1 La jauge transverse

L’étude des cordes parabosoniques et parafermioniques [2, 3] nous conduit & 1’évolution na-

turelle de ce probléme pour les supercordes qui consiste & réinterpréter les variables dynamiques
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x=, pt, al, ptal, et 2, en termes d’opérateurs vérifiant les relations trilinéaires :

[sg , [sfn , ST _ =2 <5“b5n+mslc — 06,4188, > (3.4)

{a;, [a{n,af_ L= 2(6“ N84 m00f +18%6,41004) (3.5)

] ] = 2 (ot 09) a0
14 ]

{afl, [azn,AL = 209né, mA (3.7)

[sg , [sﬁ’n ,B] — 2695, B (3.8)
T+

[:c b, C] +] — uiC (3.9)

[g;—, [pt, D] +] — uD (3.10)

Toute les autres relations sont nulles. A, B, C, et D représentent les opérateurs suivants :

A=z, pt, zF, p* ou s .

B=x",p", 2, p' ou .

k

o k
C=zx,pt 2" o

a
ou sy

N R A a
D=2z, 2" p’a} ou sl

Notre modéle de supercordes paraquantiques correspond donc & un systéme susy du type

paraboson-parafermion.

Le signe (4) dans la ralation (3.8) vient du fait que notre modele est supersymétrique [5]

3.2.2 Décomposition

de Green

Il est souvent plus pratique d’utuliser directement les relations trilinéaires (3.4) a (3.10)

dans les différents calculs &

développer, il est cependant parfois nécessaire d’avoir recours a la

représentation de Green définie par la décomposition :

=1
Q Q Q
IERRIREE A ST Sy 3.1)
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de telle sorte que les relations trilinéaires (3.4) a (3.10) soient équivalentes aux relalions

bilinéaires suivantes :

f@ P =t @] =0 ars (3.12)
[x%a),pﬂa): =2 [ﬁa),pﬂmh:o a8 (3.13)
[ 0] = ns0nmo 5 [aladP] =0 arg (3.14)
O] = e [SOSP] =0 a8 (315)
o, 5] = o el s =0 azp (3.16)

et tous les autres commutateurs (anticommutateurs) de type [A(O‘), B(a)] =0 ([A(a), B (5)] 4=
0, pour a # f3).

Un spineur de Dirac a 2[P/2 composantes complexes, par contre les champs parabosoniques
ont (D — 2) composantes transverses (physiques). Pour arriver a équilibrer les degrés de liberté
parabosoniques et parafermioniques, on doit tenir compte de certaines conditions :

Le type de spineur : Pour les dimensions paires, le spineur est du type Weyl qui restreint
le nombre de moitié, pour une métrique de Lorentz (espace-temps de Minkowski), un spineur
de Majorana existe pour D = 2,3,4mod 8 [27 28], cette condition réduit aussi le nombre de
composantes de moitié.

Si D = 2mod8, on impose au spineur d’étre du type de Majorana et de Weyl a la fois,
donc le nombre sera divisé par quatre. Dans notre modeéle supersymétrique qui existe pour

D =3,4,6,10 nous avons :

Dimensions Type de spineur

D=3 Magjorana

D=4 Majorana ou Weyl

D=6 Weyl
D =10 Majorana — Weyl

En plus, la condition du céne de lumiére, nous réduit le nombre de moitié, et enfin, la

condition de la couche de masse, nous permet de le diminuer encore de moitié.
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Le résultat de cette analyse est récapitulé dans le tableau ci aprés :

Condition D=3 D=4 D=6
Dirac (24 2) C.Complexes | (4+4) C.Complexes | (8 +8) C.Complexes

Type du spineur | (1+ 1) C.Complexes | (2+2) C.Complexes | (4+4) C.Complexes

Light cone 2 C.Réelles (2 +2) C.Réelles (4 +4) C.Réelles
On-Shell 1 C.Réelles 2 C.Réelles 4 C.Réelles
Transverses D — 2 1 C.Réelles 2 C.Réelles 4 C.Réelles

ce qui confirme I’équilibre des degrés de liberté bosoniques et fermioniques.

3.3 Algébre des générateurs supersymétriques

Avant d’aborder I’étude de la possibilité d’existence des parasupercordes & D = 3,4,6 ( par
P’étude de la cohérence de la fonction de partition avec le spectre), nous nous proposons d’abord
de déterminer 'algébre satisfaite par les générateurs supersymétriques .

L’importance de cette question réside dans le fait que notre systéme correspond & I’extension
paraquantique d’un modeéle susy

Dans la litérature, on peut trouver une liste trés riche des travaux [5, 6, 7] sur I’extension de
la MQSUSY a la MQ paraSUSY. Les résultats de ces travaux s’accordent sur les deux points

suivants :

(a). Un systéme susy du type paraboson-parafermion correspondrait & un systéme susy ordi-
naire, dans le sens ou la superalgebre de Poincaré reste inchangée (algeébre des générateurs

susy est du type bilinéaire).

(b). Un systéme susy du type boson-parafermion correspondrait & un un systéme parasusy,
dans le sens ol nous avons affaire a la parasuperalgebre de Poincaré ( ’algeébre des généra-

teurs susy et du type trilinéaires!) .

Il est donc nécessaire de vérifier si nos résultats n’échappent pas a cette régle .

Pour définir les générateurs susy, commengons par remarquer que si les expressions (1.107),
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(1.108) et (1.111) ne posent pas de probléme d’ambiguités d’ordre en MQ), & cause des relations :

ot [seai],] = 0 (3.17.)
[f, [ad, o] ; =0 (3.17.b)
", [sz,si’n}' ~ 0 (3.17.¢)
- [pﬂ[pi,pz-h_} = 0 (3.17.d)

ce n’est plus le cas dans le cadre paraquantique .

La théorie des parasupercordes étant formulée & D = 3,4,6, 10, pour écrire I’algébre des
générateurs susy, introduisons les remarques suivantes :

Dans le cas ordinaire (D = 10), les 16 charges sont décrites par le groupe Spin (8) qui
comprend 3 représentations : une vectorielle et deux spinorielles. Ceci permet la description des
charges Q® et Q% dans les deux repréentations spinorielles ce qui se traduit par une deuxiéme
alternative qui consiste a 1’éclatement de 1’algebre susy en 3 piéces selon (1.108-1.110), il en est
de méme pour D = 6 [29, 30]. Par contre, pour D = 3 et 4 il n’y a qu’une seule représentation
spinorielle.

Donc pour D = 6 on définit les générateurs supersymétriques basée sur une symétrisation

adéquate par :

1 1
Q" = 5[(219*)2,88L (3.18)
Q= )T, Y sl (3.19)

de la méme fagon, le Hamiltonien sera défini par :

1 1 = ) % a a 1
H—F{i;([an,anh—kn[sn,sn]_>+§p?} (3.20)

Maintenant, par la seule utilisation des relalions trilinéaires (3.4) a (3.10) et (3.17) on

peut montrer que les générateurs supersymétriques vérifient les relations d’anticommutations
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suivantes (annexe B).

@@ = ot (3.21)
[Q%Qﬂ+ — 2%H (3.22)
[Q“,th = V2y.p (3.23)

Donc a cause de la symétrisation on retrouve la méme algébre que dans le cas ordinaire
(MQ). Ce qui est en accord avec le résultat (a).

Pour D = 4, les charges supersymétriques s’écrivent sous la forme
o0

o= % (), (7 50)" |+ % 1) T Y (o) 0], (3.24)

n=—oo

On montrera alors que 'algébre est donnée par (annexe C)

b

[Qa,@”} =2 ()’ (3.25)

1
avec h = 5 (1 +5)
avec les mémes démarches , on montre que pour D = 3, l'algébre des générateurs super-
symétriques est

[Q,@]+ =—-2v.p (3.26)

3.4 Condition de “Mass shell”

3.4.1 Opérateur de masse

Dans le cas classique ’expresion de la masse est donnée par

1 o0
M? =—-p?= - Z Oy + M8y, Sh (3.27)
n=1
L’expresion quantique de I'opérateur de masse s’écrit
1 o0
M2 = ~ > atan +nshs, (3.28)
n=1
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avec

3+
|

= Q_p

= S5_p n>1

En utilisant les lois de la symétrisation on écrit I’expresion paraquantique de 'opérateur de

masse de la maniére suivante :

= 2i i:: < ol ap), +n (5%, . st ]7) (3.29)

3.4.2 Quelques exemples :

Dans le cas des supercordes de type I, I’état fondamental est donné par |i) qui représente un
vecteur sans masse avec (D — 2) polarisations qui décrit le photon et son partenaire fermionique
|a) avec D — 2 composantes qui est le photino.

En utilisons les relations trilinéaires et les décompositions de Green, on calcule quelques
masses pour certains niveaux. On vérifie alors que la masse ne dépend pas de la dimension de
I’espace-temps.

1" exzemple : o’ ; |0)

|i)— paraboson )

(|0) représente 1'état fondamental < <\ [&)—sparafermion

La masse pour cet état est

1 o)

Ml 10) = 5= > (ol ah], ol [0)+n [s7, sh ] o,y ]0))
n=1

on peut vérifier directement que (annexe D)

% al,ap], ol ]0) = <Q2n+2)a1|0> (3.30)

«
n:l n=1

et
o0

1

20!
n:l

al,af], ol ]0) = —QZna 110) (3.31)

55



Donc la valeur de la masse pour cet état est :
o' M?a? [ 10) = o’ | |0) (3.32)

qui est la méme masse que dans le cas ordinaire (D = 10).

2¢me exemple : s° 1 |0)

o/ M%s° | |0) = 5% |0) (3.33)

3¢ exemple : sﬁlail |0) et aj_lsL |0)

o' M2 1o | [0) = 25° 107 | |0) (3.34)

o' M2 [P |0) = 207 ;5" |0) (3.35)

remarquons qu’en MQ), ces 2 états sont équivalents et ont la méme masse.
Cependant, dans le cadre paraquantique, bien qu’ils soient & priori differents, nous avons
pa 9 A 3 3 pa . 3
monrté qu’il ont la méme masse. Nous suggérons alors de généraliser la forme de ces états en

les écrivant de la facon suivante :
. . 11 .
s? 107 10) ou o % |0) 3 {oﬂ_l,sb_lkr |0) (3.36)

Avec :
o/ M? <% [o/;l, 5'11]+ |0>> —9 G [a{l,sb_1L |0>> (3.37)

Avec le méme raisonnement, on adopte une forme plus générale pour les autres états

physiques .

3.5 Fonction de Partition

Pour étudier le spectre, on se propose de déterminer la forme générale de la fonction de
partition dans le cas paraquantique pour ensuite, la spécifier pour les différentes dimensions

d’espace temps D = 3,4,6. Pour ce faire, on adopte la méme démarche que celle dans le cas
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quantique.

En loccurrence, on traitera séparement les cas parabosoniques et parafermioniques, on

postulera alors la fonction de partition relative aux parasupercordes .

Oscillateur harmonique Parabosonique :

L’Hamiltonien est donné par :

On peut montrer que :
(n| [a, a+]+ In) = Z {(nla|n) (v'|a* |n) + (n|a™ |n') (0| a|n)}
n/
= ‘an,n+1|2 + ’ar—’z—,n—1|2

qui nous conduit & :

(n] [a+,a]+ In) =Q +2n (3.38)
de telle sorte que :
S nf @zl ) ZWQ*” (3.39)
n=0
Yo ixn _ el
o 1—2x

Oscillateur harmonique Parafermionique :

Dans ce cas, le Hamiltonien est donné par :
Hpy = ) [b+’b]—
de la méme fagon, on peut montrer que :

(n| [b7,0]_n) = |b:f,n_1|2 — |bpps]?
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Un raisonnement par récurrence conduit alors a :

1
bn,nJrl = bz+1,n = [(n + 1) (Q - n)] 2 (340)
avec
n=20,1,2,.... Q
ce qui nous donne
(n| [b%,0] _In) =2n—-Q
on déduit alors :
o0 L ] Q .
Z (n|z2l=n " ln) = Zx”fi@
n=0 n=0
= 229U o422+ + 29) (3.41)

La fonction de partition pour les Parasupercordes :
La fonction de partition pour les parasupercordes est définie comme suit :

a

flz) = Tra™ =Tra? Zia ([t wet] #nfstn st 1)
R Nt G R e I N P
n’/=0
avec an, = +/na, ) b = v/nat et 2/ =1

En utilisoant les relations (3.39) et (3.41), nous obtenons la forme générale de la fonction

de partition

T+am+z2 4. nQ\ P2
+ 2" 4+ 2"+ +x ) (3.42)

o) =20 -2 ( e
n=1

On peut alors déterminer les formes explicites pour les différentes dimensions critiques

En l'occurrence :
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o0
T+a+a2m 4 . + 28"

n=1

= 2[1 + 2z + 522 4 1023 4 202* + 302° + 562°

48427 + 13428 + 1942° + O(z'9)] (3.43)
D=4 Q=4
0o 2
f(l‘) = 4H( 1_:[;211
n=1

= 4{1 + 4z + 142? + 4023 + 1052 + 1962° + 48625

+8762" + 17792% + 31242° + O (7)) (3.44)

1+ 2"+ 227\ *
fl@) = 8H< — )
= 8[1 + 8z + 442? + 1883 + 694x* 4 16402° + 568825

+1222427 + 335422° + 711882° 4+ O(21?)] (3.45)

14z
— 16
s = T (+57)
= 16[1 + 162 + 14422 + 96023 4 52642* + 2505625 + 106 9442°

+418 17627 + 1520 7842® + 5201 2322 + O(2'°)] (3.46)

expresion qui correspond bien au cas ordinaire.

Maintenant, nous pouvons décrire le spectre a travers 1’état fondamental et les premiers
niveaux excités et vérifier la consistance du développement dans les relations (3.33),(3.34) et
(3.35) .

Pour ce faire, commencgons par calculer le nombre d’états pour chaque niveau considéré.
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3.6 Spectre

Etat fondamental

On pose 'état |0) pour représenter les états |i) ou |a) ou :

— |i) : représente les (D — 2) polarisations transverses du champs vectoriel sans masse.
— |a) : représente le partenaire spinoriel avec (D — 2) composantes indépendantes.

Le nombre total est 2(D — 2) états, donc :

l'état fondamental 2 4 8

Tab.3.1 : Etat fondamental

1°" niveau excité

De la méme fagon, les états du 1¢" niveau excité sont donnés par :

s, i) — (D —2)%parafermions

s, |b)  — (D —2)?parabosons (3.47)
o'y |7 — (D —2)?parabosons

ol la)  — (D —2)?parafermions

Le nombre total des états parabosoniques et parafermioniques est 4(D — 2)2.

Donc

D=3|D=4|D=6

16" niveau excité 4 16 64

Tab.3.2 : Nombre d’etats du 1¢" niveau

2°™€ piveau excité
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Le 2°¢ niveau excité est représenté par les états suivants :

<Sa &b > . |) —>parafermions (@)
-t c) — parabosons :
l[ai o } . |k: — parabosons (@2)
2 Ly a) — parafermions :
Lei . !j — parafermions
5 A1 a.3
2[ - _1]+ 7 { \b — parabosons (a-3)
ol , — — parabos?ns (a.4)
|a) — parafermions
R, |i) — parafermions (0.5)
-2 |b) — parabosons

ou l'ensemle des états (a.1) est donné par

(sta) = {3 [msta] o)’

Remarquons que dans le cas ordinaire

<82178b—1> — %5, puisque (s%)® =0

On peut facilement montrer que pour chaque type, le nombre d’état est donné par :

Type d'état Nombre

{ 1ls%y,8%,] |0y — 22U (a(p — 9)]

(s2)® o) —(D-2) [2(D-2)
N e’

dim des 2 états fond.

1 {oﬂ;l,afl} L 10) [(D —2)+ %2@_3)} 2(D - 2)]
1
2

[04717 3(11L 0) | (D—2)*[2(D —2)]
a’y0) (D —2)[2(D —2)]
%5 10) (D -2)[2(D - 2)]

Tab.3.3 :Types d’états du 2°™¢ niveau et leurs nombres

On remarque que ’ensemble <s‘il, Sb_1> a le méme nombre que pour ’état {0/_1, o’ 1} avec
+

la condition (s% )@t =0

61



Le nombre total des états est :
[(D—2)%+4(D—-2)+ (D -2)(D—3)] [2(D—2)] (3.48)

On obtient finalement :

Etat D= D= D=6
(a.1) 1x2 | 3x4 [10x8
(a.2) 1x2 | 3x4 [10x8
(a.3) 1x2 | 4x4 | 16x8
(a.4) 1x2 | 2x4 | 4x%x8
(a.5) 1x2 | 2x4 | 4x8
2M€ niveau excité | 10 56 352

Tab.3.4 : Nombre total des états du 2¢™€ niveau

3°™€ piveau excité

Les états sont définis comme suit :

(b.1)em.. lai, [a{l,s‘il]+ 0) o 12, [aal,oﬂ'_lh 0 (5.6)e. Llat,,s?,], [0)
(0.2)........ 3574 [oz’;l,sb,lh 0) —aly(s?y,5",)]0) (b.7)eeenee 3 [0&2,04 1} |0)
(b.3)...... (s%1,8%4,51) 10) (b.8)........ 2 [s% 8% ] _10)
(b.4)....... Lo, [a{ Lok 1]+ 10) (5.9)....... 3.5, |0)

() 3 [al1,8%5], |0) (b.10)...... o’ 510)

La notation (.,.,.) dans (b.3) est définie par :

<s‘11,sb,1,sc,1> — {%s“l [sb,l,sfl]_ ,% [(3‘11)2,31’,1} , (sal)g} (3.49)
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oll on a tenu compte de I’équivalence entre

[EHRERRUET ENEN R

On peut donc déterminer le nombre des états pour chaque cas et obtenir les résultats listés

dans le tableau 3.5

Etat | Nombre
(b.1) | (D—2)[(D—2) + E2LA] (D — 9)
(b:2) | (D-2)[(D-2)+ 22203 ] 19p — 2)]
sy [521,52,]10) = [3(D = 2)(D - 3) + 2D 2D — 9))
(b:3) [(522)*521] 10) = $(D = 2)(D = 3) [2(D — 2)]
(531)3 10) <(§_2)[2(D_2)] Dp?)i?r D=6
(b.4) [(D —2) + (D —2)(D — 3) + L2ADID=A) [ (9p _ 9)]
(b.5) | [(D—2)%2(D-2)] [2(D - 2)]
(b.6) | [(D—2)%2(D—2)][2(D - 2)]
(b.7) | [(D—2)22(D—2)] [2(D - 2)
(b.8) | [(D—2)%2(D—2)] [2(D - 2)]
(b.9) | (D—2)[2(D—-2)]
(6.10) | (D —2)[2(D — 2)]

Tab.3.5 : Nombre d’états pour chaque type.

Remarquons ici que pour déterminer le nombre des états, on a tenu compte de ’équivalence

entre les membres de gauche et de droit des formules (b.1) et (b.2) et du fait que, a 'ordre

Q = 27 (821)3 =0

Le nombre total des états est donnée par la formule générale :

pour Q £ 1,2 N—{4(D—2)+2(D—2)(D—3)+%(D—Z)(D—B)(D—AL)
+6(D —2)* + (D —2)*(D —3)} [2(D — 2)] (3.50)

pour @ = 2 N = 188 x 8 = 1504 états (3.51)
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Finalement, on récapitule dans le tableau 3.6, le nombre total des états dans le 3°™¢ niveau

éxcité comme suit :

Etat D = D = D=6
(b.1) 1x2 | 6x4 |40x8
(b.2) 1x2 | 6x4 |40x8
(b.3) 1x2 | 4x4 | 16%8
(b.4) 1x2 | 4x4 [20x8
(b.5) 1x2 | 4x4 [ 16x8
(b.6) 1x2 | 4x4 | 16x8
(b.7) I1x2 | 4x4 [ 16x8
(b.8) I1x2 | 4x4 [ 16x8
(6.9) 1x2 | 2x4 | 4%x8
(b.10) 1x2 | 2x4 | 4x8
3¥me piveau excité | 20 160 | 1504

Tab.3.6 : Nombre total des états du 3¢™€ niveau excité

4°M€ piveau excité

Pour mieux faire apparaitre l'interét et la nécessité de la nouvelle notation (.,.,.,....

,.) et

en méme temps, conforter le dévelopement de la fonction de partition, on se propose d’étendre

I’étude du spectre au 4°™° niveau éxcité ; introduisons alors les notations

1
<5i17 3b71> - {5 [5617 3111] K (5a1)2}
a b c 1 a b c 1 a \2 b a \3
S_1,85-1,5-1) — 53—1 S_1,81 5 (3—1) »S-1 7»(8—1)
1 1 2
<S(11,Sb_1,50_1,8(£1> — {Z |:Sa_’175b_1:|7 |:SC_1,5(11:|7 s 55(11 |:(Sb_1> ,80_1:|

1

EICOREANENY!

Il est clair que dans le cas ordinaire on retrouve facilement les résultats :
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(la condition imposée sur les spineurs (s%)? = 0)
<S(11, Slil> — Sngbfl

a b c a b _c
<S—1a S_1, 5—1> — 515151
a b c d a b ¢ _d
<5—1> $_155-15 8—1> — 5151515

les états possibles sont :

(1) oo %[ail,a{ ]+[aﬁl,a£1]+ (1) o, L6y ol g, s%y],
(€.2) oo lga, <a£1[aj1,aﬁl}+> (€12) o....... 5%y (%, 5,
(€.3) e %[Q{J,a{1}+<szl,sil> (€.13) oo o 5 (571,80 1)
(cA4) .. ol g (s, 8%,5%) (c.14) ... (5%5,8%,)

(€.5) e (s, 8,55, s%) (c15) ... 1 [s%5,5%]
(.6) o lai, [oﬂ'_l,o/le (€.16) ........ %0y,
(€T o %[aﬂwa{J+ (€17) o 1lalgs%],
(.8) o Jaiy ol s (€.18) oo %{ai3¢x4}+
(9) ooo.... 5512[a_1,a 1}+ (€19) oo s,

(c.10) ...... 3 [0y, 8%, (€.20) ........ aly

le nombre des états du type (¢.5) est déterminé de la maniére suivante

i %w—mw—@+%w—mw—aw—@

+%w—muyﬂxp—@w—m

a b c d ]
1 [5—175—1]7 [3—1a5—1 -

%ﬁ“ﬁﬂ{f{ —95D—MD—a+%w—m@—aw—@

% [(8“1)3,51’,1- — %(D—Q)(D—?))

(s“)' — (D-2)

Q+

Avec la condition (s) = 0, il y a des termes qui ne contribuent pas. Explicitement, le
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nombre total d’états du type (¢.5) et donné par les résultats :

1
= 12 5 x8xTx6x5=T0 avec (s =0

1 1 1
— 2—>§><4><3+§><4><3><2+E><4><3><2><1:19 avec (s)® =0

3 1 1
= 4—>2+5x2x1+§x0+ax0:5

OH O& & O
|

= 8—-14+04+04+0=1

De méme pour le nombre total des états du type (c.4) :

(D-2)[(D=2)+ (D —-2)(D-3)+%(D—2)(D—-3)(D—4)] Q#1,2

(c4) —
Ax [Ax3+4 x4x3x2] =64 pour Q=2

On peut maintenant donner le nombre pour chaque type d’état dans le 4°™¢ niveau excité

en fonction de D :
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Etats | Nombre
(c1) | (D=2)+3(D=2)(D=3)+ (D —2)(D —3)(D — 4) + {E2ALLAOI
(c2) | [(D—-2)+ (D~ )( —3) +5(D —2)(D - 3)(D —4)] (D - 2)
(e3) | [(D-2)+3(D - -3)] [(D-2)+ 3(D—2)(D - 3)]
o { (D-2)[(D- > (D-2)(D=3)+H(D-2)(D=3)(D—4)] Q#1,2
64 pour Q=2
(D —2)+3(D~2)(D~3)+5(D—2)(D-3)(D—4)
(c.5) +4(D —2)(D - 3)(D — 4)(D - 5) Q#1,2
{ 19 pour Q=2
(c.6) | (D—2)[(D—2)+3(D-2)(D-3)]
(c7) | (D—2)+3(D—2)(D-3)
(c.8) | (D—2)3
(c.9) | (D—-2)[(D-2)+3(D-2)(D-3)]
(c.10) | (D —2)?
(c.11) | (D —2)3
(c.12) | (D—2) [(D—2)+ (D —2)(D - 3)]
(c.13) | (D—2) [(D—2)+ 3(D —2)(D - 3)]
(c.14) | (D =2)+ (D —2)(D - 3)
(c.15) | (D —2)?
(c.16) | (D —2)?
(c.17) | (D —2)?
(c.18) | (D —2)?
(c.19) | (D —2)
(¢.20) | (D —2)

Tab.3.7 : Nombre d’états pour chaque type du 48T0€ piveay éxcité.

Remarquons que pour Q = 1 ( (s*)2 =0 et D = 10), il y a des termes qui ne contribuent
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pas dans les relations (c.3), (c.4), (c.12), (¢.13) et (c.14)

( — 36 x (3 x 8% 7) =1008
( (37 x 8 x 7x6) =448
(c.12) —8x (3x8x7)=224

( (3 x8x7)=224
(c14) — 3 x8xT7=28

qui est le cas ordinaire deja étudié (voir le tableau du premier chapitre).

Finalement, on donne le nombre total d’états physiques pour le 4°™¢ niveau éxcité, pour les

dimensions D = 3, 4, 6, dans le tableau 3.8.

états | (c.1) | (¢.2) | (e3) | (c.4) | (eB) | (c.6) | (e.7) | (¢.8) | (¢.9) | (c.10)
D=3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

D=4 5 8 9 8 5 6 3 8 6 4
D=6| 35 80 100 64 19 40 10 64 40 16

(c11) | (e12) | (c.13) | (c.14) | (c.15) | (e.16) | (c.17) | (e.18) | (c.19) | (¢.20) | Total.|0)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 20 x 2
8 6 6 3 4 4 4 4 2 2 105 x 4
64 40 40 10 16 16 16 16 4 4 694 x 8

Tab.3.8 : 4°™€ niveau excité

On peut, enfin, regrouper dans la tableau (3.9) les resultats obtenus pour les 4 niveaux et
la fonction de partition pour les différentes valeurs de D, le parfait accord du spectre avec les

différents developpements des fonctions de partition confirme la cohérence de cette étude.

o/M? | 0| 1 2 3 4 fonction de partition
D=3|2|4 10| 20 | 40 24 4z + 1022 + 202° + 402%.....
D=4]14|16| 56 | 160 | 420 4 4 16x + 5622 + 16023 + 420z4....
D=6 |8|64]|352]| 1504 | 5552 | 8 + 64x + 35222 + 150423 + 5552x4...

Tab.3-9 : Niveaux excités et fonction de partition
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3.7 Cas Boson-Parafermion

En connexion avec certains traveaux sur les supercordes fractionnaires [8-9] basées sur des
systémes bosoniques et fermioniques fractionnaires qui sont encore formulés & des dimensions
d’espace-temps D = 3, 4, 6, 10, le dernier point de ce chapitre traite des supercordes du type
bosonique-parafermionique. A la différence du premier cas, I’ensemble des générateurs mixtes
des systémes forme l'algébre de la mécanique quantique parasupersymétrique dans le sens de

Beckers et Debergh.

3.7.1 Formalisme

Dans la jaue transverse les opérateurs z—, pT, 2°, p* ,a!, et s% vérifient les relations suiv-

antes :

[82 ) {S?n i ]} = 2 <6ab5n+msf — 59,4180, ) (3.55)

[SZ , [an ,A} } = 25ab6n+mA (A : tous sauf sj) (3.56)
T4

[, ] = 10760 m0 (3.57)

(2, p'] = 6" (3.58)

[z p"] = i (3.59)

et les autres commutateus sont nuls.

3.7.2 Parasuper-algébre de Poincaré

Pour D = 6, on se propose donc de déterminer 'algébre vérifiée par les générateurs super-

symétriques Q% et Q% définis par :

QY = (2p+)% s6 (3.60)

. -1 )
Q" = (p*) 2y Z st o, (3.61)
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le Hamiltonien H est donné par :

H = 2’% { i <Ozinozfl - %n [s%,, . sn ]>} (3.62)

n=—oo

Maintenant, par la seule utilisation des relations (3.55-3.59), on peut montrer que (annexe E)

o Jor@] | = 20 [iter 0] (3.63)
o [0 | = 2(wemet - vy Q) (3.64)
o [0 | = 2 (VErawe VB Q) (3.65)
:Qa,:Qb,Q“: — 2<255bHQ“—\/§yjmpiQ"’> (3.66)
oo @] | = 2(VEied - vay et (3.67)
_Qd,:Qi’,Qé:_ - 2(2H5d5Q6—2H5déQ5) (3.68)

Ceci correspond bien a l'algebre de la MQPS, et donc, est en accord avec le résultat (b).

Pour D = 3,4, on définit les générateurs supersymétriques dans ce cas de la maniére suiv-

antes : -
Q =i (p)* (7o) +i ()T D (v ) el (3.60)
qui nous conduit a
@ [@ @] | =2[-20m)"T +2(m)"T] (3.70)

Ceci correspond aussi a l'algebre de la MQPS.

3.8 Conclusion

Le premier résultat obtenu ici est la cohérence entre la forme génerale suggérée des états
physiques et la fonction de partition & D = 3,4, 6.

Le second résultat est en accord avec ce qu’on peut lire dans la litérature .
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En effet, deux types de systémes sont considérés, un systéme supersymétrique du type
parabose-parafermi et I’autre supersymétrique du type bose-parafermi. Les résultats (3.21-3.23),
(3.25) et(3.26) impliquent que le premier correspond & un systéme supersymétrique ordinaire
alors que les relations (3.63) a (3.68) et (3.70) impliquent que le second correspond & un systéme
parasupersymétrique.

Bien siir, on peut vérifier ici, que I’ensemble des résultats (3.63) a (3.68) et (3.70) impliquent
celle de (3.21-3.23) 3.25) et (3.26), mais I'inverse n’est en général pas vrai.Ceci est complétement

consistant avec le fait que les bosons sont des parabosons particuliers.
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Chapitre 4

Cordes hétérotiques dans le cadre

paraquantique

4.1 Introduction

La théorie des supercordes a fait considérablement progresser la théorie des cordes , seule-
ment elle présente des anomalies. Green et Schwarz considérent le cas des anomalies de jauge
pour les supercordes ouverte de type I et découvrent qu’a une boucle, les anomalies sont élim-
inées pour les groupes de jauge SO(32) ou Eg ® Eg. Cependant la théorie des supercordes ne
peut incorporer de tels groupes, ce qui a amené D.Gross [31-32] & introduire la notion de corde
hétérotique qui est en fait une ingénieuse idée qui permet d’introduire ces groupes de jauge.
En effet une corde hétérotique est une combinaison des modes droits des supercordes fermées a
D’ = 10 dimensions et des modes gauches des cordes bosoniques fermées & D = 26 dimensions.
C’est alors par compactification des 16 dimensions internes (par un mécanisme de Kaluza-Klein
[14, 15] généralisé, adapté a la théorie des cordes) que l'on produit le groupe de symétrie de
Yang-Mills Eg ® Eg ou SO(32).

En effet, les 16 dimensions compactifiées sont représentées sur un réseau, sa nature nous
permet d’introduire le groupe Fg ® Es.

Les cordes hétérotiques sont des cordes fermées, par conséquent, le réseau doit étre pair. D’un
autre coté, pour que la théorie soit finie & une boucle, 'invariance modulaire nous permet de

faire le calcul d’intégrale sur un domaine libre de poles appelé domaine fondamental. Cependant
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cette invariance modulaire exige que le réseau soit self dual. Sachant que les réseaux self duaux
pairs ne peuvent exister que dans des dimensions multiples de 8, & 16 dimensions, le réseau est
celui des racines du groupe Fg ® Fjs.

On montre alors qu’a une boucle cette théorie est finie, libre d’anomalies, sans tachyons et
libre de ghosts.

Les résultats des chapitres 2 et 3 nous conduisent & étudier I’extension de toutes les questions
soulvées sur les cordes hétérotiques dans le cadre de la paraquantification, en considérant la

24 8
compactification de D = 2+ — pour les modes gauches des cordes parabosoniques 4 D' = 2+—

Q Q

pour les modes droits des parasupercordes fermées.
Apres construction du formalisme, on fixera le type de réseau, son groupe et on étudiera la
cohérence de la théorie par ’étude du spectre et la construction de l'algébre des générateurs

supersymétriques.

4.2 Formalisme

Dans la jauge transverse, tous les degrés de libertés sont physiques et transverses, le secteur
des modes droits des cordes hétérotiques paraquantiques est constitué des déplacements droits

. 8 8 .
des parasupercordes fermées orientées & D' = 2 + — c-a-d — coordonnées parabosoniques

Q

) et des coordonnées parafermioniques du types Majorana-Weyl

, 8
transverses X'(1—o0) (i =1, =

ou de type Majorana, S*(t —o) ou (a = 1, QDT). Le secteur des modes gauches est constitué par

24 . . . .
les D = 2 4+ — dimensions des cordes parabosoniques fermées orientées c-a&-d — coordonnées

Q Q

. 16
transverses X*(7 + o) et X/ (1 + ) avec (i =1, =) et (I = 1,—=) ot X' sont les coordonnées

Ol

de ’espace interne compactifié.

L’action s’écrit alors

D-D’
_ 1 i9a vi Iqa 1 O —
S = 47ral/dadr (aaxa X'+ ; 9. X19°X! +iSy™ (0; + 05) 5) (4.1)
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les solutions pour les différents champs sont données par :

; 1, 1, 11,
X'(r—0) = 52 + 5P (1—0)+ 512:%@” exp [—2wn (7 — 0)]
n=1
; 1., 1, Ry
X' (tr4+0) = 7% P (1+0)+ 512Ean exp [—2wn (17 + 0)]
n=1
o0
SU(r—0) = Y Stexp[-2m(r—o0)
n=-—00
1 1
Xl(r+0) = +pl(r+0)+ 5225&5 exp [—2wn (7 + 0)]
n=1

En terme de modes, les variables dynamiques indépendantes vérifient les relations trilinéaires

suivantes

% (6ijpk + 6zkp]>
269 A
2(n6Y 8 m 00 + 6%, 00,

2(n6" S pmo0d)t + 8,4 00)

26116, C

2[ (7R S — (7)™ 5]

2 (YT h)™ 6pymD

i(éIJpK +5IKpJ)

W E

LD —2

LD —2

— 16

L.D-D=1—
Q

les opérateurs A, B,C, D, E sont données par :
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_ ok k=1 I I
A= o a,,s% ' p

n’ n»<n’
B = wk,pk,&fl,s‘}l,xl,p[
C = :Bi,pi,a,fl,s?l,:EK,pK
D= xi,pi,a%,&é,xl,p‘]
E = xi,pi,a%,af,sﬁ,xK

et I’hélécité h est définie comme suit :

h=5(1+7vp41)

N

Remarque : Dans les deux derniéres relations trilinéaires, nous avons un facteur 1/2 qui
apparait par rapport aux autres relations, ceci est di au fait que, dans la partie compactifiée
X', nous n’avons que les modes gauches par contre pour les X? nous avons les modes gauches
et droits.

En utilisant la décomposition de Green, on obtient les relations de commutations et d’anti-

commutations suivantes :

[ ] = b [xi(a),pj(ﬁ)}+=0 a#f (4.19)
[0l = n0Yonimo i [alalP] =0 a#p (4.20)
@O = nohume o [A9.E0] =0 azs @2
O], = Phn O] =0 ags e
[aga),sgga)} -0 ; [aﬁ“),s%@L: 0 a#p (4.23)
O] = St [O0] =0 atp (4:24)

4.3 Propriétés du réseau

les cordes parabosoniques existent pour D = 2—1—% (Q=1,2,3,4,6,8,12,24), les supercodes
existent pour D' = 2 + % (Q=1,2,4,8)

Pour le méme ordre paraquantique, les seules possibilités d’existance pour les cordes hétero-
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tiques sont :

Q@ = 1— (D,D') =(26,10)
Q = 2— (D,D') =(14,6)
Q = 4— (D,D')=(8,4)
Q = 8— (D,D')=(53)

La construction d’une théorie finie & une boucle conduit & imposer l'invariance modulaire.
On montrera alors qu’en plus du cas ordinaire (D, D) = (26, 10) , et vu les propriétés du réseau,

seul subsiste le cas (D, D) = (14,6).

4.3.1 Invariance modulaire

On se propose de dériver I’expression de 'amplitude & une boucle dans le formalisme de
la paraquantification. En termes de vertex et de propagateurs, cette amplitude s’écrit sous la

forme

ALoop = Tr [AV(N).....AV (1)] (4.25)

N : nombre de vertex.

V . vertex.

A : propagateur.

Le principe de cette construction consiste a faire une comparaison formelle entre I’amplitude
établit par Ardalan et Mansouri [34] dans le cadre d’une théorie des cordes parabosoniques et
celle correspondante dans le cas ordinaire, pour ensuite procéder par analogie pour formuler
I'expression de cette amplitude dans le cas des paracordes hétérotiques a partir de celle des

cordes hétérotiques qui, dans le cas de 4 particules, est donnée par [32]

4 5
My~ [TIstol™ || & @™
1=1

In |w|

< I (Corw)2% [¢(Ciy2)] ™ L@,z K) (4.26)

1<i<j<4
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avec

n?|z|] |1 -2z o7 (1 —w™z2) (1 —£5)

X(z,w) = exp [2111@] — 71_:[1 T (4.27)
$E.5) = ex [ln E}l—?ﬁ (1-@mz) (1-25) (4.28)
R P RRVERE S (1-am)° '

1 ‘Lz )
N 1. [, <z
L(w,z;, K;) = Z exp |5 Inw (P Zlanl> (4.29)
PeA =1
et
i—1
Qi=) K (4.30)
j=1
! In Zi
=Y o (4.31)
7=1
_ Inw (4.32)
T o '
le' = ZjRGgTeeeeeeens Zj (433)

flw) =T a=wm™ (4.34)

Dans le cas d’une théorie des cordes parabosoniques ; Ardalan et Mansouri [34] ont déterminé

cette amplitude pour M partucules et ont obtenu :

M— 271'2 M
Aroop (1,2, 0, M) /1;[ Vm_y])dy]]/dqq 1-Q(D~2)/12,~1-Q(2~ D)/24[ lnq]

(2 D) QH ey, w)] ks (4.35)
I<J

avec In¢lnw = 272
les proriétés des fonctions ¥ (annexe F) nous permettent d’écrire la fonction de partition

sous la forme
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27
)= {‘m] ML () (4:36)
on peut alors écrire
M—-1 27T2 M
Apoop (1,2, ..., M)~ / 11:1—1 [0 (Vi1 — Vf)dl/l]/dqq_1_Q(D_2)/12w_1_Q(2_D)/24 [—m}
(@-pjg [ 27 |97 Q(2-D)/24 Q(D—2)/12 krk
X [f(w)] o w q T w(ers,w)*
<J
M-1 M
) 2
/ I @ era —Vl)dl/l]/dqq fw! [ %}
=1 nq
o 1Q(D-2)/2 -0) .
X [—m] T llers, w)F* (4.37)
<J
mais [33]
dg M
Hdm; W —nw)" =T 9 (v —vi) dvy (4.38)
=1
alors
9 1Q(D-2)/241 N
AfLoop (1,2 /Hd.’L’[W 2 D)Q[ lnw] H W(CIJ»W)]MJ (4.39)

1<J

d’un autre coté, dans le cas d’une théorie des cordes bosoniques, ’expression de 'amplitude

est donnée par [33]

[T lw(ers,w)* (4.40)

:|D/2
I<J

2 D 2
ALoop /Hdﬁlw |: nw

I'analogie formelle entre (4.39) et (4.40) nous conduit & interpreter 'opération de paraquan-
tification comme ’éclatement de I’espace physique a (D —2) dimensions au para-espace physique

de Green de dimension Q(D—2), ce qui se traduit par la substitution de (D—2) — Q(D—2) =
D QD-2)
Z x4

1.
2 2 *
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Sur cette base, et dans le cas d’une théorie des paracordes hétérotiques, 1'expression (4.26)
nous permet d’écrire 'amplitude en fonction des dimensions D et D’ et de 'orde de la paraquan-

tification @) de la fagon suivante [35] :

Q(D'—2)+2
ALOOP /HdQZZ |W|7 |: ln\w[] X H OJI, 2 b JB(w z’L?K’L) (441)
1<i<4
ol
B(@. %K) =7 /@) P [p(Cr,8)] " (@7 K) (4.42)

Maintenant, pour des considérations géométriques, 'amplitude est finie si et seulement si

elle est invariante modulaire. Considérons alors la transformation modulaire

Inw , 1 2mi
= —_— = ——_— = — 4:.4
T 271 -7 T In w’ (4.43)
et le Jacobien suivant . )
HdQZi w| ™2 ~ d2THd21/i (4.44)
i=1 i=1

a partir de la transformation (4.43) on peut écrire

d*r — —4d27' (4.45)
7|
d? L2y, 4.46
VZ | |2 UZ ( * )
In |w|
In|w| - — (4.47)
7|
et donc
4 Q(D'-2)+2 . ) 3 A Q(D'—2)+2 (/)
2 T 2 Q(D"—2)+2
42z |w| 2 [— T } — —d*r—[[d%v [— } TP (4.48)
E ' wl 7 [* |T|6£[1 ‘el

Ce facteur est invariant si et seulement si

D =2+ § (4.49)
0 .
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Remarquons aussi que puisque [32]

> kikj=0 (4.50)

1<i<j<4

alors
1 % Y kik;
[T (Corw)z" = x(Chrw) Sost =1 (4.51)
1<i<j<4

Une relation essentielle & I'invariance modulaire et qui exige la self-dualité du réseau A est celle

qui donne la transformation de L(w,Z;, k;). En effet, en accord avec [32] on peut écrire

5 Q(p-D") 02 N n% 2 . N 2
_ T 2 T nz; _
vE sk~ o5 T Tew i (P‘Z ﬁ@) "o (Z Qﬂ“z)
PeA =1 =1
(452)

De méme, une autre transformation importante est celle de f(w). En effet, on peut écrire

1

f(w) — <l> W DT QD=2 f(w') (4.53)

T

Maintenant, si on considére ces facteurs ensemble et toujours en accord avec [32], on peut écrire

@ ] W@l

1<i<j<4

o KK
—1—1 p(—/ 7Q(D72)_w — N 'L7ryi2j J
— w f(@) T2 X H w(yij,T)Texp —

1<i<j<4

Q(p-D’) i
?

N 2
XL(T, v))T=— 2z exp| —— (ZQZE> (4.54)
i=1

A priori, il y a deux facteurs qui violeraient l'invariance modulaire, & savoir le facteur 7 et

I’exponentielle contenant 7. En utilisant les identités suivantes [32]

I =% =7" (4.55)

1<i<j<4
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et

N 2
> TLKK; = (ZQ%’) (4.56)
=1

1<i<j<4

On remarque que les deux facteurs en exponentielle s’annihilent et le facteur en 7 donne

QD-2) , QD'-D)
T 2 2

=1 (4.57)

8

qui est analogue & la condition des parasupercordes. Notons ici que dans le cas ordinaire
(D,D") = (26,10), cette condition est vérifiée implicitement, seule la condition de self dualité
du réseau est mise en évidence. Par contre, dans le cas paraquantique, en plus de la condition
de self dualité, la condition D' = 2 + 8 vient conforter la théorie des parasupercordes.

Q

Finalement 'amplitude (4.41) est invariante modulaire (donc finie) si et seulement si

A = AF reseau self-dual (4.59)
D = 2+ (4.60)
les cordes hétérotiques étant des cordes fermées le réseau doit en plus étre pair
En conclusion, on peut construire une théorie des cordes hétérotiques paraquantiques finie
a 1 boucle dont le réseau des racines du groupe de jauge est self-dual. On peut avoir deux

possibilités de 'ordre de la paraquantification @)

Q = 2= (D,D') =(14,6) (4.61)

Q = 4= (D,D') = (8,4) (4.62)

Q = 8= (D,D')=(53) (4.63)
en plus du cas

Q=1= (D,D') = (26,10) (4.64)

Ce résultat est trés intéressant par le fait qu’il démontre qu’on ne peut avoir une théorie des
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cordes hétérotique paraquantique finie & une boucle que si la dimension critique des modes droits
vérifie la relation établie par [2-3] : D' =2+ %. D’un autre coté, par rapport au parameétre (),
cette équation donne une condition plus forte sur () que celle donnée par la dimension critique
des modes gauches D =2 + %, a savoir () ne peut prendre que les valeurs 1,2 et 4.

Maintenant, si en plus on exige que le réseau soit pair et puisque les réseaux self-duaux pairs

ne peuvent exister que dans des dimensions
(D—-D') =8n, n € N* (4.65)
alors, en plus du cas ordinaire, seule la possibilite ou
Q=2 = (D,D') = (14,6) (4.66)

existe et ou le réseau est celui des racines du groupes Ej.

4.4 Algébre des générateurs supersymértriques

Le modele des cordes hétérotiques considéré est du type parabosonique-parafermionique.
On se propose de déterminer I'algebre des générateurs supersymétriques. On vérifie alors que
cette algebre est bien analogue a celle du cas ordinaire.

Les générateurs supersymétriques sont définis comme suit :

[o.9]

(o) ]+ (01T D (s ad] (467)

n=—oo

(SIS

Q° = [(p+)

N .

En utilisant les relations (4.8, 4.9), (4.12, 4.13), (4.20) et (4.22), avec les mémes démarches

que dans le cas D =4 ((3.24), (3.25) et annexe C) un calcul direct conduit a 1’expression

b

[Q“,@bL — —2 (hy, ") (4.68)

analogue a celle du cas ordinaire (D, D) = (26, 10), et est en accord avec le résultat (b) (chap.3).
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4.5 Condition de “Mass-Shell” et fonction de partition

4.5.1 Condition de “Mass-Shell”

Notre intérét se porte donc sur le cas (D, D’) = (14, 6).
Remarque :Pour D’ = 6, le spineur S est du type Weyl, pour Q = 2 il doit vérifier S2 =0

Le fait de compactifier nous permet de définir la masse par :
1 1S 2

2 N7 = T
ZMN+(N—O+2;Jp)

les opérateurs de nombre N et N sont données par :

(ot + 55

( ~z(a) + & (f:) I(a))

»3

||M8 HMS

Notons ici la présence d’une contrainte suplementaire qui découle du fait que nous avons
affaire a une corde férmée, par consequent, la théorie devrait étre indépendente du choix de

Porigine du parametre o. Ceci est traduit par la relation[19-20] :

- 1
N+¥%—1: N (4.69)
8 2
avec p% = Z(pl)
I=1

~ N+ %p% — 1 : représente 'opérateur de nombre de particule pour les modes gauches
— N :représente 'opérateur de nombre de particulepour les modes droits— parasupercordes
4.5.2 Fonction de partition

Le réseau étant pair et self dual [20, 22 ,23], le seul groupe qui nous permet de le représenter
est le groupe Eg ( gii € 27 et det g = 1 avec g;; la métrique de Cartan).

En effet, on peut voir que pour que le réseau soit pair, la diagonale de la mértique doit étre
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paire

pi = prpL= Y (pL); gij (L),
i

= Y (pr)igi +2Y (pr); gij (pr);

i 1<J

Puisque p% € 27 il est clair que gy € 2Z
D’un autre coté, en utilisant la transformée de Fourier et les transformations T et S intro-
duites dans [20-21], on peut voir que la self dualité conduit a detg = 1. Le seul groupe qui

vérifie ces conditions est le groupe Fg qui est défini par la métrique de Cartan

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
9ij =
-1 2 -1 -1
-1 2 -1
-1 2
-1 2
et les vecteurs Poids
(n1,n2,n3, ....... , M)
w =
(n1+%,n2+%,n3+%, ....... ,ng+%)
8
avec an € 2N
i=1

Pour calculer la fonction de partition qui nous permet de déterminer les nombres des états
dégénérés, le plus important et de voir la partie des 8 dimensions compactifiée qui est représentée

par le groupe FEg.
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La fonction de partition pour cette partie est définie par :
Pp. = Zeiﬁ7|w|2 _ Zq%|w|2
= =
w w
4 ’ 1 .
Insérons le facteur 3 (1+ e”Zi"i) ou % (1 + e”zl'("’JW)) on peut écrire :

PEg _ Z% (1 _|_ei772i"i> eirr‘rnf + Z% <1 —i—emZi(ni—’_%)) eim-(m-&-%)z
n;

ng

8
1 imn; jimTn? imTn? ir(ni+2) irr(ni+2 2 irT(ni+ = 2
Py, = 51‘[2{@ eimmn? 4 gimtn? y gin(nits)gint(nity)” 4 gin( 2)}
=1 n;
Les propriétés des fonctions 9 (annexe G) nous permettent d’avoir une écriture plus com-
pacte
En effet :

Pg, = = (95 + 05 +0%)

DO =

en utilisant les séries d’Einsenstein [36], cette relation peut s’écrire :

n3 q3 o0

L o8 o 98 . o8 - — n
Ey= 5 (93 +95+93) =1 +2407; = 1 +2407§:103 (n)q (4.70)
avec la fonction o, (n) caractérisée par
oo (n) = Zdo‘ (d diviseur de n) (4.71)

d/n

pour les modes gauches des paracordes fermées, ’opérateur nombre N nous conduit & décrire

la fonction de partition comme suit

f(z) = Zd(n)x”:TmzN

n

0o ~i(a) ~i(a ~I(a)~I(c
TS DO (88 1l at)

(remarquons que N = 23, <[ain, &;]Jr + [&I,n, aﬁ] T 2@) )
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Utilisons les relations (3.38) et (3.39), on peut écrire

f(@)= ﬁ (1 _13:”)12 (4.72)

n=1

(12 représente i + I = (D' —=2)+ (D —D') =D —2 =12)

donc la fonction de partition pour les modes gauches s’écrit :

idL (N)2l = §<1+240§:03 (n) x”) ﬁ (1—am™) 12 (4.73)

N n=1 m=1

1
Pl représente le (—1) dans (4.69)

Pour les modes droits des parasupercordes fermées, on a déja montré que

oo on 4
> an0ya = ST (HHEE)

N=-1
= 81+ 8z +442” + 188z° + 6942* + 16402° + 5688z°

+ 1222427 + 335422° + 711882 + O(z'?)] (4.74)

Donc la fonction de partition totale est donnée par le produit de la fonction de partition des
modes gauches par celle des modes droits.

Le développement en séries de (4.72) nous donne

H (1—a™ = 1+ 12z + 9022 + 5202 + 25352% + 10 9082° + 42 61425
m=1

+153960z" + 521 2352° 4 1669 7202” + O (2'°) (4.75)
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de méme

(1 + 240§:ag (n) x") = 14240 [z + (1+2%) 2+ (1+3%) 2+ (1+2° +4°) 2*
" +(1+5%) 2"+ (1+2°+3%4+6%) 2% + (14 7%) 27
+ (1+2°+4°+8%) 2%+ (1+3°+9%) 27 + O (2'9)]
= 1+240 [z 4 92° + 282 + 732" + 1262° + 2522°
+ 344" + 5852° + 7632 + O (2'7)]
= 1+ 240z + 21602 + 67202 + 17520x* + 3024025 + 604802°

+825602" + 1404002° + 1831202° + O (2'°) (4.76)

on peut finalement écrire (en utilisant le Mapple)

> dr (N)aN = 25245130z + 547602 + 419 8952:% 4 2587 7882* + 13 630 6942
N

+63 61812020 + 269 531 95527 + 1054 200 2802° + ........ (4.77)

4.6 Spectre

Pour les différents niveaux, les états physiques sont représentés comme suit :

Niveau fondamental

Puisque nous avons deux secteurs différents (gauche et droit), 'espace de Fock se construit
a partir du produit tensoriel des deux états suivants |0); X |i ou a)p. & D =6, i,a = 1,4.

L’écriture générale des états du niveau fondamental est donnée par

Secteur gauche

Pour les modes gauches, on dénombre les états :

ail |O>L — 4
al, |0y, — 8 (4.78)
oG =2 — 0
ce qui nous donne pour les "left” 240 4+ 8 + 4 = 252 (qui confirme le développement de la
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fonction de partition).

Secteur droit

Pour les ”right” on dénombre 8

Donc nous avons 8 x 252 = 2016 états

Par analogie a la description donnée a I’état fondamental dans le cas ordinaire, au niveau fon-
damental, cette théorie décrit la (para)supergravité (PSG) et la (para)superYang-Mills PSYM)
a D = 6 en associant les états construits aux particules (graviton, gravitino) pour la PSG et (
photon, photino) pour la PSYM. En effet :

Pour ces états, on peut voir la théorie de la (Para)SuperGravité (PSG) et la théorie de la
(para)SuperYang-Mills (PSYM) & D = 6.

— (Para)Supergravité : elle est donnée par [0); x |i ou a)p

a0y, x |j>R+5z];1 0), x|i)p — X 4 x 3+ 4 =10 — graviton

a1 10), x|j)g — 5/_1 0), % |i)g — X 4 x 3 =6 — tenseur antisymétrique

ai—l 0), x|a)yp — X 4 x4 =16 — gravitino

NI—R N RN~

Donc la PSG donne 10+ 6 + 16 = 32 états
— (Para)SuperY-M : On définit le multuplet (A, 1) comme suit (A vecteur, 1) son partenaire
supersymétrique)
_ 2 .
[0/_1 |0); + ’p[; (pI) = 2>} X |i ou a)p
On peut donc établir la correspondence

[&I,l 10), + ‘pl; (p[)2 = 2>] X |i)p — 248 x 4 =992 états — (photon)

[ail 10), + ‘pl; (r')* = 2>} xa)y, — 248 x 4 =992 états —> (photino)

Enfin, pour la PSYM nous avons 992 x 2 = 1984 états.
Le total est 1984 + 32 = 2106 états.

Le 1°F niveau
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Pour les modes gauches, les états physiques sont :

8+8;7:36

8

2160

8 x 240 — 1920

4 x 240 = 960 (4.79)
4

4x8=32

4+4;3:10

Le nombre global est : 36 + 8 + 2160 4 1920 + 960 + 4 4+ 32 4+ 10 = 5130

Pour les modes droits on trouve 64
Le total est donné par 64 x 5130 = 328320

Le 2°™€ pijveau excité
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Les états sont définis de la maniére suivante :

)
3 [@0ah] [ 0") = 2)
)

8+8><7+8x3ﬂ:120
8 x 8 — 64
8

8 x 2160 = 17280
<8+ 8;7> % 240 = 8640

8 x 240 = 1920

4><3><2_
s =

44+4%x3+ 20

4x4=16
4 (4.80)

4 % 2160 = 8640
<4+4;3> x 240 = 2400
4 % 240 = 960
8><<4+4X3>:80

2
4><<8+8>2<7>:144

6720

8 x 4 x 240 = 7680

4x8=232

8§ x4 =32

Le total des états pour les modes gauches est 54760

Ainsi que pour les supercordes nous avons 352 états

Nous obtenons pour le 2¢™€ niveau : 352 x 54760 = 19275 520 états

Le 3°™€ niveau excité



De méme, les états sont données comme suit :

[(~K
0571,

[~
0471,

[~1
06_2,

~K ]

o

S|

0)L

8+gx8x7+gx8x7x6+

8x<8+8X7>—2%

4]

2
8x7_
5=

8x8=064

36

8+

8
8 x 6720 = 53760

8 x 2160 = 17280

<8-+—§—§¥Z> « 2160 = 77760

<8+8x7+§1%55>x24ﬁ:%8m
17520
8 x 240 = 1920

8 x 8 x 240 = 15360
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3 3
4+§><4><3+§><4><3><2+

4><(4+4>2<3>=40
4%x3
2

4+ =10

4 x 6720 = 26880

4 x 2160 = 8640

4
<4+ ; 3) % 2160 = 21600

4 9
<4+4x3+x—3x>

4 x 240 = 960

4 x 4 x 240 = 3840

4x3 8% T
(123 (54257 o

4><(8+8>2<7>:144
8><<4+4X3>:80
2

4 x (8+8>2<7> « 240 = 34560
8 x (4+4>2<3> « 240 = 19200
4 x 8 =32

4x8=32

4 x8=32

4 x 8 x 2160 = 69120

4 x (8+8><7+8x3ﬂ> — 480

4 9
8 x (4+4x3+%> — 160

4 x 8 x 240 = 7680
4 x 92 240 = 7680
8x 4 x4=128

4 x 8 x 8 =256

4><3><2><1_

x 240 = 4800



Pour les modes gauches le nombre total d’états est : 419895

Tandis que pour les modes droits, qui représentent les parasupercordes a D = 6, le nombre
d’états est comme on ’a déja vu dans le chapitre précédent : 1504 états

Finalement le nombre d’états pour le 3¢™¢ niveau est : 419895 x 1504 = 631 522 080 états !!

Nous remarquons que le spectre pour les paracordes hétérotiques est trés riche par rapport

a celui des parasupercordes.

4.7 Conclusion

Dans cette étude, nous avons montré qu’en plus du cas ordinaire (D, D’) = (26,10), les
paracordes hétérotiques survivent uniquement pour (D, D’) = (14,6) et que nous avons une
seule théorie des paracordes hétérotiques & D = 6 qui est la théorie décrite par le groupe FEg, a
la différence du cas ordinaire (D, D) = (26, 10) ou il y a deux théories apparemment différentes
Es® FEg et SO (32).

On a vérifié la consistence de cette théoriepar le calcul de la “one-loop amplitude” en
exigeant 'invariance modulaire, on a construit l'algébre des générateurs supersymétriques et
montré qu’elle est équivalente a celle d’'un systéme SUSY ordinaire.

Enfin, on a étudié le spectre, et vérifié la consistence des états construits avec la fonction

de partition totale développée.
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Conclusion

Ce travail a conssisté a faire I’étude de I’extension des théories des supercordes et des cordes

hétérotiques dans le formalisme de la paraquantification.

— Le premier résultat obtenu est, a la différence de la théorie quantique des supercordes qui
est définie dans un espace-temps a D = 10, la survie, dans le cas des parasupercordes, des
quatres dimensions d’espace-temps (D = 3, 4, 6, 10) pour lesquelles sont formulées les
supercrdes classiques, en particulier pour la dimension D = 4 de ’espace de Minkowski,
malgré les difficultés associées a 'ordre @ = 4 (comme la complexité des relations de
commutation et I'introduction du para-espace de Green).

En effet, pour cette étude, deux points ont été développés :

1. L’étude du spectre : La généralisation de la notion des états créés dans ’espace de Fock
a permis de démontrer la consistance de la fonction de partition qui a été construite pour

les differentes valeurs de D.

2. L’étude de l'algébre des générateurs supersymétriques : Deux types de systémes super-
symétriques ont été considérés, les résultats obtenus s’accordent avec ce qui a été établi

dans la littérature, a savoir :

Un systéme supersymétrique du type “parabose-parafermi” est équivalent & un systéme
SUSY odinaire, alors qu’un systéme SUSY du type “bose-parafermi” est équivalent a un systéme
paraSUSY. Ceci se traduit par le fait que le boson est un paraboson particulier.

— le second résultat est que, en plus du cas ordinaire (26, 10) pour les dimensions d’espace-
temps dans lesquelles sont formulées les cordes hétérotiques, seule survit, le cas (14,6)
pour la théorie des paracordes hétérotiques qui est construite a partir du seul groupe
possile Fg. Pour cela, plusieurs points ont été développés :

L’invariance modulaire : qui a permis d’affirmer que le réseau doit étre self-dual, la corde

fermée exige en plus que ce réseau doit étre pair, d’ott 'unique groupe Fj.

La consistence entre le spectre et le developpement de la fonction de partition.

La consistence de ’algébre des générateurs basée sur des relations bilinéaires.

Comme perspectives, il serait intéressant de voir I'impact de ces résultats sur la M-theory.

En effet, la particularité de cette étude est I'unicité de la théorie des cordes hétérotiques a
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Dimension

A

1 ] supergravite M-Theory
S
s N
10 I TypellB | | TypellA | | EgxEg | | SOBB2) L Typel L
T T

Théorie aprés compactification.
4 Description quantique des 4
forces de la nature.

F1G. 4-1 — Théorie d’unification dans le cadre quantique

D = 6 —hétérotiques Fyg, alors que dans le cas ordinaire nous avons deux possibilités Fgs® FEg
et SO(32).

Le handicap de la théorie des cordes est le probléme de 'unicité. En effet cing types de
théories des cordes & D = 10 sont possibles types I, IIA, IIB, SO(32) et Es ® Fs. La M-
theory consiste a résoudre le probléme de I'unicité en proposant une théorie plus générale qui
englobe ces 5 théories. Dans le méme esprit de Kaluza-Klein, I’opération d’unification a eu pour
consequence 'augmentation de la dimension de ’espace-temps qui est passée & D = 11 et qui
correspond justement & celle de la supergravité. Ceci est schematisé dans la Fig.4-1 (T et S
représentent les dualités).

Dans le cas des paracordes & D = 6, on a affaire & 4 types de théories des paracordes :
types I, ITA, IIB, et Eg. Dans le méme esprit, les questions suivantes s’imposent : Quelle serait
alors la théorie qui pourrait les unifier 7, la dimension de ’espace-temps pour laquelle elle sera
formulée 7, peut-on alors parler de la parasupergravié? et quel serai I’avantage de 'opération

de compactification ? (Fig.4-2)
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Dimension

A

?7? ??
2 || ParasSupergravité Para-M-Theory !
@ S 272
6 Type 11B Type 1A Es Typel |
T \_/
??

Théorie paraguantique a
I’ordre Q=2 qui décrit les 4
forces de la nature.

F1G. 4-2 — Modeéle d’unification suggéré pour 'ordre de la paraquantification Q) = 2
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Annexe A
Propriétés

1. Dans la jauge transverse les matrices - vérifient

v o= i=1,D-2
1

,}/i — 5 (,}/0 Zt VD*I)
1

= 3 (=0 £7p-1) = ==
{vFr =2
T

(Vi) =7

YT = V2T = V270
Tyt = V2709t =v2yy0

2. Les matrices 7 dans la jauge transverse verifient les relations suivantes

= 0 Vad
T O
avec
Yoo = (3ha)"
i=1,D—2



Pour l’algébre de Clifford

{77} =28

1. Elle est satisfaite si :
Vo Ty T Voa Vi = 267 0a
i,j=1,D—2

3 Les matrices v* de Dirac verifient I'algebre de Clifford

A = 29" pv=1,D-1

avecnl“’ = (_7+7+7"'a+)

Remarquons que pour les matrices yP+1
D paire — APl A04142 4 P71

D-1 D—-2

D impaire — 7D+1 =1letry S

on peut classifier ces matrices par rapport au type de spineurs et la dimension de ’espace-

temps D selon le tableau suivant :

D | Spineur Matrices de Dirac
1 0 0 0 —
3 | Majorana | 7° = vt = 2=
0 -1 v 0 1 0
1 0 4 0 o 0 1
4 | MouW |A%= Y= ' V5 =
0 -1 —o* 0 10
6 | Weyl MF=qr@Il p=0,1,2,3 T =~ ®ic!? T7 =, ®7°
g 0 pY
10 | M -W M=yl t=0,1,23 IY=v® 1,7 =0,1,2,3
pij 0

avec les matrices ¢’ sont les matrices de Pauli et les matrices IV sont antisymétriques pour

98



iet].
aussi ces matrices remplacent les matrices I'* T'°...I"Y

avec (p7),, = didji — Sjkdiu et (pia)y = g€ijmn (0™ )y = €ijil
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Annexe B

Cas Paraboson-Parafermion pour

D=6
B.1 Calcul de [Q*,Q"],

@], = |3l g et ]

+

A partir des relations :

[AB,C], = A[B,C], —[A,C]B ou A[B,C] +[A,C], B
[A,BC], = [A,B],C—BIA,C] ou [A B]C+BIA,C],
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on peut écrire :

0., -

finalement :

B.2 Calcul de

@], -

+

+%58 [(er)% , [(p+)% ’SBL 4o s {(p+)% ’58LL (p+)%
% (p+)% [2 (p+)% 5ab] +% [2 (p+)% 5ab} (p+)%
9 ab

Q] =t (B.1)
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calculons d’abords

Bnm

i oLa A0 o0 J b j
Va8t nCy + ane 8L, [74 S s aﬁn}
bb +
L +
i L0 %
YaaS—nGn>

J b j
[Vbbsfm’ Om

iSa

Ao
- (" [a
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]+ 00 [oiiasta [t o

aa”—n’

b J
—m> Qm

J
[’ybbs

wabsb_m’ @

(2
n’



Enfin

@2,

finalement

I 4 : : .
) St [ ] |+ s [t ] |
+al |52, [sb_m,afn] — |, [sb_m,ozfn} s,

+] 4 +
(p") fyfm’yzbs‘in (25”7u5n+m5b,m> + (™) ’yfmyii) (2(5ab5n+ma{n) ay,
+ () T A (20™8nsmad, ) = () T e (207080 nst ) s

1> Bun
nm

11 ,
abp+ {2 Z ([ain,a;h +nls?, s }_) + (%)2}
n#0
1 1 4
6ab}F {2 3 Z ([o/_n,azh +n [s‘ln , S ]7) + (pz)z}
n=1

@] = 2"n (B.2)
B.3 Calcul de [Q“,Qd}
.
[Q%Qah _ [% {(2p+)%738} 7(p+)71,yzbnojw;[sbn,a;h]+
_ ? i [[(p+)%’88}+’(p+)_2 mbsb_n,a;} L
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Calculons alors :

Cn =

[Qa’ Qd} +

finalement

H(pJ“)% ,SSL | (p+)71] i [SIj—nﬂa’il}+ n (p+)%1 H(I,Jr)% ,sgL Vo {sb_n,ofﬁL]Jr
()= [(f)%s&vib {Sb—nvaszL )T {88 @)* {Sb‘”’ai‘LL
_ (p+)%l {(er)% Ay [sgn,ag] J g + (p+)%1 (p+)% [sﬁa’Yéb {s’ln,aﬂ +]+

1

= i ; = i ' 3
0 |05 [ai] |+ 097 [ [eei], | 097
+

o0
V2qi, Z 00, = V27! af
n=—oo

ﬁV;de

@@ = Vo (3
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Annexe C

Cas des Paraboson-Parafermion

pour D =4

Posons

& = 5[0 e
Qg = z‘(er)7Tl Z [(Vz’s—n)a7alr’z]+

C.1 Calcul de[ g,@ﬂ
+

@@, = [5le0E o)
i

#1 [es0)” [0 G) ]| 60

+

Utilisons les propriétés des matrices v (annexe A ) et les relations trilineaires suivantes qui
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sont équivalentes aux (3.4) et (3.8)

avec A = 2", p*, o,

avec nous obtenons

@3] =107 [0 0] +

[Q?,QZ{L = 2 ()" pt =2 (b)) pt (C.3)

C.2 Calcul de [ ?,QZ]JF + [QS’Q?LF

AR

T ;(w)fmi[(vjsm>“a%1+%z[<f>%’(§°”+> LL
- 1S [l b ] 097 [ ai] ]
imim 097 [(sn)" ] [09)F o) LL
L5 (oo ] ] 6 oo [oited] ] o
[l il G0r)' ]+ 09T [ [ el Gor)'], 1)1 )
_ iio —8 (h32) ™ B, = —2 (hryy)® o
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@@ les@], = 20y
C.3 Calcul de [Qg,@i]
Jr

.3 - [2 G Y [0l S0 F Y [(smmb,azﬂLL
1
4

Z {(er)il (vis—n)" [Qn (E_myj)b 5n+m5ij}
(p+)—1 [(%-sn)a7 {(Efm%')b’azn] J +04% + (p+)—1 ol [(%Sn)a’ {(gim%)b,a%} +]+

= ()7 20 (55-m) " Sund] (i5-0)"

—+

Utilisons la décomposition de Green , le rearrangement de Fierz et les relations bilinéaires

(3.12)-(3.16)avec les relations suivantes qui sont équivalentes auxsuivantes équivalentes a (3.15)

[S?L(a),gﬁsa)h = (h')/—'_)aban-&-m,() (05)
2@, 50) = 0 ars (C.6)
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>~ @ a b
@@, = 697 % Swme{ ] f00 - )"}

n=—oo a=1

S 3 ) [ 4]

n=—oo a=1

o Q
- 1 ab (o o a () i(a
= (p+) 1 Z Zn5n+m’0 {En (hfy_) b : s£727+s$1 ) — (h'y_) b : aﬁn)arl( ) :}

n=—oo a=1

= 2(0") 7 ()"0

ol en termes de composantes de Green, oy s’écrit :

o Q
- 1 (o) (o 1 =l «
o5 = 3 3 (5o el s )

n=—oo a=1
remarquons maintenant qu’a partir de la condition de la couche de masse et des équations

d’evolution

dA
A H] =1—
[ ’ ] sz
on peut montrer que
_ 1, _
ag =H=cp; + N=p'p (C.7)

2

qui est la méme expression dans la mécanique quantique ordinaire sauf, que N et H on une
forme symétrisées

on obtient alors

[Q%,QZL = 2(h_)"p =2 (k") p™ (C.8)

Finalement
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donc

2],

2 (hy )"t =2 ()" o' + 2 ()
—2 [h (—ypT —~Tp + ’yipi)ab}

=2 (hy, ")

b

[Q“,@bL = -2 (hy,p")"

109

ab _
p



Annexe D

Calcul de quelques masses

Pour cette annexe, on se propose de vérifier qu’effectivement la masse ne dépend pas de la
dimension de I'espace-temps
dans le cadre paraquantique, la masse est définie par la relation (3.29)
calculons la, alors pour I'état aj_l |0), (|0) represente |a) ou [i))
La masse pour cet état est
. 1 & , , . .
M2 1 10) = == 3 (el at], ol [0) +n s, 5h ] o, |0))

2a!
n=1
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le premier terme donne :

= a_l
n=1
. i~ . .
= oy Z [O/I—nvan] + 2) ’0>
n=1
= o, (X [0, ai] + 2) )
n=1a=1
) © Q@
= oy 20D 20 el 4t 2) 0)
n=1a=1
o0
= ol QZn+2) 0)
n=1
Le second donne
> n s, . sa] ol 0)

oo

> n s

n=1

_aly]0)

—717

‘s | ol o)
n=1a=1
00 Q )
Sy (20 see) 1) ol [0)
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et calculons le terme

0o Q Q
Z” (Z Sa(v?) ale ) ;1 0) = Zn (Z s‘i(g)sfl(a)> Za{(f) |0)
B=1

n=1 a=1
00 Q
= Zn (ZSG’ a ) o a)_i_zaj(ﬁ) 0
n=1 Ae=l pa
i Q Q Q
= Zn (Z Sa(a) a(a ) aﬁ_(?) + Z Z S‘i(gé)s%(a)aj_(lﬁ) 10)
n=l o=l a=1f#a

a partir des relations (3.16), on peut écrire :

QR Q

&) o) Q
Z n (Z s, “(O‘)> 110y = Z n Z a{(f) [s‘i(g)sg(a)} + Z Z a{(f)si(g)sz(a) 0) =0
n=1 a=1 n=1 a=1 a=1 f#a

finalement
Z?’L [S(in 78(711 ]_ Odj—l ‘O> = _anaj—l ’0>
n=1 n=1

soit, enfin :

o' M?a? [ 10) = o’ | |0)

C’est donc la méme masse que dans le cas ordinaire (résultat attendu).

De la méme facons, on montre que :
o/ M2s% 1 10) = 5% |0)

Une autre question importante, c’est de montrer que les deux états s? ;o 110) et ol 15%110)
ont la méme masse dans le cadre paraquantique, (étant donné qu’'en MQ), ils représentent le

meéme état).

. 1 & " .
Mzslilo[il |O - 2_ Z ( O _p; n Sb la 1 |0> +n [ —n »Sn ]7 silail |O>>
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le premier terme donne :

> latnai], sl 10 = 303 (2010l +n) 50l 0)
n=1 n=1a=1
= s, 1|0 <Q2n>+222a (@) Zsli(f) o’ 110)
n=1a=1 pB=1
o Q ' .
= QZZO&(?O&SO‘) —i—Zs o | 10)
n=1a=1 BF#a
+s 107, |0) (an)
Utilisons les relations de commutation et d’anticommutation (3.14-3.16), on peut écrire :
o . . o Q
Z [al,, an] sl o) = sty |0) (QZn) +2s°, ZZa_n ool | |0)
n=1 n=1a=1
= 2 1|0 <Q2n>+25b122a Z(O‘)Za
n=1a=1
) (Q2n>+23 IZZ( Z@)oﬂfﬁ)ym
n=1a=1
= s 1\0 (QZn) +23b122a In6iis,_ 110)
n=1a=1
= ( Zn + 2) 5_1oz71 |0)
n=1
D’autre part
S onlst, s8] el 0) = Yon [sb_l 5%, ,sfl]7—2(56‘15,1,”8?”—5ba5,1+nsz>} )
n=1 n=1

oo
= Znsb,l [s%, st ] o 1 |0) +2s° 1o | |0)

= Zns Z <2sa(ff) a(e) _ 1) o 1 10) +2s° 12 | |0)

a=1

= (—Q Zn |0) + 2) 5b_104j71 0)

n=1
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Finalement

o/ M2s" 1ol [ |0) = 25° 107 | |0)

Qui representent la méme masse que dans le cas ordinaire

De la méme fagon on montre que
o/MQOzj_lsb_l |0) = 204‘1181’_1 |0)

Donc les deux ont la méme masse malgré qu’ils ne representent pas le méme état dans le
cadre paraquantique ( [a%, sgl]_ # 0 ).Ceci nous suggere d’écrire 1’état o 151’_1 qui est décrit
en MQ par I'état % {a{l,sl’,lkr .

D’aprés ce raisonnement on doit donc symétriser (antisymétriser) tous les états, c’est un
résultat trés logique et qui est en accord avec le principe de correspondance de la paraquantifi-

cation.
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Annexe E

Cas Boson-Parafermion pour

D=6
E.1 Calcul de [Q“ @, Q] _}

@ o0 ] = [t ents. et

finalement :
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E.2 Calcul de [Qa , [Qb ,Qd] ]

[e.9]

@] | - [<2p+>%ss,[(zp+>%sz,(p+>zlvz;c > ] ]

1 (e}
1 , b
= 2(p%)2 Z al, [58 , [50 ,'yfwsc_n} _}
n=—00
posons A, = [38 : [38 ,'yfwsc_n} ] ol

= (25“b’ygcsc_n — 25“05%072&38 ) ol
|:Qa 7 [Qb 7Qa}] _ 9 (p+)% i A,

oo
1 ) ) )
= 4(p")> g <25“b'yf-lcsc_n - 26“05%072&58 ) ay,
n=-—o00

o0

o0
- 2[2;#5“*’7;6 Y sCaan = V2(2p7)2 Y Ashal,
n=—00

n=—oo

— 9 <2p+5aan _ ﬁ,ﬁmpin)

finalement

|:Qa 7 [Qb ’Qa}] —9 <2p+5aan _ \/ﬁyzaszb)

E.3 Calcul du {Qd (@ ,Qb}_]

o] | - [(pﬂ?wgc > scna:;,[(zpﬂ%ss,(zpﬂ%ss}]
= 2(p+)% i o, {Vﬁwsin, [38 38”
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posons

B, = [fyf.wsin, [38 ,sﬁ“ a%
= (27;56“5”,058 - 2’yia50b5n,058> ol

= 272(.1 (5“88 — 5Cb58> Sn00th

alors
. PR
[Q“ e ,Qﬂ - 217 Y Ba
1 . .
= 4 (p+)5 'Vf:a <5C“38 — 5Cb38> ag
1 . . . .
= 2\/5 (2p+)§ (,.de(scasgpz _,,de5cb88pz>
finalement

[Qd o] } =22 (7,Q" - 7,Q") ¥’ (E:3)

E.4 Calcul de [Qd , [Qb ,Qa] ]

[Qd,[Qb,Q“}_] = [(zﬁ)TvZC Z s° 00 [(N)Tlvid i st o, ,(219*)%88”
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posons

_ i o.a i Jj .d j a
Dnm - |:"}/C.anOén ’ |:7 Sfmazn 780] :|

i .C

— et [a; ,04”] [vgdscim ,58]7 N |:’YZ"LCSC—7Z ; [’YJ st ,88} ] al,a,
- 720 -n [7 S—m 780] (n(SZJ(Sn+m)

+ <26Cd7207266n+m38 - 50“5n,072d'7£ds‘1m> ol al,

alors
> Dum =Y (D1+ Dz — D3),,,,
nm nm
avec
d ij d
DL DR ,ss]* (1%80m) = S o] ot ]
nm
ZDg = Z256d6n+m’ya6fy s& o ol 22 Cd’yl 7 s o ol
nm
ZDg = 22(50“5”07 fy s,m J al, 225‘3"7 s, ol ab
nm nm
B D o4 i j 4 )
= > 267yl sty adah = 2250“71a75ds_n (ahed, + by 087
n n
— ZQéc‘lyiavids‘fn abad
n
soit enfin

ZDnm = Zn’yac 52, [vj sfl,sg] —i—ZZdCd’y ’y s o Lol
nm

— Z 25‘3“7Z 4 abal
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donc

[Qd @@ _} = V2T Y (s, L st sh| 20 s ol ol
n

5cav’cﬂ s?,, ahad)
— Va(p* ngcvﬁ% [0 st | s+ 20756 ol 0,

_1
—\/_ 2 aaZQOz’y st ol

= B 6“*’2 ( s 0] s+ 2 ahst)
_1
-2 ()2 7, 22 ozov s_nozj

= 4\/§(p )26“bHs ( Tl 6 L Zs_noﬂ
= 2 (25‘“"HQ“ \/—%QPQ>

finalement

[Qd @@l ] =2 (26‘”’}162“ - m;dp@b) (E4)

E.5 Calcul de [Qa , [Qd ,Qi’} }

e

P e

n=—0o0 Mm=—0o0
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posons Ey, = [58 , [vgbsb_nafl ,'yicsc_mozﬁn] }

a i b
Enm = |sb, [fyabsfn n,fy smaﬁn}_]

= 10 772b8b—n [ Ay Y] Sfmain} + [’Vib S_n Y] S—mazn} O‘n}

_ [ a i b c I j a i J .c i g

- _SO 77ab87nfybcsfm [an 70411]] + |:SO ) |:de87n 7fybcsfm:| a{nan:|

_ i j a i b J C i

= [of, ,0d)] [50 ,vabs_nw/]. s ] + [SO , {vdbs_n ,yécs_m}_] ol al,

_ ij a i b . J .c ab i AJ C ac J 4 b i
= (n6Y0n+m) [50 ,'ydbs_nvbcs_m} +2 (5 5”:07ba7505—m -0 5m:07657ab5—n> ol ol

calculons alors

> Eum=>_ (E1+ Ey— E3),,
nm

nm
avec
g . g o
STE = Y (0696 m) [56 75t 5] =3 Eerraie
nm nm
S = 225“’%0%@7 S O 0ty = Z25abvbav 5% Ot
nm
= Z%abybay 5¢ nao*Z%ab%a’Y s, (ahad, +nd?"6,0)
n
= Z%abyzdvgcsfnaaa%
n
DB = ) 2600y Vit nadna, = Y 20 Al st e,
nm nm n
donc

ZEnm = Z <n5ij [58 ,’yzbsb_n’ygcsﬂ + 25“b7§;d’ygcsc_na"ooz% - 26“‘37;721)817_“@6@;)
n

= D00 [sh st s + 200 Zsfn of, — 20°p’y) vabzs o,
n
developpons le terme né™ [38 ,’ygbsb_n’yi Csf;;]

S0 4 ] = [ ]

120



avec

S ¥ [ st 5] = 5abz (56 2550

n S s stash| = Znsli [so,n}+z (56 % sh
_ Zns [53.,52] n;nzn[sg,sg}sb_n
Cyafnfaal)
__2S:n@mgmg—$)

= 227151’“5”05 — 25§ Z n

n—=—oo

— 040-0

donc
E:Tﬁwlgg,vaﬁinvisﬂ =0
enfin
[Q“,[Qd,czﬂ = V21T Y Fam
= VE(p)7 2 (p Voa Zs_n of, =97 VabZS—n n>

= 2V2 (p 7.Q ﬁvabQ“)

finalement

[Q“ et ] —2v2 (p'},Q" - /. Q%) (E:5)
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E.6 Calcul de [Qd : [Qi’ ’ch

o0 o0 %)
. : . —1 1. _1
a b c _ +\ 5 .1 a 7 +\5 J b j +\ 35 .k c k
|:Q 7[Q 7Qi| :| o (p ) ’ Vaa Z S—nOn > (p ) : ’Yl-)b Z Sfmagn 7(p ) 2 Yee Z S0y
n=-00 m=-—00 l=—00
0.0]
3 i a i [db A
= (p ) Z [’Yaas,nan ) {’yi)bs,mam 770(; 7lalH
nml
_ i oQ ) J b J k
posons Fpp; = [’Yaas,nozn ) [’ybb 2 Om ,’ycc —lalH
_ (i i j b k¢ k
Fomi = 744500 [fy 57 00 ”Vccs—lalH
_ i .a i J b k .c k| i b k ;
o fyaa87nan 77 Sfm [ ‘Zn 7f}/'ccs_lal _ + |:f}/bb87m 77(:08_ ali| azn:|
— i a j &l j kj
o Fydasfnan 7 *mf)/cc —1 |Om > _ + Pybb 7m ’700 — al (a%en
_ i La ; 7 b 1 k-_ i a ki
- ’Yaas_” ” ”Y S—mrycc - [aiﬂ ) & :| + |:’yaa8—n O |}7 S—m ”ch 7] Qg O‘fnj|

on peut mettre F,,, sous la forme Fy = (F1 + F2 ),

avec

ViaSin®

aa —

|
[711

S
aa

a

n n ”y S—m,ycc — [O‘Zn 7a;€:| _:|

[ lsty] ot

i
o ’700 -

—-_n-n >
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calculons alors explicitement ces deux termes :

n = [fyaasn Q,, ,fy Sfm’YCC < [afn ,aﬂ_

= ’Y(Z:zascin [a; 7 7m'7cc - [agn 7a£€] —} i [’Yfm =n ’PY Slim")/cc - [Cﬂn 70[?] _} a;

= Vaas—nfy S—m’ycc — |:05;z y [Odn 7al}7 + [ Yia —n 77] S_m’YCC 7} [ 7051}70/1'1

= [ym s, ,’y S_m’}/ s } <m5jk’6m+l>a

)

ik b b k
= md’ 5m+la; <76b8*m ['Yaa s, ,fycc 7} [ ViaStn ,’y ,5= }’ybcsil)

et
_ i oa 7 J b k 17
F2 - |:’7aasnan ) |:Vbb S_m 7706 — j|_ Qg a?n:l
_ i .a i J b i j b k_j i
- f)/c‘msfn ap [fybb S m 7760 7:| a a :| + [’Yaasn ) i)b —m 7760 7:| a; agn:| ay,
Y N S 1 [, j i j &b kg
- ’}/daS_n Fybb —m 7705 =l |:05n ,Oleé |: aa —n ) i)b —m ’ﬂycc 7} :| ap o, o,y
_ i . | kT i ik
- Vaas—n 7 S—m 7700 =1 (al [Odn 705;77,] + {O‘n 705[} O‘%z)
7 ab k _c i gac k_ 3 .b k 7
+2 (fy. 'y]d OntmVapSSy — Vi 6n+l'7ce75b3—m ) afad of)
. 7 .. k k .
= 7,52 ’y s_m ,’ycc “ul (n6”5n+mal + nd’ 5n+104n>
Jj sab i gac k_ .3 .b k 7
+2 (’y , (5 (5n+m’yccs,l — 75,0 6n+l'7cc75b3—m ) afad of)
donc

j ] ) k
Zb o [v WSt Vs _} + [vgasﬁn ,’vgbsfm} 7@830

+’yfms‘in [ngsgm ”VICCcSC—l} (”fsijfanmnOléIc + néik5n+lazn>

anl = méjk5m+la31 <7

2 (fyaafyj 5ab5”+mvcc S—1 — fyzaéacén‘*'wlcgéfy[];bsgm > afo{] “n

7
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et

0o
Zanl

nml

%

Z( md’ 5m+la:1’}"2b$,m’}/2a5gn 7’7(';656—1 + md’ 5m+la’% |:72a5(in 77]5178 :| fycc -
nml

+n5J6n+mal ’Yaa —n 7 S—m 7’700 —l B +n51k6 lamryaa —n |:’Y S—m ’Ich — ]_

k kA J ob k. j i

+27},77, 0% S V5 O ), = 273,0° S 11 8V O O,

cc —

Zméﬂka 7 S*mfyaa *n f}/cc

nm

k ) b k k ] k
Zm(sj |: ;Lm Cin 77] mi| f}/cc m - Znéj 7m [7;(1 m 77 i| ’}/écscfn

nm

+Znéijaé€73a5in [’7 Sn 7fycc —l] T Zn&m Vaa (in |:,7‘17)b lim 77“ n]

nl

—i—ZZ’yaa'ybb(S“b’yk ) a o a ZZvaa acfylchy] b Ozlinozznoaf1

ik i J b i La c
(n—metm—n )ZH(SJ UV 520 [’yaas,m ,’ycc n}
nm
o0
ik i i 5@ j b k 3 j b
_Zn(sj afm[ YaaSm 77 S i|fycc S_np (l _>m Znéjamfyaa S_n Vbbsn 7’700 -m|
nl

[o.9]
—l—ZnéZkoﬂ vaas_n {’yi EL. ,’ycc n} +({l—=m 22'7%7] 5bAR VerSSm ok o ol

00
i §ac kJ k J A0
- Z 2761(1 fyccf}/ m A0y Oy
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00
Zanl - (Z nam’y S [’yaa Zm ”ycc ”} Znamfyaa S—m {V‘ S=n ’70c ﬂ)
nml
(Znam[ aa%l,”y } :_Znafm[ Vee 7n77 ]’71 5a>
k k i
(Z namfyaa *” [7 cc - } Znamfyccscf [sza S—n ’7 )
(Z ’I’lOégn’yaa -n |:7 7m 7700 nj| - Znamfy Sfm ('La *”’fycc n )
+Z ’Yaa')/ ’ycc —m na;‘ N ZQ’YZQ’YZéA/ébS_m az—nagna;z
nm
S . -3 X . . .
= — Zna;ﬂzasim5bcébc [sb_n ,s%} + ()2 Zno/_mdbcébc [sc_n, 52} Ve uSm

nm
—i—Znak fc ¢ 5ab(5ab[ } Znainfy s 5“65“[ ‘in,s%]
+6ab K 223 Pabak — 5acfygbz2sl’,m ol ool
0 .
_ k cab [ .a a ac 5@ 7 b
= Znamé (5%, s ] VeSS Znoﬂ 6% [s%,,, sn] ¥ 7, 5—m

ab k ac i iad b g
+2§ Z a,nan’ycc € o, — 20 Z a,nanybbs,maﬁn

nm nm

onpeut alors écrire :

[Qd,[Qb,Qﬂ_] — T S S B

n=—00 N=—00 N=—00

[Qd @@ _] = 4HE (p*)7 A, i ol %, — AHO® ()T o i S
soit enfin
[Qd , [Qi’ ,Qé} _] —9 (21@{56’”54,2é - 2H5déQ5) (E.6)
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Annexe F

Cas Boson-Parafermion pour D =14

Q"=i(p")? (v4s0)" +i(p) 7 Y (vis-a)’al,
Calculons
o.[@.a] |- [ ()} () +i (097 Y (o)
[—z ()2 Gors)’ =i ()2 Y (Fomy) =i ()2 (o) —i (01) 2 Y <m>6a,] }
m=—oo [=—0 _
= -l [0 )" 0 )] ] (©.1)
— o | ) Gov) )T S @_m)ca,] ] (F.2)
l=—00 _
—1Q" |67 Y Gom) (p*)%(gom)cl } (F.3)
e 6" 7T Y ) ol 6D Y (Emacaé“] ] (F.4)
i L m=—o0 l=—00 _

En utilisant les relations (3.55-3.57), (C.1-C.2), et la décomposition de Green, un calcul long
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et fastidueux nous donne

3
2

(F1) = =i (") 4] (7)™ Gors) = (7)™ (501’
420 (1) [(19)” (500)" = (1) (o) ]

(F.2) = —i (p"’)% [4 (Iw_)ab Z G_v)© ozfC +2 (h7k> acp’c (50’7+)b]

l=—0c0

+4i (p+)? [(h’vi)abpi > ) of = () ag (Eov+)b]

[=—0

9 = 4000 3 () = 20) " |

m=—00

4 (p*)? [(mi)acpi i (F-m7;) o — ()" 0 (50%)6]

m=—0oQ

(F4) = —i (p+)%2[4 ()™ > G af =4 ()™ Y (§m7j)ba?n]

l=—0 m=—oo

i (p) 7 [wm S (5my) i (") a5 3 (E—zvk)caf]

m=—oo [=—00

ou

avec la condition de couche de masse a; = p*p~, un calcul direct donne

@ .[@ @] | -2[-20m)"T +2(m0)"T] (F.6)
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Annexe G

Propriétés des fonctions 1T'heta

Les fonctions ¥ avec caractéristques sont définies par :

1

) (wlr) = 3 (1) 2o

nez
avec q = 2™
Périodicité
O[] (wir) = IEI ), 9 [5e] (wIr) =TI (v]7)

I[Z5] wlr) = O[] (~ulr) =™ (vlr)  avecabeZ

il est plus commode d’utiliser la notation de Jacobi-Erderlyi :

sous les transformations modulaires les fonctions 9 s’écrivent :

I lr+1) = T D95 4] (vlr)
1 — im0
93] <§\—;> = Voretarimy 0] (u]r)

Forme produit
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[e o]
U1 (vlT) = 2q8 sin (mv H (1—¢") (1—q"e*™) (1 —g"e ™)

n=1
e .
Yo (vlT) = 2q8 cos (v H (I1—4¢") 1 +q"e 27”“) (1 + q"e*%w)
n=1
U3 (U|T) _ 1 _q (1 +qn 1/2 27rw> <1 +qn71/2672ﬂ'iv>
n:l
V4 (’U‘T) _ 1 —q" (1 n—1/2 27rw> <1 N qn—1/2e—27riv>
n= 1

on définit aussi la fonction 1 (fonction de Dedekind)

n=¢# o
n=1
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Résumé

L’objet de ce mémoire est ’étude de I'extension des théories des supercordes et des cordes
hétérotiques dans le formalisme de la paraquantification. Deux résultats essentiels ont été
obtenus :

— A la différence de la théorie quantique des supercordes qui est uniquement définie a D=10,
dans le cas des parasupercordes, les quatre dimensions d’espace-temps (D=3, 4, 6, 10),
pour lesquelles sont formulées les supercordes classiques, survivent.

— En plus du cas ordinaire (26,10) pour les dimensions d’espace-temps pour lesquelles sont
formulées les cordes hétérotiques, pour la théorie des paracordes hétérotiques, seul survit
le cas (14,6) qui est construit a partir du seul groupe possible ES8.

Mots clés : générateurs supersymétriques- fonction de partition- invariance modulaire- spec-

tre.
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Summary

The object of this memorandum is the study of the extension of the superstring and the
heterotic string theories in the formalism of the paraquantifization. Two essential results are
obtained :

— Unlike the superstring quantum theory which is only defined in D=10, in the case of
the parasuperstring theory, the four space-time dimensions (D=3, 4, 6, 10), in which the
classical superstring can be formulated, survive.

— In addition to the ordinary case (26,10) of the space-time dimension in which the heterotic
string can be formulated, in the case of the heterotic parastrings, only survives the case
(14,6) which is constructed from the only possible group ES.

Key words : supersymmetric generators- partition function-modular invariance- spectrum
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