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Introduction générale

I ntroduction générale

Les structures d’écoulement incompressible autour des corps non profilés occupent une
place importante dans la physique des fluides dues a leur importance pratiqgue dans les
applications aérodynamiques et hydrodynamiques tels que les ailes d’avion, les sous-marins et
les missiles....etc. Dans la majorité des recherches effectuées, le cylindre a section circulaire a
été le modéle de base des corps non profilés et est devenu la configuration conforme pour éudier
de tels écoulements externes.

Quand un corps non profilé est placé dans un écoulement uniforme, dont la vitesse est tout

a fait petite entrainant un nombre de Reynolds de I'ordre de quelques unités, il se produit un
décollement dans la couche limite qui se développe sur sa paroi. Alors, les effets dissipatifs dus a
la viscosité du fluide tendent a envahir I'écoulement. Ce mouvement se traduit par la formation
des structures tourbillonnaires appelées : tourbillons ou vortex qui a été décrit et dessiné des le
XV siécle par le célébre scientifique italien L eonardo da Vinci cité dans I’article de Hartog
[1]. Lors de ce phénomeéne, le fluide semble quitter la paroi pour senrouler autour d'un axe qui
congtitue le coeur du tourbillon. Les filets fluides sont alors animés d'une rotation tres rapide
dont une des manifestations les plus dramatique est la tornade. Pour une valeur critique du
nombre de Reynolds, I’écoulement cesse d’étre stationnaire et la vitesse du fluide est dépendante
du temps : les tourbillons se détachent périodiquement en aval de I’écoulement. |ls forment alors
une rangée double de tourbillons, appelée allée de Bénard-Von Karman. Elle peut étre
observée jusgu’a de trés grands nombres de Reynolds dans des écoulements océanographiques
ou amosphériques, derriére des iles ou des obstacles de grande taille (paguebots, sous-
marins...). En 1878 Strouhal [1]  édite une formule pour déterminer la fréguence de ce
détachement de vortex, basé seulement sur les observations. En 1911 Von Karman [1] fait une
analyse de stabilité des vortex et dérive le modéle géométrique. C'était la premiere recherche
théorique sur le sujet dont le sillage de vortex porte son nom : le sillage de Von Karman.
Dans le présent travail, on s’intéresse aux cylindres elliptiques qui sont des géométries plus
générales, pouvant tendre vers la plague ou le cylindre selon leurs allongements. Les parametres
géométriques tels que le rapport des axes et l'angle d'attaque peuvent considérablement
influencer la structure du sillage.
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Chapitre 1 Etude bibliographique

1. Etude bibliographique

Dans ce chapitre nous présentons une synthése bibliographique effectuée dans le domaine
des écoulements de fluide autour d'obstacles profilés. || apparait que les travaux entrepris sont
tres riches et variés et discernent des études expérimentales et des études théoriques de type

analytiques et numériques.
1.1 Etudesthéoriques

1.1.1 Etudes analytiques

H. Yano et A. Kieda [6] présentent une méthode approximative pour résoudre les équations
linéarisées d'Ossen pour I’écoulement stationnaire bidimensionnel d’un fluide visqueux
incompressible sur un cylindre elliptique incliné a faible nombres de Reynolds. Deux valeurs de
I'allongement sont considéré dans cette é&ude AR=10 et 2. Le nombre de Reynolds varie entre
0.1 et 5. L'angle d'attaque est :a = 0°, 45° et 90°. Ils montrent que les coefficients de trainée et

de portance ont des valeurs maximuma a =90° et a = 45° respectivement.

A. Umemuraet al. [7] utilisent la méthode des expansions asymptotiques assorties pour fournir
une description détaillée du champ d'écoulement pres d'un cylindre elliptique placé dans un
écoulement uniforme a faible nombre de Reynolds (écoulement de Stokes). Les paramétres fixés

dans cette é&ude sont I'angle d'attaque a= 90° et le nombre de Reynolds Re=0.1 alors que
I'excentricité de I'ellipse € est variée. |ls ont constaté aussi que la distribution de pression est
conforme a celle d’un cylindre circulaire pour e £0.7071 et que pouref0.7071, la pression

maximum était indépendante du point de stagnation (h =270°).

S. J. D. D’alessio et F. W. Chapman [17] étudiés analytiguement e numériquement
I'écoulement bidimensionnel instable d'un fluide incompressible visqueux sur un cylindre
elliptique incliné qui est uniformément accéléré a partir du repos. L’allongement de cylindre est
2 et I’angle d’incliner égale a 45°. Les résultats sont présentés pour les cas de Re=100 et
Re=1000. Deux méthodes de calcul sont employées dans cette étude. La premiére est une

méthode analytique qui prend la forme d'une série d'expansion ou une expansion est effectuée
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dans les puissances du temps t, et de paramétrel = Re " La deuxieme est numérique basee sur
e

la méthode de la différence finie et la méthode spectrale pour résoudre les équations de Navier-
Stokes. La comparaison entre les résultats des deux méthodes concernant les coefficients de
trainée et de portance et le coefficient de pression démontre que pour des faibles valeurs du
temps et de grands nombres de Reynolds les deux méthodes de résolution sont en bon accord.
Quand le temps progresse I’accord entre les deux méthodes saffaiblit.

W. A. Khan et al. [19] é&udient le transfert thermique et I’écoulement incompressible sur un
cylindre elliptique. La méthode intégrale de Von Karman-Pohlhausen est employée pour
résoudre |I’équation de la quantité de mouvement et I’équation d'énergie. Le nombre de Reynolds
varie entre 10 et 10°. L'allongement d'ellipse est AR=2, 3, et 4. |Is ont constaté que le coefficient
de trainée est inférieur a celui obtenu pour des cylindres circulaires alors que le coefficient de
transfert thermique moyen est plus élevé pour les cylindres elliptiques que pour les cylindres

circulaires.

1.1.2 Etudes numériques

H. J. Lugt [8] étudie la rotation des cylindres elliptiques dans un écoulement visqueux et
incompressible. Le probléme est résolu numériquement par la méthode des différences finies.
L excentricité de I’ellipse est €=0.1 et 0.6. Le paramétre de rotation du cylindre est définie par :

S= ;/\L/Jd ,oll W est la vitesse angulaire moyenne et d la distance focale. Dans cette étude les

¥

valeurs utilisés pour S sont 1, 0.5, 0.25, 0.167 et les valeurs de nombre de Reynolds sont : 169,
200 et 400. Cette étude montre que le comportement du vortex au niveau du bord de fuite du
cylindre est dépendant de la valeur de rotation. Le détachement prématuré du vortex (pour S
petit) et le détachement retardé du vortex (pour S grand) ont comme conséguence un écoulement
asymétrique apreés le bord de fuite.

R. Mittal et S. Balachandar [10] présentent une éude qui simule I’écoulement incompressible
sur des cylindres elliptiques tridimensionnelle et bidimensionnelle en se basant sur la méthode
spectrale. Le rapport des axes AR =2, le nombre de Reynolds Re=525 et les valeurs de I’angle
d’attaque dans cette étude sont a =0 et a = 45 . Le coefficient de trainée calculé par le biais

d’une simulation tridimensionnelle rivalise mieux avec la valeur expérimentale que celui qui
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Pour Re = 175 et Re = 200 : le modéle de détachement périodique de vortex est changé
considérablement. Le régime symétrigue de sillage diminue avec une production d’un modéle
de détachement périodique secondaire de vortex.

pour Re = 250 : |le détachement périodique secondaire ne se produit plus dans les paires
des vortex.

Figure1l.1: Lesdifférentsrégimesdel’écoulement derriere un cylindre elliptique [12].

S. J. D. D’Allessio et S. Kocabiyik [13] ont étudié numériquement I’écoulement d’un fluide
incompressible visqueux autour d’un cylindre elliptique incliné. Le cylindre effectue des
oscillations transversales. L’éude est basée sur la méthode des différences finies et la méthode
spectrale pour résoudre les équations de Navier Stokes. Le nombre de Reynolds et le rapport des
axes sont fixés respectivement & Re = 10° et AR=2. Deux angles d’attaque ont éé considéré

dans cette éude: a = 45 et a = 90. lls examinent I’effet de I’augmentation du rapport de
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vitesse sur la structure du sillage aussi bien que les forces hydrodynamiques agissant sur le
cylindre. La dynamique de vortex derriére le cylindre est affectée par I’accélération du cylindre.
Le coefficient de trainée Cp, et le coefficient de portance C,. varient avec la fréquence du cylindre

dans tous les cas considéré dans cette é&ude.

L’utilisation du spectre de fréquence pour analyser les structures de sillage est une meilleure
méthode pour faire apparaitre les différents régimes d’écoulement par rapport a celle obtenue par
la méthode de visualisation d’écoulement. Elle permet une définition plus précise de ces régimes.

L étude des régimes d’écoulement incompressible bidimensionnelle sur un cylindre elliptique
verticale est numériquement considérée par S. A. Johnson et al. [16, 18]. Les deux parameétres
variables dans cette recherche sont I’allongement AR et le nombre de Reynolds Re. Les diverses
simulations ont été effectuées pour AR compris entre 1.00 et 100 pour le nombre de Reynolds
entre 75 et 175. L’ analyse du spectre de fréguence de la vitesse horizontale par la transformation
de Fourier rapide FFT montre la présence des fréquences secondaires et tertiaires dans la région
éloignée du sillage. Les résultats prouvent que lorsgue le nombre de Reynolds est augmenté et/ou
I’allongement est diminué les plus basses fréquences situées dans la région éloignée du sillage
deviennent plus dominantes. Ils définissent cinq structures d’écoulement qui ont des limites
claires selon le spectre de fréquence le long de ligne centrale du sillage :

§ Lanon fréquence (f0).

La fréquence primaire (f1).

La fréquence secondaire sans I’interaction (f2ni).

La fréquence secondaire (f2).

w w W W

Régimes de basse fréguence (If).

Le régime fO n’est pas discuté dans cet article. Le régime f1 se compose du modéle de
détachement périodique de Von Karman. Dans le régime f2ni un détachement périodique
transitoire se présente loin du sillage. Le régime f2 est caractérisé par le détachement périodique
secondaire. Le régime If de basse fréguence est défini par la présence d’une structure de basse
fréquence (f<0.03 dans I’analyse de spectre de fréquence). Pour AR= 4 les fréquences changent
de régime f1 en régime If avec I’augmentation du nombre de Reynolds. Pour Re=75, seulement
une fréquence est présente, cette fréquence est la fréguence primaire du détachement de vortex
de Von Karman, qui s’est délabré a x= 40 ndu (unité non dimensionnelle). Pour Re = 100, la

fréquence secondaire est présente loin du sillage. Pour Re = 125 I’amplitude de la fréguence
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secondaire est plus grande. Quand le nombre de Reynolds est augmenté a 150, la fréguence
dominante loin du sillage est une fréquence harmonique de basse fréguence et il y a une plus
large bande de fréquence loin de la région de sillage, indiquant qu’aucun modéle régulier de
détachement n’est présent. Pour Re = 175, trois fréquences dominantes sont présentes : entre x =
0 et x = 12, la fréquence primaire est la fréquence la plus dominante due au détachement de
vortex. Au dessus de x = 12, les vortex s’effondrent I’un sur I’autre dd a I’influence de la
fréquence secondaire. La fréguence tertiaire devient dominante au dessus de x = 70. Toutes les
fréquences secondaires et les fréquences tertiaires sont des fréquences harmoniques.

1.2 Etudes expérimentales

G. B. Schubauer [2,3] fait des expériences pour déterminer la distribution de la vitesse dans la
couche limite laminaire sur la surface d’un cylindre elliptique avec le rapport des axes égale a
3. Il a congtaté que la séparation de la couche limite sur la surface du cylindre dépend presque
complétement de la distribution de vitesse dans la région de I’écoulement potentiel en dehors de
la couche limite. |l a obtenu un bon accord avec la méhode approximative, développée par
Pohlhausen. La méme méhode approximative a éé employée par H. Schlichting [4] et K.
Schroder [5] pour calculer des paramétres de couche limite pour les cylindres elliptiques de

rapports d’axe différents.

Ota et al. [9] ont éudié expérimentalement I’écoulement de fluide et le transfert de chaleur a
partir d’un cylindre elliptique avec les rapports d’axes 2 et 3. |ls ont trouvé que le coefficient de
transfert thermique est plus élevé que celui obtenu pour les cylindres circulaires avec la méme
circonférence et les coefficients de trainé sont trés inférieur que ceux obtenu par les cylindres

circulaires.

Une éude expérimentale est faite par J. H. Choi et S. J. Lee [11] pour déerminer les
caractéristiques d’écoulement incompressible autour un cylindre elliptique. L’expérience a été
exécutée dans un tunnel d’air (figure 1.2). Un cylindre elliptique ayant un rapport d’axe AR=2,
placé prés d’une plague plane a été enfoncé dans une couche limite turbulente dont |”épaisseur
est plus grande que les dimensions du cylindre. Pour la comparaison, la méme expérience a é&é
effectuée pour un cylindre circulaire ayant la méme taille verticale. Le nombre de Reynolds basé
sur la taille de la section transversale de cylindre était 14000. Le détachement de vortex se

produit dans le sillage derriére le cylindre elliptique quand le rapport d’espace % (G représente
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la distance entre la base du cylindre et la plaque, B éant le petit axe de cylindre) est plus grand
gue la valeur critique: 0.4. Le rapport critique d’espace est plus grand que celui d’un cylindre
circulaire ayant la méme taille verticale. Avec le rapport d’espace décroissant la fréquence de
détachement du vortex diminue abruptement pour le cas du cylindre elliptique. La déviation dans
la distribution de pression sur le cylindre elliptique en ce qui concerne le rapport d’espace est
beaucoup plus petite que celle du cylindre circulaire. Cette tendance est plus dominante sur
I’extrados du cylindre que sur I’intrados. Le coefficient de trainée du cylindre elliptique est
environ la moitié de celui du cylindre circulaire pour tous les rapports d’espace examinés dans
cette éude.

JJ: :'E’ ¥ o e b
e Th
 —
Cylindredliptique & *
X
. g . 2
resr = e
e -
1500

Figure 1.2 : Schéma de I’expérience [11].

T. L. Chng et al. [14] ont fait une éude expérimentale pour déterminer les différents régimes
d’écoulement derriére une cylindre elliptique de rapport des axes AR=3.25. La technique de
vélocimétrie d’image (P1V) est employée dans cette é&ude. Le cylindre effectue un mouvement

sinusoidal avec différentes valeurs de I’amplitude variant entre g, =20 jusqu’a 60°. La

fréquence réduite k des oscillations du cylindre est définie par laformule: k = ou f estla

¥
fréguence des oscillations, cla distance focale et U, la vitesse uniforme de I’écoulement. Le
nombre de Reynolds est fixé a Re=1000. Les résultats prouvent que le rapport de la vitesse
maximum du cylindre elliptique a celui de la vitesse uniforme est le parametre principal qui régit
I’écoulement. Quand ce rapport est petit, comme dans le cas k= 0.1, I’écoulement montre des

caractéristiques conformes a un écoulement stationnaire a 0-vortex autour d’un profil. Quand ce
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rapport est grand k = 0.5, I’écoulement est caractérise par la formation d’une rangée de vortex de

Von Karman.

Dans un autre travail J. H. Choi et S. J. Lee [15] ont effectué la méme expérience présentée
antérieurement [11] mais avec des angles d’attaque différents. Les angles d’attague considérés
dans cette éude pour éudier I’interaction entre la couche limite turbulente et le sillage de
cylindre sont : a =-5 et 0', 5. Lorsque I’angle d’attaque change, la fréquence de détachement
des vortex diminue graduellement et la pression maximale sur la surface de cylindre se déplace
vers le bord de fuite. Aux angles d’attaque positifs, la pression minimum sur la plaque se
déplace en aval légérement, tandis qu’elle se déplace en amont pour des angles d’attague
négatifs.

1.3 Conclusion et objectif de notretravail

L étude bibliographique montre que beaucoup d’auteurs se sont intéressés a I’étude théorique et
expérimentale de I’écoulement incompressible visgqueux sur une ellipse. Plusieurs régimes
d’écoulement selon I’allongement géométrique, le nombre de Reynolds et les conditions aux
limites ont été analysés. Dans le présent travail, on éudie numériquement |’écoulement
incompressible et bidimensionnel sur un profil elliptique. L’écoulement sur I’ellipse dépend du
rapport d’aspect géométrique de I’ellipse et du nombre de Reynolds. Si on fixe le rapport
d’aspect, la variation du nombre de Reynolds (a partir d’une faible valeur) entraine plusieurs
régimes de |I’écoulement. Dans cette étude on s’intéresse a la recherche des différents régimes de
I”écoulement en fonction du parameétre de contrdle qui sera le nombre de Reynolds. Le rapport
des axes est fixé a AR=3.5 et le nombre de Reynolds varie entre : 10 < Re < 280.

Dans le premier chapitre, on présente une synthése des travaux scientifiques concernant
I”écoulement sur des objets solides a section elliptique qui fait ressortir I’importance scientifique
et industrielle du sujet. En outre, on pourra a I’issue de cette recherche donner I’orientation a
prendre dans le développement de cette &ude et de pouvoir situer notre contribution.

Le second chapitre contient une description du systéme et sa modélisation mathématique. 11
Ss'agit donc de I’éablissement des équations de conservation de la masse, de quantité de
mouvement écrites sous forme adimensionnelle dans un repere de coordonnées elliptiques. Ces

équations seront complétées avec les conditions initiales et aux limites appropriées au probléme.
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La résolution par voie numérique de ce systeme d’équations fera I’objet du troisieme chapitre.
On commencera par présenter les aspects et les détails du maillage du domaine physique.
Ensuite, on détaillera la discrétisation de I’ensemble des équations de conservation et des
conditions aux limites par la méthode des volumes finis. Cette discrétisation sera en second ordre
dans I’espace et dans le temps.

La partie relative aux résultats de cette é&ude constitue le quatriéme chapitre. Une comparaison
avec les résultats numériques obtenus par S.A.Johnson et al. [12] sera discutée. Dans cette
partie, On présente, en premier lieu, la structure de I’écoulement non visqueux pour la validation
du code de calcul puis on représenté Les résultats de notre éude concernent la structure de divers
régimes de I’écoulement visqueux pour le cas spécifique AR=3.5 et un domaine de variation du
nombre de Reynolds compris entre 10 et 280 (10 < Re < 280). On fera apparaitre le champ de
pression, les variations temporelles de vitesse et les variations de coefficient de pression et le

coefficient de frottement local.

Enfin une conclusion générale sur ce travail sera présentée au cinquiéme chapitre.

10
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2. M odélisation mathématique

2.1 Géométrie du systeme

On considére un écoulement bidimensionnel en régime laminaire d’un fluide newtonien
incompressible autour d’un corps solide de forme elliptique. La figure 2.1 représente la
géométrie du systeme étudié. L ellipse est mettre a une angle d’attaque nulle (a=0) par rapport a
I’écoulement uniforme. Ce probleme sera modélisé par les équations différentielles aux dérivées
partielles de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Bien qu’il soit possible
d’utiliser les éguations modélisantes dans un systéme de coordonnées cartésiennes (X,y), nous
avons choisi les coordonnées elliptiques (e,n) qui semblent, naturellement, les mieux adaptées a
la géométrie considérée. Lataille et la forme du domaine elliptique sont fixées par les valeurs de
e des ellipses intérieure et extérieure (e, =0.2939 pour I’ellipse intérieure et e, =3 pour

I’ellipse extérieure) alors que la coordonnée h varieentre 0 et 2p .

2.2 Lescoordonnéesdliptiques

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques s’effectue a I’aide des
relations suivantes :
X =acosh(e) cosh)
Y =asinh(e) sinfh) (1)
L’angle n est mesuré & partir de |I’axe horizontal de I’ellipse dans le sens anti-horaire et a définit
la distance focale.

Les facteurs d’échelle (appelés aussi les coefficients métriques) sont h,eth, :

AIXE A8 — —
h = |]c—< +¢c—=+ =a,/sinh“le)+sin“(h
Jﬂ A EMET o)

(2-2)
2 2

HXO &YO0 — —
h, = |g—= +6—= =a,snh-le)+sn‘(h
? \/gﬂhb E1h 5 Jsinn(e) b)

Les dérives partielles des facteurs d’échelle h, et h, par apportae eth sont :

11
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Y
e
A h
B X
+a :
v
< . >
Figure2-1: Schéma du systéme
T, _Th, _ sinh(e)cosh(e)
fe fe /sinh?(e)+sin?h)
(2-3)
fh, _Th, _ sinf)cosh)
Th fh Jsnh?(e)+sin?h)
Le déterminant de Jacobien de la transformation est :
X 1X| |asinh(e)cosh) - acosh(e)sin(h)
_|Te Th|_ — 22 (gnh 2 )
| J(eh)|= W o =a’(snh?(e)+sin?(h))
fe Th| |acos(e)sinf) asinh(e) cosh)
| 3(eh)|=hh, (2-4)

12
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Un élément infinitésimal de surface elliptique dX dY serait donné par :

dX dY =| J(eh)|de dn
(2-5)
dX dY =hh, de dn

Lesrelations entre les vitesses cartésiennes et les vitesses elliptiques sont :

U=—21 [asinh(e) cosh )V, - acosh(e)sinf)V, |

Jhh,

v=_1 [acosh(e) sinf )V, +asinh(e) cosfh )V, |

Jhh,

(2-6)

Le rapport des axes:
A 1

AR= B “tanh(e ) @7)

2. 3Lemodéle mathématique

2. 3.1 Leshypothéses detravail

Les hypothéses simplificatrices appliquées dans notre éude sont les suivantes :
-le fluide est incompressible

-le régime est laminaire

-I’écoulement est bidimensionnel

-les propriétés physiques sont supposées constantes (r , m)

2. 3.2 Equations de conservation
L’>écoulement autour I’ellipse est gouverné par les équations de continuité et de conservation de

la quantité de mouvement qui s’expriment de la forme suivante :
At =0,ona:
V.=V, =P=0 (2-8)

At 0, ona:

13
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@ Equation de continuité

1 9 1 1 _ 3
nhzﬂ_e(hzve)+@ﬂ_h(hlvh)_o (2-9)

@ Equation de quantité de mouvement suivant ¢ :

V.V, V2
r ﬂve+ d l(hZVeVe) (hl h ) : hm_ r—— ﬂh __iE-F
It hlh2 Te h1 Th hh, Th hh, fe h Te

é u 2 ‘ﬂeﬂVu 1ig’mV_mu 2 ﬂe\/_mu
h.h, Th Em Hm e el hh e h i hh el h Ml
é

6 T dfh 1 ﬂe T &, & 2me111Vh V, ‘ﬂhu'ﬂh
Qﬂ_@é ghlzg'ﬂh hh, Th g ﬂeghggg h.h, eh Th hlh ‘ﬂeu‘ﬂe

(2-10)

@ Equation de quantité de mouvement suivant n :

r ™V, + r ﬂ(thth)_'_ r ﬂ(hthVh)_ r Vezﬂ + r vV, fh, _ 1 ﬂP+
it  hh, e hh, Th hh, ¢ fh hh, fe  h,th
11]e1TVh, 2 1¢éV, Thu 'neV'nhu 211e1TVh,

hh, Te & fe U hh, 'nhgmh e & hh, 7e & h

m eﬂ Eé/h+ dJﬂh +i ﬂ

hh, e &h, 5 ﬂhémmﬂe hh, fle

e
= p T8 2m <§1 ™e , Vi ‘ﬂhlu‘ﬂh
S 5h &h, 5 hh, & Te | hh, 0 gn

(2-11)

2. 3.3 Conditions aux limites
Dans le présent travail on considere deux types d’écoulement : I’écoulement non visqueux qui
est effectue la validation numérique de nos résultats et I’écoulement visqueux qui est le but de

notre é&ude.

v/ L’écoulement non visqueux :

Dans ce cas tous les termes qui sont multipliés par Re dans les équations modélisantes sont
e

supprimes.

Suivant h on ala condition de périodicité :
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Ve (e,0) =V, (e,2p)

(2-12)
Vi (e,0) =V, (e,2p)
Y

Ae=e, V, h (2-13)
fe

A e=eg,
On utilise le potentiel complexej deI’écoulement potentiel autour une ellipse pour obtenir les

composantes de la vitesse [20] :

j =-au¥%ch(e)cos(h) 214)
Avec:

| (e )::2?(53 +1n tanh(/2 (2-15)
me) =- Cosh [1+cosh )ﬂn(tanh( 2))] (2-16)
Et:

%(mcosh(e)):-l sinh(e) (2-17)

Les composantes de la vitesse se calculent a partir de ] par les formules:

_1n
° h fe
Vh :iﬂi
h, Th
Donc
_au, é 1 (e) U, é 1(e)u
V. = A h h A 4Sinh h
T e e )= & 1 (e (e o)
(2-18)
au, é  nle) _ U¥ é  nme)u
V, = : sh h)= : sh h
& e i) ink) = s o) snb)

15
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v L’écoulement visqueux

Suivant h on alacondition de périodicité :

Ve(e.0)=V. (e.2p)

(2-19
Vi, (€.0)=V; (e.20)
Ae=¢;,Ve =V =0 (2-20)
Ae=e,:
Les composantes de la vitesse elliptique sont obtenues des équations suivantes :
V, = Uy 21- ) l:Jsinh(e) cosh)
© Jsm2(e)+snzh)é ! (e)a
(2-21)

Uy §1+ In‘(e) l:Jcosh(e) sinfh)
g |

T i) ran ) s e )

2.4 Forme adimensionnelle des équations

Pour mettre le systéme précedent sous forme adimensionnelle nous avons normalisé :

. . .V
0 Lavitessesuivant ¢ : V, =—°
Uy
. . YA
0 Lavitessesuivant n: Vo=
Uy
. . . U
0 Lavitessesuivant X : U =—
Uy
. . . V
0 Lavitessesuivant'Y : VvV =
Uy
Ve * * h
0 Lesfacteursd’échelle: h, :i e h =—=%
2a 2a

16
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0 Letemps:

ot
£, 5

._ P-P
o Lapression: P’ = 9
2
(%)r Uy
2aUu
0 Lenombre de Reynolds: Re= - ¥

2. 4.1 Equations de conservation adimensionnelles

At =0,ona:
V.=V, =P =0 (2-22)
Pour t* ¥0 : on ales équations adimensionnelles suivantes :
@ L’équation de continuité:
. v
1 ﬂ(h2V6)+ 1 i h):0 (2-23)
h h, fe h h, Th
@ L’équation de quantité de mouvement suivant e :
ﬂve* 1 ﬂ(h;Ve*Ve*)_'_ 1 1-[(h;Vh*Ve*) 1 V*zﬂh;+ VV ﬂhl —
* * . * P - x  x Vh * h Ve
1t hh, Te h h, fh h h, e hh Th
e2 ‘ﬂaaIV 1‘|1»EH1V01‘|136}/‘Hh1 2 hhl%
hi b ﬂe%ﬂeg i ﬂh%ﬂh 5 hn ThEn ﬂhg I ﬂegm h 5
é a
AR LU - S [ O 12T @0 1@, O G
h fe Reg hh 'nhg ‘ﬂeéh h, g‘ﬂeéhza 11h§hl 5 Th i
g_ 2 @I, v ot ‘i
IO S R ;

@ L’équation de quantité de mouvement suivant h :

17
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w1 abvew), 1 s L, 1
W hh fe hh  fh hh © fh hh Te

1 1@VO 2 1@V0 1 TR0 2 faThd
éh hy Tekfe 5 hh Th&Th 5 hh, Te§h, fe 5 hh, ﬂhgh; e &i
é a
* ~ % * % a/* O * * ’
NES LA N h;l?_e?:‘h *1*g_§_h*i+l§/_3%gﬂhz
h, fh Reéhlhz‘ﬂe Thgh gy hlhzgﬂe hzg TMh hl%‘ﬂe a
é \ . R a
& 2 @1V, W Thofh G
§ g e T n h 5T V
(2-25)
2.4.2 Lesconditions aux limites adimensionnelles
v L’écoulement non visqueux :
Suivant h on ala condition de périodicité :
V. (,0)=V, (e,2p)
(2-26)
V, (e,0)=V, (e,2p)
R A
Ae=e,V, - =0, (2-27)
Te

A e=eq, les composantes de la vitesse elliptigue sont obtenues des éguationsnon

dimensionnelles suivantes:

= ! é-l(e)gsin e)co
v _\/sinhz(e)+sin2(h)gl (e )a hle) cosh)
(2-29)
C=- L <§+n(e)l)co e)sin
= \/sinhz(e)+sin2(h)gl I &)a sle)snfr)

v/ L’écoulement visqueux :

Suivant h on alacondition de périodicité :
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V. (.0)=V; (e.2p)

(2-29)
Vi €0)=V, (e.2p)
Ae=e,V, =V, =0 (2-30)
Ae=e,,
Les composantes de la vitesse elliptique adimensionnelles sont :
V) = = 21- ) l:Jsinh(e) cosh)
* Jsm2(e)+sn?h)é | (&)a
(2-31)
. 1 é mle)u .
Voo=- al + qcoshie) sinh
" \/sinhz(e)+sin2(h)g1 I e)a (€)snr)
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3. Résolution numérique

3.1 La méthode numérique de résolution

Le probleme de I’écoulement incompressible et bidimensionnel, autour d’un cylindre elliptique
est modélisé, comme cela a été vu dans le chapitre 2, par les équations différentielles aux
dérivées partielles de conservation de masse et de quantité de mouvement, dans les coordonnées
elliptiques. La résolution des ces équations est souvent tres difficile et les méthodes analytiques
suffisent rarement a obtenir les solutions désirées. On utilise donc des méthodes numériques
telles celles des différences finies, des volumes finis, ou des éléments finis. Pour la résolution de
notre probléme nous avons choisi la méthode des volumes finis car cette derniere s’adapte
facilement pour notre géométrie. Cette méthode est basée sur la discrétisation du domaine
physique en un certain nombre de volumes constituants le domaine de calcul, dans lequel seront
discrétisées les équations modélisantes. Suivant la procédure recommandée par S. Patankar
[21], les variables scalaires telles la pression et la température seront stockées dans les noauds
alors que les variables vectorielles telles que les composantes des vitesses seront stockées dans

les faces des volumes finis.

3.1.1 Maillage:

On rappelle qu’une géométrie elliptique peut ére traité dans un repére cartésien comme aussi
dans un repere elliptique qui seraient différents de part leur maillage. Dans le repére cartésien il
serait, automatiquement, non uniforme. La figure 3.1 montre qu’au voisinage de la paroi le
maillage est plus affiné et qu’il s'élargi au fur et a mesure que I’on s’éloigne. Dans un repére
elliptique, la particularité réside dans I’'uniformité du maillage (De=Dh) comme I’illustre la
figure 3.2. Cet aspect géométrigue du maillage est trés avantageux car il permet une
discrétisation spatiale du second ordre avec I’utilisation du schéma des différences centrées, On
précise aussi que le maillage dans I’espace cartésien permet un calcul plus précis des gradients
importants des variables calculés dans les zones affinées. Le domaine elliptique utilisé dans cette
étude est limité entre e, =0.29389ete, =3 et divisé en 62*142 volumes uniformes, dans les
directions ¢ et n respectivement. Dans la figure 3.3, on illustre un volume de contréle typique du
maillage ou le point P est au centre de ce volume. Ce volume est entouré de quatre volumes ou
sont centréslespointsN, S, E et W. Les faces du volume fini typique sont dénomméese, w, n et
S.
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Figure 3.3 : Représentation schématique du maillage avec un
volume de contrdle typique

3.2 Ladiscrétisation des équations
3.2.1 Ladiscrétisation temporelleau second ordre

Avec |le développement en séries de Taylor d’une variable f  dépendante du temps, on obtient :

f . :f D ] Dt ﬂf t+Dt N (Dt)2 ﬂZf t+Dt
Tt 2

+0(Dt)* (3-1)

t+Dt 2 qr2¢ t+Dt
f t- Dt :f t+Dt _ 2Dt ﬂfﬂt + (23) ﬂ f . + O(Dt)z
Tt (3-2)

On multiplie larelation (3-1) par 4, et on fait la différence entre le produit et larelation (3-2)

pour obtenir :
t+Dt
gt fro=genop +0(Dt)?
It
t+Dt t+Dt _ t t- Dt
ou: M~ _3 o+ +0(Dt)?
it 2Dt
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Et donc, ladiscrétisation de la variation temporelle locale avec une erreur de troncature d’ordre 2

(de’ordre de (Dt)? ) est :

ﬂf t+Dt 3t+Dt_ 4ft+ft-Dt

1t 2Dt 3
On multiplie larelation (3.1) par 2, puis on fait la différence entre le produit et larelation (3-2),
et on obtient :
oozt o, O T e

2 1t
L’ approximation de la variablef *P' avec une erreur detroncature d’ordre deux est :

Cette discrétisation porte le nom d’Adam-Bashforth.

3.2.2 Ladiscrétisation spatiale au second ordre

Nous pouvons démontrer que le schéma des différences centrées, utilisé pour la discrétisation
des dérivées spatiales d’une variable, est d’ordre deux (figure 3-4). Il suffit de faire cette
démonstration pour la dérivée premiere de la variable f par rapport & e en utilisant le

développement en séries de Taylor de lavariable f :

AR AR A
fo=f -l—] +— - —— ta. 3-5
P ‘ﬂen+2‘ﬂe2|n 6‘|1e3n+ &9
NP U IO i :
fN_f”+|ﬂen+2'ﬂe2|n+6'ﬂe3n+ ........ (3-6)

On fait la différence entre (3-6) et (3-5), on obtient :

qf [® 9%
fo-f =2— +——— 3
P T qel, 31e| (3-7)
Sachant que pour un maillage uniforme:| = d;”

_ 3
LARNEAEES LA (38)
Te| = de, 247e®|

Et donc avec une erreur de troncature d’ordre (de)? on écrit :
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ﬂ fo-To
fe|. de

(3-9)

On utilise une discrétisation temporelle avec une erreur de troncature de I’ordre de(Dt)* et une

discrétisation spatiale avec une erreur de troncature de Iordre de(De)? et (Dh)?. Tous les termes

advectifs et tous les termes diffusifs (a part les deux premiers termes diffusifs des membres de
droite dans les éguations de Navier-Stokes (2-24) et (2-25)) sont discrétisés selon Adam-
Bashforth et les différences centrées. Tandis que les gradients de pression et les deux premiers
termes diffusifs sont spatialement discrétisés selon les différences centrées, mais ils sont évalués,
sans approximation, au temps t +Dt.

| I den
n

Agp

Figure 3-4 : Vue du maillage projeté dansle plan (gh).

3.3 Discrétisation des équations modélisantes
Pour simplifier I’écriture, on élimine les étoiles dans les exposants des variables non

dimensionnelles.

3.3.1 Discrétisation de I’équation de continuité
Les termes de I’équation de continuité sont intégrés dans le volume de contrdle typique (figure :

3.4) comme sulit :
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Chapitre 3

ae 1 é ﬂ ﬂ l;l )

Q Q h1h2 éﬂre(hzve ) * ﬂ_h (hlvh )thhz dedh =0

oe é q t+Dt T t+Dt l;l )

Q Q?."—e(hzve) + ™ (hlvh* Ededh =0

[(hve), - (hover) Jon, + vy ), - (nvi=), e, =0 (3-10)
Avec:

h, =ysinh?(ec (1)) + sin?(h, (k) h, =ysinh*(ec (i - 1))+ sin(h, (k)

h,|, =y/sinh?(e, (i) + sin?(h. (k)) h,|. =y/sinh?(e, (i) + sin?hc (k - 1))

3.3.2 Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement suivant e

Les termes de I’éguation de quantité de mouvement sont intégrés dans le volume de contréle

décalé dans la direction ¢ (figure 2-5):

3.3.2.1 Discrétisation du terme temporel

nu euﬂV nu eué3Vt+D[-4Vt+Vt-D[l]
S e hh, dedh=g & 6e e "¥Ye  1h,h,dedn
Q u ﬂt Qu Qu@ 2Dt g
e3vt+|:l _ 4V t +Vt-D[ u
=6 ZD:” *_gh?, de, Dh,
é s
Avec:

(huh, )a, = sinh? (e (1)) + sin®h,, (k)
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3.3.2.2 Discrétisation destermes convectifs

QCSU 1 ﬂ(héV)hlhzdedh_Qnué:wdedh
Qqﬂ(hvv)ddh QQ11(h\/\/) odh

=2h,vive),, - (hovevi)uJdn, - [(hoveeve®), - (hovieovi®), Jan

o o« T(hvV,)
Q Q, hh, ﬂh ““hh,dedh = Q Q,

_ NN t U & 1.[(hlvhve)t-Dt
_ZQQU ﬂh dedh - QQ,

=2lh,vive), - (hveve) Jde, - [(hviove®) - (hvevE®) de,

= B2
Avec
V.., tV
Ve — eEU ePU
e 2
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VeWU +VePU
Ve|wu = 2

VhNV +Vth
Vh‘eu - 2

VhV\N +VhN\/\N
Vh‘wu - 2

woen 1 U e t+ h
Qq Zﬂhzhlh dedh =- 'y W™ jfdedh

Y \‘" dedh+Qqu2\D‘ﬂh2d dh

=-2§°?/htvh‘1%9 de, Dh +§°?/tf’tv‘f*ﬂ2. de, Dh,
e

€ oy fle Dry

1

h‘PU :Z i T Veaw FVew +Vth]

ﬂhzl __ sinh(e (i))Cosh(ec('))
\/smh e.(i)+snth, (k)
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ﬂhl _Jqu e
V, gpthihz dedh = g, (V. v, )

Vi

t h,

T dedh- & &
h

88 vy, ) Ty

——=dedh
Th

sinfh,» (k) coshi, (k)

Ml JSm () +sn oK)

3.3.2.3 Discrétisation des deux premier termes diffusifs et du terme de pression

t+Dt

L ) de dh

__‘u‘eu E
'Q QUHﬂ_ehlhzdedh = Q Qu hzﬂe

=" hZ|Pu >(PIII+DI ) PFI’+Dt)>4DhP

AVec :

hyl.,, =/sinh®(ec(i))+sinh, (k)
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Figure 3-5: le maillage décalé suivant ¢

1.[e|su DeP
t+Dt

nueu 1 7V, 0 & iaal\/ _

Q Q, hh, 'ﬂhg‘ﬂh g><hh dedh = QQ hg % de dh
1 éﬂVe t+Dt ™, t+Dtl;|
=56, - o ude

Regﬂh @ Th w B
Avec
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ﬂVe| — Pu'Vewu
fh |, dh,,

3.3.2.4 Discrétisation des autrestermes

Ju o eu 1 ﬂa/hﬂho _oquo@ ﬂa/hﬂh
QQ ﬂeg—— h,h dedh—QQ ﬂeg__g dedh
Ju eu T[ 6é/h T[h Jug&u T[ a/ ﬂ
_ & M & h
QQ hﬂh%ddh QQ ﬂ?ﬂ% ded
_ 4 ﬂhlﬁ &/, h, 0 uth- 2 @M g @0 B
eéhl h 5 gh ﬂh%a Reé h, fhg ghl Th &g
:B5
Avec
V :VhNV +VhWNV
h nu 2
V‘ _VhP\/ +VhV\N
h a 2
@l fho _  sn (h (k) cosh, (k))
Eh 1h 5, simn?(e, (i +2)+sin’(, (<))
2l 16 _  sinf.,(k)) coshs, (k)

h, Th 5~ sinh?(e, (i) +sin?(h, (k)
1 &/, ‘ﬂh 0

QR hh, h&h, Th g

~h,h,dedh =- QQ
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h, Th g, &sinh?(ec(i)+sn*h. (k)

= B6

Avec

Vv | VeEU +VePU
eley 2

Vv | :VePU +VeWU
€ lwu 2

w1 o _¢ sinfe(k))cosh (k)
1 &

e ey end

2l fh, 0 ésin(h (k - 1)cosh (k- 1) 0
h, th 5, &am?(ec())+sn? (k- 1)5

t
nu _eu x ax A
=203 = h 120 99 e - Gadgh LB S den
efe& " fegh, Reﬂe ﬂegh
e ga/ o0 @ qao U e qa o0 @ ga/i®e U
ziéghll _h~— 'thlé—hi Ude,, - ié@hli : - Ch ié h =T Ude,
Reg Teih s, § Vel 0 Reg TR N g § TR N g
:B7
Avec
¥, 6 o U
T -G 0
F ALy g & o 4
é ﬂeéh P e de o
2 0@, é n U
g ¢!
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N
—
+
=
~
~

_J sinh*(ec (1)) + sin* (¢ (k)

sinh2(e, (i +1)) +sin2h (k)  de()

sinfh,, (k))>cosh. (k)

TG Jsnn(e.()+sn*, (<)
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sinfh » (k) xcosh, (k))

Jsinh? (e, (1)) + sn(h, (k)

1
o Jamh(ec()+sn? b ()

2l 0 1

¥ Janh2(ec (i) +sin2(h¢ (k- 1))

i 1 1V,
Q. Reh,h, h, 1

0 ﬂz \
: h,h, dedh =-

t t- D¢
Jueu 2 1 @Vh ._ ﬂhz Ju-eu 2 1 @Vh ( ﬂhz
=- = = : h —_—— —= dedh
ZQQuRehlg'nh% e N *Q Qren, ‘ﬂh% e
4 &1 Th, 0 ; ¢ 2l 1h,0 t- Dt t- Dt
= —CG— T - s T V V d
Re h1 e BDU [( h)eu (Vh )Wu]den + Re h1 e BDU [( h )eu ( h )wu] €,
=By
Avec:
2l 1h, 0 _ sinh(e. (i) cosh(e.(i))
h, fe g, sinh?(e.(i))+sin?(,(k))
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2
2 v, fh,4"" fn 2 1 a8, |
Q0o 1 Ve T, “Zhlhzdedhz-é’“‘e“— E.0y | dedn
uRe h;h, gh,h, Te ¢ Te uRehh,éfe g
2 1 An, & | 2 1 ah,6 |
=20 Qe 2o V| dedh + ) ) =T 23V, dedh
“Reh,h, e fe g “Reh,h, e fe g
2 t 9 =2 \st-Dt §
= A0 Ve 2 g b+ 2EIO Ve (2 g by
Re&e Te g hthf‘Z‘Pu Re&e Te g hthf‘Z‘Pu
=By
Avec:

e 1 éadﬂgzg __sinh*(ec (i)) cosh®(ec (i)
shh. éfe o 5, [snh?(ec (1)) +sn*(, (k)]

Les termes intégrés sont réarrangés dans une équation de discrétisation algébrique sous la forme
suivant :

APVet;Bt :AEVetJIrEBt +AWV£NDLtJ "'ANVHDt +ASV;;8 "'S"'(I:)Ft>+Dt - PrErDt)(hz)

e NU

I]‘]P

PU

(3-11)
AVeC :

AP:AN +AS+AE +AW +3(h1h2)P£J;en thU
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A _ 2 €Dh,u
N ReéDeNH
A _ 2 €Dhyu
° ReéDePH
1 éde_ U
Ac=—ea"0
Regdh, g
o 1 de U
¥ " Regdh,
éav!,, - ViR
S=B,+B, +B;+B, +B; +B; +B, +B; +B, +B +B, +&6— " (hh) de, Dh,
g 2 g
(3-12)
Avec
:2|.(h2VetVet)nu - (hZVetVet)qudhp - |.(h2vet-DtVet-D[)nu - (hZVet-DtVet-Dt)qudh
=2fhvive), - (hovive). Jae, - [(hoviovie ™), - (hyveove™) Jde,
B, =- 2R v 2@ e »on +8?/t oy M2 9 ge by
e Te o, Te o,
B, = 2%y i 9 wen@hp-?/;-uvgﬂﬂhlg de, Dh.,
B_4€'Be/h"|1h19 &/, fh, 0 Q%I‘D‘ﬂho ae/‘D‘ﬂhl_ ibn.
® Reghl T 5 gh ‘ﬂh B - R, & h, ‘ﬂh‘u éhl T 5§
4 &/ Th, 8 s h, 6 g Z%J‘D“Hho /" Th, 0 U
B7:-—§ — - e, g é uden
R, g&h, Th g h‘ﬂhmg "R h, h, ‘ﬂhmg
éav/'o  av'o U /g @/ttt U
BBZ£6G“:]12 hh: - th+ l;'DhP'ied"::g & :] H 'é :l l;'DhP
Regfh g, gh. 5, &h. 54 Re&Th g h. 5, & o 5
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0 v 0 @0 d.  latho SMO /o U

° Re ‘ﬂ_hgpughlaeu éhlméde” Reg fh ;,Hé h, &, ghl awéde“
h h

o= B0 (i) - ) oo+ ZEETE e, - ) e,

%m V! i.)' h V‘D‘.
L= 6 Ve 9 de Dh, +-2 G, & Ve — 2 denDhP
Rege Te g h;h, Rege fe g h,h, .h,

3.3.3 Discrétisation d’équations de quantité de mouvement Suivant h

Les termes de I’équation de quantité de mouvement sont intégrés dans le volume de contréle
décalé dans la direction suivant n (figure 3-6)

3.3.3.1 Discrétisation du terme temporel

Jv & Tth v §3Vh R 4V +V b Dt
Q Q, 1t h,h, dedh _Q"Q"é O Eh .h, dednh
e3vt+Dt 4vt +Vt Dt u
:§ hpu h pu h pu qhﬁv Depdhe
é 2Dt G
Avec
(h,h,),, =sinh?(e, (i) + sin? . (k))
3.3.3.2 Discrétisation des termes convectifs
o e \YAY; VL ((TAVAVAS
88 hllh 'n(hlﬂr: h)hlhzdedh:QQ—ﬂ( 11“'; ) de dh
2
o eu11(h1 AV h) we Ty, )

=2/(h,vivi ), - (Vi) [oe, - (v v ™) - (hyvi2ve™)  |pe,
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hl, =+sinh*(e- (1)) +sin*(h, (k + 1)

h,,, =sinh?(e, (i))+sin?(, (k)

i TI(hZVh Ve )

L (AVAYA)

dedh - 0 Q

=2/, vive) - (hovieve), Jan, - (v ve®)

nv

:C2
Avec
| :VeEU +VePU
€lnv 2
VeESU +VeSU
Ve|sv = 2
_VhNV +Vth
Vh nv - 2
_Vth +VhS/
Vh‘sv - 2

h,l,, =vsinh*(ec (i) + s (k)

Jv v _‘nv‘evﬂ
Qthhz e hlhzdedh—qql

o o ThWV,

h,|,, =+/sinh?(ec (i - 1))+ sn?(h (k)

thh Ve )

dedh
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wvwe 1 Zﬂhl IV @ ot ﬂhl
.- V. —=hh,dedh = - V. —~dedh
QQ/hlhzeﬂhhlze QQ Ve ﬂhe
_ Jv e 2tﬂhl OV @ ot-Dt ﬂhl
—-ZQ Q,Ve ﬂ_hdedh+g QVVe ﬂ_hdedh
= UiV 2 Doy, +UOVI RS ey,
fh g, fh g,
:C3
Avec
1
Ve|p\, :Z epu TVery tVey +VeEsu]
h| _ sinhb(k)) coshh (k)

fhl., Jsinh?(e, (i) + sn? i ()

ﬂh LA t+Dt ﬂh
Vi Ve g Pihz dech = ) (v.v,) e dedn

t Th,
fe

ev

dech - ¢ Q (Vv )™ h,

Te

dedh

e

AVec :

fho| _  sinh(es(i) cosle, (i))
feln JfanhZ(e,()+sin?(. (k)
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3.3.3.3 Discrétisation des deux premier termes diffusifset du terme de pression

t+Dt

1P

n _ev

P

woe 1 &
-Q th——hh dedh__Qthlﬂ_h dedh
=-hy| (Pe™ - P )xDe,
AVeC :
h., =+/sinh?(e, (i) + sinf . (k))
1 1 §a&V,0 1 v, 4
‘nv‘ev_ s h_hhddh:“ev__ h h
QAR hh,telte s 2 " QAR e e% ded
:igﬂvh oW gdh
R.gTe|, Tel, § °
Avec

t+Dt
e N, 1 Th & R, Th g Th
A t+Dt t+Dtu
:igﬂv" _ T UDe,
R. gfh ., g
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81}
dﬂe n
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Figure 3.6 : le maillage décalé suivant n

3.3.3.4 Discrétisation des autrestermes

1 ﬂa/ ﬂhzo \nv\ 2
— ¢ —2+h h,dedh= e
ghz ey - Q QR héh, Te
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4 €' fh,6 av'gh,6 U 2 &/ fh,0 @/ ™ qh,0 U
= ST -& =T 0De; - - I UDe,
R.@&h, Te g &h, Te g g Regh2 e g, h, feg,.q
:C5
Avec
Ve| :VeEU +VeESU
& 2
Ve| :VePU +VeSU
w 2
@1 fh,6 _¢ snh(e,() coshle, () o
h, Te m, &sinh?(e,(i)+sin>h,(k+1)g
el fh,0

€0/, ™ h,0 @&/, gh, 0

t u
Capime mimek, 2gtme pitmed,
Re h2 ﬂh @, hl 1 gsvH Reé 1 l (% g 1 ll gsvH
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21 h, 0 _ésinh(ec(i - 1)) coshlec (i - L)u
h, fe g, asinh’(ec(i- 1)+sin*fc(k))g

o s o1 1% Tae
'QQ/Rehlhz‘ﬂe i Eg hh,>xdedh = QQ/R oTe éhzﬂh hlg dedh

A t t =4 t- Dt t- Dt u
:ggé%zl%gg S TRe® Ly igéazia% N e
Regs “Th &h, h &, 5o f Regk “Thg h, &5 ﬂh§ h, g
_C7
Avec
o/, 0 @, 0 U
o] ﬂée/e@ éhzégu hzépul:l
éhzﬂ—hgh_;_ ( Z)nve dh u
1 99, é e l;l
g H
e a0 | snh’(e.()+sn2h.(k+2) V,(ik+1)
h, ~&—= = |5 5 -
§" T &h, o5, s, + )+ sn*(, (k1) an(k+2)
sinh2(e. (i) +sin2ho(k- 1) V,(0.k)
sinh?(e, (i) +sin?h. (k) dh(k+1)
€/, 0 a, o u
.. 71 u
5 orww ) Sha, B
2 — “\'2/s
é ﬂh lﬂﬂs\, g dhe 3
& i
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1) Vali- 1K+
sinh?(e.(i- 1)) +sin2(,(k+1) dh(k- 1)

] \/sinhz(ec(i))+sin2(hc(k- 1) V,(i- 1)

sinh?(e,(i)) +sin?(h.(k) dh(k- 1)

el 1 'nae/h%m'nh2

t+Dt
N N ‘nv ‘EV 1 ﬂ alh .. ﬂhz
— — —= h,;h, dedh = ——C—3 dedh
QQVRehlhzﬂeghz ge 12 Q QRete hzg e °
t

‘nv ‘EV 1 ﬂ %/h ﬂhz \ ‘EV 1 ﬂ alh ﬂhz
=2 ——GC— dedh - —— —= dedh

QQvRe‘ﬂe h, e ¢ QQVRe‘He h % Te ¢

ah,o _srnfey() conle, )
efe g fsnh?(e.(i)+sin?h (k)

el 0 1

gh—zaw i Jsinh?(e. (i) +sin (. (k))

PhO _
h, g, fsnh?(ec(i- 1)+sin?({h(K))
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D t+Dt
1 1 7T&/.¢ ﬂhhdedh_”””lﬂaa/- ﬂzdedh
. e QRefh&n, 3 e

t t- Dt
nv _ev a/ ( h n _ev a/ ( h
:z‘q\,il _ € = hdedh_gq\lil e = TIZdedh
ReTh &h, g e Reﬂhgh_' Te
_2ghg G0 PhO G lafh g SNCTO @0 D
Reéd e @, g&xh, g, éhlawa " Reéfe g @& N &, éhl Gl
_Cg
Avec
V| :VeEsu +Very
€lev 2
V| VhPU +VhSU
w 2

i, sihle,() cosle ()
efe @, JsnhZ(e,(i)+sin?(hc(k))

@10 _ 1
h &, Jsnh?(e, i) +sin’ (b, (k +1)
Dh 0 _ 1
ghzés, Jsinh?(e, (i) +sin?(, (k))
co2 1 1AV N g o 2 1aVed T T g
QQRehh,héfeg Th *7 QQReh &fe g 9h
2 14V, 4 1h 2 1a4V,4° th
_ Jv ‘ev__ R 1n, Jv ‘ev__ R Th, h
ZQ QVRehlg‘ﬂeg dedh + QVRehlg‘ﬂei ded

_ 4@ Ih0 [ L (o 2@ 6 oo fo
~ Re&h, 1h &, [va). - € e)sv]dhe’“R—e h_lﬂ_hla[(ve %), - (Vi) Jan,
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(Ve )nv :VePU +Veru
2
(Ve)sv _VeSU +VeESU
2
v . e . o ) t+Dt
nv o_ev > nv o ev
qui 1 ho Thy ﬂlhlhzdedh: ‘Q\,i 1 %gvh dedh
Re h;h, gh,h, Yh Th Rehh, gfh &
2 1 g | 2 1 aho, |
=20 Qe e S V| dech + () § T2V, | dedh
Reh,h, &Th 4 Re h;h, gﬂh 17
2 t A 2 t-D A
V., O V, 0
- i@g h = Depdhe+£%hg "+ De,dh,
Regg‘ﬂ 9 hlhza:\, Reg Th & hlhzapv
=Cy
Avec

21 9,00 _ snh?(c(k)) cosn’ (k)
ghh, Eh 5 5[5z (e, (1) + sin* (o (k)]

Les termes intégrés sont réarrangés dans une équation de discrétisation algébrique sous la forme
suivant :

AVEE = AV 4+ AL VIR + AV +AVD +S + (R - ) (h,),, Dhy  (3-13)

Avec:
3(h,h,),, De, dh
A=A +AG+HAL +A Loy e
P N S E w 2']
A =1 édh,u
N Regde,
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A =1L édh_ u
> " Regde, i
2 éDe U
=2 a2 3-14
A " Regn, & 19
2 éDe, U
AN_ReéDhWH
e4Vhtw VhtPI\:/)t
S=C,+C,+C,+C,+C,+C,+C, +C, +C, +C,, +C, +&———""(h,h,),, De,dn,
e D g
Avec

c, =2|h,vive), - (havivi) e, - (v vie™) - (v vie™) e,

C, =2 vave), - (hovive), Jan, - [(hvir e ) - v v ™), Jan,

— t 1 t- Dty s t- Dt 1
=- E/ — = + E/ — h
C Zg V = mpdhp g V = Depd P

ey B,

Co =2V M€ pe g, +&rovpe M0 pe gn

e € o e Te @,
c - 4§ Th0 @ Tth0 U eaa/‘f"ﬂho @ h,0 U
) Reghz € a, éhz Te ﬂ/wg D - R g h, '”eawg P

%/t 0 a/t l] t O a/t Dt O

C6:_i _h&: - _hﬂ_hl_ adhe+£é‘ h ﬂh c ﬂh dh

R.gh, h Shifhzg ° R.gh fhg §h ﬂh%l‘fl
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h h
Com SFE I i), - e+ ZEE T2 ), - o). on,
c, o ARG VO 2B eVt
v Regg‘ﬂh P hlhzap\, T Reg Th hlhzgpv e

3.3.4 Discrétisation des conditions aux limites
3.3.4.1le cas de I’écoulement non visgueux
@ Ausurface del’ellipse (e =e;)
Pour V, .
Ona:V, =0
AP:]" AE:AN:AN:AN:O
S=0
Pour V, :

V
Ona: TV, =0
e

AP:AN:]" AN:AE:AS:O
S =0
@ A lafrontiere externe (e =e,)

Pour V, =0:
AP:]" AE:AN:AN:AS:O

sinh(e, ) cosh)
hl

e U
S=
g (i)H

PourV,, :
AP:]" AE:AN:AN :AS:O

47



Chapitre 3

Résolution numérique

cosh(e, ) sinfh) & N me, )a

, u
S =- =
SEE YT

3.3.4.2 lecasdel’écoulement visgueux
@ Surlasurfacede’ellipse (e =€)
PourV, et V, :
Ona:V, =V, =0
AP:]" AE:AN:AN :AS:0
S=S =0
@ A lafrontiere externe (e =e,)

Pour V, =0:
AP:]" AE:AN:AN:AS:O

sinh(e,) cosh )
hl

S=

e U
€1 (ei)H

PourV,, :
A, =1, A=A, =A =A,=0

cosh(e, ) sin(h)g1+ me)

S =- :
h, é I(ei)

3.3.5L’équation dediscrétisation de la pression

On met les équations de discrétisation de quantité de mouvement sous la forme :

U

VePU :Ven :Ven+dn(PP - PN)
U

VeSJ :Ves :Ves+ds(PS - PP)

Viev =Vhe :\l;he+de(PP } PE)

Ve =V v d,(Ry - P.)
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pt+bDt gy t+Dt  yt+Dt pt+Dt
Lespseudo vitesses: Ven ,Ves ,Vhe € Vhw sOnt les composantes de vitesse déterminées avec

des sources qui ne contiennent pas les termes de pression, et sont données par les expressions

suivantes :

U AV S AVES +ANGS HAVSE AVE +S

en -

A, A,

U A AV HS | AV +AVeis +ANVen FAVes) +S
A A

\L\J/:eDt = é' AivhtrDt +S _ AEVhtEBt + A/\/Vht\;v?/[ + Ay Vht:\let "'Asvhws[/)t +S
A, A,

YU QAT S AR AN A Vi HASVS) +S
Ay Ay

L es coefficients des termes de pression sont :

g, - h,|,, Dhe
AP

ds — h2|pU DhP
AS

de — hl|p\/ IxP
AP

Q. - hy|,, Des
AW

Pour obtenir une équation de discrétisation de la pression on remplace les équations des vitesses (3-
15) dans I’équation de continuité discrétisée (3-10):

4 Y t+Dt A y t+Dt U

ah,), Vo +d, (Pe™ - P2 (h,), GV +d,(Pee - PE)3Dh, +

e 7] (79|

A o t+Dt A y t+Dt AU

&n,). Ve +, (B - Pee - (n,), g'”v +d, (R - P e, =0

e 7] 20

D’ou:

AP = AP + ARSI + AL PE + A R + S (3-16)
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AVec :

AN = (hZ)n dn DhP

A =(h,),d, Dh,,

A =(h,), d, De,

A, =(h),, d,, De, (317
S = e - (), oo o, +F), W - (), e S, (318)

Avec un champ de vitesse estimé on peut calculer les pseudo vitesse, utilisé dans la source (3-18) et

obtenir une estimation du champ de pressionP” . On utilise cette estimation de pression dans les

équations (3-11), (3-13) pour obtenir une estimation du champ de vitesse 6/; ,Vh*) ;
AV, =8 AV +a,(P - Py
AV, =8 AV. +a,(F - BY)
(3-19)
Aevh*e = é. AV, + a, (P; - PE)

ANoy = é. AV, + aw(Pw - P;)

En utilisant I’équation de pression (3-16) pour déterminer le champ de pression qui permettra le
calcul du champ de vitesse. Cependant, ce champ n’a pas les valeurs exactes satisfaisant les critéres
de convergence, mais des vitesses qualifiées d’initiales.

Donc, pour converger vers I’écoulement exact, il faut corriger le champ initial, et par conséquent,

chaque variable s’écrit comme suit :
Ve :Ve* +Ve‘
V. =V, +V, (3-20)

P=P +P

V., ,V,,P : Les corrections de la vitesse suivante, la vitesse suivant h et la correction de
pression respectivement.
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AV,, =& AV, +a, (P - R))

Asve‘s :é. AiVe‘i +as(P&l: - PP)
(3-21)

Ath‘e = é. AV, + ae(PF" - PE)

ANVow = é. AV, + aw(Pw - PF")

D’aprés S.Patankar [21] e comme approximation on peut éliminer les termesé AV, ,

& AV, onobtient :

V, n :dn(PP - PN)

e

V., =d,(P - P)

e

(3-22)
Vo =d,(R. - P)
Vh‘w :dW(PW - PP)
Et donc le champ de vitesse s’écrit comme suit :
Ven :Ve*n + dn(PF" - P'il)
Ves :Ve*s + dS(PS‘: - PF")
Vee :Ve*e + de(PF" - PFL)
V,, =V, +d,(Ry - Py (3-23)

Le champ de vitesse dans le systéeme (3-23) doit satisfaire I’équation de continuité. En introduisant
ce champ de vitesse dans I’égquation de continuité, on obtient I’éguation de correction de pression
discrétisée suivante :

AP =A P, +AP.+A P.+A,P, +S (3-24)
Les coefficients A, Ay, As, A, A, sont les méme que ceux de |I’équation de pression (3-16) mais la

Source S’ c’est :
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S = ((hZ)s Vc;s - (hZ)n V;n)DhP + ((hl)w Vt:w - (hl)e VI:e)DeP

3.4 Solution des systemes d’équations de discrétisation par la méthode de balayage

Les systémes d’équations linéaires de discrétisation sont résolus par la méthode de balayage [21]
utilisant 1I’algorithme de Thomeas et I’algorithme de Thomas cyclique. A partir des conditions
initiales, la marche dans le temps continue jusgu’a I’obtention d’un régime stationnaire ou un
régime avec une variation temporelle oscillatoire établie.

3.4.1 Laméthode de balayage

On peut mettre le systéme des équations de discrétisation (3-10), (3-12) sous la forme

matricielle, comme suivant :
[Al{F}={8} (3-25)
En notation indicielle le systéme se présente sous laforme suivant :

A (L K)F = AVGLKIF Ly + AS(LK)F gy + A K)F oy + A (LKF ) + S(0LK)
(3-26)
Les coefficients A sont des matrices pentagonales. Ce systéme est transformé en un systeme a

matrice tri diagonale dans chague direction.

Suivant e :

AFp=AF +AFs+S (3-27)
Avec:

S =AF_+A,F,+S (3-28)
Ce systéme d’éguations peut étre résolu par I’algorithme de Thomas. La solution obtenue est
notéeF .

Suivant h :

AF,=AF_+A,F,+S (3-29)
Avec:

S"=AF +AF +S (3-30)

Ce systeme d’équations peut étre résolu par I’algorithme tri diagonal cyclique. La solution

obtenue est notée F " .cette derniére est la solution obtenue aprés les deux balayages.
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3.4.1.1 L algorithme de Thomas

Cet agorithme consiste a transformer la matrice tri diagonale en une matrice bi diagonale. On
peut mettre le systéeme d’équations (3-27) et (3-29) souslaforme:

aF,=bF, +cF, , +d (3-31)
a b et c sont des coefficients, d. comprend les termes de source. On suppose que la relation

entre F. et F.,, (relation derécurrence) est :

F.=RF ., +Q (3-32
Donc:
Fi-lzpi-lFi +Qi-1 (3'33)
La substitution de (3-33) dans I’équation (3-31) donne:
aF,=bF,,+c(R,F, +Q.)+d, (3-34)
Donc:
a; - Cipl-l
d +c O
i — i CI Ql-l (3_36)
a - G Pi-l
Par définition :
¢ =0,b, =0 (3-37)
On doit avoir :
P, =0 (3-39)
AVeC :
P, = ﬂ (3-39)
q
Q=% (3-40)
a

D’apres (3-32) et (3-38), ontrouve :

Q, =F, (3-41)
Les étapes de I’algorithme de thomas sont :

1- cacul de P, et Q,
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2- cacul P, et Q, par leséquations (3-39) et (3-40)

3-obtenir les différentes valeurs de lavariable F . par I’utilisation de I’équation (3-32)

3.5L’algorithme SIMPLER
On utilise I’algorithme SIMPLER pour la solution séquentielle des éguations de discrétisation

des vitesses et de la pression [21]. L algorithme est constitué des étapes suivantes :

1)- initialiser une estimation de champ de vitesse V., V1 au temps (t) et (t-At).
2)- calculer les coefficients des équations de discrétisation de V., Vn.

3)- calculer les pseudo vitesses \7.3 ,\7h par les éguations de discrétisation des quantités de
mouvement sans les termes de pression.

4)- utiliser les pseudo vitesse pour calculer la source de I’éguation de pression.

5)- résoudre le systéme d’équation de pression et obtenir une estimation de pression P” .

6)- Utiliser la pression estimée P* pour calculer le champ de vitesse estiméV, ,V, .

7)- utiliser le champ de vitesse pour calculer la source de I’équation de pression est obtenir une
correction de pressionP .

8)- résoudre I’équation de correction de pression et corriger le champ de vitesse.

9)- il N’y pas de convergence retourner al’étape 2.

3.6 Structure du code de calcul

Le code de calcul est constitué d’un programme principal en langage Fortran77, utilisant les
subroutines suivantes :

Mesh : calcule tous les paramétres du maillage.

Init : initialise le champ de vitesses.

Zerout : mettre a zé&ro les coefficients d’une équation de discrétisation avant leur évaluation pour
éviter I’interférence entre les différentes égquations de déscretisation.

Masse : calcule les coefficients de I’équation discrétisée de 1’équation de continuité.

Emom: calcule les coefficients de I’éguation discrétisée de I’équation de la conservation de
guantité de mouvement suivant ladirection €.

Tmom: calcule les coefficients de I’équation discrétisée de 1’éguation de la conservation de
quantité de mouvement suivant la direction n.

Tsweep: établit le balayage suivant la direction n.

Esweep:établit le balayage suivant la direction «.
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Bdryu: calcule les conditions aux limites de la vitesse suivant .

Bdryv: calcule les conditions aux limites de la vitesse suivant 7.

Bdryp: calcule les conditions aux limites de pression.
Tdma: résolution par I’algorithme de Thomas.
Tdmacy : résolution par I’algorithme tri diagonale cyclique.
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Chapitre 4 Résultats et discussion

4. Résultats et discussion

Dans ce chapitre on présente les résultats de notre étude concernant les régimes
d’écoulement visgueux et incompressible, bidimensionnel sur un cylindre elliptique. En premier
lieu on considére, pour la validation du code de calcul, le cas de I’ écoulement non visqueux ou la
répartition de la vitesse est analytiquement connue. Dans la deuxiéme partie on expose les
résultats de I’écoulement visqueux avec le cas AR=3.5 et Reynolds entre 10 et 280 et on fait la
comparaison avec les résultats numériques obtenus par S. A. Johnson et al. [12]. Tous les cas
sont effectués pour un pas de temps Dt =102 avec un nombre total d’itérations atteignant 4.310°
itérations. Pour exécuter les calculs itératifs, on a utilisé un PC Pentium 4 avec un processeur
d’une fréquence de 2.8 GHz et une mémoire RAM de 250 Mo. Pour la représentation graphique
de nos résultats on a utilisé les logiciels de graphisme ORIGIN 6.0 et TECPLOT 9.0.

4.1 L’écoulement non-visqueux

4.1.1 Validation du code de la smulation numérique

L’écoulement sans frottement ou I’écoulement non visgueux sur une ellipse est classique et
connu. Dans la référence [22] la distribution de la vitesse autour de I’ellipse est donnée en

fonction de I’angle b et I’aspect des axes C :

Ue = (1+ G) cos(b) (4-1)
u¥
Avec b :arctgg’ll(g et G:E

edY g A

En effectuant les transformations de cet angle b en coordonnées elliptiques ainsi que les
différences d’orientation de I’angle b par rapport ah , on peut comparer le profil cité avec notre

résultat. Lafigure 4.1 compare les deux profils des vitesses, analytique et numérique. I1s sont en
trés bon accord, validant ainsi notre code.
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Figure4.1: Lavariation dela valeur absolue de la vitesse a la surface
de I’éllipse pour £=0.293809.

4.1.2 Structurede I’écoulement

La figure 4.2 illustre une représentation vectorielle du champ de vitesse. Suffisamment loin de
I’ellipse, I’écoulement est horizontal et uniforme. L’écoulement suit le profil de I’ellipse et on
voit que pres de la surface la vitesse subit des variations circonférentielles importantes. Elle est
nulle au bord d’attaque et au bord de fuite et atteint son maximum aux points correspondant a

3
I”épaisseur maximale de I’ellipse (h :% eth = 7p). Lafigure 4.3 est un agrandissement de ce

champ de vitesse autour de I’ellipse. Dans les deux figures, on a représenté les vecteurs de

vitesse avec un saut de 3 pour la clarté de la représentation graphique.
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Figure 4.2 : Le champ d’écoulement autour de I’ellipse

Figure 4.3 : Agrandissement du champ d’écoulement autour deI’ellipse

58



Chapitre 4 Résultats et discussion

4.1.3 Lechamp depression

Sur la figure 4.4, on représente la distribution spatiale de la pression. Les variations spatiales
importantes sont, comme prévu, localisées prés de I’ellipse. Le champ de pression est symétrique
par rapport aux axes de I’ellipse. La pression maximale est au bord d’attague et au bord de fuite.
Du bord d’attaque elle diminue suivant la direction circonférentielle jusqu’a I’axe vertical de
I’ellipse. A partir de cette position elle augmente jusqu’au bord de fuite. Comme la vitesse et la
pression sont liées par I’éguation de Bernoulli, on voit que la vitesse augmente aux endroits a
faible pression et diminue dans les zones a haute pression. La figure 4.5 est un agrandissement
autour de I’ellipse. La variation du coefficient de pression sur la surface de I’ellipse (figure 4.6)
montre que la valeur maximale Cp=1 est au bord d’attaque et au bord de fuite et atteint sa valeur
3p

PR

minimale Cp=-0.7 aux points de I’épaisseur maximale de I’ellipse h :% eh =

1.5148
1.4641
1.4134
1.3627
1.3118
1.2612
1.2105
1.15397
1.1080
1.0748
1.0686
1.0654
1.0665
1.0662
1.0662
1.0647
1.0583
1.0075
0.95635
0.9061
0.8554
0.8045

Figure4.4 : Lechamp depression autour deI’ellipse.
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Figure 4.5 : Agrandissement du champ de pression autour de I’ellipse.
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Figure 4.6 : Lavariation de coefficient de pression
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4.2 L’écoulement visqueux

Ce cas est plus réaliste parce qu’il tient compte des frottements visgueux. Ces derniers sont
surtout considérables prés de la paroi solide comme prévu par la théorie de la couche limite [23].
Plusieurs structures derriere I’ellipse, en régime permanent et en régime transitoire, sont
possibles. Ces régimes sont qualitativement similaires a celui du cas de I’écoulement visqueux
sur un cylindre circulaire. Dans les références [24, 25] les différentes structures du sillage en
fonction de nombre de Reynolds sont illustrées.

4.2.1 Comparaison desrésultats

Pour permettre la comparaison de nos résultats avec ceux de S. A. Johnson et.al [12] on
introduit dans notre code de calcul les mémes paramétres géométrique et dynamique utilisés dans
laréférence [12]. Ces paramétres sont : AR=2, deux valeurs de nombre de Reynolds: 40 et 45 et
a=90°. Pour Re=45 ils ont obtenu un écoulement transitoire caractérisé par le détachement
périodique du vortex (figure 4.7). On a obtenu la méme structure de I’écoulement pour cette
valeur du nombre de Reynolds (figure 4.8) et le régime transitoire obtenu par notre code de
calcul apparait a partir de Re=37. Pour Re=40, les auteurs obtiennent un écoulement stationnaire
symétrique avec deux vortex derriere le cylindre, comme celaest illustré dans la figure 4.9. Pour
cette valeur nous obtenons qualitativement |a méme structure qui est obtenu avec Re=45. On
obtient le régime stationnaire a Re < 30 (figure 4.10). La différence entre nos résultas et les
résultats des auteurs est liée par la nature des conditions aux limites utilisées dans les deux
études. Les conditions aux limites utilisées par les auteurs sont celles du non glissement sur la

surface de cylindre, une vitesse uniforme en amont et un gradient de vitesse nul en aval.
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Figure 4.7 : détachement périodique du vortex pour AR=2 et Re=45[12].

Figure 4.8 : Ecoulement transitoire obtenu par notre code de calcule pour AR=2 et Re=37.
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Figure 4.9 : Ecoulement stationnaire avec 2-vortex pour AR=2 et Re=40 [12].

Figure 4.10 : Ecoulement stationnaire avec 2-vortex obtenu par notre code de calcule pour
AR=2 et Re=30.
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4.2.2 Structure de I’écoulement
4.2.2.1 L’écoulement a Re=10

La figure 4.11 illustre le champ de pression et les vecteurs de vitesse autour de I’ellipse. On
remarque que le champ de pression est symétrique par rapport a I’axe horizontal de I’ellipse. La
pression maximale se localise au bord d’attague et elle diminue suivant la direction de
I’écoulement jusgu’au bord de fuite. L’observation générale indique que I’écoulement derriere
I’ellipse est stationnaire et parfaitement symétriqgue avec O-vortex. La figure 4.12 est un
agrandissement autour de I’ellipse. La variation du coefficient de pression sur la surface de
I’ellipse comme P’illustre la figure 4.13 montre que le maximum C,=2.28 est situé au bord
d’attaque et diminue jusqu’a atteindre le minimum C,=-0.741 au bord de fuite.

La figure 4.14 illustre la variation du coefficient de frottement local sur la surface de I’ellipse.
On constate que le C; prend une valeur nulle au bord d’attaque (h =p ). A partir du bord
d’attague il augmente graduellement jusqu’au points n=2.828 et 1=3.43 pour atteindre son
maximum C;=1.20. Puis il diminue jusqu’a C=0 au bord de fuite.

sl
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Figure4.11: Lechamp depression et les vecteursde vitesse pour Re=10
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Figure4.12 : Agrandissement du champ de pression et les vecteurs de vitesse pour Re=10
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Figure4.13: Variation de coefficient de pression pour Re=10
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Figure4.14 : Variation de coefficient de frottement local pour Re=10
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Figure4.15: Variation temporale de la vitesse pour Re=10
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Dans La figure 4.15 on présente la variation temporelle de la vitesse pour quelques points du
domaine. La figure montre I’existence d’un champ oscillatoire non harmonique pour des temps
courts (t<20), mais plus on marche dans le temps, I’amplitude des oscillations s’amortit et
s’annule quand I’écoulement atteint le régime permanent.

4.2.2.2 L’écoulement a Re=50
On représente sur la figure 4.16 le champ de pression et quelques lignes de courant. On constate
gue I’écoulement est stationnaire et le champ de pression est symétrique par rapport a I’axe
horizontal de I’ellipse. Un agrandissement de la figure 4.16 autour I’ellipse est illustrée dans la
figure 4.17. On remarque dans cette figure la naissance de deux tourbillons localisés sur le bord
de fuite de I’ellipse de dimensions tres petites par rapport aux dimensions de I’ellipse. On peut
justifier I’apparition de ces tourbillons a partir des considérations de couche limite. Il est connu
que I’épaisseur de la couche limite augmente a partir du bord d’attaque. Cette couche limite subit
un décollement quelque part sur la surface solide ou le gradient de pression suivant la direction
de I’écoulement est positif. A partir des points de décollement, des écoulements secondaires (des
tourbillons contrarotatifs) se forment dans un domaine appelé le sillage [23]. Le sillage se
propage al’aval du bord de fuite par I’effet des contraintes visgueuses.

Dans notre cas les points de décollement sont 1;=0.211 et 1,=6.028. Suivant la direction
verticale, on constate que la courbure des lignes de courant est plus importante pres de la surface
de I’ellipse et diminue en s’éloignant de cette derniére. Suffisamment loin de cette surface
I’écoulement est uniforme et horizontal. La variation spatiale de la pression est trés importante
autour de I’ellipse. La pression maximale se localise au bord d’attaque elle diminue suivant la
direction de I’écoulement jusgu’aux points n=1.567 et n=4.716. Entre ces points et le bord de
fuite, elle augmente comme le montre la figure 4.18.

D’aprés la figure 4.18 on remarque que le coefficient de pression prend une valeur maximale
Cp=1.403 au bord d’attaque et diminue jusqu’a une valeur minimale Cp=-0.454 aux point
n=1.567 dans la surface supérieure et n=4.716 dans la surface inférieure. Entre ces points et le
bord de fuite elle augmente jusgu’a C,=-0.3.
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Figure4.16 : Le champ de pression et leslignes de courant pour Re=50
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Figure4.17 : Agrandissement du champ de pression et leslignes de courant pour Re=50
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Figure4.18 : Variation de coefficient de pression pour Re=50

Dans lafigure 4.19 on présente les variations temporelles de la vitesse suivant la direction & pour
quelques points. Au début, on remarque de faibles variations de la vitesse jusqu’a t = 23. Pour
des temps supérieures, les vitesses points seront stables et permanentes. Par conséquent

I”écoulement est stable.
Sur lafigure 4.20 on illustre la variation du coefficient de frottement local suivant la surface de
I’ellipse. Au bord d’attaque (h =p ) le coefficient de frottement local est nul puis il augmente

jusqu’a la valeur maximale Ci=0.552 aux points n=2.852 et 1=3.431. Aux points n=0.211 et

n=6.028, qui désignent les points de découlement de la couche limite ou le gradient de la vitesse
€gal a zéro le C; est nul. Au-dessus de ces points ou le gradient de vitesse est négatif le C; prend
la valeur minimale égale a Cy=-0.0032 aux point n=0.073 et n=6.154. Puis il augmente jusqu’au

bord de fuite.
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Figure4.19: Variation temporale dela vitesse pour Re=50
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Figure4.20 : Variation de coefficient de frottement local pour Re=50
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4.2.2.3 L’écoulement a Re=150

Avec I’augmentation du nombre de Reynolds jusqu’a Re=150, on trouve toujours un écoulement
stationnaire et symétrique par rapport a I’axe horizontal de I’ellipse comme I’illustre les figures
4.21 et 4.22. Les points de décollement sont n=0.543 et n=5.737. A partir de ces points les lignes
de courant sont refermées sur elless-mémes pour constituer deux tourbillons contrarotatifs et
permanents de tailles égales, localisés entre les points de décollement et I’aval du bord de fuite.
lls sont enveloppés par les deux parties de I’écoulement latéral (sur les parties, supérieure et
inférieure de I’ellipse) qui joignent a une distance égale a 2, a partir du centre de I’ellipse. Ce
régime d’écoulement que nous avons obtenu a été auparavant obtenu qualitativement par S. A.
Johnson et al. [12] pour AR=2 et Re=40, a=90°. On trouve toujours le méme régime
d’écoulement avec I’augmentation de nombre de Reynolds jusqu’a Re=200.0n a remarqué que

lalongueur des tourbillons augmente avec I’augmentation de nombre de Reynolds.

Dans lafigure 4.23 on illustre la distribution spatiale de la pression. On remarque la symétrie du
champ de pression par rapport a I’axe horizontal de I’ellipse. Prés de la limite du domaine de
calcul, la pression est uniforme. Les variations spatiales importantes de la pression se localisent
prés de I’ellipse et dans la zone du sillage. La pression maximale est au bord d’attaque elle
diminue graduellement jusgqu’aux points n=0.543 et n=5.737. Entre ces points et |le bord de fuite
elle augmente.

La variation du coefficient de pression sur la surface de I’ellipse est illustrée dans la figure 4.24.
On constate que le maximum C,=1.17 se localise au bord d’attaque. Puis il diminue
graduellement jusgu’a-0.441 les pointsn=1.718 et n=4.537. Entre ces points et le bord de fuite il
augmente jusqu’a-0.2.
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Figure4.21: Le champ de pression et leslignes de courant pour Re=150
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Figure 4.22 : Agrandissement du champ depression et leslignes de courant pour Re=150
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Figure4.23: Variation temporale dela vitesse pour Re=150.

Le champ de vitesse montre au début (t<23) un champ oscillatoire non harmonique. A partir de
t =23 les oscillations s’amortissent et le champ de vitesse en tous points devient permanent,

comme le montre la figure 4.23, et par conséquence le régime est stable.

Dans lafigure 4.25 on présente la distribution du coefficient de frottement local sur la surface de
I’ellipse. 1l atteint son maximum (Ci=0.332) aux points n=2.864 et 1=3.416, et diminue
graduellement jusgu’a une valeur nulle aux points de décollement 1=0.543 et n=5.737. Il
continue a diminuer pour atteindre son minimum (Ci=-0.011) aux points n=0.175 et n=6.097.
Entre ces points et le bord de fuite il augmente. Au bord d’attaque le coefficient de frottement
local est nul.
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Figure4.24 : Variation de coefficient de pression pour Re=150
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Figure 4.25: Variation de coefficient de frottement local pour Re=150
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4.2.2.4 L’écoulement a Re=210

La figure 4.26 représente le champ de pression et quelques lignes de courant a I’instant t= 800.
Un agrandissement de la figure autour de I’ellipse est illustré dans la figure 4.27. On remarque
gue I’écoulement dans la zone du sillage est asymétrique par rapport a I’axe horizontal de
I’ellipse. 1l est spatialement ondulé. Les deux tourbillons prés du bord de fuite ont des tailles
différentes: le tourbillon inférieur est plus grand. Aprées un temps t=900 comme illustré dans la
figure 4.28 on voit que le tourbillon supérieur est plus grand que le tourbillon inférieur, et on
constate que les tourbillons sont alternés dans le temps. Ils forment ce qu’on appelle les
tourbillons alternés de Bénard-Von Karman. Une explication du régime alterné est donnée par
I’instabilité de la couche de cisaillement. Cette derniére est crée par la différence entre la vitesse
extérieure au sillage et la vitesse d’écoulement dans la zone de sillage. Cette couche de
cisaillement peut éventuellement suffisamment devenir instable [12] pour une valeur critique de
nombre de Reynolds. L’instabilité de cette couche de cisaillement est responsable de I’apparition
de ce régime ingtable. Ce régime d’écoulement que nous avons obtenu est qualitativement
similaire a celui de laréférence [25] pour le cas de cylindre circulaire a Re=53.

La pression maximale est au bord d’attaque. Le long de la surface de I’ellipse, la pression chute a
partir du bord d’attaque jusqu’aux pointsn=1.774 et n=4.481. Prés du bord de fuite et al’aval de
cette derniére la distribution de la pression est asymétrique par rapport a I’axe horizontal de
I’ellipse. En ce qui concerne le coefficient de pression (figure 4.31), il est maximum (Cp=1.142)
au bord d’attague et diminue progressivement jusgu'a la valeur Cp=-0.436 aux pointsn=1.774 et
n=4.481.

Dans lafigure 4.32 on présente la distribution du coefficient de frottement local sur la surface de
I’ellipse. 1l atteint son maximum (C:=0.286) aux points n=2.864 et n=3.431, et diminue
graduellement jusgu’a une valeur nulle aux points de décollement n=0.640 et n=5.640. ||
continue a diminuer pour atteindre son minimum (Ci=-0.013) aux points n=0.186 et n=6.085.
Entre ces points et le bord de fuite il augmente. Au bord d’attaque le coefficient de frottement
local est nul.
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Figure 4.26 : Le champ depression et leslignes de courant pour Re=210 a t=800
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Figure 4.27 : Agrandissement du champ de pression et leslignes de courant pour Re=210 a
t=800
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Figure 4.28 : Agrandissement du champ de pression et leslignes de courant pour Re=210 a
t=900

Dans la figure 4.29, on représente les variations temporelles de quelques vitesses prés du bord de
fuite. On remarque que les variations sont dépendantes du temps (oscillatoire). Pour s’assurer
gue les oscillations temporelles de I’écoulement sont physiques et non numériques, on aréduit le
pasdutempsde Dt =10 & Dt=5.10"* , on aconstaté que les oscillations ne sont pas amorties.
Elles sont les mémes avec les deux pas du temps. Les oscillations pour un temps inférieur a
t =900 sont obtenues avec Dt =102, les autres sont obtenues avec Dt =5.10"* qui illustrent

clairement le mode instable de ce régime.

Pour déterminer la fréquence des oscillations harmoniques on a analyse le signal temporel de la
vitesse V(5,5). On a considéré le signal durant N pas du temps (N=2'") avec Dt =10 %et on a
déterminé sa transformée de Fourier discrete et complexe. Cette transformée de Fourier est
multipliée par une demi fois son complexe conjugué pour obtenir le spectre d’énergie (E) du
signal. Dans la figure 4.26, on présente le logarithme décimal de I’énergie normalisée par N* en
fonction de la fréquence f. Les pics du spectre de I’énergie normalisée correspondent aux
énergies des fréguences dominantes. Le spectre de lafigure 4.30 illustre I’aspect harmonique des

oscillations avec la fréquence f=0.2075.
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Figure4.29: Variation temporale de la vitesse pour Re=210
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Figure4.30: Le spectre d’énergie pour Re=210.
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Figure4.32: Variation de coefficient de frottement local pour Re=210.
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4.2.2.5 L’écoulement a Re=280

On représente sur la figure 4.33 le champ de pression et quelques lignes de courant pour t=450.
On remargque que I’écoulement dans la zone de sillage et asymétrique par rapport a I’axe
horizontal de I’ellipse. L’amplitude des ondulations des lignes de courant devient plus forte que
les ondulations du cas de Re=210. Un agrandissement de figure 4.33 est illustré dans la figure
4.34. Dans cette figure on remarque que les tourbillons se détachent, I’un apres I’autre. Ce
détachement résulte de I’instabilité de la couche de cisaillement comme présentée
antérieurement. Ce régime apparait a partir de Re=220.

La distribution spatiale de champ de pression est asymétrique par rapport a I’axe horizontal de
I’ellipse. La zone a haute pression se trouve prés du bord d’attaque. A partir de cette position, la
pression diminue progressivement jusqu’aux pointsn=1.774 et n=4.481 ou le C, est égal a-0.45.

Entre ces points et le bord de fuite elle augmente comme le montre la figure 4.35.

Le coefficient de pression C, sur la surface de I’ellipse comme le montre la figure 3.35, atteint
son maximum qui est 1.13, sur le bord d’attaque, a partir de cette position le coefficient de
pression subit une diminution importante jusgu’aux points n=1.774 et n=4.481, ou sa valeur est
Cy=-0.45. Entre ces points et |le bord de fuite le Cp augmente.

Sur la figure 4.36 on illustre la variation du coefficient de frottement local suivant la surface de
I’ellipse. Au bord d’attaque le coefficient de frottement local est nul puis il augmente jusgu’a la
valeur maximale Ci=0.25 aux points n=2.864 et n=3.416. Aux points n=0.737 et n=5.530, qui
désignent les points de découlement le C; est nul. Au-dessus de ces points le C; prend les valeur
minimales C;=-0.0132 au point n=0.129 & Ci=-0.0067 au point n=5.959. Puis il augmente
jusqu’au bord de fuite. On voit dans lafigure 4.32 que la variation de C; prés de bord de fuite est
asymétrique.
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Figure 4.33: Le champ depression et leslignes de courant pour Re=280 a t=450
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Figure 4.34 : Agrandissement du champ de pression et leslignes de courant pour Re=280 a
t=450
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La variation temporelle de la vitesse de quelques points (figure 4.37) montre un champ
oscillatoire harmonique, qui démontre I’aspect transitoire de ce régime. Avec la réduction du pas
detemps deDt =10% & Dt=5.10" depuis t=370 on remarque que les oscillations ne sont pas
amorties : elles sont les méme avec les deux pas de temps, donc ceux oscillations sont d’origine

physique et non pas d’origine numérique.

L analyse spectrale par la transformée rapide de fourrier de la vitesse V. (5,5) comme illustrée
dans la figure 4.38 montre un fréquence dominante f=0.2748 qui désigné le nombre de Strouhal.
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Figure 4.37 : Variation temporale de la vitesse pour Re=280.
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5. Conclusion

Dans ce travail, on a éudié numériquement I’écoulement incompressible et visgueux,
bidimensionnel autour d’un cylindre elliptique. On fixe le rapport des axes AR=3.5 et on fait
varier le nombre de Reynolds. Ce dernier prend les valeurs suivantes : 10, 40, 50, 90, 110, 150,
170, 200, 210, 220, 250, 280. L'écoulement est modélisé par les équations différentielles aux
dérivées partielles de conservation de masse et de conservation des quantités de mouvement,
dans les coordonnées elliptiques. Les conditions initiales sont celle de I'état statique. A la surface
du cylindre elliptique, la condition de non glissement est imposée. A la limite externe du
domaine de calcul, la vitesse de I'écoulement potentiel est imposée comme condition aux limites.
La méthode des volumes finis est employée pour résoudre les équations du modele
mathématique. Le domaine physique est divisé en 62 points suivant la direction ¢, et 142 points
suivant la direction n. On utilise des discrétisations des équations différentielles, spatiale et
temporelle, d’ordre deux. On utilise I’algorithme SIMPLER pour la solution séquentielle des
équations de discrétisation. Les systémes d’équations linéaires de discrétisation sont résolus par
la méthode de balayage utilisant I’algorithme de thomas et I’algorithme tri diagonal cyclique. A
partir des conditions initiales, la marche dans le temps avec un pas du temps Dt =102 continue
jusqu’a I’obtention d’un régime stationnaire ou un régime avec une variation temporelle
oscillatoire établie.

En premier lieu on considére le cas de I’écoulement non visqueux ou la répartition de la vitesse
est connue analytiqguement pour la validation du code de calcul. Les deux profils des vitesses,
analytique et numérique sont en trés bon accord validant ainsi notre code. Les résultats de notre
étude pour le cas AR=35 et 10£R_ £280 fait apparaitre quatre régime d’écoulement
différents : écoulement stationnaire a O-vortex, écoulement stationnaire a 2-vortex, écoulement
instable & deux vortex alterné, écoulement instable avec détachement des vortex.

Pour 10£ R, £ 40 I’écoulement est stationnaire et symétrique par rapport al’axe horizontal de
I’ellipse avec 0-vortex. Pour 50£ R, £200 |’écoulement toujours stationnaire et symétrique

avec |’apparition de deux vortex contra rotatifs dues au décollement de la couche limite. Ces
vortex se localisent entre les points de décollement et |le bord de fuite, et leur longueur augmente

avec |’augmentation de nombre de Reynolds.
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Avec I’augmentation du nombre de Reynolds a Re=210 qui est la valeur critique ou le régime
instable commence a apparaitre on obtient un écoulement asymétrique et spatialement ondulé
dans la zone de sillage. Les deux vortex sont alternés dans le temps avec un nombre de Strouhal
St=0.2075. A un nombre de Reynolds compris entre 220 et 280, le régime instable est devenu
plus fort. Les vortex se détachent et forment ce qu’on appelle les vortex détachés de Bénard-Von

Karman. Ce régime est caractérisé par un nombre de Strouhal St= 0.2748.
Comme perspectives, on peut considérer |’utilisation de I’analyse de spectre de fréquence pour

faire apparaitre les différents régimes d’écoulement par rapport a celle obtenue par la méthode de

visualisation d’écoulement. Elle permet une définition plus précise de ces régimes.
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Résumé

Ecoulement I ncompressible Sur Un Objet Solide SousLa Formed’Une
Ellipse

Nous considérons la simulation numérique de I'écoulement incompressible et visqueux,
bidimensionnel sur un cylindre elliptique. On fixé le rapport des axes a AR=3.5 et on fait
varier le nombre de Reynolds entre 10 et 280. L'écoulement est modélisé par les équations
différentielles aux dérivées partielles de conservation de masse et de conservation des
guantités de mouvement, dans les coordonnées elliptiques. La méthode des volumes finis est
employée pour résolues les équations de modéle mathématique. Les solutions numériques fait
apparaitre quatre régime d’écoulement différents autour I'ellipse : pour Reynolds entre 10 et
40 I’écoulement est stationnaire avec 0-vortex. Pour le nombre de Reynolds entre 50 et 200,
I'écoulement est stationnaire avec deux vortex contra rotatifs dans le sillage dues au
décollement de la couche limite. A Re=210, I'écoulement devient instable avec des
oscillations harmoniques : Les deux vortex sont alterné dans le temps avec un nombre de
Strouhal égal a 0.2075. Pour Reynolds entre 220 et 280 les vortex se détachent I’un apres
I’autre a cause de I’instabilité de la couche de cisaillement le nombre de Strouhal dans ce cas
égal a0.2748.

Motsclés: cylindre elliptique/ volumes finig/ sillage/ tourbillon/ détachement des tourbillong/
rapport des axes’ nombre de Strouhal.
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Abstract

Incompressible Flow on a Solid Object in the Shape of an Ellipse

We consider the numerical simulation of the incompressible and viscous, two-dimensional flow
on an elliptic cylinder. We fixed the aspect ratio at AR=3.5 and one varies the Reynolds number
between 10 and 280. The flow is modelled by the differential equations with the derivative
partial of conservation of mass and conservation of the momentum, in the elliptic coordinates.
The finite volumes method’s employed for solved the equations of mathematical model. The
numerical solutions have appears four mode of flow around the ellipse: for Reynolds between 10
and 40 the flow is stationary with O-vortex. For the Reynolds number between 50 and 20, the
flow is stationary with two vortices countered rotary in the wake due to the separation of
boundary layers. In Re=210, the flow becomes unstable with harmonic oscillations: The two
vortices are alternate in time with a Strouhal number equal to 0.2075. For Reynolds between 220
and the 280 vortices are detached one after the other because of the instability of the shearing
layer of the Strouhal number in this case equal to 0.2748.

Keywords. elliptic cylinder/ finite volumes/ wake/ vortex/ shedding vortex/ aspect ratio/
numbers of Strouhal.



