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Chapitre 1 
 

Introduction 
 
 

 
Depuis l’aube de l’humanité, l’homme a tenté de dompter la nature. De la découverte de 
feu à Path Finder (la sonde spatiale américaine envoyée sur la planète Mars), l’homme a 
accompli un parcours remarquable. Il a su tirer profit de la nature tout en se préservant de 
ses caprices (catastrophes naturelles,……..). L’homme a compris qu’avant de dompter la 
nature, il doit forcément la comprendre. Faire du  feu en frottant deux morceaux de Silex 
c’est bien, mais comprendre le phénomène lui même c’est mieux. A travers les siècles, il a 
évolué et il a su exploiter ses erreurs pour rendre sa vie plus agréable. 
Le vingtième siècle a apporté avec lui son lot de découvertes faites par l’homme. 
En physique par exemple, deux grandes théories ont révolutionné le monde. La relativité 
( restreinte ) et la mécanique quantique. La relativité générale est la théorie qui décrit 
l’infiniment grand (les planètes, les galaxies,…….). Ses fondements out été établies par 
Albert Einstein en 1916. Elle utilise principalement la géométrie Riemannienne comme 
formalisme mathématique. La mécanique quantique est la théorie qui décrit la systèmes 
microscopiques, les constituants les plus infimes de la matière (les atomes, les électrons, 
les quarks, ……). Elle fut établie par un ensemble de physiciens tels que N. Bohr, W. 
Heisenberg, E. Schrödinger et Paul A. M. Dirac, etc.…Elle utilise la théorie des algèbres 
d’opérateurs  agissant sur un espace de Hilbert (Les algèbres de Von Neumann). Un 
premier pas vers l’unification fut accompli avec l’apparition de la mécanique quantique 
relativiste et l’électrodynamique quantique (QED) établie entre autres par Richard P. 
Feynman. J. Schwinger, I. Tomonaga. 
Ces deux théories sont à la base de la physique théorique d’aujourd’hui. Elle utilisant des 
formalisme mathématique complètement différents. Par ailleurs, elles donnent des résultats 
satisfaisants dans leurs domaines respectifs. 
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Mais dès que les physiciens ont voulu les unifier dans un même cadre (la gravité 
quantique), ils se heurtent à des problèmes multiples (non renormalisabilité, absence du 
graviton ….). Malgré cela, les physiciens théoriciens aspirent vers une théorie unifiée, qui 
pourra traiter les systèmes physiques microscopiques et macroscopiques sur le même pied 
d’égalité. Certains d’entre eux pensent que la voie vers l’unification passe forcément par le 
développement des outils mathématiques utilisés en physique. C’est dans cet état d’esprit 
que des théories, comme la supersymétrie (SUSY) et les supercordes (Superstrings) ont vu 
le jour. Celles-ci ajoutent de nouvelles symétries (symétrie boson---fermion) à la nature. Le 
bilan final de tout ceci est que les physiciens ont échoué (pour le moment) à unifier les 
quatre interactions de la nature.       
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Chapitre 2  
 

      La quantification de Weyl – Le produit de Moyal  
 
 2.1.   La quantification de Weyl 
 

La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrive la mécanique 
quantique à partir de l’espace de phase de la mécanique classique. 
C’est une prescription qui nous permet d’associer un opérateur quantique à une fonction 
classique qui dépend des variables de l’espace de phase (variables canoniques).  
Soit )(xf  une fonction quelconque définie sur un espace (vectoriel) euclidien à D 
dimensions Dℜ . On définit la transformée )(~ kf  de )(xf  par la relation : 

 
                                                       ∫ −= )()(~ xfexdkf

i
i xikD                                            (2.1) 

 
Remarque que si )(xf  est une fonction réelle alors  
 

                  )(~)(~* kfkf −=                                                        (2.2) 
 
On définit un espace-temps non commutatif en remplaçant les coordonnées locales ix  de 

Dℜ  par des opérateurs hermétiques ix̂  qui vérifient la relation de commutation : 
 

                                            ][ ijji ixx θ=ˆ,ˆ                                (2.3) 
 
La quantification de Weyl consiste à faire une correspondance biunivoque entre l’algèbre 
des fonctions )(xf  définies sur Dℜ  et l’algèbre des opérateurs. 
On définit le symbole de Weyl par : 
 

[ ] ∫=
i

i xik
D

D

ekfkdfW ˆ)(~
)2(

ˆ
π

                                      (2.4) 

où )(~ kf  est la transformée de Fourier de )(xf . 
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Si )(xf  est fonction réelle alors l’opérateur de Weyl [ ]fŴ  est hermitien  
 

[ ] [ ]fWfW ˆˆ =+                                                            (2.5)                  
  
2.2   Le produit de Moyal (Produit star) 
 
 Notre but est de trouver un produit (noté produit star *) pour des fonctions (ordinaires) 
définies sur un espace de Minkowski qui permet au symbole de Weyl d’être un 
homomorphisme  pour la multiplication. En d’autres termes on veut trouver un produit star 
tel que : 
Le produit de deux opérateurs de Weyl de deux fonctions soit égal à l’opérateur de Weyl 
associé au produit star de deux fonctions : 
 
                                                   [ ] [ ] [ ]gfWgWfW *ˆˆˆ =                                                    (2.6) 

     
 

En d’autres termes on a  
                                                               ( ) ( )⋅≅ ,ˆ,* AA                                                         (2.7) 

 
L’information sur la non commutativité de l’espace – temps est codée dans le produit star. 
En effet : 

 

                                 
[ ] [ ]

[ ] [ ]µ
µ

µ
µππ

ππ

µ
µ

µ
µ

xilxiklgkfldkd

elgldekfkdgWfW

D

D

D

D

xil
D

D
xik

D

D

ˆexpˆexp)(~)(~
)2()2(

)(~
)2(

)(~
)2(

ˆˆ ˆˆ

∫∫

∫ ∫

=

=
                         (2.8)             

 
 En utilisant la formule de Baker – Campbell – Hausdorff 
 

[ ]BABABA eeee
,

2
1

+=  
 

Valable pour les opérateurs A et B tel que : 
 

[ ][ ] [ ][ ] 0,,,, == BABBAA  
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On trouve : 
 

           [ ] [ ] [ ] 



−+= ∫∫ νµ

µνµ
µµ θ

ππ
lkixlkilgkfldkdgWfW D

D

D

D

2
expˆ)(exp)(~)(~

)2()2(
ˆˆ        (2.9) 

         
En effectuant le changement de variable kql −=  alors : 
 

               [ ] [ ] [ ]∫∫ 



−−= νµ

µνµ
µ θ

ππ
qkixiqkqgkfldkdgWfW D

D

D

D

2
expˆexp)(~)(~

)2()2(
ˆˆ      (2.10) 

 
Remarque que lors du changement de variable  
 
                                                       νµ

µν
νµ

µν θθ qklk =                                                (2.11) 
 

puisque µνθ  est antisymétrique et νµ kk  est symétrique en inter changeant µ  et ν . 
 
D’autre part on peut écrire le second membre de l’équation  (2.6) comme suit : 
 

                                       [ ] ( )∫= µ
µπ
xiqqgfqdgfW D

D

ˆexp)()*(
)2(

*ˆ                               (2.12) 

 
 

Par identification on trouve que  
 

                             ∫ 



−−= νµ

µνθ
π

qkikqgkfkdqgf D

D

2
exp)(~)(~

)2(
)()*(                      (2.13) 

 
D’où le produit : 
 

                        

[ ]

[ ]∫∫

∫





−−=

=

µ
µνµ

µν

µ
µ

θ
ππ

π

xiqqkikqgkfqdkd

xiqqgfqdxgf

D

D

D

D

D

D

exp
2

exp)(~)(~
)2()2(

exp)()*(
)2(

))(*(

             (2.14) 

 
On peut montre que ce produit [ ]1  peut s’écrire sous la forme : 
 

0)()(
2

exp))(*(
==

++



 ∂∂=

ηξ
η
ν

ξ
µµν ηξθ xgxfixgf  
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En effet : 

[ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]∫∫

∫∫

∫

∫





=









++



 ∂∂=

++



 ∂∂⇒

=

=

==

ν
ν

µ
µνµ

µν

ν
ν

µ
µ

η
ν

ξ
µ

µν

ηξ
η
ν

ξ
µ

µν

ν
ν

µ
µ

θ
ππ

ηξ
ππ

θ

ηξθ

π

π

xipxikpgkfipikipdkd

xipxikpgkfpdkdi

xgxfi

xippgpdxg

xikkfkdxf

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

expexp)(~)(~))((
2

exp
)2()2(

)(exp)(exp)(~)(~
)2()2(2

exp

)()(
2

exp

exp)(~
)2(

)(

exp)(~
)2(

)(

0
 

 
 
On pose µµµ kqp −=  
 

[ ]
))(*(

exp)(~)(~
2

exp
)2()2(

xgf

xiqkqgkfqkiqdkd
D

D

D

D

=

−



−= ∫∫ µ

µνµ
µνθ

ππ  

 
 

Donc : 
 

                                0)()(
2

exp))(*(
==

++



 ∂∂=

ηξ
η
ν

ξ
µ

µν ηξθ xgxfixgf                      (2.15) 

 
2.2.1 Notation  

La quantité : 





νµ
µνθ qki

2
exp  est appelée le facteur de la phase non commutative  

 

                                                           νµ
µνθ qkqk

2
1

=∧                                                (2.16) 

 
 

 Une autre écriture du produit star est la suivante :  
 

                                        )(
2

exp)()(*)( xgixfxgxf 



 ∂∂= ν

µν
µθ                               (2.17) 
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On peut développer le produit star comme suit :  
 

             
)()(

!
1

2
)()()(*)(

)(
2

*

11

11

1

2

xgxf
n

ixgxfxgxf

gfifggf

nn

nn

n

n

ννµµ
νµνµ

νµ
µν

θθ

θθ

∂∂∂∂





+=

Ο+∂∂+=

∑
∞

=

KKK

(2.18)           

  
  
   
2.3 Les propriétés du produit star (produit de Moyal)  
 
Dans cette partie, nous récapitulons quelques identités utiles de l’algèbre de produit star. 
   

1- Lorsque 0=θ  on trouve : 
 
                                                   )()()(*)( xgxfxgxf =                                          (2.19) 

 
 On retrouve donc le cas commutatif 
    
2- le produit star entre exponentiels : 

                                                 ikxe  ( ) ( )qki
xqkiiqx eee

∧−+= 2*                                          (2.20)       
                                                       µν

νµ θqkqk ≡∧  
 

3- représentation de l’espace d’impulsion : 
Soient f et g , h trois fonctions arbitraires a partir de 4R [ ]6 : 
                            ∫= kdekfxf ikx 4)(

~
)(      ,       ∫= kdekgxg ikx 4)(~)(  

    ∫= kdekhxh ikx 4)(
~

)(  (2.21) 
 

 )(~ kf  et )(~ kg  , )(~ kh Les transformées du Fourier des fonctions f et g , h  
respectivement. 
 
Alors en utilisant (2.20) 
 
                           ))(*( xgf  = qkddeeqgkf xqkiqki 44)(2/)()(~)(

~ +−∫ θ              (2.22) 
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4-  l’associativité : 
    En utilisant la propriété (2.22) on trouve [ ]1  : 
   [ ] )(*)*( xhgf  = [ ] pqdkddeeephqgkf xpqkipqkiqki 444)(2/)(2/)()(

~
)(~)(

~ +++−−∫ θθ  (2.23) 

  [ ] )()*(* xhgf  = [ ] pqdkddeeephqgkf xpqkipqkipqi 444)(2/)(2/)()(
~

)(~)(
~ +++−−∫ θθ  

 
Donc : 

                                   )*(**)*( hgfhgf =  = hgf ** .               (2.24) 
 

5-  produit star sous le signe intégral 
    
                             ∫ ∫ ∫ ⋅⋅== xdxgfxdxfgxdxgf 444 ))(())(*())(*(           (2.25) 

 
En utilisant (2.22) nous pouvons immédiatement effectuer l’intégration sur x qui donnera 
un ⋅+ )(4 qkδ  
En raison de l’antisymétrique deθ , l’exposant disparaît  ainsi : 

                           
                              ∫ ∫ −= )(~)(

~
.))(*( 44 kgkfkdxdxgf      

   ∫ ⋅⋅= xdxgf 4))((  (2.26) 
 

  de (2.25)  nous pouvons déduire la propriété cyclique : 
 
                             ∫ ∫ ⋅= − xdxfffxdxfff nnn

4
11

4
21 ))(**())(**( KKKK   (2.27) 

 
     6-  La conjugaison complexe : 
 
                                           ( f * g) ...... * CCCCCC fg=             (2.28) 
 
      

7- le produit star est non commutatif : 
 

                                                          fggf ** ≠                                                   (2.29) 
 

Par contre[ ]6  : 
    gffg ** = | θθ −→ , Et aussi  { } gfgf BM *, =⋅⋅ | gf *−θ | ⋅−θ  (2.30) 

       
     8-  )**( hgf | )**( fgh=θ | ⋅−θ  (2.31) 
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     9-  [ ] )sin(2, )( qikieee xqkiiqxikx ∧= +  (2.32) 

 
     10- la règle de Leibniz : 

 
                                               gfgfgf µµµ ∂+∂=∂ **)*(                                        (2.33) 

 
 
 

2.4 Conclusion  
 
       Si on veut travaille avec un espace - temps non commutatif (pour coder la non 
commutativité de l’espace temps) il existent deux manières différentes : 

• Utiliser un produit ordinaire avec des opérateurs de Weyl. 
• Déformer le produit ordinaire en un produit star et utiliser des fonctions 

ordinaires définies sur un espace - temps commutatif.  
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 Chapitre 3  
 

La mécanique quantique non commutative NCQM 
L’atome hydrogène comme exemple 

 
 
3.1.  La mécanique quantique non commutative 
 
3.1.1. Les espaces non commutatifs  
 
 Dans cette section, nous exposons la mécanique quantique sur un espace-temps non 
commutatif. La mécanique quantique ordinaire est formulée sur les espaces commutatifs 
satisfaisant les relations de  commutation suivantes [ ]6  : 
                                          

[ ] ijji ipx δh=,
  

                     [ ] 0, =ji xx
      (3.1) 

                                                              [ ] .0, =ji pp
 

  
 Afin de décrire un espace non commutatif, les relations  de commutation ci-dessus 
devraient être changées comme :  
 

[ ] ijji ipx δh=ˆ,ˆ
 

                                                               [ ] ijji ixx θ=ˆ,ˆ
                                          (3.2) 

[ ] 0ˆ,ˆ =ji pp
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3.1.2 L’équation de Schrödinger sur un espace –temps NC 
 
       Il suffit de remplacer les produits de fonction d’onde (ou les champs) par le produit 
star où le produit de Moyal. L’équation de Schrödinger sur un espace temps non 
commutatif aura la forme : 
 
 

                                              

                                          ),(*)(
2

),(
2

txxV
m

ptx
t

i rr
r

r
h Ψ








+=

∂
Ψ∂                                       (3.3) 

 

 

 
             

On aura alors la correspondance : 
 
                                                ),(*)(),()( txxVtxxV Ψ→Ψ                                            (3.4) 

 
Mezincescu [ ]10  a démontré la relation suivante : 
 

                                              ),()
2

~
(),(*)( txpxVtxxV r

r
rvr

Ψ−=Ψ                                        (3.5)                                       

 
avec :                                              

j
iji pp θ=~  

 
3.1.3  Démonstration 
 
 En utilisant le développement donnant le produit  star : 
 

       )()(
!

1
2

)()()(*)(
11

11

1
xxV

n
ixxVxxV

nn

nn

n

n
Ψ∂∂∂∂






+Ψ=Ψ ∑

∞

=
ννµµ

νµνµ θθ KKK      (3.6) 

 
D’après le principe de correspondance, on a 
 
                                                               

ii
ipνν =∂                                                             (3.7) 
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D’autre part en posant  
 
                                                           i

i

ii pp µ
ν

νµθ ~=                                                         (3.8) 
 

  
alors on obtient  
 

                ∑
∞

=

Ψ∂∂





−+Ψ=Ψ

1
)(~~)(

!
1

2
1)()()(*)( 1

1
n

n

xppxV
n

xxVxxV n

n

µµ
µµ KK            (3.9) 

 
)(xV  est relié à sa transformée de Fourier )(~ kV  par : 

 
                                                      ∫= )(~)( kVdkexV ikx                                                   (3.10) 

       
D’où  
 

dkxkVepk
n

ixxVxxV ikx

pki

n

n
n

)()(~)~(
!

1
2

)()()(*)(

)1~
2

(exp

1
Ψ⋅






−+Ψ=Ψ ∫∑

−



 ⋅−

∞

= 444 3444 21

 

 
D’autre part  

                                [ ] )
2

~
()(~exp~

2
exp pxVkVikxpkidk −=⋅



 ⋅−∫                              (3.11) 

 
  
D’où 

                                               )()
2

~
()(*)( xpxVxxV rrrr

Ψ−=Ψ                                          (3.12) 

avec  

j
iji pp θ=~   
 

Remarque que si on effectue la transformation : 
 

                                                        

2

~
2

~

i
iii

p
xxx

pxxx

−=′→⇒

−=′→

r
rrr

                                              (3.13) 

                                                            iii ppp =′→  
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Calculons le commutateur  
 

                        

[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
0

,
4
1,

2
1,

2
1,

2

~
,

2

~
,

=

′′+′′−′′+′′=









+′+′=

lk
jlikj

k
ik

k
ijkji

j
j

i
iji

ppxppxxx

p
x

p
xxx

θθθθ                     (3.14) 

 
  Qu’est la loi de commutation entre les coordonnées d’un espace temps commutatif. 
 
 
3.1.4 Théorème  
      
        Sur un espace temps non commutatif, on peut utiliser l’équation de Schrödinger avec 
des fonctions d’onde et une multiplication ordinaire entre potentiel à condition de décaler 

l’argument du potentiel d’un déplacement égal à
2

~p . 

avec : 
                                                             j

iji pp θ=~                                                          (3.15) 
 

où ijθ  est le paramètre de la commutativité. 
  
 
3.2. Atome d’hydrogène sur un espace temps non commutatif  
 
  Comme exemple de la mécanique non relativiste non commutative on va traiter le 
problème de l’atome d’hydrogène et de voir les effets de la non commutativité sur les 
niveaux d’énergie de cette atome et l’étudier si une partie de la dégénérescence  va été 
lever, ou non.    
On a les relations de commutation suivantes [ ]7  : 

                                                            
[ ]
[ ]
[ ] 0ˆ,ˆ

ˆ,ˆ
ˆ,ˆ

=

=

=

ji

ijji

ijji

pp
ipx
ixx

δ

θ

h
                                                     (3.16) 

 
 
 
 
 



 

- 17 - 
 
 
 
 
 

 
 
L’équation de Schrödinger pour les états stationnaires est donnée par  
   

                                                
)ˆ()ˆ()ˆ(

2
ˆ 2

xExxV
m

p

EH

Ψ=Ψ







+

⇒Ψ=Ψ

                                           (3.17) 

 
avec )ˆ(xV [ ]5 le potentiel de Coulomb donnée par 
 

                                                           ,
ˆˆ

)(
2

xx
ZerV −=                                                      (3.18) 

 

avec p̂ et  x̂  satisfaisant l’équations (3.16). 
 
     Utilisons maintenant le nouveau système des coordonnées : ii px , avec : 
 

                            jijii pxx ˆ
2
1ˆ θ
h

+=               ,           ⋅= ii pp ˆ                                        (3.19) 

 
 Alors on peut montrer que les nouvelles variables vérifient les relations  de  commutation 
canoniques : 
 

                                                           
[ ]
[ ]
[ ] 0,

,
0,

=

=

=

ji

ijji

ji

pp

ipx
xx

δh                                                       (3.20) 

 
En effet 

 1. [ ] 



 ++= ljljkikiji pxpxxx ˆ

2
1ˆ,ˆ

2
1ˆ, θθ

hh
 

                                                       jiijij
iii θθθ
22

+−=  

                                                       =0 

                                        2. [ ] 



 += jkikiji ppxpx ˆ,ˆ

2
1ˆ, θ
h

 

                                                       iji δh=  
                                        3. [ ] [ ]jiji pppp ˆ,ˆ, =  
                                                        =0 
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Dans le nouveau système de coordonnée 
m

P
2

ˆ 2

 l’énergie cinétique reste invariant par contre 

le  potentiel coulombien devient :   
                                       

                             
 

ii xx
ZerV

ˆˆ
)(

2

−=  

                                      







 −






 −

−=

kikijiji pxpx

Ze

θθ
hh 2

1
2
1

2

 

                                       

( )22

2

θθ Op
x

r

Ze

jij
i −−

−=

h

 

                                       

( )2
2

2

1 θθ Op
r
x

r

Ze

jij
i −−

−=

h

 

           ( )





 ++−= 2

2

2

2
11 θθ Opx
rr

Ze
jiji

h
 

 puisque 

( ) ( )2

2
1

1
1 xOx

x
++=

−
 

Donc: 

                                    ( )2
3

22

4
)( θθξ Opx

r
Ze

r
ZerV jkijki +−−=

h
    

puisque 

kijkij θξθ
2
1

=  

  
( ) ( )2

3

22

4
)( θθ Opr

r
Ze

r
ZerV kk +×−−=

h
 

  = ( ) ( )2
3

22

4
θθ OL

r
Ze

r
Ze

+⋅−−
h
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Sachant que ( ) ( )prpr rrrrrr

×−=⋅× θθ . , on peut écrire le potentiel coulombien peut être 
également écrit comme :     
          

                                    ( ) ( )2
3

2

4
)( θθ O

r
Zerpe

r
ZerV +






−⋅×−−=

rr

h
                              (3.21) 

 
on encore : 
 

                                            )(
4

)( 2
3

22

θθ Ο+⋅−−=
rr

h
L

r
Ze

r
ZexV                                      (3.22) 

 
D’après cette équation on remarque que la non commutativité de l’espace temps est 
introduite sous forme d’une perturbation. Pour cette raison on va appliquer la théorie de 
perturbation indépendante du temps pour trouver les corrections sur les niveaux d’énergies. 
Le paramètre de perturbation dans notre cas est le 1ppθ .      
 
 
3.3  Spectre classique pour l’atome d’hydrogène dans la théorie NC  
        
 3.3.1  Théorie des perturbations  
 
 Nous cherchons les valeurs propres de l’opérateur hermétique H (λ)  
 

                                           ).(
2

2

rV
m

pH +=   

                                                .)(
42 3

222

r
LZe

r
Ze

m
p θ⋅

−−=
h

                                             (3.23) 

 
                  

Traitons la commutativité comme perturbation pour trouver les corrections sur les niveaux 
d’énergie de l’atome d’hydrogène 
C’est –à –dire :     
                                                                WHH += 0                                                    (3.24) 
 

avec :                                                   .
2

22

0 r
Ze

m
pH −=                                                 (3.25) 

 

                                                            .)(
4 3

2

r
LZeW θ

rr

h

⋅
−=                                               (3.26) 
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• Rappel 

 
                                                 WHHWHH λλ +=→+= 00 )(                                 (3.27)                        
 
 avec : 
                                                               λ << 1 
 
L’équation des valeurs propres de )(λH  [ ]3  
 
                                         )()()()( λλλλ Ψ=Ψ EH                                                    (3.28)   

   
Nous admettrons que )(λE  et )(λΨ  peuvent être développes en puissance de λ sous la 
forme : 
 

                                          
KKK

KKK

+++=Ψ

+++=

q

E
q

q
q

λλλ

ξλλξξλ

10)(

)( 10                                     (3.29) 

 
Donc : 
 

KKKK

KK

++++++++

=+++++

















=








+ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

q

WH

qqWH

q
p

p

q
q

q

q

p
p

p

q

q

λλξλλξξ

ξλλξξλ

λξλλλ

10)((

))(ˆ(

)ˆ(

10

100

000
0

 

  
 
 
 
 
- pour les termes d’ordre 0 : 
 

            00 00 ξ=H                                                                    (3.30)
  

  -     pour les termes d’ordre 1 : 
 

                                     00)ˆ(1)( 100 =−+− ξξ WH                                              (3.31) 
 

  -     pour les termes d’ordre 2 : 
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                                   001)ˆ(2)( 2100 =−−+− ξξξ WH                                    (3.32)   

 
- pour les termes généraux d’ordre q : 
 
                  0021)ˆ()( 2100 =−+−−−−+− qqqWqH ξξξξ K                          (3.33)                    

  
Nous savons que l’équation aux valeurs propres (3.28) ne définit )(λΨ  qu’à un facteur 

prés. Nous pouvons donc choisir la norme de )(λΨ  et sa phase : nous imposerons à 

)(λΨ  d’être norme et choisirons sa phase de façon que le produit scalaire )(0 λΨ   soit 
réel. 
 A l’ordre 0, ceci implique que le vecteur noté 0  soit normé : 
 

           (3.34)  

 
 
Et le carré de la norme de )(λΨ  s’écrit : 
 

 
(3.35) 

 
                       

Compte tenu de (3.34), cette expression est égale à 1 au premier ordre inclus si le terme en 
λ est nul ; mais le choix de phase indique que le produit scalaire <0|1> est réel (puisque λ 
est réel) ; on obtient donc : 
 

(3.36) 

 
 
 
 
En projetant l’équation (3.31) sur le vecteur nϕ  on obtient : 

 
(3.37) 

 
 

On prendre :  
                                                              nϕ=0                                                           (3.38) 

 

100 =

[ ][ ]
[ ] )(100100

)(1010)()(
2

2

λολ

λολλλλ

+++=

+++=ΨΨ

00)ˆ(1)( 100 =−+− ξϕξϕ WH nn

00110 ==
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Donc le premier terme est nul et les corrections du premier ordre de l’énergie s’écrit : 
 
                                                nnn WW ϕϕϕξ ˆ0ˆ

1 ==                                             (3.39) 
  

Donc 
                                           )()( 20 λϕϕλ Ο++= nnnn WEE                                        (3.40) 

 
Mais dans notre cas les vecteurs propres : znljj  
 

                                              
zzn

zznn

nljj
r

LZejjlnE

nljjWjjlnEE

3

2
0

0

)(
4

θ⋅′′−=

′′+=

h

                                       (3.41) 

 
Finalement se trouve 
 

                                 zznn
atomH

NC nljj
r

LZejjlnEEE 3

2
0 )(

4
θ⋅′′−=−=∆ −

h
                         (3.42) 

 
 

 
Nous notons que l’expression  ci-dessus est très semblable à celle couplage spin orbite, ou 

le 2
eλ

θ   remplace maintenant le spin, avec le eλ  étant la longueur d’onde de Compton de 

l’électron.     
 
 
3.3.2. La relation entre les bases : znljj  et zz snlsl  
  
Nous trouvons la relation entre les bases : znljj  et zz snlsl   
 
- Coefficient de Clebsch-Gordan [ ]3  
 

              Mj,  = ∑ −= 11
1

jm
j

∑ −= 22
2

jm
j

2121 ,;, mmjj Mjmmjj ,,;, 2121         (3.43) 

 
Mais dans ce cas : 

                                   zjjl ,, = ∑
−=

l

llz

 zz slsl ,,, zzz jjlslsl ,,,,,                               (3.44) 
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avec :                                                         zzz slj +=  

| l -s | ≤  j  ≤  | l +s | 
 

- Le sous-espace ξ ( 2/1+= lj )  
2/1+= lj      ,      2/1+= ljz  

 
                                          2/1,;2/1,2/1,2/1 llll =++                                       (3.45) 

 
Par action de −J  , on obtient 21,21 −+ ll   
     
    −J  2/1,2/1 ++ ll = )12/1)(2/1()12/1)(2/1( −++−+++ llllh 12/1,2/1 −++ ll  

                              12 += lh 2/1,2/1 −+ ll                                                         (3.46) 
 

Donc : 
                             2/1,2/1 −+ ll  = ( h1  12 +l ) J- 2/1,2/1 ++ ll  

                           = (1/h 12 +l ) (L- + S-) 2/1,;2/1, ll  

                                                         = 2/1,;2/1,
12

12/1,1;2/1,
12

2
−

+
+−

+
ll

l
ll

l
l   (3.47)         

 
  
Appliquons une nouvelle fois −J , on obtient 2/3,2/1 −+ ll  
 

    2/3,2/1 −+ ll  = 
12

1
+l

 [ 12 −l 2/1,2;2/1, −ll  + 2 2/1,1;2/1, −−ll  ]    (3.48) 

 
De façon plus générale, le vecteur zjl ,21+   sera une combinaison linéaire des deux 

seuls vecteurs de base associés à 2/1,2/1;2/1,: +zz jlj et 2/1,2/1;2/1, −+zjl   (bien 
entendu, zj  est demi- entier). En comparant les formules (3.45), (3.47) et (3.48), on peut 
penser que cette combinaison linéaire doit être la suivante :  
 

zjl ,2/1+  =
12

1
+l

[ 2/1++ zjl 2/1,2/1;2/1, −zjl  

                                                   + 2/1+− zjl   2/1,2/1;2/1, −+zjl                        (3.49) 
                                                      

Avec :   
 
                zj  = l  + ½, l – ½, l – 3/2, …….. ( )2/1+− l  
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Un raisonnement par récurrence permet effectivement de le montrer. En effet, l’application 
de −J aux deux membres de (3.49) donne :  
 

z
zz

z jlJ
jljl

jl ,2/1
)2/3)(2/1(

11,2/1 +
+−++

=−+ −
h

 
                          

 

                                               
12

1
+

=
l

[ 2/1,2/3;2/1,2/1 −−+ zz jljl  

                                                                          + 2/1,2/1;2/1,2/3 −−+− zz jljl ] (3.50)
    

On obtient bien la même expression qu’en (3.49), zj  étant changé en 1−zj .  
Donc :  

zZ jlL ,2/1+  = 
12

1
+l

LZ [ 2/1++ zjl 2/1,2/1;2/1, −zjl  

                                                                          + 2/1+− zjl 2/1,2/1;2/1, −+zjl ] 
                                         = 

12
1

+l
[ 2/1++ zjl  ( )h2/1−zj  2/1,2/1;2/1, −zjl  

                                                                         + ( )h2/1+zj  2/1,2/1;2/1, −+zjl  ]    (3.51) 
        

 
Donc : 

zjll ,2/1, + LZ zjll ′+′′ ,2/1,   = hzj 







+12
2
l

l  δ ll ′ δ zz jj ′  

                                                            = hzj 







+
−

12
11

l
 δ ll ′ δ zz jj ′              (3.52)

  
avec : 

2/1+= lj  
  
                 

- Le sous-espace )211( −=jξ   
Cherchons  maintenant l’expression des 2 l  vecteurs zjj,  associés à 21−= lj  , celui 
d’entre eux qui correspond à la valeur maximale 21−l  de zj  est une combinaison linéaire 
normée de 21,1;21, −ll  et 21,;21, −ll , et il doit être orthogonal à 2/1,2/1 −+ ll , en 

choisissant le coefficient de 2/1,;2/1, −ll  réel  et positif. 
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                            2/1,1;2/1,2/1,;2/1,2/1,2/1 −+−=−− llllll βα                       (3.53) 
 

| α | 2 + | β |2 = 1                             (1) 
 

   
12

2
+l
l

β  + 
12 +l

α = 0                (2) 

 

| β | = 
2

1 α−  
 

puisque : ∈α |R* 

 
( )212 α−⇒ l + α  =0 

                   ⇒
12

2
+

=
l

l
α                         (3) 

                       
12

1
+

−
=

l
β                            (4) 

   : 
Donc : 
 

                [ ]2/1,1;2/1,2/1,;2/1,2
12

12/1,1 −−−
+

=−− lllll
l

ll                   (3.54) 

 
 

L’opérateur −J  permet d’en déduire successivement tous les autres vecteurs de la famille 
caractérisée par 1−= lj  . Comme il existe seulement deux vecteurs de base ayant une 
valeur donnée de zj  et que zjl ,2/1−  est orthogonal à zjl ,2/1+ . On s’attend d’ après 
(3.49), à trouver : 
 

[ ]2/1,2/1;2/1,2/12/1,2/1;2/1,2/1
12

1,2/1 −+−−−+++
+

=− zzzzz jljljljl
l

jl

                                                             
(3.55) 

avec :  
)2/1(,2/3,2/1 −−−−= llljz KK  
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12
1,2/1

+
=−

l
jlL zZ [ 2/1,2/1;2/1,2/1)2/1( −++++ zzz jljljh  

                                                    -h 2/1,2/1;2/1,2/1)2/1( −+−− zzz jljlj ]         (3.56) 
 

Donc : 

zz jjllzzZz j
l
ljllLjll ′′








+
+

=′−′′− δδh
12
22,2/1,,2/1,   

                                                                             = 







+
+

12
11

l
jzh zz jjll ′′δδ                     (3.57) 

avec :  
2/1−= lj  

 
A partir à (3.52)) et (3.57) se trouve : 
 

                                hzzZz jjjlLjjl =′′ ,,,, 







+12
11

l
m  δ ll ′ δ zz jj ′                            (3.58) 

avec : 
2/1±= lj  

 
Et [ ]8  

                                                
))(1(

1

2
133

0

3

++
=−

lllna
Zr                                              (3.59) 

 
  
 
 
 
où 0a [ ]8  est le rayon de Bohr donné par 
 

                                                         
α

e

eem
ha

D
== 2

2

0                                                     (3.60) 

 
  où eD  est la longueur d’onde de Compton de l’électron, et α  la constante de la structure 
fine.  
 

                                                     
c

e
h

2

=α    ,   
cme

e
h

D =                                                (3.61) 
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D’où    

                                               
))(1(

11)(

2
133

3
3

++
=−

llln
Zr

eD

α                                        (3.62) 

 
Finalement le décalage d’énergie donné par (3.42) devient  
 

                                   
ZZ jjlllnZ

e

e
NC f

L
jZ

cm
E ′′








+
−=∆ δδ

θ
α ,2

4
2

12
11)(

4
m

D
                  (3.63) 

avec 

                                                           
))(1(

1

2
13, ++

=
llln

f ln                                           (3.64) 

 
 
 
 
3.4 Déplacement de Lamb  « Lamb shift » 
 

        Nous avons négligé deux corrections qui sont néanmoins très petits par rapport à 
l’effet spin-orbite et la correction relativiste. La première s’appelle déplacement Lamb 
(Lamb shift) [ ]11  et a été découverte par ce dernier et Retherford vers 1947.Ce effet ne 
peut s’expliquer que dans le cadre d’une théorie relativiste, et est essentiellement du a un 
« mouvement tremblant » (Zitterbewegung) qui donne lieu à une augmentation sensible de 
l’énergie de l’état fondamental, comme le montre la figure (3.1) 
 
 

 
 

Figure (3.1) : Niveau n=2 d’un atome d’hydrogène réaliste. 
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En effet, il existe une contribution supplémentaire à la structure fine des atomes 
hydrogénoïdes. Celle-ci résulte de l’équation de Dirac dans le cadre d’une théorie 
quantique relativiste. Cette contribution porte le nom « terme de Darwin » et provient d’un 

déplacement 
mc
h   de l’électron par rapport à son centre de gravité et donne lieu à un 

potentiel  
 

                                                       





∆−=

Rem
eV

e
D

1
8 22

2
2 h                                             (3.65) 

 

On a utilisé l’expression du laplacien de 







R
1  donnée par la formule suivante 

 

                                                             )(41 R
R

πδ−=





∆                                               (3.66) 

 
 
 
Donc on peut écrire le terme de Darwin [ ]3  sous la forme 
  

                                                           )(
2 22

22

R
cm

eV
e

D δ
π h

=                                                 (3.67) 

 
 
Lorsqu’on prend la valeur moyenne de (3.67) dans un état atomique, [ ]14  on trouve une 
contribution égale à 

                                               0,0,0,0,22

22

)(
2 nnD R

cm
eE ΨΨ=∆ δ

πh                                   (3.68) 

 
où )0(Ψ  est la valeur de la fonction d’onde à l’origine [ ]3 . Le terme de Darwin n’affecte 
donc que les électrons s  qui sont les seuls pour lesquels 0)0( ≠Ψ . L’ordre de grandeur de 

2)0(Ψ  s’obtient en écrivant que l’intégrale du carré du module de la fonction d’onde sur 

un volume de l’ordre de 0
3
0 (aa  étant le rayon de Bohr) est égale à 1 ; il vient ainsi : 

 

                                                      6

63

3
0

2 1)0(
h

em
a

e=≅Ψ                                                 (3.69) 
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Ce qui donne l’ordre de grandeur du terme de Darwin : 
 

                                    42
44

8
22

22

22

)0(
2

α
π cm

c
ecm

cm
eW ee

e
D =≅Ψ≅

h

h                              (3.70) 

 
Comme 22

0 αcmH e≅ , on voit cette fois encore que : 
 

                                                       
2

2

0 137
1







=≅ α

H
WD                                                  (3.71) 

 
Pour les états s  c.-à-d. pour 0=l , il vient 
 

                                                         
n

EE nD

2
0 )(α

−=∆                                                  (3.72) 

 
 
Cette contribution doit donc être ajoutée à la contribution spin orbite )0( ≠l   

 
 

                      




−=⋅⋅+−
+=⋅⋅

++
−=∆

2/1)1(
2/1

)1)(2/1(2
)(

2

2
0

ljsil
ljsil

lll
n

n
EE nSO

α
                 (3.73) 

 
et la correction relativiste  
 

                                                








+
−−=∆

2/14
3)(

3

2
0

l
n

n
EE nr

α
                                     (3.74) 

 
 
En conclusion, la correction de structure fine vaut : 

1. pour )2/1(0 ±=≠ jl  
 

                          








+
−−=∆+∆+∆=∆ − 2/14

3
2

2

j
n

n
EEEEE nDSOrfS

α                   (3.75) 

 
2. pour 0=l  
 

                                   






 −−=∆+∆=∆ n

n
EEEE nDrSf 4

3
2

2α                                  (3.76) 
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On peut montrer que ce résultat est en accord avec : 
 

                           

[ ] 





































−++−−
+

= 2/1

2/1222

0

2

)2/1(2/1
1

1

α

α

zjjn

z
mcEnj                   (3.77) 

 
Résultant de la théorie quantique relativiste [ ]15 . 
 
 
3.5   Effet Stark  
 
3.5.1 Définition 
 
       Si l’on plonge un atome dans un champ électrique extérieur, ses niveaux d’énergie 
varient : c’est l’effet stark. 
Dans atome plongé dans un champ électrique uniforme extérieur nous avons affaire à un 
système d’électrons placés dans un champ à symétrie axiale (le champ du noyau avec le 
champ extérieur. Les états avec des valeurs distinctes de JM  posséderont des énergies 
distinctes, c’est-à-dire que le champ électrique lève la dégénérescence dans la direction du 
moment, mais incomplètement toutefois : les états qui ne se distinguent que par le signe de 

JM  restent, comme avant, dégénérés entre eux. [ ]4 . En effet, l’atome dans le champ 
électrique extérieur uniforme est symétrique par rapport à la réflexion par n’importe quel 
plan passant par l’axe de symétrie (l’axe des z).  
      
 
3.5.2 Effet Stark pour l’hydrogène  
 
       Les niveaux de l’atome de l’hydrogène subissent dans un champ électrique uniforme, 
contrairement aux niveaux des autres atomes, une désintégration en raison de la première 
puissance du champ (effet Stark linéaire). Ceci est du à la présence d’une dégénérescence 
accidentelle des termes de l’hydrogène, en vertu de laquelle des états avec différentes 
valeurs de l  (pour un nombre quantique principal n  donné) possèdent des énergies 
identiques. 
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3.5.3 Effet Stark non commutatif 
 
     Si on plonge un atome dans un champ électrique il apparaît une énergie potentiel 
donnée par :  
               
                                                      VStark = e. E . r  
                                                                = e. ii xE .                                                           (3.78) 
   
 L’énergie potentiel non commutative donnée par 
  
                                                               NC

StarkV  = e. rE
rr
ˆ.                                                       

                                                                      = e. ii xE ˆ.                                                     (3.79)   
avec : 

                                                       





 −= jijii Pxx θ

h2
1ˆ                                                  (3.80) 

 
 
L’énergie potentielle non commutative devient 

 
NC

StarkV  = e. ii xE . - e jij
i P

E
θ

h2
 

= e. rE
rr

. - e 
h2
iE

jkijk Pθξ
2
1  

= ( )ii
C

Stark PEeV
rr

h
∧+ θ.

4
 

Donc :  

                                                  ( )EPeVV C
Stark

NC
Stark

rrr

h
.

4
∧+= θ                                          (3.81) 

 
 
On appliquer la théorie de la perturbation se trouve les corrections du premier ordre 
d’énergie  
    

                                          ( ) zz
NC
Stark nljjEPejjlnE

rrr

h
.

4
∧′′=∆ θ                                      (3.82) 

 
L’hamiltonien 0H  donné par  

                                                        ( )xVp
m

H += 2
0 2

1                                                 (3.83) 
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Maintenant calculons le commutateur  
  

[ ] ( )



 += xVp

m
xHx ii

2
0 2

1,,  

 
 
 

 
puisque 

 
 

                                        [ ]0, Hxi { }jijjij pipi
m

δδ hh +=
2
1

ip
m
ih

=                                  (3.84) 

 
À partir de cette relation, on trouve 

                                                           [ ]0, Hx
i
mp ii
h

=                                                     (3.85) 

 
Les corrections du premier ordre d’énergie deviennent  
  

( ) zz
NC
Star nljjEpejjlnE

vrr

h
⋅∧′′=∆ θ

4
 

      

zijkkjiz nljjEpjjlne
θξ′′=

h4
 

 

[ ] 0,
4 02 =′′= zizikkji nljjHxjjlnE

i
em

θξ
h

 

              
  

                                                           
 

puisque 
                                                        znz nljjnljjH ξ=0                                               (3.86) 
 
Donc : 
                                       ( ) [ ] 0, 0 =′′∧∝∆ zizi

NC
Star nljjHxjjlnEE θ                                 (3.87) 

 
 
 

[ ] [ ]{ }.,,
2
1

jijjji pxpppx
m

+=

[ ] [ ] [ ]BBABABBA ,,, 2 +=
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3.6  Conclusion 
  
 On a traité l’atome d’hydrogène dans le cadre de la géométrie non – commutative. 
On a montré que la non – commutativité de l’espace – temps peut être traité comme une 
perturbation indépendante du temps. 
On a montré que la correction dépend du nombre quantique orbitale l  (à l’inverse de la 
théorie de Dirac qui donne l’énergie en fonction de n  et de j  ). Le fait que la correction 
dépend de l  lève la dégénérescence entre les niveaux 2/12s  et 2/12 p . 
Donc la non commutativité explique – même partiellement le déplacement de Lamb. 
On comparant cette correction à la valeur expérimentale du déplacement de Lamb on peut 
trouver des contraintes sur le paramètre de la non – commutativitéθ . 
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Chapitre 4 
  

Théorie de jauge sur un espace temps non 
commutatif.  

QED comme exemple 
 

4.1 L’électrodynamique quantique QED non 
commutative     

 
Pour obtenir QED sur un espace temps non commutatif on va garder la même forme du 

lagrangien, mais les champs ΨΨ,  et µA   seront des opérateurs qui dépendent des 
coordonnées µx̂  qui sont eux-mêmes non commutatif  
 

Ψ−/Ψ+−= ˆ)(ˆˆˆ
4
1ˆ mDiFFL µν

µν                                            (4.1) 

avec                                                       
                                                          AieD //−∂/=/ ˆ                                                              (4.2) 

 
 

Et on définit l‘action S  par  
                                                         LtrS ˆ=                                                                      (4.3) 

 
 

En utilisant la transformation de Weyl L̂  est le transforme de L donné par 
 

                                        Ψ−/+∂/Ψ+−= *)(*
4
1 mAeiFFL µν

µν                                   (4.4)   

 
(4.5)                    ∫= xLdS 4    et 
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Soit U  un opérateur unitaire. Dans le cas de la QED sur un espace temps ordinaire 
(commutatif) L  lagrangien est invariant par les transformations )(xieU α=   élément du 
groupe )1(U . On exige de même pour le cas non commutatif. Soit la transformation  

 
                                       (4.6) 

 
Dans le cas commutatif pour que L   soit invariant parU , il faut que µA  se transforme 
comme suit : 

                                                   αµµµµ ∂+=′→
e

AAA 1                                                 (4.7) 

 
On effet exige  

α

α

µ
µµ

µµ
µ

αα

α

α

∂−=′⇒

−=′−∂⇒

Ψ−/−∂/Ψ=Ψ−/ ′−∂/Ψ

Ψ=Ψ′

Ψ=Ψ′

Ψ−/Ψ=Ψ′−′/Ψ′

−

−

e
AA

eAAe
mAeiemAeie

e
e

mDimDi

xixi

xi

xi

1

)()(

)()(

)()(

)(

)(

 

 
c’est le cas commutatif. 
Dans le cas non commutatif on exige toujours que 

 
                                     (4.8) 

 
 

 avec : 

µ
µ

µ
µ

µµµ

γγ AieD
U

UU
U

′+∂′=′/

Ψ=Ψ′

Ψ∂+Ψ∂=Ψ′∂
Ψ=Ψ′

+*

**
*

 

 
Ψ−∂Ψ=Ψ′−∂Ψ⇒ + *)(***)(** µ

µ
µ

µ
µ

µ
µ

µ γγγγ AeiUAeiU  
 

En utilisant le fait que 
 
                                           1)(*)()(*)( == ++ xUxUxUxU                                           (4.9) 

 
 
 

Ψ=Ψ=Ψ′→Ψ ** )( xieU α

Ψ−/Ψ=Ψ′−/Ψ′ *)(**)(* mDimDi
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On doit avoir  
 

                                          
++

++

∂+=′⇒

−=′−∂

UU
e
iUAUA

eAUAeUUiU

***

***

µµµ

µµµ

                                      (4.10) 

 
Essayons maintenant de voir si le tenseur µννµµν AAF ∂−∂=  ordinaire est un invariant de 
jauge. 
  
                                                     µννµµν AAF ′∂−′∂=′                                                    (4.11) 

 
La réponse est non. Mais si on définit µνF  comme suit : 

 
 

(4.12) 
 
 

Alors lors d’une transformation de jauge 
 

                                           +=′→ UFUFF ** µνµνµν                                          (4.13) 
 

  µνF se  transforme d’une manière covariante, et par conséquent. La lagrangien de 
Maxwell se transforme comme suit  

                                       +−=′′− UFFUFF ***
4
1

4
1 µν

µν
µν

µν                                     (4.14) 

 
 

 L  Maxwell se transforme aussi d’une manière covariante  
MaxwellS  l’action de Maxwell se transforme, comme suit : 

 

                                            ∫ ′′−=′ xdFFSMaxwell
4*

4
1 µν

µν  

                                                         = ∫ +− xdUFFU 4***
4
1 µν

µν                                (4.15) 

 
 En utilisant la propriété de cyclicité de la trace. 
 

                               MaxwellMaxwell SxdFFUUS =−=′ ∫ + 4***
4
1 µν

µν                              (4.16) 

 
 
 

[ ]νµµννµµν AAieAAF ,*+∂−∂=
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MaxwellS  est un invariant de jauge, et par conséquent, l’action totale de QED sur un espace 
temps non commutatif est un invariant de jauge. Le groupe de jauge est )1(U . Pour le 
différentier du groupe )1(U   ordinaire généré par les éléments de type )(xie α , on le nomme 

)1(NCU   qui est dégénéré par les éléments de type )(
*

xie α  ou *
)( )( xie α ou )(* xie α . 

où 

                                     K+





++= )(*)(

2
)(1

2
)(

* xxixie xi αααα                                  (4.17) 

 
Remarquons que la forme de [ ]νµµννµµν AAieAAF ,*+∂−∂=  rappelle celle des groupes 
non abéliens. 

 
 

(4.18) 
 

En remplaçant le commutateur ordinaire par le commutateur de Moyal. Résultat prévisible 
puisque pour passer d’une théorie de champs basée sur un espace - temps commutatif à une 
théorie de champs non – commutative il suffit de remplacer le produit ordinaire des 
champs par le produit star. 
Remarquons aussi que le groupe )1(NCU  est non abélien puisque si 1U  et 2U  deux 
éléments de )1(NCU  alors  
                                                        1221 ** UUUU ≠                                                    (4.19) 

 
Et pour cette raison µνF  correspondant au groupe )1(NCU  est similaire au µνF associé à un 
groupe non abélien 
 
4.2 Les règles de Feynman pour QED non commutative 
 
 4.2.1  Rappel 

Pour trouver les règles   Feynman d’une théorie de jauge il faut passer par le 
calcul de la matrice de diffusion  S . 
D’une façon générale la densité lagrangien peut se mettre sous la forme : 

 
                                                                ILLL += 0                                                      (4.20) 
où 0L  est la Lagrangien libre et IL  est la Lagrangien d’interaction. Dans le cas de QED 
commutative : 
 
 
 
 

 

[ ]νµµννµµν AAieAAF ,+∂−∂=
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Ψ/Ψ−=

−Ψ−∂/Ψ=

AeL

FFxmixL

I

µν
µν4

1)())((0                                     (4.21)                                    

       
On montre que S  est donnée par  
 

           { }∑ ∫ ∫∑
∞

=

∞

=

−
==

0
21

4
2

4
1

4

0

)( )()()(
!
)(

n
nIIIn

n

n

n xHxHxHTxdxdxd
n
iSS KKK        (4.22) 

   
 Ou T  est le produit chronologique définit par  
 

                                          { }




′Φ′Φ

′′ΦΦ
=′ΦΦ

ttxx
ttxx

xxT
f

f

),()(
),()(

)()(                                       (4.23) 

  
4.2.2   Le théorème de Wick  
 

 
 
        
(4.24) 

 
   
AB signifie la contraction de deux champs A et B et il est donnée par 
 
                                           { }0)()(0)()( 2121 xBxATxBxA ≡                                      (4.25) 
   
On montre en théorie de champs que 

 
 
                                  (4.26)                                       

 
   
En représentation impulsion  
 

                                                      

ε

ε
νµ

µν

ik
igi

imp
ipiS

F

F

+
−

=∆

+−/
=

2

)(
                                                (4.27) 

avec  
 

KKKLK

KKK

+++

++=

)()()(

)()()(

YZWXABNWXYZCDABNWXYZDABCN

WXYZCDABNWXYZABDWNWXYZABCDT

)()()(

)()()(

2121

2121

xxixAxA

xxiSxx

F

F

−∆=

−=ΨΨ
µννµ
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                               [ ]∑ ++−

−+

+







=

Ψ+Ψ=Ψ

pr

ipx
rr

ipx
rr

P

epvpdepupb
VE

m

xxx

,

2
1

)()()()(

)()()(

                        (4.28) 

   
D’ou 
 

                              [ ]∑ ++−

−+

+







=

Ψ+Ψ=Ψ

pr

ipx
rr

ipx
rr

P

epupbepvpd
VE

m

x

,

2
1

)()()()(

)(

                         (4.29) 

   
où )( pu r  et )( pvr  sont des spineurs qui vérifient l’équation de Dirac  
 
 

                                                          
0)()(
0)()(

=−/

=−/
pvmp
pump

r

r                                                   (4.30) 

 
                                         
avec les condition de ortho normalisation.  
 

                             

0

0

)()(

)()(

0)()(

)()()()(

γ

γ

δ

pvpv

pupu

pvpu
m
E

pvpvpupu

rr

rr

sr

rs
p

srsr

+

+

+

++

=

=

=

==

                                   (4.31) 

     
( ))()( pdpb rr   sont les opérateurs de destruction d’un électron (d’un positron) de spin 

r et d’impulsion p . 
( ))()( pdpb rr

++  sont les opérateurs de création d’un électron (d’un positron) de spin r et  
d’impulsion p . 
qui vérifient les relations d’anticommutation suivantes : 
 
                                        { } { } pprssrsr pdpdpbpb ′

++ ==′ δδ)(),()(),(                                (4.32)                        
                                                                                                                                     
Les autres anticommutateurs sont nuls. 
 
 
 
On définit aussi les opérateurs nombres des particules  



- 40 - 
 
 
 
 
 

 
                                                      )()()( pbpbpN rrr

+=                                                 (4.33) 
                                                                                                                                     

                                                                                                      
 
 
Et le nombre des antiparticules  
 
                                                       )()()( pdpdpN rrr

+=                                               (4.34) 
                                                                                                                                      
L‘état du vide 0  est défini par  
 

                                                              
00)(

,00)(

=

=

pd

pb

r

r                                                      (4.35) 

                                                                                
pour tout r  et pour tout .p  
En d‘autres termes on a  

                                                             
00)(

,00)(

=Ψ

=Ψ
+

+

x

x
                                                    (4.36) 

                                                                                                    
Pour le champ )(xAµ , il est donné par (dans la jauge de Lorentz) 
 
                                                   )()()( xAxAxA −+ += µµµ                                            (4.37) 

                                                                                                    
avec 

                                        

∑

∑

++−

−+









=









=

k

ikx

k

k

ikx

k

ekak
V

A

ekak
V

xA

,

2
1

,

2
1

)()(
2

1

)()(
2

1)(

λ
λ

µ
λ

µ

λ
λ

µ
λ

µ

ε
ω

ε
ω

                                (4.38) 

                                                                                                        
avec les conditions 
 

                                                  ∑ −=

= ′′

λ

µνν
λ

µ
λ

λλ
µ
λλµ

εε

εε

gkk

gkk

)()(

)()(
                                            (4.39) 

             
 

)(kaλ  est l’opérateur d destruction d’un photon de polarisation λ  et d’impulsion k . 
)(ka +

λ  est l’opérateur de création d’un photon de polarisation λ  et d’impulsion k . 
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Qui vérifient les lois de commutations 
 

                                             [ ] kkgkaka ′′
+

′ −=′ ελλλλ )(),(
                                                  (4.40)                                 

    
Les autres commutateurs sont nuls. 
L’état du vide 0  est défini par 

                                                           00)( =kaλ                                                         (4.41) 
                                                                                                           

Pour tout k  et pour tout λ . 
 
                                                            00)( =+ kAµ                                                        (4.42) 

 
4.2.3.   La matrice S 
 
     Les éléments de la matrice S fSi  que nous avons calculés pour différents 
processus montrent une structure définie [ ]8 , qui permet à  d’identifier différents facteurs et 
dispositifs avec différents aspects correspondants des diagrammes de Feynman. La même 
identification entre les expressions mathématiques et les diagrammes de Feynman est 
possible à tous les processus. 
En outre nouveau dispositif ne se produit pas pour d’antres processus. Ceci permet de 
construire un ensemble avec des règles pour noter iSf  directement des diagrammes de 
Feynman. 
                                                                                                                               

)1(S  est donnée par 
 
                                          ∫ ∫ Ψ/Ψ−=−= ::)()1( AdxeixdxHiS I                                   (4.43) 
                                                                                                                                                                                            
Qui devient dans le cadre de la géométrie non commutative de la forme  

 
                                         (4.44)                                                                                                          

 
cherchons les règles de Feynman associe un diagramme l’état initial i  est constitué d’

un électron de spin s  et d’impulsion ip  , l’état final f  est constitué d’un électron 
de spin s′  et d’impulsion fp  et d’un photon de polarisation λ  et d’impulsion fk  
 
 
 

∫ Ψ/Ψ−= :**:)1( AdxieS
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alors  

                                  
0)()(),(),(

0)(),(

ffsff

isi

kapbkspef

pbspei
++

′
−

+

=′=

==

λλγ
                         (4.45) 

                                                                                                                                     
cherchons l’amplitude de transition iSf )1(  relié à l’amplitude de Feynman )1(M  par 
 

                      

∫

∏ ∏
Ψ/Ψ−=















−+=

iAfdxieiSf

M
VVE

mppkiSf
ext ext

iff

:**:

2
1)()2(

)1(

)1(
2

1
2

1
)4(4)1(

ω
δπ

             

(4.46) 
                                                                                                                                

 
Le terme contient donc 8 processus. Notre processus consiste dans la destruction d’un 
électron et la création d’un autre électron et d’un photon +− Ψ/Ψ ** A     
 

                        
babxxAx

ixxAxfdxieiSf
+++−−

+−−

≈Ψ/Ψ

Ψ/Ψ−= ∫
)()()(

:)(*)(*)(:)1(

                              (4.47) 

 
Les opérateurs de destruction sont tous à la droite donc on peut enlever le produit normal. 
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[ ]

[ ] [ ]∑
′

′
+−

+

′−

















=Ψ/

−









=Ψ

k
iis

pik

iis
p

kxipikxpuk
VE

m
V

ixxA

xippu
VE

mix

,

2
1

2
1

2
1

),(exp*exp)()(
2

1)(*)(

0exp)()(

λ
µ

µ
λ λγγε

ω

 

 
      

[ ] [ ] [ ]
∑
′

−

′+−−

′−





























=Ψ/Ψ

prk

i

isr
ppik

krpexipikxipx

pukpu
VE

m
VE

m
VixxAx

,,,

2
1

2
1

2
1

),(),(exp*exp*exp

)()()(
2

1
)(*)(*)(

λ

µ
µ
λ

λγ

γε
ω (4.48) 

 
 
 
Finalement : Pour la transition fi →  , ou les états initiaux et finals sont indiqués par les 
impulsions (et spin et des variables de polarisation) des particules actuelles, les éléments de 
S-matrice donnés prés : 
 
 

               

[ ] [ ] [ ]xipxikxipxd

pukpu
VE

m
VE

m
Vw

ieiSf

iff

isffs
pfpif

−































−=

∫

′

exp*exp*exp

)()()(
2

1

4

2
1

2
1

2
1

)1(
µ

µ
λ γξ

         (4.49) 

 
Le terme : 
 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ])(exp)(exp)()2(

)(exp)(expexp

exp*exp*exp

)4(4

4

4

iffififf

iffiffif

iff

pkippkippk

ppkipkippkxd

xipxikxipxd

−∧−∧−+=

−+−∧−∧

=−

∫
∫

δπ

              

 
il faut que iff ppk =+  conservation d’impulsion énergie  
 

0)(
)(

=∧=−∧

∧−=∧−=∧

ffiff

ififiif

pppkp
ppppppk

 

 
d’où 
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 [ ] [ ] [ ] [ ]∫ ∧−+=− fiiffiff pipppkxipxikxipxd exp)()2(exp*exp*exp )4(44 δπ  (4.50) 
 
Par identification dans la formule donnant (4.46) on trouve a 

                               [ ] )())(exp)(()()1(
isfiffs puppiiekpuM ∧−= ′ µ

µ
λ γξ

                     (4.51) 

 
d’après a processus on peut déduire les règles de Feynman suivantes  

1. pour chaque vertex entre deux leptons et un photon, écrire un facteur : 

                                        [ ])(exp fi ppiie ∧− µγ
                                                        (4.52) 

                                                                      
  ip  l’impulsion de l’électron initial. 
  fp l’impulsion de l’électron final.  

C’est 0→θ  alors 0→∧ fi pp  et on retrouve l’expression du vertex QED 
commutative         µγie−  

                                                        
2. pour chaque ligne interne de photon, marqué par l’impulsion k  , écrire un facteur 

 K 

                    ⋅
+

−
=

ξ
αβ

αβ ik
g

ikiDF 2)(  )(α  )(β       (4.53) 

 
  3.   pour chaque ligne interne de fermion, marqué par l’impulsion p  , écrire un facteur 

                        ⋅
+−/

=
ξimp

ipiSF
1)(                                       P                                   (4.54) 

                                 
    4.   pour chaque ligne externe,  un des facteurs suivants : 
      
      (a)  pour chaque électron initial : )( pu r   
                                                                                     p 
 (4.55a) 
       (b)  pour chaque électron final : )( pu r  
 p               (4.55b) 
  

(c) pour chaque positron initial : )( pvr  
 

                                                                                    p                                                 (4.55c) 
      (d)  pour chaque positron final :  )( pvr  
 
 p               (4.55d) 
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       (e)  pour chaque photon initial :  )(krαε  
 k                            )(α  
                                                                                                                                       (4.55e) 

 
 
 
 (f)  pour chaque photon final :    )(krαε  
                 )(α  k 
                                                                                                                                 (4.55f) 
 
      

Remarque que la seule modification affecte le vertex, les autres lois de Feynman resteront 
inchangées. 
Néanmoins on a déjà mentionné qu’une théorie de jauge abélienne sur un espace – temps 
non commutatif peut être considère comme non abélienne. En effet on a montre que )1(U  
sur un espace – temps non commutatif est non abélienne, on doit s’attendre à un couplage 
entre les champs µA  de la même manière que QED.   
 
On peut obtenir les règles de Feynman des deux derniers vertex en exploitant la similitude 
entre théorie de jauge non abélienne et la QED non commutative. 
Effet dans une théorie non abélienne µνF  est donné par  

                                                [ ]νµµννµµν AAigAAF ,−∂−∂=
                                      (4.56) 

 
 
avec g  la constante de couplage. 
 
Si { }aT  sont les générateurs du groupe.  
Alors 

                                         [ ] [ ] cabcbabbaa TifAATATAAA νµνµνµ == ,,
                                (4.57) 

 
abcf  les constantes de structure. 

 
 
 
 
 
Donc  
                                              cbabcaaa AAgfAAF νµµννµµν +∂−∂=                                      (4.58) 
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Dans le cadre de la QED non commutative. 

                                               [ ]νµµννµµν AAieAAF ,*+∂−∂=
                                      (4.59) 

 
avec 

                                                  
∫
∫

⋅′

⋅

′′=

=

xpi

xip

epApdxA

eppAdxA

)()(

)()(
4

4

νν

µµ
                                            (4.60) 

 
Donc 

[ ] { }xipxpixpixip eeeepApApdpdAA ⋅⋅′⋅′⋅ −′′⋅= ∫ **)()(,* 44
νµνµ  

                                          
{ }∫ ′+∧′′∧− −′′⋅= xppippippi eeepApApdpd )()()(44 )()( νµ  

                      [ ] ∫ ′+′∧′′⋅+= xppiepppApApdpdeAAie )(44 )sin(2)()(,* νµνµ                  (4.61) 
 
Et par conséquent )sin(2 pp ′∧+  pour le rôle de la constante de structure abcf . 
 Dans le cas d’une théorie non abélienne la règle de Feynman associe au diagramme à 3 
pattes [ ]17 est donnée par 

                           [ ]132321213 )()()( 133221
µµµµµµµµµ gppgppgppgf abc −+−+−

                         

                                                                           (4.62)     
 

 
 
 
 
En remplaçant g par e+  et abcf  par )sin(2 21 pp ∧+  et on retrouve la règle  
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[ ]132321213 )()()()sin(2 13322121
µµµµµµµµµ gppgppgppgfppe abc −+−+−∧−

 

                                                                                                                                        (4.63) 
 
De même pour le vertex à 4 pattes  
 

         












−

+−+−
−

)(

)()(

24313421

43212341324142312

µµµµµµµµ

µµµµµµµµµµµµµµµµ

ggggff

ggggffggggff
g

bceade

bedacecdeabc

    (4.64) 

 

 
 
où on a effectué les correspondances suivantes : 
 

eg =  
)sin( 21 ppf abc ∧=  ,  )sin( 43 ppf cde ∧=    ,    )sin( 31 ppf ace ∧=   ,    

)sin( 42 ppf bed ∧−=    ,   )sin( 41 ppf ade ∧=    ,  )sin( 32 ppf bce ∧=  
 
En remplaçant dans l’expression de la théorie de jauge non abélienne on trouve 
l’expression suivante : 
 













−∧∧+−

∧∧+−∧∧
−

))(sin()sin()(

)sin()sin())(sin()sin(
4

2431342143212341

32414231

3241

421343212

µµµµµµµµµµµµµµµµ

µµµµµµµµ

ggggppppgggg

ppppggggpppp
e  (4.65) 

 
 
 
 
 
 
 
 
Enfin le vertex entre 2 Ghosts  et un photon peut aussi être obtenu à partir de la théorie de 
jauge non abélienne, donnée par  
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                                                                 µpgf abc−                                                       (4.66) 
 

  
                                                                 
 
 
En remplaçant g par e , abcf  par )sin(2)sin(2 fiif pppp ∧−=∧  et p par Fp  , on retrouve 
la règle  
 
                                                        )sin(2 fiF ppep ∧µ                                                   (4.67) 
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Chapitre 5 

 
Le vertex électron- photon en QED non 

 commutative     
 
 
5.1 Le vertex électron-photon à un niveau de boucle  
 
 Dans la section précédente nous avons présenté QED non commutative, et nous avons 
prouvé que dans cette théorie il y a nouveau type de vertex semblables à ceux trouvés dans 
des théories de jauge non-Abéliennes. Dans cette section nous exécutons le calcul explicite 
de la fonction de vertex  photon-électron à une boucle qui va contribuer dans la valeur du  
moment magnétique anormal de l’électron.. 
 
5.1.1 Structure de vertex à l’un niveau de boucle 
 
    Le vertex qui va contribuer dans la valeur du moment magnétique anormal de l’
électron est donné par les diagrammes de Feynman suivants : 
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Si on effectue les corrections radiatives donnée par les diagrammes (a) et (b).                        

Alors la règle de Feynman pour le vertex électron- photon donnée par 
ppi

eie
′×

2µγ  sera 

remplacer par  
ppi

eie
′×

Γ 2µ avec : 
         (5.1) 

 
                                          ),(),(),( pppppp ba ′Γ+′Γ=′Γ µµµ δδδ                                     (5.2) 

 
 

σ
µ

γ

σµ γ
ξ

γ
ξξ

γ
π

δ
imkp

mkp
imkp

mkp
imk

kdieippa +−−
+/−/

+−−′
+/−′/

+−
−=′Γ ∫ 2222224

4
2

)()()2(
)(),(  

  

                                              
)(

2
)()(

2
)(

2
kppikpkpipkpi

eee
−×−′×−′×−′

                                              (5.3) 
                                            
 
Le produit des exponentiels est égal  
 

                                     
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ])(exp)(2exp
(exp)(2exp)(2exp

ppiqki
ppikpipki

′∧∧−=

′∧∧−′∧−
                           (5.4) 

 
 avec : 

ppq −′=  
 
Il faut enlever le terme )( ppie ′∧  puisqu’il est déjà incorporé avec le µγ . 

 

                                                   
qik

qkiqki

~

)
2
1(2)(2

⋅−=

−=∧− νµ
µνθ

                                         (5.5) 

 avec 
ν

µνµ θ qq =~  
 
Donc : 

                   
σ

µ
γ

σµ

γ
ξ

γ
ξξ

γ
π

δ

imkp
mkp

imkp
mkp

imk
ekdeiei qikppi

a

+−−
+/−/

+−−′
+/−′/

+−
−=Γ ∧−

′×

∫

22

2222

~

4

4
22

)(

)()2(
)(

         (5.6) 

 
          
 

),( pp ′Γ+=Γ µµµ δγ
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avec m est la masse d’électron, γm est  la masse du photon  
En utilisant les identités [ ]20  : 

aa /−=/ 2µ
µ γγ  

                                                           abba 4=// µ
µ γγ                                                        (5.7) 

abccba ///−=/// 2µ
µ γγ  

 
Le numérateur de l’expression (5.6) est donné par : 

σ
µσ

σ
µσ

σ
µσ

σ
µσ γγγγγγγγγγγγ )()()()()()( kpmkpmkpkpmkpmkp /−/+/−/ ′+/−//−′/=+/−/+/−′/

                                                    + σ
µσ γγγ2m  

                                                = −−+−′+/−′//−/− µµµγ )(4)(4)()(2 kpmkpmkpkp µγ22m  

                                                = µµ
β

µ
α

βα γγγγ 22)2(4)()(2 mkppmkpkp −−+′+−′−−  
 
En utilisant la relation 
 

                                   
ababbababa

ggg

//−/+⋅−/=//

−+−=

µµµµµ

αµβαµβµαββαµβµα

γγγ

γγγγγγγγγ

2)(22
222

                          (5.8) 

 
Ce numérateur devient  
 
                              =+/−/+/−/ ′ σ

µσ γγγ )()( mkpmkp  

2− [ µ
µ

µ γ )(2))((2)()(2 kpkpkpkpkp −+−′−−/−/−′  

)()()( kpkpkp /−//−/ ′−/−/ ′ µγ ] µµ γ22)2(4 mkppm −−+′+  
 

En utilisant les équations de Dirac  
 

                                                           
0))((

0)()(
=−/ ′′

=−/
mppu

pump
                                                  (5.9) 

 
où on a utilisé la condition « on – Shell mass » 
On rappelle que 

 
                                                  { }( )kkkkk /+/−/=// ,µµµ γγγ                                              (5.10) 

    µµγ kkk /+−= 22  
 
 
 
 
 
Alors le numérateur devient  
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µµµµ γ mkkpkpkkpkpm 4))((4)(4)(4 −−′−+/−′+−′−  

µµµµµ γγ kkkkmkkpkpm /+//++/−+−− 422)(4)(4 2  

+− µmk8  µγ22)(4 mppm −′+  

= 4{[
2

))((
2kkpkp −−−′µγ ] µµ mkkppk −−+′+ )( } 

                   
Finalement le numérateur est 
 
 

                            








−−+′/+







−−′− µµµγ mkkppkkkpkp )(

2
))((4

2

                       (5.11) 

                           
 
En remplaçant dans (5.6) on trouve 
 

)))(())(((

)(
2

))((4

)2(
)(),( 222222

2

~

4

4
22

ξξξ

γ

π
δ

γ

µµ

µ

imkpimkpimk

mkkppkkkpkp
ekdeieipp qikppi

a +−−+−−′+−








−−+′/+







−−′−

−=′Γ ∧−
′×

∫
                                                                                                                                         (5.12)                                                                                                          
  
Pour intégrer sur k et calculer la valeur de µδ aΓ  , on utilise la parametrization de Schwinger : 
 

                                             )(

0
22

22 ξαα
ξ

impied
imp

i +−
∞

∫=
+−

                                        (5.13) 

 
D’autre part : 
Utilisant la condition on- Shell mass 

                                                               
22

22

mp
mp

=

=′
                                                          (5.14) 

On trouve  

                                             
pkkimkp

kpkimkp
2)(
2)(

222

222

−=+−−

′−=+−−′

ξ

ξ
                                        (5.15) 

                                                                                                                                                                                         
 
 
 
 
 
 
Donc : 
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)2)(2)(()))(())((( 2222222222 pkkkpkmk
i

imkpimkpmk
i

−′−−
−

=
+−−+−−′−

−

γγ ξξ
                                                              

                                                            

= ∫∫ ∫
∞

−′−
∞ ∞

−

0

)2(
3

)2(

0 0
2

)(
1

2
3

2
2

22
1 pkkikpkimki ededed ααα ααα γ  

 

= ∫
∞

−+′−+−

0

)2()2()(
321

2
3

2
2

22
1 pkkikpkimkieddd ααα γααα  

 

 

3214

4

2222
)~(

4

4

)2()2)(2)((
1

)2(
ααα

ππ
dddkd

pkkkpkmk
ekd

j

qzik∫ ∫ ∫=
−′−−

⇒ −  

                                                 
2

132321
2 )

2

~
(2)( γαααααα miqzppikik

e
−

−
−+′−++

 
       

                                                 = ∫ ∫ 3212

4

)2(
ααα

π
dddkd  

 



















++
−

++

−
−+′

−
++

−
−+′

−++
321

2
12

321

32
2

321

32

321 )2

~

()
)(
2

~

()(
ααα

α

ααα

αα

ααα

αα
ααα γm

qzppqzpp
ki

e  
                                                                            

= ∫ ∫ 



 − 2

3214

4

)(exp
)2( a

kiadddkd β
ααα

π
 

 

exp.










 +
−

a
am

i
22

1 βα γ  

avec : 

2

~
32

321

qzpp

a
−

−+′=

++=

ααβ

ααα
 

En utilisant la relation :  

                                                     ∫ =−

b
dxe bx π2

                                                          (5.16)                  

                                    
 
 
 
On trouve 
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∫ ∫
∞

− =
−′−− 0

32122222
)~(

4

4

)4(
1

)2)(2)((
1

)2(
ααα

ππ
ddd

pkkkpkmk
ekd

j

qzik  

 

                           2

1
a 














 −′−

−
+++

− 2
32

2
1321 )

2
)~(()(exp ppqzm

a
i

αααααα γ                                                                 

                                                                                                                                        (5.17) 
                                                    

 avec : 
µ

µνν θ qq =~  
  
En dérivant la relation (5.17)  par rapport à µz  on trouve : 
 
 

∫ ∫
∞

− =
−′−− 0

32122222
)~(

4

4

)4(
1

)2)(2)(()2(
ααα

ππ
µ ddd

pkkkpkmk
ik

ekd

j

qzik  

                                                                                               

                                                 
2

22
1 )(exp

a

am
a
i

a
i 



 +

−
βα

β γ
µ                                           (5.18) 

avec : 

 
2

~
32

µµ
µµµ ααβ

qz
pp

−
−+′=  

 
En dérivant un autre fois par rapport à νz on trouve : 
 
 

∫ ∫
∞

− =
−′−− 0

32122222
)~(

4

4

)4(
1

)2)(2)((
))((

)2(
ααα

ππ γ

νµ ddd
pkkkpkmk

ikik
ekd qzik  

 

{ 2

22
1

2

22
1 )(exp

))((
(exp

a

am
a
i

a
i

a
i

a

am
a
i

a
i 



 +
−

+




 +

∂
βα

βββα
β

γ
νµ

γ

µν  

 

= ∫
∞

0
3212)4(

1
ααα

π
ddd  

                                    2

22
1

2

)(exp

2 a

am
a
i

aa
i 



 +
−









−−

βα
ββ

δ
γ

νµ
µν                               (5.19) 

 
puisque : 
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 µνµν δβ
2
1

−=∂  

 
 En  remplaçant z par 0 on trouve  
 

                              

∫

∫

∞

⋅−





 +−

=
⋅−⋅′−−

0

2
0

2
123212

2222

~

4

4

)(exp1
)4(

1

)2)(2)((
1

)2(

βαααα
π

π

γ

γ

ma
a
i

a
ddd

kpkkpkmk
ekd qik

                        (5.20) 

 
 

La première dérivée devient    
 

                             

∫

∫

∞

⋅−





 +−







 −

=
⋅−⋅′−−

0

2
0

2
13

0
3212

2222

~

4

4

)(exp
)4(

1

)2)(2)(()2(

βα
β

ααα
π

π

γ
µ

γ

µ

ma
a
i

a
ddd

kpkkpkmk
k

ekd qik

                      (5.21) 

 
La deuxième dérivée devient  

 

                    

∫

∫

∞

⋅−





 +−








+

=
⋅−⋅′−−

0

2
0

2
14

00
33212

2222

~

4

4

)(exp
2)4(

1

)2)(2)(()2(

βα
ββ

δααα
π

π

γ
νµ

µν

γ

νµ

ma
a
i

aa
iddd

kpkkpkmk
kk

ekd qik

            (5.22) 

 
 

avec  

ppq
320 2

~
ααβ +′+=  

 
Maintenant calculons l’exponentielle  
 





 +− 2

0
2

1(exp βα γam
a
i  

 
 
Développons 
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[ ]

)()(2~)(
4

~

2~~
4

~

2
3

2
2

222
3232

2
2

1

22
3

22
23232

2
2

1
2
0

2
1

ααααααα

αααααααβα

γ

γγ

++−+⋅+++=

+′+⋅′+⋅+⋅′++=+

mqmqpqma

ppppqpqpqmaam
 

 
Donc 
 

               





 ⋅+−
















−





 −++−=



 +−
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a
iq

a
i

qmma
a
ima

a
i

~)(exp
4

~
exp

))((exp(exp

32

2

2
32

22
32

2
1

2
0

2
1

αα

αααααβα γγ

        (5.23) 

 
 

On montre que 

                                                   
qpqpq

qpqp
~)(

~

⋅=+

=′=⋅′

ν
µνµµ

ν
µνµ

θ

θ
                                               (5.24) 

 
( µνθ  est antisymétrique)  

 

Pour régulariser le vertex on multiplie a
µδΓ   par 





Λ2exp
a

i (avec ∞→Λ ). 

 

                                        












Λ
=







−






Λ 2

2

2 exp
4

~
expexp

effa
iq

a
i

a
i                                     (5.25) 

 
avec : 

   
4

~11 2

22

q

eff

−
Λ

=
Λ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
On a déjà trouver le numérateur donnée par  
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











−−+′−







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
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



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µ
µ

µ
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γγγ

γ

mkkkppk
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kpppp

mkkppkkkpkp
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2

)(4

)(
2

))((4
2

        (5.26) 

 
 
On remplaçons les dérivations ci-dessus dans la relation (5.17) se trouve : 
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++
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a
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2
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2
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            ( ) ( ) ( )( ) +⋅





 −+++′−++′ qqpp

a
pp

a
m ~~

2
12

42 321321 ααα
γ

ααα µ
µ  

 

       
( ) ( )( )( )

a
qqppqm

4

~~2~222 321321 ⋅−+++′+++ γαααααα µµ }                               (5.27) 

 

Le terme  










Λ2exp
effa

i  est un terme oscillatoire, donc il faut effectuer une rotation de Wick  

i
i

i
α

α →       avec : ,3,2,1=i suivit d’un changement d’échelle ii ραα → . 

Dans ce cas l’élément de « volume »  
i

d
i

d
i

d
ddd 321

321
ααα

ααα → 321 ααα ddid=   , après 

le changement d’échelle on trouve  321
3 αααρ dddi  

  
                   ( ) ( )3

321
3

321
3 αααααα iiia −−−→++=  

                                                   ( ) ( ) 333
321

33
321 aiii ραααρααα =++→++=       (5.28) 
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Donc  3
321

a
ddd ααα

 la mensure devient après la rotation de Wick et le changement 

d’échelle ce terme devient  
    

                                              3
321

33
321

3

a
ddd

ai
dddi ααα

ρ
αααρ

=                                         (5.29) 

Donc pas de changement.  
 

Maintenant prenons le terme d’oscillatoire 










Λ2exp
effa

i après la rotation de Wick et le 

changement d’échelle comme 

                       










Λ
−=











Λ− 22

1expexp
effeff aia

i
ρρ

 (Terme d’amortissement).                (5.30) 

 
 
Où introduit dans les calculs l’identité suivante : 
 

                                                  ( )∫ ∑
∞

−=
0

1 id αρρδ                                                     (5.31) 

 
Lors du changement d’échelle    :  
                                                              ii ραα →                                                       (5.32) 
 
Donc : 
                                                         ∑ ∑→ ii αρα                                                     (5.33) 
 
 
Et                                                  
                                       ( ) ( )∑∑ −→− ii αρρδαρδ  

                                                        ( )[ ]∑−= iαρδ 1
                                                     (5.34) 

 
 
 
 
En utilisant l’identité [ ]3  : 
 

                                                           ( ) ( )x
c

cx δδ
1

=                                                   (5.35) 
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Donc :  
 

                                               ( )[ ] ( )∑∑ −=− ii αδ
ρ

αρδ 111                                        (5.36) 

 
D’où la relation  
 

                                                     ( )∫ ∑
∞

−=
0

11 i
d

αδ
ρ
ρ                                                   (5.37) 

 
Remarque que ( )∑− iαδ 1 est nulle sauf si ∑ = 11α  
Donc chaque fois qu’on trouve (après le changement d’échelle) la quantité 

321 ααα ++=a on l’a remplace par 1. Remarque aussi l’apparition du terme en 
ρ
1  donc 

la formule (5.31). 

Prenons maintenant le terme ( )( )



 −++
− 2

32
22

32
2

1exp qmam
a
i

ααααα γ  après la rotation 

de Wick et le changement d’échelle ce derme devient  
 

( )( )







++−− 2

32
222

32
222

1
1exp qmma

a
ααρααρρα

ρ γ =    

 

                             ( )( )



 −++− 2

32
22

32
2

1exp qmma
a

ααααα
ρ

γ                                    (5.38) 

Vu la présence de la fonction ( )∑− iαδ 1  donc chaque qu’on trouve ∑ = aiα on peut 
remplacer par 1, et pour cette raison l’expression (5.38) peut être remplacer par  
 
                                           ( )( )[ ]2

32
2

31
2

1exp qm αααααρ γ −++−                                 (5.39) 
 

Et le terme 
( )





 ⋅+−

a
qpi ~

exp 32 αα
 après la rotation de Wick et le changement d’échelle ce  

 
terme devient :  

                                
( ) ( )[ ]qpi

a
qpi ~exp
~

exp 32
32 ⋅+−=







 ⋅+−
αα

ρ
ααρ

                          (5.40) 

  
avec .1=a  
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( )( ) ( )










 −+
++

′++
−⋅′

a
qmipp

ppa
222

2
32

2
32

22
32 αααααα

, après la rotation de Wick et 

le changement d’échelle cette expression devient :  
 
 

( )( ) ( )[ ]










 ++
−+

′++
+⋅′−

a
qm

iippi
ppia

222

2
32

2
32

22
32 ρααααααρ

ρ  

  

                    
( )( ) ( )

ρ
αααααα











 −+
+

′++
−⋅′−=

22

2
32

2
32

22
32 qmpp

ppi
2
i

+            (5.41) 

 
Le premier terme du dernier équation contient un ρ  qui va être simplifier par le ρ    qui 
provient de d’identité  

                                                       ( )∫ ∑
∞

−=
0

11 i
d

αδ
ρ
ρ                                                 (5.42) 

 
Prenons maintenant le terme qui reste dans l’équation (5.27).  
 

( ) ( ) ( )( ) qqpp
a

pp
a

m ~~
2
1

42 3211321 ⋅





 −++++′−+′+ αααα

γ
ααα µ

µ  

 

                    
( ) ( )( )( )

a
qqppqm

4

~~2~222 321321 ⋅−+++′+++
+

γαααααα µµ                 (5.43) 

 

Après la rotation de Wick et le changement d’échelle cette expression devient (
ρ
1

×  qui 

provient de l’identité 

                                                      ( )∫ ∑
∞

−=
0

11 i
d

αδ
ρ
ρ  .                                               (5.44) 

 

ρ
1 { ( ) ( ) ( )( ) qqpp

ai
i

pp
ai
mi ~~

2
1

4)(
)(

2
)(

3211321
2 ⋅






 −++++′
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−
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ααααρ
ρ

γ
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ρ
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( ) ( ) ( )( )

ρ

γαααραααρ µµ

ia
qqppiqim

4

~~2~222 321321

−

⋅−+++′−+++−
+ } 

 
 

         (5.45)    
              

( ) ( ) ( ) ( )
ρ

αα
ρ

γ
ρ

ααγααα µµµµ

2
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2
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2
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2
32321 qmqqqpppm ++

+
⋅

+
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−
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L’équation (5.27) devient  
 

( ) ( )∫ ∑ 







++×−

−
=Γ ⋅+−′×

1

0

~
321

2)( 321
ρρ

αδααα
π
α µµ

µ
αα

µ

CB
Aeddde qpi

i

ppi
a  

  

                        ( )( ) ,1exp
0

2
2

32
22

32
2

1∫
∞












Λ
−−++−×

eff

qmmd
ρ

αααααρρ γ                    (5.46) 

 
où 

( )( ) ( )
+












−

+
+

+′+
−⋅′=

222

2
32

2
32

22
32 qmpp

ppA
αααααα

γ µµ   

  

                                                   
( )( )

2

2
321 ppm +′+ ααα

,                                              (5.47) 

 

        
( ) ( )

2

~1
2

2~

2
3232 µµµ

µ

ααααγγ qmqp
i

iB
++

+
−−⋅

+=
( )( )

,
4

~11 qpp ⋅+′+
+

γα µ   (5.48) 

 
          

                                                  .
4

~~

8

~~ qqqq
C

⋅
+

⋅−
=

γγ µµ
µ                                              (5.49) 

 
Exécutant l’intégrale au-dessus de ρ , nous obtenons (voir annexe A) 
 

( ) ( )∫ ∑ ⋅+−′×
−

−
=Γ

1

0

~
321

2)( 321 qpi
i

ppi
a eddde αα

µ αδααα
π
α  

                          
( ) ( ) ( )














Λ++

Λ
XKCXXKB

X

XKA
eff

eff

2222
22

1
2

02

1
µµ

µ                    (5.50) 

 
 
 
où  

                                           
( )

2

2
32

22
32

2
1

eff

qmm
X

Λ

−++
≡

ααααα γ .                                 (5.51) 

 

( ) ( )
2

1

4

~~

4

~1
ρ

γ

ρ

γα µµ qqiqpp ⋅
−

⋅++′
+
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0K et 1K  sont respectivement les fonctions de Bessel modifiées du er1  et em2 espèce. 
 
 Maintenant nous considérons la forme de contribution de deuxième diagramme  

[ ]

[ ] kp
i

ppkp
i

ppkp
i

pk
i
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i

pki

b
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i
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mk

ekdie

eiekppgppkgkppgppkpie

mkpmkmkp
mkekdie

×

−′×−
−

−′×−
′×

×

′×

−′−+−′−+−−′




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




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



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
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
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∫

∫
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2

222222
2
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2

222222
2

4

4

)2()2()2(

2)))(()()((
)(

)2(
)(2

)()2()2()2()()(
2
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)))(()()((
)(

)2(

νρµµνρρµν

γγ

ρν

µρµνρρµν

γγ

νµ

γγ

π

γ

π
γδ

 
                                                                                                                                        (5.52) 
 
Calculons les termes exponentiels 
 

( ) ( )ppiqikppippi

kpippkpippkpipki

×′×





 ′×−






 ′×=







 ×














 −′×−−−






 −′×−






 ′×

exp~exp
2

exp
2

exp

2
exp)()(

2
exp)()(

2
exp

2
exp

 (5.53) 

 
Finalement on trouve 
 

           

[ ]{ }νρµµνρρµν
ρν

γγ

µ

γγ

π
δ

)2()2()2()(

)))(())(((
)1(

)2( 222222

~

4

4
22

kppgppkgkppgmk

mkpmkpmk
eekdeie

ppiqikppi

b

−′−+−′−+−−′+/×

−−−−′−
−

−=Γ ∫
×′⋅′×

   (5.54) 

 
 
 
 
 
En utilisant l’algèbre de matrices gamma et le condition on -  Shell mass le numérateur 
peut être écrit 
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[ ]{ }
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ν

ν
α

µ
ν

α

α
α

µµµ
α
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ν
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ρ
ρ
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α

α
ρ
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α
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ν

µ
ν

ν
αν

αα
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α
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ρ
ρ

µρ
α

α
ρ

α
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νρµµνρρµν
ρν

γ

γγγγγ

γγ
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)2(
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22 +++′/−−−⋅+⋅′=
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Donc le numérateur 
 
                        µµγ mkmkkpkpkppk 8)322(2)2(2 22 +−−⋅+⋅′+++′/−                 (5.55) 
 
Notons que (3.53) peut être séparé en deux parties une contient la phase qike

~⋅− , et l’autre 
pas c.-à-d. 21 bbb

µµµ Γ+Γ=Γ  . D’abord nous exécutions la partie contenant la phase, 2b
µΓ , 

puis 
 l’autre comme une limite, 1b

µΓ , peut être obtenue facilement en exploitant les résultats dé

jà obtenues pour a
µΓ  .  

De la même façon, on calcule l’intégrale auxiliaire       
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αααα
π
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                                                                                                                                        (5.56)                                                                              
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En utilisant la relation :  

                                                           ∫ =−

b
dxe bx π2

                                                    (5.57) 
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
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après des calculs 
2
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Donc :  
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  (5.60) 

 
avec 
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En dérivant cette relation par rapport à µz  on trouve : 
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    (5.62) 

 
avec 

)
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En dérivant un autre fois par rapport à νz on trouve : 
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      (5.63) 
 
avec 

2
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En remplaçant z par zéro on trouve 
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La première dérivée devient  
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En effectuant une rotation de Wick et en utilisant  l’identité ( )∫ ∑
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En effectuant l’intégrale sur le ρ , nous obtenons ( en utilisant les valeurs des intégrales 
donnée dans l’annexe  B).   
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5.2  Conclusion 
 
        Dans ce chapitre on a reformulé l’électrodynamique quantique qu’est la théorie 
quantique qui décrit l’interaction d’un photon avec un électron dans le cadre de la 
géométrie non – commutative. 
QED ordinaire est une théorie abélienne. Donc le photon ne peut pas interagir avec lui-
même. Ceci n’est pas que sur un espace – temps ordinaire ou commutatif. Si on suppose 
que l’espace – temps est non – commutatif le groupe )1(U  initialement abélien, devient 
non abélien et on assiste aussi à quelque modification affecte le vertex, apparition des 
diagrammes à 3 pattes et 4 pattes, les autres règles et en particulier l’expression des 
propagateur reste inchangée. 
Les règles de Feynman ainsi obtenue nous ont aidés à revoir l’expression du vertex photon 
– électron. On a montré que deux diagrammes (absent dans QED ordinaire) sont apparaître. 
Nous avons calculé d’une manière explicite ces deux diagrammes. 
 
5.3  Perspective 
       Les contributions des diagrammes A et B contient apparemment des divergences. Ce 
qui nécessite une analyse approfondie de ces diagrammes dans le cadre de la théorie de 
renormalisation. Le but de d’extraire la partie divergente de chaque diagramme.  
Une fois ces diagrammes analysés  dans le cadre de la théorie de renormalisation  on peut 
voir si le problème de couplage UV – IR existent.                         
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Conclusion générale 

 

 
 
Le but de ce mémoire est de formuler le problème de l’atome d’hydrogène dans le cadre de 
la géométrie non commutative. 
Le passage de la mécanique quantique ordinaire (basée sur un espace –temps commutatif) 
à la mécanique quantique non commutative se fait par le biais du produit star (produit de 
Moyal) défini dans le chapitre 2. 
On montré dans ce chapitre que la non commutativité de l’espace –temps est codée dans le 
produit star. En d’autres termes ce produit peut être considéré comme une déformation du 
produit ordinaire. 
Dans le chapitre 3 on a montré que l’équation de Schrödinger non commutative se déduit 
de l’équation de Schrödinger ordinaire par un simple déplacement de vecteur position X. 
Comme exemple de la théorie quantique non commutative on a pris l’atome d’hydrogène. 
La non commutativité de l’espace- temps à été considérée comme une perturbation, cette 
théorie nous à permis de calculer le déplacement des niveaux d’énergie dans le but de voir 
si le déplacement de Lamb peut être expliqué par une manifestation de la géométrie non 
commutative. 
Dans le même chapitre on a étudié l’effet Stark. 
Dans le chapitre 4 on a traité la théorie de jauge non commutative et on a pris comme 
exemple QED. 
On a montré qu’une théorie de jauge sur un espace-temps non commutatif est équivalente à 
une théorie non abélienne sur un espace-temps ordinaire. Cette remarque nous a aidée à 
retrouver les règles de Feynman pour QED non commutative. 
Les règles de Feynman obtenues sont utilisées dans le chapitre 5 pour calculer les 
corrections introduites par l’interaction du photon et l’électron. 
Les calculs montrent la présence de divergences dans les boucles. Ce qui exige un 
traitement de ces diagrammes dans le cadre de la théorie de la renormalisation.      
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Annexe B 
 
 
 
On montre que  
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Résume  
 Le but de ce mémoire est d’étudier l’atome d’hydrogène dans le formalisme de la 

géométrie non commutative. En particulier on a étudié si la non commutativité de 

l’espace- temps peut expliquer le déplacement de Lamb. 

Cette non commutativité a été considérée comme une perturbation indépendante du 

temps dans l’expression du potentiel coulombien. 

On a montré que la correction dépend a la nombre quantique orbitale l  (à l’inverse 

de la théorie de Dirac qui donne l’énergie en fonction de n  et de j ). Le fait que la 

correction dépend de l  lève la dégénérescence entre les niveaux 2/12S  et 2/12 p . 

On a traité la théorie de jauge non commutative et on a pris comme exemple QED.  

On a montré qu’une théorie de jauge sur un espace temps non commutatif est 

équivalente à une théorie non abélienne sur un espace temps ordinaire. Cette 

remarque nous a aidée à retrouver les règles de Feynman pour QED non 

commutative.        

D’autres corrections dues à l’électrodynamique quantique ont été aussi calculé.          

 

 

 

 

 

 

Mot clés : Géométrie non- commutative, l’atome d’hydrogène, le déplacement de 

Lamb, le produit de Moyal.    

 

 



 
 
 
 

ملخص الأطروحة    
 

ا قمنا . ھو دراسة درة الھدروجین في إطار الھندسة غیر التبدیلیة ةالھدف من ھده الرسال 
.الزمان في انحراف لامب-بدراسة اثر    لا تبدیلیة المكان  

.   مون الكولومبياعتبرنا اثر لا تبدیلیة على شكل اضطراب في عبارة الك  
    .    ض التصحیحات الناتجة على الالكثرودینامیكا الكوانتیةقمنا كذلك بحساب بع

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 الكلمات المفتاحیة الھندسة غیر تبدیلیة. درة الھدروجین. انحراف لامب. جداء مویال. 

 
 



 
 
 
 
 
 
Summary 
 
The aim of this dissertation is the study of hydrogen atom I the frame work of non 
commutative geometry we have studied in particular the effect of non commutativity 
of space-time of the Lamp shift. 
This effet has been considered as a perturbation in the expression of the coulomb 
potential. 
Others corrections due to quantum electrodynamics have been calculated. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Key- words: non commutative geometry, hydrogen atom, Lamb shift,  
Moyal  product.     


