REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEINGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE MENTOURI CONSTANTINE
FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE PHY SIQUE

Ne d’ordre: ........
S e

MEMOIRE

Présenté pour obtenir le dipléme de M agister
En Physique
Spécialité: Physique Théorique

Par

Nawel Rezaiki
Intitulé

L>Atome d’Hydr ogene dans le For malisme de la
Géométrie Non Commutative

Soutenu le:

Devant le jury composeé de :

Mr.J. MIMOUNI Prof. Univ. Mentouri Constantine Président
Mr.A. BENSLAMA M.C. Univ. Mentouri Constantine Rapporteur
Mr.N. MEBARKI Prof. Univ. Mentouri Constantine Examinateur

Mr.A. NOUIRI M.C. Univ. Mentouri Constantine Examinateur



Aemercimeny

Tout d’abord remercions Dieu tout poussant qui mous a éclairé vers le bon

chemin

Mes premiéres remerciements s’adressent a mon directeur de thése
A. BENSLAMA, Maitre de Conférence au département de physique de I'Université
Mentouri de Constantine, qui m’'a proposé ce sujet, m'a dirigée pour sa bonne
réalisation, je veux aussi lui exprimer ma sincere gratitude pour sa disponibilité & mon
€gard, pour ses conseils, pour ses orientations et pour son aide dans la rédaction du
mémoire.

Jexprime ma gratitude a Monsieur J. MIMOUNI, Professeur au Département de
Physique de I'Université Mentouri de Constantine, pour I'honneur gu’il me fait en
acceptant la présidence de ce jury.

Jadresse mes plus sincéres remerciements a Monsieur N. MEBARKI Professeur
au département de Physique de la Faculté des Sciences de I'Université Mentouri et a
Monsieur A. NOUIRI, Maitre de Conférences a I'Université Mentouri, qui ont bien voulu
accepter de faire partie du jury et d’'examiner mon travail.

Mes remerciements a toutes mes amies.

En fin, je tiens a remercier tous ceux qui ont contribué de prés ou de loin a la

réalisation de ce travail et I'’élaboration de ce mémoire.



1

2.

Table des matieres

I ntroduction

La quantification de Weyl- Le produit de Moyal

21 LaquantificationdeWeyI.................................................................

2.2 Leproduit de Moyel...
2.2.1 Notation..

2.3 Les proprletes de produll.t de Moyel

2.4 Conclusion...

3. Lamécanique quantiqgue non- commutative NCQM

L’ atome hydrogene comme exemple

3.1 Lamécanique quantique non- commutative ..
3.1.1 Lesespaces non- commutatifs...

3.1.2 L’équationde Schrodlnger sur un eﬁpace NC

3.1.3 Démongtration..
3.1.4 Théoréme... :
3.2 Atomed’ hydrogene sur un %paceutemps non commutatlf

3.3 Spectre classique pour I’atome d’ hydrogenedanslatheorle NC
...19

3.3.1 Théorie des perturbations...

3.32 LarelatlonentreI&sbas&s|nI”Z> et|n|s| s)
3.4 Déplacement de Lamb...........oieiiiiniie e e e
LLn31
—i
—i

.31
.33

3.5 Effet Stark..
35.1 Def|n|t|on .
3.5.2 Effet Stark pour I atome d hydrogene
3.5.3 Effet Stark non- commuitatif..

B0 CONCIUSI ON. . ettt e e e e e e e e

NN
NO@\]@

13

.13
.13
W14
.14
e 16

...16

19

23
.28



4. Théorie de jauge sur un espace- temps non- commutatif
QED comme exemple.

4.1 L’électrodynamique quantique QED non- commutative..................ccvne...
4.2 Lesrégles de Feynman pour QED non- commutative................c.oeeeennn..

4.2.1 Rappel...........

422 Lethéoremede WICK. ...oouv v e e e e e e e e
42,3 LamMaliCe S, ..o

5. Levertex électron- photon en QED non- commutative

5.1 Levertex électron- photon aun niveau deboucle...................coooeoeeinn s

5.1.1Structurede vertex al’unniveau deboucle...........ccccovviviiieiiennnnn.
L2 o o 111 T o
5.3 PEISPECHIVE. ..ot s

Conclusion générale

Annexe A

Annexe B

Bibliographie

.37
37
...38
.41

49

...49

.49
....69
....69

70

71

73

74



Chapitre 1
Introduction

Depuis I’aube de I’humanité, I’homme a tenté de dompter la nature. De la découverte de
feu a Path Finder (la sonde spatiale américaine envoyée sur la planéte Mars), I’homme a
accompli un parcours remarquable. 1l asu tirer profit de la nature tout en se préservant de
ses caprices (catastrophes naturelles, ... ..... ). L’homme a compris qu’avant de dompter la
nature, il doit forcément la comprendre. Faire du feu en frottant deux morceaux de Silex
c’est bien, mais comprendre le phénomene lui méme c’est mieux. A travers lessiecles, il a
évolué et il asu exploiter ses erreurs pour rendre sa vie plus agréable.

Le vingtiéme siécle a apporté avec lui son lot de découvertes faites par I’homme.

En physique par exemple, deux grandes théories ont révolutionné le monde. Larelativité
( redtreinte ) et la mécanique quantique. Larelativité générale est la théorie qui décrit
I’infiniment grand (les planétes, les galaxies,.......). Ses fondements out &té établies par
Albert Einstein en 1916. Elle utilise principalement la géométrie Riemannienne comme
formalisme mathématique. La mécanique quantique est la théorie qui décrit la systémes
microscopiques, les constituants les plus infimes de la matiere (les atomes, les électrons,
lesquarks, ......). Elle fut éablie par un ensemble de physiciens tels que N. Bohr, W.
Heisenberg, E. Schrodinger et Paul A. M. Dirac, etc....Elle utilise la théorie des algebres
d’opérateurs agissant sur un espace de Hilbert (Les algebres de Von Neumann). Un
premier pas vers I’unification fut accompli avec I’apparition de la mécanique quantique
relativiste et I’éectrodynamique quantique (QED) établie entre autres par Richard P.
Feynman. J. Schwinger, |. Tomonaga.

Ces deux théories sont a la base de la physique théorique d’aujourd’hui. Elle utilisant des
formalisme mathématique complétement différents. Par ailleurs, elles donnent des résultats
satisfaisants dans leurs domaines respectifs.



Mais dés que les physiciens ont voulu les unifier dans un méme cadre (la gravité
guantique), ils se heurtent a des problemes multiples (non renormalisabilité, absence du
graviton ....). Malgré cela, les physiciens théoriciens aspirent vers une théorie unifiée, qui
pourratraiter les systémes physiques microscopiques et macroscopiques sur le méme pied
d’égalité. Certains d’entre eux pensent que lavoie vers I’unification passe forcément par le
développement des outils mathématiques utilisés en physique. C’est dans cet état d’esprit
gue des théories, comme la supersymétrie (SUSY)) et les supercordes (Superstrings) ont vu
le jour. Celles-ci gjoutent de nouvelles symétries (symétrie boson---fermion) alanature. Le
bilan final de tout ceci est que les physiciens ont échoué (pour le moment) a unifier les
guatre interactions de la nature.



Chapitre 2

L a quantification de Weyl — L e produit de Moyal

2.1. Laquantification de Weyl

La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrive la mécanique
quantique a partir de I’espace de phase de la mécanique classique.
C’est une prescription qui nous permet d’associer un opérateur quantique a une fonction
classique qui dépend des variables de I’espace de phase (variables canoniques).
Soit f(x) une fonction quelcongue définie sur un espace (vectoriel) euclidienaD

dimensionsA ° . On définit latransformée f (k) de f(x) par larelation::
f(k) = ¢d®xe ™ f(x) (2.1)
Remarque quesi f(Xx) est unefonction réelle alors
(k) = f(-Kk) (2.2)

On définit un espace-temps non commutatif en remplagant les coordonnées locales x. de
AP® par des opérateurs hermétiques X qui vérifient larelation de commutation :
|%.,%,|=iq; (2.3)

La quantification de Weyl consiste a faire une correspondance biunivoque entre |I’algébre
des fonctions f(x) définiessur A® et I’algébre des opérateurs.
On définit le symbole de Weyl par :

D

- K ~ g
Wif]=¢ f (k)e"* 24
[1]= o (0 (24)

ou F(k) est latransformée de Fourier de f (X) .



Si f(x) est fonction réelle alors I’opérateur de Weyl W[ f | est hermitien
W[ f]=w[f] (2.5)
2.2 Leproduit de Moyal (Produit star)

Notre but est detrouver un produit (noté produit star *) pour des fonctions (ordinaires)
définies sur un espace de Minkowski qui permet au symbole de Weyl d’étre un
homomorphisme pour la multiplication. En d’autres termes on veut trouver un produit star
tel que:

Le produit de deux opérateurs de Weyl de deux fonctions soit égal a1’ opérateur de Weyl
associé au produit star de deux fonctions :

W[t W[g]=W[f*g] (2.6)

En d’autrestermeson a i
(A*) @lAA 2.7)

L’information sur la non commutativité de I’espace — temps est codée dans le produit star.
En effet :

W[ ]\N[g] O(ZPT () ‘(2) ()

. d°k dPI
= D5 oo T (051 explik, <" |explil %]

(2.8)

En utilisant la formule de Baker — Campbell — Hausdorff

“[ag]

A+B
ez

e'e® =e
Valable pour les opérateurs A et B tel que:

[alaB]l=[B/[AB]=0



Ontrouve:

d°k d°l é i U
W[ f f(k)g(l k. +l O ® R o 29
(1Mol = @y, )5 T30 epfik, 1) |emg Za™kly (29
En effectuant le changement de variable | =q- k alors:
d°k é i U
WIEMIo]= Gy 5 (oo 1 08(@- Koot leng Jamkay 210
Remarque gue lors du changement de variable
q"Kply =q™ k0, (211)

puisque g™ est antisymétrique et k k. est symétrique en inter changeant m etn .

D’autre part on peut écrire le second membre de I’équation (2.6) comme suit :

W[t * g]= o(—)(f *g)(@) explig,x") (2.12)

Par identification on trouve que

z € g™k g U
(F* 9)(a) = oQ—)f(k)g(q epg 0™kt (2.13)
D’ou le produit :
(f* g)() = é(g%(f 0)(@) eplia,x"]
=ab(‘;T)k (Sp)q F(05(q- k)expg lzq“kmqgexp[iqum] (2.14)

On peut montre que ce produit [1] peut s’écrire sous la forme :

(f*g)(x) = expgizqmm: gf (x+x)g(x+h) ,



En effet :
f(x) = o(g—) F (k) explik, X"

g(x) = C’W 3(p) explip, ']

b e><|o8 q™ 9 ﬂ“Ef(X+x)g(X+h)l 0

- hLﬁ‘“ d°k dP

N A EECD(z > @)° (x+h) ]u
IS d°k d°p
= @555 (2p)° pgzq ™ ik, )('pn)Hf(k)g(p)eXp[lk x"|explip, %' ]

On pose p, =dqp, - km

= db(gp—)ll(gp—)%expg g™k g, Hf (K)3(a- k)expliq,x]
=(f*9)(x)
Donc:
(f* g)(x) = expgizq”“m: gf (x+x)g(x+h)| (215)
2.2.1 Notation

Laquantité : expghlzq "K..G, E est appelée le facteur de la phase non commutative
. 1 .
kUqg= Eq k.Q, (2.16)

Une autre écriture du produit star est la suivante :

F(0* g(x) = £ (%) expgizﬂ:q m ﬂgg(x) (2.17)



On peut développer le produit star comme suit :

f*g= fg*%q“ﬂmfﬂnwo(qz)
(2.18)
" KG ™ K F OO, KT, 9(X)

¥

F00* 000 = 1999 +8 £ 2

2.3 Lespropriétés du produit star (produit de Moyal)
Dans cette partie, nous récapitulons quelques identités utiles de I’algébre de produit sar.
1- Lorsque g =0 ontrouve:
F()*g(x) = f(x)g(x) (219
On retrouve donc le cas commutatif
2- le produit star entre exponentiels:
gl * g = gilkralxg e (2.20)

kUg®° k™q"q,,

3- représentation de I’espace d’impulsion :
Soient f etg, htrois fonctions arbitraires a partir de R*[6]:
f0)=¢f(edk ,  g(®)=¢aked*k
h(x) = ¢h(k)e™d*k (2.21)
F(k) et g(k) , ﬁ(k)Lestransformées du Fourier des fonctions f et g, h

respectivement.

Alorsen utilisant (2.20)

(f*9)(x) = ¢ f()F(a)e ' **"?e™"d*kd (2.22)
C

-10-



4- |’associativité :
En utilisant la propriété (2.22) on trouve[l] :
[(f*g)*h](x) = ¢ f (K)F(@h(p)e /2 tramlizgitearmixg s gt p

[f *(g* h)](X) - (‘ F(k)g(q)ﬁ( p)e i(qap) /2 i[kQ(q+p)]/2ei(k+q+p)Xd 4kd 4qd4 p

Donc:
(f*g)*h=f*(g*h) = f*g*h.

5- produit star sous le signe intégral

C(F*9)(d*x = ¢(g* )(x)d*x = ¢(f xg)(x)d*xx

(2.23)

(2.24)

(2.25)

En utilisant (2.22) nous pouvons immédiatement effectuer I’intégration sur x qui donnera

un d*(k + q) x
En raison de I’antisymétrique deq , I’exposant disparait ainsi :

¢(F* g)(¥d*x = ¢d*k.f (K)F(- k)
= ((fxg)(x)d*xx

de (2.25) nous pouvons déduire la propriété cyclique :
c(fy* f,* KK f )(x)d*x = c(f,* f,* KK f)(x)d*xx
6- Laconjugaison complexe :

( f * g) C.C.: gC.C. * f C.C.

7- le produit star est non commutatif :
f*gt g*f

Par contre[6] :
g*f= f*g|q®_q,EtaU$i {f’g}MBx: f*glq' f*g|_q><

8- (f*g*h),=(h*g* )] x

-11-

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



9 e, e%|= 21 sin(ik Ug) (2.32)
10- larégle de Leibniz :

T.(f*9)=9.f*g+f*1.g (2.33)

2.4 Conclusion

Si on veut travaille avec un espace - temps non commutatif (pour coder la non
commutativité de I’ espace temps) il existent deux manieres différentes :
Utiliser un produit ordinaire avec des opérateurs de Weyl.
Déformer le produit ordinaire en un produit star et utiliser des fonctions
ordinaires définies sur un espace - temps commutatif.

-12-



Chapitre 3

L a mécanique quantique non commutative NCQM
L *atome hydrogene comme exemple

3.1. La mécanique quantique non commutative

3.1.1. Les espaces non commutatifs

Dans cette section, nous exposons la mécanique quantique sur un espace-temps non
commutatif. La mécanique quantique ordinaire est formulée sur les espaces commutatifs
satisfaisant lesrelations de commutation suivantes|6] :

[x., pj] =ihd,
[Xi,xj]ZO (3.1
[pw pj]:O.

Afin de décrire un espace non commutatif, les relations de commutation ci-dessus
devraient étre changées comme :

[f(i’ f),»] =ihd
[%.%]=iq, &2
[f’i’ f)j]:O

-13-



3.1.2 L’équation de Schrodinger sur un espace —temps NC
Il suffit de remplacer les produits de fonction d’onde (ou les champs) par le produit

star ou le produit de Moyal. L’équation de Schrodinger sur un espace temps non
commutatif auralaforme:

Ir2

LY or ép r.u r
h—(Xt) =a—+V(X)g* Y (Xt 3.3
ih g (6D = g5 +V GG Y () (33
On aura alors la correspondance :
VXY (x1) ® V(X)* Y (xt) (3.4)

Mezincescu [10] a démontré larelation suivante :

V)* Y (1) =V (X- g)v X.t) (35)

avec :
p'=q"p;

3.1.3 Démonstration

En utilisant le développement donnant le produit star :

y . .N
V)*Y (X) =V(X)Y (X)+Q %9 %q K", KT, VT, KT, Y () (3.6)
n=1 d

D’aprés le principe de correspondance, on a

1, =ip, (3.7)

-14 -



D’autre part en posant

q™p, =p"
alors on obtient
* _ 3 e 16n 1 ~m ~m
VX)*Y(X)=VY(X+a ¢ -+ =1, KT, VXp"Kp™Y(X)
n:le 2@ n!

V(X) est relié asatransformée de Fourier V (k) par

V(x) = ¢dke™V (k)

D’ou
\g [5S] I bn 1 ~\ N ~ika 7
VO9*Y (0 =VIY 00+ A E 22 = (0oF) €V ()Y (x)ck
u 3= 9N4493
(g 5B
D’autre part
Skexpl -kplexpliod W (k) =V (x- P)
g2 H 2
D’ou
VY (0 =V (k- DY ()
avec

P =a"p;

Remarque que si on effectue la transformation :

fo ke=L. P

N

b xi®xi¢:xi-&
2

P, ® pt=p

-15-
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(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)



Calculons le commutateur
_e .. P
[Xi’Xj] = exi¢+7,x§1:+
e

= [x¢ XF]+%q,»k [x¢ p¢ |- %qik[p¢,XF]+%qikq,». [p¢, p¢] (3.14)
=0

Qu’est laloi de commutation entre les coordonnées d’un espace temps commutatif.

3.1.4 Théoreme

Sur un espace temps non commutatif, on peut utiliser I’équation de Schrodinger avec
des fonctions d’onde et une multiplication ordinaire entre potentiel a condition de décaler

I’argument du potentiel d’un déplacement égal ég :

avec .
p'=q"p; (3.15)

ol q’ estleparamétre de la commutativité.

3.2. Atome d’hydrogene sur un espace temps non commutatif

Comme exemple de la mécanique non relativiste non commutative on vatraiter le
probleme de I’atome d’hydrogene et de voir les effets de lanon commutativité sur les
niveaux d’énergie de cette atome et I’étudier si une partie de la dégénérescence va été
lever, ou non.

On ales relations de commutation suivantes [7] :

[)A(i’)A(']:iqi'
[)A(i’ ﬁjj]:ih:jij (3.16)
[f)i’ f)j]:O

-16 -



L’>éguation de Schrodinger pour les états sationnaires est donnée par

HY =EY P
3pH? N N A 3.17
gzp_w(x)gw(x) = EY () (317
gsm a
avec V(%) [5]le potentiel de Coulomb donnée par
ze*
V(r)=- —, (3.18)
L
avec pet x satisfaisant I’équations (3.16).
Utilisons maintenant le nouveau systéme des coordonnées: X, , p, avec :
=% +2q,p =p 3.19
Xi_Xi+Eqijpj ) pp=p % ( )

Alors on peut montrer que les nouvelles variables vérifient les relations de commutation
canoniques :

leXjJ:O
{xi P, ]]z ihd, (3.20)
Pi,P;|= 0

En effet
_é. 1 . . 1 ~ U
1'[Xi’Xj]_QXi+Eqikpk!xj+ﬁqjlpla

i
54

. |
=1q; - Eqij + >

=0
2'[Xi’ pj]: gf(i +2_]I:]qik Py ﬁj;
=ihd;

3|p.p,] =161 By
=0

-17 -



A

2
Dans le nouveau systeme de coordonnée o I’énergie cinétique reste invariant par contre
m
le potentiel coulombien devient :

_ ze?

& 1 Cee 1 o]
\/gxi - %qij P; €% - Qi pk;

@ 2h
B Ze?
\/rz - )r(]iqij p, - ola?)
_ Ze

r\/l- h):zqij P - O(qz)
Z

e? 1 \0
] ?-'—Wxiqij P; +O(q )B

puisque

(- x) :1+§+O(x2)
Donc:

2

r Wxixijqu pj +O(qz)
puisque

1
a; = Exijqu

Ze* ze* , ,

v(n=- "=l p)d. +00?)
_ ze ze )
oy 4hr3(Lﬂ)+O(q)

-18-



Sachant que(f * p)»q =-1 @ ’ {)) on peut écrire le potentiel coulombien peut étre
également écrit comme :

ze* el r\e Zerp 2
vin=-2.°% 290 321
=-- ol b T Erol?) (32)
on encore .
2 2 rr
Vi =- 25 28 g +0@?) (3:22)
r 4hr

D’apres cette éguation on remarque gque la non commutativité de I’espace temps est
introduite sous forme d’une perturbation. Pour cette raison on va appliquer lathéorie de
perturbation indépendante du temps pour trouver les corrections sur les niveaux d’énergies.
Le paramétre de perturbation dans notre cas est leq pp 1.

3.3 Spectre classique pour I’atome d’hydrogene dans lathéorie NC

3.3.1 Théorie des perturbations

Nous cherchons les valeurs propres de I’opérateur hermétique H (1)

_p
H=2—+V(r).
o (r)

_p® Ze® Ze’ (Lx)
2m r  4h r®

(3.23)

Traitons la commutativité comme perturbation pour trouver les corrections sur les niveaux
d’énergie de I’atome d’hydrogéne

Cest —a—dire:
H=H,+W (3.24)
2 2
avec : HO:p—-Zi. (3.25
2m r
ze* (L>g)
== . 3.26
4h r3 (3.26)



Rappel
H=H,+W® H()=H,+IW (3.27)

avec :
r<<1

L>équation des valeurs propres de H (I ) [3]
HOOY () =EQ)Y () (3.28)

Nous admettrons que E(l ) et| Y (I )) peuvent étre développes en puissance de A sous la
forme:

E(l) =%, +I x, KK+ %, +K

Y (1)) =|0)+1]1) +KKI %) +K (529

Donc :
S ST ST ‘
(Ho +1W)ed 1 *|a)g=ea | *,6ed | *|a)
€a=0 0 é-=o 0ég=0
(Ho +1 W)X, +1 %, +K+1 %, +K) =
Xo +1 %, +K+1 P +K)(0)+1 |D) + K+ 9| q) +K

oOCNC

- pour lestermesd’ordreO:
H,|0) =x,|0) (3.30)

- pourlestermesd’ordre 1:
(Ho - X))+ (W - x,)|0) =0 (3.31)

- pourlestermesd’ordre 2 :

-20-



(Ho - Xo)|2) + (W - x,)|1) - x,]|0) =0 (332
pour les termes généraux d’ordre q :
(Ho - Xo)| @)+ (W - x,)|g- 1)- x,|g- 2) +K- x,[0) =0 (3.33)

Nous savons que |’équation aux valeurs propres (3.28) ne définit | Y (I )) qu’aun facteur
prés. Nous pouvons donc choisir lanorme de | Y (I )) et sa phase : nous imposerons a

|Y (I')) d’érenorme et choisirons sa phase de fagon que le produit scalaire(0|| Y (I )) soit
réel.

A Pordre 0, ceci implique que le vecteur noté  |0) soit normé:

(0]0)=1 (3.34)

Et lecarrédelanormede|Y (I )) s'écrit :

YOy (1)) =[o]+1 @[] o)+1 |1]+0( )

=(0[0)+1 [<1| 0) +(0|1>]+o(| 2) (3.35)

Compte tenu de (3.34), cette expression est égale a1 au premier ordre inclus si leterme en
A est nul ; mais le choix de phase indique que le produit scalaire <0|1> est réel (puisque A
est réel) ; on obtient donc :

(0|1 =(10)=0 (3.36)

En projetant I’équation (3.31) sur le vecteur |j ) on obtient :

( ol(Ho- XD+ ,|W - x,)[0)=0 (3.37)

On prendre :
0= ,| (3.39)



Donc le premier terme est nul et les corrections du premier ordre de I’énergie s’écrit :

X, = W0 =( Wi ) (3.39)

Donc
E.(1)=Ey +( W[ ,)+0O( *) (3.40)

Mais dans notre cas les vecteurs propres :|nljj,,)

E, = E; +(nlg¢Wnljj,)

22 (L), .. (341)
=E°%- (nigj¢|— nl
- (nlgjg T Inljj, )
Finalement se trouve
- atom . Ze? (L .
e =€, - €7 = (nigig 2= E i) (342

Nous notons que I’expression ci-dessus est tres semblable a celle couplage spin orbite, ou
9
2
e

I’électron.

le remplace maintenant le spin, avec le | , étant la longueur d’onde de Compton de

3.3.2. Larelation entre les bases : |nljj,) et|nld,s,)
Nous trouvons la relation entre les bases : | nljj, ) et|nldl,s,)

- Coefficient de Clebsch-Gordan [3]

. i1 i2 o o .
IJ,M>=éer:_jle°1rjn2:_jzljl,Jz;ml,szJl,Jz;ml,mQIJ,M> (3.43)
Maisdanscecas:
|
Livig=a [sl,s) (s8]l i,) (3.44)
I,=-1
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avec : j,=1,+s,

[I-s| £ j £]1+s]|
- Lesousesppace ( j=1+1/2)
j=l+12 ,  j,=1+1/2
1+1/2,1 +1/2) =[1,1/ 21,1/ 2) (3.45)

Par actiondeJ_ , on obtient || +1/2,1 - 1/2)

I 1+1/21 +1/2)=hJ(+1/2)( +1/2+1)- (1 +1/2)( +1/2- 1) || +1/2,1 +1/2- 1)
=hy2 +1[1 +1/2,1 - 1/2) (3.46)

Donc:
1+1/2,1-1/2) = (Yh V21 +1) 3|1 +1/2, +1/2)
=(Uh 2 +1) (L. +S)[11/2,1,1/2)
2 1

= ——|11/21-11/2)+
2I+1| a > Va2l +1

11/21,-1/2) (347)

Appliquons une nouvelle foisJ_, on obtient || +1/2,1 - 3/2)

1

V2l +1

De fagon plus générale, le vecteur|l +1/2, j,) seraune combinaison linéaire des deux
seuls vecteurs de base associés a |, :|1,1/2; j, +1/21/2)et [11/2; j, +1/2,-1/2) (bien

entendu, j, est demi- entier). En comparant les formules (3.45), (3.47) et (3.48), on peut
penser que cette combinaison linéaire doit ére la suivante :

1+1/21-3/2) = [V2r-11,121- 21/2) +42[11/21-1-1/2) ]  (3.48)

. 1 . .
1+1/2,j,) = I+, +1/2|11/2j,-1/21/2
1+v2,) =g i i+ 12112, )

+ 1= J,+12 |11/2],+1/2,-1/2) (3.49)
Avec :
=+ L= =32, ... - (1+1/2)
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Un raisonnement par récurrence permet effectivement de le montrer. En effet, I’application
de J_ aux deux membres de (3.49) donne:

_ 1
T hJ(+j,+12)(- ], +3/2)

1+1/2,],- 1) J|1+1/2,],)

23 1[ I+],- 12112 ],-3/21/2)
N2+
+ -7, +3/2)11/2j, - 1/2-1/2)] (3.50)

On obtient bien la méme expression qu’en (3.49), j, éant changéenj, - 1.
Donc:

L |l +1/2,j,) = Lzﬁ[,/l +j,+U2 112 j,-1/21/2)
+ - j,+12(112 ), +1/2,-1/2)]
1
= I+, +1/2 (j,-12h [1,1/2],-1/21/2
T it (i - 12 1472 )

+(j,+1/2h [11/2j,+1/2-1/2) ] (351)

Donc .
(1L1+1/2,j,|Lz [1€16+1/2,j¢ = j,h gae%gﬁll(ﬁizn
= jh gi ﬁgamajzjg (3.52)
avec .
j=1+1/2

- Lesousespace x(j =1- 1/2)
Cherchons maintenant I’expression des 2| vecteurs| j, j,) associésaj =1-1/2 , celui
d’entre eux qui correspond alavaleur maximale | - 1/2 de j, est une combinaison linéaire
norméede(l,1/2;1 - 1,1/2) et|1,3/2;1,- 1/2), et il doit &re orthogonal &/ +1/2,1 - 1/2), en
choisissant le coefficient de||,1/ 2;1,-1/ 2} rée et positif.
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1-1/21-1/2)=a|l,l/2],-1/2)+b[11/2] - 11/2) (353)

la|?+[BF=1 1)
2 a _
d+1 72 +1_O @)

Ib|=1-fa]

puisque: a | |R’
p J2(-a?)+a =0

_/2I
Pas 20 +1 )

-1
o _w/2I+1 4

Donc:

1

N2l +1

1-11-1/2)= Va2, 12)- 1221 - 11/2)] (3.54)

L’ opérateur J_ permet d’en déduire successivement tous les autres vecteurs de la famille
caractérisée par j =1 - 1. Comme il existe seulement deux vecteurs de base ayant une

valeur donnéede j_ etque|l-1/2,j,) estorthogonal &|l +1/2, j,). On s'attend d’ apres
(3.49), atrouver :

1-1/2,j,) :%[‘ﬂ VA2 2,12 12)- T- ], 12112, - 121/2)]
+

(3.55)
avec .
i,=1-1/21- 3/2KK,- (I - 1/2)
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1

L,|l - 1/2, jz>:ﬁ[h(jz + 12T+, +12)11/2 ), +1/2,-1/2)
h(j, - U21- J, + 12112, -1/212)]  (356)

Donc :
. . a2l +26.
(IL1-12j,[L,[1¢1¢- WW:%ﬁZ‘Z dud g
. 1 06
= th;ﬁ*’m;dngjzjg (3.57)
avec :
j=1-1/2
A partir a(3.52)) et (3.57) setrouve:
. . . 10 .
Li i, IG5, 19 = 5,0 Em——25811G j, ¢ 3.58
(Jl|z|¢ll§t>1§2|+lg i (358)
avec :
j=1+1/2
Et[g]
Z 1
r3)= 3.59
< > adn® [(1 +D( +2) (359
ol a, [8] est le rayon de Bohr donné par
h? D
B == (3.60)

ou D, est lalongueur d’onde de Compton de I’électron, et a la constante de la structure
fine.

a=—"— |, D =— (361)



D’ou

o (Za)® 1 1
()= DX n’I(I+1)(I+1) (362

Finalement le décalage d’énergie donné par (3.42) devient

m,c? . 1 06
DEy\ =- (Za)4 % Jz?m —+fn,ldll¢djzjg (3.63)

4 2L+1g
avec
1

S TS (3.64)

3.4 Déplacement de Lamb « Lamb shift »

Nous avons négligé deux corrections qui sont néanmoins trés petits par rapport a
I’effet spin-orbite et la correction relativiste. La premiére s’appelle déplacement Lamb
(Lamb shift) [11] et a éé découverte par ce dernier et Retherford vers 1947.Ce effet ne
peut s’expliquer que dans le cadre d’une théorie relativiste, et est essentiellement du aun
« mouvement tremblant » (Zitterbewegung) qui donne lieu a une augmentation sensible de
I’énergie de I’ éat fondamental, comme le montre la figure (3.1)

Correction : Spinorbit 4+  Relativistique -+ Radiative ("Lamb shift")
n =2 level 28\ 12

28,/2 2Py, 2Py 2Py,
o 2P
1/2
\ _~"" 4 x 10~%V 2p"2
1

2 2
81/2' "Pll2 /2

Figure (3.1) : Niveau n=2 d’un atome d’hydrogeéne réaliste.
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En effet, il existe une contribution supplémentaire a la structure fine des atomes
hydrogénoides. Celle-ci résulte de I’équation de Dirac dans le cadre d’une théorie
guantique relativiste. Cette contribution porte le nom « terme de Darwin » et provient d’un

déplacement — de I’électron par rapport a son centre de gravité et donne lieu aun
mc

potentiel

Q (3.65)
7}
On a utilisé I’expression du laplacien de 8%9 donnée par la formule suivante

eRg

D& 0= 4pd(R) (3.66)
eRg

Donc on peut écrire le terme de Darwin[3] sousla forme

B peZh 2
2m?c?

e

A d(R) (3.67)

Lorsqu’on prend la valeur moyenne de (3.67) dans un état atomique, [14] on trouve une

contribution égale a
2.2

ph-e
DE. =
° 2m?c?

(Y00 [d(R]Y 0) (3.68)

ou Y (0) est lavaleur de lafonction d’onde él’origine[B] . Leterme de Darwin n’affecte
donc que les électrons s qui sont les seuls pour lesquelsY (0) * 0. L’ordre de grandeur de

|Y (0)|2 s’obtient en écrivant que I’intégrale du carré du module de la fonction d’onde sur
un volume de I’ordre de a](a, éant le rayon de Bohr) est égaleal; il vient ainsi :

mie®

2 1
|Y(0)| @a—g: ;6 (3.69)
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Ce qui donne I’ordre de grandeur du terme de Darwin :

8
,» €

— 2,4
—h4C4 =m,C-a

2h2
w, @ |v (0)° @m.c

2mZc?

CommeH, @m.c’a ?, on voit cette fois encore que :

W, el o
_D @32 :(}_+
H, el37 g
Pour les états |s) c.-&d. pourl =0, il vient
2
DED - En (aO)
n

Cette contribution doit donc étre gjoutée ala contribution spin orbite (I * 0)

ENCH n P16 xj =1 +1/2

DE$: n 2 | o
n° 201+1/2)(1+)7- (+)xsxj=1-1/2

et la correction relativiste

En conclusion, la correction de structure fine vaut :
1. pourl?® O(j==x1/2)

r

DE ;, =DE, + DEg, +DE, =- E, —

2. pour | =0

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)



On peut montrer que ce résultat est en accord avec :

! u

| |

ol 1 t
Enj =mc 1= 12y (377)

i€, z, i

te n-j-v2+[j+u2?- 2a’f’g

Résultant de lathéorie quantique relativiste[15] .

3.5 Effea Stark

3.5.1 Définition

Si I’on plonge un atome dans un champ électrique extérieur, ses niveaux d’énergie
varient : Cc’est I’effet stark.
Dans atome plongé dans un champ électrique uniforme extérieur nous avons affaire aun
systéme d’électrons placés dans un champ a symétrie axiale (le champ du noyau avec le
champ extérieur. Les états avec des valeurs distinctesde M ; posséderont des énergies
distinctes, c’est-a-dire que le champ électrique léve la dégénérescence dans la direction du
moment, mais incompléetement toutefois : les états qui ne se distinguent que par le signe de
M , restent, comme avant, dégénérés entre eux.[4]. En effet, I’atome dans le champ
électrique extérieur uniforme est symétrique par rapport alaréflexion par n’importe quel
plan passant par I’axe de symétrie (I’axe des z).

3.5.2 Effet Stark pour I’hydrogene

Les niveaux de I’atome de I’ hydrogene subissent dans un champ électrique uniforme,
contrairement aux niveaux des autres atomes, une désintégration en raison de la premiéere
puissance du champ (effet Stark linéaire). Ceci est du ala présence d’une dégénérescence
accidentelle des termes de I’hydrogéne, en vertu de laquelle des états avec différentes
valeursde | (pour un nombre quantique principal n donné) possedent des énergies
identiques.
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3.5.3 Effet Stark non commutatif

Si on plonge un atome dans un champ électrique il apparait une énergie potentiel
donnée par :

=eE .x (3.78)

L énergie potentiel non commutative donnée par

e E.
=eE.X (3.79)
avec:
~ _e 1 0
X =C¢X - —(,; P = 3.80
= 5P (380
L énergie potentielle non commutative devient
E
NC _ i
VStark =€ Ei X - € Eqij Pj
vr B 1
=ekr-e > ExijquPj
e r._r
=V +—E [qgUP)
Sark 4h |(q )I
Donc:
e c e(f . Nnr
VStark :VSark +E(q U P)E (381)

On appliquer lathéorie de la perturbation se trouve les corrections du premier ordre
d’énergie

Ne e (o
DE!C, =<nlq:jg;|E(q 0P)Enljj,) (3.82)
L’hamiltonien H, donné par
1
0 =5 P’ +V(x) (3.83)
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Maintenant calculons le commutateur
Y SR
[&J%]—§$2mp +V@%

= %{[Xi’ pj]pj +P; [Xi’ pj].}
puisque
[A.B?]=B[A B]+[A B]B
[x ,H J_-_{md”g md”m}:%%pi (3.84)

A partir de cette relation, on trouve
h H,] (3.85)

Les corrections du premier ordre d’énergie deviennent
< Voo,
%£‘®W%—@U@€Mm>
=2 (nigj E.|nljj
_E<n ¢J§|ijiqk P; i|n”z>

4w X0l E (Nl Gi8i[x , Ho] nljj,) = 0

puisque
Ho|nljj,) =x,|nljj,) (3.86)

Donc:
DEgs 1 (a UE) (nlg¢[x ., H,]nljj,) =0 (3.87)
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3.6 Conclusion

On atraité I’atome d’hydrogéne dans le cadre de la géométrie non — commutative.
On a montré que la non — commutativité de I’espace — temps peut étre traité comme une
perturbation indépendante du temps.
On amontré que la correction dépend du nombre quantique orbitale | (al’inverse de la
théorie de Dirac qui donne I’énergie en fonction de n et dej ). Lefait que la correction

dépend de | |éve la dégénérescence entre les niveaux 2s;,, et2p,,,.

Donc la non commutativité explique — méme partiellement le déplacement de Lamb.
On comparant cette correction alavaleur expérimentale du déplacement de Lamb on peut
trouver des contraintes sur le paramétre de la non — commutativitéq .
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Chapitre 4

Théorie de jauge sur un espace temps non
commutatif.
QED comme exemple

4.1 L’électrodynamique quantique QED non
commutative

Pour obtenir QED sur un espace temps non commutatif on va garder la méme forme du
lagrangien, maisleschamps Y,Y et A seront des opérateurs qui dépendent des
coordonnées X, qui sont eux-mémes non commutatif

E:-%ﬁmﬁ"" +Y (iD- m)Y (4.1)
avec
D=1-ieA (4.2)
Et on définit | “ action S par
S=trL (4.3)

En utilisant la transformation de Wey!| L et le transforme de L donné par

L:-%FW*F”“+V(i1[+eA- m)* Y (4.4)

S=cd'xL et (4.5)



Soit U un opérateur unitaire. Dans le cas de la QED sur un espace temps ordinaire
(commutatif) L lagrangien est invariant par les transformations U = €2 éément du
groupeU (1) . On exige de méme pour le cas non commutatif. Soit la transformation

Y® Y¢=U*Y =W *y (4.6)

Dans le cas commutatif pour que L soit invariant parU , il faut que A, setransforme
comme sulit :

1
A ® AE=A+-1 8 (47)
On effet exige
Y &bt mY =Y (iD- mY
Y ¢=e*My
Y=gty

e PUY (i- eAt- me* MY =Y (i1- eA- m)Y
P 7.a-eAl" =-eA"

b A" =A"- }‘ﬂma
€

c’est le cas commuitatif.
Dans le cas non commutatif on exige toujours que

Y& (@(D- m*Ye=Y *(@iD- m*Y (4.8)
avec .
Y(=U*Y
TYC=qU*Y +U*T Y
Ye=Y*U*
DC¢=g™¢ +ieg"Ag
P Y*U"*(ig™, - eg"A)*U*Y =Y *(ig", - eg"A,)* Y
En utilisant le fait que

UX)*U*(x) =U*(x)*U(x) =1 (4.9)
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On doit avoir
iU™*qU-eU"*A¢*U =-eA_

i (4.10)
b AG=UT AU+ U U

Essayons maintenant de voir si letenseur F, =1,A, - 1, A, ordinaire est un invariant de
jauge.

F& = TaAC- T A (4.11)

Laréponse est non. Mais si on définit F,,, comme suit :

Fo =T0A - T, An+ie[A*A ]

(4.12)
Alors lors d’une transformation de jauge
F.® F¢ =U*F_*U" (4.13)
F.., se transforme d’une maniére covariante, et par conséquent. La lagrangien de
Maxwell se transforme comme suit
-lFrngf*“:-iu*Fm*F”"*u* (4.14)
4 4
L Maxwell se transforme aussi d’une maniéere covariante
Syawar | 8ction de Maxwell se transforme, comme suit :
\ 1 4
St = O ZF'$ *Fe"d*x
:C"%U*FW*F”“*UW“X (4.15)
En utilisant la propriété de cyclicité de latrace.
STV :@%U**U*Fm*Fmd“x:SMm, (4.16)
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Svawa € UNiNvariant de jauge, et par conséguent, I’action totale de QED sur un espace
temps non commutatif est un invariant de jauge. Le groupe de jauge estU (1) . Pour le
différentier du groupe U (1) ordinaire généré par les éléments de typee® ™ , on le nomme
U, (@) quiest dégénéré par les éléments detype €™ ou (€2™), oue™™.

ou
2

e =1+ia(x +E2amrax +K (4.17)
e2g

Remarquons que laformede F,, =1,,A - ﬂnAm+ie[Am,*AJ rappelle celle des groupes
non abéliens.

F.=7.A - ﬂnAﬁie[AmAq] (4.18)

En remplacant le commutateur ordinaire par le commutateur de Moyal. Résultat prévisible
puisgue pour passer d’une théorie de champs basée sur un espace - temps commutatif a une
théorie de champs non — commutative il suffit de remplacer le produit ordinaire des
champs par le produit sar.
Remarquons aussi que le groupe U . (1) est non abélien puisquesi U, et U, deux
élémentsde U . (1) alors

U,*U,tU,*U, (4.19

Et pour cette raison F,, correspondant au groupe U . (1) est similaireau F,, associé aun
groupe non abélien

4.2 Lesréeglesde Feynman pour QED non commutative

4.2.1 Rappd

Pour trouver lesrégles Feynman d ” une théorie de jauge il faut passer par le
calcul de la matrice de diffusion S.
D ~ une fagon générale la densité lagrangien peut se mettre sousla forme :

L=L,+L, (4.20)

ou L, estlaLagrangien libreet L, est laLagrangien d ~ interaction. Dans |le cas de QED
commutative :
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-V 1 1 m
Lo =Y (@1- mY (- 2 FnF (4.21)

L, =-eYAY

On montre que S est donnée par

s=§sm=4 ) FF X% Kd*x,T{H, ()H, () KH, (%)} (4.22)

Ou T est le produit chronologique définit par

i F(X)F (x0,t Tt

| (4.23)
T F (X9F (x),t¢fF t

T{F (X)F (x9} =

4.2.2 Lethéoreme de Wick

T(ABCD KWXYZ) = N (ABDW KWXYZ) + N(ABCD KWXYZ) +
N(ABCD KWXYZ) + L. N(ABCD KWXYZ) + N(ABKWXYZ) + K (4.24)

AB signifie la contraction de deux champs A et B et il est donnée par
A(x)B(x,) ° (OT{A(x,)B(x,)}0) (4.25)

On montre en théorie de champs que

Y ()Y (X,) =0Se (% - %) (4.26)
AT(X) A (%) =1DF (% - X;)

En représentation impulsion

1S (p) = -

p-m+ie (4.27)
. B Ignm
D e

avec
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Y(X)=Y+(X)+Y'(X)

— 8 &m . ipx +ipx (428)
45+ b (o, (9™ 3 (0, (P
D *ou
YX)=Y*+Y
o & m 9 [d i +b pr] (4.29)
évep = [d, (V. (e +b/(P)T (p)e
ou u, (p) et v.(p) sont des spineurs qui vérifient | = équation de Dirac
(p- mu, (p) =0 430
(p- myv, (p)=0 '
avec les condition de ortho normalisation.
Ep
U (P () =V; (PIV,(P) = F s
u; (P)Vs(p) =0 (4.31)

G.(p) =u; (p)g°

v.(p) =V (p)g’°
b, ( p)(dr (p)) sont les opérateurs de destruction d * un électron (d * un positron) de spin
retd=impulsion p.
b ( p)(d,+ ( p)) sont les opérateurs de création d * un électron (d ” un positron) de spin r et

d~ impulsion p.
qui vérifient lesrelations d = anticommutation suivantes :

b, (p).b: (P9} ={d, (p),dZ (P)} = .o e (4.32)

Les autres anticommutateurs sont nuls.

On définit aussi les opérateurs nombres des particules
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N, (p) =b’ (p)b, (p)

Et le nombre des antiparticules
N, (p) =d/ (p)d, (p)

L = éat du vide |0) est défini par

b, (p)|0) =
d, (p)|0) =
pour tout r et pour tout p.
End “ autrestermeson a
Y " (x)|0) =
Y "(x)|0) =

Pour le champ A, (X) , il est donné par (dans la jauge de Lorentz)
A"(X) = A™(X) + A™ (X)

avec

o &

AT (%) = — er(a, (ke ™

&1 f er(K)a; (K)e™

A™ o]
=d
Ik k @

avec les conditions

€ m(k)elrl(k) =0¢
ael(kel (k)=-g™

a, (k) est |~ opérateur d destruction d * un photon de polarisation | etd~
a" (k) est I’opérateur de création d’un photon de polarisation | etd~
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(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

impulsion k.
impulsion k.



Qui vérifient les lois de commutations

. (4.40)
[al (k) & ¢(k(9] =-0) e
Les autres commutateurs sont nuls.
L = éat du vide |0) est défini par
a (k)0)=0 (4.41)
Pour tout k et pour tout!| .
A, (K)[0)=0 (4.42)

4.2.3. LamatriceS

Les éléments de lamatrice S (i|S f) que nous avons calculés pour différents

processus montrent une structure définie[8], qui permet & d’identifier différents facteurs et

dispositifs avec différents aspects correspondants des diagrammes de Feynman. La méme
identification entre les expressions mathématiques et les diagrammes de Feynman est
possible a tous les processus.

En outre nouveau dispositif ne se produit pas pour d’antres processus. Ceci permet de

construire un ensemble avec des régles pour noter ( f |]i) directement des diagrammes de
Feynman.

S® est donnée par
SYW =-icdxH, (x) =-icdxe: YAY : (4.43)
Qui devient dans le cadre de la géométrie non commutative de la forme

S‘l):-ie(‘dx:V*A*Y : (4.4)

cherchons les régles de Feynman associe un diagramme | = état initial |i) est constituéd =
un électron de spin < et d = impulsion p, , |~ état final | f) est constitué d = un électron
de spin st et d ™ impulsion p; et d ™ un photon de polarisation | et d ™ impulsion k;
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PFr
Pr
Dy

Jti

alors
i) =le(pi,9)) = bI(p)]0)

4.45
) =le (pr.s99(k; 1)) =bi(p)ay (k;)|O) o

cherchons | = amplitude de transition ( f|S®|i) reliéal = amplitude de Feynman M © par

£1SO1i) = (20)4d @ (k %ﬂg}/ 6e1 OyM(l)
(f1SP]i)=(2p)*d“ (k; + p; - p.)O@VEﬂ D ws
<f|S‘1)|i>:-ie(‘jjx<f|:V*A*Y:||>

(4.46)

Le terme contient donc 8 processus. Notre processus consiste dans la destruction d = un
électron et la création d ~ un autre dectron et d  unphoton Y * A" *Y *

(£]SP]i) =-iecpx(f|: Y (3)* A (3)*Y " (x):]i)

v (4.47)
Y (XA (X)Y "(x)»b"a’b

Les opérateurs de destruction sont tous a la droite donc on peut enlever le produit normal.
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Ug ( P ) eXp[' ipi X]| 0>

Yol =G

P g

@1 giEm o
K0 Y 0l =& S O el (p)eliol el ipxlal @)
B L 0UEm TEm O i (o)
Yo ()* A ()*Y(X)]i) = a gszkg QVEM QVE = U AP )G P (4.48)

~ explipx]* explik* expl- ipx]e (p.r)g(l ¢k))

Finalement : Pour latransition|i) ® | f) , ou les étatsinitiaux et finals sont indiqués par les

impulsions (et spin et des variables de polarisation) des particules actuelles, les éléments de
S-matrice donnés prés :

6Pem 0Pem o
o) & 1 m m s
< |S | > gzvvvf g SVEpl p gv a s¢(pf )XI (k )gmus(p|) (449)

(‘d“xexp[ipfx] exp[lkfx] expl- ip; ]

Leterme:

(‘314><e><p[ipf><]*exp[ikf><]*exp[- ip,x| =
ot xexplk, Up Jexpl- ip, UGk, - p)]explitk, +p; - p)]
=(2p)*d W (k, +p; - p)explitk, Up)]expl- ip; UGk, - p)]

il faut que k; + p, = p, conservationd ~ impulsion énergie

K Upi =(p - pf)Upi =- P Upi
oF U(kf - p) =Py Upf =0
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¢d“xexplip, x|* explik, x|* expl- ip,x] = (20)*d @ (k, + p; - p,)explip, Up;, ] (4.50)

Par identification dans la formule donnant (4.46) on trouve a

_ o . . (4.51)
M W= us¢(pf )XI (kf )(' 1€eg,, exp[l(pi U oF )])us(pi)
d ~ aprés a processus on peut déduire les régles de Feynman suivantes
1. pour chague vertex entre deux leptons et un photon, écrire un facteur :
(4.52)

~ieg"expli(p, Up,)]

p, | 7 impulsion de| = électron initial.
p; | = impulsion de | = éectron final.
C”estq® 0 aors p Up, ® 0 et onretrouve | = expression du vertex QED

commutative - ieg,,

2. pour chaque ligne interne de photon, marqué par | = impulsionk , écrire un facteur
K

iDFab(k)zi&x @) _N\N\NVV N\ (b) (453

k? +ix

3. pour chaque ligne interne de fermion, marqué par I’impulsion p , écrire un facteur

iSF(p):i;_x P (4.54)
p- m+ix

-
»

4. pour chague ligne externe, un des facteurs suivants :

(8 pour chague électron initial : u_(p)

p

> (4.55a)

(b) pour chaque électron final : U, (p)
_ p (4.55b)

(c) pour chague positron initial : V. (p)
p > (4.55c)

(d) pour chague positronfinal : v, (p)
—> p (4.55d)




(e) pour chague photon initial : e, (k)

WAVAV.AVAVAVAN (4.55¢)

(f) pour chague photon final : e, (k)
@) k

AVAV AVAVAV A T )

Remarque que la seule modification affecte le vertex, les autres lois de Feynman resteront
inchangées.

Néanmoins on a déja mentionné qu ~ une théorie de jauge abélienne sur un espace — temps
non commutatif peut é&re considére comme non abélienne. En effet on a montre que U (2)
sur un espace — temps non commutatif est non abélienne, on doit s~ attendre a un couplage
entre les champs A, de la méme maniere que QED.

On peut obtenir les régles de Feynman des deux derniers vertex en exploitant la similitude
entre théorie de jauge non abélienne et la QED non commutative.
Effet dans une théorie non abélienne F, est donné par

) (4.56)
Fro =T0A - 1A, - ig[A, A |
avec g laconstante de couplage.
Si {T a} sont les genérateurs du groupe.
Alors
45
[Am,A]]:[A;Ta,A]bTb]:A;A]bifabc-rc ( 7)
f ? |es constantes de structure,
Donc
nel: = ﬂmAla - 1.[n Ar?w + gf abCA:;A]C (458)

-45-



Dans le cadre de la QED non commutative.

P =T - T A, +idA, A (459
avec

A = 51 PAL ()" e

A, (X) = ¢d*p®, (pge™™
Donc
[AnrA]= 5ttt P (P A, (e < e - e+ 6]
_ (‘)j“p>d“p¢\n(p)ﬁ(p<9{e'“pop° i ei(p«)p)}ei(mpﬂ)x
il A+ A | = +e¢d* pxd* p®y,(p) A, (p92sin( p U pge!(P o> (4.61)

Et par conséquent + 2sin(p U p pour le rdle de la constante de structure f 2,
Dans le casd ” une théorie non abélienne larégle de Feynman associe au diagramme a 3
pattes [17]est donnée par

gfab"[(pl- P,)™g™™ +(p, - Py)™g™™ + (P, - pl)"&g"“]
(4.62)

1

h

pa © P2 Ps "% g

En remplagant g par +¢e et f®° par +2sin(p, U p,) et onretrouve larégle

- 46 -



- 2esin(p, Up,)gf ™ [(p, - )™ g™ +(p, - p)™g™™ +(p,- p)™g™" ]
(4.63)

De méme pour le vertex a4 pattes

LT (G G, = G Ty ) + 1 (G, G, - gmg“m‘)+3 (4.64)

B g 9 age e
@f . (gnmgmm B gmmsgrmnh) 5!

M2 Hi
m
P4
4|
b3
g Ha

ou on a effectué les correspondances suivantes :

g=¢€

f* =sn(p Up,), f*=sn(p,Up,) , f**=sn(p Up,) ,
bed =- Sin(pz L‘Jp4) ) fade:gn(p10p4) ) fbce :Sin(pz Ups)

En remplagant dans I’expression de la théorie de jauge non abélienne on trouve
I’expression suivante :

@n( pl U pz)sm( p3 U p4)(gn1n§ g”&”‘h grqm1 gn&n‘é) +Sn( p3 U pl)sn( p2 U p4)u (4 65)

Enfin le vertex entre 2 Ghosts et un photon peut aussi étre obtenu a partir de la théorie de
jauge non abélienne, donnée par
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- of ®p, (4.66)

br -~

pr pr “5’ pr

Doy

1 I

En remplagant g pare, f®° par 2sin(p, Up,) =-2sin(p, Up,) e ppar p. , on retrouve
larégle

2epfsin(p, Upy) (4.67)
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Chapitre 5

L e vertex éectron- photon en QED non
commutative

5.1 Levertex éectron-photon a un niveau de boucle

Dans la section précédente nous avons présenté QED non commutative, et nous avons
prouvé que dans cette théorie il y a nouveau type de vertex semblables a ceux trouvés dans
des théories de jauge non-Abéliennes. Dans cette section nous exécutons le calcul explicite
de la fonction de vertex photon-électron a une boucle qui va contribuer dans la valeur du
moment magnétique anormal de | = électron..

5.1.1 Structure de vertex al’un niveau de boucle

Le vertex qui va contribuer dans la valeur du moment magnétique anormal de | =
électron est donné par les diagrammes de Feynman suivants :
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Si on effectue les corrections radiatives donnée par les diagrammes (a) et (b).
Lo pe
Alors laregle de Feynman pour le vertex électron- photon donnée par ieg me2” " sra

I
. —p’ p¢
remplacer par ieG"e?  avec:

G"=g"+dG"(p, pY &
dG"(p, p9 =dG(p, p9 +dG'(p, P9 (52)
. d*k g pt kK+m p- k+m
d m ’ — S S
G'(p.p9=-iey O(Zp) K2~ g +ix (p& K)Z- M2 +ix " (p- K)Z- M2 +ix °
elz( pe k) p¢e12(p- kY (pe k)ei2 b (p-K) 5.3
Le produit des exponentiels est égal
expl- 2i(k U p9lexpl- 2i(p Uk)]expli(p U p (5.0
= expl- 2i(k Ug)]expli(p U p9]
avec :
q=pt-p
Il faut enlever le terme €'P°"° puisqu’il est déja incorporé avec leg™.
S 2i(kUg) =-2i(Eq™k q )
= ik>q
avec
q"=q™q,
Donc :
I b T g pt Kk+m
dq =-i(ger " e = O
_ ¢ 2 _ 2
(2p) k®-my +ix (p& k)* - m” +ix (5.6)

p_k+m gs
(p- K)?- m* +ix
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avec mest lamasse d ~ électron, m, est la masse du photon
En utilisant les identités[20] :
949" = -2
g,abg™ = 4ab (5.7)
Inmalbeg™ = - 2¢ba

Le numérateur de | ~ expression (5.6) est donné par :
g; (p& k+m)g,(p- k+m)g® =g, (p& K)g,.(p- K)g° +mg, (p¢ K)g,9° +mg, g, (p- K)g°
+m’g,g,g°
=- 2(p- K)g.(p¢- K)+4m(p(- k), +4m(p- k), - 2m’g,,
=- 2(p- k), (p% K),9%9,9° +4m(pt+ p- 2k), - 2m’g,,

En utilisant larelation

gagmgb :zgamgb - 2gabgm +29nbga - gbgmga

(5.8)
ag.b=2abb- 2(ax)g,, +2b.a- bg, a

Ce numérateur devient

g (p¢& k+m)g, (p- k+m)g® =
- 2[2(p% K),(p- K) - 2(p- K)(p& K)g™ +2(p- k),
(p¢- K)- (p¢- K)g,(p- K)]+4m(pt+ p- 2k),, - 2m’g,,

En utilisant les éguations de Dirac

(p- mu(p) =0

9
a(pY(pe- m) =0 9

ou on a utilisé la condition « on — Shell mass »
On rappelle que

ko, = K(- kg, +{g. K}) (5.10)
=-k?g,, + 2Kk,

Alors le numérateur devient
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- 4m(p¢- k), +4(pC- K)ok +4(p- K)(p¢- K)gy, - 4mk,
- 4m(p- k), +4(p- k) Kk+2m’g, + 2kg K+ 4Kk
- 8mk,, + 4m(p+ pY- 2m’g,,

= 4{19,(P% K)(p- K)- 1 +k(pt p- k), - )

Finalement le numérateur est

ié K2 U U
4ig,dp- K)(p¢ K)- —g+k(pt+ p- k), - mky (5.11)
i é 20 K

En remplacant dans (5.6) on trouve

2

1€ k2U v

: 4ig,&p- K(p% K)- —g+K(pt+ p- k) - mky

4G (p, pg = - i(ie)e?” "o K emn 1€ 2a b
| 2p)"  (KE- mE+ix)((p® K)2- m? +ix)((p- K)? - mP +ix)

(5.12)

Pour intégrer sur k et calculer lavaleur dedG" , on utilise la parametrization de Schwinger :

: ¥
|

iy - e (5.13)
0
D’autre part :
Utilisant la condition on- Shell mass
p€¢ =m?
07 = i (5.14)
On trouve
(pt k)? - m* +ix =k?- 2pk
2 , ) (5.15)
(p- k) - m*+ix =k* - 2pk
Donc:
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- _ -
(k? - m;)((p¢- K)? - m* +ix)((p- K)* - m* +ix) (k*- m;)(k2 - 2pK)(k? - 2pk)

¥ ¥ ¥
- ia: (k2-m2) ~ ) 2. . . 2.
:Ojalelal( m;) Oja 2eIaz(k 2pk) Cﬂa 3e|a13(k 2pk)

0 0 0
¥ ia, (k- mg)+ia, (k?- 2pk)+ia 4 (k>3- 2pk)
- la dada g T 20 2
¢ vd a3
=} s dk gk L :(‘)d4k (yla,da da
(2p)* (K*- m’)(k* - 2p&K)(K* - 2pk)  “(2p)* Y17

ik?(a,+a +a3)- 2ik(a, pbra ;p- Z-—Zq)- iaymg

O— (¥a,da,da,
(2 )
. S S A
g aszFa3p-Tq aszFa3p-Tq almg ﬂ
i(a;tay+az)é(k- 2. 2. a
é (a;tay+ag) a;taztag a;ta*tazq
e e a

O%Qa da,da, expga(k- —) H

é amla+b?u
expe,.ma_u
e a ¢
avec :
a=a,ta,+a,

b :azp¢+asp' ZT
En utilisant larelation :

e ™ = % (5.16)

On trouve
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. d*k k- 1 1

a,da,da,
(2p)° (k* - mP)(K* - 2p&K)(K* - 2pk) (4p)* ?j
1 expé_rig a, +a,+a,)a,n +((Z' a) _ a,pt a3p)2(:jl:J
a? ' gaé 2 ai
(5.17)
avec :
G =0md"
En dérivant larelation (5.17) par rapport a z™ on trouve :
A*K s ik 1
O—e*? u a,da,da,
(2p)* (k* - mP)(k* - 2p&)(k* - 2pk) (4|0)2 ?j
§ (a, am +b? )H
- (5.18)
a a
avec :
Zy - O,
bm:a2p$+a3pm_ 2
En dérivant un autre fois par rapport a z" on trouve :
LAk weg) (iky,)(0k,) 1
O—=¢" a,da,da
(2p)* (k* - m)(K* - 2p&)(k* - 2pk) (4|0)2 ?j ’
éi 2 .20
i eXpSE(ala% +b H ib_ i exp8 (alamg +b? )H
{-T.bn, 3 +( )( ) 2
a a a
1
5 cpla da ,da,
( )" o
exp (alamg +b? )
b.b
€ iq . PabnU "Ea i d (5.19)
& 2a a’ g a

puisque :



b, =-=>d

En remplagant z par O on trouve

. d*k o ka 1 _
O(2p)“ (k- m7)(k? - 2pBk)(k* - 2pKk)
(5.20)
1 1 é | u
@ )2 gpla ,dada, 2expg 5 1m§+b°2)l’§|
La premiére dérivée devient
d k _ik;q' km —
(2|0) (k- mF)(k? - 2pBk)(k* - 2pKk)
(5.21)
o -3 ) >\ U
da.d Texpsy —(aa +b5)
(4p) oy 02 a% so0g (B +ho)y
Ladeuxieéme dérivée devient
d k _ik;q' kmkn —
(2|0) (k- m7)(k? - 2pBk)(k* - 2pKk)
m,
(5.22)
& | PorPen & & i 2 2,\U
a,da,da.c——d _ + Texpa —( +b5)
(4p) Oj 2 3§2a3 m a4 B pg a 1mg O)H

avec

b, =%+a2p¢+a3p

Maintenant calculons I’exponentielle

Développons
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lp.amg +b2]= aa1mg+ " +a,p0q +a,px+28,a,p0p +aZpé +alp

~2
:aalmgz +q7+(a2 +a3)p>ﬁ+23-23~3(m2 - q2)+m2(a22 +a§)

Donc
é i ¥ é i y
eng- g(aalrngz +b02§:expg' g(aalnﬁ +(8.2 +as)2m2 - azasqz)é
(5.23)
€ iaf?l & i oy
expe —G——exps —(@, +a;z)pq
Sabag ga Py
On montre que
p®q = p¢g™q, = (5.24)
@"+p™a™aq, = pq
(g™ est antisymétrique)
Pour régulariser le vertex on multiplie dG; par exp8 l{jl(avecL ® ¥).
e [ u e ig’u e j u
a———(1= eXpé—— 5.25
PPgaL ™ eE4H T 529
avec :
1 1. @
L%, L* 4

On a déja trouver le numérateur donnée par
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1 é k2 U i

4igndp- K)(p% k) - 7g+k(p¢~ p-K)- mkmg=
e u

| (5.26)

i € . "0 ) i
419,8P 3P (p+ PY"k,, +—0- 97K, (PO P)., - 97Kk, - MK,y
t & 2 4 b

On remplacons les dérivations ci-dessus dans larelation (5.17) setrouve::

a 1 L p¢¥‘ eaLzeﬁ U -ifaptas) -
G® :Ee2 (ya,da,da, expga( am? +(a, +a,)’m azasqz)He a
0

, 2 . 2 2 20
{gmgapq*p- @, +a.)(p+pd +|_+(m (a2+a;) Baiaki )3+
8 2 2 a o]

1-06 ~
D (pe+ p),a,la, +as) -—afp¢+ N2, +a, +a;)- ~a>G+

Q |O:

2a

2mla, +2a, +2a,)q, +((p¢+ p)2a, +a, +a,)- §),0°F
4a

} (5.27)

@i 0
Leterme expé ! >—= st unterme oscillatoire, donc il faut effectuer une rotation de Wick

aL?,

avec : i =1,2,3 suivit d’un changement d’échellea, ® ra;,.

da dida

Dans ce cas I’élément de « volume» da,da,da,® —
i i i

a ®

a i
[

=ida,da,da, ,aprés
le changement d’échelle on trouve ir *da,da ,da,

a’=(@,+a,+a,) ® (-ia,-ia,-ia,)’

=i, +a,+a,) ® ir*(a, +a, +a,)’ =ir®

a®  (5.28)
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da,da,da,
a3
d’échelle ce terme devient

Donc la mensure devient aprés larotation de Wick et le changement

ir °da,da,da, da,da,da,
ir *a’® a®

(5.29)

Donc pas de changement.

: I ®j 0 | . :
Maintenant prenons le terme d’oscillatoire expé ;—-apres larotation de Wick et le
al % 5

changement d’échelle comme
& i 0 ® 1 0 .
expé— T= expé- = (Terme d’amortissement). (5.30)

H 2 = 2 =
-larly 5 arl'y g

Ou introduit dans les calculs I’identité suivante :

¥
1=¢gprd(r - a,) (5.31)
0
Lors du changement d’échelle
a ®ra, (5.32)
Donc :
da ®rga, (5.33)
Et

(5.34)

En utilisant I’identité [3] :

d(cx) = =d(x) (5.35)



Donc:

d[r (- éai)]zrid(l- 3a,) (5.36)
D’ou larelation
1= z‘)did(l- da,) (5.37)

Remarque que d(1- § a, )est nullesaufsi § a, =1
Donc chague fois gqu’on trouve (apres le changement d’échelle) la quantité

. .\ 1
a=a, +a, +a,onl’aremplace par 1. Remarque aussi |’apparition du terme en T donc

laformule (5.31).

~

. é | u_ . ,
Prenons maintenant le terme expg?@‘lwrﬁ +(@,+a,)’m?- azasqz)' aprés larotation

H

de Wick et le changement d’échelle ce derme devient

el u
exp%(. aa,r ’mg - r%(a, +a,)’m? +r 2azag,qz)((,:
€ u

eng' rg(aalms + (az +as)2 mz -aa 3q2)§ (5-38)

Vu laprésence de lafonction d (1- é a i) donc chague qu’on trouve é a, =aon peut
remplacer par 1, et pour cette raison I’expression (5.38) peut étre remplacer par

eXp|_' r (a1mg2 +(a1 +as)2 - azaqu)J (5-39)
Et leterme expg i, +aa3)p WE aprés larotation de Wick et le changement d’échelle ce
a
terme devient :
é-irla, +a qu . ~
expa G 3)p>q¢.=exp[- ifa, +a,)p>q] (5.40)
e ar a
avec a=1.
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é + +pd? i 2(3 +a ). 2|
gaptxp - (@, +a;)p+ p9 P (@, *a,) - a2 G, aprés larotation de Wick et
8 2 2 2a g
le changement d’échelle cette expression devient :

€ o pops B2t pd i [, ra ) raag) d
A 2 2 2a 5
e U
é 2 2 2 zu .
:_iép(b(p_ (a2+a3)(p+p© +m (a2+a3) a2a3q ljr +|_ (541)
& 2 g 2
Le premier terme du dernier équation contient un r qui va éresimplifier par le r  qui
provient de d’identité
¥
1= (‘)drid(l- Ja,) (5.42)
0
Prenons maintenant le terme qui reste dans I’équation (5.27).
T (p+ P, +aq)- 22 Fpor plla, +a, +a, +a,)- 230G
2a m 4aé 2 g
2m(a1 +2a2 + 2aa)qm +((p(+ p)(2a1 +ta, +a3)' a)mg ﬁ
+ 1 (5.43)

Apres larotation de Wick et le changement d’échelle cette expression devient (" — qui
r
provient de I’identité

1:2‘)did(1- da,).

(5.44)
o r
1, (i (-1)9m 1.6 -
S (oo plur (o, vay)- o (oo o, +a, v, vay)- 5050
el 20,02 e o o, 23,72, 0,0
- diar
_m(pt+ p)asfa,+as) g.pd(2-a,-a;) 9,00 mll+a,+a,)q (5.45)

2 2r 8r 2 2r
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+ (p(+ p)m(al +1)g >a _ Iamg ﬁ

4r 4r 2
L >équation (5.27) devient
-a Lppelt . - B, C,0
G ="2e" p¢(‘plaldazdag,d(l- 4 a,)eilralear gaeAm 4om g om®
p 0 rrg
¥ e 0
" opr exp- rla.m? +(a, +a,)’m?- a,a,q)- L * (5.46)
1My 2 3 293 2
o ) B
ou
é (a, +a,)(pt+ p)’  m(a,+a,)’ a,a,qU
=g _aplxp- 22 3 + 2 3) _G29s3d C
A, gmgp p 5 ) E
¢+ 2
mal(a2+azs)(p Ji (5.47
sal2 - - 1+a. + a +1)( pC+ 3q
iBm:i_r-n"'gmp q( a, a3)+m( a, as)qm +(a1 )(p p)mg q’ (5.48)
i 2 2 4
c = g“éq a, q"‘i'q | (5.49)
Exécutant I’intégrale au-dessus der , nous obtenons (voir annexe A)
-a Lt o i 5
G? :?ez (‘plaldazdasd(l- aai)e"(a”as)p“
0
A K, (2vX 0
(}M+ZBmK (VX )+ 20X 12, C K, (VX )7 (5.50)
\/YLZ 0 eff m' M1 -
& erf o
ou
2 2 .2 2
X 0 alrng +(az +as) m--a,a;q . (5.51)

L
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K, et K, sont respectivement les fonctions de Bessel modifiées du 1% et 2°" espéce.

Maintenant nous considérons la forme de contribution de deuxiéme diagramme

a6 zieg” 5.0 K & (k+m)
(2p)° ((p¢ k)? - m))(k? - m*)(p- K)? - m})
é : a - 0 m r nr rm U,. m : K
gZesng(p- k)" (p¢- p)gg (2p% p- k)" +g" (k- p¢ p)+ g'"(2p- p¢ k)]g(leg e’ )
sgte 'k e g (K +myg, € S (pep) e'—;(p-k)'(m p)g
=-Zle o—e ~ -
(2p)* ((p%- K)? - mi)(k? - m*)((p- k)? - mj)g 2 E
[
[g™ (2pt p- k)" +g" (k- pt p)"+g""(2p- pt K)" Je’
(5.52)

Calculons les termes exponentiels
a, . 8 = . o) & i . (o VIRSN < RN o
expk” pCeexp® (p- k ¢ p)+- expe: —(p- Kk ¢ p)expe=p~ k*
pgz ngengz(p )" (p p)g pg 2(I0 )" (p p)al pgzp g

Y T Y T
=expes p’ p®- expe=p” pexp(ik” d)explipt p) (5.53)
e2 7] e2 7]

Finalement on trouve
i 4 ikxg ~ip¢
dGbm:'iezeEp p¢6d k4 2 2 (1'(3‘2:qep2p) T 1V2 L 2
(20)* (k? - m?)((p& K)Z - mE)((p- K)2 - mp) (5.54)
o, +m)g, [o™ (2p¢ p- k)" + g (2k- pt p)"+g™™(2p- pt k) ]

En utilisant | = algébre de matrices gamma et le condition on - Shell mass le numérateur
peut étre écrit
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{o, ®k+myg, g™ (2p¢- p- k)" +g™ (2k- pt P"+g"(2p- pt k)" |
=9"(29; - 9,9%)k, (2p%+ p- k)" +mg"g, (2p¢ p- k)" +g,(29°" - g"g")
k,(2k- p& p)"+4m(2k- p& p)" +(29; - 9°g,)k, (2p- p%+ p)" +mg,g"
(2p- p% k)"

=29"k, (2p¢+ p- k)* - 9"9,9°k, (2p¢- p- k)" +mg"g, (2p¥- p- k)" +2g,K"
(2k- p& p)" - 49°K, (2k- p& p)" +4m(2k - pt p)" +29"k, (2p- pt k)*

- 99,9k, (2p- pt k)" +mg,g"(2p- p¢ k)"

=29, (2p®k +2p>k - k* - 3m®) - 2Kk(pt+ p+ 2K) +8mk

Donc le numérateur
- 2k(pt+ p+2K) + 29, (2p®k + 2p Xk - k? - 3m*) +8mk (5.55)

Notons que (3.53) peut étre séparé en deux parties une contient la phase e, et | = autre
pasc.-&d. G =G +G? . D ~ abord nous exécutions la partie contenant la phase, G2,
puis

| = autre comme une limite, G*, peut étre obtenue facilement en exploitant les résultats dé
ja obtenues pour G .

De laméme fagon, on calcule | ~ intégrale auxiliaire

. d*k explik(z+ @) _ L d%k
O20)* (K2 - m)((pt K)Z - m)((p- K)2- mE)  O2p)
opla, explia, (k2 - m?)]egla, explia, (p¢ K)? - m?)|egta, explia, ((p- K)2 - mP)]

~explik(z+@))

¥ dk . %?( 1ed - 6 odad sz U
= cyla.da.da. ¢ expiagk+=c=(z+Qq)-a,pta.p= -g-c—(z+q)-a,pt a.p=1u
?j JUa, 30@ p g agZ( q) 2P 3pﬂfZ€ gagz( q) 2P 3pﬂf3g

. . él u
explagha((az +ta;- al)mz - (az +as)m§)H

(5.56)
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En utilisant larelation :

Ope™ = % (5.57)
. d*k explik(z + )]

Q)™ (k2 - me)(pt- k)2 - m((p- k)* - my) i

1 1 i, - o u
a,da,da —c=(z+q)-a.pta.p= 5.58
(@)’ gﬂ 32 &P agz( q)-a,p 3pgg (5.58)

[(1»)] (D) D~

’ eXp[' i((al -a,- as)mz +(a2 +a3)m§)]

2

. é iad ~ ou .
aprésdescalculs expg —¢c=(z+Q)- a,pt a,ps; devient
& ag2 2 A

2 ~2

e i a - o]
expe _g_+q__ Z(azp¢+asp- g)- (a2 +a3)qp+m2(a2 +a3)2 - a2a3q2:§g (5.59)

Donc .
d*k explik z+ @) _
0(210) (k*- m )((p¢ k)? - mg)((p k)? - m?)
(4;)2 (fla,da da3 ~ exp8 [;]engiE(az +a3)p><q”§ (5.60)
€ o 2 +m? + +1 2 + 2 2 d;I
expg' 'ém @,-a,-ajy) mg(az a;) g(m @,+a;) -aaq)- aLzeﬁ Eé
avec
9" =gmq"
2 ~ (5.61)
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En dérivant cette relation par rapport a z™ on trouve::

Cd% ik, explik>(z+@)] _
Oz2p)* (7~ mP)(p& k)7 - m§)((p- k)z - my;)
: 1)2 e da,da, - E 11,1 Sepg I Heof @, +a,)pa) (562

¢ = 2 2 1, 5 2 2
expé 'ém @;-a,-az)+tm@, +as)+5(m @, +az) " -aa,q’)-

8 ol

avec
Z
.l =2~ @,po+a,p- %)

En dérivant un autre fois par rapport a z" on trouve :

L d% (ik,,)(ik, ) explik > (2 + )] _
Oop)* (k2 - m)((pe- k)Z- m)((p- k) - )
1 P o) Io ¥

(4p)2 gpla ,da,da,— é ‘ﬂ 1. +q, —‘ﬂ 9. ‘expg l{:Iexpgla(az+a3)p><f:i§

¢ ® 2 2 1, 5 2 2
expé 'ém (@,-a,-az)+tmg(@, +as)+5(m @,+a;z)"-aaq’)-

8 ol

(5.63)

avec
ﬂn ﬂml ==

En remplacant z par zéro on trouve
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d*k exp[|k><q] _
0(210) (k*-m )((p¢~ K)* - m7)((p- Kk)* - my)
1

a,da,da ex a,+a 5.64
@p)? gj’ e pg @, 3)p>‘qH (5.64)
€ e 1 ol
expé- 'émz(al'az'as)"'ms(az+as)+_(m2(az+as)2'azasqz)' > U
a a al'y
g )
La premiére dérivée devient
L d%K k., explik >d] _
0(210)“ (k- mz)((p¢f k)2 - mo)((p- k)? - m?)
1
(4’ Cpla da,da,— 28 ‘ﬂmIOHexpg (a, +a3)p>ql‘i| (5.65)
0
é o
eXpe Ig Z(al'az'as)+m§(az+as)+1(m2(az+as)2'azasqz)' 12 _,
& a al A

avec

ﬂmI 0 :'(azp¢+asp' %)

La deuxieéme dérivée devient

. d*K (Knk, ) explik >3] _
Ozp)™ (7~ m)((p& k) - m)(p- K)? - g)
1 13

7SE gpla da,da, = é 7.9, - Ze'o 101, expga(a +a3)pqu (5.66)

é 1 1 o
expé- |(}m2(a1 -a,-a;)+mi(a, +a;)+=(m’(@, +a;)”* - a,a,9°) - —5—1
8 a al A

¥
. . o PSRN ¢
En effectuant une rotation de Wick et en utilisant I’identitél = Od—d(l- aa, )

I’expression G2 devient
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- a xex
N i

G2 = ) Oja da,da.d(l- § a,)explia, +a,)pglexp[- ip” pd
é 1 U (5.67)
(‘jjl‘ eXpé- r (mz(al -a,- as)"'m;(az +as)+m2(az +as)2 - azasqz)' rL Y
< B
® B. C.0
" CA. +Ei- EL?
AR
ou maintenant Z‘m I§m et 6m sont donnés par
~ 1
A, :Egm[(az +a,)(pt+ p)z_ 3m’ - mz(az +as)2 +azasq2]+
ma
+— @, *ag)(pt p),,
_ 3 (5.68)
By == 0n*3 (mqm+g p>)(2- a,-a;)- (p¢+ P)n(lta,+a,)
6 :g>qqm+gmq>q
" 4 8

En effectuant I’intégrale sur ler , nous obtenons ( en utilisant les valeurs des intégrales
donnée dans | ~ annexe B).

i, 1
GM? = _-pa g2’ p¢(‘jzlaldazdag,d( da, ) laz+a;)pagipop
0
@A K VY] - ~ 0
(}M + 28, Ko (v )+ 20¥1L2, C K, [2vY )7 (5.69)
JYL? o
S VYL, :
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ou
2
y o mz(al -a,- a3)+m§(a2 +as)+(a2 +a3) m’ - azaaq2

L

(5.70)

“Lestermes deG™, peut ére récupéré facilement la forme d’expression ci-dessus en
plagant n’importe quelle limite proportionnellea g™ (c.-ad. Q™ ) azéro, alors nous avons

i, 1
G —-a2f p¢c‘;jalda2da3d(1' é.ai)
0
a2A K, 2\/2) ~ 0
@AKRZ) o (o 5.71
g VzL? | )B .

ou

_ mz(al -a,- 8.3)+ mgz(az +as) +m2(az +as)2 - azaaq2

= E (5.72)
~ 1
A, = Egm[(az +a,)(pt+ p)z - 3m? - mz(az +as)2 +azasq2]

ma,
+ 2 (aZ +a3)(p¢+ p)m (573)
~ 3
B . =—
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5.2 Conclusion

Dans ce chapitre on areformulé I’ électrodynamique quantique qu’est lathéorie
quantique qui décrit I’interaction d’un photon avec un électron dans le cadre de la
géométrie non — commutative.

QED ordinaire est une théorie abélienne. Donc le photon ne peut pas interagir avec lui-
méme. Ceci n’est pas que sur un espace — temps ordinaire ou commutatif. Si on suppose
gue I’espace — temps est non — commutatif le groupe U (1) initialement abélien, devient

non abélien et on assiste aussi a quelque modification affecte le vertex, apparition des
diagrammes a 3 pattes et 4 pattes, les autres régles et en particulier I’expression des
propagateur reste inchangée.

Les régles de Feynman ainsi obtenue nous ont aidés a revoir I’expression du vertex photon
— éectron. On amontré que deux diagrammes (absent dans QED ordinaire) sont apparaitre.
Nous avons calculé d’une maniére explicite ces deux diagrammes.

5.3 Perspective

Les contributions des diagrammes A et B contient apparemment des divergences. Ce
qui nécessite une analyse approfondie de ces diagrammes dans le cadre de la théorie de
renormalisation. Le but de d’extraire la partie divergente de chaque diagramme.
Une fois ces diagrammes analysés dans le cadre de la théorie de renormalisation on peut
voir si le probléeme de couplage UV — IR existent.
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Conclusion generde

Le but de ce mémoire est de formuler le probleme de I’atome d’hydrogéene dans le cadre de
la géométrie non commutative.

L e passage de la mécanique quantique ordinaire (basée sur un espace —temps commuitatif)
a la mécanique quantique non commutative se fait par le biais du produit star (produit de
Moyal) défini dans le chapitre 2.

On montré dans ce chapitre que la non commutativité de I’espace —temps est codée dans le
produit star. En d’autres termes ce produit peut étre considéré comme une déformation du
produit ordinaire.

Dans le chapitre 3 on a montré que I’équation de Schrodinger non commutative se déduit
de I’équation de Schrodinger ordinaire par un simple déplacement de vecteur position X.
Comme exemple de la théorie quantique non commutative on a pris I’atome d”hydrogene.
La non commutativité de I’espace- temps a été considérée comme une perturbation, cette
théorie nous a permis de calculer le déplacement des niveaux d’énergie dans le but de voir
si le déplacement de Lamb peut ére expliqué par une manifestation de la géométrie non
commutative.

Dans le méme chapitre on a é&udié I’effet Stark.

Dans le chapitre 4 on atraité la théorie de jauge non commutative et on a pris comme
exemple QED.

On amontré qu’une théorie de jauge sur un espace-temps non commutatif est équivalente a
une théorie non abélienne sur un espace-temps ordinaire. Cette remarque nous a aidée a
retrouver les régles de Feynman pour QED non commutative.

Les regles de Feynman obtenues sont utilisées dans le chapitre 5 pour calculer les
corrections introduites par I’interaction du photon et I’électron.

Les calculs montrent la présence de divergences dans les boucles. Ce qui exige un
traitement de ces diagrammes dans le cadre de la théorie de la renormalisation.
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Annexe A

1
—n :(1) ngrz)lu

(@)
J n+l,21+1
avec .

s) — ,28 (gt +bet +tb-my
1) I35 =(-D° (I .sla( )gbg g < 5 s:s30

a@@ - m+g9
1 5 s 4 _
(s) — 2] s-g (4] — _
2) J) = —( )l(s+1)lga0( D 25 06 S:s A+9£-1
s+1 5

Dans notre cas on vent trouves : 7 °

n=-3®n+1=-2 estnégatif,et s=-(s +)=-n+1+H® s=1

Am-1-1+90
(1) 4 el 1 G
(n-1-n12 5 a2l +2- 99

2 5

(n+1) (-2) —
Jn+| 21+1 =J n+l 2141 —

lasomme:
aé.oe@-l-1+go adggm-1-10 2Bgm-10
T & I R T
9=0 aﬂ-+2-gg aQL+29 a2l +
% Fa: [

_-2n-1-1 , 2(n-1)

(20 +2)(21 +1) (21 +2)2!

_ 2n
(20 + 2)(2 +2)

Donc:
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cy _ (n+1) 2n
I S TY ey ) I

On calcule maintenant I’expression J ), .,
s =1 est positif donc utilise laformule

,o8 ek +bded +b-mo

me:(l)s( _s'a(l) Bl £ o C
Donc:
: -(n+1) & ,acm+l+bim-1-1+bo
I o = 1Al D" bt 1 % 1 2
Lasomme:

g HAm+l+bdm-1-1+b | 16 addem+| +1éem - |

0 Aem+loem- |- 0
AVEE 1 % 1 rEmi% a1 chE 1 $i:
=(n+1)(n-1-1)- (n+1+2)(n-1)
=-2n

Donc :
_2n(n+1)
@)
Jn+| 2I+1 (n_ I _ 1)| (2)
A partir a(1) et (2) setrouve:
3 1(-2)

—-3 _%n O Jn+|,2l+1
re=¢ - —5—

e22ﬂ Jn+|,2l+1

a2y 1
$ng 2@+ +2)

Z3

n’l(1 +1/2)( +1)

Donc:
3= 1 = f
n(l+1/2)(1 +1) ™
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Annexe B

On montre que

Ojgeb_e =222k foab)- 20k, f2aB ) 2 gKl(zm)

K, Et K, sont les fonctions de Bessel modifiées de la premiére et deuxiéme espéce.

avec :
a=A,
b=B,
c=C,
—_ 2 2 2 2
a =a,m +(az+a3) m--asasq
1
b= >
eff
2 2 2
_a,m+(@,+a,)’m’-a,a,q’
ab = 5 = X.
eff
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Résume

Le but de ce mémoire est d’étudier I'atome d’hydrogene dans le formalisme de la
géométrie non commutative. En particulier on a étudié si la non commutativité de
I'espace- temps peut expliquer le déplacement de Lamb.

Cette non commutativité a été considérée comme une perturbation indépendante du
temps dans I'expression du potentiel coulombien.

On a montré que la correction dépend a la nombre quantique orbitale | (a l'inverse
de la théorie de Dirac qui donne I'’énergie en fonction de n et de j). Le fait que la
correction dépend de | leve la dégénérescence entre les niveaux 2S,,, et 2p,,,.
On a traité la théorie de jauge non commutative et on a pris comme exemple QED.
On a montré qu’une théorie de jauge sur un espace temps non commutatif est
équivalente a une théorie non abélienne sur un espace temps ordinaire. Cette
remarque nous a aidée a retrouver les regles de Feynman pour QED non
commutative.

D’autres corrections dues a I'électrodynamique quantique ont été aussi calculé.

Mot clés : Géométrie non- commutative, I'atome d’hydrogéne, le déplacement de

Lamb, le produit de Moyal.
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Summary

The aim of this dissertation is the study of hydrogen atom | the frame work of non
commutative geometry we have studied in particular the effect of non commutativity
of space-time of the Lamp shift.

This effet has been considered as a perturbation in the expression of the coulomb
potential.

Others corrections due to quantum electrodynamics have been calculated.

Key- words: non commutative geometry, hydrogen atom, Lamb shift,
Moyal product.



