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1. Chapitre 1 Introduction

1. Introduction

Les écoulements sphériques présentent un intérét certain de part leur existence dans
diverses applications d’engineering tels les fluides gyroscopes et les centrifugeuses ainsi que
dans les domaines de la géophysique et de I’ astrophysique avec les mouvements océaniques et
atmosphériques des planétes. En faisant intervenir les forces centrifuges, les forces de
pression et les forces visqueuses, ces écoulements spécifiques deviennent tridimensionnels et
tridirectionnels. lls associent une rotation différentielle autour d’un axe (écoulement primaire)
et une circulation dans le plan méridional (écoulement secondaire), généré suite au
déséquilibre de ces forces. Plusieurs configurations sont possibles pour la rotation des sphéres
dont les plus fréquentes sont le cas rotor-stator ou seule une des deux sphéres est en
mouvement, la corotation ou les deux sphéres tournent dans le méme sens, et enfin la
contrarotation ou les deux spheres tournent dans des sens opposés. En dépit de la multitude
des travaux effectués dans ce domaine, il reste que, comme le précisent M. Junk et C.
Egbers [1], peu d’investigations ont concerné le cas des deux sphéres tournant
indépendamment.

Dans un ordre chronologique, les études théoriques, faites par 1. Proudman [2] et K.
Stewartson [3] se basent sur la méthode des perturbations singuliéres qui consiste & établir
un raccordement des solutions interne de couche limite et externe déduite de la théorie
potentielle, appliquée aux nombres de Reynolds tres élevés (Re® ¥). Pour une solution au
premier ordre, I”’écoulement est divisé en deux zones, par un cylindre fictif situé entre les deux
sphéres solides dont les génératrices sont paralléles a I’axe de rotation et tangent a la sphére
intérieure. Dans la zone extérieure au cylindre, le fluide est en rotation en bloc ala vitesse de
la sphere extérieure tandis que dans la zone intérieure I”écoulement circule dans un plan
méridional selon des couches dites de Stewartson quasi parallées al’axe de rotation entre les
couches d’Ekman situées sur les deux sphéres. Le sens de cette circulation est fixé par le

signe du nombre de Rossby.

Ensuite, analytiquement, B. Munson et D. Joseph [4] résolvent les équations de Navier-
Stokes écrites en termes de fonction de courant et de vorticité en utilisant la solution de
perturbation & ordre élevé du nombre de Reynolds (Re’) applicable aux faibles nombres de

Re. Ils trouvent que pour un nombre de Rossby fixé, égal a-1, I’écoulement est influencé par
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le nombre de Reynolds. A Re=100 I’écoulement est dominé par le mouvement de la sphére
extérieure et est constitué d’une cellule orientée dans le sens horaire. En augmentant le
nombre de Reynolds a 500 I’influence de la sphere intérieure devient apparente par la création
d’une cedlule, de petite dimension, évoluant dans le sens antihoraire et située dans la région
polaire prés de la sphére intérieure. La tendance vers la formation du cylindre fictif est
distinguée avec la représentation des contours de la vitesse angulaire. Par contre, lorsque le
nombre de Rossby est fixé &-0.5, les auteurs trouvent qu’aucune des deux sphéres ne domine
le mouvement lorsque le nombre de Reynolds augmente de 100 & 500. L’écoulement pour les
nombres de Reynolds considérés est formé de deux cellules contrarotatives occupant tout
I’espace annulaire sphérique. La tendance vers la formation du cylindre fictif est aussi
apparente lorsque le nombre de Reynolds augmente. Les auteurs présentent auss les torques

en fonction du nombre de Reynolds.

Dans une deuxiéme partie de leurs travaux, les auteurs B. Munson et D. Joseph [5] éudient
la stabilité hydrodynamique de I’écoulement. En appliquant la théorie de I’énergie de la
stabilité hydrodynamique, les auteurs calculent le nombre de Reynolds critique pour différents
entrefers et différentes vitesses angulaires. Quant a J. Bonnet et T. de Roquefort [6], ils
réservent une partie de leur étude numérique aux trés faibles nombres de Ro. Pour des valeurs
de RoRe*<10 avec Re=3000, ils obtiennent une structure de I’écoulement proche de cdlle
prévue par la théorie linéarisée de Proudman. Cependant pour Re=1000 ils observent au

voisinage de |I’égquateur une zone assez éendue en rotation & la vitesse de la sphere extérieure.

L’étude expérimentale de M. Wimmer [7] se base sur des observations de I’écoulement et
établit des diagrammes de stabilité pour deux valeurs de I’entrefer b=0.00256 (faible) et 0.11
(large). La contra rotation peut générer deux cellules contrarotatives de part et d’autre d’un
rayon nodal ou la vitesse circonférentielle est nulle et dont la position dépend des valeurs des

vitesses angulaires des deux spheéres.

En éudiant les phénoménes liés aux mouvements amosphériques des planétes, |I.
Yavorskaya et Y. Belyaev [8] présentent une courbe de stabilité et d’existence des différents
régimes d’écoulement pour une épaisseur égale a 0.11. En identifiant les types
d’instabilités centrifuges ils mettent en évidence les phénoménes d’hystérésis et de non-

unicité des régimes.
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Récemment B. Pal’tsev, A. Stavtsev et |. Chechel [9] présentent des solutions numériques
pour de larges intervalles de I’entrefer, entre 0.1 et 100. Une classification des régimes de
rotation est proposée en fonction de la structure du niveau de lafonction de courant ainsi que

des trajectoires de particules fluides.

Notre étude concerne I’écoulement laminaire et incompressible d'un fluide visqueux compris
entre deux sphéres concentriques en contra rotation avec un entrefer relativement large. Dans
le premier chapitre on introduit I'écoulement de Couette sphérique et en présente une synthése
bibliographique des différents travaux de recherche tant théoriques anaytiques et
numériques qu’exprimant aux effectuées par les auteures. Cette recherche permettra une
meilleure compréhension des aspects et des phénomeénes hydrodynamiques qui intervient dans
les écoulements rotatifs sphériques. En outre cette synthése donnera I’occasion de pouvoir
procéder & une validation de code numérique utilise. Le deuxiéme chapitre sera celui de la
modélisation mathématique du probléme. Les égquations de conservation avec les conditions
initiales et aux limites sous leur forme adimensionnelle seront explicitées Le troiseme
chapitre servira a expliquer les détails de la résolution numérique et englobera auss la
discrétisation des équations modéisantes. Une vaidation de notre code par comparaison avec
des travaux issus de la bibliographie sera présenté. C’est dans le quatriéme chapitre que
seront exposés les résultats numériques obtenus pour les cas spéecifique qu'on a étudié. Ces cas
correspondant a b= 0.5 et Ro = -0.5 et 100 £ Re£500. Une discussion des résultats ains que

interprétation physique sont données .Enfin une conclusion cléture notre travail.
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2. Modédisation mathématique

La géométrie du probleme est illustrée dans la figure 1. Le rayon de la sphére

intérieure et R, celui de la sphére extérieure est R,. La vitesse angulaire de la sphére

intérieure est W, , celle de la sphére extérieure est\W, .

Figure2.1: Schéma des sphéres concentriques contrarotatives autour del'axe z.

Les équations modélisantes non dimensionnelles sont écrites dans les coordonnées sphériques,
R. L. Panton [10]. Lalongueur caractéristique est le rayon de la sphere intérieure R, et la
vitesse caractéristique estW,R, . La condition initiale (au temps t=0) du premier nombre de
Reynolds (100) est la suivante:

At=0,U=V=W=0 (2.1
Avec chague augmentation du nombre de Reynolds, |'écoulement du nombre de Reynolds

précédent est utilisé comme condition initiale. Cette initialisation minimise le temps de calcul.

10



2.Chapitre2

M oddisation mathématique

Pour t >0,

2.1 Equation de continuité

19 1 1
U V
‘ﬂr( ) rsinq ‘Hq( Slq) r sinq f

2.2 Equation dela quantité de mouvement

221 - Equation dela quantité de mouvement radiale

'”t r '"r rsirg 1q rsing f
el TeefUo 1 T U6 1 fTU
1g° ﬂrg ﬂrz r SmolﬂqgI ﬂCIg r’sirfq f?
Re€ 2 qw

e —

g’sing Nf

2.2.2 Equation dela quantité de mouvement polaire

T w)=o0

VW)+

W 19, 1 1 : 1
N T (vv L
elﬂaeﬂVo 1 ﬂae.ﬂo 1 TV
sin
1er ﬂrg ﬂrgrsmqﬂqg qﬂq;z,rsmzqﬂf2
Re€2cog W
g°sing 1f

11

(2.2)
VoW TP
r r qr
2U 2 9 : u
'T'——(VS”‘CI)'O
r- rsinqg 1q G
U
u
u
(2.3)
UV Weoq_ 1P
r r r 9q
\Y 29U U
— _t— -0
r’sirfg r 19
U
u
u
(2.9
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2.2.3 Equation dela quantité de mouvement azimutale

2 .
1w, 19(r*uw), 1 f(vwsing) LT () YW WV eoq _
Tt r? ir rsing 19 r sinq f r r
I, i

r sing §f

€1 fa’qwo 1 fasngfwe, 1 w2 U U
€2 qr R e o2 2 T g e T
La?Treg r 5 r’sing g fq g r°sin°q f r’sing If

u
Reé2cotq 1V~ W a
&2sing Tf  r?sin’q u
(2.5)
2.3 Lesconditionsaux limites
Ar=1 U=V =0 W=snq (2.6)
Ar=15 U=V =0 W=-075sinq 2.7
Ag=0, M:V:M:O (2.8
fiq fiq
Aq:p’ M:V:M:O (29)
fiq fq

Notons que dans les éguations (2.8) et (2.9) la condition‘l%—W:O peut ére remplacée par
q

W =0, parce que hous avons trouvé qu'aux poles (q =0et g =p ) W =0et 111—W:O.
q

Suivant la direction azimutalef , on la condition de périodicité lorsquef est augmentée
def =0af =2p .

Les paramétres de controle de I'écoulement sont le rapport d'aspectb :(RZ— Rl)/Rl,
arbitrairement fixé égal a0.5; le nombre de Rossby Ro =W, /W, , arbitrairement fixé égal a -

0.5 et le nombre de ReynoldsRe, =R>W, /n , variable entre 100 et 500.

12
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2.4 Dynamique dela vorticité
La vorticité est une propriété cinématique locale de I'écoulement qui mesure la rotation locale
des particules fluides dans I'écoulement considéré. Mathématiquement, elle est définie par le

rotationnel du vecteur vitesse,
w=R"V (2.10)

Le vecteur de vorticitéw a trois composantes. une composante radialew , une composante

polairqu et une composante azimutalew, :

1 1 1 1
wW=w e +w e +w e (2.11)
ror q q f

Les composantes sécrivent dans |es coordonnées sphériques comme suit:

w =L f(wsng) 1 v
" rsing 19 rsing ff

w oo 1 fu 19(rw) 2.12)

rsnqg f r qr
w =29(rv) 11y
"r r  r9q

La distribution de la vorticité nous fourni un autre moyen d'analyse de |'écoulement et
d'explication de certains aspects physique de la dynamique des fluide. Dans notre présente
étude, la distribution de la composante azimutale de la vorticité nous aide a expliquer
I'apparition du phénomene de pincement de I'écoulement secondaire dans le plan méridien.

L'éguation de transfert de la vorticité est obtenue en appliquant I'opérateur rotationnel a
I'équation de conservation de la quantité de mouvement de I'écoulement. Cette éguation
vectorielle est donc déduite des équations de Navier-Stokes. Ci-dessous on présente, la forme

vectorielle, de I'équation de transport de la vorticité.

\ ro. T .
W - Rib) = (0 Rv )+ K2 (2.13)
it Re

Le premier terme de I'éguation (2.13) est le terme de variation temporelle locale de la
vorticité. Le deuxiéme terme représente I'ensemble des termes convectifs. Le premier terme a
droite représente les termes liés aux taux de déformation des lignes de vorticité. Le dernier
terme & droite représente I'ensemble des termes de la diffusion de la vorticité par I'effet

Visqueux.

13
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Considérons I'équation de transfert de la composante azimutae de la vorticité, exprimée dans
les coordonnées sphériques.

‘wa+1‘ﬂ(r2Uwf)+ 1 ‘IT(SA'anWf)+ 1 ‘H(Wwf)+\/vwr , Weotgw,

qmt  r? qr rsing b [e} rsng If r r
I 1TW € 1 IW U voxa,
r  “r9q grsing 1f  r roog
€1 la?zﬂwf 0,1 Te1 ‘H(sinqwf )9+ 1 Tw, +8
1ar?Trg Tr 5 r’Yggsing g g r?sin’q 1f?
Reg 2w, , 2cotg Tw, W 3
gr’sng Tf r?sng Tf r?sin®q g

(2.14)
Dans notre étude, il est trouvé que I'écoulement est permanent et axisymétrique, I'équation de

la composante azimutale de I'équation de la vorticité se réduit &

izﬂ(rZUWf)+ 1 ﬂ(sianWf)+er +qucot(q):

r qir rsing [} r r
w W 1IW & Veotqu,
i “r q &r rf
1€1 Te,Two 1 qe&1 ‘H(sinqwf)(_j w, U
Py ATl et S g " -5
Rear” fr fir & r°1qgsing b [o g r'sin“qy
(2.15)
W = 1 T(Wsinqg)
rsing 19
19(rw)
—-_ = ') 2.16
w = 190v) 119
rqr r 1q
ZU - V
iz‘”(r Wf)+ 1 ‘H(smq Wf)+WWr+WW“CCY[(Q) est la somme des termes
r qir rsing 19 r r
convectifs.

14
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(?1 M & 2, , Tw, o+1 11 ‘H(Slnqwf)

1 0
Re ‘ﬂrg qr 5 r’fg%sng  1q E resin QU

diffusion visgueuse de la vorticité azimutale.

M+w 1‘HW+ eJ Vcotqu

"Or  Yr 1q fSr r 4

lignes de vorticité (streching and straining of vortex lines). Ces termes représentent des

est la somme des termes d'extension et d'étirement des

sources (positives ou négatives) de la vorticité. Le premier et le deuxiéme terme, représentent
la production (ou la destruction) de la vorticité par les déviations des lignes de vorticité par les
déformations angulaires correspondantes. Quant au troisiéme terme, il représente la
production (ou la destruction) de la vorticité par I'extension (streching) des lignes de vorticité

par le taux d'extension.

Dans notre éude, la résolution numérique de I'équation de transport de la vorticité azimutale
(2.15) n'est pas nécessaire. Une fois le champ de vitesse obtenu, on calcule la vorticité

azimutae directement de I'équation (2.16).

La vorticité azimutale est liée a la distribution de la fonction de courant de I'écoulement

secondaire dans le plan méridien. On définit la fonction de courant y de I'écoulement

secondaire comme suit:
1 Ty
p? sing 1q

-1 Ty (2.17)
ran Tr

On peut montrer que la vorticité azimutale est liée & I'éguation de transfert de la fonction de
courant :

1‘H ‘Haeyool‘ﬂ T o

g g Q +W =0 (2.18)
2firg fr&rsinggy r? g &sing fq & %

La vorticité azimutale est une source de I'équation de transfert de lafonction de courant. A un
point donné de I'écoulement, |'augmentation de la vorticité azimutale augmente la vaeur

relative de la fonction de courant.

15
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3. Résolution Numérique

Dans ce chapitre on expose les différentes étapes suivies pour la résolution numeérique
des équations différentielles modélisantes.

Ces éguations modélisantes de |I’écoulement d’une couette sphérique (équation de
continuité et équations de la quantité de mouvement et leurs conditions initiales et aux
limites) ne possédent pas de solution analytique. On utilisera donc une méthode
numérique pour leur résolution.

Parmi les différentes méhodes numériques qui existent on cite la méthode des

volumes finis, laméthode des différences finis et |a méthodes des éléments finis.

3-1 Méthode des volumesfinis:

Notre choix s’est porté sur la méthode des volumes finis. Ce choix est impose par les
deus critéres suivants :

-La géométrie du probléme

-Lafacilité de mise en cauvre

qui sont généralement les critéres qui imposent le choix d une méthode numérique.
Auss I’un des avantages non négligeable de cette méthode est que les équations
discritisées obtenues expriment le principe de conservation de la variable dépendante
dans chaque volume fini, ains que dans tout le domaine du calcul.

La méthode des volumes finis est bien décrite en détail dans le livre de S. V.
Patankar [11]

Le principe de laméthode des volumes finis est de fractionner (discrétiser) le domaine
physique en un nombre fini des volumes dits volume de contrdle, ensuite d intégrer
les équations de conservation dans chague volume. Pour cela on adoptera une
formulation d interpolation avec | utilisation d un schéma des différences centrés d
ordre deux. Le syseme des éguations discrétisés sera résolu en utilisant des
algorithmes de résolution.

3.2 Discréisation du domaine physique.

Le domaine physique sera discrétise dans la direction radiale, polaire et azimutale.
Donc notre domaine de calcul consistera en un nombre de volumes finis. Chaque

volume fini entoure un noaud, et chaque volume fini est entouré dans les trois
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directions par d'autres volumes finis, dits voisins. Le volume de contrdle est séparé de
ces voisins par des faces, deux pour chague direction. Sauf pour le cas des volumes
finis qui se trouvent sur les limites du domaine de calcul, qui peuvent avoir moins de
six faces. Les voisins directs de chaque volume fini se trouvent, soit dans la direction
positive de I'axe des coordonnées soit dans la direction négative. Un volume fini

typique est illustré sur lafigure 3.1.

Figure 3.1: Volume fini typique.

3.2.1 Lemaillage typique.

Le point de référence, qui se trouve au centre du volume fini (appelé auss nceud) est
notéP. Dans la direction radiale, le noeud Paura & sa droite (sens postif de la
direction radiae€) le noeud N et a sa gauche (sens négatif de la direction radiale) le
noeud S. Aingl, les noauds seront représentés par des lettres en majuscules, et les faces
que se partagent les volumes finis en lettres minuscules. Aing, la face que partage le
volume de contrdle typique avec son voisin de droite est notéen, celle avec son voisn
de gauche est notées. Pour ladirection polaire, les noauds voisins sont F pour dans la
direction polaire positive, et B pour la direction négative. Les faces seront la face f
dans la direction positive, et b dans la direction négative. Enfin, pour ce qui est de la
direction azimutale, dans le sens positif le ncaud voisin sera notéE, et la face qui le

sépare du noaud P sera notéee. Dans le sens négatif le noaud voisin sera W et la face
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qui le sépare du noaud P sera notéew . Les distances entre deux noeuds successifs et
les faces de chaque volume fini obéissent a une nomenclature précise. Les distances
entre deux noauds successifs sont précédées par lalettred et ont pour indice lalettre de
laface qui sépare les deux noauds. Quant ala distance entre les deux faces du volume
fini, elle est précédée par unD, et possede comme indice la lettre du nceud qui sépare

les deux faces en question.

Dans notre cas le domaine physique est constitué de 32 noeuds dans la direction
radiale, 189 noeuds dans la direction polaire et 32 noeuds dans la direction azimutale.
Donc le maillage utilisé est un maillage 32*189*32, ce qui correspond a un nombre

total de 193536 nceuds. Lafigure 3.2, illustre le domaine de calcul discrétisé.

Figure 3.2: Le domaine de calcul discrétise.

Le découpage du domaine physique en volumes finis donne lieu a un maillage. Ce

maillage sera projeté sur lesplansr - q,r - f et q - f pour les besoins du calcul et

auss pour une meilleure visuaisation. Lesfigures 3.3, 3.4 et 3.5 illustrent le maillage

danslesplans r - g,r - f @ns que les nomenclatures des distances radiales, polaires

et azimutales.
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Figure 3.3 : Maillage typique dans le planr - g, nomenclature des distances
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Figure 3.4 : Maillage typique dans le planr - f , nomenclature des distances
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Figure 3.5: Maillagetypique dansleplanr - f , nomenclature des distances

azimutale.

Le maillage qu'on vient d'introduire (dont les projections sont représentées sur les
figures 3.4, 3.5 e 3.6) est dit maillage typique. L'utilisation de la mé&hode des
volumes finis donne comme résultats la valeur nodale de la variable dépendante.
C'est-a-dire la valeur de lavariable dépendante dans chaque noaud du maillage. Notre
résolution numérique de I'équation de la continuité et de la conservation du moment
donne lieu a la déermination smultané de la pression et du champ de vitesse. Donc,
on aura a recherché deux variables la pression et les composantes de la vitesse.
L'utilisation d'un méme maillage, en I'occurrence le maillage typique pour |'obtention
de ces deux variables donne lieu & des résultats erronés et physiquement
inacceptables, dont eux exemples sont discutés dans le livre de S.V. Patankar [11].
Pour contourner cette difficulté, on utilise un maillage pour le stockage de la pression
et un autre maillage pour le stockage des composantes du champ de vitesse. Ici, la
notion de stockage exprime la localisation des quantités physique. Le maillage qui

sera utilisé pour le cacul des composantes du champ de vitesse est dit décalé. En fait,
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I'idée de base est de stocker les composantes de la vitesse dans des points (ou noauds)
qui se trouvent sur les faces des volumes finis. Le maillage sera donc décalé dans la
direction radiale pour la détermination de la vitesse radide. Il sera décalé dans la
direction polaire pour la détermination de la vitesse polaire et enfin, dans la direction
azimutale pour I'obtention de la vitesse azimutale. Arbitrairement on a chois de

décaler le maillage dans la direction positive des axes.

3.2.2 Maillage décalé.

On utilise un maillage dit décaler, comme précédemment indiqué. Les vitesses seront
stockées dans les faces des volumes de contrble, c'est-&-dire dans les faces du
maillage non décaé. Sur les faces du maillage typique, seront stockées les vitesses. Le
maillage sera décalé, par convention, selon le sens positif des axes. Un décalage radial
sera opére pour la discrétisation de I'éguation de quantité de mouvement radiale. Un
décalage dans la direction polaire sera nécessaire pour la discrétisation de la
composante polaire de I'équation de quantité de mouvement. Enfin, on décalera le
maillage typique dans la direction azimutale pour la discrétisation de la composante
azimutale de I'équation de quantité de mouvement. Quand on décale le maillage dans
la direction radiale, les notations des points du nouveau maillage décalé ainsi que des
faces, portent I'indiceu. Quant au décalage suivant la direction polaire, on note les
points et les faces avec un indicev. Le décalage dans la direction azimutale sera
accompagne d'une notation avec l'indicew . Le décalage du maillage typique dans les

trois directions sera représenté, dans la section 3.4 de ce chapitre.

3.3 Discréisation des équations de conser vation

La discrétisation des équations différentielles modélisantes implique I'évaluation des
différentes dérivées spatides et temporelles, de la variable dépendante. L'évauation
de ces dérivées implique de connaitre comment la variable dépendante varie dans le
temps et dans I'espace. Pour ce faire, on adopte différentes approximations dites

schémas de variations.

3.3.1 Discrétisation temporelle.
Cette discrétisation concerne la variation temporelle de tous les termes contenus dans

les équations de Navier Stokes et dans |'équation de continuité.
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-Traitement des dérivéestemporelles.

Les dérivées temporelles dans les équations de Navier Stokes seront discrétisées au
second ordre. Cette discrétisation se fait selon le schéma obtenu de la maniére
suivante:

Considérons le développement de Taylor d'ordre deux, de la variable dépendante f

au temps t:

t+Dt Dt

t t+D_glf

g , (D) 1t
1 9t

2! qt’

+0 (Dtf (3.1)

Maintenant, considérons le développement de Taylor toujours d'ordre deux, mais cette
foisautempst - Dt:

t+Dt

+ o (Dt) (3.2)

t+Dt 2

,(20t) 1 fz
2! Mt

ft—Dt:fHDt_ 2Dt E
11 9t

On multiplie I'&quation (3.1) par 4, puis on retranche I'équation (3.2) du résultat
obtenu. On obtient I'équation suivante:

t+Dt
oo T 4o o) 3.3)

4t o o3 "M lop
1t

Donc, lavaeur de ladérivée temporelle au temps t + Dt est donnée par I'équation :

ﬂ » 3t -4t M + 0 (Dt)2 (3.9
Mt 2 Dt

L'erreur de troncature est d'ordre deux.

-Traitement destermes convectifs et non linéaires.

Les termes convectifs et non linéaires seront discrétisés temporellement au second
ordre. Le schéma de discrétisation est obtenu comme suit :

Considérons le développement de Taylor de la variable dépendante d'ordre un, au

tempst:

t+Dt
t t+Dt

Nf 2
f =f - Dt— Dt )
ot +0 (Dt) (3.5)

Considérons maintenant le développement de Taylor, d'ordre un de la variable

dépendante maisau temps t - Dt:
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t+Dt
t-Dt t+Dt 91

f  =f  -2Dt— Dt)’ .
it +0 (Dt) (3.6)

On multiplie I'équation (3.5) par- 2, puis on additionne I'équation résultante et
I'équation (3.6). On obtient I'équation qui nous donne |'expression de la variable
dépendante au tempst + Dt

t+Dt

t t- Dt
fo=2f -f  +o(Dt) (3.7)
Cette expression sera utilisée pour I'évaluation des termes convectifs et non linéaires.

L'erreur est d'ordre deux.

-Traitement destermes diffusifs et de pression.
Les termes de pression aind que les termes diffusifs seront évalués directement au

tempst + Dt .

A ce stade, les différents termes contenus dans I'équation de continuité et dans les
équations de Navier Stokes, possedent un schéma de discrétisation temporelle. Tous
les termes seront donc évalués temporellement avec une erreur de troncature d'ordre

deux.

3.3.2 Discrétisation spatiale.

Pour assurer une bonne représentation spatiale de la variable dépendante,
représentation qui doit étre physiquement acceptable, on doit faire un choix quand ala
variaion spatiale de cette variable. En effet, lors de I'évaluation des intégrales des
équations différentielles dans les volumes fini, on aura besoin de connaltre comment
déterminer la variable dépendante aux interfaces des volumes finis. Donc il faut
adopter un schéma qui décrira la variation spatiale de la variable dépendante. On a
choisit dans cette éude le schéma des différences centrées. Ce choix implique que la

vaeur de la variable dépendantef & l'interface sera : la somme de la valeur def au
noeud a droite (ou dans le sens positive de I'axe de variation) et de la valeur def au

noeud a gauche (ou dans le sens négatif de I'axe de variation). Les termes, droite et

gauche font référence & la position des noauds par rapport al'interface considérée.
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Figure 3.6: Maillage unidimensionnel pour le calcul de la valeur dela variable

dépendante a I'interface.

En exemple, considérons le cas unidimensionnel de la figure 3.6. On cherche a
déterminer la valeur de la variable dépendante a l'interfacen. Le développement de

Taylor au premier ordre, de f (la variable dépendante de référence) au noeud N est

donné par laformule suivante:

Dr f(
fau=fo =5 ?—% +o(Dr)* (38)
2 gyr .
Le développement de Taylor au premier ordre de f au noaud Pest donné par
I'équation suivante:
Dr f
fo :fn-TP?—% +o(Dr)? (3.9)
irg,
On fait I'addition des éguations (3.8) et (3.9), et on obtient aprés réarrangement la

formule suivante pour f -

f :%+0(Dr)2 (3.10)

n

L'erreur de troncature est d'ordre deux. C'est la formule (3.10) qui servira a évaluer la

vaeur de la variable dépendante aux interfaces.

En ce qui concerne I'évaluation de la dérivée spatiale a l'interface, elle est égale ala

vadeur de f au noaud a droite moins la valeur de f au noaud & gauche; divisée par la
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distance qui sépare les deux nceuds se trouvant de part et d'autre de l'interface
considérée. Comme exemple congdérons le cas unidimensionnel de la figure 3.7, ou

on cherche a évaluer la valeur de la dérivée suivant la direction radide def a

I'interfacen.

| J ] i
i ¢s ¢ ¢'= ') ﬁu !
: P |1 9 : & :
I ] ] I
[ dr dr :
|
I : > T > |
I 1 I
s o f om b om
T e + & T L T -
[ 1 1 |
I I 1 |
[ I 1 |
| I 1 I
[ 1 1 [
: g 4 :
J ' |
: 1 | I
1 1 1 |

Figure 3.7: Maillage unidimensionnd pour le calcul de la valeur de la dérivée

radiale dela variable dépendante a I'interface.

On reconsidére les équations (3.8) et (3.9). On multiplie I'éguation (3.9) par le signe -,

puis on réarrange I'équation résultante et on obtient la formule suivante pour 111—
r

n

1] _fy-fe )
fr|. = Tar +0 (Dr) (3.11)

n
L'erreur qu'on réalise est d'ordre deux. C'est donc la formule donnée par I'équation
(3.11) qui sera utilisée pour I'évaluation des dérivées spatiales (suivant une direction

donnée) de lavariable dépendante considérée, aux interfaces des volumes.

3.4 Discréisation des équations modélisantes:
En ce qui concerne la discrétisation temporelle, on adopte la convention suivante
en ce qui concerne |'exposant de chaque terme discrétisé:

1 n

—=——, avec. W,edt la vitesse de rotation angulaire de la sphere intérieure,
Re WR’

R, est lerayon dela sphéreintérieure et n étant la viscosité cinématique.
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3.4.1 Discrétisation de I'équation de continuité:

L'équation de continuité sera discrétisée dans un volume de contrdle typique, il est
montré sur laFigure 3.2.

nfegx y

e = u
“‘“12—ﬂ ?rzu 6, 1 1 (V sng )+ 1 AW 2
sbwér Tr

[7] rsinqﬁ a rsing Mf

snqdrdqdf =0

Les vitesses seront évaluées au tempst + Dt :

nfe

< 1 'ﬂaerz Dt § 2 2, 4Dt 2 Dt G
— U 9% sngdrdgd =& U -r =

Q07 are" Vg et

sing, D, OF

nfe

N\ \ 1 ﬂ
:sbwI Sirq ﬂq

t+H

Loy ® Y s R _ . t+Dt Dt A
§/ sing 2r " sigdr dq df —@f sy, -\, s, %ﬂDrpD‘p

nfe

N\ N\ l T[(W)t-'-Dt 2 H t+Dt t+Dt 0
r snqdrdqdf = -W ~r. Dr. D
O sng 1 adrdqd =gWe W, g B0,

L'éguation de continuité discrétisée, sécrit sous laforme:

(r20s™- r2U4™ ) sirgy Do, O, +{V™ sirg, - Vo™ sing, o, O, (3.12)
+( W™ )r. Dr, Dg, =0 |

3.4.2 Discrétisation de I'équation de quantité de mouvement radiale:
Les figures 3.8 et 3.9 illustrent le maillage, décalé radialement, dans les plans
r-qetr - f respectivement. Nous procéderons a la discrétisation de la composante

radiale de |'équation de quantité de mouvement terme par terme.
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Figure 3.9 : Maillage décalé suivant la direction radiale, planr - f .
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-Discrétisation du terme temporel:

neft+D

e JU 2 . _ t+Dt 2
mlioﬁr sing drdg df dt =Up | rp singp dr, Dop OF
sSwW t
U, - AUp +Up
= 2[1 r, singp dr, Dgp Of

-Discrétisation des termes convectifs :

nyhy qyt+Dt 1 ﬂ
000 05 ?UU—rsqurdqdf dt =
sfuvy t

gzﬁzuuoI 2§2UU°I Y Sing.Dg.f §§ZUU5- i §2UU° U Sing.Dg. ot
T - = uSNQplhpd p - P a U>HPHPH P
ge a, a4 £ a, a,

a
0 t-Dx . t-D¢ 2 t-Dt t_ad] .
%?"h Usu ?"‘u ny Unu rqjqu USJ EﬂganmPDP
1.2 1 2
_Er”u Nu +U Q Slan D:]p 2 Sq SJ+U 9 qup D:]PD
12 pt-0r  t-O 1 2 tod .
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”ufu%“'Dtl q )
000 0> -~ (UV )rsngdrdqdf dt=
r fa
subuwy t
[Z(U V)tf 2(u ) ]rp singpdr,Df 5 [(U v)tf;JDt - (U V)tt{JDt]rpu sing, dr, O

_ A t t t t o) t-Dt t-D t- Dt t-Dt d] .
2§JFU PuQ, +V r dr,singp, Df

Buﬂ'ge\/+v rdrsquDf

lyg t-Dx t-Dt §gagg,t-D oD .
"3 +Up ~ 98 4V Oy, dr singg DF g
2 2

lg t-Dt t-D g ,t- Dt t-Dt g .
+Z§qu +Ug, EJ@" *Vopy 2T diy SN dp D
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f t+Dt
Ny Tu&y t 1
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-Discrétisation des autres termes a gauche:
ny fy eut+Dt aQ/Z 0 )
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subywy t e g
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ny fyeut+Dt 20
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-Discrétisation des termes diffusifs:
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-Discrétisation du terme de pression:

n, fueut+Dt N N
()()()()-ﬂ—r * sing drdqdf ot = 8 - tD‘grﬁsmq Dq,, Df
subuw t

_ t+Dt t+Dto 2
= ?’P - R p M, smququf

On réécrit I'équation de quantité de mouvement ains discrétisée sous la forme

suivante, cette forme est dite forme générale:

t+Dt t+Dt t+Dt t+Dt t+Dt
A‘PLIUPLI :ANLIUNLI +%.IUSJ +AFLIUFLI +A3.IU3J
t+Dt t+Dt (3.13)
tA U AU, *+S
Lescoefficients A seront:
2 2
A= 3rsmq erqu +i—smqu +i—smquDf
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1 éaeer 9
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1 Eerﬁ Q
A e Gor, 257909 01
aesing; 0
A =2 24 by
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3.4.3 Discrétisation de I’éguation de la quantité de mouvement polaire:
Lesfigures 3.10 et 3.11 illustrent le maillage décalé dans la direction polaire, dans les

plansr - q et q - f respectivement.
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Figure 3.10 : Maillage décalé suivant la direction polaire, planr - g .
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Figure3.11 : Maillage décalé suivant la direction méridionale, plang - f .

- Discrétisation du terme temporel :
n\\,f\\,e\(t+\Dt VvV 2
000 O ¢ '
svbywy t

+D
sin g dr dq df dt =vpvz " r2sing, Dr,dq, Df

D - Dt
VAN VAR AYAS

2 .
Dt rp sing; Drydqy Df

-Discrétisation des termes convectifs :

ny fy e,t+Dt 19 5 -

000 0—2—§3r UV 2risngdrdg df dt =

sybywy t T ﬂr e

é & 10 é ,t- Dt t- Dty

ézgerZUVQ : 2§erzuv2 gsiandqufp-égarZUVQ gerzuv_ Gsing, dg,Df |
é Py %4 é &y a

_ 2t ot 2t ot g 2 t-Dt t-Dt 2 t-Dt t-D .
_g"zrnvunvvnv 21, U Vs, Banf da;Df garf\/unv t\/nv s, Ys, tVSV < sinq; doDf
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-Discrétisation des autres termes a gauche:
ny, fy e,t+Dt

000 O g—gr singdrdqgdf dt =
shw, t e
tote. t-Dt, t-Dt
quJPvVF’v%rpv sing; Dr, dgg Df , - ?J Vi, b o, SNQ; Dr, dq; Df

V

7

€% +Uy, +U +U, 9 tu

=p € . VR 4 Tp Sindy Dry dgg Df
% 4 :
e [} Q
Gag -0t | LD [ ED DG 0
aCYnfv sfv s n +,,t-bg .
- ‘?é 2 iVP" L:er sing Dr, dqgg Df
e (2} 9]
n, f, & t+Dt .
300 0 - ew’ —q 9r*sing dr dg df dt =
shw t € 2
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v
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— fw
_-2é 2 E r,cosq, Dr dq, Df |
é a
G/t t- Dt t- Dt t—Dtl‘Jz
b et W W W Dr_dq, Df
- 2 G p COSq DI, dq, U,

Discrétisation des termes diffusifs :

f t+Dt
10E"T 1 1 @2 Vo 2

& 2% snq dr dg df dt =
Regbs)v?to fire Trg
1 g IVeT 2 VT o o
Re ra, Tra § PoarTe
1 é 2%\/HDt ) t+Dt9 2%\/HDt ) Vt+Dt9l‘:|
=~ &°¢ N R TGRS Tlgng, dg, Df
Reé€ nvg dr, T Svg dr, =0 P
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n, f, & t+Dt A
L0t T &ing VO *gng dr dg o dt =
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-Discrétisation des autres termes a droite :

1 nIe Dl v 0 2 . 1 t+Dt
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— 000065 -——=r singdrdqgdf dt =
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—?rzsinqdrdqdf dt =

s b, W, sing 2
2 ( t t ) 2 ( t- Dt t—Dt)
" Re 2W, - 2W,, Jcotq, Dr, dq +R_e W, -W, Jcotq, Dr,dq,
Cagy’ +w 0 &y +w U
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Re é 2 x g 2 zQ
e a au
é t- Dt +Wt—Dt('j a/vt—Dt +Wt—Dt('jl:J
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e a au

-Discrétisation du terme de pression :

n, f, e t+Dt 1

00007 gg

I:)c:)rzsinq dr dg df dt =- (PfHDt - PbHDt)rp sing, Dr, Df |

v

t+Dt t+Dt
= (P

. - P )rpsianDrijp

Ensuite on réécrit I'équation de quantité de mouvement ains discrétisée sous la forme

généralisée:

t+Dt _ t+Dt t+Dt t+Dt t+Dt
Ao Ve TALUN, TAVS TAVE AV
t+Dt t+Dt (314)
TANVE, FANMy TS
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Les coefficients A seront:
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A, = Regsmqfdf
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2 gt t 9 t tou..
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3.4.4 Discrétisation de I'équation de quantité de mouvement azimutale:

Lesfigures 3.12 et 3.13 illustrent le maillage décalé dans la direction azimutae, dans
les plans r - f etq - f , respectivement. La composante azimutale de I'équation de
quantité de mouvement sera discrétisée dans le maillage décalé terme par terme,

spatialement et temporellement.
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Figure 3.13: Maillage décalé suivant la direction azimutale, planq - f .
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- Discrétisation du terme temporel :
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-Discrétisation des autres termes a gauche :
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- Discrétisation des termes diffusifs :
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- Discrétisation des autres termes a droite :
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My fwey t+Dt
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-Discrétisation du terme de pression :
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Swhwwy  t d
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-~ BE - P grPDrP Do

Ensuite on réécrit I'équation de quantité de mouvement ains discrétisée sous la forme

généralisée:
t+Dt _ t+ Dt t+Dt t+Dt t+Dt
Ap Wo, =AW, TALWs, AW+ A Wy

. (3.15)

t+Dt t+D
AW, FAW, TS,
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Les coefficients A seront:

2 2
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3.4.5 Discrétisation des conditions aux limites:
- Pour U: Les conditions aux limites en ce qui concerne la vitesse radiale sont:

JA r=1 U=0

3.16
{A r=15 U=0 (3.16)




3. Chapitre 3 Résolution Numérique

:A q:O, E_O
1 1q
| qU (3.17)
|
A q :p, __O
t Tq
Ce qui sexprimera en termes de coefficients de la maniére suivante:
1A (L) k)=1
|
iS,(1jk)=0
|
iA (il-2j,k)=1
[ . _
%SC(II-:Lj,k)—O (3.18)
iAs(ilk)=1
i ‘
iA(ilk)=1
T .
iAs (il k) =1
1A (i il k) =1
-Pour V: Les conditions aux limites en ce qui concerne la vitesse méridionale sont:
pAr=L V=0 (3.19)
A r=15V=0
iAg=0, V=0
ll ) (3.20)
fAq=p, V=0
Ce qui sexprimera en termes de coefficients de la maniére suivante:
1A (Ljk)=1
|
S (Ljk)=0
| -
'|'AP(I|,j,k) =1
ts (il k) = 0
e (3.21)
iAs(ilk)=1
: _
'I'Sc("lk): 0
T .
:
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-Pour W: Les conditions aux limites en ce qui concerne la vitesse azimutale sont:

1A r=1 W=snq

i . (3.22)
1A r=15 W =-0.75sinq
EA q :O, :[_[—W—O
! 'ﬂ\qN (3.23)
'Aq=p, ——=0
t Tq
Ce qui sexprimera en termes de coefficients de la maniére suivante:
LA (1).k)=1
(1.] k) SmQP( )
A (il k) =1
is.(il,j,k)=- 075snq,(j)
: A(iLk)=1 (3.24)
tA(iLk)=1
i A (i, jl - 1k) =1
FA(i - 1k)=1

3.5 Equation de discréisation dela pression :

Aprés la discrétisation des éguations de continuité et de quantité de mouvements
radiale, méridionale et azimutale; on doit obtenir une éguation de discrétisation pour
la pression. Sans équation de la pression, on ne peut résoudre les équations
discrétisées obtenues.

Les équations de quantités de mouvement discrétisees, peuvent sécrire sous laforme:

Un:é aiUi +bu+(PN - Pp)A1

U,

SD

& aU,+b,+(P,- P)A

afo:é &Vi"'bv"'(PF' PP)Af (3.25)

abvb:é. aV, +bv+(PP - PB)A)
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a W :é aW +b, +(PE - PF,)Ae

e e !

aWWW:é. aiVVi +bw +(PP - PW)AN

L'indice i indique les points voisins du point considéré (dans les trois directions), les
termes b, ,b, etb,, sont les termes des sources contenant les termes autres que ceux de

la presson, ce dernier éant le troiseme terme a droite dans chaque éguation du

systéme (3.25). On peut réécrire le systéme (3.25) sous laforme:

Un:"jn+dn(PN - PP)
Us:"js+ds(PP- PS)
V, =V, +d, (P. - P,) (3.26)

~ ~ ~ ~

Les vitessesljn U,V ,Vb,We,WW, sont dites pseudo-vitesses, elles sont définies

comme suit:
. A aU +b
Un — a a1 I u
an
n _éaiui +bu
S as
7 _éai\/i-'-bv
f af
n 2 aV +b
b :a L v (3.27)
a,
R A aW +b
We — a a1 I w
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a aW +b
W, =2 aw
a,

On considére I'équation de continuité qui a éé intégrée dans un volume de controle

typique, non décalé. Elle est sous laforme:

2 bt 2 t+Dt 5 . t+Dt | t+Dt | o)
gern U, -r U, Bsrququfp+§/f Sirg -V, sirgy 20, OF
1+Dt (3.28)
o

t+Dt
+§\/\é -W, e Dr,Dg, =0

On remplace les vitesses présentent dans cette équation par leurs définitions (3.26).

On obtient I'éguation suivante:

r.n2 [0n+ dn(PN- PP)]S-nqp[xlpup- r52 [Us+ ds(PP- PS) ]gnqpmpup

+[\7f + df (PF B PP) ]Sian Drpup- [\A/b+ db(PP B PB)] Sinqb Drplj P (3.29)
+[v§4+ d (P - PP)]rp Dr,Dq, - [VR(N+ d (P-P) ]rp Dr, Dg, =0
On simplifie cette équation sous la forme:
2~ 24§ ~ A
g?rn Un' s Us Esqu mP Df P+(Vf SINgs 'Vbsmqb ) DrP Df P
+ (\&e' \&N)rPDrP mP+rnzdn(PN B PP)Sian DqPDfP
(3.30)

B r52 ds(PP B Ps)Sian DqP Bj P +df Sian (PF B PP) DrP Of P

B dbSinqb(PP B PB) Drp Of P
+ d,(F - Bo) 1o D1y D -, (R - Ry) 11, D =0

Ce qui nous intéresse est de trouver une éguation pour la pression sous laforme:
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t+Dt t+Dt t+Dt t+Dt t+Dt
AR =ART AR AR+ AR

t+Dt

t+Dt (3.31)
*A R EAR+S

A partir de I'équation (3.30) on détermine les coefficients A, Ay, As, A, As, Ac Ay

aind que le terme source comme suit :

Ay :rnzdn singp Dgp Df

A5=rs2 d, singpDqgp Df o

Ac =d; sinq, Dr, Df

Ag; =d, sing, Dr, Df (3.32)
Ac =d,rp Drp Dgp

Ay =d, . Drp Dgp

Ao =ANHASHA F Ag+ A+ Ay

A A

2 n 2 a 0 - - -
S:‘gers Us- 1y Ungsmqp Dg, Df , + (Vb sinqg, - V; Slan)DrP Df 5

~ ~

w " We)rP Drp Dgp

(3.33)
Donc, si on connait le champs de vitesse on pourra calculer la pression de I'équation
(3.31). Dans notre cas, les champs de pression et de vitesse sont a déterminer. Pour
résoudre I'équation de la pression (et ainsi obtenir le champ de vitesse) on utilise un
champ de vitesse estimé, qui seraintroduit comme suit:

*

* o * * as
anUnzaaiUi+bu+§PN PP%A']

*_o * * *d
asUs_a. aiui +bu+§9PP'PSBA§

a Vi=a aV, +bv+§9PF - PPgAf
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AV =8 3V, +b, ¥ - P0A 334

* _ ) * * * 6
ae\Ne =a aIVVI +bw +§PE - PPEA%
aW\Nwzé. ai\Ni +bw +§PP - PWQ'A\N
Les estimations des vitesses et des pressions auront une étoile * comme exposant. Les
équations du systéme (3.34) indiquent que les estimations des vitesses sont reliées aux
estimations des pressions. On suppose que la valeur de la vitesse (ainsi que celle de la

pression) sera égale & une estimation plus une correction:

U=U +U¢
V=V +Ve
W=W +W¢ (3.35)
P=P + P

Les corrections porte une prime comme exposant. L'équation (3.35) sétendra atoutes

les composantes de la vitesse et donnera lieu aux éguations:

U, =U, +Ug
U, =U_ +U¢
Vi =V, Vg
V, =V, +V$ (3.36)
W, =W, +Wg¢
W, =W, +W§

Pour obtenir les éguations contenant les corrections, on soustrait le syséme (3.34) du

systéme (3.26), on obtient:




a,U¢=§ aUt+ (Pg- PFC,E)A1
a,Ug=§ aUg+(Rg- PYA
a,Ve=§ a Ve (Pe- PEA, (3.37)
a,Vig= & a Vier (Pg- Pg)A,
3, We=§ aWer (RS- PS)A,

o]
a, W= a Wi+ (Pg- Rf)A,
Une approximation justifiée par S.\V. Patankar [11], consiste & négliger les
sommesé aug, é a Ve eté a, W¢. Donc, les corrections des vitesses ne seront

fonctions que des corrections de la presson:

a,Ug=(Pg - P A,
aug=(Ps- PS)A
a; V=Pt - PS A
a, Vi§=(Ps - P§ ) A, (3.38)
a8, We=(P¢ - PS)A
a, W =(Pg - Rf ) A,

Le systéme (3.38) exprime de fagon claire que les corrections de vitesse sont
directement liées aux corrections de pression. Les relations entre les vitesses et leurs

corrections sont donc comme suit:

Un:U:1+dn(Pl$' PF¢)
Us:U; +ds(PF¢' Pg)
Vi =V, +d, (Pg- RS) (339)

Vo :th +db(PF¢' P&)
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W, =W, +d, (P +Pg)
WW :WW +dW(PF¢' PF¢)
Les vitesses aing définies dans le systéme (3.39) doivent satisfaire I'équation de
continuité (3.28). En introduisant ces vitesses dans I'équation de continuité, on obtient
I'égquation:
2 * P A 2 * d .
In ?‘Jn 'dn(P&' Plg:) !Qas”ququp' Is ?‘Js - ds(Plg:' Pg) Bsrqp[xlprp
* e A * d .
+§/f - d (Plg:' PF¢) %Smerpu p- ?lb - db(Plg:' P&)Bsmerpr p
* . * 0 _
+§Ne -d (P¢- Rg) !Qarp Dr,Dg, - g‘a\% d,(P¢- RY) 2r, Dr,Dq, =0

(3.40)

Cette équation permet I'obtention d'une éguation de discrétisation de la correction de

la pression comme suit:
Ao PS = A B{+ AR A P+ A BRI+ A BE+HA, Rf +3¢ (341)

On note que les coefficients de I'équation (3.41) sont les mémes que les coefficients

del'équation (3.31). Maislasource n'est paslaméme, elle est égale &

_ 2 * 2 *d . * . * . d
S—§r5 Ug - 1,U,2sinds D, Df p + ng sing, - V; sind, & Drp Df
(3.42)
+§W~ - W %rPDrPDqP

Donc pour trouver les corrections de la pression on résout le systéme représenté par
I'équation (3.42). Ensuite, on utilise ces corrections pour déterminer les corrections de

lavitesse.
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3.6 Résolution des équations algébriques ou équations discrétisees :
La discrétisation des éguations modélisantes donne lieu a un systéme d'équations

algébriques. Ce systéme sécrit, sous forme matricielle, comme suivant:
[AK{ X} ={b} (3.43)

[A] Matrice des coefficients, ces éléments sont connus. Cette matrice possede la
particularité d'étre une matrice heptagonale, c'et-adire qu'dle ne contient que sept
entrées, la diagonale, trois entrées sur diagonales et trois entrées sous diagonales.

{ x} Vecteur desinconnus.
{b}Vecteur de charge, ses ééments sont connus.

Pour une résolution itérative de ce systéme d'équation, on utilise la méthode de
balayage, expliquée par S\V. Patankar [11], avec l'dgorithme de Thomas et
I'algorithme tri diagonal cyclique. Cette méthode itérative converge plus vite que les

autres méthodes itératives telles que la méthode de Gauss-Seiddl.

3.7 La mé&hode de balayage:

Soit le systéme, d'équations algébriques, représenté par |'équation de discrétisation
suivante:

AFp=AF +tAFTAF +AF +AF+AFy+S (349
La matrice des coefficients de ce systéme est heptagonale.

Ce systeme est transformé, momentanément, en le systéme suivant:

APFP:ANFN+ASFS+S* (3.45)
Avec:
S*:A:FF+ABFB+AEFE+AWFW+S (3.46)

La matrice des coefficients du systeme (3.45) est tri diagonale. Ce systéme

d'équations peut étre résolu par l'dgorithme de Thomas, qui sera expose

ultérieurement. La solution obtenue est notéeF "

La deuxieme éape du balayage commence par la considération du systéme:

APFP:AFFF+ABFB+S** (3.47)
Avec:
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S =AFN+tASFg+AcF+AyFy +S (3.48)
La matrice des coefficients du systéme (3.47) est tri diagonale, et le systéme peut ére

résolu par I'algorithme de Thomas. La solution obtenue est notéeF ™ .

Finalement, |a troisiéme (derniére) étape du balayage commence par la considération

du systéme:

APFP:AEFE+A\NFW+S*** (3.49)
Avec:

S =AFy+AFe +AF. +AFy +S (3.50)

La matrice des coefficients du systéme (3.49) est tri diagonale; mais elle contient un
élément non nul alafin de sa premiére ligne et un autre éément non nul au début de
sa derniére ligne. C'est une matrice tri diagonale cyclique. Et donc, le systéme (3.49)
peut étre résolu par I'agorithme tri diagonal cyclique, qui sera présenté plus tard. La

* %

solution obtenue, par I'algorithme tri diagond cyclique est notéeF . Cette derniere

est la solution obtenue apres les trois balayages, suivant r, q etf . Elle représente la

solution obtenue aprés une itération des trois balayages.

3.8 Algorithme de Thomas:
Cet algorithme est appelé ausss TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm). Il est utilisé

pour résoudre un systéme d'éguations tri diagonal:

[A]{f } ={b} (3.51)
Avec:

[ A] Matrice des coefficients.

{f } Vecteur desinconnues.
{b} Vecteur de charge.
La matrice[ A], doit ére tri diagonale. La méthode utilisée pour résoudre ce systéme

d'équations est I'algorithme de Thomas présenté ci-dessous:

Soit le systéme tri diagonad d'équations algébriques:
af; =bf +cf  +d, (3.52)
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a;,b,c etd, sont des coefficients, f ,, est lavaleur de |a variable dépendante dans
le point & droite du point i, f ., est lavaleur de la variable dépendante dans le point a

gauche du point i. Cette forme relie donc la variable dépendante au point P aux points
qui lui sont adjacents. Si le premier point est 1 et le nombre de point est N, on doit

(nécessairement) avoir:

c,=0 etb, =0 (3.53)

Soit larelation de récurrence:

fi=Rfi.+Q (3.54)

Cette relation avec (3.52), entraine deux autres relations de récurrence:

p-_ B8 (3.55)
a - G Pi—l

= 4 +¢ Q. (3.56)
a - G Pi—l

Avec:

R=2eaq=% (357)
a a

Ces deux paramétres sont connus. Auss il est facile de démontrer que:

Py =0 et Ty =Qq (3.58)

Récapitulation des étapes de calcul de I'algorithme de Thomas:
1- Calcul de B, et Q, del'équation (3.57).
2- Utiliser les équations (3.55) et (3.56) pour obtenir lesP et Q, pouri =1,...,N .
3- Poser Ty = Q-
4-  Utiliser I'équation (3.54) , i =N - LN - 2,... 1pour obtenir f _;,f \_,,..,f ;.

Cet algorithme est tres efficace et converge rapidement.

3.9 Algorithmetri diagonal cyclique:

La solution d'un systéme, d'équations algébriques, tri diagonal cyclique est un peut
plus compliquée que celle du systéme tri diagona simpleele est représenté par
I’équation indicielle suivante :

agF ¢ =byF i +CF  +dy (3.59)
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Tk+1 8 k KL
Kkk = 3

11, sk=KL
ik-1,s kt1l
kk=p o
TKL, sik=1

On introduit larelation de récurrence suivante :
(360) @, =E, Dy + R Dy +Gy

Cette relation est aussi vrai pour kk:
Dy =B @y + R @yr + Gy

(3.61)
En remplacant (3.61) dans (3.59) on obtient:
R0, = — —(Puk T =Pk T é 1]
&3 - CyEc &y - CyEc €8y - CEw 0

(3.60) est (3.62) sont identiques et on obtient trois nouvelles relations de récurrence :

by E = Cy P
ay - C By a - CEw

Pour calculer les @, k=KL - 1, KL -2, KL -3,.....,3,2,1, avec lardlation de
récurrence(3.60),il nous faut lavaeur de @, qui seradéterminée dans ce qui suit :
Del'équation (3.59) on a

kL Fu =beFo+e Fyra tdeg

Cette équation est réécrite sous la forme:
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PFw =QF +c Fya+tRy
(3.63)

avec:

P =ay. , Q) =by @R, =dy
D'apres (3.60):
Q, =E, @, +FDy +G,
Cette équation et utilisée dans (3.63) et on obtient:
[Pl - QlFl]F KL :[Ql El]F 2 T C Fuat [Rl +Q Gl] ’
PRk =QoF o v Fya TR,
Auss del'équation (3.60), on a
0, =E; 053+ KDy +G,
Cette équation est utilisée dans la précédente et il vient :
[Pz - QZFZ](DKL :[Qz Ez](Ds +Cx Pypa * [Rz +Q, Gz]
Qui est réécrite:
PsF kL =QsF s +Ck Fyia tRs
,en utilisant I”équation(3.60)...ectF ,Ex @, et en replace @3 en fonction de
Cette procédure est continuée jusgu'al'obtention de I’ équation :
I:)KL-l(]DKL = QKL-l(DKL-l + CKL(DKL-l + RKL-l :[QKL-l + CKL] (DKL-l + RKL-l
(3.64)

On peut constater facilement que nous avons trois nouvelles relations de récurrence:
Pe =Pe1- Qw1 Fa

Qx =Qu1 Eiy

R =R+ Qi1 Gy

F)KL-l(DKL = [QKL-l + CKL] (DKL-l + RKL-l

Avec |'équation (3.60) on a:

(DKL-l = EKL-l(DKL + I:KL-l(]DKL + GKL-l = [EKL-l + I:KL-l] (DKL + GKL-l

Cette égquation et utilisée dans (3.60) et il vient:

PKL-l(DKL :[QKL-l + CKL] ( [EKL-l + I:KL-l] (DKL + GKL-1)+ RKL-l
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@, Cette &quation donne la valeur de

_ [QKL-1+CKL]GKL-1+RKL-1

KL —
F)KL-l - [QKL-l + CKL][EKL-l + I:KL-l]

Finalement le cacul de @y permet avec I’utilisation de I’équation (3.60) le calcul des
Dy
3.10 Algorithme SIMPLER
Cet dgorithme et une version révisée de l'algorithme SIMPLE. Il est utilisé pour la

solution séquentielle des systemes d'équations de discrétisation des vitesses et de la
pression. L'idée de base de cet algorithme consiste en I'utilisation d'une initialisation
du champ de vitesse, qui aprés son introduction dans I'équation de pression et sa
résolution donnera un champ de pression estimé. Ce champ de pression sera introduit
dans les équations de discrétisation des trois composantes de la vitesse et qui donnera
un champ de vitesse estimé aprés leur résolution. Ce champ de vitesse estimé ainsi
obtenu, sera utilisé pour I'obtention de la correction de la pression, qui a son tour
servira a corriger le champ de vitesse. Ce champ de vitesse corrigé sera utilise, a
nouveau comme champ de vitesse initial, et les étapes précédentes sont poursuivies
jusqu'a atteindre la convergence.
Les étapes a suivre sont résumé comme sulit:

1- Initialiser le champ devitesse U, V, W.

2- Calculer les coefficients des éguations de discrétisation de U, V et W.

3- Calculer les pseudo vitesses U,V etW des équations (3.27) par un calcul

direct, en utilisant le champ de vitesse initial.

4- Utiliser les pseudo vitesses pour calculer la source de l'équation de
discrétisation de la pression, équation (3.31).

5- Résoudre I'éguation de discrétisation de la pression est ains obtenir une
estimation du champ de pression.

6- Utiliser cette estimation du champ de pression pour calculer les sources des
équations de discrétisation de U, V, et W.

7- Résoudre les éguations de discrétisation de U, V et W; ains on obtient un
champ de vitesse estimé.

8- On utilise le champ de vitesse estimé obtenu pour calculer la source de
I'équation de discrétisation de P. C'est-a-dire la source de I'équation de

discrétisation de la correction de la pression, équation (3.41).
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9- Résoudre I'équation de discrétisation de P et ainsi obtenir le champ de la
correction de la presson.

10- Corriger le champ de vitesse en utilisant les corrections de la pression,
équations (3.38).

11- Vérifier I'atteinte de la convergence selon le critére de convergence choisit, s
cette convergence est atteinte on arréte les calculs. Si la convergence n'est pas

atteinte on reprend les calculs de I'éape 2, jusqu'a la convergence.

Le critéere de convergence dans notre cas est |'atteinte du régime permanent. Une fois
le régime stationnaire obtenu, on sattend a ce que le bilan global de la quantité de
mouvement soi satisfait; et on obtient auss I'égalité des moments (par rapport a I'axe

vertical des spheres) des forces exercées sur les surfaces des deux spheres.

3.11 Validation
La solution séquentielle des éguations de discrétisation des variables dépendantes suit
I'algorithme SIMPLER. Le systeme d'équations algébriques de discrétisation de
chague variable dépendante est résolu avec la méthode itérative de balayage, utilisant
I'algorithme TDMA suivant les directions radiae et polaire et I'algorithme TDMA
cyclique suivant la direction azimutale. Les cas correspondants aux nombres de
Reynolds égaux & 100, 200, 300 sont résolus avec un pas du temps égal 41072 et ceux
correspondants aux nombres de Reynolds égaux & 400 et 500 avec le pas de temps de
510™. Le premier cas, avec le nombre de Reynolds égal 4100 est résolu avec des
conditions initiales statiques. Avec chaque variation du nombre de Reynolds, la
solution est obtenue avec celle du nombre de Reynolds précédent, comme état initial.
Toutes les solutions obtenues sont stationnaires. L'état stationnaire est caractérisé par
une évolution temporelle nulle de I'écoulement et I'équilibre des torques des deux
sphéres.

Le code développé a été validé par comparaison avec les résultats fournis par

Munson et Joseph [4] qui sont, qualitativement, exactement similaires a ceux produits
Par notre code de calcul. La figure 3.14 en est une illustration de  I’écoulement

unicellulaire produit par le code et les auteurs de la référence [4].
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Stream
0.2
0.007
0.002
0.000

-0.000
-0.002
-0.007
-0.mz2

Figure 3.14: Fonction de courant dans un plan méridional calculée pour
b =05, Re =100 et Ro=-1.
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4. Résultats

L'écoulement de Couette sphérique contrarotetif, pour des faibles nombres de
Reynolds, est stationnaire et axisymétrique. L'écoulement est entrainé par les contra
rotations des deux spheres. L'écoulement secondaire, dans le plan méridien, est
infinitésma (et donc négligeable); I'écoulement principal est approximativement
représenté par la distribution méridionale de la vitesse azimutale. Cette distribution peut

étre obtenue par la solution de I'équation de la quantité de mouvement azimutale

simplifiée:
2 . . .

rizﬂ_'"réa ﬂtw,%”z;nq%an?qﬂw,% rz;%q =0 (41)
Avec les conditions aux limites:

A r=1 W =sinq 4.2
Ar=15 W =-0.75sinq 4.3
Ag=0, W=0 (4.4)
Ag=p,W=0 (4.5)

La solution, obtenue avec laméthode de séparation des variablesM. D. Greenberg [12]
est:

_e 43, 811¢

W(r, - —+——ZIrdn 4.6
(q)gBB 3Brig a (40

Cette didribution est caractériste par une didribution polaire sinusoidale
(proportionnelle asinq ): le niveau de la vitesse est nul aux pdles et augmente (en valeur
absolue) en dlant vers I'équateur. Suivant la direction radiale, le plan méridien se divise
en deux parties: I'une avec des vitesses positives (comme celle de la sphére intérieure),

['autre avec des vitesses négatives (comme celle de la sphére extérieure). Ces deux
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zones sont nécessairement séparées par une surface & vitesse azimutale nulle appelée
surface nodale. La surface nodale (ouW =0) est une sphere de rayonr » 1.235. Cette
surface ninclue pas I'axe de rotation (q =0etqg =p ) ou on a auss W =0 comme
limite. La solution de I'éguation (4.6) nous montre que la vitesse angulaire de rotation
(égale a W divisée par le rayon cylindriquer sinq ) est purement radiale. Cependant, la

solution (4.6) n'est valable que pour les trés faibles nombres de Reynolds (Re ® 0).

4.1 Digribution dela vitesse azimutale

Pour les nombres de Reynolds (considérés dans cette études), I'écoulement de Couette
sphérique contrarotatif est tri directionnel (avec trois composantes de vitesse); mais il
est stationnaire (il atteint un état permanent) et axisymétrique (invariant suivant la
direction azimutale). 1l est représenté par un écoulement principal et un écoulement
secondaire. L'écoulement principal est illustré par la distribution méridionale de la
vitesse azimutale, représentée dans la figure 4.1a-4.1.f, pour les nombres de Reynolds
considérés dans cette étude. Pour le nombre de Reynolds le plus faible, la distribution
est quas radiae sphérique. Avec l'augmentation du nombre de Reynolds, la distribution

est déformée par des protubérances, prés de I'équateur, dues a I'écoulement secondaire.
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ny
1.0000
0.a271
0254
07813
07023
D5
05525
0.4306
0.HET
023432
02502
01973
01280
0.0a21
-0oe0e
-0.0032
-0AGET
-0.2306
-0.3125
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-0.49533
-0.5313
-0.ED42
-0E7T
-0.7500

Figure4.1-a Distribution méridionalede la vitesse azimutale pour e cas Re=100

ny
1.0000
0.a271
0254
07813
07023
D5
05525
0.4306
0.HET
023432
02502
01973
01280
0.0a21
-0oe0e
-0.0032
-0AGET
-0.2306
-0.3125
Rukc =
-0.49533
-0.5313
-0.ED42
-0E7T
-0.7500

Figure4.1-b. Digribution méridionale de la vitesse azimutale pour Re=200
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Figure4.1-c. Distribution méridionale dela vitesse azimutale pour Re=300
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Figure4.1-d. Digribution méridionale de la vitesse azimutale pour Re=400
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Figure4.1-e Distribution méridionale dela vitesse azimutale pour Re=500

4.2 Evolution dela vitesse angulaire

Dans les figures 4.2-a — 4.2-e, on représente la distribution méridionale de la vitesse
angulaire. Pour le nombre de Reynolds le plus faible (100), la distribution de la vitesse
angulaire est quas radiale sphérique, caractéristique d’une rotation relativement faible.
Avec |I’augmentation du nombre de Reynolds, la variation angulaire polaire de la vitesse
angulaire prend de I’ampleur autour de I’équateur ; sous I’effet de |’écoulement
secondaire plus intendfié. Aing, la digribution méridionae de la vitesse angulaire

manifeste des protubérances autour de I’équateur.
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Figure4.2-a. Digribution méridionale dela vitesse angulaire pour Re=100
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Figure4.2-b. Distribution méridionale de la vitesse angulaire pour Re=200
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Figure4.2-c. Distribution méridionale dela vitesse angulaire pour Re=300
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Figure4.2-d. Distribution méridionale de la vitesse angulaire pour Re=400
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Figure4.2-e. Distribution méridionale dela vitesse angulaire pour Re=500

4.3 Ecoulement secondaire

Le couplage des trois équations de Navier-Stokes prédit qu'une distribution spatiale de
lavitesse azimutale induit un écoulement secondaire considérable dans le plan méridien,
pour des nombres de Reynolds qui ne sont pastres faibles (voir les figures 4.3a— 4.3¢).
L'écoulement secondaire est déterminé par I'équilibre des forces centrifuges, des forces
de pression et des forces visgueuses. Pour le premier nombre de Reynolds considéré
(Re=100), I'écoulement secondaire se manifeste sous la forme de deux cdlules
(d'Eckman) contrarotatives dans chaque hémisphére de l'entrefer sphérique. Dans,
chague hémisphére, une cedlule est collée a chaque sphére. Avec, |'augmentation du
nombre de Reynolds, la forme des cellules de I'écoulement secondaire change: les
cellules accolées ala sphére intérieure subissent un pincement a une certaine distance de

I'équateur et prés de la sphére intérieure. Le pincement est plus fort avec I'augmentation
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du nombre de Reynolds. L'écoulement secondaire induit par I'écoulement principal (la
rotation suivant la direction azimutale) affecte la distribution de ce dernier comme
I'exige le couplage des composantes des vitesse dans les éguations modélisantes. Aing,
les isotaques de la vitesse azimutale sont plus déformées par le resserrement du

pincement de |'écoulement secondaire (voir lesfigures 4.1-c, 4.1-d et 4.1-e).

Dans ce qui suit, nous présentons une interpréation physique de I’apparition du

phénoméne de pincement. Dans notre étude, la fonction de courant est calculée avec la

: ﬂlet avec la valeur arbitraire y =0 & la paroi de la sphere
rsing Ir

définition V =

intérieure. Si on examine la distribution de la fonction de courant de la cellule, prés de
la sphére intérieure, dans I'hémisphére sud, on constate que les valeurs de la fonction de
courant, sont positives ou nulles (la cellule tourne dans le sens horaire). A la limite
extérieure de la cellule la fonction de courant est nulle, et elle augmente en alant a
I'intérieure de la cellule. Pour le nombre de Reynolds le plus faible (100), le maximum
(local) de la vorticité azimutale se trouve au milieu du noyau de la cellule ou se localise
le maximum de la fonction de courant comme prévu. En séloignant du noyau, suivant la
direction polaire (vers le pble sud ou vers I'équateur) la vorticité azimutale diminue;
cette digtribution de la vorticité n'induit pas un phénomene de pincement de la cellule de
I'écoulement secondaire (voir les figures 4.3-f et 4.3-g). Cependant, avec I'augmentation
du nombre de Reynolds, a l'intérieur de la méme cellule de I'écoulement secondaire
(accolée a la sphére intérieure, dans I'némisphére sud), les effets d'étirement des lignes
de la vorticité augmentent la vorticité azimutae prés de I'équateur. Toujours a l'intérieur
de la méme cellule, en séloignant de I'équateur vers le pdle sud, la vorticité diminue

puis augmente. Cette variation polaire de la vorticité azimutale diminue le niveau de la
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fonction de courant (dans la zone de diminution de la vorticité) et le rapproche de celui
de la fonction de courant a la limite de la cellule et ceci crée le phénomeéne de
pincement de la cellule de I'écoulement secondaire (voir les figures 4.3-h et 4.3-i). Un
raisonnement similaire peut étre fait pour expliquer l'induction du pincement de la
cellule, de I'écoulement secondaire, accolée a la sphere intérieure, dans I'hémisphére

nord; mais avec l'inversement des signes de lafonction de courant et de la vorticité.

Figure 4.3 -a. Ecoulement secondaire pour Re=100
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Figure 4.3-b. Ecoulement secondair e pour Re=200
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Figure 4.3-c. Ecoulement secondaire pour Re=300
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Figure 4.3-d. Ecoulement secondair e pour Re=400
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Figure 4.3-e. Ecoulement secondaire pour Re=500
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Figure4.3-f Fonction de courant del’écoulement secondair e dans I’hémisphére

sud pour Re=100.
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Figure 4.3-g Vorticité azimutale de I’écoulement dans |’hémisphere sud

pour Re=100.
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Figure 4.3-h Fonction de cour ant de |’écoulement secondair e dans I’hémisphére

sud pour Re=400.
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Figure4.3-i Vorticité azimutale de I’écoulement dans |’hémisphére sud
pour Re=400.

4.4 Distribution de la pression

Dans lafigure 4.4-a— 4.4-e, on illustre la distribution méridionale de la pression. Cette
distribution montre une pression maximae au niveau de I’équateur & la surface de la
sphére extérieure. Loin des poles, la pression croit radialement. Suivant la direction
polaire on constate une diminution monotone de la pression en allant de I’équateur vers
les pbles. Cette distribution est affectée par I’intensité de I’écoulement secondaire,

dépendante du nombre de Reynolds, qui déforme les surfacesisobares.
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Figure4.4-a. Distribution méridionale dela presson pour Re=100
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Figure4.4-b. Distribution méridionale de la pression pour Re=200



4.Chapitre 4 Résultats

0.053
0.0437
0.0443
0.0399
00355
0.0311
00267
00222
0.mM7a
0.01 34
0.0090
00046
0.0ooz
-0.004az
-0.00&6
-0.0130
-00174
-0.0215
-0.0262
-0.0307
-0.0351
-0.0395
-0.0439
-0.0453
-0.0527

Figure4.4-c Distribution méridionale de la pression pour Re=300
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Figure4.4-d. Distribution méridionale de la pression pour Re=400
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Figure4.4-e. Distribution méridionale dela presson pour Re=500
4.5 Aspect énergétique de I’écoulement

Dans ce qui suit, on donne une interprétation énergétique de I'écoulement entre deux
sphéres contrarotatives. A I'éta stationnaire, |'écoulement a besoin d'une certaine
énergie cinétique pour entretenir son mouvement. Une partie de I'énergie de
I'écoulement est transformée en chadeur par la dissipation visgqueuse (effet des
frottements visqueux dans I'écoulement). Cette énergie dissipée doit étre compensee par
I'énergie transférée par les sphéres rotatives au fluide. L'énergie nécessaire a la rotation
des deux spheres est obtenue par des moteurs extérieurs. On peut quantifier la puissance
nécessaire a la rotation de chaque sphére par le produit scaaire du vecteur du torque
axial (moment axial de laforce de cisaillement ala paroi de la sphere) et du vecteur de
la vitesse angulaire de la sphére. Les vecteurs des vitesses angulaires des rotations des

spheres sont connues (Wl'eZ etWZ'ez). Le vecteur du moment de la force de cisaillement

alasurface de la sphére intérieure est définit .
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eaeﬂay_VQ 1 qU

er . 1r
T:=C rsingle, U r— ——r sing dq df
R QQ[ al § & Trérg rsng 1f 4 Hef
] (4.7)
e pe & JaWvo 1 ﬂU
=- ATGl — C— —+ ——=r3sin?qd df e
QQé frér g rsing ﬂfg a9 H

Le vecteur du moment de la force de cisaillement ala surface de la sphére extérieure est

définit par:
r 2 pr . & fTave, 1 U
T = rsingle Uangr —C—=+ ——r sing dq df
Re QQ[ ] eﬁg‘ﬂrgrg rsing Tf g Hef
. (4.8)
& ,
:épéA at?laé/_V9+ 1 ﬂ——r sin qdqdfue
& & Trér g rsing 9f 5 0
Dans |'équation précédente, on définit:
La contrainte de cisaillement alaparoi:t , =t,, = 8$1¢3N_VQ+ 1 U9
”E ffrér g rsing 9f g
Compte tenu de I'axisymétrie de I'écoulement,t ,, =t , ngrlaé/_VQE
firer gy
L'éément différentiel de la surface sphériquer * sinq dq df
Le vecteur unitaire azimutal é
Le vecteur unitaire radial cylindrique ér
Lerayon cylindriquer =rsing
La puissance nécessaire pour larotation de la sphére intérieure est:
é
Q:—épéA a?lg—gor sin qdqdfu (!_\Z-Wléz
6 &8 Trer gy =g,
] (4.9
é
:—széWf a?lgéNoOr sin qdqdfu
é refl og Ur=r,
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La puissance nécessaire pour larotation de la sphére extérieure est:

> (D

p

u
0= Qe L AR sgnzqaqdig & - Wb
0 04 S
e 1 oo O, (4.10)
) 0 |
= dW,angr -2 Ersinzqdg ot
& & Trér gy Or-r,

D'aprés le théoréme du moment cinétique, on peut montrer qu'en régime stationnaire, la
somme vectorielle des torques des forces de cisaillement aux deux surfaces sphérique
est nulle: les torques ont des signes opposés et des modules égaux. Cette égalité des
modules des torques est représentative de |'atteinte du régime permanent. Considérons
le moment cinétique axial du fluide (ayant une masse volumiquer ) de l'entrefer

sphérique en rotation (autour de I'axe vertical z):

[=18 :épé 3 [rsingé, U[r_rzsinq dr dq df W(r,q,f,t)]er\f
’ Q (4.11)

—Q 6Q[rr sin’q dr dq df W(rqf t)]

Pour le volume de contréle égal a celui de I'entrefer sphérique fluide, le théoreme du
moment cinétique sénonce comme suit:

Le taux de variation temporele totale du moment cinétique axial est égal a la somme
des moments axiaux (torques suivant la direction axiae) des forces extérieures

appliquées aux fluide de I'entrefer.

d o [T

forces extérieures

Sachant que les forces extérieures de pression sont suivant la direction radiale sphérique
(normales aux surfaces sphériques), elles n'ont pas de moments axiaux. La force de
gravité n'est pas prise en compte dans cette étude, et méme s elle est prise en compte,

elle n'a pas de moment axia (elle est suivant la direction de I'axe de rotation). Donc
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seuls les deux moments axiaux des forces de cisaillement aux surfaces sphériques sont
considérés:

r

dL _r
E = Tforce decisaillementar=R, +Tf0rce decisaillementar=R, (413)

Sachant qu'en régime stationnaire, la vitesse azimutde est axisymétrique et
indépendante du temps:W(r,q.f ,t) =W(r,q), le moment cinéique axial est stationnaire

et sadérivée temporelle totae est nulle; et il vient:

=T +T

o-

(4.14)

force decisaillement ar=R, force decisaillement ar=R,
La somme vectorielle des torques (de signes opposés) est nulle et leurs modules sont
€gauXx.

On définit un torque non dimensionnel égal au torque normalisé par MW, R>et dans le
tableau 1, on présente les modules du torque des surfaces sphérique des cas considérés.
Il est clair que le torque non dimensionnel augmente avec le nombre de Reynolds. Ceci

est dO a l'augmentation des forces de cisaillement (non dimensionnelles) aux surfaces

sphériques avec |'augmentation du nombre de Reynolds.
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Tableau 1 : Variation du torque adimensionnel des forces visgueuses aux surfaces

sphériques en fonction du nombre de Reynolds.

Nombre de Reynolds Module du torque adimensionnel
100 57.6
200 58.2
300 67.6
400 74.7
500 79.4




Concluson

Concluson

Dans ce mémoire on a éudié numériquement I'écoulement laminaire d'un fluide visgueux
compris entre deux spheres concentriques en contrarotation. dans un entrefer relativement
large, $=0.5, et un nombre de Rossby relativement modéré, égale a -0.5 et des nombres de
Reynolds variant entre 100 et 500 par pas de 100. Le probleme a éé modaisé
mathématiquement par I'équation de la continuité et les équations de la quantité de
mouvement dans les trois directionsradiale polaire et azimutale des coordonnées sphériques .
La discrétisation des termes temporels dans les équations de Navier Stokes est du second
ordre. Quant a la discrétisation temporelle des termes convectifs et non linaires, elle est auss
du second ordre et suit le schéma d'Adam-Bashforth. Les termes diffusifs et de pression ont
été évalués au temps t+At. Les dérivées spatiales ont été discrétisées en utilisant la méhode
des différences centrées du second ordre.

La discrétisation des équations modélisantes a généré des systemes d'éguations algébriques
dites équations de discrétisation. On a résolu séquentiellement ces systémes d'équations de
discrétisations en utilisant I'algorithme SIMPLER. Chagque systéme linéaire d'équations est
résolu par la méthode itérative du balayage. La technique de baayage englobe I'utilisation de
I'algorithme de Thomas ( TDMA) , dans la direction radiale et méridionale, et de I'algorithme
de thomas cyclique ( TDMAC) pour la direction azimutale.

On a obtenu deux régimes d'écoulement. Le premier régime, obtenu avec le nombre de
Reynolds égale & 100 est représenté par un écoulement secondaire sous la forme de cellules
d'Eckman . Ce régime est caractéristique d'une rotation relativement faible.

Avec l'augmentation du nombre de Reynolds, on obtient un autre régime représenté par les
cellules d'Eckman pincées prés de |’équateur. Le pincement est plus fort avec I'augmentation
du nombre de Reynolds et peut étre le précurseur d'une division des cellules pincées, pour des
nombres de Reynolds supérieur & 500.

Comme perspectives, on peut considérer le cas ou les deux sphéres seraient sujet a un

transfert de chaeur, la présence d'un champ magnétique pourrait aussi étre considéré
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Nomenclature

Nomenclature

point se trouvant dans le sens négatif de la direction polaire par rapport au point P
face située entre les deux points P et B
point se trouvant dans le sens positif de la direction azimutale par rapport au point P
face située entre les deux points E et P
point se trouvant dans le sens positif de ladirection polaire par rapport au point P
face située entrelesdeux points F et P
point se trouvant dans le sens positif de ladirection radiale par rapport au point P
face située entre les deux points N et P
point se trouvant au centre du volume de contréle typique (point de référence)
distance radiale
nombre de Reynolds
nombre de Rossby
point se trouvant dans le sens négatif de la direction radiale par rapport au point P
face située entre les deux points Pet S
torque
symbole du temps
composantes radiales de la vitesse
composantes polaires de la vitesse
composantes azimutales de la vitesse
point setrouvant dans le sens négatif de la direction azimutale par rgpport au point P
face située entre les deux points P et W
distance radial e entre deux point du maillage décalé non typique

distance entre deux points du maillage typique non décalé dans la direction polaire

df ¢ distance entre deux point s du maillage typique non décalé dans la direction azimutale

Lettres grecques

B
f

D
0
1

rapport d aspect
angle azimutal
variable indépendante
angle polaire

viscosité dynamique du fluide




Nomenclature

n  viscosité cinématique du fluide

Q1 vitesse angulaire de la sphere intérieure
Q, vitesse angulaire de la sphére extérieure
) Rayon cylindrique

r  masse volumique du fluide

®  vorticité

v fonction de courant

At incrément temporel

A6, distance polaire entre deux faces du maillage typique non décaé

Af , distances radiales entre deux faces du maillage typique non décalé

Indices

U indique le décalage suivant la direction radiale

% indique le décdage suivant la direction polaire

w indique le décalage suivant la direction azimutale
r,q,f Relatif aux directionsradiae, polaire et azimutale.

Exposants
t indique que le terme est évalué au tempst
t-At  indique que le terme est évalué au temps t-At

t+At indique que le terme est évalué au temps t+At
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Résumé

Résumé
Cette étude numérique concerne I'évolution de I'écoulement de Couette sphérique, entre deux
sphéres contrarotatives, avec I'augmentation du nombre de Reynolds. Le but de I'étude est la
détermination de |'apparition et de I'évolution du phénoméne de pincement de I'écoulement
secondaire dans le plan méridien avec 'augmentation du nombre de Reynolds. L'écoulement
est moddisé par les équations différentielles, aux dérivées partielles, de continuité et de
Navier-Stokes, avec des conditions initiales et aux limites appropriées, exprimées dans les
coordonnées sphériques. La forme non dimensionnelle du modéle mathématique fait
apparditre trois paramétres de controle: le rapport daspect, b = (R2 - Rl)/ R est

arbitrairement fixé & 0.5, le nombre de Rossby (Ro =W, /W,) est arbitrairement fixé &-0.5 et

le nombre de Reynolds Re = (Rle /n) est varié entre 100 et 500 avec un incrément de 100.
Les équations modélisantes sont résolues avec la méthode des volumes finis. La discrétisation
spatiotemporelle est avec une précision du second ordre. Le maillage numérique a 32 points
suivant la direction radiale, 189 points suivant la direction de I'angle polaire et 32 points
suivant la direction de I'angle azimutal. L'évolution temporelle est accomplie avec un pas de
temps non dimensionnel égal & 103, Les écoulements des cas considérés sont stationnaires et
axisymétriques. Pour le nombre de Reynolds initia (Re =100), I'écoulement secondaire, dans
le plan méridien, se manifeste sous la forme de deux vortex contrarotatifs (cellules d'Eckman)
dans chague hémisphére. Avec I'augmentation du nombre de Reynolds, les deux cellules pres
de la sphére intérieure sont déformées par un phénomene de pincement prés de I'éguateur. Le
pincement apparait faiblement avec le nombre de Reynolds 200; mais se resserre
continuellement avec l'augmentation du nombre de Reynolds entre 200 et 500. Cette
évolution prédit que le phénomeéne de pincement est e précurseur d'une possible division des

celules, prés de la sphére intérieure, en deux celules; entrainant une bifurcation importante
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Résumé

de I'écoulement, pour des nombres de Reynolds supérieurs. Cette bifurcation sera recherchée

dans un travail futur.

Mos clés : sphéres contrarotatives —écoulement avec pincement-simulation numérique .

100



Résumer En Arabe

el

D5 OB S pale S O obiae e g W s bl JiE e Olboa Leae Lo Jaall 1
cOStaall oY1 (AW sl de pun A 8 S o015 Wy sl Ao a5V 580

e sl (Sl 54ms =05 o sl s Sl Hhd Caas e dyp I8 sl o A
500 Y 100 ¢» =i Reynoles 2= g (4-0.5 ssd 5 Rossby

- CALATY) b A al) LaS A Ll i Yolaa 5 ALSH Jain Alsbaas (s el Uil Likia
Agiall o gaall A8y jlay cila CYalaall el 5 alaill ¢ (s yLadl

B e o Lgle Juasdl Gl all g 5l

Crfiel 52 35a 50 s 98 S0 Gl sl 100 s Reynoles 2xe dal (e

o=l ae (s WAl S5 Reynoles a3 dad 33b ) ae (12 - vOrtex )

Reynoles 2= gl& )b ala 3 41 200 s Reynoles Jal ¢« W ¢ 58 (pincement )
ol g 55 IS ddea A ) 25 500 5 200 O

dpaaal) BlSLaall- Gl Gl a5 - Al calalgll



