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Introduction générale 3

Introduction générale

Pour tout probléme de physique quantique, il est admis maintenant selon la vitesse des par-
ticules que la mécanique quantique non relativiste ou relativiste décrit et explique correctement
les phénomeénes physiques.

Au départ, nous savons qu’il y avait en paralléle, la mécanique de Schrodinger et une autre
utilisant les matrices qui donnaient des résultats comparables a ceux de ’expérience. C’est ainsi
que le classique a été complété par le quantique malgré une certaine resistance a cette nouvelle
idée probabiliste de la physique .

Les fondements de la mécanique quantique ont été par ailleurs examinés et étudiés par
certains physiciens parmi lesquels on peut citer le plus connu Dirac [1]. Et c’est précisement
sur une idée conceptuellement classique de cet auteur, concrétisée ensuite par R. P. Feynman,
[2]qu’une autre nouvelle approche de la mécanique quantique a vu le jour : il s’agit des intégrales
de chemins.

Cette nouvelle approche d’intégrales de chemins avec son cadre classique, est actuellement
un moyen simple et accessible a I’esprit humain orthodoxe pour I'analyse et la compréhension
des phénomeénes physiques en mécanique quantique.

Du point de vue pédagogique, avec des notions simples et uniquement classiques comme
I’action , les chemins, le lagangien... que cette approche permet d’aborder le concept probabiliste
de la mécanique quantique usuelle qui est non évident pour des esprits non préparés.

C’est ainsi que cette approche est devenue & I'’heure actuelle un outil de quantification
incontournable surtout pour les théorie modernes comme par exemple la théorie des cordes.

Cependant avec tout ce succes, les intégrales de chemins se développent malgré les difficultés

qu’il faut & chaque fois contourner comme par exemple I'intégration de I'entité fondamentale
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de la physique représentée par le spin qui est de nature discréte au moyens des chemins qui
sont d’essence continue.

Dans ce travail, nous considérons le probléme d’une particule relativiste soumise a ’ac-
tion combinée de deux champs d’ondes électromagnétique planes et orthogonales et le traitons
suivant I’approche path intégrale.

Ensuite le mouvement de la particule dotée du spin 1/2 (Dirac) est étudié suivant deux
formalismes celui de Fradkin-Gitman|[3] et celui d’Alexandrou [4] et al.

La comparaison de nos resultats est faite avec ceux de [5].

L’organisation de ce mémoire est la suivante :

- Dans le chapitre 1, il est procédé au traitement de la particule scalaire relativiste chargée
(spin 0 ou de méme sans spin), décrite en mécanique quantique par ’équation différentielle
du second ordre en coordonnée de ’espace-temps quadri-dimensionnel, qui est ’équation de
Klein-Gordon, soumise & ’action combinée de deux champs d’ondes électromagnétiques planes
et orthogonales. Les conditions d’orthogonalité sont prises conformémént a ceux de [5].

Suivant la technique de Fradkin-Gitman|[3| le propagateur est d’abord construit et calculé
ensuite. Les fonctions d’onde et le spéctre d’énergie de notre particule scalaire, constituant le
test le plus important de nos calculs, sont alors extraits. Le propagateur [6], [7] est par ailleurs
déterminée semiclassiquement via la résolution de 1’équation de Hamilton-Jacobi [8]

-Dans le chapitre 2, il a été procédé au traitement suivant la technique de Fradkin-Gitman
en considérant [3]cette fois ¢i une particule de Dirac (particule spinorielle relativiste) chargée
soumise a l'influence combinées de deux champs d’ondes électromagnétiques planes avec les
mémes conditions que ceux de [5] .

La fonction de Green du probléme comparée au cas simple bosonique du chapitre précédent
est plus difficile & construire et aussi & obtenir & cause des variables de Grassmann relatives au
spin qui interviennent par l'intermédiaire des matrices v de ’équation de Dirac

-Dans le chapitre 3, le méme probléme du chapitre 2 est reconsidéré par le formalisme des
intégrales de chemins, mais suivant la technique d’Alexandrou et al.[4] dans I’approche dite
globale

-Enfin une discussion sur les méthodes et leurs domaines d’application et ainsi les difficultés

rencontrées & travers ce mémoire sont données en conclusion.



Chapitre 1

Particule chargée scalaire (spin 0) sous
’action combinée de deux champs

d’ondes planes et orthogonales :

1.1 Introduction

Notre but dans ce chapitre, est de calculer la fonction de Green causale pour une particule
scalaire (spin 0) relativiste chargée soumise a 1’action combinée de deux champs d’ondes planes,
que nous prenons pour faciliter les calculs, orthogonales selon la littérature[5], et tout ceci
suivant I’approche du formalisme des intégrales de chemins et enfin, nous extrairons les fonctions
d’onde ainsi que le spéctre d’énergie correspondant. Comme confirmation des résultats obtenus,
nous ferons la comparaison et la vérification avec ceux de [6],[7],[9] — [11] mais aussi avec les
reférences qui existent pour un seul champ et ceci en supprimant soit 'un des deux champs
ou soit carrément les deux champs (le cas libre). Avec ces résultats exacts, nous pouvons
faire comme complément la comparaison avec la méthode de calcul semi classique usant de
I'équation d’Hamilton-Jacobi de la section suivante (section 1.2) et ainsi valider les résultats de

cette derniére.
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1.2 Meéthode Exact(Technique Fradkin-Gitman) :

1.2.1 Construction de la fonction de Green causale

La fonction de Green pour une particule scalaire chargée relativiste soumise a I'action com-
binée de deux champs d’ondes planes et qui correspond a I’équation de Klein-Gordon considérée,

dans ’espace de configuration est :

(P = m?) B(xy, 24) = —8" (25 — 4) (1.1)

ou
P2, = PP, n=0,1,2,3, avec Ny = diag (1,—1, -1, —1) la métrique de 'espace plat de
Minkowski et
Pl (O, ) = 10k — e A (z3) — eB* (x) (1.2)

L 1=01,23

avec i 0, est la représentation espace de configuration de I'opérateur moment conjuguée de
la particule, |e|)0 est la charge de la particule, A (x) et B (z) sont les quadrivecteurs potentiel.

Selon Schwinger, B¢(xy, z,) se présente comme ’élément de matrice d’un opérateur Be:

Be(w, 24) = (xs| B° |z)

tel que : les |x) sont considérés comme les états propres de 'opérateur auto-adjoint X et
forment un systéme orthonormé complet

Xt |z) = ot |z), zp|ze) = 0% (2 — 24), [X“,X”} =0, /|x> (x| dx = 1, Vopérateur du
moment conjugué correspondant ]5“ tel que : Pr lp) = p"|p), []5“,)2 ”] = —id, (pp| pa) =
0 (o= pa) » (wel ) = 6 (wp — ), (] PP |wa) = —i0,6" (w3 — 24) ,

On représente alors [3], [12], Iopérateur I1# par la relation : P*0* (z, — z,) = (x| TI* |y)
alors il vérifie :

[f[“,f[”] = —jefm (X), alors : [I" = —Pr — eA, (X) et [lﬁ[u,)@’] = +10,,

L’équation (1.1) donne alors I’équation opératorielle suivante :

(ﬂ2 - m2> Be=—1 (1.3)
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on [ = —Pr — e Ar (X ) — eBr <X ) tel que P est Iopérateur quadridimensionnel du
moment conjugué.

Alors :

. —1
Be = (1.4)

(ﬂQ—mQ—I—z’e)

En profitant de la technique du temps propre de Schwinger pour un opérateur bosonique
(quelques fois Fock-Schwinger), notre fonction de Green s’écrira au moyen d’une intégrale sur

le temps propre bosonique .

Be = 3/ et H(XP)A gy (1.5)
2 Jo
avec
v D 1 2 2
H(X,P>:§(m I —ze) (1.6)

On peut alors écrire (1.5)dans I'espace de configuration :

B (29, 14) = % /0 o ]e—i ﬁ<X’p)A‘xa>dA (1.7)

En vue d’écrire(1.7) sous forme intégrale de chemins dans I’espace des phases, prenons
en compte la procédure de Weyl pour 'ordre des opérateurs et pour passer des opérateurs
aux valeurs propres (c’est la discrétisation), subdivisons comme d’habitude 'intervalle [z,, x})
en N parties qu'on supposera égales pour simplifier, puis insérant (N — 1) fois la relation de

complétude (fermeture) :

[ s ata; =1, (18)

puis N fois la relation de fermeture

/ 19 oyl d'p, = 1, (1.9)

La fonction de Green aura la forme discréte suivante :
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. i [ ' 0o AP
B¢ (zy,x,) = 5/ d/\hm/ dzy...dxy_1{(zy |€ N lxN-1)
0 —00
. H(9,X,P)A . H(9,X,P)A
X.(r;le" T W Ti1)...(ry|e " T N To)

= 3/ d)\lim/ dy..day P LN
2 0 —00 (27T) (27T)
Al’k

X exp [z ) [pkE —H (Ek,pk)} As] (1.10)

Ou nous avons utilisé la notation suivante (selon le point de vue de Weyl) :
As = %, Tp = %(c’es‘c le mid-point), Az, = xp — Tp_1.
A la limite (N — o00), on obtient alors sous forme continue et compacte la fonction de

Green suivante :
i [ A1
B (xp,z4) = 5/ d)\/Da:Dpexp {z / [5 (7> —=m®) +p x} d s} (1.11)
0 0

L’intégration est au sens des intégrales de chemins, c’est a dire sur les trajectoires z* (s),

Ou

pu (8), paramétrisées pas le parameétre s € [0, A] et obéissant aux conditions aux bords :

z(0) =24, ¢ (N) = .

Dans le but d’obtenir la forme Lagrangienne de la fonction de green, qui permet théorique-
ment de calculer n’importe quelle fonction de Green pour un probléeme donné, nous avons alors
a éliminer les p pour cela il faudrait intégrer fonctionnellement sur les quadrimoment conjugués

p, sachant que : m = —p — e A(z) — e B(x) , effectuons le changement suivant :

Pu— —Pu—Iu—e Ay (r) —e B, (z) (1.12)

Nous obtenons alors notre forme Lagrangienne

xexp{i/o/\ {—?—%mQ—eiA(:&)—eiB(m)} ds} (1.13)
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De 14, on peut directement tirer notre Lagrangien qui est

L(z,i)=———-m " —e i A(x) —ed B(z) (1.14)

et notre action est la suivante

A:/O/\{—?—%nf—ei/l(m)—ex’B(x) ds (1.15)

ou d’aprés les équations d’Euleur-Lagrange, les équations classiques quon peut tirées sont :

A d
oA _ —i+eA +eB =0
ozt dr

1.2.2 Evaluation de la fonction de Green pour la particule scalaire

En ce qui nous concerne, pour I’évaluation de la fonction de Green, nous prenons comme
application, le probleme de la particule scalaire relativiste chargée sous l'action combinée de
deux champs d’ondes planes orthogonales suivant|[5].

Remplagons alors, les quadri-potentiels A (x) et B (z) au méme point d’espace temps (donc
dépendant de 4 variables indépendantes)par les quadri-potentiels A (k x) et B (K x) représen-
tant des ondes planes dans l'expression de la fonction de Green sous sa forme Lagrangienne
(1.13), tels que : k x = kot et K x = K,z" et qui sont en fait, des scalaires.

Nous allons procéder a une réduction de 1’espace temps de quatre dimensions & un espace
a une dimension pour chacune des ondes planes considérées.

Nous obtenons alors pour la fonction de Green :
B (xp,x,) = %/ d)\/DxDp
0
A 1
X exp {2/ {—5 +3 (p*—m?®) —ei Ak z) —ei B(K :U):| ds}(1.16)
0

A cause de la présence de la dépendance en k x et K x, les calculs paraissent difficiles &
faire.

Malgré tout, I’onde plane a des caractéristiques qui vont assurer la solvabilité du probléme.
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Notre idée principale consiste & utiliser cette particularité par 'introduction de deux nou-

velles variables, la premiére ® indépendante de k x via l'identité suivante :

/d@b/dCI)a(S((I)a — k2a)6(®p — Po — k(o — 240)) =

/d@b/c@ad(@a - kxa)/DCID Dpa exp {z /OAd s Po <¢> - m)} -1 (117

Et la deuxiéme ) indépendante de K z via 'identité suivante :

/ 49, / 4920(Q — K)8(Q — Qo — K(2y — 1)) =

/dﬂb/an(S(Qa - K:va)/DQ Dpa exp {z /OAd s Po <Q - Ka:)} — 1 (118)

En fait, ces deux identités nous permettent de séparer la partie représentant ’interaction
de la partie libre et ainsi extraire le mouvement libre présent dans I’évolution, en insérant les

deux identités précédentes dans l’expression du propagateur (1.16), on obtient :

B(xp, 1) = % / d\ / Dx Dp / 4, / dD,5(D, — k)
0
X / A, / A0 (0 — K4) / D® Dpe / D Dpq (1.19)
A1

I‘2

xexp{i/ [§(p2_m2)_?_ et (Akx)+ B(K )+
0
s + ?pﬂ) + pa® +PQQ} dS}

En vue d’éliminer la variable quadratique &, effectuons le changement suivant sur p :

p — p+ti+eA(®)+eB(Q)+Ekps+ K po (1.20)

Nous obtenons alors



1.2 Méthode Exact(Technique Fradkin-Gitman) : 11

B(xp,14) = % / d\ / Dz Dp / d®, / dD,5(®, — k)
0
X /de/ané(Qa—K%)/be Dp¢/DQ Dpq (1.21)
A

1
xexp{i/ [pj; _|_§(p2_m2)+epA(<I>)+62 A% () +
0

ep B(®)+e* B2(®) +ps (d>+kp>+pg (Q—i—Kp)}}ds

Ou

Nous avons adopté la jauge de Lorentz, c’est a dire que : k A = K B = 0 et nous avons
utilisé le caractére elatif aux photons k? = K? = 0 ainsi que les conditions d’orthogonalités des
deux champs d’ondes planes c’est Adire: A B=k K=K A=k B=0.

Aussi pour voir clairement le découplage du mouvement libre de celui dépendant de I'in-
teraction, intégrons fonctionnellement par rapport & x. Ce qui nous donne des fonctionnelles
de Dirac § (p) . Ce qui nous contraint & considérer p comme constante soit p.

Alors, nous obtenons la fonction de Green suivante :

Bane) = 3 [ ey (;f)4 [ i, [ av.s@, - ke [ Do [ Do

x /de/ané(Qa ~Kz,) 6 (<i> +k p) 5 (Q + K p) (1.22)

xexp{z'p (mp — 4) —|—% (p2—m2)+i/01 [ep A(D) +€* A*(®) +

ep B(®)+¢e* B*(®)] dr}

Et ceci aprés que nous avons effectué une intégration sur pg puis pq.
On voit bien clairement qu’'une intégration par rapport a la variable ® ou de méme par
rapport a la variable €2, montre que la contribution des amplitudes sur les chemins ® ou 2 est

essentiellement réduite & 'intégration sur le chemin :

d=—pk (1.23)

Mais aussi sur le chemin :
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O=-—pK (1.24)

Qui sont les équations du mouvement classique qui sont tirées facilement des équations
classiques d’Euleur-Lagrange.

Alors les chemins sont donnés par :

O(r)=d,—kprT (1.25)

Et

Qr)=Q,—Kpr (1.26)

Sachant que les conditions initiales pour les deux chemins sont :

o(0) = 3,
Et
Q(0) = Q,

Nous voyons bien ici que le choix des deux identités n’a pas été aléatoire ou naif mais c’était
un choix judicieux.

Nous obtenons encore :

B(xp,z,) =

/ /d@b/dcbé — kxy,) /de/dQ

0
X6(Q, K.Ia kaca—i-k:p) (% — Kz, + K p)

N | .

xexp{z'p (1 — 24) —|—§ (p* —m?) —

! /;b {61)14(@)—1-%2142(@)1 dd —

(k) Ji aa

Pour symétriser la forme du propagateur, remplagons les fonctions delta § (®, — k =, + k p) et
5 (Q — Kz, + K p) par leur représentations intégrales, puis effectuons le changement suivant
p—p—kpe, — K po,

Apres la simplification des termes, et intégration par rapport a ®, et €2, On obtient
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Bc(Ib,Jia) = %/OmdA/ng;zl
xexp{ ip (my—w) +4 (8 —m?) }
xe"p{q;;)/m [ep
(pLK) /KQ [e p B(Q)+ %2132 (Q)] dQ} (1.28)

En changeant p en —p et intégrons sur le temps propre A, on obtient la forme définitive du

propagateur

RN

(@) + %2A2 (Q))} dd—

B(xy,1,) = _/ d’p eXp{ —ip (wb—xa)}

(2m)* P2 —m? +ie

X exp {ﬁ /: " [e (p A(®)) — %2A2 (@)} D

Ta

(piK) /::b [e (v B(2) - %232 <Q)} dQ} (1.29)

Remarque :
Le ie c’est seulement pour éviter et ainsi contourner les poles de la fonction dans le plan

complexe sous l'intégrale (probléme régularisation).

1.2.3 Extraction des fonctions d’onde et du spéctre d’énergie :

Par intégration par rapport a p° (qui est I’énergie de notre particule), on obtient :

c —1 d3p . .
B <:Cb’ l'a) - 752 (271_)3 W €xp { —cew (._'L'g - 'Ig) + pl (I’ib - xiu) }

<0le (o~ ) ew { o [

ewk® — pik;

k xy

2
0 .ig\_ € 42 _
. [e (ewA pAZ) 2A}d(l>
i K xy

2
_— B — iBi - 6—B2 Q
ewK® —p'K; Ji o, [e (gw p ) 2 ] d }

) &p & (1) @ (2a) 0 [e () — 2)] (1.30)

a
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A travers l'identification, on obtient des fonctions d’ondes normalisées,

oy () = (213( 10>§6Xp{$zp ——/M{ pA)ﬂFezf}d@—

pK/ { 6252] dQ} (1.31)

1
Ou w = [p?+m?]? est 'énergie de la particule de notre probléme.

1.3 Meéthode de calcul semi-classique :

Le but dans cette section est de résoudre 1’équation de Klein-Gordon pour une particule
scalaire chargée soumise a l'action de deux champs d’ondes planes, mais par une méthode
de calcul semi classique (équation de Hamilton-Jacobi). Donc nous résolvons cette équation
pour obtenir la fonction génératrice responsable de la transformation canonique et donnant un
Hamiltonien nul.

Le propagateur s’exprime au moyen de la fonction génératrice et peut étre ainsi calculé

La fonction de Green du systéme est ainsi comparée avec la fonction de Green (1.29) du
calcul exact de la méthode directe (méthode exacte).

Soit alors I’équation de Klein-Gordon en représentation coordonnées vérifiant la fonction

d’onde de notre particule :

(P —m®) B (ap,x4) = —=0" (2 — ) (1.32)

Ou

PP =PLPy, = (i0, — e Ay (@) — ¢ By ()" (i — ¢ Ay (®) — e By(Q)),

Py, est le moment conjugué de la particule au point final de I'espace temps xy.

Pour pouvoir faire un calcul semiclassique, on doit utiliser la formulation hamiltonienne de
la fonction de Green.

L’équation que vérifie la fonction de Green B¢ est de type hyperbolique, introduisons un

pseudo temps ou temps propre s (astuce de Fock) afin de passer & une équation de type Schro-
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dinger (parabolique) .Faisons donc jouer & —m?/2 le role d’une énergie et paramétrisons les
chemins par ce 5éme parameétre s

Ainsi la solution de I’équation de Klein-Gordon nécessite le calcul de I'intégrale suivante :

1 [ m2\
B(xy, x,) = Z/o d\ exp [_zn’; ] K (zp, za; N) (1.33)

Ou le propagateur (qui est bien siir écrit en fonction du Lagrangien, on doit donc le réécrire

en fonction du Hamiltonien du systéme) :

K, 70 \) — / Du(s) exp {z /0 2o 2(s). 8(5)] ds} (1.34)

Avec

4 [ro(s), (s)] = —% <Z—"§)2 A (%) _¢B (%) (1.35)

Le lagrangien relatif & la particule dans le champ des deux ondes planes, en mouvement
dans un espace-temps (1+3) muni de la métrique 7, = diag (1, —1, =1, —1), et dont la position
est ot = (2% 2!, 22, 23).

Linéarisons le terme quadratique (dz/ ds)2 en passant a I'espace des phases. Le propagateur

a calculer est alors : (on a changé p en —p ) :

A
K(zp,x0;\) = | DaxDpexp {—z/ (pt+ H) ds] (1.36)
0

= —% (p—eA—eB)? (1.37)

est 'Hamiltonien qui décrit la dynamique du systéme, écrit dans ’espace des phases.
I1 est trés remarquable que le propagateur (1.28) puisse étre obtenu a travers une méthode
semi-classique, via une transformation canonique.
Pour cela, choisissons alors une transformation canonique de fonction génératrice du 2éme
type.
(z.p) 2 (Q, P)
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tel que le mouvement soit gouverné par ’'Hamiltonien nul $).La fonction génératrice de

cette transformation est la solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi

OFy OF, 1 [0F, > R

=H(-=2 2 S (2 cateB) +52 = 1.

9 ( 8x’x’s>+8s 2<8x +eA+e ) + s 0 (1.38)
y est donnée par [8]
1 kx 2A2
Fya,P.s) = —Pr——- [e(PA)—62 ]d<1>+
I e B? 1

—— PB) — Q-+ - P? 1.

S {e( ) } dQ+ S P’s (1.39)

Le lien entre les anciennes variables (x,p) et les nouvelles variables (@, P), est donné par

I’équation

OF. k 2A?] K ¢2 B2
Ll o [e (PA) == } PR [6 (PB) == } (1.40)
Et
OF. 1 [he 1 [Re
Qu = —a—Pi =z, — P,s+ ﬁ/ eA,dd — ﬁ/ eB,dS) + (1.41)
kx 2 A2 Kzx 2 2
_%/ [e(PA)—eA}dCI)—;Z/ {e(PB)—eB}dQ
(Pk) 2 (PK) 2

Rappelons nous que les p; sont constants dans chaque intervalle [s;_q, 5], les p; et z; ne
sont alors pas réellement des variables canoniques, les p(s) sont discontinues alors que les z(s)
sont continus. Il n’est pas clair de trouver dans le cas général, le lien entre les variables (z;, p;)
et les variables (Q;, P)).

On peut utiliser la relation , en remplacant le 9 par le A et en adoptant la prescription du

post point,

W w
Fy (;t;.’,xj ,Pj,s]-)—Fg(x';@]-_l,Pj,s]-)

{((Pj)u == (2%) - T

Qj) = - (ﬁFfL> = _F2(Ij’PJ"}’PJH+173j)*F2(xj,P]H,Pj,s]v)
2 Pj

(1.42)

T
Piy1—F;

Pour chaque p # v, v = 0,1,2,3.



1.3 Méthode de calcul semi-classique : 17

Ces équations nous donnent aprés développement

k e? A2 K e2 32
Vo= (P, Lo (PA;) — o (PB;) — 3
(p])u ( ])#—{_ (]D]k) |:6( J ]) 2 :| (PJK> |:e< J J) 2 :| +
+des termes d’ordre supérieur en Az, (1.43)

1 kx; 1 Kz;

2 42 K 2 32
— o lema) - 2| - o [erm) - S
(Pjk) 2 (PK) 2
+des termes d’ordre supérieur en AP}, (1.44)

De ceci, on voit clairement

% = 1 + des termes d’ordre supérieur en (Ax;, AP;) et donc en (AQ;, AP;). Ces

termes d’ordre supérieur en (AQ;, AP;) ne sont pas négligeables dans le cas quantique général.
L’approximation semi-classique consiste alors a négliger ces termes d’ordre supérieur et

donc prendre le Jacobien

O(z4.,p;)

Dans ce calcul semi-classique, seule la contribution des chemins classiques qui est prise en

~ 1.

compte pour le calcul de l'intégrale (1.36).

Comme

—piAr; — H (x;,p;) Asj) = =P AQ; + AF, (1.45)

Avec Fy = F, 4+ PQ), pour n’importe quel intervalle arbitraire [s;_q, s;], le propagateur

(1.36) devient alors

Kol (g 20 A) = don N0, 4 'i(—P.ACJ—l—AF) (1.46)
o Fas A= G0 (2m)*i=t 7 (2m) Y S 1 .

j=1
Une intégration par rapport aux (); fait apparaitre
N-1

I (27)" 6 (P — Pjia).

j=1
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On peut alors en déduire que P est constante (P, = P, =--- = Py = P)
Alors le propagateur obtenu par le calcul semi-classique, via une transformation canonique,

est maintenant donné par

4

K5 (2, 24: \) = / (;];4 exp {i[Fz (b) — F, (a)]} (1.47)

Mais il est cependant préférable de remarquer que I'intégration en premier lieu par rapport

a P; fait apparaitre le terme

N
IT
=1

(2m)* 6 (Q; — Qj-1)

J
() est alors constante.

Le propagateur, obtenu par la méthode d’Hamilton-Jacobi devient :

se d'p . i N e? A?
ool (2p, 20} ) = /Wexp{—zp(xb—xa)-l-é[ﬂ_ﬁ . [€<PA)— 5 }d@
Zv Ky, €2B2
. PB) — Q 1.4
% )., [e( )= }d} (1.48)

Rappelons nous que pA = PA, pB = PB, pk = Pk, pK = PK [cf. eq.(1.40),(1.41)], et

insérons la transformation inverse :

k e2 A2 K e’B?
Pt ewan - S| - o ferm - 2 (1.49)
Dans I’équation (1.48),
d*p { i T e? A2
KS.Cl. Tp, Tq; /\ — / ex —Z Ty — Tq + _ 2)\ - |:6 A - :| d(b—
(@b, Ta3 A) 2t P P(wy = a) + 5P A= o (pA) = —
i [ e?B? e2 A2 k(xp — x,)
— B) — dQ —i le(pAy) — —2| [N — ———"2| —
i o 0= S| om =S R
. e?B? K (zp — x,
i {e(pBb) - b] [A - %} } (1.50)

Montrons maintenant que les conditions pkA = k (x, — x,) et pK\ = K (x, — x,), sont

implicitement incluses dans ’équation (1.48) A cette
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fin, posons w = pk\ et aussi ¢ = pK ), et insérons les deux contraintes

{ f+°° dwd(w — pkA) = fdwdﬂ exp {ip,(w — pkA)} = 1,

o (1.51)
J2Z dd(p — pEN) = [ dp%e exp {ip, (o — pKA)} =1
Dans ’équation (1.50), nous obtenons
d*p | dp, , dp, { , i
K5 (2, xa; \) = / dw—=d X exp 4 —ip (xp — x4) + =p*A—
(s ) 2 or 45 Py = (@ = @a) + 5P
. kxy, 2 A2 . Kz, 2 R2
i e‘A 1 e‘B
— e (pA) — ]dCI)—— {epB— }dQ—
Pk Jia, [ (p4) 2 PK Jka, B)
, e2 A? k(zy — x, , e’ B?
1 le(pAb) - b} ll — %] —1 [e(pBb) - b]
K - a . .
X {1 — %] + ipy, [w — pEA] + ip, [ — pK/\]} (1.52)

En changeant p — kp,, — Kp,, en p et par intégration par rapport a p,, et w puis par rapport

a p, et ¢, on trouve

d4p 7/)\ kxy €2A2
Ks.cl. Ty, T A — / ex {—Z Tp + 2)\ —_— |:6 A) — :| dd—
(zp ) 2n) P4 —ip (Tp — Z4) 2p ok S (pA) = —
i\ Kuzy 6232
ﬁ - [e (pB) — 5 } dQ} (1.53)

Ce résultat est le méme que celui obtenu a ’aide d’une intégration discrete (1.28).
Finalement la fonction de Green pour des particules de spin zéro est obtenue, apres rem-

placement dans (1.33) et intégration par rapport au temps propre, on obtient

Be(zy, 74) = _/<d4p exp{ —ip (:z:b—:ca)}

2r)* p? —m?2 + ic

(piK) /K xb {e (p B(2)) - %232 (Q)] dﬂ} (1.54)

K zq

qui est la méme fonction de Green (1.29)donnée par la méthode éxacte d’ou les méme

fonctions d’ondes ainsi que le méme spectre d’énergie (1.31).
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1.4 Conclusion

Nous avons réussi a calculer la fonction de Green pour des particules de Klein Gordon en
interaction avec le champ relatif & deux ondes planes et orthogonales. La fonction de Green
est obtenue par deux méthodes : directe et semi-classique en utilisant les transformations ca-
noniques.

Les fonctions d’ondes ont été ainsi déduites et confirmées.



Chapitre 2

Fonction de Green pour une particule
de Dirac chargée dans un champ
composé de deux champs d’ondes

planes et orthogonales (Technique de

Fradkin-Gitman) :

2.1 Introduction

Notre but dans ce chapitre est d’obtenir la fonction de Green relative a une particule de
Dirac chargée qui subit U'interaction de deux champs d’ondes planes et orthogonales selon [5]
et ainsi extraire de cette fonction de Green toute 'information quantique nécessaire c’est a dire

les fonctions d’ondes ainsi que le spectre d’énergie.

2.2 Fonction de Green :

La fonction de Green causale pour une particule de Dirac chargée dans un champ externe

de deux ondes planes électromagnétiques orthogonales S (x3,x,) vérifie ’équation de Dirac
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inhomogeéne suivante :

(PP, —m)S (zp,2,) = —6* (23, 24) (2.1)

Selon la méthode de Schwinger la fonction de Green S (zp, x,) est traitée comme 1’élément
d'un certain opérateur S : tel S (zp,x,) = (x3] S |z,) out les |z) sont considérés comme les
états propres de 'opérateur auto-adjoint X* et forment un systéme orthonormé complet avec
Xt o) = 2t @), (2 |7a) = 6* (2 — 2) [Xux} —0, / ) (z] do = 1,

P =P+, ou P* = idl —e A" (z) — e B* (x) est la quadri impulsion de la particule de

Dirac dans les deux champs d’ondes planes de quadri potentiels A* et B* orthogonales suivant
[5], cca-d. AB = KA = kB = kK = 0 ou k et K sont les quadrivecteurs d’ondes des deux
ondes respectivement et travaillons aussi dans la jauge de Lorentz kA = KB = 0.
On pose alors [12], la quantite P/6* (xy, 24) = (x| T |z4) et THE (23, 24) = (23] 3 |24)
Il peut étre alors facilement vérifié que [f[u,f(”] = 0, [ﬂ“,f{”} = —jeF" (X),
) =2, [My| = [ %] =o.

L’équation pour la fonction de Green est alors équivalente a ’équation suivante pour 1’opé-

rateur S
(171 - m) § =1 (2.2)
avec
[I" = —Pr—eA—eB ou P est Iopérateur conjuguée de I'opérateur Xn

2.3 Technique de Fradkin-Gitman :

La technique de Fradkin-Gitman consiste & ’lhomogénéisation de 'opérateur S, Alors, on

multiplie & droite et & gauche (2.2) par la matrice v°, on obtient alors

. 2
(H“v"’m —m 75> S == (2.3)
Ou (7%)> = =1 et S = 3 4°posons alors 7 = 7" qui est aussi une matrice de Dirac

vérifiant ’algebre de Clifford donc les lois d’anti commutation, alors on peut carrément enlever
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le tilde et travailler avec ’équation

<f[“7u —m 75> S =1 (2.4)
d’ou
1
(fllwu —m 5+ ie)

On voit bien que notre opérateur est l'inverse d’un opérateur de Fermi (Il contient une

S = (2.5)

somme de termes anti commutant entre eux et seront ultérieurement représenter par des

nombres Grassmanniens).

2.3.1 Evaluation de la fonction de Green :

Maintenant, au lieu d’utiliser la représentation classique en temps propre (bosonique) de
Schwinger qui convient mieux pour les opérateurs de type bosonique, on utilise une différente
représentation au moyen duquelle on introduit un super temps propre (A, x) un temps propre
bosonique A et un temps propre fermionique Y.

Alors, formellement Popérateur S s’écrit

) . S (I —my? o
S = (H”% —-m 75> - <A . >2 = l/ d)\/exp {zi [(W’W“ —-m 75)2—1-
(HM'}/M —m 75) 2 0 2
ie] +ix (7'y" —m ) }dx (2.6)
Alors,
S=1Tar  H) d 2.7
=5 feo (=i ) ax (27

Avec

A

N[ >

w"v”) + (ﬂ‘% —-m v5> X
(2.8)

A A 9 A 2 R 5
H=—-1m —(H“’y“) —|—<H“”y“—m”y>xz

2 2 -
—1II
5 <m +1

e
2
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Ou par définition y anti commute avec les matrices v et les intégrales sur les variables
Grassmanniennes impaires sont comprises comme des intégrales intégrales formelles.

Maintenant la fonction de Green s’écrit en représentation des coordonnées comme

100 .
S (mh,0) = 5 JdA / () exp (—i H) |z dx (2.9)
0
pour passer a la représentation intégrale de chemins, subdivisant I'intervalle spatio temporel
[z, zp] en N parties que nous supposerons égales pour simplifier, et introduisant entre elles N —1

relation de fermétures

[ sl ata; =1, 210

notre fonction de Green prend alors la forme discréte suivante

100
S (zp,r,) = lim §fd)\/dx/d4x1...d4mN_1
0
N—oo

xﬂ (4] exp (—2' H\y) AT) l2p1) (2.11)

Pour passer de la forme opératorielle a la forme classiques, on développera ’exponentiel en
série de Taylor au premier ordre en A7, et on insére les N relations de fermeture sur ’espace

des moments

/ p)(pild'p; = 1, (2.12)

nous obtenons alors pour un élément de matrice donné I’expression suivante

(5 exm (i H ) A o)~ [ S i |G O mm | Ar) a3

Alors, en l'injectant dans expression (2.11) , on obtient

1 00 4 4
S (xp, ) = —limfd)\/dx/d4a:1...d4xN_1 dp14...dp]\i
2.0 (2m)" (27)

xHeXp{' lpk% —H(\, X,xk,pk)] AT } (2.14)
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Alors
1 o
S (xp,m,) = Ebed)\ / dx/DJ:Dp (2.15)
TIA( 2 2 € v 5 .
X exp {be {5 (71' —m” — ZEFM,/y“’y ) + (my° — ") x —|—p:c} AT}
A cause des matrices v, 'ordre est important, c’est pourquoi nous avant indexé ces matrices de
Dirac avec un paramétre 7 et ainsi, on a introduit un opérateur de produit chronologique de
Dyson T', alors on voit bien que ce n’est pas une forme tout a fait intégrale de chemins c’est pour
quoi pour avoir une formulation intégrale de chemins proprement dite, on doit obligatoirement

éliminer cet opérateur et ce sera par le biais de l'introduction de courants Grassmanniens

couplés aux matrices 7" (7) ou n = 0,1,2,3,5 a l'aide de la formule suivante [3] :

Texp{f (7" (7))} = exp {f <5679) } T exp {anWHdT}pZO (2.16)

n
ou 5= signifie une dérivation fonctionnelle par la gauche par rapport au nieme courant
n

Grassmannien et aussi on a [3]

1
T exp {fan”dT} = exp (M”%) i DY
0 ¥(0)

+U(1)=6

X exp {j (\Ifn\I/" — 2ipn\I/"> dr+ 9, (1) ¥ (0)} (2.17)

Avec

DU — DU U DU exp {g‘ (q/n\lm> dTH -1

ou la contrainte imposée sur I'intégration des variables Grassmanniennes W™ impaires est

U (0)+ V(1) =40 (2.18)

Ou 0" est une variable de Grassmannienne impaire.

Alors notre fonction de Green prend la forme suivante
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1 o0
S (rp,1,) = =exp (z’y”a—gn> fd)\/dx DxDp [ DV
2 90" ) % W(0)+U(1)=0

1 .
X exp {z’f B (7° —m? + 2i eF,, W'") — 20 (m¥° — 7, U") x —i ¥, U™+
0

p]dr + V¥, (1) ¥" (0)}|0:0 (2.19)

Nous voyons bien qu’on est en présence de la forme Hamiltonienne de la fonction de Green
et pour passer a la forme Lagrangienne de la fonction de Green et ainsi pouvoir extraire les
équations classiques du mouvement, nous éliminons alors le terme contenant la quantité du
mouvement p par le changement suivant

M

Pt — —p! — ~ ¢ At (z) — e B* (2) (2.20)

La fonction de Green prend alors la forme Lagrangienne suivante :

S (zy,w4) = exp (i”y”%) fd)\/dx Dz [ DYC(N

W(0)+¥(1)=0

1 2
X exp {zf [_x_ - ém2 —ex A(z) —e i B(z)+ileF, (x) TP+

- .
; (xT _ m\pf’) Y — z‘\IJn\I/”] dr + ¥, (1) " (0)} (2.21)
0=0
Ou
D)
C(\) = /Dpexp {ifgpzdf}
0
L’action classique correspondante est alors
1 jZ A 9 . . v
A= 5y " o™ —ed A(z) —e & B(x)+ileF),, (x) ¥P'U"+
0
i (% — m\IJ5) X —1 \Ifn\I/"} dr (2.22)

Alors I’évolution du systéme est donnée par les équations du mouvement classique suivante :
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0A o . , T
Sor —21 U, — 2i\eF),, VY + Z%X =0 (2.23)
dA T
S0 —2i U° +imy =0 (2.24)
0A d (% o , vy
a;=%(f>+xfww+wMM%WW=0 (2.25)

Ces équations , pour le probléme des ondes planes seront importantes dans la détermination
des intégrales de chemins.

La fonction de Green causale correspondante a une particule de Dirac chargée soumise a
I’action composée de deux champs électromagnétiques orthogonaux est donnée par ’expression

intégrale de chemins suivante

S (xp,x,) = exp(iy"a—gn)/ d)\/dx/DxDp i Dy (2.26)
09" " Jo L+ (0)=0"
e D N N . . y
X exp ] i — —~+ -p° — -m” —edA(x) — exB(x) + iXeF,, (x)P" )
A W LA
T

+iXe G ()" 4+ i(

- | 0 f|

Ou

x , X sont des variables Grassmanniennes paires (donc bosoniques c’est & dire commutantes
et ici réelles)

0 ,x et U™ sont des variables Grassmanniennes impaires et les conditions aux limites
imposées sur elles sont

2(0) =24, (1) =ap, ¥(0)+T¥(1)=06

Pour traiter ce probléme, il est claire qu’il est plus commode de passer a la forme hamilto-

nienne correspondante
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S (zp,24) = exp(iy”a—‘(’n)/ d)\/dx/Da:Dp [ Dy
96" Jo Y0 =6"
1

X exp {z/ {px' + A (p* —m?) + é62142@) + iezBQ(x) + (AeA + NeB—
0

2 2 2
ipx) p+ ixeF, ()PH " +iXe G (x)H P 41 [(eA +eB)y + mw5] X —
i, + } wn<1>w"(0>} (2:27)
=0

Il apparait maintenant qu’une intégration directe sur les chemins z (7) n’est pas possible
et ceci a cause de la forme générale des quadripotentiel A (kz) ainsi que B (Kx), mais heureu-
sement, de la dépendance unique des deux potentiels en (kx) et (Kx) successivement, on se
permet d’introduire deux nouvelles variables ® = kx et () = Kz a 'aide des deux identités

suivantes

/dcbb / d®,0 (D, — kg) 6 (B — Oy — k (15 — 24)) = 1 (2.28)

/ i, / 105 (0 — K1) 8 (Qp — Qo — K (1 — 24)) = 1 (2.29)

Ou mieux encore, leurs versions intégrales

/d@b/dtbaé I /D @/Dpcp exp {z /Olpq> <d> - k:c) dT} —1 (2.30)
/de/and (Qu — Kaa) /D Q/DpQ exp {z /0po (Q - Kx‘) dT} ~1 (2.31)

Alors
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S (zp,m,) = exp(i’y”%)/ d)\/dx/c@a/d@bé(fba — kzy) /an/deé(Qa — Kz,)
0
X /DxDqu)qu:.DQDpQ
. ! . )\ 2 2 )‘ 2 42 >‘ 2 2
X [ DUexpisi pi+ =(p° —m?) + =e’A°(®) + =e’B* (®) +
B(L)+(0)=0" 0 2 2 2
Po® + paQ + X (e A(®) + e B(Q)+ kpe + Kpg — zw—/\x) p+ iXeF,, (P)PHTY +
ixe G ()THT” — i [(e A(®) + e B(Q) + kpa + Kpo) b + my°] x —

i \IJ”\ifn] dr + \Ifn(l)\I/”(O)}

(2.32)
0=0

Aprés une intégration fonctionnelle sur les chemins x (7), nous aurons

_ . n ag d4p
S (zp,xa) = exp(iy W)/W/d)\/dx/d@a/d@b&@a—kxa)/an/de
X(S(Qa—Kwa)/DCD/qu>/DQ/DpQ/D\Pexp{ ip(xp — x4) +
E

)\ 1
i§(p2 —m?) +z/

2 .
i {)\(eAp + %Az) + (Apk + ®)ps + iXeF,, VHP” +

2
AeBp + %32) + (WK + )pa + iXeGuu TP — i [(p+ eA+ eB)U + kUpg+

KUpg +m¥°] x — z\w] dr + U, (1)¥"(0) } (2.33)

6=0
A ce niveau de calcul, on note bien qu’on a séparé le mouvement extérieur libre de celui

de I’évolution.

Le couplage spin-champ se réecrit

FuUH0” =2(kU) (A" ) (2.34)
Pour 'onde A

G =2(KW)(B' V) (2.35)
Pour l'onde B
Qui inspire & rendre la variable 1 et kv indépendante ainsi de méme que pour ¢ et K1)

et ceci en introduisant deux nouvelles variables n = kv et K = K1 via les deux identités

Grassmanniennes suivantes
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[ dnantn,~ k) [ a5 (p, (- k) =1 (2.36)
Et

/dmadmbd(ma K 0,) /D/i 5 <pﬂ(,f@ ~K \if)) ~1 (2.37)

ou encore leur version fonctionnelle

/dnadn&(na —k ‘Ifa)/Dn/Dpn exp {i/olpn(ﬁ —k \P)} =1 (2.38)
/dﬁ;ad/@bd ~K,) /DK;/DpH eXp{ / pelic — K \D)} 1 (2.39)

Ou n, py,, K, px sont des variables de Grassmann impaires.

Et

L’expression de la fonction de Green devient

S (zp, ) = exp(iy” 89” / /d/\/dx/dq) /d@bé (P, —k:r:a)/dQ /de
><<5(Qa—Ka:a)/DCID/qu>/DQ/DpQ/dna/dnbé(na—k:\Ifa)
/DT]/Dpn/dlia/d/ﬁb(SIia KY,) /DK/D]?,{/'D\IJ

<ep { in(on = 22) + 155 —m>+z/ [A<eAp+ <)+

0

2
(Apk + ®)po + MeBp + 5 B%) + (K + Qpa + py (i) =k ¥) + puio — K ) -
i [(p+eA+eB)U +nps + kpa + mU°| y + 2ie A’V + 2ie) BT —

iU | dr + U, (1)8"(0) (2.40)
| |

=0

Dans le but de se libérer des conditions aux bords sur ¢ et qui nous empéche d’intégrer
sur elles, on passe a ’espace des variables de vitesse relatives a elles et ceci comme suit
977,

W (7) — %/0 e(r =7 )7 )’ + (2.41)

Avec la notation de convolution
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1
feg=[f(r)e(r—1)g(r")dr
0
La nouvelle écriture de la fonction de Green avec la nouvelle notation dans I'espace des

vitesses et alors

S (ry,xe) = exp(iy” 86’” / /d/\/dx/dq) /d@bé (P, —/{;xa)/dQ /de
><5(Qa—Kxa)/DCI)/Dpcp/DQ/DpQ/dna/dnbé(na—/{:\Ifa)
/Dn/Dpn/dﬁa/d,%bé/{a KWv,) /D/@/Dpn/Dw

X0 ( 2(w — 9)) (ma + E(w — 0)) exp { ip (zp — T4) + 15(29 —m?) +
z‘/ol {)\(eAp + %2A2) + (Apk + ®)pg + \eBp + %2B2) + (AWK 4+ Q)pa +

py() — kw) + pu(k — Kw) +ieAnA’(ew + 0) 4+ ie A& B'(cw + 0) + %wngw” —

1
i [5(17 +eA+ gB)(ew + 0) + npe + Kpo + %(aﬂ + 95)] X] dT} (2.42)

0=0
Dans le but d’extraire I’équation classique du mouvement relative au spin donc faire un

lien entre 1’évolution classique et quantique, effectuons alors la translation suivante

W (T) — W (T) + ik:“/o et — T,)pn(Tl)dT/ + iK“/O e (1 — T/)pm(T')dT/ (2.43)

Les termes contenant les vitesses (termes linéaires et termes bilinéaires) se transformeront

comme suit

ewt — ew" + ikt p, +iK"p, (2.44)

Et

wyew! — wyew! — 2ipykw — 2ip, Kw (2.45)

Alors, la fonction de Green aura la forme suivante
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S (zp,xa) = exp(iy" 80” / /d)\/dx/dCID /d@bé ka:a)/an/de
— Kx,) /D<I>/Dp<1>/DQ/DQUQfdp77 fdpﬂa/dna/dnb/Dn
/Dpn/d/@a/dnb/DK;/Dpn/Dwexp{ p xb—xa)+2§(p —m?)

z/ {)\(eAp + A2) + (Apk + ®)ps + A(eBp + 5 BQ) + (ApK 4+ Q)pq +
0

+

k K 1
Py (77 + %x) + Dr <ﬁ + %x) —i {g(p +eA+eB)(ew + 0) + npa + Kpot

m
2

(e 4 6%)] x + 1, (na b 0>> + . <na - e)) ¥

ieAnA'(ew + 0) + ie kB’ (ew + 0) + %wnsw”} dr } (2.46)

6=0
Ou l'on a remplacé la fonction de Dirac par I’ intégrale de chemins exprimée dans I’espace

des phases comme suit

5 (mat 5o=0)) = [ oo fimn, 0+ 50— ) (2.47
§ 3 (ka+ 5w=0) = [anow {in s+ 5w -0 (2.43)
Avec

Pn,» P, €tant des variables de Grassmann impaires.

A ce niveau, intégrons d’abord sur les vitesses w®. Le résultat est simplement égale &

1
/Dw5 exp {—§w56w5 - %Xawr’} =1 (2.49)

et 'intégrale sur les vitesses w* a la forme suivante

1
/Dw“ exp {/ {—%wusw“ + jﬂw“} dT} (2.50)
0

Ju(T) est le courant définie par

Ou
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1 1 ! ! ! ! ) ]
Julr) = —§X/0 [P+ e Au(@() + eBUQUT)) | (7 = )T + Shupy, + 5 Ko, —

! !

)\6/0 n(T,)AL((I)(T,))E(T, — T)dTl — )\e/o H,(T,)BL(Q(T Ne(r — T)dT, (2.51)

La forme étant pseudo Gaussienne, I'intégration est simple et est donnée par

/ Dwexp {—% /O 1 /O lwu(T)&?(T — 7w (") drdr + /0 1 jM(T)w“dT} =

= exp {—% /01 /01 Tu(T)e (T — T')j“(T')deT'} (2.52)

Comme

1
/ T (T)e N — ) T"(7)dr’
0
= |eA(p+eA+gB)e(nA + xB') + %pkpnﬁ %prma} X —
6-2>\27]A/€’I7A/ — 2Nk B'ex B’

= |eXp+eA)e(nA) +eX(p+eB)e(kB') +

i i
—pk —pKpe, | x —
5Pkpy, + 5P pa}x

6-2)\277A,€77A/ — *N’kB'ek B’ (2.53)

Dong, la fonction de Green prendra alors la forme suivante
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S (zp,xa) = exp(iy" 88” / /d)\/dx/dq) /dq)bé
x0(Qy — Kx,) /DCID/Dpp/DQ/DpQ/dp77 /dna/dnb/Dn

— k) / o, / o,

/Dpn/dp,{a/d/ia/dﬁjb/DH/D]?KGXP{ p :Eb—xa)+’l§(p —m?) +

z/ [)\(eAp + 3 AZ) + (Apk + ®)ps + NeBp + — 5 Bz) + (ApK 4+ Q)pq +
0

. Dk 1 1 1 1
Dy <77 + —X) + Dn, (na - §k9 - ZP’@() + Pra <fia - EKQ - ZPKX) -

2

1
i [i(p +eA+eB)(0 — ehenA’ — eXexB') + np, + opa + %95} X+

K
Dr (/{ + %X) + 1enA'0 +ieAkB'0 —

%62)\2I{B,€I€Blj| dr }

0=0

%eQ)\QnAlenA' —

(2.54)

L’intégration fonctionnelle sur les deux variables p,, p,, fait apparaitre deux fonctionnelles

de Dirac qui expriment les équations de mouvement classiques relatives au spin(projetées sur

la direction de leur vecteur d’onde respectif)

_ Dk
n= 9 X
Et
pK
k=——
5 X
Dont les solutions sont données par
pk
() =1l = 5XT
Et
pK
R(T) = Kq — XT

La fonction d’onde se réduit a

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)
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S (ry,xs) = exp(iy” 89” / /d)\/dx/d@ /d@b(S (P, — kxy,) /dQ /de
— Kx,) /D@/DPQ/DQ/DPQ /dna/dpn /dnb
X0 (nb n, + p/fx) /dna/dp,ia/dﬁbé (Kb — Kq + 2pr>

A 1 2
X exp { ip (zy — Ta) + @5(29 —m?) + Z/ [A(eAP + 5142) + A(eBp + %32) +
0

. . 1 1
(Apk 4+ @ — i n,x)ps + (ApK +Q — i KaX)pa + Py, (na - §k9 - Zpkx) +

1 1 1
Dra </€a — 5[(9 — —pr> —1 [é(p +eA+eB) (0 — elen, A" — edek,B') +

4
%95} X + ieA <7]a - p?k)m-) A' + e (/ia - %Xr) B0 +
%62)\2]9]{}14/6TA/77@X - %62A2pKB’5TB'max] dT} (2.59)
Ou on a utilisé les simplifications suivantes
(n2= 5w ) 2 @) et =) (= G’ ) ()
= %k (TA(®(7))e(r — ) A (R()) = A(R(7))e(T — 7)) 7" A((7'))) max
= —pkA(2(7))e(T — 7' )T"A(R(T))max (2.60)
Et
(0 = 257 ) B @) el = 7) (o = By’ ) B0
= pf (rB'(Q7))e(r — 7)B' (7)) = B'(Q(7))e(r — 7)7'B'(Q(7"))) Kax
= —pKB'(Q1))e(r — )7 B (Q7"))kax (2.61)

L’intégration ordinaire sur les deux variables grassmanniennes p, ,p., fait apparaitre les
deux fonctions de Dirac suivantes :

) (na — —k:Q — —pk:x) ) ( %K 0 — }lpK X) imposant ainsi les équations suivantes

1 1
— kO + —pk 2.62
Na = k0 + 7pkx (2.62)
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Et

De méme

Et

1 1
ke = =K+ —pKx (2.63)
2 4
1
M =T = 5PkX (2.64)
1
Kb = Kaq — §pKX (2.65)

Des relations (2.62) jusqu’a (2.65) on vérifie que

Et

N, + 1y = kO (2.66)

Kq + Ky = K0 (2.67)

C’est a dire que la condition aux limites sont satisfaites .

L’expression de notre fonction de Green S (w3, z,) devient

S (zp, T4)

4
eXp(i,yn%) / (;1;4 / ) / dyx / d®, / AB,5(D, — k) / A, / A,
X (82 —Kxa)/Dq)/qu,/DQ/DpQ X exp{ ip(Ty — x4) +

1 2 o
i%(p2 —m?) + z/ [/\(eAp + %AQ) + (A\pk + @ — %kex)pé + MeBp +
0

2 . . .
%32) + (\pK +Q — %Kﬁx)pg - % [(p +eA+eB)(6 — eA%eA’—

K6 e 1
eA73'> + mb°] x + % (—kaT RO+ §ka) A+
el 1 , 1 9.9 , ,

7(—])[(}(7’—1— K(9+§pKX BH+Z€ NpkxA'et A'kOx +

162A2prB/€TB/K9X} dr } (2.68)

4

0=0

Intégrons sur les deux variables ordinaires pg, po, il apparait les deux fonctionnelles de

Dirac
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5(® + Apk — %k@x)

Et
5(Q+ \pK — %K@X)

Ceci veut dire que les contributions au calcul du propagateur proviennent essentiellement
des équations classiques qu’impliquent les arguments des fonctions de Dirac ci-dessus, également
on remarqueque le spin contribue par des variables de Grassmann de type paire aux équations
du mouvement relative au spin 0.

Ces équations classiques du mouvement externe projetées le long des vecteurs d’ondes

respectifs
dd i
— = —A\pk + k@ 2.
- Pk + Skox (2.69)
ds) '
©F WK+ LK6y (2.70)
dr 2
S’inverse
dr 1 1k0
—=——1 2.71
0D )\pk( + 2)\ka) (2.71)
dr 1 1K0
—=——1 2.72
Q- WK ( + 2)\pr) (2.72)

Compte tenu des équations (2.71) et (2.72), une intégration par partie de chacune d’elles,

nous donne

“E) k;/l A@)oydr =4 Ca+ - [7 aga o (2.73)
2P fy TR T ok X '
ey K/l B(Q)oxdr = { £B, + —° /AdeQ f (2.74)
2P )T XT=127 T awnk ), X ‘
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——e)\/ / (p+ eA(®(7)) e(T — 7)A(®(7)) kOxdr'dr
_ "[pa a2 ap— 24,4 A
()\k) /P[ 3 }d app e+ 40)
A4 A %A 6
P 2.
+4()\pk:)2( at Ab) /% d®kox (2.75)

—ie)\/o /0 (p+eB(Q(1))e(r — ") B (Q(r")) KOxdr'dr =

—6)\ . € o ep 2\ Ap
{_Q(Ap[()z /A [pB + §B ] d\ — _4pK(Ba + By) + 4()\pK)2(B“ + By) /a BdQ] Koy
(2.76)
Et
o2 1 1 /
_Z)\ka’/ / A’((I)(T ))6(7'/ _ T)TA,((I)(T))]CQXdeT/ (277)
o Jo
e? e2)\2 ey )
= {774 - T Ay + A A — A?] d®
{ Apk 0 4(pk)? /¢ (Ao + 4) Jd }kGX
_—AQPK/ / B/ ’ 7_ . T)TB/(Q(T>>K6Xd7-d7J (278)

N2 [ )
= { 4pKBB 0K A [(Ba+Bb)B—B}dQ}K9X

Aprés remplacements dans ’équation (2.68) on obtient



2.3 Technique de Fradkin-Gitman : 39

S (zp,xs) = exp(iy" 80” /%/dk/dx/d@a/dq)bé(@a—k;cca)

%) ((Db — B, + \pk — %k@x) / s, / A8 (Q — Ky
) (Qb — Q, + MK — EKQX) exp {ip (zp — x4) + i%(pQ —m?) —
i i 2 o 2
— A A2)dd — — [ (eB B2)dQ + — Ay — A
pk[% (cAp+ & A%)d / Bp+ S B + o (10) (s — A0
1 5
|:§(p0 + mo ) 4(14 + Ab)e — m ( (Aa + Ab) + eAaAb) k0 X +
€ _ 5
T (K0) (B, — B,)0 [ (pf + mb”) + 4(B + By)0—
—— (p(Ba + By) + eB,By) Ké’} X } (2.79)
4pK 0=0

Pour éliminer les contraintes ®, = kz, et Q, = Kux, introduitent au début, les fonctions

delta par leurs versions intégrales

. ; .
5 (cbb — B, + \pk — %kex) - / % exp {ipq>b (@b — B, + \pk — %k&x> } (2.80)
T

. e .
0 (Qb — Q. + \pK — %Ké’x) = / 5 L exp {ipgb <Qb — Q4+ \pK — %Kex> } (2.81)
T

et ensuite changeons 'impulsion p* en

p“ — p’u — ]{,‘upq>b — Kupgb (282)

Il résulte pour la fonction de Green,
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4
S (Jfb,xa) = exp(w 86’” / d /d)\/dq) /dCIDbé ka:a)é(q)b—kxb)
X /an/de5(Qa — Kx,)0( — Kay) /dx exp {ip (xp — z4) + Zg(pQ —m?)
7 b

2 ; Qp 2
L C A% dp — ¢ p2 _°
ok (eAp+ 2A )dd oK /Qa (eBp+ 2B )dQ+2 K(K@)( — B,)0
1
{ (p9+m95) 4(B +Bb)9_ﬁ[ (Ba + By) + eBoBy) K@] X +

(k0) (A, — A,)0 [5(;99 +mb®) + Z—l(Aa + A6 —  Ip(A, + Ap)+

Zpk 4dpk n(

eAq Ay k0] v }

(2.83)

Intégrons sur le temps propre Grassmannien Yy, il vient

S (wna) = exp(in® aen)/( o / { (pe+m95)[ +ﬂk0(Ab A)0+

ﬁm } (A, +Ab9—ﬂ[ DAy + Ag) + €A A kB +

Z(B + By)0 — —— [p(By + Ba) + ¢BoBy) K6 +

pK

(Ap + A0 (0) (A — A0 + S—K(Bb + B,)0 (K0) (B, — B.)0 }

o =0

exp{ip (1, — @ )—l—zé( 2—m2)—i/kmb(eA +g—2A2)d —
P WP (Tp a 9 p pk’ - P 92 ¥

i [ e?
oK . (ng+EB2)d)\} (2.84)

En utilisant I’identité

0 0
eXp(i’Y”a—éZ)f(@ lo=0= f(ag)exp(wn £") leso (2.85)

Il vient



2.3 Technique de Fradkin-Gitman :

41

J, d*p
S (xp,xe) = exp(in” 80”)/( o) /d)\{<p“8§ + imry )[1—1—%1@(14{’ A%)
e b @ 02 € a (9 (& b a &
2pKKy(B B)aga§]+ (A +A>ag 5(B +B)8§
e O e

3
(Ab + A%k, (AL — Aa)m +exp(i7,£")—

4dpk 4dpk

—— [p(By + B,) + eB.By| K

¢, ag

“ (B + BY)ky (B — BY)

S - D (2 = Ta) + AP — 2)—i/kx(A +€—2A2)d<1>—
858585 exp s ip (Tp — o) + A (p° —m ok ), eAp 5

Yy
Kz

e2
— eBp + —B? dQ}
I By

Notons que la dérivation par rapport a &5 donne simplement la matrice 7°.

Développons I’exponentielle exp(muf“) comme suit

. . 1 v Z V.o
exp(in, ") = 1 =i, + 56,67 = G6.EE"Y + £0&162E37°

Puis effectuons la dérivation par rapport a §,,, et utilisons la relation

AB+ BA=24B

Avec

A = Au;?u

La fonction de Green S(zp,x,) devient

(2.86)

(2.87)

Stona) = 5 [ o8 [a{wm [1- 250, - 40 - Sk, - B +

e? e? e
GAb+e$b+ QPkMAaAb—{_ 2pKKBaEb pk]%p b pKKp b

2

2

;—kly/AaAb — e—KBaBb} exp {ip (xp — x4) + i%(pQ —m?)—
I 2o [ eyt € B0

i L v e e [ emp - Gl

(2.88)
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Sachant que

S (xp,xy) =S¢ (mb,xa)75

=Pt

2
% =0, (") =-1
Multiplions & droite les deux membres de (2.79) par ® (pour enlever le tilde)et changeons

I’impulsion p en —p, il vient

e

5 e = 3 [ [aoem |1 S, - a0+ SorB - B -

e? e? e e
— — — —HKpA — By —
€Ab eBb+QPkMAaAb_‘_QpKKEaﬁb—{_pkMp b+pKKp b

s BB, e {ip (- )+ 0 )
ok a41b K abo ¢ €XP P Tp — Lq ZQP m

) kzp e? ) Ky e?

Symétrisons cette expression a l’aide de la relation

W) [t 5 Sy = 40+ 5 e KB~ B -

(&

-+ m) |1+ b+ ) [~ A e =

€ €

= [ o+ g KB e [1- A - ok +

e 2

e, +eB, - @/?/ (PAs) — @K (pBy) + @H (Aady) +

62

(pK)

(2.90)

K (B.By) — @%Ab - %waﬁb

On obtient la forme symétrique de la fonction de Green
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e

/ [ )Mb 2K )Kﬁb] (7 +m) [1 - WW%—
g
(

SC (.Tb, l’a) =

/

@/m (e(Ap) — —A2)d<1>— oK) /K (e (Bp) — 532)619} (2.91)

Finalement l'intégration sur le temps propre A donne la forme définitive du propagateur

N | .

A
exp {—zp (xp — x4) + za(p —m?)—

o) = - [ ok [+ ot wb} e [1— WA
ﬁ&“ﬁa] exp{—ip(xb - /mb (Ap) ——A2)d‘1>—

@ /K :(e (Bp) — %232)(19} (2.92)

2.4 Fonctions d’onde et spéctre d’energie

La détermination des fonctions d’onde s’effectue en appliquant le théoréme des résidus. Les
poles de la fonction de Green sont les énergies positives et négatives données respectivement
par :

Pl =w—icet p = —w+ic, w=+/p?+m? étant 'énergie d’une particule libre.

Pour les énergies positives p} le contour d’intégration est choisi en dessous de l'axe des
réels avec t, > t, afin d’assurer la convergence (pour que l'intégrale puisse s’annule a 'infini).
Par contre, le contour d’intégration pour les énergies négatives est choisi au dessus de 'axe des
réels avec cette fois ci t, < t,.

L’application du théoréme des résidus ( I'intégration sur p° ) donne
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S (zp,1,) = —iﬁ(tb—ta)/(;lng;g(To) { S0 )Wlb T )Kﬁb} (]/+—W:n)[1_
s s kB e { i - s [ e - S -

777 o, [102) =5 0} 10 [ G [1- i
(met}?b} (—p+m) {H (6 )MAG+2(;K>K$Q]exp{_ip(xb_%)_

o / e /KK om) 5|0

En utilisant les opérateurs de projection sur les états d’énergies positives et négatives

Ay = Y ulp syatp. ) =
A== Y ulp,s)olp,s) = LE™

+s

L’expression du propagateur S(zy,z,) se décompose respectivement en fonction d’onde

Ul (z) d’énergie positive et W, (r) d’énergie négative

S (zp,xa) = —ib(ty — tq /d3pZ\I/Sp Tp) \I/(+) a)
+i6(ty — ta) /d?’pzllfsp )W, (2,) (2.93)

Les fonctions d’onde normalisées décrivant le mouvement de particule de Dirac en interac-

tion avec une onde plane se déduisent comme

W) = g (B) [ gmet] [+ g kom] s (2.94)

p

i kx 62 i Kz 62
X exp {—z’px — p_k [epA — 5A21 dd — ZR [epB — 532] dQ}
kxo Kzo
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o) (@) LY e ] - ko) (2.95)
= — [ = - — v )
oP (27)3/2 \ pO 2pk 2K P,
i kx 62 ) i Kz 62 )
X €xp } Ipr — — epA+ —A } dd — — [epB+—B } dQ}
{ pk kxo [ 2 pK Ko 2

Ou w=[p? —i—mQ]%

u(p, s) et v(p, s) sont les spineurs vérifiant I’équation de Dirac libre et tels que

a(p, s)u(p, s) =

6<pa S)U(pv 8) =—1

Ce résultat est en total accord avec celui de la littérature[5].

2.5 Conclusion

Nous avons ainsi réussi d’extraire les fonctions d’ondes ainsi que le spéctre d’énergie tel
qu’il existe dans la littérature et ceci peut étre vérifié par la méthode d’élimination des champs

succéssifs.



Chapitre 3

Fonction de Green pour une particule
de Dirac chargée dans un champ
composé de deux champs d’ondes
planes et orthogonales (Technique

d’Alexandrou et al. dite Projection

Globale) :

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de considérer suivant le formalisme d’Alexandrou et al.[4] et ceci

dans sa projection dite globale, le mouvement d'une particule spinorielle (spin %) relativiste

2
chargée sous l'action de deux champs d’ondes planes et orthogonales, en prenant les mémes
conditions prises par [5].

Nos résultats sont comparés ensuite & ceux de [5] obtenus par la résolution d’équations

différentielles (équation d’onde).

Ainsi notre travail consiste & construire d’abord la fonction de Green pour le probléme
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en question via un formalisme d’intégrales de chemin puis ensuite 1a calculer pour finalement
donner les fonctions d’ondes et le spectre d’énergie.

Alexandrou et al.[4] propose deux maniéres différentes de calcul pour la fonction de Green
qui sont :

-La représentation globale,

-La représentation locale.

3.2 Construction du propagateur

La fonction de Green causale de notre particule de Dirac chargée de charge e dans le champ

de deux ondes planes électromagnétiques s’écrit :

g1 (3.1)
HM—m+ic

11 est intéressant de noter que dans le probléme de la particule sans spin (chapitre 1), pour
avoir la forme intégrale de chemins, les quantités présentes dans I’exponentiel doivent étre des
variables bosoniques.

Pour cela Fradkin et Gitman ont due introduire par multiplication une matrice 75 au
dénominateur et ceci pour homogénéiser le dénominateur et le rendre une somme de variables
bosoniques.

Comme il a été remarqué par Alexandrou et al., sans la matrice v° le formalisme peut étre
allégé .

Multipliant donc le numérateur et le dénominateur de la fonction de Green causale de
Dirac par le conjugué du dénominateur, on obtient alors, une fonction de Green causale avec

un dénominateur bosonique (homogene, dont les termes sont des variables bosoniques) et un

numérateur fermionique (non homogeéne), on obtient ainsi :

= <]j[ + m) N B — ! ) (3-2)

I —m?+ie

Et en usant de la technique du temps propre de Schwinger, on obtient :

A 1
S=——"-—
L —m+ie
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S = m - _7@ /Ooo d\ (1?1 + m) exp (—z’m;A) exp (zM;A) (3.3)

On remarque avec cette forme qu’on a aménagé notre fonction de Green de la particule

chargée spinorielle en deux parties distinctes :

- L’une exp | ¢ 5 est sous forme exponentielle, de nature bosonique, acceptable

pour une description de I’évolution de notre systéme.

- L’autre, <]7[ + m) est un facteur jouant le role d’un projecteur éliminant tout état superflu
venant de 1’évolution totale du systeme .

C’est la définition de la projection globale définit par Alexandrou et al.

On remarque bien que pour passer a la représentation intégrale de chemins de notre fonction
de Green, le facteur (]j[ + m) poserait probléme et on voit aussi bien que la projection globale
est une projection statique ne dépendant pas du temps propre, temps caractérisant 1’évolution,
mais alors ce facteur est un projecteur qui élimine les états superflus non physique, d’ot le sens
de la dénomination dite globale.

Ainsi, la différence entre la projection globale et 'autre projection qu’on appelle projection
locale est la présence en projection locale d’un opérateur de projection dont le role est d’éliminer
a chaque instant, et donc d’une maniére dynamique, les états non physiques dans I’exponentielle
et accompagnant le temps propre donc I’évolution.

Revenons a notre travail et a partir de (3.3), la dynamique de notre systéme est donnée
par I'hamiltonien

i~ o~ 1.2 —II2

7+ 1¢ Bu(Xn", (3.4)

La fonction de Green relative & une particule de Dirac chargée en interaction avec un champ

extérieur composé de deux champs d’ondes planes est donnée par

S° (w4, 7a) = ;/d‘*z (s | (ﬁ—e%—efﬁwn) |Z)/Oood)\exp<_i;nQ)\)

x(z | exp (—zf[}\) | Z4)
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. 0o 2 ~

_ 71(2'3% — e Azy) — e Blay) +m) / d\ exp (—im?A) (zy | exp (—iH)\) | z.).  (3.5)
0

Ensuite, I’élément de matrice (x; | exp (—zﬁ A) | x4) , qui représente un opérateur d’évo-

lution sous la forme intégrale de chemins, s’écrit comme suit[4].

- T d w=n spin
(xp, | exp <—ZH)\> | z,) = exp (fya—r) /m(O)—aca DxDpDEN
A
X exp {—z/ dr [p.x’ — 6+ H (7, 2,26 + F)] } , (3.6)
0 =0

Ou

NP est un facteur de normalisation pour I'intégrale du spin

1

in U Dé exp (_ /0A dfgu(f)é“(r))}_ ,

et en utilisant la condition anti périodique (caractéristique du spin) dite aux limites pour

les variables Grassmanniennes ¢ et qui est

£u(0) +&,(A) = 0. (3.7)
avec le changement suivant
1
Cul7) = 5T+ £u(7). (38)
s’écrit
Cu(0) +Cu(A) =Ty, (3.9)

Et I'expression finale de la fonction de Green, aprés un déplacement de l'intégration de p

A m est alors

- i 2

§(rnwa) = —5(i 8, — e Alw) — e Blay) +m) exp @%) [ e (_/%A) Novin

A
X /DmDﬂDCexp {—i/o dr [(7? +e A(x) + e B(z)) .2 —i¢.C+
H(m, 2, 20)] + ¢(0)-C(MN) Hr—p (3.10)
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En effectuant le changement suivant m — 7 4 &, on obtient alors la fonction de Green

5 nea) = ~509, —c Alw) ~e Bla) - meww (1t ) [T ar Ny e (<)

A
X /D:vDC exp {z/o dr(—%:'ﬁ +iCC — eiA(z) — exB () +iC(—
ieF, (2)¢"¢") —i¢ (0) ¢ (M) Hr—g » (3.11)

Ou N(\) étant un facteur de normalisation défini par

N(\) = [/ DC exp (g (0)C () — /0A drgé)r/mexp (z /0A dT”;) . (3.12)

De cette derniére forme, ’action et le Lagrangien de notre probléme sont extraite et ainsi

données par .
Alz, (] E/O ar L (2,4,¢,8) = i¢ (0) (W) (3.13)

tel que

L (;m; ¢, 5) - —%jﬂ +i(C—ei A(z) —e i B(x) — ieF, ()" (3.14)

Les deux premiers termes dans le Lagrangien correspondent, respectivement aux contribu-
tions des degrés de liberté orbitaux et ceux du spin a ’énergie cinétique, cependant les deux
derniers termes du lagrangien sont les contributions du couplage du champ des photons au

courant de convection de I’électron et & son courant de spin.

3.3 Evaluation de la fonction de Green d’une particule
de Dirac soumise aux deux champs d’ondes planes
et orthogonales (représentation dite globale)

La dynamique du systéme se détermine alors par le calcul de la fonction de Green

5 () = %’ (10, — e A(m) — e B (m) +m) S (3, 74), (3.15)
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Ou

S (zp,z,) = exp (ygir)/ d)\/DacDﬂD(
0

A
X exp {Z/O [_71352 +iCC — ez A (x) —exB (x) —ieF, (x)("¢"

7'('2—77’1,2

N } dr +¢ (0) ¢ (N} (3.16)

Est le propagateur & déterminer, puis on I'injecte dans la formule (3.15) pour ainsi obtenir
notre fonction de Green.

A cause du fait remarquable de la dépendance unique de ’onde plane sur la seule variable
(k.x) , de ce fait, on proceéde a la réduction du probléme d’un probléme quadri dimensionnel
pas aussi claire & résoudre au méme probléme mais cette fois unidimensionnel pour chacune
des ondes planes, on introduit alors une variable unidimentionnelle ® = k.x pour ’onde plane
A(x) = A(k.x) = A(P) et une autre Q = K x pour l'onde plane B (z) = B (K.x) = B (Q) par

I'introduction des deux identités suivantes

/d@a/d¢b5(¢a _ kxa)/qu>/D<I>eXp [z /Okpq, (cb _ kac) df} _ 1, (3.17)
Et
/an/dea (. —Kxa)/DpQ/DQeXp [2 /OApQ (Q— Kx’) dT} ~1, (3.18)

Alors,

S (zp,z4) = exp (7%)/ d/\/d@ad@b5 (P, — kxa)/ande(S (Q, — Kz,)
0

x / DxD7Dpg D® Dpo DADL (3.19)

by
X exp {z/ [_711‘2 +iCC — i (e A(kz) + e B (Kx) + kpe + Kpo)—
0

™2 —m
2

2

ieF,, (x)C"¢” + +pad + pQQ} dr +¢(0)¢ (A)}

I

I'=0

Ou Paction est
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AT _
A = 7:1';2 +i (¢ — (e A(kz)+e B(Kx) + kps + Kpg) — iek,, (@, Q)¢+
0
71'2 — m2) . . .
9 + pe® + paQd| dr — i€ (0) ¢ ()\) (320)

Et sous sa forme discréte

] N—+1 1 . v
A = ]\}1_{1(1)0 ]:21 |:—2—€A$J2 — Az (e A(kz;) + e B(Kx;) + kpe, + Kpa,) — igFu(®;)¢C"
. pow (=M
—19G, (§2)C5 ¢ + — T (; AC +pa; AP +po; AQ;| +C(0)C(N)  (3.21)
Tel que
Fuw(®) = 0,A, () — 0,A, (D) (3.22)
Et
Gw(Q) =0,B, () —0,B, () (3.23)
Avec

B (@) = Fu(®,Q) = Fu(®) + Gu(Q) = 0,4, (8) — 0,4, (®) + 9,5, (Q) — 9,5, () (3.24)

Pour découpler la partie libre que contient la fonction de Green de la partie avec l'interac-
tion, essayons tout d’abord d’éliminer le terme quadratique en z, c’est pourquoi, on regroupe
les termes contenant des Az en faisant apparaitre un carré parfait en usant des identités re-

marquables et ceci & partir de ’expression discrete de ’action

1
=5 [Axf +2eAz;(e A(P;) +e B(Qy) + kpe, + Kpg,)] =

[Azj+e(e A(®;)+e B(Q) + kpa, + Kpa,)]” + gem?(cbj) +Ee2BQ,),  (3.25)

?
2 2
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La, on voit la forme gaussienne apparaitre, donc

2 j=1
N+1

IT exp {—% [Azj +e(e A(D)) + e B() + kpa, + Kij)f

J=1

exp {—zl 1\%1 [Az; + (e A(®)) + e B(Q;) + kpe, + KpQﬂf} =

) 9 N1 NAL d4pj i€ 2 .
ione" T [ enp St (8,42 (0 A@) 40 B + b, + Kpo)) 1
(3.26)

Eliminons maintenant la variable 7 par intégration fonctionnelle, c’est & dire

. 2 .
Maintenant pour simplifier I'intégrale fonctionelle sur p en une intégrale simple procédant

A l'astuce suivante :

N+1 N

. Az pj = TNPN41 — Top1 + '

N
Tj (pj — Pjr1) = ToPN11 — TaP1 + D T (5 — pj1)  (3.27)
j=1 J j

1 7j=1

Ainsi par ce développement, nous obtenons un terme représentant I’onde plane libre et un
autre qui apres intégration par rapport aux x nous donne des fonctionnelles de Dirac, qui apreés
intégration par rapport aux p nous donnent des contraintes sur les p exprimant naturellement
la conservation des quantités de mouvement au cours du temps. On obtient ainsi la partie libre
représentant le propagateur de la particule libre inclue dans notre propagateur total alors que
le reste représente 'interaction de la particule.

Nous obtenons alors le propagateur suivant

N 4
S(zp,2a) = exp (7.%) / d\ / (;l;;l / d®,d®,0 (D, — kz,) / A% d00 (U — K,) / DpsD®
0

Y
: A ,
X/DpQDQ/DCeXp Zp(xb—xa)+%(p2—m2)+@/ [€<Ap+§A2> —i—e(Bp—i—gl
0

pa (& +pk) +pa (2 +pK) | dr} xexp { / A [iCC — ieF o (@)¢H¢ - z‘eg,wm)c“c”} d
¢(0)¢ (M)}
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Enfin remarquons, comme on I’a déja noté plus haut, que le propagateur se scinde clairement
en deux parties essentielles :

La premiére partie est le propagateur d’une particule bosonique (spin 0) chargée baignant
dans le champ composé de deux champs d’ondes planes orthogonales contenant ainsi un terme
représentant I’onde plane libre et un autre terme représentant I'influence du champ extérieur
sur cette particule libre.

La deuxiéme partie est une partie qui contient des termes fermioniques donc elle représente
le spin de la particule de Dirac, un terme représentant la dynamique du spin (énergie cinétique
spinorielle) et un autre terme représente aussi le couplage spin-champ.

On voit donc bien que le calcul de la premiére partie soit déja fait (chapitre 1, section 1) et
il nous reste que le calcul de la deuxiéme partie, donc I'intégration sur les termes fermioniques.

Remarquons tout d’abord que le calcul, nous améne une seconde simplification pour les

deux termes contenant les tenseurs électromagnétiques pour les champs d’ondes planes

Fun(®)¢HC" =2 (k.C) (A'.). (3.31)
Et
G ()¢ =2(K.() (B'.€) (3.32)
Avec
, 04
A = 9% (3.33)
Et de méme
, OB
B = 20 (3.34)

Et tout cela nous suggére bien, inspiré par le changement et la réduction faite auparavant
a cause des caractéristiques remarquables des ondes planes, d’introduire une deuxiéme variable
n = k ¢ pour le premier champ d’ondes planes et une autre variable kK = K ( via les deux

identités suivantes
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/dna/dnb5(na—k Ca)/Dn/Dpnexp [l /OAPn (7’7—%) dT} =L (3.35)

Et

/ dra / (K — K C,) / Dr / Dp,. exp [z /0 . (KJ . Kg) dT} ~ 1 (3.36)

Rappelons nous que les seules variables fermioniques du probleme sont 1 ,p, ,& ,p. ,¢ ,p¢ ,§
, pe et T, les autres variables sont alors de type bosonique.

Le propagateur est alors,

N 4
S(xp,w,) = exp (fy%) /d)\/ (;ZW];4/d(I>adq)b(5 (, — kx,) /andeé(Qa — Kx,) /Dpchq)
0

A
x/DpQDQ exp { ip(zp — o) + — (p2 — m2) + z/ [e <Ap + §A2) +e (Bp + §B2) +
0

28 (<i> +p/<:) + pa (Q+pK)] dT}/dna/dnﬁ(na—kCa)/Dn/Dpn

[ o [ dnistn, = & ¢,) [ D [ Do.DCok, - i ¢,) [ DrDp.DC

exp {z /0A [~2ien(A'.¢) — 2ien(B'.C)+ iCC + p, (77 - k&) ¥ e (/@ - Kg‘)] dr + ¢(0)C (A

A cause de la contrainte (contrainte anti périodique) sur les variables Grassmanniennes ¢
I'intégration sur ces variables n’est pas aussi évidente , c’est pourquoi, on les libére, par une

technique dite de vitesses, soit alors la transformation de vitesse suivante

1

CH(r) = 5/0 e(r—1Hw(r)dr' + %, (3.37)

Remarquons, que la transformation est dite celle d’une vitesse a cause de la dérivé qui

existe et ceci, est par analogie avec la définition classique d’une vitesse :

w(r)=¢(7), (3.38)
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w(7) étant donc une vitesse mais garde la méme nature Grassmannienne impaire que la
coordonnée (la trajectoire) ().

Sachant que € (7 — 7’), est la fonction signe, Les conditions de bords donnent alors

¢ (0) = _71 /0 W (7) dr + % (3.39)
A Iz
(N = % /0 W (7Y dr + % (3.40)

On remarque bien que la condition dite aux limites n’est pas perdue mais elle existera
implicitement.

Ainsi, nous pourrons faire d’intégration et on voit alors qu'un terme quadratique en w(7)
est apparu dans l’action suite & cette transformation.

Notre fonction de Green causale est alors

i 4
S(xp,Ta) = exp (7.6%> / d\ / (;iT’;AL / A, 0,0 (B, — k) / A% d0 (Q — Kz,) / Dps D
0

/ DpaDQexp (A°) (\/det e> / dnucdnyd(n, + 5w = T)
X /DT]Dp77 / dkodrpd (K + %(w -1) / DkDp,Dw

A
X expi/ dr —ienA'(ew + 1) —iekB'(ew + T') + p, () — kw) +
0

Dr (/<a - KC) ~ Lew (3.41)
2 r=0
Effectuons la transformation suivante
W (T) — wh(T) — ik* / e N1 —7)p,(7)dr' — iK" / e (1 — Tpu(r)dr’ (3.42)
Alors, on aura les transformations linéaire et bilinéaire suivantes
ewl  —  ewh — 2ip, k" — 2ip K", (3.43)
—%wgw — —%wew + prkw + p.Kw, (3.44)
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Le propagateur S devient donc

7 1
S(rp,z,) = exp (yi> /d)\/ d p4/d(1>ad<bb5 (®, — kx,) /andeé (Q, — Kz,) /DpéDCI)
or / (271')
1 k
/ Dpa DS exp (A°) (\/det g) / i, (n, + 5 (@ =)
X /DT]Dpn/dliadlib(S(lia—l— %(w —F))/D/{Dp,@Dw

(3.45)

A .
X exp {z/ dr {—ienA’(ew +I') —iexB'(ew +T) + pyn + puk — %wsw} }
0 r=o

L’intégration sur les p, puis successivement sur les p,, fait apparaitre des fonctionnelles de

Dirac

/ Dp, exp (z /0 ' pmdf) — 5 (). (3.46)
/ Dy exp (z /0 " pmdf) (). (3.47)

Ces fonctionnelles de Dirac, qui sont des contraintes sur les chemins vont imposer pour

Et

le calcul du propagateur principalement leurs contributions. Ces chemins classiques ont pour
équations les arguments des deuxs fonctionnelles de Dirac précédemment citées en haut, données

par

nN=0<+<= n=n,=cte,

Et

k=0<= Kk =K, = cte, (3.48)

C’est a dire des droites .
En remplacant les fonctionnelles de Dirac par leurs versions exponentielles et réarangeons

les termes en w dans I’argument de I’exponentiel, on obtient alors
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S = oo (22%) [ ]

-1
/ DpaDQexp (A°) (v det e) / dn,dnyd (ny — n,) dpy, dp,

X /dﬁad/@'bé(mb — Kq)Dw

4

p
4

(‘21 ; / dD,dDys (D, — k) / dQ,d6 (U — Kz,) / Dps D
m

A . .
1
X exp {/ dr [§w5w + (eny (A + B')e + %pnak + %me)] w+
0

ipnaﬁa + ipna Rq _ipnar - ipnar} }F:O (349)
Posons
Tu(1) = gna/A;(@(T’))&(T’—T)dT’—Fglia/BL(Q(T’))&(T/—T)CZT,—F%kﬂpna —|—%Kﬂp,€a (3.50)

Ainsi, la forme standard

= \/@exp{ /0A /0/\ Tu(T)e (T — T’)j“(T')deT'} — Vdete (3.52)

puisque

jM(T)e_l(T — 7T =0, (3.53)

Effectuons I'intégration sur p, mais aussi sur les p,,

e k k
/dpna exp {2/ D, (na — §F) dT:| =4 (na — §F) , (3.54)
0

Et

A
/dp,{a exp {z/ Dr. </€a - %F) dT} =9 (Faa — gl“) : (3.55)
0

Ainsi ces fonctions de Dirac, jouent le role de contraintes par leurs arguments, d’ott on peut

facilement conclure de la conservation des conditions aux limites .
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Intégrons sur pget sur po

/ dps exp [z /0 S e (cb + pk) dT] — (<i> + pk) . (3.56)

Et

/ dpg exp [z /0 ' Pa <Q + pK) dT] —5 (Q n pK> . (3.57)

Les chemins qui sont présent ici sont des droites d’équations

®(7) = @, — pkr, (3.58)

Et

Q(r) = Qq — pK, (3.59)

qui contribuent essentiellement au calcul du propagateur.

Maintenant, puisque le paramétre d’intégration actuel qui est le temps 7 et les variables
unidimensionnelles ® et {2 sont clairement liés par les relations dr = ;—gd@ et dr = p’—édQ. Alors,
nous pouvant maintenant exprimer les intégrales en fonction des variables unidimensionnelles
des champs d’ondes planes, c’est-a-dire de ® et de 2.

Ainsi, la formule du propagateur s’écrit sous la forme

[e%) 4
S (zy,7) = exp <7'a%> /0 A / é% / DDy (B, — ki) 8 (B — By + phi))

« / 0205 (U — k) 6 (U — Qo + pEN) exp (A° (&, Q)

e e

———— (kD) [Ay — Ay T — —=(K.T') [B, — B,] .T’ .

<exp |~ (D) Ay = A = S BB @
Ou I'action scalaire devient
0 : iAo 2 N Loy
A% (D,Q) = ip(xy —xo) + —(p° —m*) — — d® |[eAp+ —e“A%(D)| —
2 rk Js, 2

A Lepr o) (3.61)

K Jo, Pt .



3.3 Evaluation de la fonction de Green d’une particule de Dirac soumise aux deux
champs d’ondes planes et orthogonales (représentation dite globale) 60

Enfin, il nous reste qu’a faire la dérivation. Pour faciliter les calculs utilisons 'identité

suivante

0
exp <7-—> fm =7 ( ) exp (v-§)| (3.62)
or =0 23 £=0
Ainsi que le développement de I'exponentielle
m 1 wav 1 UV A O 5
exp (1.6) = 1 =&y, = 56,6977 + 5En€ €T+ Eokias (3.63)
Le propagateur devient
(xp, x4) / d)\/ 2m)i /dCI)adq)b(S (P, — kxy) 6 (P — @, + pk)
/dQ d0%0 (R — Kx4) 0 (2 — Qq + pK ) exp (A°) (3.64)
|1 = =k, [Ay — Ay), — —— K, [By — B] o exp [7.€]
a5 1 - a a5 7 - a YT X . Y
opk T el T g i P T Pl Genger | P U
Et aprés dérivation notre propagateur est finalement donné par
d4
(T, Ta) / d/\/ /d@ad@bé (P, — ko) 6 (D — @, + pkN)
X /ande5 (Qy — K4) 0 (2 — Qp + pK ) (3.65)
A% (®,0) |1 - — — N —
oxp (4° (@.90) [ L= 550y~ A) = K (B = B
Avec le déplacement suivant (et ceci aprés ’élimination des fonctions de Dirac)
1 1
Py — —Pu+ Xk“p% + XKMPQ;, (3.66)

Notre propagateur S (3, z,) devient

) =[x [ 1 Uy = )+ K (B~ B exp (vt — )

kxb
2 ¢ Ly o
—(p* — - — Ap— —e“A°(D)| dd —
2t — ) pk/ ey peae)

A e ~Lepo)] (3.67)
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Finalement, on revient a I’expression de la fonction de Green et ceci, en injectant ’expres-
sion du propagateur (3.67) dans Pexpression de la fonction de Green (3.15), et aprés un petit

développement, On obtient

S = 5 [ an [ w14 g - A0+ S B - 8] -

e 62 62 62 e
— —HA,. — — — —HA A, — —KB..B
eAb pk]% bp+e$b+2pk]?‘/AaAb+2pKK$a$b pk,]% a b pKK a b+
KBy — K AB, + o KAB, — < WAB, + < WAB
pE " T g e T g P e T g PR T o T e

% oxp d —ip(ay — 24) + 2 (2 %—i/mh¢l4-}2ﬁ@)_
Xp { —ip(Tp — Zq 5 (P —m e edp—ge
L aa ey Lepro (3.68)
oK S eBp— e .

B / / = {ﬁ+m)[1+2 km 2KK$H 229/(&% 2pK ] e~
e, + 2]TI<:M‘1A1’ + QJTkKBalﬁb — —/;/Aa.Ab — —KBQ.B(, + —k/;/Ab.p - —KKBb.p —

2

%_KKAb$b+2p_KKAb$ 2p k,l?/AbEb 2p klﬁ/A $b ( )<pK>l?/AbKB

oo KA} e { it )+ 207 )
pik :b dD [eA.p ~ %ew(@)} - pLK KKb i) [eB.p - %832(9)} } (3.69)

En procédant a la symétrisation de notre fonction de Green, on obtient la forme symétrique

en a et b, suivante

5 () =4 [Ta /d4 i sty + kB ) 1= S, - e

i R 1
—iplzy — 74 —m?) — — dd |eAp — —e2A2(D)| —
cexp {ip(on = a2) + 5 67— o ey peae)
i Kaxy,
pK Kxq

Supprimons le paramétre du temps propre A , qui n’est pas bien sir physique mais da

49 [eB.p - %832(9)} } (3.70)

essentiellement & la technique utilisée pour avoir une forme intégrale de chemins, et ceci en
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intégrant I'intégration ordinaire par rapport a ce paramétre du temps propre. On obtient

Stana) = = [ e [1 g [+ kB s [ 1 g
[1 - kB, } exp {—ip(a:b _ ) — /k " [eA.p _ 56%42@)] _

Pk Jis,

7: K:Eb

oK dQ {eB.p— 36232(9)” (3.71)

Qui concorde bien avec les résultats obtenus dans le chapitre précédent.

3.4 Extractions des fonctions d’ondes et spéctre d’éner-
gie
En appliquons le théoréme des résidus comme d’habitude dans ce genre de probleme, les
poles de notre fonction de Green sont les énergies p. = + (p% + mz)%.

Le contour d’intégration est choisi dans la moitié inférieure du plan pour les énergies posi-

tives avec t, > t, et c’est exactement l'inverse pour les énergies négatives, Alors

S Y (p@)
o] o ] 52 - ] - e

i ke 1
—i —Ty) — — dd |eA.p — =2 A%(®)| —
X exp { ip(zp — 4) 72 /kma {e p—ge ( )}

piK KK 40 [eB.p— 36232(9)] —O(ty— 1) / (;ij;?) (g)
<[ gt [1- e S |1 g |1+ e

kxy
X exp —ip(xy, — xy) — —/ dd {eA.p —
{ ( ’ > pk kg

%e%@(@)} -

U L 9
i - dQ [eB.p —5¢ B (Q)}}

Avec la définition des opérateurs de projection suivante (ou u(p,s) et v (p,s) sont les
spineurs libres vérifiant 1’équation libre de Dirac telles que @ (p, s) u (p, s) = Let v (p,s) v (p,s) =

7).
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(7 +m)
2m

A=) ulps)u(ps) =
A=) v(ps)o(ps) =

et puisque notre fonction de Green se décompose comme suit

() — 0t — 1) / #pS 0, () 07, ()

(= +m)
2m

S (xp,24) = —0 (tp — ta) /d3p2¢

Alors, nos fonctions d’ondes normalisées sont

o0 = ot () P [+ 5eee] o
X exp {—ipx L /k 4 leA.p _ %8#(@)] _ ]% /Kx 49 [eB.p - %832(9)} }
L = o (pﬁ) e S
X exp {pr _ /k 4P {eA.p + %eW( )} - E /K 0 {eB.p + 36232(9)} }

3.4.1 Conclusion
Nous avons ainsi réussi a extraire les fonctions d’ondes ainsi que le spéctre d’énergie tel
qu’il existe dans la littérature et ceci peut étre vérifié par la méthode d’élimination des champs

succéssifs.



Conclusion générale

Dans ce travail : nous avons utilisé la technique des intégrales de chemins pour résoudre
le probléeme d’une particule relativiste se déplacant sous l'effet de 'action de la somme de
deux ondes électromagnétiques qui ont été choisies planes et orthogonales. La particule étant
respectivement de spin 0 et 1/2.

Pour la particule sans spin, nous avons d’abord construit le propagateur dans I’espace des
phases et ensuite introduit les caractéristiques des deux ondes au moyen de deux identités
afin de réduire ’espace dans lequel se meut notre particule. Aprés de simples changements de
variables, des fonctions de Dirac avec des arguments des équations de la mécanique classique
ont émergé naturellement et leur présence a permis de réduire énormément les intégrations et
I’obtention du propagateur s’est révélée finalement facile.

Ce méme propagateur a été recalculé suivant une méthode semiclassique utilisant I’équation
d’Hamilton-Jacobi pour déterminer la fonction génératrice responsable de la transformation
canonique choisie de maniére a rendre 1’Hamiltonien final nul, les nouvelles positions et impul-
sions devenant ainsi des constantes de mouvement.

Nous avons ainsi obtenu de deux maniéres différentes la fonction de Green.

Pour la particule de spin 1/2, a cause des variables de spin qui ont été remplacées par
des variables anti commutantes de Grasmmann, le calcul du propagateur devient un peu plus
compliqué. La démarche pour la détermination a été cependant la méme que celle utilisée dans
le cas du spin 0 : introduction de quatre identités, deux relatives aux caractéristiques des deux
ondes plus deux autres relatives aux variables de spin, des changements de variables ont été
effectués, des fonctions de Dirac avec des arguments des équations de la mécanique classique
sont apparues et par intégration les variables de Grassamann ont été éliminées.

Le calcul a été effectué suivant deux approches

-locale de Fradkin-Gitman
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-et une autre plus simple dite globale de Alexandrou et al.

Notons enfin que sans les propriétés des ondes que nous avons utilisé tout au long de ce
mémoire : la condition de jauge de Lorentz et d’orthogonalité [5] des deux ondes, le calcul des
propagateurs serait devenu vite inextricable.

Le cas général de deux ondes non orthogonales est cependant envisagé. Il sera examiné

ultérieurement.



Bibliographie

[13]
[14]
[15]

[16]

[17]

P. A. M. Dirac, Reviews of Modern Phys., 17, 2-3, (1945).

R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys, 20, 367, (1948).

E. S. Fradkin, D. M. Gitman, Phys. Rev. D 44, 3230, (1991).

C. Alexandrou, R. Rosenfelder and A. W. Schreiber, arXiv :hep-th/9809101 v2, (1999).
M. Pardy, arXiv :hep-ph/0408288 v1, (2004).

A. O. Barut, I. H. Duru, Phys. Rev. A, 38, 11, (1988).

T. Boudjedaa, L. Chetouani and L. Guechi, Physica Scripta., 46, 289, (1992).

L. Landau et E. Lifchitz, "Théorie des Champs" (Mir, Moscow 1970).

S. Zeggari, These de Magister, Univ. Mentouri de Constantine (1999).

S. Zeggari, T. Boudjedaa and L. Chetouani, Czec. J. of Phys., 51, 3, 185, (2001).
S. Zeggari, T. Boudjedaa and L. Chetouani, Physica Scripta., 64, 285, (2001).

V. G. Bagrov and D. M. Gitman, "Exactes Solutions of Relativistic Wave Equa-
tions" (Kluwer, Netherlands 1990).

G. J. Papadopoulos, J. T. Devreese, Phys. Rev., D13, 2227, (1976).
S. Bourouaine, Ann. Phys. (Leipzig), 14, 4, 207, (2005).
S. Houat, L. Chetouani, J. Phys. A : Math. Theor., 40, 1349, (2007).

J.D. Bjorken, S. D. Drell, "Relativistic Quantum Mechanics", (McGraw-Hill,New York,
1964).

P. A. M. Dirac, "The PRINCIPLES OF QUANTUM MECHANICS", (Oxford, 1967).

[18] N. Boudiaf, L. Chetouani, Physica Scripta., 67, 369, (2003).



BIBLIOGRAPHIE 67

[19] R. P. Feynman, A. R. Hibbs, "QuantumMechanics and Path Integrals", (McGraw-Hill,
New York,1965).

[20] N. Boudiaf, These de Magister, Univ. Mentouri de Constantine (2000).

[21] S. Bourouaine, Eur. Phys. J., C 44, 131, (2005).



Abstract

In this work, One deals with the problem of the extraction of the wave function as well as
the energy of the charged relativistic particle subjected to the double and simultaneous
action of two external fields of orthogonal electromagnetic plane waves, and this within the
framework of Path Integrals and by using two techniques one is the technique of Fradkin -
Gitman applied here to the Dirac charged particle, where the difficulty essentially lies in the
dynamics and the quantization of the spin, but also to a charged Klein-Gordon particle where
no special difficulty encountered, which results were the guide of comparison and
verification for those given by a done pseudo-classical calculations using the Hamilton-Jacobi
equation. For comparison goal as well as confirmation of the results obtained for the Dirac
particle, the second technique, that of Alexandrou et al. was applied to a charged Dirac
particle which gave a more direct result but exact and identical to the first. Appearance of
Dirac functions has really simplified the calculi: taking into account their properties and their
arguments which privileged classical histories.

Key words:

Dirac particle, Klein-Gordon particle, Path-Integrals, Hamilton-Jacobi equation, Plane
wave, Grassmann variables.
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Résumé:

Dans ce travail, le probléme de I'extraction de la fonction d'onde et de |I'énergie pour une
particule relativiste chargée de Dirac ainsi que celle de Klein-Gordon soumises toutes deux a
I'action combinée de deux champs extérieurs d'ondes électromagnétiques planes
orthogonales, est traité dans le cadre du formalisme des intégrales de chemins, en utilisant
deux techniques dont I'une récente, formulée par Fradkin-Gitman, ainsi qu'un calcul pseudo-
classique utilisant |I'équation d'Hamilton-Jacobi pour la particule de Klein Gordon . C'est ainsi
qgue les fonctions de Green ont été déterminées de maniere exacte par l'approche de
Gitman ainsi que par celle plus simple de Alexandrou et al. en utilisant certaines identités et
des transformations choisies convenablement. Des fonctions de Dirac sont alors apparues,
ce qui a permis la simplification les calculs grace aux propriétés connues des fonctions de
Dirac en présence d'intégrales. Notons encore que ces fonctions de Dirac ont pour
arguments des équations qui ont privilégié les chemins de la mécanique classique sur tous
les autres.

Les résultats qui ont été trouvés, sont conformes a ceux qu'ils devraient étre

Mots clefs:

Particule de Dirac, Particule de Klein-Gordon, Intégrales de chemins, Equation d'Hamilton-
Jacobi, Onde plane, variables de Grassmann.





