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Introduction générale 3

Introduction générale

Pour tout problème de physique quantique, il est admis maintenant selon la vitesse des par-

ticules que la mécanique quantique non relativiste ou relativiste décrit et explique correctement

les phènomènes physiques.

Au départ, nous savons qu�il y avait en parallèle, la mécanique de Schrödinger et une autre

utilisant les matrices qui donnaient des résultats comparables à ceux de l�expérience. C�est ainsi

que le classique a été complété par le quantique malgré une certaine resistance à cette nouvelle

idée probabiliste de la physique .

Les fondements de la mécanique quantique ont été par ailleurs examinés et étudiés par

certains physiciens parmi lesquels on peut citer le plus connu Dirac [1]. Et c�est précisement

sur une idée conceptuellement classique de cet auteur, concrétisée ensuite par R. P. Feynman,

[2]qu�une autre nouvelle approche de la mécanique quantique a vu le jour : il s�agit des intégrales

de chemins.

Cette nouvelle approche d�intégrales de chemins avec son cadre classique, est actuellement

un moyen simple et accessible à l�esprit humain orthodoxe pour l�analyse et la compréhension

des phènomènes physiques en mécanique quantique.

Du point de vue pédagogique, avec des notions simples et uniquement classiques comme

l�action , les chemins, le lagangien... que cette approche permet d�aborder le concept probabiliste

de la mécanique quantique usuelle qui est non évident pour des esprits non préparés.

C�est ainsi que cette approche est devenue à l�heure actuelle un outil de quanti�cation

incontournable surtout pour les théorie modernes comme par exemple la théorie des cordes.

Cependant avec tout ce succès, les intégrales de chemins se développent malgré les di¢ cultés

qu�il faut à chaque fois contourner comme par exemple l�intégration de l�entité fondamentale
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de la physique représentée par le spin qui est de nature discrète au moyens des chemins qui

sont d�essence continue.

Dans ce travail, nous considérons le problème d�une particule relativiste soumise à l�ac-

tion combinée de deux champs d�ondes électromagnétique planes et orthogonales et le traitons

suivant l�approche path intégrale.

Ensuite le mouvement de la particule dotée du spin 1/2 (Dirac) est étudié suivant deux

formalismes celui de Fradkin-Gitman[3] et celui d�Alexandrou [4] et al.

La comparaison de nos resultats est faite avec ceux de [5].

L�organisation de ce mémoire est la suivante :

- Dans le chapitre 1, il est procèdé au traitement de la particule scalaire relativiste chargée

(spin 0 ou de même sans spin), décrite en mécanique quantique par l�équation di¤érentielle

du second ordre en coordonnée de l�espace-temps quadri-dimensionnel, qui est l�équation de

Klein-Gordon, soumise à l�action combinée de deux champs d�ondes électromagnétiques planes

et orthogonales. Les conditions d�orthogonalité sont prises conformémént à ceux de [5].

Suivant la technique de Fradkin-Gitman[3] le propagateur est d�abord construit et calculé

ensuite. Les fonctions d�onde et le spèctre d�énergie de notre particule scalaire, constituant le

test le plus important de nos calculs, sont alors extraits. Le propagateur [6]; [7] est par ailleurs

déterminée semiclassiquement via la résolution de l�équation de Hamilton-Jacobi [8]

-Dans le chapitre 2, il a été procédé au traitement suivant la technique de Fradkin-Gitman

en considérant [3]cette fois çi une particule de Dirac (particule spinorielle relativiste) chargée

soumise à l�in�uence combinées de deux champs d�ondes électromagnétiques planes avec les

mêmes conditions que ceux de [5] .

La fonction de Green du problème comparée au cas simple bosonique du chapitre précédent

est plus di¢ cile à construire et aussi à obtenir à cause des variables de Grassmann relatives au

spin qui interviennent par l�intermédiaire des matrices 
 de l�équation de Dirac

-Dans le chapitre 3, le même problème du chapitre 2 est reconsidéré par le formalisme des

intégrales de chemins, mais suivant la technique d�Alexandrou et al.[4] dans l�approche dite

globale

-En�n une discussion sur les méthodes et leurs domaines d�application et ainsi les di¢ cultés

rencontrées à travers ce mémoire sont données en conclusion.



Chapitre 1

Particule chargée scalaire (spin 0) sous

l�action combinée de deux champs

d�ondes planes et orthogonales :

1.1 Introduction

Notre but dans ce chapitre, est de calculer la fonction de Green causale pour une particule

scalaire (spin 0) relativiste chargée soumise à l�action combinée de deux champs d�ondes planes,

que nous prenons pour faciliter les calculs, orthogonales selon la littérature[5], et tout ceci

suivant l�approche du formalisme des intégrales de chemins et en�n, nous extrairons les fonctions

d�onde ainsi que le spèctre d�énergie correspondant. Comme con�rmation des résultats obtenus,

nous ferons la comparaison et la véri�cation avec ceux de [6]; [7]; [9] � [11] mais aussi avec les

reférences qui existent pour un seul champ et ceci en supprimant soit l�un des deux champs

ou soit carrément les deux champs (le cas libre). Avec ces résultats exacts, nous pouvons

faire comme complément la comparaison avec la méthode de calcul semi classique usant de

l�équation d�Hamilton-Jacobi de la section suivante (section 1.2) et ainsi valider les résultats de

cette dernière.
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1.2 Méthode Exact(Technique Fradkin-Gitman) :

1.2.1 Construction de la fonction de Green causale

La fonction de Green pour une particule scalaire chargée relativiste soumise à l�action com-

binée de deux champs d�ondes planes et qui correspond à l�équation de Klein-Gordon considérée,

dans l�espace de con�guration est :

�
P2b �m2

�
Bc(xb; xa) = ��4 (xb � xa) (1.1)

où

P2b = P�
b P�b, � = 0; 1; 2; 3, avec ��� = diag (1;�1;�1;�1) la métrique de l�espace plat de

Minkowski et

P�
b (@xb ; xb) = i@�xb � eA� (xb)� eB� (xb) (1.2)

, � = 0; 1; 2; 3

avec i @x est la représentation espace de con�guration de l�opérateur moment conjuguée de

la particule, jeji0 est la charge de la particule, A (x) et B (x) sont les quadrivecteurs potentiel.

Selon Schwinger, Bc(xb; xa) se présente comme l�élément de matrice d�un opérateur B̂c :

Bc(xb; xa) = hxbj B̂c jxbi

tel que : les jxi sont considérés comme les états propres de l�opérateur auto-adjoint X̂� et

forment un système orthonormé complet

X̂� jxi = x� jxi, xb jxai = �4 (xb � xa),
h
X̂�; X̂�

i
�
= 0,

Z
jxi hxj dx = 1, l�opérateur du

moment conjugué correspondant P̂� tel que : P̂ � jpi = p� jpi,
h
P̂�; X̂

�
i
�
= �i��� ,hpbj pai =

�4 (pb � pa) ; hxbjxai = �4 (xb � xa) ; hxbj P̂ � jxai = �i@�b�
4 (xb � xa) ;

On représente alors [3]; [12], l�opérateur �̂� par la relation : P�
b �

4 (xb � xa) = hxj �̂� jyi

alors il véri�e :h
�̂�; �̂�

i
�
= �ieF̂ ��

�
X̂
�
, alors : �̂� = �P̂ � � eA�

�
X̂
�
et
h
�̂�; X̂

�
i
�
= +i���

L�équation (1:1) donne alors l�équation opératorielle suivante :

�
�̂2 �m2

�
B̂c = �1 (1.3)
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où �̂� = �P̂ � � eÂ�
�
X̂
�
� eB̂�

�
X̂
�
tel que P̂ � est l�opérateur quadridimensionnel du

moment conjugué.

Alors :

B̂c =
�1�

�̂2 �m2 + i "
� (1.4)

En pro�tant de la technique du temps propre de Schwinger pour un opérateur bosonique

(quelques fois Fock-Schwinger), notre fonction de Green s�écrira au moyen d�une intégrale sur

le temps propre bosonique �.

B̂c =
i

2

Z 1

0

e�i Ĥ(X̂;P̂)�d� (1.5)

avec

Ĥ
�
X̂; P̂

�
=
1

2

�
m2 � �̂2 � i "

�
(1.6)

On peut alors écrire (1:5)dans l�espace de con�guration :

Bc (xb; xa) =
i

2

Z 1

0

hxb
���e�i Ĥ(X̂;P̂)���� xaid� (1.7)

En vue d�écrire(1:7) sous forme intégrale de chemins dans l�espace des phases, prenons

en compte la procédure de Weyl pour l�ordre des opérateurs et pour passer des opérateurs

aux valeurs propres (c�est la discrétisation), subdivisons comme d�habitude l�intervalle [xa; xb]

en N parties qu�on supposera égales pour simpli�er, puis insérant (N � 1) fois la relation de

complétude (fermeture) :

Z
jxjihxjj d4xj = 1; (1.8)

puis N fois la relation de fermeture

Z
jpjihpjj d4pj = 1; (1.9)

La fonction de Green aura la forme discrète suivante :
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Bc (xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d� lim

Z 1

�1
dx1:::dxN�1hxb

����e�i Ĥ(X̂;P̂)�N

���� xN�1i
�:::hxi

����e�i Ĥ(#;X̂;P̂)�N

���� xi�1i:::hx1 ����e�i Ĥ(#;X̂;P̂)�N

���� x0i
=

i

2

Z 1

0

d� lim

Z 1

�1
dx1:::dxN�1

d p1

(2�)4
:::
d pN

(2�)4

� exp
�
i
P�

pk
�xk
�s

�H (xk; pk)
�
�s

�
(1.10)

Où nous avons utilisé la notation suivante (selon le point de vue de Weyl) :

�s = �
N
; �xk =

xk + xk�1
2

(c�est le mid-point); �xk = xk � xk�1:

A la limite (N ! 1), on obtient alors sous forme continue et compacte la fonction de

Green suivante :

Bc (xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d�

Z
DxDp exp

�
i

Z �

0

�
1

2

�
�2 �m2

�
+ p _x

�
d s

�
(1.11)

Où

L�intégration est au sens des intégrales de chemins, c�est à dire sur les trajectoires x� (s) ;

p� (s) ; paramétrisées pas le paramètre s 2 [0; �] et obéissant aux conditions aux bords :

x (0) = xa ; x (�) = xb.

Dans le but d�obtenir la forme Lagrangienne de la fonction de green, qui permet théorique-

ment de calculer n�importe quelle fonction de Green pour un problème donné, nous avons alors

à éliminer les p pour cela il faudrait intégrer fonctionnellement sur les quadrimoment conjugués

p, sachant que : � = �p� e A (x)� e B(x) , e¤ectuons le changement suivant :

p� ! �p� � _x� � e A� (x)� e B� (x) (1.12)

Nous obtenons alors notre forme Lagrangienne

Bc(xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d�

Z
Dx C (�)

� exp
�
i

Z �

0

�
� _x

2

2
� 1
2
m2 � e _x A (x)� e _x B (x)

�
ds

�
(1.13)

C (�) =

Z
Dp exp

�
i

Z
p2

2
ds

�
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De là, on peut directement tirer notre Lagrangien qui est

L(x; _x) = � _x
2

2
� 1
2
m2 � e _x A (x)� e _x B (x) (1.14)

et notre action est la suivante

A =
Z �

0

�
� _x

2

2
� 1
2
m2 � e _x A (x)� e _x B (x)

�
ds (1.15)

où d�après les équations d�Euleur-Lagrange, les équations classiques quon peut tirées sont :

�A
�x�

=
d

d�
_x+ eA0 + eB0 = 0

1.2.2 Evaluation de la fonction de Green pour la particule scalaire

En ce qui nous concerne, pour l�évaluation de la fonction de Green, nous prenons comme

application, le problème de la particule scalaire relativiste chargée sous l�action combinée de

deux champs d�ondes planes orthogonales suivant[5].

Remplaçons alors, les quadri-potentiels A (x) et B (x) au même point d�espace temps (donc

dépendant de 4 variables indépendantes)par les quadri-potentiels A (k x) et B (K x) représen-

tant des ondes planes dans l�expression de la fonction de Green sous sa forme Lagrangienne

(1:13) ; tels que : k x = k�x
� et K x = K�x

� et qui sont en fait, des scalaires.

Nous allons procéder à une réduction de l�espace temps de quatre dimensions à un espace

à une dimension pour chacune des ondes planes considérées.

Nous obtenons alors pour la fonction de Green :

Bc(xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d�

Z
DxDp

� exp
�
i

Z �

0

�
� _x

2

2
+
1

2

�
p2 �m2

�
� e _x A (k x)� e _x B (K x)

�
ds

�
(1.16)

A cause de la présence de la dépendance en k x et K x, les calculs paraissent di¢ ciles à

faire.

Malgré tout, l�onde plane a des caractéristiques qui vont assurer la solvabilité du problème.
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Notre idée principale consiste à utiliser cette particularité par l�introduction de deux nou-

velles variables, la première � indépendante de k x via l�identité suivante :

Z
d�b

Z
d�a�(�a � kxa)�(�b � �a � k(xb � xa)) =Z

d�b

Z
d�a�(�a � kxa)

Z
D� Dp� exp

�
i

Z �

0

d s p�

�
_�� k _x

��
= 1 (1.17)

Et la deuxième 
 indépendante de K x via l�identité suivante :

Z
d
b

Z
d
a�(
a �Kxa)�(
b � 
a �K(xb � xa)) =Z

d
b

Z
d
a�(
a �Kxa)

Z
D
 Dp
 exp

�
i

Z �

0

d s p


�
_
�K _x

��
= 1 (1.18)

En fait, ces deux identités nous permettent de séparer la partie représentant l�interaction

de la partie libre et ainsi extraire le mouvement libre présent dans l�évolution, en insérant les

deux identités précédentes dans l�expression du propagateur (1:16), on obtient :

Bc(xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d�

Z
Dx Dp

Z
d�b

Z
d�a�(�a � kxa)

�
Z
d
b

Z
d
a�(
a �Kxa)

Z
D� Dp�

Z
D
 Dp
 (1.19)

� exp
�
i

Z �

0

�
1

2

�
p2 �m2

�
� _x2

2
� e _x (A (k x) + B (K x)+

k

e
p� +

K

e
p


�
+ p� _� + p
 _


�
ds

�
En vue d�éliminer la variable quadratique _x, e¤ectuons le changement suivant sur p :

p ! p+ _x+ e A (�) + e B (
) + k p� +K p
 (1.20)

Nous obtenons alors
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Bc(xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d�

Z
Dx Dp

Z
d�b

Z
d�a�(�a � kxa)

�
Z
d
b

Z
d
a�(
a �Kxa)

Z
D� Dp�

Z
D
 Dp
 (1.21)

� exp
�
i

Z �

0

�
p _x +

1

2

�
p2 �m2

�
+ e p A (�) + e2 A2 (�)+

e p B (�) + e2 B2 (�) + p�

�
_� + k p

�
+ p


�
_
 +K p

�io
ds

Où

Nous avons adopté la jauge de Lorentz, c�est à dire que : k A = K B = 0 et nous avons

utilisé le caractère elatif aux photons k2 = K2 = 0 ainsi que les conditions d�orthogonalités des

deux champs d�ondes planes c�est à dire : A B = k K = K A = k B = 0.

Aussi pour voir clairement le découplage du mouvement libre de celui dépendant de l�in-

teraction, intégrons fonctionnellement par rapport à x. Ce qui nous donne des fonctionnelles

de Dirac � ( _p) . Ce qui nous contraint à considérer p comme constante soit p.

Alors, nous obtenons la fonction de Green suivante :

Bc(xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d�

Z
dp

(2�)4

Z
d�b

Z
d�a�(�a � kxa)

Z
D�

Z
D


�
Z
d
b

Z
d
a�(
a �Kxa) �

�
_� + k p

�
�
�
_
 +K p

�
(1.22)

� exp
�
i p (xb � xa) +

i

2

�
p2 �m2

�
+ i

Z 1

0

�
e p A (�) + e2 A2 (�)+

e p B (�) + e2 B2 (�)
�
d�
	

Et ceci après que nous avons e¤ectué une intégration sur p� puis p
.

On voit bien clairement qu�une intégration par rapport à la variable � ou de même par

rapport à la variable 
, montre que la contribution des amplitudes sur les chemins � ou 
 est

essentiellement réduite à l�intégration sur le chemin :

_� = �p k (1.23)

Mais aussi sur le chemin :
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_
 = �p K (1.24)

Qui sont les équations du mouvement classique qui sont tirées facilement des équations

classiques d�Euleur-Lagrange.

Alors les chemins sont donnés par :

�(�) = �a � k p � (1.25)

Et


(�) = 
a �K p � (1.26)

Sachant que les conditions initiales pour les deux chemins sont :

�(0) = �a

Et


(0) = 
a

Nous voyons bien ici que le choix des deux identités n�a pas été aléatoire ou naïf mais c�était

un choix judicieux.

Nous obtenons encore :

Bc(xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�b

Z
d�a�(�a � kxa)

Z
d
b

Z
d
a

��(
a �Kxa) � (�b � k xa + k p) � (
b �Kxa +K p)

� exp
�
i p (xb � xa) +

i

2

�
p2 �m2

�
�

i

(p k)

Z �b

k xa

�
e p A (�) +

e2

2
A2 (�)

�
d��

i

(p K)

Z 
b

K xa

�
e p B (
) +

e2

2
B2 (
)

�
d


�
(1.27)

Pour symétriser la forme du propagateur, remplaçons les fonctions delta � (�b � k xa + k p) et

� (
b �Kxa +K p) par leur représentations intégrales, puis e¤ectuons le changement suivant

p ! p� k p�b �K p
b

Après la simpli�cation des termes, et intégration par rapport à �b et 
b, On obtient
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Bc(xb; xa) =
i

2

Z 1

0

d�

Z
d4p

(2�)4

� exp
n
ip (xb � xa) +

i
2
(p2 �m2)

o
� exp

�
�i
(p k)

Z �b

k xa

�
e p A (�) +

e2

2
A2 (�)

�
d��

i

(p K)

Z 
b

K xa

�
e p B (
) +

e2

2
B2 (
)

�
d


�
(1.28)

En changeant p en �p et intégrons sur le temps propre �; on obtient la forme dé�nitive du

propagateur

Bc(xb; xa) = �
Z

d4p

(2�)4

exp
n
�i p (xb � xa)

o
p2 �m2 + i"

� exp
�
�i
(p k)

Z k xb

k xa

�
e (p A (�))� e2

2
A2 (�)

�
d��

i

(p K)

Z K xb

K xa

�
e (p B (
))� e2

2
B2 (
)

�
d


�
(1.29)

Remarque :

Le i" c�est seulement pour éviter et ainsi contourner les pôles de la fonction dans le plan

complexe sous l�intégrale (problème régularisation).

1.2.3 Extraction des fonctions d�onde et du spèctre d�énergie :

Par intégration par rapport à p0 (qui est l�énergie de notre particule), on obtient :

Bc(xb; xa) =
�i
2

P
"=�

Z
d3p

(2�)3 !
exp

n
�i "! (x0b � x0a) + i pi (xib � xia)

o
��
�
"
�
x0b � x0a

��
exp

�
�i

"!k0 � piki

Z k xb

k xa

�
e
�
"!A0 � piAi

�
� e2

2
A2
�
d��

i

"!K0 � piKi

Z K xb

K xa

�
e
�
"!B0 � piBi

�
� e2

2
B2

�
d


�
= �i

P
"=�

Z
d3p '"p (xb)'

�"
p (xa) �

�
"
�
x0b � x0a

��
(1.30)
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A travers l�identi�cation, on obtient des fonctions d�ondes normalisées,

'�p (x) =
1

(2�)
3
2

1

(2p0)
1
2

exp

�
�i px� i

p k

Z k x �
e (pA)� e2A2

2

�
d��

i

p K

Z K x �
e (pB)� e2B2

2

�
d


�
(1.31)

Où ! = [p2+m2]
1
2 est l�énergie de la particule de notre problème.

1.3 Méthode de calcul semi-classique :

Le but dans cette section est de résoudre l�équation de Klein-Gordon pour une particule

scalaire chargée soumise à l�action de deux champs d�ondes planes, mais par une méthode

de calcul semi classique (équation de Hamilton-Jacobi). Donc nous résolvons cette équation

pour obtenir la fonction génératrice responsable de la transformation canonique et donnant un

Hamiltonien nul.

Le propagateur s�exprime au moyen de la fonction génératrice et peut être ainsi calculé

La fonction de Green du système est ainsi comparée avec la fonction de Green (1:29) du

calcul exact de la méthode directe (méthode exacte).

Soit alors l�équation de Klein-Gordon en représentation coordonnées véri�ant la fonction

d�onde de notre particule :

(P2b �m2)Bc(xb; xa) = ��4(xb � xa) (1.32)

Où

P2b = P
�
b Pb� = (i@b � e Ab (�)� e Bb (
))

� (i@b � e Ab (�)� e Bb (
))�

Pb est le moment conjugué de la particule au point �nal de l�espace temps xb.

Pour pouvoir faire un calcul semiclassique, on doit utiliser la formulation hamiltonienne de

la fonction de Green.

L�équation que véri�e la fonction de Green Bc est de type hyperbolique, introduisons un

pseudo temps ou temps propre s (astuce de Fock) a�n de passer à une équation de type Schrö-
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dinger (parabolique) .Faisons donc jouer à �m2=2 le rôle d�une énergie et paramétrisons les

chemins par ce 5ème paramètre s

Ainsi la solution de l�équation de Klein-Gordon nécessite le calcul de l�intégrale suivante :

Bc(xb; xa) =
1

2i

Z 1

0

d� exp

�
�im

2�

2

�
K(xb; xa;�) (1.33)

Où le propagateur (qui est bien sûr écrit en fonction du Lagrangien, on doit donc le réécrire

en fonction du Hamiltonien du système) :

K(xb; xa;�) =

Z
Dx(s) exp

�
i

Z �

0

L0 [x(s); _x(s)] ds

�
(1.34)

Avec

L0 [x0(s); _x(s)] = �
1

2

�
dx

ds

�2
� eA

�
dx

ds

�
� eB

�
dx

ds

�
(1.35)

Le lagrangien relatif à la particule dans le champ des deux ondes planes, en mouvement

dans un espace-temps (1+3) muni de la métrique ��� = diag (1;�1;�1;�1), et dont la position

est x� = (x0; x1; x2; x3).

Linéarisons le terme quadratique (dx=ds)2 en passant à l�espace des phases. Le propagateur

à calculer est alors : (on a changé p en �p ) :

K(xb; xa;�) =

Z
DxDp exp

�
�i
Z �

0

(p _x+H) ds

�
(1.36)

Où

H = �1
2
(p� eA� eB)2 (1.37)

est l�Hamiltonien qui décrit la dynamique du système, écrit dans l�espace des phases.

Il est très remarquable que le propagateur (1:28) puisse être obtenu à travers une méthode

semi-classique, via une transformation canonique.

Pour cela, choisissons alors une transformation canonique de fonction génératrice du 2ème

type.

(x; p)
F2! (Q;P )
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tel que le mouvement soit gouverné par l�Hamiltonien nul H.La fonction génératrice de

cette transformation est la solution de l�équation d�Hamilton-Jacobi

H = H

�
�@F2
@x

; x; s

�
+
@F2
@s

= �1
2

�
@F2
@x

+ eA+ eB

�2
+
@F2
@s

= 0 (1.38)

y est donnée par [8]

F2(x; P; s) = �Px� 1

Pk

Z kx �
e (PA)� e2A2

2

�
d� +

� 1

PK

Z Kx �
e (PB)� e2B2

2

�
d
 +

1

2
P 2s (1.39)

Le lien entre les anciennes variables (x; p) et les nouvelles variables (Q;P ), est donné par

l�équation

p� = �
@F2
@x�

= P� +
k�
(Pk)

�
e (PA)� e2A2

2

�
+

K�

(PK)

�
e (PB)� e2B2

2

�
(1.40)

Et

Q� = � @F2
@P �

= x� � P�s+
1

Pk

Z kx

eA�d��
1

PK

Z Kx

eB�d
 + (1.41)

� 1

(Pk)2

Z kx �
e (PA)� e2A2

2

�
d�� 1

(PK)2

Z Kx �
e (PB)� e2B2

2

�
d


Rappelons nous que les pj sont constants dans chaque intervalle [sj�1; sj], les pj et xj ne

sont alors pas réellement des variables canoniques, les p(s) sont discontinues alors que les x(s)

sont continus. Il n�est pas clair de trouver dans le cas général, le lien entre les variables (xj; pj)

et les variables (Qj; Pj).

On peut utiliser la relation , en remplaçant le @ par le � et en adoptant la prescription du

post point,

� (pj)� = ���F2�x�j

�
= �F2(x�j ;x

�
j ;Pj ;sj)�F2(x�j ;x

�
j�1;Pj ;sj)

x�j�x
�
j�1

(Qj)� = �
�
�F2
�P�j

�
= �F2(xj ;P �j ;P

�
j+1;sj)�F2(xj ;P

�
j ;Pj ;sj)

P�j+1�P
�
j

(1.42)

Pour chaque � 6= �, � = 0,1,2,3.
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Ces équations nous donnent après développement

(pj)� = (Pj)� +
k�
(Pjk)

�
e (PjAj)�

e2A2j
2

�
+

K�

(PjK)

�
e (PjBj)�

e2B2
j

2

�
+

+des termes d�ordre supérieur en �x�j ; (1.43)

(Qj)� = (xj)� � (Pj)� sj +
1

Pjk

Z kxj

eA�d� +
1

PjK

Z Kxj

eB�d
 +

� k�

(Pjk)
2

�
e (PjAj)�

e2A2j
2

�
� K�

(PjK)
2

�
e (PjBj)�

e2B2
j

2

�
+des termes d�ordre supérieur en �P �

j . (1.44)

De ceci, on voit clairement
@(xj ;pj)

@(Qj ;Pj)
= 1 + des termes d�ordre supérieur en (�xj;�Pj) et donc en (�Qj;�Pj). Ces

termes d�ordre supérieur en (�Qj;�Pj) ne sont pas négligeables dans le cas quantique général.

L�approximation semi-classique consiste alors à négliger ces termes d�ordre supérieur et

donc prendre le Jacobien
@(xj ;pj)

@(Qj ;Pj)
� 1.

Dans ce calcul semi-classique, seule la contribution des chemins classiques qui est prise en

compte pour le calcul de l�intégrale (1:36).

Comme

�pj�xj �H (xj; pj)�sj) = �Pj�Qj +�F1; (1.45)

Avec F1 = F2 + PQ, pour n�importe quel intervalle arbitraire [sj�1; sj], le propagateur

(1:36) devient alors

Ks:cl: (xb; xa;�) = lim
N!1

Z
dpN

(2�)4
N�1
�
j=1

dQj
dPj

(2�)4
exp

(
i

NX
j=1

(�Pj�Qj +�F1)

)
(1.46)

Une intégration par rapport aux Qj fait apparaitre

N�1
�
j=1

(2�)4 � (Pj � Pj+1) :
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On peut alors en déduire que P est constante (P1 = P2 = � � � = PN = P )

Alors le propagateur obtenu par le calcul semi-classique, via une transformation canonique,

est maintenant donné par

Ks:cl: (xb; xa;�) =

Z
d4p

(2�)4
exp fi [F2 (b)� F2 (a)]g (1.47)

Mais il est cependant préférable de remarquer que l�intégration en premier lieu par rapport

à Pj fait apparaitre le terme

N

�
j=1
(2�)4 � (Qj �Qj�1)

Q est alors constante.

Le propagateur, obtenu par la méthode d�Hamilton-Jacobi devient :

Ks:cl: (xb; xa;�) =

Z
d4p

(2�)4
exp

�
�iP (xb � xa) +

i

2
P 2 � i

Pk

Z kxb

kxa

�
e (PA)� e2A2

2

�
d�

� i

PK

Z Kxb

Kxa

�
e (PB)� e2B2

2

�
d


�
(1.48)

Rappelons nous que pA = PA, pB = PB, pk = Pk, pK = PK [cf. eq: (1:40) ; (1:41)], et

insérons la transformation inverse :

P = p� k

pk

�
e (pAb)�

e2A2b
2

�
� K

pK

�
e (PBb)�

e2B2
b

2

�
; (1.49)

Dans l�équation (1:48),

Ks:cl: (xb; xa;�) =

Z
d4p

(2�)4
exp

�
�ip (xb � xa) +

i

2
p2�� i

pk

Z kxb

kxa

�
e (pA)� e2A2

2

�
d��

i

pK

Z Kxb

Kxa

�
e (pB)� e2B2

2

�
d
� i

�
e(pAb)�

e2A2b
2

� �
�� k (xb � xa)

pk

�
�

i

�
e(pBb)�

e2B2
b

2

� �
�� K (xb � xa)

pK

��
(1.50)

Montrons maintenant que les conditions pk� = k (xb � xa) et pK� = K (xb � xa), sont

implicitement incluses dans l�équation (1:48) A cette
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�n, posons ! = pk� et aussi ' = pK�, et insérons les deux contraintes

� R +1
�1 d!�(! � pk�) =

R
d! dp!

2�
exp fip!(! � pk�)g = 1;R +1

�1 d'�('� pK�) =
R
d'dp'

2�
exp fip'('� pK�)g = 1

(1.51)

Dans l�équation (1:50), nous obtenons

Ks:cl: (xb; xa;�) =

Z
d4p

(2�)4
d!
dp!
2�

d'
dp'
2�

� exp
�
�ip (xb � xa) +

i

2
p2��

i

pk

Z kxb

kxa

�
e (pA)� e2A2

2

�
d�� i

pK

Z Kxb

Kxa

�
e (pB)� e2B2

2

�
d
�

i

�
e(pAb)�

e2A2b
2

� �
1� k (xb � xa)

!

�
� i

�
e(pBb)�

e2B2
b

2

�
�
�
1� K (xb � xa)

'

�
+ ip! [! � pk�] + ip' ['� pK�]

�
(1.52)

En changeant p�kp!�Kp' en p et par intégration par rapport à p! et ! puis par rapport

à p' et ', on trouve

Ks:cl: (xb; xa;�) =

Z
d4p

(2�)4
exp

�
�ip (xb � xa) +

i

2
p2�� i�

pk

Z kxb

kxa

�
e (pA)� e2A2

2

�
d��

i�

pK

Z Kxb

Kxa

�
e (pB)� e2B2

2

�
d


�
(1.53)

Ce résultat est le même que celui obtenu à l�aide d�une intégration discrète (1:28).

Finalement la fonction de Green pour des particules de spin zéro est obtenue, après rem-

placement dans (1:33) et intégration par rapport au temps propre, on obtient

Bc(xb; xa) = �
Z

d4p

(2�)4

exp
n
�i p (xb � xa)

o
p2 �m2 + i"

� exp
�
�i
(p k)

Z k xb

k xa

�
e (p A (�))� e2

2
A2 (�)

�
d��

i

(p K)

Z K xb

K xa

�
e (p B (
))� e2

2
B2 (
)

�
d


�
(1.54)

qui est la même fonction de Green (1:29)donnée par la méthode éxacte d�où les même

fonctions d�ondes ainsi que le même spectre d�énergie (1:31).
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1.4 Conclusion

Nous avons réussi à calculer la fonction de Green pour des particules de Klein Gordon en

interaction avec le champ relatif à deux ondes planes et orthogonales. La fonction de Green

est obtenue par deux méthodes : directe et semi-classique en utilisant les transformations ca-

noniques.

Les fonctions d�ondes ont été ainsi déduites et con�rmées.



Chapitre 2

Fonction de Green pour une particule

de Dirac chargée dans un champ

composé de deux champs d�ondes

planes et orthogonales (Technique de

Fradkin-Gitman) :

2.1 Introduction

Notre but dans ce chapitre est d�obtenir la fonction de Green relative à une particule de

Dirac chargée qui subit l�interaction de deux champs d�ondes planes et orthogonales selon [5]

et ainsi extraire de cette fonction de Green toute l�information quantique nécessaire c�est à dire

les fonctions d�ondes ainsi que le spectre d�énergie.

2.2 Fonction de Green :

La fonction de Green causale pour une particule de Dirac chargée dans un champ externe

de deux ondes planes électromagnétiques orthogonales S (xb; xa) véri�e l�équation de Dirac
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inhomogène suivante :

( /P b �m)S (xb; xa) = ��4 (xb; xa) (2.1)

Selon la méthode de Schwinger la fonction de Green S (xb; xa) est traitée comme l�élément

d�un certain opérateur Ŝ : tel S (xb; xa) = hxbj Ŝ jxai où les jxi sont considérés comme les

états propres de l�opérateur auto-adjoint X� et forment un système orthonormé complet avec

X̂� jxi = x� jxi,


xb jxai = �4 (xb � xa) ,

h
X̂�; X̂�

i
�
= 0,

Z
jxi hxj dx = 1,

/P = P��� où P� = i@�x � e A� (x) � e B� (x) est la quadri impulsion de la particule de

Dirac dans les deux champs d�ondes planes de quadri potentiels A� et B� orthogonales suivant

[5], c-à-d. AB = KA = kB = kK = 0 où k et K sont les quadrivecteurs d�ondes des deux

ondes respectivement et travaillons aussi dans la jauge de Lorentz kA = KB = 0.

On pose alors [12], la quantité P̂�
b �

4 (xb; xa) = hxbj �̂� jxai et ���4 (xb; xa) = hxbj 
̂� jxai

Il peut être alors facilement véri�é que
h
�̂�; X̂

�
i
�
= i���,

h
�̂�; �̂�

i
�
= �ieF ��

�
X̂
�
,

[
�; 
� ]+ = 2�
�� ,
h
�̂�; 


�
i
�
=
h

�; X̂�

i
�
= 0:

L�équation pour la fonction de Green est alors équivalente à l�équation suivante pour l�opé-

rateur Ŝ

�
/̂��m

�
Ŝ = �1 (2.2)

avec

�̂� = �P̂ � � eÂ� eB̂ où P̂ � est l�opérateur conjuguée de l�opérateur X̂�

2.3 Technique de Fradkin-Gitman :

La technique de Fradkin-Gitman consiste à l�homogénéisation de l�opérateur Ŝ. Alors, on

multiplie à droite et à gauche (2:2) par la matrice 
5, on obtient alors

�
�̂�
5
� �m 
5

�
~S = �

�

5
�2

(2.3)

Où (
5)2 = �1 et ~S = Ŝ 
5posons alors ~
� = 
5
� qui est aussi une matrice de Dirac

véri�ant l�algèbre de Cli¤ord donc les lois d�anti commutation, alors on peut carrément enlever
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le tilde et travailler avec l�équation

�
�̂�
� �m 
5

�
~S = 1 (2.4)

d�où

~S =
1�

�̂�
� �m 
5 + i"
� (2.5)

On voit bien que notre opérateur est l�inverse d�un opérateur de Fermi (Il contient une

somme de termes anti commutant entre eux et seront ultérieurement représenter par des

nombres Grassmanniens).

2.3.1 Evaluation de la fonction de Green :

Maintenant, au lieu d�utiliser la représentation classique en temps propre (bosonique) de

Schwinger qui convient mieux pour les opérateurs de type bosonique, on utilise une di¤érente

représentation au moyen duquelle on introduit un super temps propre (�; �) un temps propre

bosonique � et un temps propre fermionique �.

Alors, formellement l�opérateur ~S s�écrit

~S =
�
�̂�
� �m 
5

��1
=

�
�̂�
� �m 
5

�
�
�̂�
� �m 
5

�2 = 1

2

Z 1

0

d�

Z
exp

�
i
�

2

h�
��
� �m 
5

�2
+

i"] + i�
�
��
� �m 
5

�	
d� (2.6)

Alors,

~S =
1

2

1R
0

d�

Z
exp

�
�i Ĥ

�
d� (2.7)

Avec

Ĥ =
�

2

�
m2 �

�
�̂�
�

�2�
+
�
�̂�
� �m 
5

�
� =

�

2

�
m2 � �̂2 + i

e

2
F̂��


�
�
�
+
�
�̂�
� �m 
5

�
�

(2.8)
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Où par dé�nition � anti commute avec les matrices 
 et les intégrales sur les variables

Grassmanniennes impaires sont comprises comme des intégrales intégrales formelles.

Maintenant la fonction de Green s�écrit en représentation des coordonnées comme

S (xb; xa) =
1

2

1R
0

d�

Z
hxbj exp

�
�i Ĥ

�
jxai d� (2.9)

pour passer à la représentation intégrale de chemins, subdivisant l�intervalle spatio temporel

[xa; xb] enN parties que nous supposerons égales pour simpli�er, et introduisant entre ellesN�1

relation de fermétures

Z
jxjihxjj d4xj = 1; (2.10)

notre fonction de Green prend alors la forme discrète suivante

S (xb; xa) = lim
1

2
N!1

1R
0

d�

Z
d�

Z
d4x1:::d

4xN�1

�
NY
k=1

hxkj exp
�
�i Ĥ (�; �)��

�
jxk�1i (2.11)

Pour passer de la forme opératorielle à la forme classiques, on développera l�exponentiel en

série de Taylor au premier ordre en �� , et on insère les N relations de fermeture sur l�espace

des moments

Z
jpjihpjj d4pj = 1; (2.12)

nous obtenons alors pour un élément de matrice donné l�expression suivante

x
k�1

�� exp (�i H (�k; �k)��) jxki � Z d4p

(2�)4
exp

�
i

�
pk
�xk
��

�H (�; �; xk; pk)
�
��

�
(2.13)

Alors, en l�injectant dans l�expression (2:11) , on obtient

S (xb; xa) =
1

2
lim

N!1

1R
0

d�

Z
d�

Z
d4x1:::d

4xN�1
d4p1

(2�)4
:::
d4pN

(2�)4

�
NY
k=1

exp

�
i

�
pk
�xk
��

�H (�; �; xk; pk)
�
��

�
(2.14)
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Alors

S (xb; xa) =
1

2
T
1R
0

d�

Z
d�

Z
DxDp (2.15)

� exp
�
i
1R
0

�
�

2

�
�2 �m2 � i

e

2
F��


�
�
�
+
�
m
5 � ��


�
�
�+ p _x

�
��

�
A cause des matrices 
, l�ordre est important, c�est pourquoi nous avant indexé ces matrices de

Dirac avec un paramètre � et ainsi, on a introduit un opérateur de produit chronologique de

Dyson T , alors on voit bien que ce n�est pas une forme tout à fait intégrale de chemins c�est pour

quoi pour avoir une formulation intégrale de chemins proprement dite, on doit obligatoirement

éliminer cet opérateur et ce sera par le biais de l�introduction de courants Grassmanniens

couplés aux matrices 
n (�) où n = 0; 1; 2; 3; 5 à l�aide de la formule suivante [3] :

T exp ff (
n (�))g = exp
�
f

�
�g
��n

��
T exp

�
1R
0

�n

nd�

�
�=0

(2.16)

où �g
��n

signi�e une dérivation fonctionnelle par la gauche par rapport au nième courant

Grassmannien et aussi on a [3]

T exp

�
1R
0

�n

nd�

�
= exp

�
i
n

@g
@�n

� R
	(0)+	(1)=�

D	

� exp
�

1R
0

�
	n _	

n � 2i�n	n
�
d� +	n (1)	

n (0)

�
(2.17)

Avec

D	 = D	

�Z
D	exp

�
1R
0

�
	n _	

n
�
d�

���1
où la contrainte imposée sur l�intégration des variables Grassmanniennes 	n impaires est

	(0) + 	 (1) = � (2.18)

Où �n est une variable de Grassmannienne impaire.

Alors notre fonction de Green prend la forme suivante
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S (xb; xa) =
1

2
exp

�
i
n

@g
@�n

� 1R
0

d�

Z
d�

Z
DxDp

R
	(0)+	(1)=�

D	

� exp
�
i
1R
0

�
�

2

�
�2 �m2 + 2i eF��	

�	�
�
� 2i

�
m	5 � ��	

�
�
�� i 	n _	

n+

p _x] d� +	n (1)	
n (0)gj�=0 (2.19)

Nous voyons bien qu�on est en présence de la forme Hamiltonienne de la fonction de Green

et pour passer à la forme Lagrangienne de la fonction de Green et ainsi pouvoir extraire les

équations classiques du mouvement, nous éliminons alors le terme contenant la quantité du

mouvement p par le changement suivant

p� ! �p� � _x�

�
� e A� (x)� e B� (x) (2.20)

La fonction de Green prend alors la forme Lagrangienne suivante :

S (xb; xa) = exp

�
i
n

@g
@�n

� 1R
0

d�

Z
d�

Z
Dx

R
	(0)+	(1)=�

D	C (�)

� exp
�
i
1R
0

�
� _x

2

2�
� �

2
m2 � e _x A (x)� e _x B (x) + i�eF�� (x)	

�	�+

i

�
_x 	

�
�m	5

�
�� i	n _	

n

�
d� +	n (1)	

n (0)

�����
�=0

(2.21)

Où

C (�) =
Z
Dp exp

�
i
1R
0

�

2
p2d�

�
L�action classique correspondante est alors

A =
1R
0

�
� _x

2

2�
� �

2
m2 � e _x A (x)� e _x B (x) + i�eF�� (x)	

�	�+

i

�
_x 	

�
�m	5

�
�� i 	n _	

n

�
d� (2.22)

Alors l�évolution du système est donnée par les équations du mouvement classique suivante :
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�A
�	�

= �2i _	� � 2i�eF��	� + i
_x�
�
� = 0 (2.23)

�A
�	5

= �2i _	5 + im� = 0 (2.24)

�A
�x�

=
d

d�

�
_x�
�

�
+ _x� F�� (x) + ie� @�F��	

�	� = 0 (2.25)

Ces équations , pour le problème des ondes planes seront importantes dans la détermination

des intégrales de chemins.

La fonction de Green causale correspondante à une particule de Dirac chargée soumise à

l�action composée de deux champs électromagnétiques orthogonaux est donnée par l�expression

intégrale de chemins suivante

S (xb; xa) = exp(i
n
@g
@�n

)

Z 1

0

d�

Z
d�

Z
DxDp

R
 (1)+ (0)=�n

D (2.26)

� exp
�
i

Z 1

0

�
� _x2

2�
+
�

2
p2 � �

2
m2 � e _xA(x)� e _xB(x) + i�eF��(x) � �

+i�e G��(x) � � + i(
_x� 

�

�
�m 5)�� i n

_ 
n
�
+  n(1) 

n(0)

�����
�=0

Où

x ; � sont des variables Grassmanniennes paires (donc bosoniques c�est à dire commutantes

et ici réelles)

� ; � et 	n sont des variables Grassmanniennes impaires et les conditions aux limites

imposées sur elles sont

x (0) = xa; x (1) = xb; 	(0) + 	 (1) = �

Pour traiter ce problème, il est claire qu�il est plus commode de passer à la forme hamilto-

nienne correspondante
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S (xb; xa) = exp(i
n
@g
@�n

)

Z 1

0

d�

Z
d�

Z
DxDp

R
 (1)+ (0)=�n

D 

� exp
�
i

Z 1

0

�
p _x+

�

2

�
p2 �m2

�
+
�

2
e2A2(x) +

�

2
e2B2(x) + (�eA+ �eB�

i �) p+ i�eF��(x) � � + i�e G��(x) � � + i
�
(eA+ eB) +m 5

�
��

i n
_ 
n
+

�
 n(1) 

n(0)

�����
�=0

(2.27)

Il apparait maintenant qu�une intégration directe sur les chemins x (�) n�est pas possible

et ceci à cause de la forme générale des quadripotentiel A (kx) ainsi que B (Kx), mais heureu-

sement, de la dépendance unique des deux potentiels en (kx) et (Kx) successivement, on se

permet d�introduire deux nouvelles variables � = kx et 
 = Kx à l�aide des deux identités

suivantes

Z
d�b

Z
d�a� (�a � kxa) � (�b � �a � k (xb � xa)) = 1 (2.28)

Z
d
b

Z
d
a� (
a �Kxa) � (
b � 
a �K (xb � xa)) = 1 (2.29)

Ou mieux encore, leurs versions intégrales

Z
d�b

Z
d�a� (�a � kxa)

Z
D �

Z
Dp� exp

�
i

Z 1

0

p�

�
_�� k _x

�
d�

�
= 1 (2.30)

Z
d
b

Z
d
a� (
a �Kxa)

Z
D 


Z
Dp
 exp

�
i

Z 1

0

p


�
_
�K _x

�
d�

�
= 1 (2.31)

Alors
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S (xb; xa) = exp(i
n
@g
@�n

)

Z 1

0

d�

Z
d�

Z
d�a

Z
d�b�(�a � kxa)

Z
d
a

Z
d
b�(
a �Kxa)

�
Z
DxDpD�Dp�D
Dp


�
R

 (1)+ (0)=�n
D	exp

�
i

Z 1

0

�
p _x+

�

2
(p2 �m2) +

�

2
e2A2 (�) +

�

2
e2B2 (�) +

p� _� + p
 _
 + � (e A(�) + e B(
)+ kp� +Kp
 � i
 �

�

�
p+ i�eF��(�)	�	� +

i�e G��(
)	�	� � i
�
(e A(�) + e B(
) + kp� +Kp
) +m 5

�
��

i 	n _	n

�
d� +	n(1)	

n(0)

�����
�=0

(2.32)

Après une intégration fonctionnelle sur les chemins x (�), nous aurons

S (xb; xa) = exp(i
n
@g
@�n

)

Z
d4p

(2�)4

Z
d�

Z
d�

Z
d�a

Z
d�b�(�a � kxa)

Z
d
a

Z
d
b

��(
a �Kxa)

Z
D�

Z
Dp�

Z
D


Z
Dp


Z
E

D	exp
�
ip (xb � xa) +

i
�

2
(p2 �m2) + i

Z 1

0

�
�(eAp+

e2

2
A2) + (�pk + _�)p� + i�eF��	�	� +

�(eBp+
e2

2
B2) + (�pK + _
)p� + i�eG��	�	� � i [(p+ eA+ eB)	 + k	p�+

K	p
 +m	5
�
�� i	 _	

�
d� +	n(1)	

n(0)

�����
�=0

(2.33)

A ce niveau de calcul, on note bien qu�on a séparé le mouvement extérieur libre de celui

de l�évolution.

Le couplage spin-champ se réecrit

F��	�	� = 2(k	)(A0 	) (2.34)

Pour l�onde A

G�� � � = 2(K	)(B0 	) (2.35)

Pour l�onde B

Qui inspire à rendre la variable  et k indépendante ainsi de même que pour  et K 

et ceci en introduisant deux nouvelles variables � = k et � = K via les deux identités

Grassmanniennes suivantes
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Z
d�ad�b�(�a � k 	a)

Z
D� �

�
p�

�
_� � k _	

��
= 1 (2.36)

Et

Z
d�ad�b�(�a �K 	a)

Z
D� �

�
p�( _��K _	)

�
= 1 (2.37)

ou encore leur version fonctionnelle

Z
d�ad�b�(�a � k 	a)

Z
D�

Z
Dp� exp

�
i

Z 1

0

p�( _� � k _	)

�
= 1 (2.38)

Et

Z
d�ad�b�(�a �K 	a)

Z
D�

Z
Dp� exp

�
i

Z 1

0

p�( _��K _	)

�
= 1 (2.39)

Où �, p�, �, p� sont des variables de Grassmann impaires.

L�expression de la fonction de Green devient

S (xb; xa) = exp(i
n
@g
@�n

)

Z
d4p

(2�)4

Z
d�

Z
d�

Z
d�a

Z
d�b�(�a � kxa)

Z
d
a

Z
d
b

��(
a �Kxa)

Z
D�

Z
Dp�

Z
D


Z
Dp


Z
d�a

Z
d�b�(�a � k	a)

�
Z
D�

Z
Dp�

Z
d�a

Z
d�b�(�a �K	a)

Z
D�

Z
Dp�

Z
E

D	

� exp
�
ip(xb � xa) + i

�

2
(p2 �m2) + i

Z 1

0

�
�(eAp+

e2

2
A2) +

(�pk + _�)p� + �(eBp+
e2

2
B2) + (�pK + _
)p
 + p�( _� � k _	) + p�( _��K _	)�

i
�
(p+ eA+ eB)	 + �p� + �p
 +m	5

�
�+ 2ie��A

0
	+ 2ie�%B0	�

i	 _	

�
d� +	n(1)	

n(0)

�����
�=0

(2.40)

Dans le but de se libérer des conditions aux bords sur  et qui nous empèche d�intégrer

sur elles, on passe à l�espace des variables de vitesse relatives à elles et ceci comme suit

	n(�) �! 1

2

Z 1

0

"(� � �
0
)!n(�

0
)d�

0
+
�n

2
(2.41)

Avec la notation de convolution
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f"g =
1R
0

f (�) " (� � � 0) g (� 0) d� 0

La nouvelle écriture de la fonction de Green avec la nouvelle notation dans l�espace des

vitesses et alors

S (xb; xa) = exp(i
n
@g
@�n
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d4p
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Z
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Z
d�a

Z
d�b�(�a � kxa)
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Z
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Z
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Z
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Z
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Z
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Z
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Z
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D!
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�a +

k

2
(! � �)

�
�

�
�a +

K

2
(! � �)

�
exp

�
ip (xb � xa) + i

�
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(p2 �m2) +

i

Z 1
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�(eAp+

e2

2
A2) + (�pk + _�)p� + �(eBp+

e2

2
B2) + (�pK + _
)p
 +

p�( _� � k!) + p�( _��K!) + ie��A0("! + �) + ie��B0("! + �) +
i

2
!n"!

n �

i

�
1
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(p+ eA+ gB)("! + �) + �p� + �p
 +

m

2
("!5 + �5)

�
�

�
d�

�����
�=0

(2.42)

Dans le but d�extraire l�équation classique du mouvement relative au spin donc faire un

lien entre l�évolution classique et quantique, e¤ectuons alors la translation suivante

!�(�) �! !�(�) + ik�
Z 1

0

"�1(� � �
0
)p�(�

0
)d�

0
+ iK�

Z 1

0

"�1(� � �
0
)p�(�

0
)d�

0
(2.43)

Les termes contenant les vitesses (termes linéaires et termes bilinéaires) se transformeront

comme suit

"!� �! "!� + ik�p� + iK�p� (2.44)

Et

!�"!
� �! !�"!

� � 2ip�k! � 2ip�K! (2.45)

Alors, la fonction de Green aura la forme suivante
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S (xb; xa) = exp(i
n
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@�n
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d�b

Z
D�

�
Z
Dp�

Z
d�a

Z
d�b
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i
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2
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k
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+ p�a
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K
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�
+

ie��A0("! + �) + ie��B0("! + �) +
i
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!n"!

n

�
d�

�����
�=0

(2.46)

Où l�on a remplacé la fonction de Dirac par l�intégrale de chemins exprimée dans l�espace

des phases comme suit

�

�
�a +

k

2
(! � �)

�
=

Z
dp�a exp

�
ip�a(�a +

k

2
(! � �))

�
(2.47)

Et

�

�
�a +

K

2
(! � �)

�
=

Z
dp�a exp

�
ip�a(�a +

K

2
(! � �))

�
(2.48)

Avec

p�a ; p�a étant des variables de Grassmann impaires.

A ce niveau, intégrons d�abord sur les vitesses !5. Le résultat est simplement égale à

Z
D!5 exp

�
�1
2
!5"!

5 � m

2
�"!5

�
= 1 (2.49)

et l�intégrale sur les vitesses !� a la forme suivante

Z
D!� exp

�Z 1

0

�
�1
2
!�"!

� + J�!�
�
d�

�
(2.50)

Où

J�(�) est le courant dé�nie par
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J�(�) = �1
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(2.51)

La forme étant pseudo Gaussienne, l�intégration est simple et est donnée par

Z
D! exp

�
�1
2

Z 1

0

Z 1

0

!�(�)"(� � � 0)!�(� 0)d�d� 0 +

Z 1

0
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(2.52)

Comme

Z 1

0

J�(�)"�1(� � � 0)J �(� 0)d� 0

=
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i
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pKp�a

�
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i
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i
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pKp�a

�
��

e2�2�A0"�A0 � e2�2�B0"�B0 (2.53)

Donc, la fonction de Green prendra alors la forme suivante
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S (xb; xa) = exp(i
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(2.54)

L�intégration fonctionnelle sur les deux variables p�; p� fait apparaitre deux fonctionnelles

de Dirac qui expriment les équations de mouvement classiques relatives au spin(projetées sur

la direction de leur vecteur d�onde respectif)

_� = �pk
2
� (2.55)

Et

_� = �pK
2
� (2.56)

Dont les solutions sont données par

�(�) = �a �
pk

2
�� (2.57)

Et

�(�) = �a �
pK

2
�� (2.58)

La fonction d�onde se réduit à



2.3 Technique de Fradkin-Gitman : 35

S (xb; xa) = exp(i
n
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@�n
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� i �a�)p
 + p�a
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pk�

�
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�
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1

2
K� � 1

4
pK�

�
� i

�
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0 � e�"�aB
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m

2
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�+ ie�

�
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2
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�
A0� + ie�

�
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2
��
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B0� +

i

2
e2�2pkA0"�A0�a�+

i

2
e2�2pKB0"�B0�a�

�
d�

�����
�=0

(2.59)

Où on a utilisé les simpli�cations suivantes

�
�a �

pk

2
��

�
A0 (�(�)) "(� � � 0)

�
�a �

pk

2
�� 0
�
A0(�(� 0))

=
pk

2
(�A0(�(�))"(� � � 0)A0(�(� 0))� A0(�(�))"(� � � 0)� 0A0(�(� 0))) �a�

= �pkA0(�(�))"(� � � 0)� 0A0(�(� 0))�a� (2.60)

Et �
�a �

pK

2
��

�
B0 (
(�)) "(� � � 0)

�
�a �

pK

2
�� 0
�
B0(
(� 0))

=
pK

2
(�B0(
(�))"(� � � 0)B0(
(� 0))�B0(
(�))"(� � � 0)� 0B0(
(� 0)))�a�

= �pKB0(
(�))"(� � � 0)� 0B0(
(� 0))�a� (2.61)

L�intégration ordinaire sur les deux variables grassmanniennes p�a ; p�a fait apparaitre les

deux fonctions de Dirac suivantes :

�
�
�a � 1

2
k� � 1

4
pk�

�
; �
�
�a � 1

2
K� � 1

4
pK�

�
imposant ainsi les équations suivantes

�a =
1

2
k� +

1

4
pk� (2.62)
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Et

�a =
1

2
K� +

1

4
pK� (2.63)

De même

�b = �a �
1

2
pk� (2.64)

Et

�b = �a �
1

2
pK� (2.65)

Des relations (2:62) jusqu�à (2:65) on véri�e que

�a + �b = k� (2.66)

Et

�a + �b = K� (2.67)

C�est à dire que la condition aux limites sont satisfaites .

L�expression de notre fonction de Green S (xb; xa) devient

S (xb; xa) = exp(i
n
@g
@�n
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�
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i
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(2.68)

Intégrons sur les deux variables ordinaires p�; p
, il apparait les deux fonctionnelles de

Dirac
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�( _� + �pk � i

2
k��)

Et

�( _
 + �pK � i

2
K��)

Ceci veut dire que les contributions au calcul du propagateur proviennent essentiellement

des équations classiques qu�impliquent les arguments des fonctions de Dirac ci-dessus, également

on remarqueque le spin contribue par des variables de Grassmann de type paire aux équations

du mouvement relative au spin 0.

Ces équations classiques du mouvement externe projetées le long des vecteurs d�ondes

respectifs

d�

d�
= ��pk + i

2
k�� (2.69)

d


d�
= ��pK +

i

2
K�� (2.70)

S�inverse

d�

d�
= � 1

�pk

�
1 +

ik�

2�pk
�

�
(2.71)

d�

d

= � 1

�pK

�
1 +

iK�

2�pK
�

�
(2.72)

Compte tenu des équations (2:71) et (2:72), une intégration par partie de chacune d�elles,

nous donne

�e
2
�pk

Z 1

0

�A0(�)��d� =

�
e

2
Ab +

e

2�pk

Z 'b

'a

Ad�

�
�� (2.73)

�e
2
�pK

Z 1

0

�B0(
)��d� =

�
e

2
Bb +

e

2�pK

Z �b

�a

Bd


�
�� (2.74)

Or
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�1
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e�

Z 1

0

Z 1

0

(p+ eA(�(�)) "(� � � 0)A0(�(� 0))k��d� 0d�
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2(�pk)2

Z 'b
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h
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e
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i
d�� ep
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e
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�
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(2.76)

Et

�e
2

4
�2pk

Z 1

0

Z 1

0

A0(�(�
0
))"(� 0 � �)�A0(�(�))k��d�d� 0 (2.77)
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4(�pK)2
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�
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�
K��

Aprés remplacements dans l�équation (2:68) on obtient
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S (xb; xa) = exp(i
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Pour éliminer les contraintes �b = kxb et 
b = Kxb, introduitent au début, les fonctions

delta par leurs versions intégrales

�

�
�b � �a + �pk � i

2
k��

�
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2�
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�
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�
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exp

�
ip
b

�

b � 
a + �pK � i
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��
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et ensuite changeons l�impulsion p� en

p� �! p� � k�p�b �K�p
b (2.82)

Il résulte pour la fonction de Green,
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S (xb; xa) = exp(i
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Intégrons sur le temps propre Grassmannien �, il vient

S (xb; xa) = exp(i
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En utilisant l�identité

exp(i
n
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@�n

)f (�) j
�=0
= f(
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@�
) exp(i
n�

n) j
�=0

(2.85)

Il vient
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S (xb; xa) = exp(i
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Notons que la dérivation par rapport à �5 donne simplement la matrice i

5.

Développons l�exponentielle exp(i
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�) comme suit
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Puis e¤ectuons la dérivation par rapport à ��, et utilisons la relation

/A /B + /B /A = 2AB
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S (xb; xa) =
i

2

Z
d4p

(2�)4

Z
d�

�
( /p+m
5)

�
1� e

2pk
/k( /Ab � /Aa)�

e

2pK
/K( /Bb � /Ba)

�
+

e /Ab + e /Bb +
e2

2pk
/k /Aa /Ab +

e2

2pK
/K /Ba /Bb �

e

pk
/kpAb �

e

pK
/KpBb �

e2

pk
/kAaAb �

e2

pK
/KBaBb

�
exp

�
ip (xb � xa) + i

�

2
(p2 �m2)�

i

pk

Z kxb

kxa

(eAp+
e2

2
A2)d�� i

pK

Z Kxb

Kxa

(eBp+
e2

2
B2)d


�
(2.88)



2.3 Technique de Fradkin-Gitman : 42

Sachant que
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Multiplions à droite les deux membres de (2:79) par 
5 (pour enlever le tilde)et changeons

l�impulsion p en �p, il vient
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Symétrisons cette expression à l�aide de la relation
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On obtient la forme symétrique de la fonction de Green
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Finalement l�intégration sur le temps propre � donne la forme dé�nitive du propagateur
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2.4 Fonctions d�onde et spèctre d�energie

La détermination des fonctions d�onde s�e¤ectue en appliquant le théorème des résidus. Les

pôles de la fonction de Green sont les énergies positives et négatives données respectivement

par :

p0+ = ! � i" et p0� = �! + i" , ! =
p
p2 +m2 étant l�énergie d�une particule libre.

Pour les énergies positives p0+ le contour d�intégration est choisi en dessous de l�axe des

réels avec tb � ta a�n d�assurer la convergence (pour que l�intégrale puisse s�annule à l�in�ni).

Par contre, le contour d�intégration pour les énergies négatives est choisi au dessus de l�axe des

réels avec cette fois ci tb � ta.

L�application du théorème des résidus ( l�intégration sur p0 ) donne
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~Sc (xb; xa) = �i�(tb � ta)
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En utilisant les opérateurs de projection sur les états d�énergies positives et négatives

�+ =
X
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u(p; s)u(p; s) =
/p+m
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�� = �
X
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v(p; s)v(p; s) =
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L�expression du propagateur S(xb; xa) se décompose respectivement en fonction d�onde

	+s;p(x) d�énergie positive et 	
�
s;p(x) d�énergie négative

~Sc (xb; xa) = �i�(tb � ta)
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(+)

s;p (xa)

+i�(tb � ta)

Z
d3p
X
�s
	(�)s;p (xb)	

(�)
s;p (xa) (2.93)

Les fonctions d�onde normalisées décrivant le mouvement de particule de Dirac en interac-

tion avec une onde plane se déduisent comme

	(+)s;p (x) =
1

(2�)3=2

�
m

p0

�1=2 �
1 +

e

2pk
/k /A
� �
1 +

e

2pK
/K /B
�
u(p; s) (2.94)

� exp
�
�ipx� i

pk

Z kx

kx0

�
epA� e2

2
A2
�
d�� i

pK

Z Kx

Kx0

�
epB � e2

2
B2

�
d


�
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	(�)s;p (x) =
1

(2�)3=2

�
m

p0

�1=2 �
1� e

2pk
/k /A
� �
1� e

2pK
/K /B
�
v(p; s) (2.95)

� exp
�
ipx� i

pk

Z kx

kx0

�
epA+

e2

2
A2
�
d�� i

pK

Z Kx

Kx0

�
epB +

e2

2
B2

�
d


�
Où ! = [p2 +m2]

1
2

u(p; s) et v(p; s) sont les spineurs véri�ant l�équation de Dirac libre et tels que

u(p; s)u(p; s) = 1

v(p; s)v(p; s) = �1

Ce résultat est en total accord avec celui de la littérature[5]:

2.5 Conclusion

Nous avons ainsi réussi d�extraire les fonctions d�ondes ainsi que le spèctre d�énergie tel

qu�il existe dans la littérature et ceci peut être véri�é par la méthode d�élimination des champs

succéssifs.



Chapitre 3

Fonction de Green pour une particule

de Dirac chargée dans un champ

composé de deux champs d�ondes

planes et orthogonales (Technique

d�Alexandrou et al. dite Projection

Globale) :

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de considérer suivant le formalisme d�Alexandrou et al.[4] et ceci

dans sa projection dite globale, le mouvement d�une particule spinorielle (spin 1
2
) relativiste

chargée sous l�action de deux champs d�ondes planes et orthogonales, en prenant les mêmes

conditions prises par [5].

Nos résultats sont comparés ensuite à ceux de [5] obtenus par la résolution d�équations

di¤érentielles (équation d�onde).

Ainsi notre travail consiste à construire d�abord la fonction de Green pour le problème



3.2 Construction du propagateur 47

en question via un formalisme d�intégrales de chemin puis ensuite là calculer pour �nalement

donner les fonctions d�ondes et le spèctre d�énergie.

Alexandrou et al.[4] propose deux manières di¤érentes de calcul pour la fonction de Green

qui sont :

-La représentation globale,

-La représentation locale.

3.2 Construction du propagateur

La fonction de Green causale de notre particule de Dirac chargée de charge e dans le champ

de deux ondes planes électromagnétiques s�écrit :

Ŝ =
1

/̂��m+ i "
(3.1)

Il est intéressant de noter que dans le problème de la particule sans spin (chapitre 1), pour

avoir la forme intégrale de chemins, les quantités présentes dans l�exponentiel doivent être des

variables bosoniques.

Pour cela Fradkin et Gitman ont due introduire par multiplication une matrice 
5 au

dénominateur et ceci pour homogénéiser le dénominateur et le rendre une somme de variables

bosoniques.

Comme il a été remarqué par Alexandrou et al., sans la matrice 
5;le formalisme peut être

allégé .

Multipliant donc le numérateur et le dénominateur de la fonction de Green causale de

Dirac par le conjugué du dénominateur, on obtient alors, une fonction de Green causale avec

un dénominateur bosonique (homogène, dont les termes sont des variables bosoniques) et un

numérateur fermionique (non homogène), on obtient ainsi :

Ŝ =
1

/̂��m+ i"
=
�
/̂�+m

� 1

/̂�
2
�m2 + i"

; (3.2)

Et en usant de la technique du temps propre de Schwinger, on obtient :
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Ŝ =
1

/̂��m+ i"
=
�i
2

Z 1

0

d�
�
/̂�+m

�
exp

�
�im

2

2
�

�
exp

 
i
/̂�
2

2
�

!
(3.3)

On remarque avec cette forme qu�on a aménagé notre fonction de Green de la particule

chargée spinorielle en deux parties distinctes :

- L�une exp

0@i
�
^/�
2

�m2

�
2

�

1Aest sous forme exponentielle, de nature bosonique, acceptable
pour une description de l�évolution de notre système.

- L�autre,
�
/̂�+m

�
est un facteur jouant le rôle d�un projecteur éliminant tout état super�u

venant de l�évolution totale du système .

C�est la dé�nition de la projection globale dé�nit par Alexandrou et al.

On remarque bien que pour passer à la représentation intégrale de chemins de notre fonction

de Green, le facteur
�
/̂�+m

�
poserait problème et on voit aussi bien que la projection globale

est une projection statique ne dépendant pas du temps propre, temps caractérisant l�évolution,

mais alors ce facteur est un projecteur qui élimine les états super�us non physique, d�où le sens

de la dénomination dite globale.

Ainsi, la di¤érence entre la projection globale et l�autre projection qu�on appelle projection

locale est la présence en projection locale d�un opérateur de projection dont le rôle est d�éliminer

à chaque instant, et donc d�une manière dynamique, les états non physiques dans l�exponentielle

et accompagnant le temps propre donc l�évolution.

Revenons à notre travail et à partir de (3:3), la dynamique de notre système est donnée

par l�hamiltonien

Ĥ(b�; bX; 
) = �1
2
/̂�
2
=
�b�2
2

+
i

4
e F̂��( bX)
�
� ; (3.4)

La fonction de Green relative à une particule de Dirac chargée en interaction avec un champ

extérieur composé de deux champs d�ondes planes est donnée par

~Sc (xb; xa) =
�i
2

Z
d4z hxb j

�
/̂p� e /̂A� e /̂B +m

�
j zi

Z 1

0

d� exp

�
�im2�

2

�
�hz j exp

�
�iĤ�

�
j xai
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=
�i
2
(i /@xb � e /A(xb)� e /B(xb) +m)

Z 1

0

d� exp

�
�im

2

2
�

�
hxb j exp

�
�i bH�� j xai: (3.5)

Ensuite, l�élément de matrice hxb j exp
�
�i bH�� j xai , qui représente un opérateur d�évo-

lution sous la forme intégrale de chemins, s�écrit comme suit[4].

hxb j exp
�
�iĤ�

�
j xai = exp

�

:
@

@�

�Z x(�)=xb

x(0)=xa

DxDpD�N spin

� exp
�
�i
Z �

0

d�
h
p: _x� i�: _� +H (�; x; 2� + �)

i�
�=0

; (3.6)

Où

N spin est un facteur de normalisation pour l�intégrale du spin

N spin =

�Z
D� exp

�
�
Z �

0

d���(�)
_�
�
(�)

���1
;

et en utilisant la condition anti périodique (caractéristique du spin) dite aux limites pour

les variables Grassmanniennes � et qui est

��(0) + ��(�) = 0: (3.7)

avec le changement suivant

��(�) =
1

2
�� + ��(�): (3.8)

s�écrit

��(0) + ��(�) = ��; (3.9)

Et l�expression �nale de la fonction de Green, après un déplacement de l�intégration de p

à � est alors

~Sc (xb; xa) = � i
2
(i /@xb � e /A(xb)� e /B(xb) +m) exp

�

:
@

@�

�Z 1

0

d� exp

�
�im

2

2
�

�
N spin

�
Z
DxD�D� exp

�
�i
Z �

0

d�
h
(� + e A(x) + e B(x)) : _x� i�: _�+

H(�; x; 2�)] + �(0):�(�)gj�=0 ; (3.10)
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En e¤ectuant le changement suivant � ! � + _x, on obtient alors la fonction de Green

~Sc (xb; xa) = � i
2
(i /@xb � e /A(xb)� e /B(xb) +m) exp

�

:
@

@�

�Z 1

0

d� N(�) exp

�
� i
2
m2�

�
�
Z
DxD� exp

�
i

Z �

0

d�(�1
2
_x2 + i� _� � e _xA (x)� e _xB (x) + i� _��

ieF��(x)�
���)� i� (0) � (�)gj�=0 ; (3.11)

Où N(�) étant un facteur de normalisation dé�ni par

N(�) =

�Z
D� exp

�
� (0) � (�)�

Z �

0

d�� _�

���1 Z
D� exp

�
i

Z �

0

d�
�2

2

�
: (3.12)

De cette dernière forme, l�action et le Lagrangien de notre problème sont extraite et ainsi

données par

A [x; �] �
Z �

0

d� L
�
x; _x; �; _�

�
� i� (0) � (�) (3.13)

tel que

L
�
x; _x; �; _�

�
= �1

2
_x2 + i � _� � e _x A (x)� e _x B (x)� ieF��(x)�

��� (3.14)

Les deux premiers termes dans le Lagrangien correspondent, respectivement aux contribu-

tions des degrés de liberté orbitaux et ceux du spin à l�énergie cinétique, cependant les deux

derniers termes du lagrangien sont les contributions du couplage du champ des photons au

courant de convection de l�électron et à son courant de spin.

3.3 Evaluation de la fonction de Green d�une particule

de Dirac soumise aux deux champs d�ondes planes

et orthogonales (représentation dite globale)

La dynamique du système se détermine alors par le calcul de la fonction de Green

~Sc (xb; xa) =
�i
2

�
i /@xb � e /A (xb)� e /B (xb) +m

�
S (xb; xa); (3.15)
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Où

S (xb; xa) = exp

�

:
@

@�

�Z 1

0

d�

Z
DxD�D�

� exp
�
i

Z �

0

�
�1
2
_x2 + i� _� � e _xA (x)� e _xB (x) � ieF��(x)�

���

+
�2 �m2

2

�
d� +� (0) � (�)gj�=0 ; (3.16)

Est le propagateur à déterminer, puis on l�injecte dans la formule (3:15) pour ainsi obtenir

notre fonction de Green.

A cause du fait remarquable de la dépendance unique de l�onde plane sur la seule variable

(k:x) , de ce fait, on procède à la réduction du problème d�un problème quadri dimensionnel

pas aussi claire à résoudre au même problème mais cette fois unidimensionnel pour chacune

des ondes planes, on introduit alors une variable unidimentionnelle � = k:x pour l�onde plane

A (x) = A (k:x) = A (�) et une autre 
 = K x pour l�onde plane B (x) = B (K:x) = B (
) par

l�introduction des deux identités suivantes

Z
d�a

Z
d�b� (�a � kxa)

Z
Dp�

Z
D�exp

�
i

Z �

0

p�

�
_�� k _x

�
d�

�
= 1; (3.17)

Et Z
d
a

Z
d
b� (
a �Kxa)

Z
Dp


Z
D
exp

�
i

Z �

0

p


�
_
�K _x

�
d�

�
= 1; (3.18)

Alors,

S (xb; xa) = exp

�

:
@

@�

�Z 1

0

d�

Z
d�ad�b� (�a � kxa)

Z
d
ad
b� (
a �Kxa)

�
Z
DxD�Dp�D�Dp
D
D� (3.19)

� exp
�
i

Z �

0

�
�1
2
_x2 + i� _� � _x (e A (kx) + e B (Kx) + kp� +Kp
)�

ieF��(x)�
��� +

�2 �m2

2
+ p� _� + p
 _


�
d� + � (0) � (�)

�����
�=0

;

Où l�action est
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A =

Z �

0

�
�1
2
_x2 + i � _� � _x(e A (kx) + e B (Kx) + kp� +Kp
)� ieF��(�;
)�

���+

(�2 �m2)

2
+ p� _� + p
 _


�
d� � i� (0) � (�) (3.20)

Et sous sa forme discrète

A = lim
N!1

N+1P
j=1

�
� 1
2"
�x2j ��xj

�
e A (kxj) + e B (Kxj) + kp�j +Kp
j

�
� igF��(�j)��j ��j

�igG��(
j)��j ��j +
�
�2j �m2

�
2

+ i �j ��j + p�j ��j + p
j �
j

#
+ � (0) � (�) (3.21)

Tel que

F��(�) = @�A� (�)� @�A� (�) (3.22)

Et

G��(
) = @�B� (
)� @�B� (
) (3.23)

Avec

F�� (x) = F��(�;
) = F��(�) + G��(
) = @�A� (�)� @�A� (�) + @�B� (
)� @�B� (
) (3.24)

Pour découpler la partie libre que contient la fonction de Green de la partie avec l�interac-

tion, essayons tout d�abord d�éliminer le terme quadratique en _x, c�est pourquoi, on regroupe

les termes contenant des �x en faisant apparaitre un carré parfait en usant des identités re-

marquables et ceci à partir de l�expression discrète de l�action

� i
2

�
�x2j + 2"�xj(e A (�j) + e B (
j) + kp�j +Kp
j)

�
=

� i
2

�
�xj + "(e A (�j) + e B (
j) + kp�j +Kp
j)

�2
+
i"

2
e2A2(�j) +

i"

2
e2B2(
j); (3.25)
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Là, on voit la forme gaussienne apparaître, donc

exp

(
�i1
2

N+1P
j=1

�
�xj + "(e A (�j) + e B (
j) + kp�j +Kp
j)

�2)
=

N+1Q
j=1

exp

�
� i
2

�
�xj + "(e A (�j) + e B (
j) + kp�j +Kp
j)

�2�
=

�
i (2�")2

�N+1 N+1Q
j=1

Z
d4pj

(2�)4
exp

�
i"

2
pj
2 + i

�
�xj + "

�
e A (�j) + e B (
j) + kp�j +Kp
j

��
pj

�
(3.26)

Eliminons maintenant la variable � par intégration fonctionnelle, c�est à direZ
D� exp

�
i

2

Z
d��2

�
= lim

N!1

QZ d4�

(2�)4
exp

h
i
X "

2
�j
2
i
= lim

N!1

�
i (2�")2

��(N+1)
Maintenant pour simpli�er l�intégrale fonctionelle sur p en une intégrale simple procédant

à l�astuce suivante :

N+1P
j=1

�xj pj = xNpN+1 � x0p1 +
NP
j=1

xj (pj � pj+1) = xbpN+1 � xap1 +
NP
j=1

xj (pj � pj+1) (3.27)

Ainsi par ce développement, nous obtenons un terme représentant l�onde plane libre et un

autre qui après intégration par rapport aux x nous donne des fonctionnelles de Dirac, qui après

intégration par rapport aux p nous donnent des contraintes sur les p exprimant naturellement

la conservation des quantités de mouvement au cours du temps. On obtient ainsi la partie libre

représentant le propagateur de la particule libre inclue dans notre propagateur total alors que

le reste représente l�interaction de la particule.

Nous obtenons alors le propagateur suivant

S(xb; xa) = exp

�

:
@

@�

� 1Z
0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�ad�b� (�a � kxa)

Z
d
ad
b� (
a �Kxa)

Z
Dp�D�

�
Z
Dp
D


Z
D� exp

8<:ip (xb � xa) +
i�

2

�
p2 �m2

�
+ i

�Z
0

h
e
�
Ap+

e

2
A2
�
+ e

�
Bp+

e

2
B2
�
+(3.28)

p�

�
_� + pk

�
+ p


�
_
 + pK

�i
d�
o
� exp

�
i

Z �

0

h
i� _� � ieF��(�)���� � ieG��(
)����

�
d� +(3.29)

�(0)� (�)gj�=0 (3.30)
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En�n remarquons, comme on l�a déjà noté plus haut, que le propagateur se scinde clairement

en deux parties essentielles :

La première partie est le propagateur d�une particule bosonique (spin 0) chargée baignant

dans le champ composé de deux champs d�ondes planes orthogonales contenant ainsi un terme

représentant l�onde plane libre et un autre terme représentant l�in�uence du champ extérieur

sur cette particule libre.

La deuxième partie est une partie qui contient des termes fermioniques donc elle représente

le spin de la particule de Dirac, un terme représentant la dynamique du spin (énergie cinétique

spinorielle) et un autre terme représente aussi le couplage spin-champ.

On voit donc bien que le calcul de la première partie soit déjà fait (chapitre 1, section 1) et

il nous reste que le calcul de la deuxième partie, donc l�intégration sur les termes fermioniques.

Remarquons tout d�abord que le calcul, nous amène une seconde simpli�cation pour les

deux termes contenant les tenseurs électromagnétiques pour les champs d�ondes planes

F��(�)���� = 2 (k:�) (A0:�) : (3.31)

Et

G��(
)���� = 2 (K:�) (B0:�) (3.32)

Avec

A0 =
@A

@�
(3.33)

Et de même

B0 =
@B

@

(3.34)

Et tout cela nous suggère bien, inspiré par le changement et la réduction faite auparavant

à cause des caractéristiques remarquables des ondes planes, d�introduire une deuxième variable

� = k � pour le premier champ d�ondes planes et une autre variable � = K � via les deux

identités suivantes
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Z
d�a

Z
d�b�(�a � k �a)

Z
D�

Z
Dp� exp

�
i

Z �

0

p�

�
_� � k _�

�
d�

�
= 1: (3.35)

Et

Z
d�a

Z
d�b�(�a �K �a)

Z
D�

Z
Dp� exp

�
i

Z �

0

p�

�
_��K _�

�
d�

�
= 1: (3.36)

Rappelons nous que les seules variables fermioniques du problème sont � ,p� ,� ,p� ,� ,p� ,�

, p� et �, les autres variables sont alors de type bosonique.

Le propagateur est alors,

S(xb; xa) = exp

�

:
@

@�

� 1Z
0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�ad�b� (�a � kxa)

Z
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b� (
a �Kxa)

Z
Dp�D�

�
Z
Dp
D
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8<:ip (xb � xa) +
i�

2

�
p2 �m2

�
+ i

�Z
0

h
e
�
Ap+

e

2
A2
�
+ e

�
Bp+

e

2
B2
�
+

p�

�
_� + pk

�
+ p


�
_
 + pK

�i
d�
oZ

d�a

Z
d�b�(�a � k �a)

Z
D�

Z
Dp�Z

d�a

Z
d�b�(�a �K �a)

Z
D�

Z
Dp�D��(�a �K �a)

Z
D�Dp�D�

exp

�
i

Z �

0

[�2ie�(A0:�)� 2ie�(B0:�)+ i� _� + p�

�
_� � k _�

�
+ p�

�
_��K _�

�i
d� + �(0)� (�)

o����
�=0

A cause de la contrainte (contrainte anti périodique) sur les variables Grassmanniennes �

l�intégration sur ces variables n�est pas aussi évidente , c�est pourquoi, on les libère, par une

technique dite de vitesses, soit alors la transformation de vitesse suivante

��(�) =
1

2

Z �

0

" (� � � 0)! (� 0) d� 0 +
��

2
; (3.37)

Remarquons, que la transformation est dite celle d�une vitesse à cause de la dérivé qui

existe et ceci, est par analogie avec la dé�nition classique d�une vitesse :

! (�) = _� (�) ; (3.38)
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!(�) étant donc une vitesse mais garde la même nature Grassmannienne impaire que la

coordonnée (la trajectoire) �(t):

Sachant que " (� � � 0), est la fonction signe, Les conditions de bords donnent alors

�� (0) =
�1
2

Z �

0

!� (�) d� +
��

2
; (3.39)

�� (�) =
1

2

Z �

0

!� (�) d� +
��

2
; (3.40)

On remarque bien que la condition dite aux limites n�est pas perdue mais elle existera

implicitement.

Ainsi, nous pourrons faire d�intégration et on voit alors qu�un terme quadratique en !(�)

est apparu dans l�action suite à cette transformation.

Notre fonction de Green causale est alors

S(xb; xa) = exp

�

:
@

@�

� 1Z
0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�ad�b� (�a � kxa)

Z
d
ad
b� (
a �Kxa)

Z
Dp�D�Z

Dp
D
exp
�
A0
� �p

det "
��1 Z

d�ad�b�(�a +
k

2
(! � �))

�
Z
D�Dp�

Z
d�ad�b�(�a +

K

2
(! � �))

Z
D�Dp�D!

� exp i
Z �

0

d� � ie�A0("! + �)� ie�B0("! + �) + p� ( _� � k!) +

p�

�
_��K _�

�
� i

2
!"!

����
�=0

(3.41)

E¤ectuons la transformation suivante

!�(�) �! !�(�)� ik�
Z
"�1(� � � 0)p�(�

0)d� 0 � iK�

Z
"�1(� � � 0)p�(�

0)d� 0 (3.42)

Alors, on aura les transformations linéaire et bilinéaire suivantes

"!� �! "!� � 2ip�k� � 2ip�K�; (3.43)

� i
2
!"! �! � i

2
!"! + p�k! + p�K!; (3.44)
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Le propagateur S devient donc

S(xb; xa) = exp

�

:
@

@�

� 1Z
0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�ad�b� (�a � kxa)

Z
d
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b� (
a �Kxa)

Z
Dp�D�Z

Dp
D
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�
A0
� �p

det "
��1 Z

d�ad�b�(�a +
k

2
(! � �))

�
Z
D�Dp�

Z
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K

2
(! � �))

Z
D�Dp�D!
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�
i

Z �

0

d�

�
�ie�A0("! + �)� ie�B0("! + �) + p� _� + p� _��

i

2
!"!

������
�=0

(3.45)

L�intégration sur les p� puis successivement sur les p� fait apparaître des fonctionnelles de

Dirac

Z
Dp� exp

�
i

Z �

0

p� _�d�

�
= � ( _�) : (3.46)

Et Z
Dp� exp

�
i

Z �

0

p� _�d�

�
= � ( _�) : (3.47)

Ces fonctionnelles de Dirac, qui sont des contraintes sur les chemins vont imposer pour

le calcul du propagateur principalement leurs contributions. Ces chemins classiques ont pour

équations les arguments des deuxs fonctionnelles de Dirac précédemment citées en haut, données

par

_� = 0() � = �a = cte;

Et

_� = 0() � = �a = cte; (3.48)

C�est à dire des droites .

En remplaçant les fonctionnelles de Dirac par leurs versions exponentielles et réarangeons

les termes en ! dans l�argument de l�exponentiel, on obtient alors
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S(xb; xa) = exp

�

:
@

@�

� 1Z
0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�ad�b� (�a � kxa)

Z
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Z
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D
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det "
��1 Z

d�ad�b� (�b � �a) dp�adp�a
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Z
d�ad�b�(�b � �a)D!
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�Z �

0

d�

�
1

2
!"! + (e�a(A

0 +B0)" +
i

2
p�ak +

i

2
p�aK

��
!+

ip�a�a + ip�a�a �ip�a�� ip�a�
�	
�=0

(3.49)

Posons

J�(�) =
e

2
�a

Z
A0�(�(�

0))"(� 0��)d� 0+ e
2
�a

Z
B0
�(
(�

0))"(� 0��)d� 0+ i

2
k�p�a+

i

2
K�p�a (3.50)

Ainsi, la forme standard

Z
D! exp

�
1

2

Z �

0

Z �

0

!�(�)"(� � � 0)!�(� 0)d�d� 0 +

Z �

0

J�(�)!�(�)d�
�

(3.51)

=
p
det " exp

�
1

2

Z �

0

Z �

0

J�(�)"�1(� � � 0)J �(� 0)d�d� 0
�
=
p
det " (3.52)

puisque

J�(�)"�1(� � � 0)J �(� 0) = 0; (3.53)

E¤ectuons l�intégration sur p�a mais aussi sur les p�aZ
dp�a exp

�
i

Z �

0

p�a

�
�a �

k

2
�

�
d�

�
= �

�
�a �

k

2
�

�
; (3.54)

Et

Z
dp�a exp

�
i

Z �

0

p�a

�
�a �

K

2
�

�
d�

�
= �

�
�a �

K

2
�

�
; (3.55)

Ainsi ces fonctions de Dirac, jouent le rôle de contraintes par leurs arguments, d�où on peut

facilement conclure de la conservation des conditions aux limites .
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Intégrons sur p�et sur p
Z
dp� exp

�
i

Z �

0

p�

�
_� + pk

�
d�

�
= �

�
_� + pk

�
: (3.56)

Et

Z
dp
 exp

�
i

Z �

0

p


�
_
 + pK

�
d�

�
= �

�
_
 + pK

�
: (3.57)

Les chemins qui sont présent ici sont des droites d�équations

�(�) = �a � pk� ; (3.58)

Et


(�) = 
a � pK�; (3.59)

qui contribuent essentiellement au calcul du propagateur.

Maintenant, puisque le paramètre d�intégration actuel qui est le temps � et les variables

unidimensionnelles � et 
 sont clairement liés par les relations d� = �1
pk
d� et d� = �1

pK
d
. Alors,

nous pouvant maintenant exprimer les intégrales en fonction des variables unidimensionnelles

des champs d�ondes planes, c�est-à-dire de � et de 
.

Ainsi, la formule du propagateur s�écrit sous la forme

S (xb; xa) = exp

�

:
@

@�

�Z 1

0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�ad�b� (�a � kxa) � (�b � �a + pk�)

�
Z
d
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b� (
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A0 (�;
)

�
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�
� e

2pk
(k:�) [Ab � Aa] :��

e

2pK
(K:�) [Bb �Ba] :�

�����
�=0

; (3.60)

Où l�action scalaire devient

A0 (�;
) = ip(xb � xa) +
i�

2
(p2 �m2)� i

pk

Z �b

�a

d�

�
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1
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e2A2(�)
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�

i

pK

Z 
b


a

d


�
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1

2
e2B2(
)

�
(3.61)
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En�n, il nous reste qu�à faire la dérivation. Pour faciliter les calculs utilisons l�identité

suivante

exp

�

:
@

@�

�
f (�)

����
�=0

= f

�
@

@�

�
exp (
:�)

����
�=0

; (3.62)

Ainsi que le développement de l�exponentielle

exp (
:�) = 1� ��
� �
1

2
����


�
� +
1

6
������


�
�
� + �0�1�2�3

5; (3.63)

Le propagateur devient

S (xb; xa) =

Z 1

0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�ad�b� (�a � kxa) � (�b � �a + pk�)

�
Z
d
ad
b� (
a �Kxa) � (
b � 
a + pK�) exp
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�

(3.64)

�
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1� e

2pk
k� [Ab � Aa]� �

e

2pK
K� [Bb �Ba]�

@2

@��@��

�
exp [
:�]

����
�=0

;

Et après dérivation notre propagateur est �nalement donné par

S (xb; xa) =

Z 1

0

d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d�ad�b� (�a � kxa) � (�b � �a + pk�)

�
Z
d
ad
b� (
a �Kxa) � (
b � 
a + pK�) (3.65)

� exp
�
A0 (�;
)

� �
1� e

2pk
/k ( /Ab � /Aa)�

e

2pK
/K ( /Bb � /Ba)

�
;

Avec le déplacement suivant (et ceci après l�élimination des fonctions de Dirac)

p� �! �p� +
i

�
k�p�b +

i

�
K�p
b (3.66)

Notre propagateur S (xb; xa) devient

S (xb; xa) =

Z 1

0

d�

Z
d4p

(2�)4
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e

2pk
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e
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Kxa
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2
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�
d


�
(3.67)
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Finalement, on revient à l�expression de la fonction de Green et ceci, en injectant l�expres-

sion du propagateur (3:67) dans l�expression de la fonction de Green (3:15) ; et après un petit

développement, On obtient
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(3.68)

=
�i
2

Z 1

0

d�

Z
d4p

(2�)4

�
( /p+m)

�
1 +

e

2pk
/k /Ab +

e

2pK
/K /Bb

� �
1� e

2pk
/k /Aa �

e

2pK
/K /Ba

�
� e /Ab�

e /Bb +
e2

2pk
/k /Aa /Ab +

e2

2pk
/K /Ba /Bb �

e2

pk
/kAa:Ab �

e2

pK
/KBa:Bb +

e

pk
/kAb:p+

e

pK
/KBb:p�

e2

2pK
/K /Ab /Bb +

e2

2pK
/K /Ab /Ba �

e2

2pk
/k /Ab /Bb +

e2

2pk
/k /Aa /Bb �

e2

4 (pk) (pK)
/k /Ab /K /Ba �

e2

4 (pk) (pK)
/K /Bb /k /Aa

�
� exp

�
�ip(xb � xa) +

i�

2
(p2 �m2)�

i

pk

Z kxb

kxa

d�

�
eA:p� 1

2
e2A2(�)

�
� i

pK

Z Kxb

Kxa

d


�
eB:p� 1

2
e2B2(
)

��
(3.69)

En procédant à la symétrisation de notre fonction de Green, on obtient la forme symétrique

en a et b, suivante
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(3.70)

Supprimons le paramètre du temps propre � , qui n�est pas bien sûr physique mais dû

essentiellement à la technique utilisée pour avoir une forme intégrale de chemins, et ceci en
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intégrant l�intégration ordinaire par rapport à ce paramètre du temps propre. On obtient
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Z

d4p

(2�)4

��
1 +

e

2pk
/k /Ab

� �
1 +

e

2pK
/K /Bb

�
( /p+m)

p2 �m2 + i"

�
1� e

2pk
/k /Aa

�
�
�
1� e

2pK
/K /Ba

�
exp

�
�ip(xb � xa)�

i

pk

Z kxb

kxa

d�

�
eA:p� 1

2
e2A2(�)

�
�

i

pK

Z Kxb

Kxa

d


�
eB:p� 1

2
e2B2(
)

��
(3.71)

Qui concorde bien avec les résultats obtenus dans le chapitre précédent.

3.4 Extractions des fonctions d�ondes et spèctre d�éner-

gie

En appliquons le théorème des résidus comme d�habitude dans ce genre de problème, les

pôles de notre fonction de Green sont les énergies p0� = � (~p2 +m2)
1
2 .

Le contour d�intégration est choisi dans la moitié inférieure du plan pour les énergies posi-

tives avec tb � ta et c�est exactement l�inverse pour les énergies négatives, Alors

~Sc (xb; xa) = �� (tb � ta)
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��
Avec la dé�nition des opérateurs de projection suivante (où u (p; s) et v (p; s) sont les

spineurs libres véri�ant l�équation libre de Dirac telles que �u (p; s)u (p; s) = 1 et �v (p; s) v (p; s) =

�1).
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�+ =
X

u (p; s) �u (p; s) =
( /p+m)

2m

�� =
X

v (p; s) �v (p; s) =
(� /p+m)

2m

et puisque notre fonction de Green se décompose comme suit
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3.4.1 Conclusion

Nous avons ainsi réussi à extraire les fonctions d�ondes ainsi que le spèctre d�énergie tel

qu�il existe dans la littérature et ceci peut être véri�é par la méthode d�élimination des champs

succéssifs.



Conclusion générale

Dans ce travail : nous avons utilisé la technique des intégrales de chemins pour résoudre

le problème d�une particule relativiste se déplaçant sous l�e¤et de l�action de la somme de

deux ondes électromagnétiques qui ont été choisies planes et orthogonales. La particule étant

respectivement de spin 0 et 1/2.

Pour la particule sans spin, nous avons d�abord construit le propagateur dans l�espace des

phases et ensuite introduit les caractéristiques des deux ondes au moyen de deux identités

a�n de réduire l�espace dans lequel se meut notre particule. Aprés de simples changements de

variables, des fonctions de Dirac avec des arguments des équations de la mécanique classique

ont émergé naturellement et leur présence a permis de réduire énormément les intégrations et

l�obtention du propagateur s�est révélée �nalement facile.

Ce même propagateur a été recalculé suivant une méthode semiclassique utilisant l�équation

d�Hamilton-Jacobi pour déterminer la fonction génératrice responsable de la transformation

canonique choisie de manière à rendre l�Hamiltonien �nal nul, les nouvelles positions et impul-

sions devenant ainsi des constantes de mouvement.

Nous avons ainsi obtenu de deux manières di¤érentes la fonction de Green.

Pour la particule de spin 1/2, à cause des variables de spin qui ont été remplacées par

des variables anti commutantes de Grasmmann, le calcul du propagateur devient un peu plus

compliqué. La démarche pour la détermination a été cependant la même que celle utilisée dans

le cas du spin 0 : introduction de quatre identités, deux relatives aux caractéristiques des deux

ondes plus deux autres relatives aux variables de spin, des changements de variables ont été

e¤ectués, des fonctions de Dirac avec des arguments des équations de la mécanique classique

sont apparues et par intégration les variables de Grassamann ont été éliminées.

Le calcul a été e¤ectué suivant deux approches

-locale de Fradkin-Gitman
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-et une autre plus simple dite globale de Alexandrou et al.

Notons en�n que sans les propriétés des ondes que nous avons utilisé tout au long de ce

mémoire : la condition de jauge de Lorentz et d�orthogonalité [5] des deux ondes, le calcul des

propagateurs serait devenu vite inextricable.

Le cas général de deux ondes non orthogonales est cependant envisagé. Il sera examiné

ultérieurement.
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Abstract 

     

In this work, One deals with the problem of the extraction of the wave function as well as 

the energy of the charged relativistic particle subjected to the double and simultaneous 

action of two external fields of orthogonal electromagnetic plane waves, and this within the 

framework of Path Integrals and by using two techniques one is the technique of Fradkin -

Gitman applied here to the Dirac charged particle, where the difficulty essentially lies in the 

dynamics and the quantization of the spin, but also to a charged Klein-Gordon particle where 

no special difficulty encountered, which results were the guide of comparison and 

verification for those given by a done pseudo-classical calculations using the Hamilton-Jacobi 

equation. For comparison goal as well as confirmation of the results obtained for the Dirac 

particle, the second technique, that of Alexandrou et  al. was applied to a charged Dirac 

particle which gave a more direct result but exact and identical to the first. Appearance of 

Dirac functions has really simplified the calculi: taking into account their properties and their 

arguments which privileged classical histories. 

     

    Key words: 

    Dirac particle, Klein-Gordon particle, Path-Integrals, Hamilton-Jacobi equation, Plane 

wave, Grassmann variables. 

        



ملخص 

 

فً ىزا انعًم، حعايهنا فً إطاس حكايم انًساساث يع يسأنت اسخخشاج دانت انًٌخت ًكزنك طاقت خسًٍت 

نسبٌٌت راث شحنت خاضعت نخأثٍش يزدًج ًآنً نحقهٍن خاسخٍٍن ين أيٌاج كيشًيغناطٍسٍت يسخٌٌت 

راث  Diracيطبقت عهى خسًٍت   Fradkin-Gitmanًيخعايذة ً ىزا باسخعًال حقنٍخٍن، إحذاىًا حقنٍت 

-Kleinخسًٍت  ، ًكزنك عهى(انسبٍن)انشحنت، حٍث حكًن انصعٌبت أساسا فً دٌنايٍكا ً حكًٍى عزو انهف 

Gordon   راث انشحنت أٌن نى نلاحظ أي صعٌبت، حٍث كانج ىزه الأخٍشة ًخو يقاسنت ً حأكٍذ نهنخائح 

نغاٌت يقاسنت ًحثًٍن نهنخائح  ً كزنك، Hamilton-Jacobiانًعطاة بطشٌقت شبو كلاسٍكٍت حسخعًم يعادنت 

 طبقج عهى خسًٍت .Alexandrou et alانخقنٍت انثانٍت ألا ًىً حقنٍت Dirac. انًخحصم عهٍيا ندسًٍت 

Diracًأعطج نخائح خذ يباششة ًنكن صحٍحت ً يًاثهت حًايا نلأًنى  راث انشحنت  .

آخزٌن بعٍن الإعخباس خٌاصيا ً أٌضا حًٍٍزىا انٌاضح :  بسط حقٍقت انحساباثDiracظيٌس دًال 

نهًساساث انكلاسٍكٍت  

الكلمات المفتاحية  

 موجة مستوية، ،Hamilton-Jacobiالمسارات، معادلة تكامل ، Klein-Gordon، جسيم  ديراكجسيم 

 .Grassmannمتغيرات 

 



    Résumé: 

     

Dans ce travail, le problème de l'extraction de la fonction d'onde et de l'énergie pour une 

particule relativiste chargée de Dirac ainsi que celle de Klein-Gordon soumises toutes deux à 

l'action combinée de deux champs extérieurs d'ondes électromagnétiques planes 

orthogonales, est traité dans le cadre du formalisme des intégrales de chemins, en utilisant 

deux techniques dont l'une récente, formulée par Fradkin-Gitman, ainsi qu'un calcul pseudo-

classique utilisant l'équation d'Hamilton-Jacobi pour la particule de Klein Gordon . C'est ainsi 

que les fonctions de Green ont été déterminées de manière exacte par l'approche de  

Gitman ainsi  que par celle plus simple de Alexandrou et al. en utilisant certaines identités et 

des transformations choisies convenablement. Des fonctions de Dirac sont alors apparues, 

ce qui a permis la simplification les calculs grâce aux propriétés connues des fonctions de 

Dirac en présence d'intégrales. Notons encore que ces fonctions de Dirac ont pour 

arguments des équations qui ont privilégié les chemins de la mécanique classique sur tous 

les autres. 

    Les résultats qui ont été trouvés, sont conformes à ceux qu'ils devraient être  

     

Mots clefs: 

    Particule de Dirac, Particule de Klein-Gordon, Intégrales de chemins, Equation d'Hamilton-

Jacobi, Onde plane, variables de Grassmann. 




