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Chapitre1 Introduction et Recherche bibliographique 
Introduction  

L’étude des fluides en rotation est particulièrement importante pour la compréhension 

des écoulements atmosphériques et océanique. En effet, les écoulements dans 

l’atmosphère et les océans, observés par rapport à la surface de la terre, s’effectuent 

dans un repère tournant à la vitesse angulaire Ω  locale de rotation de celle-ci ; ils sont 

donc influencés par cette rotation. Les écoulements en rotation interviennent aussi 

dans de nombreux processus industriels et sont également observables à l’échelle du 

laboratoire [ ]1 . La structure des écoulements dans des récipients en rotation est 

fortement influencée par celle-ci, en particulier au niveau des couches limites. Des 

expériences de laboratoire montées sur des plateaux tournants sont par ailleurs très 

utilisées pour modéliser l’influence de la rotation de la terre sur l’écoulement de 

l’atmosphère et de l’océan, et donnent lieu à des effets spectaculaires. Quand on parle 

des écoulements, on parle des types de ces écoulements et les régimes qui 

apparaissent. Ces derniers dépendent  principalement du nombre de Reynolds qui est 

le rapport entre le flux convectif de la quantité de mouvement et le flux diffusif de la 

quantité de mouvement et caractérise l’importance relative du transport de quantité de 

mouvement par convection et par diffusion visqueuse. Dans un écoulement à petit 

nombre de Reynolds, les forces visqueuses et le transport diffusif associé sont 

dominants. Le profil d’écoulement résulte d’un équilibre entre les forces de frottement 

visqueux et les gradients de pression ou forces en volume imposées extérieurement. 

Ces écoulements sont observés aux basses vitesses, et dans des systèmes de très petite 

taille. Au contraire, dans les écoulements à grand nombre de Reynolds, le transport de 

quantité de mouvement par convection est dominant. Les écoulements correspondants 

sont beaucoup moins stables, ce sont par exemple les écoulements turbulents. Ils sont 

observés aux fortes vitesses, dans des fluides peu visqueux ou dans des systèmes de 

grande taille. Plusieurs études théoriques, expérimentales et numériques ont été 

consacrées aux écoulements confinés entre deux sphères en rotation. Ces études ont 

Permis l’élaboration des diagrammes de bifurcation de l’écoulement et de la transition 

laminaire-turbulent. 
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Les recherches concernant l’écoulement de Couette sphérique et sa stabilité 

commence depuis les quarante années précédentes avec un intérêt accru  pour ces 

problèmes appliqués qui associent astrophysique et géophysique. Ces recherches 

considèrent soit le cas sans transfert de chaleur soit le cas avec transfert de chaleur. 

Egbers [ ]2  a trouvé que l’écoulement du fluide dans un espace sphérique entre deux 

sphères est l’une des géométries de base de la dynamique liquide comme 

l’écoulement de Couette-Taylor dans un espace cylindrique ou l’écoulement de 

cisaillement au dessus d’une plaque, figure 1.1. Et que l’étude des phénomènes de 

transition de laminaire à l’écoulement turbulent est toujours d’intérêt fondamental 

pour ces systèmes. Il a trouvé que l’écoulement de Couette sphérique avec un espace 

large est également approprié pour simuler à grande échelle les phénomènes astro- et 

géophysiques d’écoulement et les phénomènes de convection comme ils se produisent 

à l’intérieure de la terre ou d’autres planètes.     

                                     
Fig 1.1.  L’expérience de l’écoulement de Couette sphérique d’après [ 2 ] 

 

Marcus et Egbers [ ]3  trouvent que le sujet des instabilités hydrodynamiques et de la 

transition à la turbulence est d’importance pour la compréhension des systèmes 

dynamiques non linéaires. Progresser dans la compréhension des instabilités, des 

bifurcations et les itinéraires dans le chaos a été faite principalement en mettant 

l’attention sur un nombre restreint des systèmes hydrodynamiques relativement 

simples comme la convection de Rayleigh-Benard et l’écoulement entre deux 

cylindres concentriques en rotation  (L’écoulement de Couette-Taylor).  
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Particulièrement, l’étude des instabilités et de la turbulence dans l’écoulement de 

Couette sphérique est d’importance principale pour la compréhension des 

mouvements astrophysiques et géophysiques globaux. Mais l’étude de l’écoulement 

de Couette sphérique est également importante pour la théorie générale de stabilité 

hydrodynamique particulièrement lorsque l’on sait que cet écoulement est une 

combinaison normale d’écoulement circulaire de Couette à l’équateur et de 

l’écoulement entre deux disques aux pôles. Un autre dispositif important de la 

géométrie sphérique est que l’écoulement principal implique deux types de symétries, 

la symétrie de réflexion à l’équateur et la symétrie de translation en ce qui concerne 

l’axe de rotation. Selon l’allongement, les deux types de bifurcation peuvent exister 

dans l’écoulement de Couette sphérique. 

 

Wang et Li [ ]4  ont noté que l’écoulement de Couette sphérique ressemble à 

l’écoulement de Couette entre deux cylindres concentriques en rotation (TCF) 

(l’écoulement de Couette-Taylor) particulièrement dans les régions situées à 

l’équateur de la sphère, ou la force centrifuge est la plus grande. Ils précisent que les 

paramètres de contrôle de l’écoulement de Couette sphérique sont le nombre de 

Reynolds qui est basé sur la vitesse angulaire de la sphère intérieure
υ

2
11Re

RΩ
= , le 

rapport d’aspect β  






 −
=

1

12

R
RR

β , et le nombre de Rossby 







Ω
Ω

=
1

2Ro qui représente 

le rapport des vitesses angulaires des deux sphères. En fonction du nombre de Rossby, 

on peut avoir trois configurations : les deux sphères peuvent être en co-rotation, ou en 

contra-rotation, ou en configuration rotor-stator (l’une des sphères en rotation et 

l’autre reste immobile). 

 

Balyaev et Yavorskaya [ ]5  considèrent que l’écoulement de Couette sphérique est 

plus complexe que l’écoulement de Couette cylindrique, et la rotation différentielle 

consiste un axe et un ou deux tourbillons circulés qui dépend du rapport entre les 

vitesses angulaires des deux sphères 







=

1

2

ω
ω

ω  dans le plan méridien, et dépend aussi  
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du nombre de Reynolds ( 2
11Re Rω= ), et de l’épaisseur relative de la couche 

(
1

12

R
RR −

=δ ). 

Egbers et al [ ]6 ont étudié une géométrie d’un espace moyen 







=

−
25.0

1

12

R
RR  et ont 

employé le Laser Doppler Anémomètre et obtenu que l’écoulement de Couette 

sphérique est caractérisé par les vortex de Taylor au niveau de l’équateur pour un 

espace mince entre les sphères et par le bras en spiral ondulé près des pôles pour un 

espace large. Et une seule paire de vortex apparaît au niveau de l’équateur sur la 

transition à l’écoulement supercritique. Aussi, si le nombre de Reynolds augmente, les 

vortex de Taylor deviennent onduleux. Aux nombres de Reynolds plus élevés, les 

auteurs [ ]5  ont observé une structure en spirale allant du pôle vers l’équateur. 

 

Barre et Solana [ ]7  ont étudié numériquement et expérimentalement le champ 

d’écoulement dans la région polaire entre deux sphères excentriques dans trois cas 

(une des sphères est en rotation et l’autre est stationnaire, le cas des deux sphères co-

rotatives ou le cas des deux sphères contra-rotatives). Numériquement, ils ont utilisé 

la méthode d’élément fini et expérimentalement ils procèdent par la visualisation de 

l’écoulement en utilisant un phototrope rayonnant par un laser UV. A des valeurs plus 

élevées du nombre de Reynolds, ils ont observé expérimentalement d’autres structures 

instables, une bulle d’oscillation axialement ou une structure irrégulière 

tridimensionnelle. 

 

L’écoulement de Couette-Taylor compris entre deux sphères corotatives présentes 

deux différences essentielles par rapport à celui entre deux cylindres concentriques.  

La première est à caractère géométrique. L’entrefer compris entre deux cylindres 

concentriques possède une seule courbure (suivant la direction azimutale), alors que 

l’entrefer entre deux sphères concentriques possède deux courbures (l’une suivant la 

direction azimutale et une autre suivant la direction polaire). La seconde différence est 

de type dynamique. Bien que les sphères sont en rotation avec des vitesses angulaires 

constantes, les vitesses de rotation présentent des variations polaires considérables. 

Aux pôles, ces vitesses sont nulles tandis qu’elles sont maximales à l’équateur. Cette  
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variation polaire de la vitesse  azimutale cause une stratification polaire importante de 

l’accélération centrifuge ainsi que de la pression. Le régime d’un écoulement de 

Couette-taylor entre deux sphères concentriques rotatives dépend de l’épaisseur de 

l’entrefer, du niveau des vitesses angulaires de rotation et de leur rapport. Plusieurs 

configurations géométriques et dynamiques sont possibles. L’entrefer peut-être mince, 

modéré ou large comparativement au rayon qui représente une échelle caractéristique 

de longueur. Pour une rotation des deux sphères autour du même axe, on peut avoir 

une corotation ou une contre rotation et enfin une configuration rotor stator avec la 

rotation d’une des deux sphères.  

Il existe une littérature considérable concernant l’écoulement de Couette Taylor en 

particulier celui du cas rotor stator. Dans ce qui suit nous résumons la bibliographie 

qui nous a été disponible relative au cas corotatif. 

Soward et Bassom [ ]8  ont considéré l’instabilité d’amplitude finie d’un écoulement 

de Couette sphérique incompressible entre deux sphères concentriques co-rotatives 

autour d’un axe commun avec des vitesses angulaires 1Ω  et 2Ω  respectivement. Dans 

cette limite, il est bien connu que le début de l’instabilité linéaire (globale) soit 

manifesté par des vortex de Taylor près de l’équateur. Selon la théorie linéaire ceci se 

produit à un nombre de Taylor critique qui, remarquablement, dépasse la valeur locale 

obtenue en rapprochant les sphères comme cylindres à proximité de l’équateur. Aussi, 

l’équation d’amplitude qui régit la modulation spatio-temporelle des vortex qui 

provoque un ordre intéressant de bifurcation. En particulier, l’aspect des bifurcations 

globales annonce le début des solutions sous critique d’amplitude finie dépendantes 

du temps. Ils ont trouvés aussi que, pour les nombres de Taylor élevés, il existe une 

région localement instable dans laquelle l’équation d’amplitude admet les solutions 

sous forme d’impulsions telle que chaque impulsion oscille à une fréquence 

proportionnelle à sa distance du plan équatorial.  

 

Harris et al. [ ]9  ont utilisé une équation complexe non homogène de Landau pour 

traiter les vortex de Taylor entre deux sphères concentriques co-rotatives autour d’un 

axe commun de symétrie. Ils ont trouvé que les vortex sont situés près de l’équateur et 

sont très faibles loin de l’équateur et dérivant vers lui.  
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 La stabilité de l'écoulement de Couette sphérique co-rotatif et contrarotatif  a fait 

l'objet d'une étude numérique par Yang et Luo [ ]10 . Pour un entrefer mince 

(épaisseur normalisée par le rayon de la sphère intérieure égal à 0.18), ils déterminent 

le diagramme de bifurcation pour des nombres de Reynolds donnés ( 1Re  et 2R ) basés 

sur les vitesses angulaires et les rayons des sphères intérieures et extérieures. Ils 

identifient des états d’écoulement stables et instables pour 1000Re1 <  

et 400Re500 2 ≤≤− , qui incluent la corotation. Dans le domaine 0Re2 > , ils trouvent 

trois régimes stables d’écoulement : l’écoulement avec 0-vortex, l’écoulement avec 1-

vortex et enfin celui avec 2-vortex. 
 

Dormy et al [ ]11  ont utilisé un modèle numérique pour étudier l’écoulement produit 

entre deux sphères en rotation rapide mais avec des vitesses de rotation légèrement 

différentes. Ils ont intégré les équations de mouvement selon l’axe de rotation et 

obtient une équation bidimensionnelle à résoudre dans le plan équatorial. 

La géométrie du problème dans le plan méridien est présentée dans la figure 1.2. 

                                         

       Figure 1.2. La géométrie du problème dans un plan méridien. D’après [ ]11  

A partir de cette étude, ils ont trouvé une couche de cisaillement axisymétrique et 

cylindrique se formant autour du centre. Cette couche est connue sous le nom de 

« Couche de Stewartson ». Pour un forçage assez fort, cette couche se déstabilise (non 

équilibrée) sous forme d’onde de Rossby, des tourbillons alignés avec l’axe de 

rotation. 
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Dans un autre article Philander [ ]12  parle sur les travaux de Stewartson  et Proudman 

qui ont analysé les propriétés dynamiques d'un fluide occupant l'espace entre deux 

sphères concentriques tournantes avec des vitesses angulaires légèrement différentes. 

Ils ont considéré que l'écoulement à l'intérieure du cylindre entourant la sphère 

intérieure est semblable à celui qui résulte quant la conduite est symétrique. Ils ont 

trouvé qu'il existe une couche d'Eckman qui génère sur la sphère extérieure et persiste 

à l'extérieure de ce cylindre. La divergence de cette couche d'Eckman cause le 

mouvement lent et axial dans la région non visqueux loin de ce cylindre. Sur le 

cylindre deux couches de cisaillement apparaissent. 

 

De son coté Proudman [ ]13  a fait une étude: les deux sphères concentriques sont en 

rotation autour un axe à peu près identique avec presque la même vitesse angulaire, de 

sorte que les efforts visqueux au dessus des surfaces sphériques induisent un 

écoulement qui peut être représenté par une petite perturbation superposée sur une 

rotation rigide de corps du fluide dans l'ensemble. L'auteur a trouvé que la surface 

cylindrique qui touche la sphère intérieure est une surface singulière dans laquelle les 

gradients de vitesse sont très grands. 

Partout en dehors de ce cylindre, le fluide tourne comme corps rigide avec la même 

vitesse angulaire que la sphère externe. Il a discuté également sur les mécanismes de 

la couche cylindrique de cisaillement. 

Il existe une autre étude qui est basée sur l'apparition de la couche de Stewartson, 

celle de Hollerbach et al. [ ]14  qui ont étudié expérimentalement et numériquement la 

stabilité de la couche  de  Stewartson présente dans une couche de fluide sphérique 

rotatives avec une vitesse angulaire inférieure à celle de la sphère intérieure. 

L'épaisseur de l'entrefer normalisé par le rayon intérieure est égale à 0.5. ces auteurs 

ont trouvé en premier lieu que l'écoulement stationnaire et axisymétrique est divisé en 

deux zones séparées par un cylindre vertical tangent à la sphère intérieure. En dehors 

du cylindre indiqué, l'écoulement s'aligne parallèlement à l'axe de rotation 

conformément au théorème de Taylor-Proudman. En deuxième lieu, ils ont trouvé une 

couche de cisaillement se développe à partir du cylindre tangent vers la sphère 

extérieure. Cependant, à l'intérieure  du cylindre tangent la variation de la vitesse  



 14

Chapitre 1                           Introduction et Recherche bibliographique 

 

angulaire est limitée dans les couches d'Eckman près des sphères. En dehors de ces 

couches minces, la vitesse angulaire est constante est égale à la moyenne arithmétique 

des vitesse angulaire des deux sphères. Les auteurs ont trouvé aussi que pour un 

nombre d'Eckman suffisamment petit, la couche de Stewartson perd son 

axisymétrique ave l'augmentation du nombre de Rossby. 

 

Cardin et al [ ]15  ont étudies une couche fluide contenue entre deux sphères 

concentriques en rotation rapide avec une des sphères qui tourne légèrement plus vite 

que l'autre. Ils ont fait une étude expérimentale sur la dynamo. Ils ont fixé 
-88 10Eet  10Re == (E est le nombre d'Eckman). Ils ont trouvé que, lorsque les deux 

sphères ne laissent qu'un très petit espace du fluide, on retombe sur le cas de Couette 

cylindrique avec ses rouleaux quasi-axisymétriques.  

Ils ont trouvé que, quand la sphère interne est conductrice, le couplage 

électromagnétique permet en effet d'entraîner le fluide dans tout le volume entre les 

deux sphères, pouvant même d'obtenir une super-rotation du fluide. Tous ces 

phénomènes pourraient rendre les mouvements plus aptes à faire démarrer une 

dynamo. A partir de cette étude, ils ont obtenus empiriquement les lois asymptotiques 

donnant le couple et la puissance des moteurs nécessaire pour imposer soit une 

rotation différentielle donnée, soit une décélération, soit une accélération des parois.    

 

Wimmer [ ]16  fait une étude comparative entre l'écoulement entre deux sphères 

(corotatives, contra-rotatives) et l'écoulement entre deux cylindres rotatifs. Il a installé 

un moteur qui a permis à la sphère externe d'être tournée indépendamment de la 

sphère intérieure. Il fait varier le rapport des vitesses angulaires dans l'intervalle 

[ ]92.0 ,576.1−  et considére deux cas,  le premier cas: 

.2.0Rs ,0256.0
R

 ,975.0
R
R

 ,8Ret  8.7 12
1

12

2

1
21 =−==

−
==== R

R
R

cmcmR σ  

Et le deuxième cas: 0.8.s 0.111, ,900.0
R
R

 ,8R ,2.7
2

1
21 ===== σcmcmR  

A partir de cette étude expérimentale, Wimmer trouve que le champ d'écoulement 

entre les sphères tournantes est différent de celui entre les cylindres. Dans ce dernier  
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cas, l'écoulement  principal est un écoulement circulaire tandis que l'écoulement 

principal entre les sphères est entièrement tridimensionnel. Et que l'écoulement de 

Couette sphérique rotatif dépend du rapport des rayons et des vitesses angulaires. Il a 

trouvé aussi que l'écoulement secondaire (c'est-à-dire l'écoulement dans le plan 

méridien entre l'équateur et les pôles) est conduit par le déséquilibre des forces 

centrifuges dans la couche sphérique. Et que la rapport des vitesses angulaires des 

deux sphères détermine l'épaisseur de la couche résultante, qui influence 

alternativement le champ d'écoulement produit. Et que la rotation régulière des 

sphères dans la même direction avec la même vitesse angulaire, a comme 

conséquence la situation exceptionnelle d'une rotation rigide du corps qui inclut le 

fluide. Dans ce cas le produit 2
22 RΩ  doit toujours plus grand que 2

11RΩ  pour obtenir 

la stabilité. 

L'une des références de l'écoulement de Couette sphérique corotatif avec transfert 

thermique est l'étude de Macaraeg [ ]17  qui utilise un fluide diélectrique pour simuler 

la gravitation. Il a utilisé un modèle numérique basé sur les équations de Navier 

Stokes incompressibles dans une formulation vorticité/fonction de courant discrétisées 

par une représentation pseudo spectrale dans la direction latitudinale et une 

représentation des différences finis dans les directions radiales. Le fluide est confiné 

entre deux sphères concentriques corotatives avec isolation. A partir de cette étude 

l'auteur trouve que la cellule est plus forte dans le cas de diélectrique que la cellule du 

champ uniforme. Il a trouvé aussi que le nombre de Grashoff (Gr) est une fonction 

d'accélération gravitationnelle. Et que pour un taux de rotation donné, le traitement 

distribue les différences de plus grandes températures à la limite correspondent aux 

plus grandes valeurs du flux max.  

 

Miller et Gall [ ]18  ont utilisé des modèles numériques pour étudier l'écoulement d'un 

liquide contenu entre deux hémisphères rigides concentriques corotatives avec un 

gradient thermique imposé sur les deux sphères 

(avec 0.000716k 0.01, ,6R ,5 21 ==== υcmcmR ). Les températures sont plus faibles 

dans la sphère intérieure que dans la sphère extérieure. Ils ont utilisé les équations de  
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Navier-Stokes qui assumant la symétrie autour de l'axe polaire. Ils ont comparé les 

solutions hydrostatiques et non hydrostatiques pour les cas cylindriques et sphériques. 

Ils ont constaté que les différences entre les solutions hydrostatiques et non  

hydrostatiques sont petites, et les différences sont confinées la plupart du temps aux 

régions près du pole et de l'équateur. Et ont trouvé aussi que l'effet non hydrostatique 

sur l'état axisymétrique n'affecte pas la stabilité baroclinique de l'écoulement. 

 

Dans l'article suivant Lesueur et Mangeney [ ]19  ont utilisé une simulation 

numérique par la méthode spectrale pour résoudre les équations de Navier-Stokes non 

linéaire couplées à l'équation de la chaleur, en utilisant l'approximation de 

Boussinesq. Le fluide est confiné entre deux sphères rigides en corotation. Il est 

soumis à un chauffage isotrope imposé sur la sphère interne et à un chauffage 

différentiel sur la sphère externe. Ils ont fait une simulation numérique du mouvement 

d’un fluide en rotation dans une couche sphérique épaisse. Ce travail s’attaque à 

l’étude des instabilités liées à ces deux modes de chauffage. Le but principal de cette 

étude est de préciser que le chauffage des planètes est du au chauffage interne, ou au 

chauffage solaire? 

 

 Dans l’article suivant, Nakabayashi et Tshuchida [ ]20 , ont utilisé la méthode 

spectrale pour étudier un écoulement de Couette sphérique entre deux sphères 

concentriques indépendamment tournantes pour un rapport d’aspect 14.0==β . Ils 

ont trouvé des vortex de Taylor-Gortler (TG) qui apparaissent pour le cas de deux 

sphères co-tournantes, alors que les vortex et les torsions en spirale dans des vortex 

Toroïdal de TG apparaissent pour le cas de deux sphères contre-tournantes. Les 

mêmes résultats ont obtenus dans l’article [ ]21 . 

 

Blockley et al. [ ]22  ont étudié quelques solutions complexes de l’équation hétérogène 

(non homogène) complexe de Ginzburg-Landau. Cette équation surgit dans la théorie 

faiblement non linéaire de linéaires de l’écoulement de Couette sphérique entre deux 

sphères concentriques tournantes toutes les deux autour d’un axe commun avec des 

vitesses angulaires distinctes dans une limite étroite. Ils ont vu des vortex confinés 

près de l’équateur, et ont trouvé que l’écoulement principal se compose d’un  
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écoulement primaire ainsi qu’une plus faible circulation méridienne entre l’équateur 

et les pôles. Et ont trouvé aussi que, quand la sphère intérieure tourne plus rapidement 

que la sphère externe, les forces centrifuges sont la plus grandes à proximité de 

l’équateur. Et quand le rapport  d’espace entre les sphères au rayon de la sphère 

intérieure est petit, la géométrie locale au niveau de l’équateur ressemble les cylindres 

concentriques. 

Dans notre étude nous considérons le cas d’un écoulement de Couette-Taylor 

sphérique et corotatif. Nous avons arbitrairement choisis une épaisseur d’entrefer égal 

à la moitié du rayon de la sphère intérieure ainsi que le rapport des vitesses angulaires 

(le nombre de Rossby) égal à 0.5. Donc, le seul paramètre de contrôle variable dans 

notre étude est le nombre de Reynolds proportionnel au produit de la vitesse angulaire 

et le carré du rayon de la sphère intérieure et inversement proportionnel à la viscosité 

cinématique du fluide. Les valeurs sélectionnées du nombre de Reynolds sont 1, 500, 

1000, 2000, 3000 et 4000. Nous présenterons et discuterons le régime d'écoulement 

pour toutes les variations du nombre de Reynolds de 1 à 4000. Cette thèse est 

organisée en cinq chapitre: le premier contient une recherche bibliographique sur les 

écoulements tridimensionnels entre les sphères concentriques rotatives. Le deuxième 

chapitre est consacré à la modélisation mathématique du problème. Ce dernier est 

modélisé par les équations différentielles aux dérivées partielles de continuité et de 

quantité de mouvement et de leurs conditions initiales et aux limites, dans les 

coordonnées sphériques. 

Dans le troisième chapitre, on utilise la méthode des volumes finis pour discrétiser les 

équations modélisantes et leurs conditions initiales et aux limites. On utilisera des 

schémas de discrétisation du second ordre dans l'espace et dans le temps, de toutes les 

équations du modèle. On présentera aussi leurs résolutions selon l'algorithme 

SIMPLER qui donne la solution séquentielle des systèmes d'équations de 

discrétisation. Dans le quatrième chapitre, on va exposer la validation des résultats 

obtenus par notre code de calcul, ainsi que les résultats numériques obtenus pour le 

cas spécifique qu'on a étudié. Ce cas correspond à 5.0=β  et 4000Re1 ≤≤ . Les 

résultats seront discutés dans ce chapitre. La conclusion de notre travail numérique 

fera l'objet du dernier chapitre. 
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Chapitre 2         Modélisation mathématique du problème 
 

2.1 Description du problème: 

 
On considère un écoulement tridimensionnel permanent d'un fluide incompressible visqueux 

de viscosité µ , compris entre deux sphères concentriques de rayons 1R  et 2R  corotatives 

autour un axe avec des vitesses angulaires respectives 1Ω  et 2Ω  ( )21 Ω>Ω . L'épaisseur de 

l'entrefer est fixée à 0.5. Le nombre de Rossby 







Ω
Ω

=
1

2Ro  est arbitrairement fixé à 0.5. On 

néglige l'effet de la pesanteur. La géométrie du problème est illustrée dans la figure (2.1). 

 
 

 Figure 2.1 : Géométrie du problème 

 

Avec : ,21 RrR ≤≤  ,0 πθ ≤≤  πϕ 20 ≤≤  

On choisi le système de coordonnées sphériques ( )ϕθ ,,r , ou l'axe (OZ) est l'axe de rotation. 

 

z  

2Ω  

1Ω  

1R  
2R

1
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2.2 Modèle mathématique 

 

Les conditions initiales: 

A t = 0, U=V=W=0                                                                                                             (2.1) 

Pour t > 0 :  

2.2.1 Equation de continuité  

Pour un fluide incompressible ( )0=divV , l’équation de continuité en coordonnées sphériques 

s’écrit : 

( ) ( ) ( ) 0
sin
1sin

sin
11 2

2 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ W

r
V

r
Ur

rr ϕθ
θ

θθ
                                                     (2.2) 

U, V, W sont les composantes radiales, polaires et azimutales de la vitesse. 

 

2.2.2 Equations de quantité de mouvement. 

2.2.2.1 Equation de quantité de mouvement suivant la direction r  

 

( ) ( ) ( )

( )
                              

sin
2sin

sin
2

2
sin
1sin

sin
11

sin
1sin

sin
11

22

22

2

222
2

2

22
2

2

r
P

W
r

V
r

r
UU

r
U

rr
Ur

r

r
W

r
VUW

r
UV

r
UUr

rrt
U

∂
∂

−



















∂
∂

−
∂
∂

−

−
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

=







−−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂

ϕθ
θ

θθ

ϕθθ
θ

θθ
µ

ϕθ
θ

θθ
ρ

(2.3) 

 

2.2.2.2 Equation de quantité de mouvement suivant la direction polaire θ  

 

( ) ( ) ( )

θ
ϕθ

θ
θ

θϕθθ
θ

θθ
µ

θ
ϕθ

θ
θθ

ρ

∂
∂

−



















∂
∂

−
∂
∂

+

+−
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

=







−+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

P
rW

r
U

r

r
VV

r
V

rr
Vr

rr

r
W

r
UVVW

r
VV

r
UVr

rrt
V

1

sin
cot22

sinsin
1sin

sin
1

  
1

cot
sin
1sin

sin
1

 
1

 

22

222

2

222
2

2

2

2
2

2

      (2.4) 
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2.2.2.3 Equation de quantité de mouvement suivant la direction azimutale ϕ    

( ) ( ) ( )

ϕθ
θϕθ

θ
ϕθ

ϕθθ
θ

θθ
µ

θ
ϕθ

θ
θθ

ρ

∂
∂

−



















−
∂
∂

+
∂
∂

+

+
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

=







++

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

P
r

r
WV

r
U

r

W
r

W
rr

Wr
rr

r
WV

r
UWWW

r
VW

r
UWr

rrt
W

sin
1

sinsin
cot2

sin
2

sin
1sin

sin
1

  
1

cot
sin
1sin

sin
1

 
1

 

2222

2

2

222
2

2

2
2

  (2.5) 

 

2.2.3 Les conditions aux limites du problème  

Pour r  

A r =R1, U = V = 0, θsin  11 Ω= RW                                                                                     (2.6) 

A r =R2, θsin  22 Ω=== RWVU                                                                                        (2.7) 

Pour θ  

A 0,0 =
∂
∂

==
∂
∂

=
θθ

θ
WVU                                                                                                   (2.8) 

A 0, =
∂
∂

==
∂
∂

=
θθ

πθ
WVU                                                                                                  (2.9) 

Pour ϕ   

 Les conditions de périodicité sont :  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )πϕθϕθ

πϕθϕθ
πϕθϕθ

2,,,,
2,,,,
2,,,,

+=
+=
+=

rWrW
rVrV
rUrU

                                                                                                 (2.10) 

 

2.2.4 Adimensionnalisation des variables  

Les variables adimensionnelles sont définies comme suit : 

r*=
1R

r    : Distance radiale adimensionnelle 

U*=
11R

U
Ω

 : Vitesse radiale adimensionnelle  

V*=
11R

V
Ω

 : Vitesse méridionale adimensionnelle 
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W*=
11R

W
Ω

 : Vitesse azimutale adimensionnelle 

Re=
υ

2
11RΩ  : Nombre de Reynolds 

t*=









Ω11

1

R
R
t : Temps adimensionnel 

P*=
( )2

11

0

R
PP

Ω
−

ρ
: Pression adimensionnelle 

En utilisant ces variables adimensionnelles pour écrire les conditions aux limites et les 

équations qui modélisent le problème sous la forme adimensionnelle suivante: 

 

2.2.5 Réécritures des équations sous forme adimensionnelle 

(Remarque : on omet d’écrire l’exposant * pour des raisons de commodité). 

La condition initiale :  

A t = 0, U=V=W=0                                                                                                       (2.11) 

A t >0,  

2.2.5.1  Equation de continuité 

 

( ) ( ) ( ) 0
sin
1sin

sin
1

 
1 2

2 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ W

r
V

r
Ur

rr ϕθ
θ

θθ
                                                  (2.12) 

 

2.2.5.2 Equation de quantité de mouvement radiale : 

 

( ) ( ) ( )

( ) r
P
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r

V
r
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rr
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VUW
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UUr
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2

2
sin
1sin

sin
1

  
1

Re
1

sin
1sin

sin
1

 
1

 

22

22

2

222
2

2

22
2

2

∂
∂

−



















∂
∂
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∂

−

−
∂
∂
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






∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂
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∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂
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θ
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ϕθθ
θ

θθ

ϕθ
θ

θθ

              (2.13) 
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2.2.5.3 Equation de quantité de mouvement polaire: 

 

( ) ( ) ( )

θ
ϕθ

θ
θθ

ϕθθ
θ

θθ

θ
ϕθ

θ
θθ

∂
∂

−



















∂
∂

−
∂
∂

+−

−
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

=−+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

P
rW

r
U

rr
V

V
r

V
rr

Vr
rr

r
W

r
UVVW

r
VV

r
UVr

rrt
V

1

sin
cot22

sin

sin
1sin

sin
1

  
1

Re
1

cot
sin 
1sin

sin 
1

 
1

 

2222

2

2

222
2

2

2
2

2

        (2.14) 

 

2.2.5.4 L’équation de quantité de mouvement azimutale: 
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   (2.15) 

 

2.2.6 Les conditions aux limites sous forme adimensionnelles 

 

Les équations différentielles sont résolues avec les conditions aux limites suivantes : 

 

A 1=r , 0== VU , θsin=W                                                                                        (2.16) 

A 5.1
1

2 ==
R
R

r , 0== VU , θθ
θ

sin Ro 1.5sin  
 

 sin

1

2

1

2

11

22 =







Ω
Ω









=

Ω
Ω

=
R
R

R
R

W            (2.17) 

  Aθ =0, 0=
∂
∂

==
∂
∂

θθ
WVU                                                                                               (2.18) 

A θ =π , 0=
∂
∂

==
∂
∂

θθ
WVU                                                                                           (2.19) 
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3.12 Calcul du moment angulaire 

Le fluide qui s’écoule dans la couche sphérique applique un moment angulaire sur la sphère 

intérieure et sur la sphère extérieure. On peut calculer ce moment angulaire à partir des étapes 

suivantes : 

Premièrement on calcule les contraintes de cisaillement  









∂
∂

+







∂
∂

==
ϕθ

µττ ϕϕ
U

rr
W

r
rrr sin

1                                                                             (2.20) 

Et puis on calcule la force élémentaire appliquée 

ϕϕϕ ϕθθ
ϕθ

µτ eddrU
rr

W
r

redSFd r
rrr

.  sin 
sin
1 . 2









∂
∂

+







∂
∂

==                                            (2.21) 

L’écoulement est axisymétrique, c'est-à-dire qu’il n’y pas une variation suivant la direction 

azimutale, donc 0=
∂
∂
ϕ

.  

Donc l’équation (3.59) devient : 

ϕϕθθµ eddr
r

W
r

rFd rr
.  sin 2

















∂
∂

=                                                                                   (2.22) 

Donc le moment angulaire est définis comme suit 

 

( ) ϕθθµθ ddr
r

W
r

FderMd r   sin sin 24
















∂
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=∧=
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















∂
∂

= ϕθθµ ddr
r

W
r

dM   sin 24                                                                                      (2.24) 

Donc on peut calculer le moment angulaire appliqué sur les sphères par le fluide par la 

relation suivante:    

∫ ∫ 















∂
∂

=
π π

ϕθθµ
0

2

0

24   sin  ddr
r

W
r

M                                                                                  (3.25) 

Et que le moment axial de la force de cisaillement à la surface d'une sphère est défini par: 

∫ ∫ 







∂
∂

+

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
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r
rT                                                                (3.26) 
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Chapitre 3     Résolution numérique 
 
3.1 La méthode numérique 

Les équations modélisantes, et leurs conditions initiales et aux limites, sont résolues 

numériquement par la méthode des volumes finis bien décrite dans Patankar [ ]23 . L’entrefer 

est discrétisé en volumes finis sphériques. Le maillage comprend 32 points suivant la 

direction radiale, 189 points suivant la direction polaire et 32 points suivant la direction 

azimutale. Les projections du maillage dans le plan horizontal (passant par l’équateur) et un 

plan méridien sont illustrées dans la figure 3.1. 

 

 
 

       Figure 3.1 : Les projections du maillage dans le plan horizontal et un plan méridien 
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Chaque point est centré dans le volume fini qui l’inclut. La pression est centrée dans les 

nœuds des volumes finis typiques alors que les composantes de la vitesse sont centrées aux 

faces de ces volumes. Ainsi, les volumes finis des composantes de la vitesse sont décalés (par 

rapport aux volumes finis typiques) dans les sens positifs de leurs coordonnées respectives. Le 

maillage cité est uniforme suivant chaque direction. La discrétisation spatio-temporelle est du 

second ordre. La discrétisation des dérivées temporelles est celle d’Euler Backward du second 

ordre. La discrétisation temporelle des termes convectifs et non linéaires suit le schéma 

d’Adam-Bashforth. Cependant, la discrétisation temporelle des termes diffusifs et des 

gradients de pression est totalement implicite. Concernant, la discrétisation spatiale, le schéma 

des différences centrées est utilisé pour l’approximation des variables et leurs dérivées. Donc, 

la discrétisation spatiotemporelle est du second ordre ; c’est-à-dire qu’elle a des erreurs de 

troncature d’ordre ( ( ) ( ) ( )222 ,, ϕ∆∆∆ rt ). Le résultat de la discrétisation des équations 

modélisantes est quatre équations de discrétisation pour les quatre variables dépendantes : les 

trois composantes de vitesse et la pression. Chaque équation de discrétisation représente un 

système d’équation dont la solution permettra, en principe, l’obtention des valeurs de la 

variable concernée aux points du maillage (Medjroubi [ ]25 ). La solution séquentielle des 

équations de discrétisation des variables dépendantes suit l’algorithme SIMPLER discuté par 

[ ]24 . La solution numérique du système d’équations linéaires d’une variable est accomplie 

par la méthode de balayage. Cette technique itérative fait appel à l’algorithme de Thomas 

suivant les directions radiale et polaire et l’algorithme tri diagonal cyclique suivant la 

direction azimutale. Commençant par les conditions initiales, la marche dans le temps est 

poursuivie (avec un pas du temps 510−=∆t  pour le cas de 1Re = et 310−=∆t  pour tous les 

autres cas) jusqu’à l’atteinte d’un régime temporel établi : dans notre étude un régime 

stationnaire est obtenu pour tous les cas considérés. Certains cas, sont résolus avec la solution 

d’un nombre de Reynolds inférieur comme condition initiale. Le régime permanent 

(stationnaire) est caractérisé par une invariance temporelle de toutes les variables calculées. 

Aussi, en régime permanent, les moments axiaux des forces des frottements visqueux aux 

surfaces des sphères sont équilibrés comme l’exige le théorème du moment cinétique. Tous 

les calculs sont fait avec un micro-ordinateur Pentium 4, avec une fréquence égale à 1.7Ghz et 

512 MB de RAM.      
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 3.2 Discrétisation du domaine physique  

Le domaine physique et transformé en un domaine de calcul par sa division en un certain 

nombre de petits volumes sphérique. La méthode des volumes finis consiste à discrétiser le 

domaine physique étudié en un domaine de calcul qui se compose d’un nombre fini de 

volume. Chaque volume sera repéré par un nœud et limité par six faces. Le point P situé au 

centre du volume de contrôle typique est entouré dans chaque direction par deux faces et deux 

nouds dans chaque direction. Pour la direction suivant r, les points sont notés N, S et les faces 

sont repérées par n, s. Pour la direction suivantθ , les points sont notés F, B et les faces sont 

repérées par f, b. Pour la direction suivantϕ , les points sont notés E, W et les faces sont 

repérées par e, w. 

Dans notre étude, on divise le domaine en 193536 volumes finis. Ce choix est limité par la 

capacité de notre moyen de calcul. Au centre d’un volume fini typique il y’a un point P. Les 

centres des faces latérales (du volume) est, ouest, nord, sud, front et arrière sont dénommés, ci 

après, e, w, n, s, f, b respectivement. Chaque volume fini, à l’intérieur du domaine, est entouré 

de six autres volumes finis. Les centres de ces volumes sont les points E, W, N, S, F, B. 

suivant la procédure recommandée par [ ]23 , la pression est stockée aux centres des volumes, 

mais les trois composantes de vitesse sont stockées aux centres des faces latérales des 

volumes. Les figures qui illustrent des exemples des faces des volumes finis dans les 

plans θ−r , ϕ−r  et ϕθ −  sont bien définis dans la thèse de Medjroubi [ ]24 . Les dimensions 

d’un volume fini typique sont Pr∆ , Pθ∆ et Pϕ∆ . Les distances entre le point P et les points 

adjacents E, W, N, S, F, B sont bfsnwe dddrdrdd θθϕϕ ,,,,,  respectivement. Cependant, les 

équations de Navier Stokes sont intégrées dans des volumes finis décalés. L’équation de 

conservation de quantité de mouvement radiale est discrétisée dans un volume fini décalé vers 

la direction radiale positive. L’équation de conservation de quantité de mouvement polaire est 

discrétisée dans  un volume fini décalé vers la direction angulaire positive. L’équation de 

conservation de quantité de mouvement azimutale est discrétisée dans un volume fini décalé 

vers la direction angulaire positive. 

 

3.3 La discrétisation des équations 

3.3.1 La discrétisation temporelle 
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3.3.1.1 Les termes non stationnaires 

La discrétisation des termes non stationnaires dans les équations de mouvement suit un 

schéma temporel du second ordre. Si on considère Φ  comme variable dépendante du temps, 

un développement limité en série de Taylor au deuxième ordre des variables tΦ  et tt ∆−Φ  

( ) ( )2
2

22

0
2

t
t

t
t

t
tttt

ttt ∆+
∂
Φ∂∆

+
∂

Φ∂
∆−Φ=Φ

∆+∆+
∆+

                                                                (3.1) 
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∆+∆−                                                           (3.2) 

On multiplie la relation (3.1) par 4, et on fait la différence entre le produit et la relation (3.2), 

et on obtient : 

( )20234 t
t

t
tt

ttttt ∆+
∂

Φ∂
∆−Φ=Φ−Φ

∆+
∆+∆−                                                                         (3.3) 

D’où 

 

( )20
2
43 t

tt

ttttttt

∆+
∆

Φ+Φ−Φ
=

∂
Φ∂ ∆−∆+∆+

                                                                             (3.4) 

A partir de cette relation on trouve que l’erreur de troncature est de l’ordre de ( )2t∆ . 

 

3.3.1.2 la discrétisation des termes non linéaires 

La discrétisation des termes convectifs et non linéaires dans l’ensemble des équations, suit le 

schéma explicite d’Adams-Bashforth qui est obtenu par une expansion en série de Taylor.  

 
ttttt ∆−∆+ Φ−Φ=Φ 2                                                                                                             (3.5) 

3.3.2 La discrétisation spatiale 

Pour la discrétisation spatiale, on utilise le schéma des différences centrées avec une précision 

du second ordre (l’erreur de troncature est d’ordre deux). Ainsi, la valeur d’une variable Φ  

sur une face commun à deux volumes adjacents est la moitié des deux valeurs nodales. Aussi, 

la dérivée spatiale d’une variable sur une face commun est la différence des valeurs de la 

variable des nœuds en amont et en aval de l’interface divisée par la distance qui se sépare.  
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Ainsi, l’erreur de troncature de la discrétisation spatiale sera de l’ordre de ( )2r∆ , ( )2θ∆ et 

( )2ϕ∆ pour les directions radiale, polaire et azimutale respectivement. (Voir référence [ ]24 ).  

 

3.4 Stockage des variables 

Les variables scalaires comme la pression sont stockées dans les nœuds du maillage. 

Cependant les composantes du champ de vitesse sont stockées aux centres des faces des 

volumes de contrôle. Ce type de maillage dit intercalé permet une meilleure estimation du 

flux convectif, ainsi une bonne estimation de la force de pression dans les équations de 

mouvement. Il offre de plus une grande stabilité numérique.  

3.5 Discrétisation des équations modélisantes  

En ce qui concerne la discrétisation temporelle, on adopte la convention suivante en ce qui 

concerne l’exposant de chaque terme discrétisé : 

- les termes au temps tt ∆− porteront l’exposant tt ∆−  

- les termes au temps t porteront l’exposant t 

- les termes au temps tt ∆+  porteront l’exposant tt ∆+   

•  
ν

2
11Re

RΩ
=   ( Re est le nombre de Reynolds). 

Avec :  

1Ω  est la vitesse angulaire de rotation de la sphère intérieure 

R1 est le rayon de la sphère intérieure 

Et ν  étant la viscosité cinématique 

 

3.5.1 Discrétisation de l’équation de continuité : 

L’équation de continuité sera discrétisée dans un volume de contrôle typique (il est montré sur  

la thèse de Medjroubi [ ]24 ) 
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Donc l’équation de continuité discrétisée s’écrit sous la forme 
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3.5.2 Discrétisation de la composante radiale de l’équation de quantité de mouvement 

3.5.2.1 Discrétisation du terme temporel  
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3.5.2.2 Discrétisation des termes convectifs  
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3.5.2.3 Discrétisation des autres termes à gauche  
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3.5.2.4 Discrétisation des termes diffusifs  
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3.5.2.5 Discrétisation des autres termes à droite  
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3.5.2.6  Discrétisation du terme de pression  
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On écrit l’équation de quantité de mouvement radiale sous la forme suivante : 
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3.5.3 Discrétisation de la composante polaire de l’équation de quantité de mouvement  

3.5.3.1 Discrétisation du terme temporel  
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3.5.3.2 Discrétisation des termes convectifs  
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3.5.3.3 Discrétisation des autres termes à gauche  
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3.5.3.4 Discrétisation des termes diffusifs  
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3.5.3.5 Discrétisation des autres termes à droite  
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3.5.3.6 Discrétisation du terme de pression  
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On réécrit l’équation de quantité de mouvement suivant θ  sous la forme généralisée : 
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Les coefficients sont : 
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3.5.4 Discrétisation de la composante azimutale de l’équation de quantité de mouvement  

3.5.4.1 Discrétisation du terme temporel  
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3.5.4.2 Discrétisation des termes convectifs  

 

( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

ePe

tt
S

tt
P

tt
s

tt
sew

s

ePe

tt
N

tt
P

tt
n

tt
new

n

ePe

t
S

t
P

t
s

t
sew

s

ePe

t
N

t
P

t
n

t
new

n

ePe
tt

s
tt

ss
tt

n
tt

nn

ePe
t

s
t
ss

t
n

t
nn

ePe
tt

s
tt

nePe
t
s

t
n

n

s

f

b

e

w

tt

t

d
WWUU

r

d
WWUU

r

d
WWUU

r

d
WWUU

r

dWUrWUr

dWUrWUr

dUWrUWrdUWrUWr

dtdddrrUWr
rr

ww

w

ww

w

ww

w

ww

w

wwwwww

wwwwww

wwww

w

w

w

w

w

w

ϕθθ

ϕθθ

ϕθθ

ϕθθ

ϕθθ

ϕθθ

ϕθθϕθθ

ϕθθ

∆








 +







 +
+

∆








 +







 +
−

∆








 +







 +
−

∆








 +







 +
=

∆−−

∆−=

∆−−∆−=

=
∂
∂

∆−∆−∆−∆−

∆−∆−∆−∆−

∆−∆−∆−∆−

∆−∆−

∆+

∫ ∫ ∫ ∫

sin 
2

 
2

sin 
2

 
2

sin 
2

 
2

  2

sin 
2

 
2

 2

(3.42)                                                               sin

sin  2

sin sin  2

    sin 1

2

2

2

2

22

22

2222

22
2

 

 

 

 

 



 42

Chapitre 3                                                                         Résolution numérique 
 

( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

ePeP

tt
P

tt
B

tt
b

tt
bew

ePeP

tt
P

tt
F

tt
f

tt
few

ePeP

t
P

t
B

t
b

t
bew

ePeP

t
P

t
F

t
f

t
few

ePeP
tt

b
tt

b
tt

f
tt

f

ePeP
t

b
t

b
t
f

t
f

ePeP
tt

b
tt

fePeP
t
b

t
f

n

s

f

b

e

w

tt

t

drr
WWVV

drr
WWVV

drr
WWVV

drr
WWVV

drrWVWV

drrWVWV

drrVWVWdrrVWVW

dtdddrrVW
r

ww

ww

ww

ww

wwww

wwww

wwwwww

w

w

w

w

w

w

ϕθ

ϕθ

ϕθ

ϕθ

ϕθ

ϕθ

ϕθϕθ

ϕθθ
θ

∆








 +







 +
+

∆








 +









 +
−

∆








 +







 +
−

∆








 +









 +
=

∆−−

∆−=

∆−−∆−=

=
∂
∂

∆−∆−∆−∆−

∆−∆−∆−∆−

∆−∆−∆−∆−

∆−∆−

∆+

∫ ∫ ∫ ∫

sin  
2

 
2

sin  
2

 
2

sin  
2

 
2

  2

sin  
2

 
2

  2

(3.43)                                                                 sin    

sin      2

  sin    sin    2

    sin 1 2

 

 

( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

PPP

tt
W

tt
P

tt
P

tt
E

PPP

t
W

t
P

t
P

t
E

PPP
tt

w
tt

w
tt

e
tt

e

PPP
t

w
t

w
t

e
t

e

PPP
tt

w
tt

ePPP
t
w

t
e

n

s

f

b

e

w

tt

t

rr
WWWW

rr
WWWW

rrWWWW

rrWWWW

rrWWWWrrWWWW

dtdddrrWW
r

wwww

wwww

wwww

wwww

wwwwww

w

w

w

w

w

w

θ

θ

θ

θ

θθ

ϕθθ
ϕθ

∆∆























 +
−









 +
−

∆∆























 +
−









 +
=

∆∆−−

∆∆−=

∆∆−−∆∆−=

=
∂
∂

∆−∆−∆−∆−

∆−∆−∆−∆−

∆−∆−

∆+

∫ ∫ ∫ ∫

 
22

(3.44)                                                                  
2

 2
2

 2

 

   2

     2

    sin 
sin
1

22

22

2

 

 



 43

Chapitre 3                                                                         Résolution numérique 
 

3.5.4.3 Discrétisation des autres termes à gauche  
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3.5.4.4 Discrétisation des termes diffusifs 
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3.5.4.5 Discrétisation des autres termes à droite  
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3.5.4.6 Discrétisation du terme de pression  
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On réécrit l’équation de quantité de mouvement azimutale sous la forme généralisée : 
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Les coefficients de cette équation sont : 
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3.5.5 Discrétisation des conditions aux limites 

3.5.5.1  Pour la vitesse radiale U   
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3.5.5.2 Pour la vitesse polaire V 
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  3.5.5.3 Pour la vitesse azimutale W 
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3.6 Equation de discrétisation de la pression  

Les équations de quantité de mouvement  discrétisées, peuvent s’écrire sous la forme 

suivante : 
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L’indice i indique les points voisins du point considéré dans les trois directions. ub , vb et 

wb sont les termes des sources contenant les autres termes que ceux de la pression. On peut 

réécrire le système (3.69) sous la forme : 
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Les vitesses webfsn WWVVUU ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ , sont dites pseudo-vitesses, elles sont définies par : 
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On considère l’équation de continuité qui a été intégrée dans un volume de contrôle typique 

non décalé. Elle est sous la forme : 
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On remplace les vitesses présentent dans cette équation par leurs formules (3.70), et on 

obtient : 
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On simplifie cette équation sous la forme : 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0  

sinsin

sin sin 

 ˆˆ sinˆsinˆsin ˆˆ

22

22

=∆∆−−∆∆−+

+∆∆−−∆∆−

+∆∆−−∆∆−+

∆∆−+∆∆−+∆∆−

∆+∆+∆+∆+

∆+∆+∆+∆+

∆+∆+∆+∆+

PPP
tt

P
tt

EePPP
tt

W
tt

Pw

PPPb
tt

B
tt

PbPPPf
tt

P
tt

Ff

PPP
tt

S
tt

PssPPP
tt

P
tt

Nnn

PPPewPPPbbffPPPssnn

rrPPdrrPPd

rrPPdrrPPd

PPdrPPdr

rrWWrrVVUrUr

θθ

ϕθϕθ

ϕθθϕθθ

θϕθθϕθθ

  (3.74) 

 

On réécrit l’équation de pression sous la forme : 

P
tt

BB
tt

FF
tt

SS
tt

NN
tt

WW
tt

EE
tt

PP SPAPAPAPAPAPAPA ++++++= ∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆+                 (3.75) 

 

A partir de l’équation (3.74) on détermine les coefficients BFWESNP AAAAAAA ,,,,,, S, . 

( ) ( )
( ) PPPwe

PPPffbbPPPnnssP

BFSNWEP

PPPbbBPPPffF

PPPssSPPPnnN

PPPwWPPPeE

rrWW

rrVVUrUrS

AAAAAAA

rrdArrdA

drAdrA

rrdArrdA

θ

ϕθθϕθθ

ϕθϕθ

ϕθθϕθθ

θθ

∆∆−+

∆∆−+∆∆−=

+++++=

∆∆=∆∆=

∆∆=∆∆=

∆∆=∆∆=

 ˆˆ        

 sinˆsinˆsin ˆˆ

sin                      sin

sin                      sin

                      

22

22

 (3.76)    

                                                       

Pour résoudre l’équation de la pression, on utilise un champ de vitesse estimé, qui sera 

introduit comme suit : 

( )
( )
( )
( )

( )
( )∑

∑
∑
∑
∑
∑

∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗∗∗

−++=

−++=

−++=

−++=

−++=

−++=

wWPwiiww

ePEwiiee

bBPviibb

fPFviiff

sSPuiiss

nPNuiinn

APPbWaWa

APPbWaWa

APPbVaVa

APPbVaVa

APPbUaUa

APPbUaUa

                                                                             (3.77) 
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On suppose que les valeurs de la vitesse et de pression seront égales à une estimation et une 

correction :  

'

'

'

'

PPP
WWW

VVV
UUU

+=

+=

+=

+=

∗

∗

∗

∗

                                                                                                               (3.78) 

Les estimations des vitesses et de pression portent une étoile, et les corrections portent une 

prime à l’exposant.  

Donc : 

 

  

'

'

'

'

'

'

www

eee

bbb

fff

sss

nnn

WWW

WWW
VVV

VVV
UUU

UUU

+=

+=

+=

+=

+=

+=

∗

∗

∗

∗

∗

∗

                                                                                                              (3.79)   

  

( )
( )
( )
( )
( )
( )∑

∑
∑
∑
∑
∑

−+=

−+=

−+=

−+=

−+=

−+=

wWPiiww

ePEiiee

bBPiibb

fPFiiff

sSpiiss

nPNiinn

APPWaWa

APPWaWa

APPVaVa

APPVaVa

APPUaUa

APPUaUa

''''

''''

''''

''''

''''

''''

                                                                                   (3.80) 

 

Une approximation justifiée par  Patankar [ ]23 , consiste à négliger les 

sommes∑ '
i

Ua i ∑ '
iiVa , ∑ '

iiWa  Donc, les corrections des vitesses ne seront fonctions que 

des corrections de la pression : 
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( )
( )
( )
( )
( )
( ) wWPww

ePEee

bBPbb

fPFff

sSPss

nPNnn

APPWa

APPWa
APPVa

APPVa
APPUa

APPUa

'''

'''

'''

'''

'''

'''

−=

−=

−=

−=

−=

−=

                                                                                                      (3.81) 

 

Le système (3.81) exprime de façon claire que les corrections de vitesse sont directement 

liées aux corrections de pression. Les relations entre les vitesses et leurs corrections sont 

donc comme suit : 

 

( )
( )
( )

( )
( )
( )'''

'''

'''

''

''

''

WPwww

PEeee

BPbbb

PFfff

SPsss

PNnnn

PPdWW

PPdWW
PPdVV

PPdVV
PPdUU

PPdUU

−+=

−+=

−+=

−+=

−+=

−+=

∗

∗

∗

                                                                                                 (3.82) 

  

Les vitesses du système (3.82) doivent satisfaire l’équation de continuité, on obtient 

l’équation suivante : 

  

( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ] 0  

sin  sin 

sin sin 

''''

''''

''2''2

=∆∆−+−∆∆−++

∆∆−+−∆∆−++

∆∆−+−∆∆−+

∗∗

∗∗

∗∗

PPPPEeePPPWPww

PPPbBPbbPPPfPFff

PPPSPsssPPPPNnnn

rrPPdWrrPPdW

rrPPdVrrPPdV

PPdUrPPdUr

θθ

ϕθϕθ

ϕθθϕθθ

                   (3.83) 

 

On écrit cette équation sous la forme : 

 
''''''''
PBBFFSSNNWWEEPP SPAPAPAPAPAPAPA ++++++=                                               (3.84) 
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Avec les coefficients : 

 

( ) ( )
( ) PPPew

PPPffbbPPPnnssP

PPPbbBPPPffF

PPPssSPPPnnN

PPPwWPPPeE

rrWW

rrVVUrUrS

rrdArrdA

drAdrA

rrdArrdA

θ

ϕθθϕθθ

ϕθϕθ

ϕθθϕθθ

θθ

∆∆−+

∆∆−+∆∆−=

∆∆=∆∆=

∆∆=∆∆=

∆∆=∆∆=

∗∗

∗∗∗∗

  

  sinsinsin 

sin         sin

sin          sin

           

22'

22

        (3.85) 

Donc pour trouver les corrections de la pression on résout le système représenté par l’équation 

(3.81). Ensuite, on utilise ces corrections pour déterminer les corrections de la vitesse.  

 

3.7 Résolution des équations discrétisées 

Après la discrétisation des équations qui modélisent le problème, on obtient un système 

d’équations algébriques. Ce système s’écrit sous la forme suivante : 

[ ]{ } { }BXA =                                                                                                                         (3.86) 

[ ]A  C’est la matrice des coefficients connus. 

{ }X  C’est le vecteur des inconnus.  

{ }B  Vecteur de charge. 

Pour résoudre ce système d’équation, on utilise la méthode de Balayage, avec l’algorithme de 

Thomas suivant les directions radiales et polaires et l’algorithme tri diagonal cyclique suivant 

la direction azimutale. 

 

3.8 La méthode de balayage   

La méthode de Balayage est une méthode de résolution semi itérative, elle consiste à 

déterminer les valeurs du paramètreΦ  sur chaque ligne du maillage indépendamment des 

autres lignes, donc le système devient  un système à matrice tri diagonale. 

 Le système d’équation algébrique s’écrit sous la forme : 

[ ]{ } { }bA =Φ                                                                                                                        (3.87) 

Ou : 

[ ]:A  Matrice des coefficients. 
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{ }Φ  : Vecteur des inconnus. 

Et représenter par l’équation de discrétisation suivante : 

SAAAAAAA BBFFWWEESSNNPP +Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ=Φ
                                       (3.88) 

3.8.1 Balayage suivant r 

rSSNNPP SAAA +Φ+Φ=Φ                                                                                             (3.89) 

Avec :                                                                                                                                 

BBFFWWEEr AAAAS Φ+Φ+Φ+Φ=                                                                               (3.90) 

Ce système est tri diagonal et peut-être résolu par l’algorithme de Thomas. Et on obtient la 

solution ( )rΦ .  

 

3.8.2 Balayage suivant θ  

θSAAA FFBBPP +Φ+Φ=Φ                                                                                            (3.91) 

Avec :                                                                                                                                   
( ) ( ) ( ) ( )r

SS
r

NN
r

WW
r

EE AAAAS Φ+Φ+Φ+Φ=θ                                                                            (3.92) 

 

Ce système est tri diagonal, et peut-être résolu par l’algorithme de Thomas et on obtient la 

solution ( )θΦ  . 

 

3.8.3 Balayage suivant ϕ  

ϕSAAA WWEEPP +Φ+Φ=Φ                                                                                              (3.93) 

Avec :                                                                                                                                   
( ) ( ) ( ) ( )θθθθ

ϕ BBFFSSNN AAAAS Φ+Φ+Φ+Φ=                                                                             (3.94) 

Ce système est tri diagonal, et peut-être résolu par l’algorithme de Thomas et on obtient la 

solution ( )ϕΦ . 

Donc le système global est tri diagonal cyclique. Et peut-être résolu par l’algorithme tri 

diagonal cyclique.  
( )ϕΦ  : représente la solution obtenue après les trios balayages suivant r,θ  etϕ .  
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3.9 Algorithme de Thomas  

Cet algorithme est appelé aussi TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm).  

Il est utilisé pour résoudre un système tri diagonal d’équations algébrique: 

   [ ]{ } { }bA =Φ                                                                                                                      (3.95) 

   Avec : 

  [ ]A  Matrice des coefficients. 

  { }Φ  Vecteur des inconnues. 

   { }b  Vecteur de charge. 

La matrice [ ]A , doit être tri diagonale. On utilise l’algorithme de Thomas pour résoudre le 

système d’équations.  

Soit le système tri diagonal d’équations algébriques : 

iiiiiii dcba +Φ+Φ=Φ −+ 11                                                                                                   (3.96) 

iiii dcba ,,,  : sont des coefficients 

1+Φi  : est la valeur de la variable dépendante dans le point à droite du point i 

1−Φ i  : est la valeur de la variable dépendante dans le point  à gauche du point i. 

Si le premier point est 1 et le nombre de point est N, on doit avoir : 

 

01 =c   et 0=Nb .                                                                                                               (3.97) 

On prend la relation de récurrence de la forme : 

iiii QP +Φ=Φ +1                                                                                                                  (3.98) 

Avec :                                                                             

1

1

1

−

−

−

−
+

=

−
=

iii

iii
i

iii

i
i

Pca
Qcd

Q

Pca
b

P
                                                                                                                 (3.99) 

Avec :  

1

1
1 a

bP =  Et  
1

1
1 a

d
Q =                                                                                                           (3.100) 

Ces deux paramètres sont connus. Aussi il est facile de démontrer que : 
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0=NP  Et NN QT = .                                                                                                           (3.101) 

 

 Les étapes de calcul de l’algorithme de Thomas sont : 

1. Calcul de 1P  et 1Q   

2. calculer iP  et iQ  pour i=1,…, N  

3. on pose NN QT =  

4. on utilise l’équation (3.98), i= 1,......,2,1 −− NN  pour obtenir 1−Φ N , 12 ,....,ΦΦ −N  

Cet algorithme converge rapidement. 

 

3.10 Algorithme tri diagonal cyclique : 

Un système d’équation tri diagonal cyclique est représenté par l’équation indicielle suivante : 

KLk
dcba kkkkkkkkkk

..,,.........3,2,1=

+Φ+Φ=Φ
                                                                                             (3.102)          

Avec : 





=
≠+

=
KLk  si        1,
KLk  si   ,1k

kkk                                                                                                    (3.103) 

Et :  

 





=
≠−

=
1k si      KL,
1k si    ,1k

kk                                                                                                          (3.104) 

                                                               

Tous les éléments ka , kb , kc et kd sont supposés connus. 

On introduit une relation de récurrence 

kklkkkkkk GFE +Φ+Φ=Φ                                                                                                  (3.105) 

1,.....,3,2,1 −= kLk  

1

1
1

1

1
1 ,

a
c

F
a
b

E ==  Et 
1

1
1 a

dG =                                                                                             (3.106) 

Cette relation est aussi vrai pour :kk  

 kkkLkkkkkkk GFE +Φ+Φ=Φ                                                                                              (3.107) 

On remplace l’équation (3.105) dans (3.102) on obtint : 
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







−

+
+Φ








−

+Φ







−

=Φ
kkkk

kkkk
KL

kkkk

kkk
kkk

kkkk

k
k Eca

dGc
Eca

Fc
Eca

b                                                (3.108) 

(3.44) et (3.46) sont identiques. On obtient  

kkkk

k
k Eca

bE
−

=  ,  
kkkk

kkk
k Eca

FcF
−

=  et 1,......,3,2, −=
−

+
= Klk

Eca
dGcG
kkkk

kkkk
k                     (3.109)       

Connaissant 111 ,, GFE , on calcule, avec les relations de récurrence précédentes, tous les 

1,.....,3,2,,, −= KlkGFE kkk  

Pour calculer les 1,2,3,......,2,1, −−=Φ KLKLkk  avec la relation de récurrence (3.108), il 

nous faut la valeur de klΦ qui sera déterminée dans ce qui suit. 

kkkkkkkkkk dcba +Φ+Φ=Φ                                                                                               (3.110) 

Si KLk =  

KL1KL1KL1

11KLKL11KL1

KL1KLKL1KLKLKL

dR,bQ,aP
:avec

RcQP
dcba

===

+Φ+Φ=Φ
+Φ+Φ=Φ

−

−

                                                                                  (3.111) 

1P , 1Q , 1R  sont connus. 

D’après (3.105) on trouve : 

11211 GFE KL +Φ+Φ=Φ                                                                                                   (3.112) 

On utilise cette équation dans (3.111), et on obtient : 

( ) ( ) ( )1111111111 RGQcEQFQP KLKLKL ++Φ+Φ=Φ− −                                                           (3.113)                    

21122 RcQP KLKLKL +Φ+Φ=Φ −  

De l’équation (3.105) on a :  

22322 GFE KL +Φ+Φ=Φ                                                                                                  (3.114) 

On utilise cette équation dans l’équation précédente : 

( ) ( ) ( )2221KLKL322KL222 RGQcEQFQP ++Φ+Φ=Φ− −                                         

Qui est réécrite sous la forme : 

2223

223

2223

31KLKL33KL3

RGQR
EQQ

FQPP
RcQP

+=
=

−=
+Φ+Φ=Φ −

                                                                                       (3.115) 
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Et on remplace 3Φ  dans 4Φ ….etc. 

On continue les procédures jusqu'à l’obtention de l’équation : 

( ) 1KL1KLKL1KL1KL1KLKL1KL1KLKL1KL RcQRcQP −−−−−−−− +Φ+=+Φ+Φ=Φ                     (3.116) 

Et on obtient trois relations de récurrence : 

1K1K1KK

1K1KK

1K1K1KK

RGQR
EQQ

FQPP

−−−

−−

−−−

+=
=

−=
                                                                                                     (3.117) 

Connaissant 111 ,, RQP , on calcule tous les .1,....,3,2,,, −= KLKRQP KKK  

( )

( ) 1KLKL1KL1KL1KL

1KL1KLKL1KLKL1KL

GFE
:avec

RcQP

−−−−

−−−−

+Φ+=Φ

+Φ+=Φ
                                                                         (3.118) 

On remplace cette équation dans l’équation précédente, et on trouve : 

( ) ( )[ ] 1KL1KLKL1KL1KLKL1KLKL1KL RGFEcQP −−−−−− ++Φ++=Φ                                       (3.119) 

A partir de cette équation on trouve la relation de KLΦ  

( )
( )( )1KL1KLKL1KL1KL

1KL1KLKL1KL
KL FEcQP

RGcQ

−−−−

−−−

++−
++

=Φ                                                                     (3.120) 

 

Finalement, le calcul de KLΦ  permet le calcul des 1,2,3,,.........2KL,1KLK,K −−=Φ  

 

3.11  L’algorithme SIMPLER  

Les étapes de l’algorithme de SIMPLER sont résumés comme suit : 

1. On commence les calculs par un champ de vitesse initial WVU ,, . 

2. On calcule les pseudo vitesseÛ , V̂ etŴ . 

3. On utilise les pseudo vitesses pour calculer la source de l’équation de discrétisation de 

la pression.  

4. Résoudre le système d’équation de discrétisation et obtenir un champ de pression 

considéré comme une estimation de la pression ∗P . 

5. On utilise ∗P dans les sources des équations de ∗U  et ∗V  et ∗W . 

6. Résoudre les systèmes des équations de ∗U , ∗V et ∗W et obtenir les estimations des 

vitesses ∗U , ∗V et ∗W  
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7. Utiliser ∗U , ∗V  et ∗W dans les sources de l’équation de l’équation de 'P . 

8. Résoudre le système d’équation de 'P et obtenir la correction de pression. 

9. on corrige le champ de vitesse : ''' ,, WWWVVVUUU +=+=+= ∗∗∗  

10. On vérifier la convergence. S’il y’a convergence on arrête les calculs. Sinon on 

retourne à l’étape 2 pour  refaire les calculs.  

 

3.12  Atteinte du régime permanent ou convergence 

Dans notre travail, on a fixé plusieurs critères qui contrôlent la convergence du code de calcul.  

(i)- Il y a d’abord le critère de convergence de type numérique. Il est défini par :        

  

    ε≤φ−φ=φ ∑
φ

−

max
1nndif                                                                                             (3.121) 

 où φ représente les variables VU , et W et n le nombre d’itérations. Dans cette étude, le critère 

de convergence ε  est fixé à 410− . 

 

(ii)- On verifie aussi la physique du problème par la satisfaction des bilans globaux massiques 

et thermiques dans tout le domaine. Pour cela on contrôle l'égalité des débits massiques: 

∑ ∑= tsorentrant QQ tan . 

 

 (iii)- Enfin on vérifie, graphiquement, en des points du domaine aléatoirement choisis qu’il 

n’y a plus de variations temporelles de toute variable associée à ces points.    
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Chapitre 4        Résultats et discussions 
 

Dans ce chapitre on expose les résultats concernant un écoulement entre deux sphères 

concentriques co-rotatives ayant les rayons 11 =R  et 5.12 =R . Ce qui donne un rapport des 

rayons 5.1=η , un rapport d’aspect 5.0=β , un rapport des vitesses 5.0=Ro . Les résultats ont 

été obtenus pour un domaine de variation du nombre de Reynolds: 4000Re1 ≤≤ .  

 

On utilisera un maillage uniforme dans tous les directions qui correspond à 32 points dans la 

direction radiale (IL=32), 189 points dans la direction polaire (JL=189), et 32 points dans la 

direction azimutale (KL=32). Ce qui fait que le maillage contient au total 193 536 points. 

Pour effectuer les calculs itératifs, on utilise un PC Pentium4 équipé d’un processeur ayant 

une fréquence égale à 1.7 Mhz et une capacité mémoire RAM de 512 Mo. On a travaillé avec 

un pas du temps 510−=∆t  pour 1Re =  et un pas du temps 310−=∆t  pour [ ]4000,500Re ∈ . 

   

4.1 Le problème de Stokes. 

Dans le cas d’une faible rotation, on peut faire l’approximation d’un écoulement permanent, 

incompressible et axisymétrique. Cet écoulement rotatif est unidirectionnel (avec la seule 

composante azimutale de la vitesse) et bidimensionnel (la vitesse est en fonction de r etθ ). 

Avec les approximations citées, l’écoulement (que nous appelons écoulement de Stokes) est 

modélisé comme suit : 

( ) 0sin
sin

111
2

2
2 =





∂
∂

∂
∂

+





∂
∂

∂
∂

θ
θ

θθ
W

rr
Wr

rr
                                                                  (4.1) 

Avec les conditions aux limites suivantes:  

A 1=r , θsin=W                                                                                                             (4.2) 

A ,5.1=r  θsin75.0=W                                                                                                     (4.3) 

A ,0=θ 0=W                                                                                                                  (4.4) 

A 0, == Wπθ                                                                                                                      (4.5) 

L’utilisation de la méthode de séparation des variables permet l’obtention de la solution : 
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( ) θθ sin1
38
27

38
11, 2 



 +=

r
rrW                                                                                               (4.6) 

 

Cette solution est graphiquement représentée sur la figure (4.1). Brièvement elle illustre la 

décroissance radiale monotone de la vitesse azimutale de la sphère intérieure à la sphère 

extérieure. Elle montre la décroissance polaire de la vitesse entre l’équateur et les pôles.  

 
Figure (4.1) : Isotachs de la vitesse azimutale dans le plan méridien (Re =1) 

du problème de Stokes 
 

Les gradients de pression de cet écoulement de Stokes peuvent être approximativement 

déterminés comme suit : 

 

( )

( ) ( )θ
θ

θ

θ

cot,1

,

2

2

r
rWP

r

r
rW

r
P

≈
∂
∂

≈
∂
∂

                                                                                                   (4.7) 
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La valeur absolue du moment axial non dimensionnel de la force de cisaillement à la surface 

de chaque sphère est égale à 17.86. 

 

    4.2  Cas d’une faible corotation : 1Re =  

Similaire à la solution analytique, le champ de l’écoulement obtenu numériquement est 

stationnaire et axisymétrique. Le mouvement principal est la corotation dans la directionϕ . 

La vitesse azimutale est plus élevée à l’équateur et diminue vers les pôles ou elle s’annule.  

Dans la direction radiale, elle diminue entre les sphères intérieure et extérieure. Sa distribution 

spatiale dans un plan méridien est illustrée dans la figure (4.2).  

 
Figure (4.2): Isotachs de la vitesse azimutale dans le plan méridien (Re=1) 

 

Elle est qualitativement et quantitativement  similaire à celle obtenue par la solution de 

Stokes. Cependant, le mouvement principale du à la rotation des sphères induit un très faible  

mouvement secondaire dans un plan méridien : le maximum absolu de la vitesse radiale est 

91.3max =U  410−  tandis que le maximum absolu de la vitesse polaire est 64.8max =V  410− .  
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A l’équateur, un très faible déséquilibre entre le gradient de la force centrifuge génère un 

écoulement radial dont le courant prend naissance du voisinage de la sphère intérieure vers la 

sphère extérieure. Dés qu’il atteint la sphère extérieure, il se sépare en deux parties en suivant 

les hémisphères extérieurs vers les pôles.  

Une fois aux pôles, l’écoulement suit les hémisphères vers la direction de l’équateur. Ce 

mouvement forme les enveloppes de deux cellules englobant l’écoulement secondaire. Donc, 

le mouvement secondaire (bien qu’infinitésimal) dans le plan méridien est représenté par deux 

cellules contrarotatives (écoulement d’Ekman) séparés par l’équateur comme l’indique la  

figure (4.3).    

              
Figure (4.3): Fonction de courant de l’écoulement secondaire dans le plan méridien 

(Re=1) 

 

La distribution de pression dans le plan méridien est montrée dans la figure (4.4). On voit 

clairement que la pression augmente dans la direction radiale, surtout à l’équateur. Dans la 

direction polaire, la pression est plus élevée à l’équateur et diminue rapidement en direction 

des pôles. La valeur absolue du Torque axial des forces de cisaillement aux surfaces des  
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sphères est égal à 83.17=T . Cette valeur est très proche de celle obtenue par la solution de 

Stokes. 

 
                                  Figure (4.4): Isobares dans le plan méridien (Re=1) 

 

 

Donc, pour un faible nombre de Reynolds (de l’ordre de 1), nous pouvons approximativement 

affirmer que l’écoulement est principalement dans la direction azimutale et que la solution 

exacte de Stokes est clairement satisfaisante.  
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Figure (4.5): Distribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la 

pression, de l’accélération centrifuge et de la vitesse radiale à l’équateur (Re=1) 

 

 

4.3 Le cas d’une rotation modérée ( 500Re = ). 

C’est un cas d’un nombre de Reynolds modéré pour lequel les forces de cisaillement à la 

surface des sphères augmentent d’une manière significative et que l’écoulement secondaire 

s’intensifie. Le champ d’écoulement est aussi stationnaire et axisymétrique.  

La distribution de la vitesse azimutale dans le plan méridien est indiquée dans la figure (4.6).     
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      Figure (4.6): Isotachs de la vitesse azimutale dans le plan méridien (Re=500) 

 

 Au voisinage de l’équateur, nous notons qu’à partir de la sphère intérieure vers la sphère 

extérieure, la vitesse azimutale diminue radialement pour atteindre un minimum local puis 

augmente en direction de la sphère extérieure.  

L’existence de ce minimum local est due à la forte diminution de la vitesse azimutale causée 

par l’augmentation de la force de cisaillement, lorsque le nombre de Reynolds est augmenté. 

Cette distribution est différente de celle du cas 1Re =  pour lequel la décroissance de la 

vitesse azimutale de la sphère intérieure vers la sphère extérieure est monotone. De plus, loin 

de l’équateur, nous notons que les isotachs de la vitesse azimutale sont courbés au voisinage 

des surfaces sphériques mais sans variation axiale loin de ces surfaces.  

Le domaine d’écoulement peut être divisé en deux zones séparées par un cylindre vertical 

(virtuel) et tangent à la sphère intérieure.  A l’intérieur de ce cylindre, la distribution de la 

vitesse azimutale est approximativement axialement invariante loin des surfaces sphériques 

ou l’effet visqueux est faible. 

Cependant, proches des surfaces sphériques, nous avons des couches d’Eckman avec des 

variations axiales importantes. A l’extérieure du cylindre mentionné nous avons une variation 

radiale significative de la vitesse azimutale proche des sphères. L’épaisseur de la couche  
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d’Eckman à la surface de la sphère intérieure augmente en s’approchant de l’équateur. A 

l’équateur, le déséquilibre local du gradient de pression radial et l’accélération centrifuge 

cause un écoulement radial allant du voisinage de la sphère intérieure vers la sphère extérieure 

en générant deux cellules contrarotatives qui forment l’écoulement secondaire dans le plan 

méridien (aussi un écoulement d’Eckman). Cet écoulement secondaire, représenté dans la 

figure (4.7) possède des vitesses plus élevées que celles du cas 1Re =  : le maximum absolu 

de la vitesse radiale a la valeur 99.7max =U  210− et celui de la vitesse polaire 

est 17.9max =V 210− . Aussi, les centres des cellules sont situés proches de l’équateur.                                                           

        

                  
Figure (4.7): Fonction de courant de l’écoulement secondaire dans le plan méridien 

(Re=500) 
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La distribution de pression dans le plan méridien est représentée dans la figure (4.8). 

 
                           Figure (4.8): Isobares dans le plan méridien (Re=500) 

 

Proche de l’équateur, la pression augmente de la sphère intérieure vers celle, extérieure. Et 

dans la direction polaire elle diminue de l’équateur vers les pôles. Les isobares méridienne 

sont presque des lignes droites et parallèles à l’axe de rotation avec une augmentation de la 

valeur de la pression en s’éloignant perpendiculairement de cet axe. Cette distribution de la 

pression peut être approximativement expliquée ci-après. La différentielle totale de la 

pression axisymétrique est définie par : 

 

θ
θ

dPdr
r
PdP

∂
∂

+
∂
∂

=                                                                                                             (4.8)  

 

En effet, en supposant approximativement (à partir des équations de quantité de mouvement 

polaire et radiale) que les gradients méridiens de pression sont modélisés par : 
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( )θ
θ

cot1 2

2

r
WP

r

r
W

r
P

≈
∂
∂

≈
∂
∂

                                                                                                              (4.9) 

Ces approximations mieux vérifiées loin des parois et de l’équateur. Donc : 

( ) θθ dWdr
r

WdP cot2
2

+=                                                                                                (4.10) 

Comme le long d’une isobare : 0=dP  

( ) θθ d
r

dr cot0 +=                                                                                                                (4.11) 

 

On obtient de cette équation la solution suivante : 

( ) =θsinr Constante (rayon cylindrique constant).                                                             (4.12) 

 

Donc les isobares méridiennes sont des cylindres verticaux parallèle à l’axe de rotation à une 

distance normale à l’axe égale à ( )θsinr .  

 

L’effet visqueux près des surfaces sphériques a un faible effet sur la distribution citée. La 

valeur absolue du Torque axial non dimensionnel des forces de cisaillement aux surfaces des 

sphères est égale à 38.77, qui est très supérieure à celle obtenue pour 1Re = . 

L’augmentation du Torque est causée par l’augmentation des forces de cisaillement aux 

surfaces des sphères. 

 

A partir de la figure (4.9), on voit qu'il y'a un déséquilibre entre le gradient de pression et 

l'accélération centrifuge à l'équateur. Et que la vitesse azimutale subit une décroissance, elle 

atteint un minimum local ensuite elle augmente vers la sphère extérieure. La décroissance 

radiale de la vitesse azimutale est principalement due à l’augmentation du nombre de 

Reynolds. 
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Figure (4.9): Distribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la 

pression, de l’accélération centrifuge et de la vitesse radiale à l’équateur (Re=500) 

 

 

4.4 Cas avec 1000Re ≥   

 Lorsque le nombre de Reynolds est augmenté à des valeurs supérieures ou égales à1000, on 

obtient un écoulement différent de celui obtenu avec 500Re = . Le mouvement principal (la 

rotation azimutale) est illustré dans les figures (4.10), (4.15), (4.19), (4.23).  

 

Les écoulements secondaires dans le plan méridien sont illustrés dans les figures (4.11), 

(4.16), (4.20), (4.24), et les champs de pression sont présentés dans les figures (4.12), (4.17), 

(4.21), (4.25).  
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       Figure (4.10): Isotachs de la vitesse azimutale dans le plan méridien (Re=1000) 

 

 

La distribution da la vitesse azimutale montre que l’épaisseur de la couche d’Eckman (près 

des surfaces sphériques) diminue avec l’augmentation du nombre de Reynolds. Loin de 

l’équateur et des surfaces sphériques (ou l’effet visqueux est important), l’écoulement n’a 

aucune variation axiale comme prévu par le théorème de Taylor-Proudman pour les 

écoulements rotatifs avec une grande rotation globale.  

Les écoulements secondaires (dans le plan méridien) sont différents de ceux obtenu 

avec 500Re = .  
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Figure (4.11) : Fonction de courant de l’écoulement secondaire dans le plan méridien 

(Re=1000) 

 

 

La différence principale est l’éclatement des cellules de l’écoulement secondaire (les cellules 

d’Eckman) dans le plan méridien : deux vortex sont générés de la sphère extérieure, proche de 

l’équateur. Chaque vortex est contrarotatif à la cellule dont il s’est séparé.  

 

L’éclatement des cellules de l’écoulement secondaire représente une bifurcation de 

l’écoulement causée par l’augmentation du paramètre du contrôle (le nombre de Reynolds).     
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                           Figure (4.12): Isobares dans le plan méridien (Re=1000) 

 
Dans ce qui suit, nous tentons une explication de la génération des vortex. Nous commençons 

par l’examen de la variation de la vitesse azimutale à l’équateur en fonction de l’augmentation 

du nombre de Reynolds. 

 

Dans la figure (4.13), on voit que pour un faible nombre de Reynolds ( 1Re = ), la vitesse 

azimutale subit une décroissance monotone de la sphère intérieure à la sphère extérieure. 

 

Lorsque le nombre de Reynolds est supérieur ou égal à 500 , on voit qu’à partir de la sphère 

intérieure, la vitesse azimutale décroît, elle atteint un minimum local et ensuite elle augmente 

en allant vers la sphère extérieure. La décroissance radiale de la vitesse azimutale est 

principalement due à l’augmentation du nombre de Reynolds. 

 

Cet effet cause la réduction de la vitesse azimutale, à une certaine position radiale, à un 

niveau inférieur à celui atteint au niveau de la sphère extérieure. 

 

 



 75

Chapitre 4                                                                     Résultats et discussions  
 

On remarque que le minimum de la vitesse azimutale est relativement réduit par 

l’augmentation du nombre de Reynolds ; cependant, sa position radiale parait invariante avec 

la variation du nombre de Reynolds. 

 
Figure (4.13) : La variation radiale de la vitesse azimutale pour les  nombres de 

Reynolds 1, 500, 1000, 2000, 3000, 4000 

 

On remarque aussi que pour 1000Re > , l’augmentation de la vitesse azimutale, de son 

minimum local à son niveau à la sphère extérieure, a un point d’inflexion. Pour un nombre de 

Reynolds suffisamment grand, c’est l’augmentation radiale de la vitesse azimutale, de son 

minimum local à son niveau à la sphère extérieure, qui induit le faible écoulement radial 

négatif de la sphère extérieure ver l’intérieur de l’entrefer.  
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De la figure (4.14), on voit qu’à l’équateur, de la sphère intérieure, la vitesse radiale est 

positive et croissante (là ou l’accélération centrifuge est supérieure au gradient radial de 

pression) ; elle est positive et décroissante (là ou l’accélération centrifuge est inférieure au 

gradient radial de pression). Elle atteint une valeur nulle là ou l’accélération centrifuge et le 

gradient radial de pression s’équilibrent près de la sphère extérieure. De cette position à la 

sphère extérieure, elle devient faiblement négative (à cause du déséquilibre de l’accélération 

centrifuge et du gradient radial de pression). 

 

 
Figure (4.14): Distribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la 

pression, de l’accélération centrifuge et de la vitesse radiale à l’équateur (Re=1000) 
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Et donc, à l’équateur il y’a une position radiale (près de la sphère extérieure) ou la vitesse 

radiale est nulle. Aussi, la vitesse polaire est nulle à l’équateur. Donc, on a un point de 

stagnation ( 0=U  et 0=V ) de l’écoulement secondaire dans le plan méridien, à l’équateur. 

 

On sait, qu’à un point de stagnation, une ligne de courant se divise. Elle se divise en trois 

branches : une branche suit l’équateur (vers la sphère extérieure). Deux autres branches 

quittent l’équateur et suivent l’écoulement méridien ; elles croisent la sphère extérieure (ayant 

la même valeur de la fonction de courant) à deux points ou la vorticité azimutale est nulle. 

Ceci explique l’éclatement de la cellule d’Eckman et la formation d’un vortex dans chaque 

hémisphère.  
 

On note, qu’une condition nécessaire mais pas suffisante de l’apparence des vortex est 

l’existence d’un minimum local de la vitesse azimutale à l’équateur. La condition n’est pas 

suffisante, par ce que ce minimum doit être suffisamment petit pour l’induction des vortex ; 

s’il n’est pas suffisamment petit, il n’y aura pas d’apparition de vortex comme témoigne le 

cas 500Re = . La taille des vortex augmente avec le nombre de Reynolds. 

 

La distribution méridienne de la pression, présenté dans les figures (4.12), (4.17), (4.21), 

(4.25), est qualitativement invariante avec l’augmentation du nombre de Reynolds. Le Torque 

axial augmente avec le nombre de Reynolds : il est égal à ,06.51  ,75.68  85.82  et 07.95 , 

pour les nombres de Reynolds ,3000,2000,1000 et 4000 , respectivement. 
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Pour Re=2000 on obtient les résultats suivantes :         

                       
   

Figure (4.19): Isotachs de la vitesse azimutale dans le plan méridien (Re=3000) 

                        
Figure (4.16): Fonction de courant de l’écoulement secondaire dans le plan méridien 

(Re=2000) 
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                                Figure (4.17): Isobares dans le plan méridien (Re=2000) 

 

 
Figure (4.18): Distribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la 

pression, de l’accélération centrifuge et de la vitesse radiale à l’équateur (Re=2000) 
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Pour Re=3000 on obtient les figures suivantes: 

 
        Figure (4.19): Isotachs de la vitesse azimutale dans le plan méridien (Re=3000) 

 
Figure (4.20): Fonction de courant de l’écoulement secondaire dans le plan méridien 

(Re=3000) 
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                          Figure (4.21): Isobares dans le plan méridien (Re=3000) 

 
Figure (4.22): Distribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la 

pression, de l’accélération centrifuge et de la vitesse radiale à l’équateur (Re=3000) 
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Pour Re=4000, on obtient :  

 
Figure (4.23): Isotachs de la vitesse azimutale dans le plan méridien (Re=4000)    

                            
Figure (4.24): Fonction de courant de l’écoulement secondaire dans le plan                                                               

méridien (Re=4000) 
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                          Figure (4.25): Isobares dans le plan méridien (Re=4000) 
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4.5 Conclusion 
La simulation numérique de l’écoulement entre deux sphères concentriques et corotatives, 

séparées par un entrefer ayant une épaisseur égale à la moitié du rayon de la sphère intérieure, 

avec un nombre de Rossby égal à un demi, a donné deux régimes d’écoulement dépendant du 

nombre de Reynolds. 

Pour un nombre de Reynolds faible ( 1Re = ), l’écoulement rotationnel et le Torque peuvent 

être obtenus de la solution du modèle de Stokes. Dans un tel cas, le mouvement secondaire 

dans le plan méridien est un écoulement infinitésimal dans des cellules d’Eckman.  

Pour le nombre de Reynolds modéré considéré ( 500Re = ), l’écoulement azimutal, dévie 

considérablement de la solution de Stokes. La rotation de l’écoulement principal induit un 

mouvement secondaire dans le plan méridien sous la forme de deux cellules d’Eckman 

considérables et contrarotatives ; une dans chaque hémisphère. Pour les nombre de Reynolds 

relativement élevés, considérés : 4000Re1000 ≤≤ , le régime d’écoulement est différent du 

premier. Dans la région autour de l’équateur, la force de cisaillement augmentée réduit le 

niveau de la vitesse azimutale dans l’entrefer sphérique à un niveau inférieur à celui de la 

sphère extérieure. Un tel minimum local, si suffisamment petit, entraîne l’apparition de deux 

petits vortex détachés des cellules d’Eckman de l’écoulement secondaire dans le plan 

méridien. La taille de ces vortex augmente avec le nombre de Reynolds, comme prévu.       
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Chapitre 5        Conclusion générale 
 

Dans ce mémoire on a étudié numériquement l’écoulement incompressible, laminaire d’un 

fluide visqueux confiné entre deux sphères concentriques corotatives. On a considéré le cas 

avec un rapport d’aspect 5.0=β  et un nombre de Rossby égale à 0.5 tandis que le nombre de 

Reynolds prend six valeurs .4000,3000,2000,1000,500,1Re =  

 

On a modélisé mathématiquement ce problème par l’équation de conservation de la masse 

(équation de continuité), et l’équation de quantité de mouvement dans les trois directions 

radiale, polaire et azimutale. La discrétisation de chaque terme de ces équations est comme 

suit : 

1. La discrétisation des termes temporels dans les équations de Navier-Stokes est du 

second ordre et suit le schéma d’Euler backward. La discrétisation des termes 

convectifs et non linéaires, est aussi du second ordre et suit le schéma d’Adams-

Bashforth. 

2. La discrétisation des dérivées spatiales est approchée par la méthode des différences 

centrées qui est du second ordre. 

3. Les termes diffusifs et de pression ont été évalués au temps tt ∆+ . 

 

Après la discrétisation des équations modélisant le problème, on obtient un système 

d’équations algébriques, qu’on peut résoudre par l’Algorithme SIMPLER. Le code 

numérique conçu est validé par une comparaison avec la solution analytique du problème de 

Stokes. Les résultats ont été obtenus pour un rapport d’aspect fixé à 0.5, un nombre de Rossby 

fixé à 0.5, et une augmentation du nombre de Reynolds à partir d’une faible valeur vers une 

valeur élevée. On a obtenu deux régimes d’écoulement différents dépendant du nombre de 

Reynolds. Ces régimes d’écoulement sont :  

1. Pour 1Re = et 500Re =  on obtient un écoulement de type  écoulement avec 0-Vortex. 

2. Pour 1000Re ≥ , on obtient un écoulement de type écoulement avec 2-Vortex. 
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                                   Nomenclature 

 
B  : Point située dans la direction polaire négative par rapport au point de   référence P 

B    : Face se trouvant entre les deux points P et B 

ndr  : Distance radiale entre deux points du maillage typique non décalé, en référence 

à la  face n qui sépare les deux points considérés (m). 

fdθ : Distance polaire entre deux points du maillage typique non décalé, en référence 

à la face f qui sépare les deux points considérés . 

edϕ : Distance polaire entre deux points du maillage typique non décalé, en référence 

à la face f qui sépare les deux points considérés (m). 

E : Point située dans la direction azimutale positive par rapport au point de                      

référence P 

E   : Face se trouvant entre les deux points E et P 

F    : Point située dans la direction polaire positive par rapport au point de référence P 

F    : Force (N) 

F    : Face se trouvant entre les deux points F et P 

N   : Point située dans la direction radiale positive par rapport au point de référence P 

N   : Face se trouvant entre les deux points N et P 

P   : Pression non dimensionnelle 

P   : Point se trouvant au centre du volume de contrôle  

0P  : Pression de référence (Pa) 

r    : Coordonnée radiale non dimensionnelle 

1R  : Rayon de la sphère intérieure (m) 

2R  : Rayon de la sphère extérieure (m) 

Re : Nombre de Reynolds défini par 






 Ω
=

ν
1

2
1Re

R  

Ro : Nombre de Rossby défini par 







Ω
Ω

=
1

2Ro                                                                                               
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S    : Point située dans la direction radiale négative par rapport au point de référence P 

s      : Face se trouvant entre les deux points P et S 

T     : Torque non dimensionnel 

t      : Temps non dimensionnel 

U    : Composante radiale de la vitesse [ ]s
m  

V    : Composante polaire de la vitesse [ ]s
m  

W   : Composante azimutale de la vitesse [ ]s
m  

w    : Face se trouvant entre les deux points P et W  

W   : Point située dans la direction azimutale négative par rapport au point de référenceP 

Z    : Axe de rotation 

Pr∆  : Distance radiale entre deux faces du maillage typique non décalé, en référence au             

point P qui se trouve au centre entre ces deux faces considérées 

Pθ∆  : Distance polaire entre deux faces du maillage typique non décalé, en référence au             

point P qui se trouve au centre entre ces deux faces considérées 

Pϕ∆ : Distance azimutale entre deux faces du maillage typique non décalé, en référence    

au  point P qui se trouve au centre entre ces deux faces considérées 

 

Indices 
u    : Décalage du maillage suivant la direction radiale 

v    : Décalage du maillage suivant la direction polaire 

w   : Décalage du maillage suivant la direction azimutale 

b, e, f, n, s, w : Fait références aux faces d'un volume typique respectivement bas, est,    

front, nord, sud, ouest 

P   : Fait référence au nœud P d'un volume fini typique   

 

Symboles Grecs 
β   : Rapport d'aspect (épaisseur non dimensionnelle de l'entrefer = 0.5) 

υ    : Viscosité cinématique [ ]s
m2

 



 4

                                                                                              Nomenclature 

 

ρ    : Masse volumique 





3m
kg  

µ    : Viscosité dynamique 





s
mkg.  

θ     : Coordonnée polaire 

ϕ    : Coordonnée azimutale 

∆    : Intervalle fini 

1Ω   : Vitesse angulaire de la sphère intérieure [ ]s
rd  

2Ω   : Vitesse angulaire de la sphère extérieure [ ]s
rd  

 

Exposants 
t           : Désigne l'instant t 

tt ∆−   : Désigne l'instant tt ∆−  

tt ∆+   : Désigne l'instant tt ∆+  
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                                                                                                                    Résumé 

 

                                          Résumé 
Dans ce mémoire on a étudié numériquement l'écoulement incompressible, visqueux et 

laminaire entre deux sphères concentriques corotatives. Le rapport de l'épaisseur de l'entrefer 

sphérique sur le rayon de la sphère intérieure 5.0=β . Le rapport des vitesses angulaires qui 

est le nombre de Rossby est égal à 0.5, alors que le nombre de Reynolds prend six valeurs 

4000. 3000, 2000, 1000, 500, ,1Re =  On a modélisé ce problème par les équations de 

conservation de la masse et de conservation des trois quantités de mouvement dans les 

directions radiale, polaire et azimutale. Les équations modélisantes sont résolues par la 

méthode des volumes finis. Pour un nombre de Reynolds faible (Re=1), l'écoulement 

rotationnel et le torque peuvent être obtenus de la solution du modèle de Stokes. Dans un tel 

cas, le mouvement secondaire dans le plan méridien est un écoulement infinitésimal dans des 

cellules d'Eckman. Pour le nombre de Reynolds modéré, considéré (Re=500), l'écoulement  

azimutal, dévie considérablement de la solution de Stokes. La rotation de l'écoulement 

principal induit un mouvement secondaire dans le plan méridien sous la forme de deux 

cellules d'Eckman considérables et contrarotatives; une dans chaque hémisphère. Pour les 

nombres de Reynolds relativement élevés, considérés: 4000Re1000 ≤≤ , le régime 

d'écoulement est différent des deux premier. Dans la région autour de l'équateur, la force de 

cisaillement augmentée réduit le niveau de la vitesse azimutale dans l'entrefer sphérique à un 

niveau inférieur à celui de la sphère extérieure. Un tel minimum local, si suffisamment petit, 

entraîne l'apparition de deux petit vortex détachés des cellules d'Eckman de l'écoulement 

secondaire dans le plan méridien. La taille de ces vortex augmente avec le nombre de 

Reynolds, comme prévu. 

 

 

Mots clés 
Sphère co-rotatives écoulement de Couette  

Ecoulement de Couette sphérique 

La méthode des volumes finis  
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  ملخص                                                                                                      ا

  

                                                                  صملخ                                                                

درسنا عددیا جریان غیر قابل للانضغاط لزج و رق ائقي ب ین ك رتین متمرك زتین ت دوران ف ي        ةالأطروحھده  في

ال دوران   زاویت ي نس بة  . β=5.0:نسبة سمك الفجوة الكرویة على نصف قطر الكرة الداخلیة ھ ي . نفس الاتجاه

س           ت ق            یم   ذخ            أی Reynoldsف           ي ح            ین ع           دد    0.5و تس           اوي   Rossbyھ           ي ع           دد   

4000. 3000, 2000, 1000, 500, ,1Re قمنا بتمثیل ھده المشكلة بمعادلات حفظ الكتلة و مع ادلات حف ظ   . =

المعادلات حلت بطریقة الحجوم . النصف قطریة القطبیة و السمتیة :الكمیات الثلاث لكمیة الحركة في الاتجاھات

طیع الحص ول  نس ت  le torqueو  أل دوراني الجری ان  Reynolds  ,(Re=1)ج ل ع دد ض عیف ل    ٲم ن  . المنتھی ة 

ه الحال ة الحرك ة الثانوی ة ف ي مس توي خ ط التنص یب ھ و         ذمث ل ھ    ف ي  . Stokesج  ذم ن ح ل نم و    اانطلاقٳعلیھم 

الجریان  (Re=500),    نعتبر معتدل Reynolds من اجل عدد. Eckmanجریان متناھي في الصغر في خلایا 

دوران الجریان الرئیسي ینتج عن ھ جری ان ث انوي ف ي مس توي       Stokes.  السمتي ینحرف مائلا باعتبار من حل 

باتجاھین متعاكسین كل واح دة ف ي نص ف    ان رالضخمة و تدو Eckmanخط التنصیب في شكل اثنین من خلایا 

4000Re1000المرتفعة نسبیا ممثلة في  Reynoldsعداد  أجل أمن  . كرة نظام الجریان یختل ف ع ن   ، ≥≥

ن ق وة الق ص المرتفع ة تقل ل م ن مس توى الس رعة الس متیة ف ي الفج وة           إمنطقة حول خط الاستواء ففي ال. ولینالأ

ینشط ظھور  ،صغیرة بما فیھ الكفایة كانت إذا ،في منطقة دنیا  .الكرویة إلى مستوى اقل منھ في الكرة الخارجیة

ه ذحج م ھ   . خ ط التنص یب   في الجریان الثانوي ف ي مس توي  Eckman   خلایا دوامتین صغیرتین منفصلتین عن 

  .و كما كان متوقعا. Reynoldsالدوامات یرتفع مع عدد 

  

  

  

  

  

  الكلمات المفتاحیة
  .Couette كرتین تدوران في نفس الاتجاه جریان

  الكروي Couette جریان

  طریقة الحجوم المنتھیة

  


