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Chapitrel Introduction et Recher che bibliographique

I ntroduction

L’étude des fluides en rotation est particuliérement importante pour la compréhension
des écoulements atmosphériques et océanique. En effet, les écoulements dans
I’atmosphére et les océans, observés par rapport a la surface de la terre, s’effectuent
dans un repeére tournant a la vitesse angulaire W locale de rotation de celle-ci ; ils sont
donc influencés par cette rotation. Les écoulements en rotation interviennent auss
dans de nombreux processus industriels et sont également observables & I’échelle du

laboratoire[l]. La structure des écoulements dans des récipients en rotation est

fortement influencée par celle-ci, en particulier au niveau des couches limites. Des
expériences de laboratoire montées sur des plateaux tournants sont par ailleurs trés
utilistes pour modéliser I’influence de la rotation de la terre sur I’écoulement de
I’atmosphére et de |I’océan, et donnent lieu a des effets spectaculaires. Quand on parle
des écoulements, on parle des types de ces écoulements et les régimes qui
apparaissent. Ces derniers dépendent principalement du nombre de Reynolds qui est
le rapport entre le flux convectif de la quantité de mouvement et le flux diffusif de la
quantité de mouvement et caractérise I’importance relative du transport de quantité de
mouvement par convection et par diffusion visqueuse. Dans un écoulement a petit
nombre de Reynolds, les forces visqueuses et le transport diffusif associé sont
dominants. Le profil d’écoulement résulte d’un équilibre entre les forces de frottement
visgueux et les gradients de pression ou forces en volume imposées extérieurement.
Ces écoulements sont observés aux basses vitesses, et dans des systemes de tres petite
taille. Au contraire, dans les écoulements a grand nombre de Reynolds, |e transport de
quantité de mouvement par convection est dominant. Les écoulements correspondants
sont beaucoup moins stables, ce sont par exemple les écoulements turbulents. Ils sont
observés aux fortes vitesses, dans des fluides peu visqueux ou dans des systemes de
grande tallle. Plusieurs études théoriques, expérimentales et numériques ont été
consacrées aux écoulements confinés entre deux spheres en rotation. Ces études ont
Permis |I’élaboration des diagrammes de bifurcation de |’écoulement et de la transition

laminaire-turbul ent.
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Les recherches concernant |’écoulement de Couette sphérique e sa abilité
commence depuis les quarante années précédentes avec un intérét accru pour ces
problémes appliqués qui associent astrophysique et géophysique. Ces recherches
considérent soit le cas sans transfert de chaleur soit le cas avec transfert de chaleur.

Egbers[Z] a trouveé que I’écoulement du fluide dans un espace sphérique entre deux

sphéres e I’une des géométries de base de la dynamique liquide comme
I’écoulement de Couette-Taylor dans un espace cylindrique ou I’écoulement de
cisallement au dessus d’une plaque, figure 1.1. Et que I’éude des phénomenes de
transition de laminaire a I’écoulement turbulent est toujours d’intéré& fondamental
pour ces systémes. |l a trouvé que I’écoulement de Couette sphérique avec un espace
large est également approprié pour simuler a grande échelle les phénomeénes astro- et
géophysiques d’écoulement et les phénomeénes de convection comme ils se produisent

al’intérieure de laterre ou d’autres planétes.

Fig 1.1. L ’expérience de | ’écoulement de Couette sphérique d’apres|[ 2]

Marcus et Egbers [3] trouvent que le sujet des instabilités hydrodynamiques et de la
transition a la turbulence est d’importance pour la compréhension des systémes
dynamiques non linéaires. Progresser dans la compréhension des instabilités, des
bifurcations et les itinéraires dans le chaos a éé faite principalement en mettant
I’attention sur un nombre restreint des systémes hydrodynamiques relativement
simples comme la convection de Rayleigh-Benard et I’écoulement entre deux

cylindres concentriques en rotation (L’écoulement de Couette-Taylor).
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Particulierement, I’étude des instabilités et de la turbulence dans I’écoulement de
Couette sphérique est d’importance principale pour la compréhension des
mouvements astrophysiques et géophysiques globaux. Mais I’é&ude de I’écoulement
de Couette sphérique est également importante pour la théorie générale de gtabilité
hydrodynamique particuliérement lorsque I’on sait que cet écoulement est une
combinaison normale d’écoulement circulaire de Couette a I’équateur et de
I’écoulement entre deux disques aux pbles. Un autre dispositif important de la
géométrie sphérique est que I’écoulement principal implique deux types de symétries,
la symétrie de réflexion & I’équateur et la symétrie de trandation en ce qui concerne
I’axe de rotation. Selon I’allongement, les deux types de bifurcation peuvent exister

dans I’écoulement de Couette sphérique.

Wang et Li [4] ont noté que I’écoulement de Couette sphérique ressemble a

I’écoulement de Couette entre deux cylindres concentriques en rotation (TCF)
(écoulement de Couette-Taylor) particulierement dans les régions situées a
I’équateur de la sphére, ou laforce centrifuge est la plus grande. Ils précisent que les

paramétres de contréle de I’écoulement de Couette sphérique sont le nombre de

2
Reynolds qui est basé sur la vitesse angulaire de la sphére intérieureRe = % le
u
rapport d’aspect b g% = % et lenombre de Rossby g 0 = ﬂ—qw représente
%] W a

le rapport des vitesses angulaires des deux sphéres. En fonction du nombre de Rossby,
on peut avoir trois configurations : les deux sphéres peuvent ére en co-rotation, ou en
contra-rotation, ou en configuration rotor-stator (I’une des sphéres en rotation et

I’autre reste immobile).

Balyaev et Yavorskaya [5] considérent que I’écoulement de Couette sphérique est

plus complexe que I’écoulement de Couette cylindrique, et la rotation différentielle

consiste un axe et un ou deux tourbillons circulés qui dépend du rapport entre les

vitesses angulaires des deux spheresgw Wa. dans le plan méridien, et dépend aussi
W, g
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du nombre de Reynolds (Re=w,R?), et de I’épaisseur relative de la couche

(d:%).

Egberset al [6]ont étudié une géométrie d’un espace moyen EERZRl R 0.252 et ont
2

employé le Laser Doppler Anémometre et obtenu que I’écoulement de Couette
sphérique est caractérisé par les vortex de Taylor au niveau de I’équateur pour un
espace mince entre les sphéres et par le brasen spira ondulé prés des pbles pour un
espace large. Et une seule paire de vortex apparalt au niveau de I’éguateur sur la
transition &1’ écoulement supercritique. Aussi, si le nombre de Reynolds augmente, les
vortex de Taylor deviennent onduleux. Aux nombres de Reynolds plus éevés, les

auteurs [5] ont observé une structure en spirale alant du pole vers I’équateur.

Barre et Solana [7] ont éudié numériqguement et expérimentalement le champ

d’écoulement dans la région polaire entre deux spheres excentriques dans trois cas
(une des sphéres est en rotation et I’autre est stationnaire, le cas des deux sphéres co-
rotatives ou le cas des deux sphéres contra-rotatives). Numériquement, ils ont utilisé
la méthode d’@ément fini et expérimentalement ils procédent par la visualisation de
I”écoulement en utilisant un phototrope rayonnant par un laser UV. A des valeurs plus
élevées du nombre de Reynolds, ils ont observe expérimentalement d’autres structures
instables, une bulle d’oscillation axialement ou une structure irréguliere

tridimensionndle.

L’écoulement de Couette-Taylor compris entre deux sphéres corotatives présentes
deux différences essentielles par rapport a celui entre deux cylindres concentriques.

La premiére est a caractére géométrique. L’entrefer compris entre deux cylindres
concentriques possede une seule courbure (suivant la direction azimutale), aors que
I’entrefer entre deux sphéres concentriques posséde deux courbures (I’une suivant la
direction azimutale et une autre suivant la direction polaire). La seconde différence est
de type dynamique. Bien que les sphéres sont en rotation avec des vitesses angulaires
constantes, les vitesses de rotation présentent des variations polaires considérables.

Aux poles, ces vitesses sont nulles tandis gu’elles sont maximales al’équateur. Cette

10
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variation polaire de la vitesse azimutale cause une stratification polaire importante de
I’accélération centrifuge ains que de la pression. Le régime d’un écoulement de
Couette-taylor entre deux sphéres concentriques rotatives dépend de I’épaisseur de
I’entrefer, du niveau des vitesses angulaires de rotation et de leur rapport. Plusieurs
configurations géomeétriques et dynamiques sont possibles. L’entrefer peut-&tre mince,
modéré ou large comparativement au rayon qui représente une échelle caractéristique
de longueur. Pour une rotation des deux spheres autour du méme axe, on peut avoir
une corotation ou une contre rotation et enfin une configuration rotor stator avec la
rotation d’une des deux spheres.

Il existe une littérature considérable concernant I’écoulement de Couette Taylor en
particulier celui du cas rotor stator. Dans ce qui suit nous résumons la bibliographie
qui nous a été disponible relative au cas corotatif.

Soward et Bassom [8] ont considéré I’instabilité d”amplitude finie d’un écoulement
de Couette sphérique incompressible entre deux sphéres concentriques co-rotatives

autour d’un axe commun avec des vitesses angulaires W, et W, respectivement. Dans

cette limite, il est bien connu que le début de I’instabilité linéaire (globae) soit
manifesté par des vortex de Taylor prés de I’équateur. Selon la théorie linéaire ceci se
produit a un nombre de Taylor critique qui, remarquablement, dépasse lavaleur locde
obtenue en rapprochant les sphéres comme cylindres a proximité de I’équateur. Auss,
I’équation d’amplitude qui régit la modulation spatio-temporelle des vortex qui
provoque un ordre intéressant de bifurcation. En particulier, I’aspect des bifurcations
globaes annonce le début des solutions sous critique d’amplitude finie dépendantes
du temps. IIs ont trouvés auss que, pour les nombres de Taylor élevés, il existe une
région localement instable dans laquelle I’équation d’amplitude admet les solutions
sous forme d’impulsions telle que chague impulson oscille a une fréquence

proportionnelle & sa distance du plan équatorial.

Harris et al. [9] ont utilisé une équation complexe non homogéne de Landau pour

traiter les vortex de Taylor entre deux sphéres concentriques co-rotatives autour d’un
axe commun de symétrie. IIs ont trouvé que les vortex sont situés prés de |’ équateur et

sont trés faibles loin de I’équateur et dérivant vers lui.

11
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La stabilité de I'écoulement de Couette sphérique co-rotatif et contrarotatif a fait
I'objet d'une éude numérique par Yang et Luo [10]. Pour un entrefer mince
(épaisseur normalisee par le rayon de la sphére intérieure égal 4 0.18), ils déterminent
le diagramme de bifurcation pour des nombres de Reynolds donnés (Re, et R,) basés
sur les vitesses angulaires et les rayons des spheres intérieures et extérieures. lls
identifient des états d’écoulement stables et instables pour Re; <1000
et- 500 £ Re, £ 400, qui incluent la corotation. Dans le domaineRe,> 0, ils trouvent

trois régimes stables d’écoulement : |”’écoulement avec 0-vortex, |”’écoulement avec 1-

vortex et enfin calui avec 2-vortex.

Dormy et al [11] ont utilisé un modele numérique pour étudier I’écoulement produit

entre deux sphéres en rotation rapide mais avec des vitesses de rotation |égérement
différentes. Ils ont intégré les équations de mouvement selon I’axe de rotation et
obtient une équation bidimensionnelle a résoudre dans le plan équatorial.

La géométrie du probléme dans le plan méridien est présentée dans lafigure 1.2.

Q= 1.

i

NI

~—

Figure 1.2. La géométrie du probléme dansun plan méridien. D’aprés [11]

A partir de cette étude, ils ont trouvé une couche de cisaillement axisymétrique et
cylindrique se formant autour du centre. Cette couche est connue sous le nom de
« Couche de Stewartson ». Pour un forgage assez fort, cette couche se déstabilise (non
équilibrée) sous forme d’onde de Rossby, des tourbillons dignés avec I’axe de

rotation.

12
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Dans un autre article Philander [12] parle sur lestravaux de Stewartson et Proudman
qui ont analyse les propriétés dynamiques d'un fluide occupant I'espace entre deux
sphéres concentriques tournantes avec des vitesses angulaires légérement différentes.
IIs ont considéré que I'écoulement a l'intérieure du cylindre entourant la sphére
intérieure est semblable & celui qui résulte quant la conduite est symétrique. Ils ont
trouvé qu'il existe une couche d'Eckman qui génere sur la sphere extérieure et persiste
a l'extérieure de ce cylindre. La divergence de cette couche d'Eckman cause le
mouvement lent et axial dans la région non visqueux loin de ce cylindre. Sur le

cylindre deux couches de cisaillement apparaissent.

De son coté Proudman [13] a fait une éude: les deux sphéres concentriques sont en

rotation autour un axe a peu prés identique avec presque laméme vitesse angulaire, de
sorte que les efforts visqueux au dessus des surfaces sphériques induisent un
écoulement qui peut étre représenté par une petite perturbation superposée sur une
rotation rigide de corps du fluide dans I'ensemble. L'auteur a trouvé que la surface
cylindrique qui touche la sphére intérieure est une surface singuliére dans laquelle les
gradients de vitesse sont trés grands.

Partout en dehors de ce cylindre, le fluide tourne comme corps rigide avec la méme
vitesse angulaire que la sphere externe. Il a discuté également sur les mécanismes de
la couche cylindrique de cisaillement.

Il existe une autre étude qui est basée sur I'apparition de la couche de Stewartson,
cellede Hollerbach et al. [14] qui ont éudié expérimentalement et numeriquement la
stabilité de la couche de Stewartson présente dans une couche de fluide sphérique
rotatives avec une vitesse angulaire inférieure a celle de la sphére intérieure.
L'épaisseur de I'entrefer normalisé par le rayon intérieure est égale 4 0.5. ces auteurs
ont trouvé en premier lieu que I'écoulement stationnaire et axisymétrique est divisé en
deux zones $&parées par un cylindre vertical tangent a la sphére intérieure. En dehors
du cylindre indiqué, I'écoulement saligne paraldement a l'axe de rotation
conformément au théoréme de Taylor-Proudman. En deuxiéme lieu, ils ont trouvé une
couche de cisaillement se développe & partir du cylindre tangent vers la sphére
extérieure. Cependant, al'intérieure du cylindre tangent la variation de la vitesse

13
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angulaire est limitée dans les couches d'Eckman prés des sphéres. En dehors de ces
couches minces, la vitesse angulaire est constante est égale a la moyenne arithmétique
des vitesse angulaire des deux spheres. Les auteurs ont trouvé auss que pour un
nombre d'Eckman suffisamment petit, la couche de Stewartson perd son

axisymétrique ave |'augmentation du nombre de Rossby.

Cardin et al[15] ont éudies une couche fluide contenue entre deux sphéres

concentriques en rotation rapide avec une des spheres qui tourne [égérement plus vite
que l'autre. lls ont fait une é@ude expérimentale sur la dynamo. lIs ont fixé
Re =10° et E =10°®(E est le nombre d'Eckman). Ils ont trouvé que, lorsque les deux
sphéres ne laissent qu'un trés petit espace du fluide, on retombe sur le cas de Couette
cylindrique avec ses rouleaux quasi-axisymetriques.

Ils ont trouvé que, quand la sphére interne est conductrice, le couplage
électromagnétique permet en effet d'entrainer le fluide dans tout le volume entre les
deux sphéres, pouvant méme d'obtenir une super-rotation du fluide. Tous ces
phénomenes pourraient rendre les mouvements plus aptes a faire démarrer une
dynamo. A partir de cette étude, ils ont obtenus empiriquement les lois asymptotiques
donnant le couple et la puissance des moteurs nécessaire pour imposer soit une

rotation différentielle donnée, soit une décélération, soit une accélération des parois.

Wimmer [16] fait une étude comparative entre I'écoulement entre deux sphéres
(corotatives, contrarrotatives) et I'écoulement entre deux cylindres rotatifs. |l ainstallé
un moteur qui a permis a la sphére externe d'ére tournée indépendamment de la
sphére intérieure. Il fat varier le rapport des vitesses angulaires dans l'intervalle
[- 1.576,0.92] et considére deux cas, le premier cas:

R =7.8cmetR, :8cm,% =0.975,s :% =0.0256,s=R,- R =0.2.

2

N R
Et ledeuxiémecas R =7.2cm, R, =8cm, R—l =0.900,s =0.111,s=0.8.
2

A partir de cette éude expé&imentde, Wimmer trouve que le champ d'écoulement

entre les sphéres tournantes est différent de celui entre les cylindres. Dans ce dernier

14
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cas, I'écoulement principal est un écoulement circulaire tandis que I'écoulement
principal entre les sphéres est entiérement tridimensionnel. Et que I'écoulement de
Couette sphérique rotatif dépend du rapport des rayons et des vitesses angulaires. Il a
trouvé auss que l'écoulement secondaire (C'est-a-dire I'écoulement dans le plan
méridien entre I'équateur et les pdles) est conduit par le déséquilibre des forces
centrifuges dans la couche sphérique. Et que la rapport des vitesses angulaires des
deux sphéres détermine I'épaisseur de la couche résultante, qui influence
aternativement le champ d'écoulement produit. Et que la rotation réguliére des
sphéres dans la méme direction avec la méme vitesse angulaire, a comme
conséquence la situation exceptionnelle d'une rotation rigide du corps qui inclut le
fluide. Dans ce cas le produit W,R? doit toujours plus grand que W,R> pour obtenir
la stabilité.

L'une des références de I'écoulement de Couette sphérique corotatif avec transfert

thermique est I'éude de M acar aeg [17] qui utilise un fluide diélectrique pour simuler

la gravitation. Il a utilise8 un modéle numérique basé sur les équations de Navier
Stokes incompressibles dans une formulation vorticité/fonction de courant discrétisées
par une représentation pseudo spectrale dans la direction latitudinale et une
représentation des différences finis dans les directions radiales. Le fluide est confiné
entre deux sphéres concentriques corotatives avec isolation. A partir de cette étude
I'auteur trouve que la cellule est plus forte dans |e cas de diéectrique que lacellule du
champ uniforme. Il a trouvé auss que le nombre de Grashoff (Gr) est une fonction
d'accélération gravitationnelle. Et que pour un taux de rotation donné, le traitement
distribue les différences de plus grandes températures a la limite correspondent aux

plus grandes valeurs du flux max.

Miller et Gall [18] ont utilisé des modéles numériques pour étudier I'écoulement d'un

liguide contenu entre deux hémispheres rigides concentriques corotatives avec un
gradient thermique imposé sur les deux spheres
(avecR, =5cm, R, =6cm,u =0.01, k = 0.000716). Les températures sont plus faibles

dans la sphere intérieure que dans la sphére extérieure. lls ont utilisé les équations de
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Navier-Stokes qui assumant la symétrie autour de I'axe polaire. Ils ont comparé les
solutions hydrostatiques et non hydrostatiques pour les cas cylindriques et sphériques.
IIs ont constaté que les différences entre les solutions hydrostatiques et non
hydrostatiques sont petites, et les différences sont confinées la plupart du temps aux
régions prés du pole et de I'équateur. Et ont trouvé auss que I'effet non hydrogtatique

sur I'état axisymétrique n'affecte pas la stabilité baroclinique de I'écoulement.

Dans l'article suivant Lesueur et Mangeney [19] ont utilise une simulation

numérique par la méthode spectrale pour résoudre les équations de Navier-Stokes non
linéaire couplées a l'équation de la chaleur, en utilisant I'approximation de
Boussinesg. Le fluide est confiné entre deux spheéres rigides en corotation. |l est
soumis a un chauffage isotrope imposé sur la sphére interne et & un chauffage
différentiel sur la sphére externe. Ils ont fait une simulation numérique du mouvement
d’un fluide en rotation dans une couche sphérique épaisse. Ce travall S'atague a
I’étude des instabilités liées a ces deux modes de chauffage. Le but principa de cette
étude est de préciser que le chauffage des planétes est du au chauffage interne, ou au

chauffage solaire?

Dans Iaticle suivant, Nakabayashi et Tshuchida[20], ont utilis¢ la méthode

spectrale pour étudier un écoulement de Couette sphérique entre deux sphéres
concentriques indépendamment tournantes pour un rapport d’aspect b ==0.14. lIs
ont trouvé des vortex de Taylor-Gortler (TG) qui apparaissent pour le cas de deux
sphéres co-tournantes, adors que les vortex et les torsions en spirale dans des vortex
Toroidd de TG apparaissent pour le cas de deux sphéres contre-tournantes. Les

mémes résultats ont obtenus dans I’article[Zl] :

Blockley et al. [22] ont étudié quelques solutions complexes de I’équation hétérogéne

(non homogéne) complexe de Ginzburg-Landau. Cette équation surgit dans la théorie
faiblement non linéaire de linéaires de I’écoulement de Couette sphérique entre deux
sphéres concentriques tournantes toutes les deux autour d’un axe commun avec des
vitesses angulaires distinctes dans une limite étroite. 1ls ont vu des vortex confinés

prés de I’équateur, et ont trouvé que I”écoulement principa se compose d’un
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écoulement primaire ains qu’une plus faible circulation méridienne entre |’ éguateur
et les pdles. Et ont trouvé auss que, quand la sphére intérieure tourne plus rapidement
que la sphére externe, les forces centrifuges sont la plus grandes a proximité de
I’équateur. Et quand le rapport d’espace entre les sphéres au rayon de la sphere
intérieure est petit, la géométrie locale au niveau de I’ équateur ressemble les cylindres
concentriques.

Dans notre étude nous considérons le cas d’un écoulement de Couette-Taylor
sphérique et corotatif. Nous avons arbitrairement choisis une épaisseur d’entrefer égal
alamoitié du rayon de la sphére intérieure ains que le rapport des vitesses angulaires
(le nombre de Rossby) égal & 0.5. Donc, le seul paramétre de contrdle variable dans
notre étude est le nombre de Reynolds proportionnel au produit de la vitesse angulaire
et le carré du rayon de la sphére intérieure et inversement proportionnel a la viscosité
cinématique du fluide. Les valeurs sélectionnées du nombre de Reynolds sont 1, 500,
1000, 2000, 3000 et 4000. Nous présenterons et discuterons le régime d'écoulement
pour toutes les variations du nombre de Reynolds de 1 a 4000. Cette thése est
organisée en cing chapitre: le premier contient une recherche bibliographique sur les
écoulements tridimensionnels entre les sphéres concentriques rotatives. Le deuxieme
chapitre est consacré a la modélisation mathématique du probléme. Ce dernier est
moddisé par les équations différentielles aux dérivées partielles de continuité et de
quantité de mouvement et de leurs conditions initiales et aux limites, dans les
coordonnées sphériques.

Dans le troisiéme chapitre, on utilise la méthode des volumes finis pour discrétiser les
équations modéisantes et leurs conditions initiales et aux limites. On utilisera des
schémas de discrétisation du second ordre dans I'espace et dans le temps, de toutes les
équations du modéle. On présentera auss leurs résolutions selon I'algorithme
SIMPLER qui donne la solution séquentidle des systémes d'équations de
discrétisation. Dans le quatriéme chapitre, on va exposer la validation des résultats
obtenus par notre code de calcul, ains que les résultats numeériques obtenus pour le

cas specifique qu'on a étudié. Ce cas correspond a b =0.5 et 1£ Re£ 4000. Les

résultats seront discutés dans ce chapitre. La conclusion de notre travail numérique

feral'objet du dernier chapitre.
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Chapitre 2 M odélisation mathématique du probleme

2.1 Description du probleme:

On considére un écoulement tridimensionnel permanent d'un fluide incompressible visqueux

de viscosté r, compris entre deux sphéres concentriques de rayons R, et R, corotatives

autour un axe avec des vitesses angulaires respectives W, et W, (W1 > WZ). L'épaisseur de

s 0 - s
I'entrefer est fixée a 0.5. Le nombre de Rossby g 0 = %: est arbitrairement fixé 2 0.5. On
19

néglige I'effet de la pesanteur. La géométrie du probléme est illustrée dans lafigure (2.1).

z

Figure2.1 : Géométrie du probleme

Avec: R ErER,, O£Eq£p, OE£] £2p

On choisi le systéme de coordonnées sphériques (r Mol ) , ou I'axe (OZ) est I'axe de rotation.
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2.2 Modéle mathématique

Lesconditionsinitiales

At=0,U=V=W=0 (2.1)
Pour t>0:

2.2.1 Equation de continuité

Pour un fluide incompressible(divw = 0), I’équation de continuité en coordonnées sphériques

S’ écrit :
179 1 . 1
U —(V —(W)=0 2.2
‘ﬂr( )+rsinq ‘ﬂq( Slnq)+rsinq 1 ( ) (2.2)

U, V, W sont les composantes radiales, polaires et azimuta es de la vitesse.

2.2.2 Equations de quantité de mouvement.

2.2.2.1 Equation de quantité de mouvement suivant la direction r

)g\
C
[EE
E]

1 1 1 q VZ wW?2u

r +— 2 + — + - =

ﬁ r? ‘Hr( ) rsing ‘ﬂq( ) rsing bw) r r H

el e,Uo 1 VY& O 1 fU 2Uu

& CF 2~ =+ —g8nq— =+ (2.3)
mgr_zg ‘ﬂrgrsmq‘ﬂqg q‘ﬂqgrsmq‘ﬂj rZH_E

é q . aw a qr

& —(Vsnq)- — {

-S rsing ‘ﬂq( ) r’sing 1j d

2.2.2.2 Equation de quantité de mouvement suivant la direction polaire q

v 1T (, 1 1 . T uv chotqu
re—+——\r'uv)+ —{Wsinq)+ — (VW =

&nt rz‘ﬂr( ) rS'nq‘ﬂq( ) rsinqﬂj( )* r oy

P . .. 2 3
eLlgvo 1 lg o 1 _Iv _V_.¢ @4
g re Trg r’snqfaé "Mag r’sn’qfj® r*sn’q ; 1P

€ 29U 2 cotq TW u rq

& T eq T7sng M i

g r'fg r°sng v u
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2.2.2.3 Equation de quantité de mouvement suivant la direction azimutale |

eqw 197/, 1 9 . 1 1 uw w
Mo +———(UW)+ — (Wsing)+ — WW)+—+—""co
&t rz‘ﬂr( ) rsing ‘ﬂq( q) rsing fj ( ) r

el 7 &, MWo 1 T WO 1 W U

g5 ——CcI —=+ —cIng—=+ - —+

érz‘ﬂrg r g rzs'nq‘ﬂqg q‘ﬂqz r’sin’q 1j * 3 1 TP

é 2 9JU  2cotq TV W a rsing ]

& + T 2gn? H

& rzsinqﬁ r’sng i r®sin’q

2.2.3 Les conditions aux limites du probléme
Pour r

Ar=R,U=V=0,W=R W,snq

Ar=R,; U =V =W =R, W, sing

Pour q
Ag=ot oy - _,
fg fla
u w
=p,—=V=—-=0
TP T T
Pour |

Les conditions de périodicité sont :

U(raj)=u(raj +2p)
V(raj)=V(.aj +2p)
W(r.a,j )=W(raj +2p)

2.2.4 Adimensionnalisation desvariables

Les variables adimensionnelles sont définies comme suit :

r'=— : Distance radiale adimensionnelle

U= - Vitesse radiale adimensionnelle

V= : Vitesse méridionale adimensionnelle

20
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w=W

1

: Vitesse azimutale adimensionnelle

2
Re= WR : Nombre de Reynolds
u

t

&R 0
Riwlﬂ
P-
(WRJ

En utilisant ces variables adimensionnelles pour écrire les conditions aux limites et les

t'=

: Temps adimensionnel

: Pression adimensionnelle

équations qui modélisent le probléme sous laforme adimensionnelle suivante:

2.2.5 Réécritures des éguations sous forme adimensionnelle
(Remarque : on omet d’écrire |’exposant -~ pour des raisons de commodité).
La condition initiale:
At=0, UsV=W=0 (2.11)
A t>0,

2.2.5.1 Equation de continuité

I u)+—2 T vsing)+—2— T w)=0 (2.12)

2.2.5.2 Equation de quantité de mouvement radiale :

2 2
E+izl(rzuu)+ 1 l(qujnq)+ 1 1 —(u )-V—-W——
it r°qr rsinq 1q rsing 1 r r
€l fa, Vs, 1 T s 1 ‘HZU 2Uu
Fe— dng —=+ . 2.13
igr_z‘ﬂrg Tro rsmq‘ﬂqg q‘ﬂqg r’sin®q ¥j * rZH_E (213
Reé 2 9, . 2 W a Tr
A —(Vsinq)- — {
8 r?sing ‘ﬂq( a) r’sing 1j d
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2.2.5.3 Equation de quantité de mouvement polaire:

2
1 (VW)+£ W* cotq _

ﬂ.pizl( Zuv)+ 1 l(\/\/ q)+ . —
it roqr rsing 1q rsing 9j r r
Z L. .. 2
Sliz.MVo, 1 Tgg,Mo, 1 TV . (2.14)
L grofre Trg r’sinq q é fgg r’sn’q"j? g, 11P
Reé V 2 U 2cotq W a rfq
T e PR S S—— ¢
g r‘sng r°fg r°sing v )

w —Zl(rZUW)+ 1 l(VWsin )+— l(VV\N)+M+—cotq=
qt r rsing Yq rsinq vj r r
61 T MWo, 1 fg Mo 1 1W.0 (2.15)
1g7Mré frg r’snqgfge  fag r’sn’qa i’ ;1 TP
Re€ 2 U 2cotq V. _ W G rsing fj
8 r’snq i r’sinq Yj r?sin’q H

2.26 Lesconditionsaux limites sousforme adimensonnelles

Les équations différentielles sont résolues avec les conditions aux limites suivantes :

Ar=1,U =V =0, W =sdinq (2.16)
Ar :&:1.5,U =V =0,W= R,sSinq W, :g&%aﬂg ng =1.5Rosing (2.17)
R W, R g&W: g
Aq:O’M:V :M:O (2.18)
1 fiq
Aq:p’M:V:M:O (219)
fiq fiq
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3.12 Calcul du moment angulaire

Le fluide qui s’écoule dans la couche sphérique applique un moment angulaire sur la sphére
intérieure et sur la sphére extérieure. On peut calculer ce moment angulaire a partir des étapes
suivantes :

Premiérement on calcule les contraintes de cisaillement

'nayvc_j+ 1 ‘ﬂUu

t,, =t, =mg _—¢—~ (2.20)
: er‘ﬂrerﬂ rsing 7j 4

Et puis on calcule la force éémentaire appliquée

dF =t dS(E\1 —merlgé,—v9 1 LJr sing dq dj q (2.22)

frerg rsing i g
L’écoulement est axisymétrique, c'est-&dire qu’il N’y pas une variation suivant la direction

azimutde, doncl =0.

fi
Donc I’équation (3.59) devient :

r & T aw
dF = —C— rsm dqg dj 2.22
mer.”r@‘ % qdadi & (2.22)

Donc le moment angulaire est définis comme suit

r g
dM = (rsing)é. UdF :grnlgél_VdJr49n qdad ¢ (2.23)
g Trer &i
dMm = emlrg%vgr sin’q dq dj u (2.24)
é

Donc on peut calculer le moment angulaire appliqué sur les spheres par le fluide par la

relation suivante:

P2 ef aw 2
M = A¢ —— 2-r*sin?g dq dj 3.25
OC e‘ﬂrgr&i q dq dj (3.29)

Et que le moment axial de laforce de cisaillement & la surface d'une sphére est défini par:

e Tavo, 1 ‘ﬂUu
T= O@r—Q—— r?

o6 Trér g rsing v u

sin’q dq dj (3.26)
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Chapitre3 Reésolution numérique

3.1 La méthode numérique

Les équations modédisantes, et leurs conditions initiales et aux limites, sont résolues
numériquement par la méthode des volumes finis bien décrite dans Patankar [23]. L entrefer
es discrétise en volumes finis spohériques. Le maillage comprend 32 points suivant la
direction radiale, 189 points suivant la direction polaire et 32 points suivant la direction
azimutale. Les projections du maillage dans le plan horizontal (passant par I’éguateur) et un

plan méridien sont illustrées danslafigure 3.1.

32 points in radial direction
189 points inthe polar direction
32 points n the azmuth direction

Figure3.1: Lesprojectionsdu maillage dansle plan horizontal et un plan méridien
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Chague point est centré dans le volume fini qui I’inclut. La pression est centrée dans les
noauds des volumes finis typiques alors que les composantes de la vitesse sont centrées aux
faces de ces volumes. Aing, les volumes finis des composantes de la vitesse sont décalés (par
rapport aux volumes finis typiques) dans les sens positifs de leurs coordonnées respectives. Le
maillage cité est uniforme suivant chaque direction. La discrétisation spatio-temporelle est du
second ordre. La discrétisation des dérivées temporelles est celle d’Euler Backward du second
ordre. La discrétisation temporelle des termes convectifs et non linaires suit le schéma
d’Adam-Bashforth. Cependant, la discrétisation temporelle des termes diffusfs et des
gradients de pression est totalement implicite. Concernant, la discrétisation spatiale, le schéma
des différences centrées est utilisé pour I’approximation des variables et leurs dérivées. Donc,
la discrétisation spatiotemporelle est du second ordre; c’est-&-dire qu’elle a des erreurs de
troncature d’ordre ((Dt)?,(Dr)2,(Dj 2)). Le résultat de la discrétisation des équations
modélisantes est quatre équations de discrétisation pour les quatre variables dépendantes : les
trois composantes de vitesse et la pression. Chague équation de discrétisation représente un
systéme d’équation dont la solution permettra, en principe, I’obtention des vaeurs de la
variable concernée aux points du maillage (Medjroubi [25]). La solution séquentielle des
équations de discrétisation des variables dépendantes suit I’algorithme SIMPLER discuté par
[24]. La solution numérique du systéme d’équations linéaires d’une variable est accomplie
par la méthode de balayage. Cette technique itérative fait appel a I’algorithme de Thomas
suivant les directions radiale et polaire et I’algorithme tri diagonal cyclique suivant la
direction azimutale. Commencant par les conditions initiales, la marche dans le temps est
poursuivie (avec un pas du temps Dt =10°° pour le cas de Re=1et Dt =10® pour tous les
autres cas) jusgu’a I’atteinte d’un régime temporel établi : dans notre é&ude un régime
stationnaire est obtenu pour tous les cas considérés. Certains cas, sont résolus avec la solution
d’un nombre de Reynolds inférieur comme condition initiale. Le régime permanent
(stationnaire) est caractérisé par une invariance temporelle de toutes les variables calculées.
Aussi, en régime permanent, les moments axiaux des forces des frottements visgueux aux
surfaces des sphéres sont équilibrés comme I’exige le théoréme du moment cinétique. Tous
les calculs sont fait avec un micro-ordinateur Pentium 4, avec une fréquence égde a1.7Ghz et
512 MB de RAM.
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3.2 Discréisation du domaine physique

Le domaine physique et transformé en un domaine de calcul par sa division en un certain
nombre de petits volumes sphérique. La méthode des volumes finis consste a discrétiser le
domaine physique étudié en un domaine de calcul qui se compose d’un nombre fini de
volume. Chague volume sera repéré par un noaud et limité par six faces. Le point P situé au
centre du volume de contrdle typique est entouré dans chaque direction par deux faces et deux
nouds dans chaque direction. Pour ladirection suivant r, les points sont notés N, S et les faces
sont repérées par n, s. Pour la direction suivantq , les points sont notés F, B et les faces sont
repérées par f, b. Pour la direction suivantj , les points sont notés E, W et les faces sont
repérées par e, w.

Dans notre étude, on divise le domaine en 193536 volumes finis. Ce choix est limité par la
capecité de notre moyen de calcul. Au centre d’un volume fini typique il y’a un point P. Les
centres des faces latéraes (du volume) est, ouest, nord, sud, front et arriére sont dénommés, Ci
apres, e, w, n, s, f, b respectivement. Chague volumefini, al’intérieur du domaine, est entouré
de six autres volumes finis. Les centres de ces volumes sont les points E, W, N, S, F, B.
suivant la procédure recommandée par [23], la pression est stockée aux centres des volumes,
mais les trois composantes de vitesse sont stockées aux centres des faces latérales des
volumes. Les figures qui illustrent des exemples des faces des volumes finis dans les
plansr-q, r-] etq-j sont bien définis dans la thése de Medjroubi [24]. Les dimensions
d’un volume fini typique sontDr,, Dg,etDj . Les distances entre le point P et les points
adjacents E, W, N, S, F, B sont dj ,dj ,.dr,,dr,,dqg,,dq, respectivement. Cependant, les

équations de Navier Stokes sont intégrées dans des volumes finis décalés. L’équation de
conservation de quantité de mouvement radiale est discrétisée dans un volume fini décalé vers
ladirection radiale positive. L’équation de conservation de quantité de mouvement polaire est
discrétisée dans un volume fini décalé vers la direction angulaire positive. L’équation de
conservation de quantité de mouvement azimutale est discrétisée dans un volume fini décalé

vers la direction angulaire positive.

3.3 Ladiscrétisation des équations
3.3.1 La discrétisation temporelle
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3.3.1.1 Lestermes non stationnaires
La discrétisation des termes non stationnaires dans les éguations de mouvement suit un

schéma temporel du second ordre. Si on considére F comme variable dépendante du temps,

un développement limité en série de Taylor au deuxiéme ordre desvariables F' et F "™

PR RN (. alvARS
Ft=F"D_ Dt P + 5 e +O(Dt) (3.1)
t+Dx 2 2 t+Dt
FD = p D opy fiF + (2Dt) 1°F +O(Dt)2 (3.2

Tt 2 1t
On multiplie larelation (3.1) par 4, et on fait la différence entre le produit et la relation (3.2),

et on obtient :
t+Dt
4F - FUO 3R U opy '”Fﬂt +0(Dt)? (3.3)
D’ou
t+Dt t+Dt _ t t- Dt

It 2Dt

A partir de cette relation on trouve que I’erreur de troncature est de I’ordre de(Dt)’ .

3.3.1.2 ladiscrétisation destermesnon linéaires
La discrétisation des termes convectifs et non linéaires dans I’ensemble des équations, suit le

schéma explicite d’ Adams-Bashforth qui est obtenu par une expansion en série de Taylor.

FU =ppt. g™ (3.5)
3.3.2 Ladiscrétisation spatiale

Pour la discrétisation spatiale, on utilise le schéma des différences centrées avec une précision
du second ordre (I’erreur de troncature est d’ordre deux). Aing, la valeur d’une variable F

sur une face commun a deux volumes adjacents est la moitié des deux vaeurs nodales. Auss,
la dérivée spatiale d’une variable sur une face commun est la différence des valeurs de la

variable des ncauds en amont et en aval de I’interface divisée par la distance qui se sépare.
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Ains, I’erreur de troncature de la discrétisation spatiale sera de I’ordre de(Dr)?, (Dg)’ et

(Dj )? pour les directions radiale, polaire et azimutale respectivement. (Voir référence[24]).

3.4 Stockage des variables
Les variables scalaires comme la pression sont stockées dans les noauds du maillage.
Cependant les composantes du champ de vitesse sont stockées aux centres des faces des
volumes de contréle. Ce type de maillage dit intercalé permet une meilleure estimation du
flux convectif, ains une bonne estimation de la force de pression dans les équations de
mouvement. || offre de plus une grande stabilité numérique.
3.5 Discrétisation des équations modéisantes
En ce qui concerne la discrétisation temporelle, on adopte la convention suivante en ce qui
concerne I’exposant de chague terme discrétisé :

- lestermesau temps t - Dt porteront I’exposant t - Dt

- lestermes au tempst porteront I’exposant t

- lestermesau temps t + Dt porteront I’exposant t + Dt
W 2
Re = WiR (Reest le nombre de Reynolds).
n

Avec :
W, est lavitesse angulaire de rotation de la sphere intérieure

R, est le rayon de la sphéreintérieure
Et n étant laviscosité cinématique

3.5.1 Discrétisation del’équation de continuité:

L’éguation de continuité sera discrétisée dans un volume de contr6le typique (il est montré sur
lathése de Medjroubi [24])
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e n bt+Dt 1 ﬂ
0000 r—zﬂ(rzu)rzsinq dr dq dj :(rnZUE+Dt - rSZU?D‘)sinququj p
w s f t
e n ft+Dt 1 ﬂ ( )
NO OC Vsing)r?singdrdgdi =V ™sn V"™ sing, Jr,Dr
0000 g yq 'V 3na)risinadrdad G - Vy"™* sing, JroDr DA, g
fn et+Dt
TN N N 1 ﬂW 2 t+Dt t+Dt
sngdrdgdi =W, - W, Jr.Dr
D00 gy " Snadrdad = )reDre.Dae
Donc I’équation de continuité discrétisée s’écrit sous laforme
(rnZUr:JrDt - rSZU:Dt)SianDQPDj P +(Vft+DtSian - VbHDtSinqb)rPD’PDj P (3 7)

"'(VVeHDt - th/+Dt)rPDerP =0

3.5.2 Discrétisation de la composante radiale de I’équation de quantité de mouvement

3.5.2.1 Discrétisation du terme temporel

ueuft+Dt1-[ &J:;’Dt_ 4LJ:D +U|t3_Dt )
NOC ‘—r snqdrdqgd dt=—— s “—r,.sing,dr,Dg,Dj (3.8)
X tOﬂ,[ > Dt P pU p

3.5.2.2 Discrétisation destermes convectifs

Ny fueut"'Dt 1 1'[

300 05— (r?UU )r?sing dr dq d

s, byw, t ﬂr

=288 T (U s ar da di - “\e”oﬂ_ﬂ (ruu)r® sing dr dq d
s by W, S B W

:Z(I’ZUU)tnuSianDqPDj P- 2( ZUU) quPDq Dj P
- (r2uu )™ sing,Da.0i » +(r20U )" sing,Da, b ,

:Z(I’niU;uU;u)S.nququj P_ (SUZUSUUSU)S.anqu P
- (r2u5Pu ™ )sing,Da,0f » +(r2U U > )sing, Da,Di

r2 (Ut +U} J sng.Dg,D) p-lr;(ugﬁusu)zanquPDj .

-l>|H I\)lH

e (UL +UE™) sina,ba.0 (Ut *+UL™) sing,00,0) , (39)
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n, fy e, t+Dt 1

NN NN\

a
UW)r?sing dr dq dj dt =
s bow, Prsmq 1

n, fu ey ny fy &
=2000c—UW)/'rdrdg dj - A0 (UW)/"™ rdrdq dj
%0 T

= [2 (Lw), - 2(UW)‘Wu]rPu dr, Dg, - [(Uw)f;uDt - (UW)‘V;UD‘]rPu dr, Dq,
=Lliw)- 20w, Jre arDa - U5 ®)- LW Jrarpa,  @10)

=W - U W )- UEPWER - U EPWES ) dr Dy,
Y W e Vg u u

=20t +Ug )W, +W)r,ci, Da, - 2 (0, U3, )W +w, )r,dr,Da,
2 u u 2 u u

—%(U +UL ) WS + W )r, dr Dy, + (UtDt UG W™ + WL, ) o dr DY,

3.5.2.3 Discrétisation des autrestermes a gauche

ny fue t+D 2
N N\ Y

0- g—gr sinq drdg dj dt

suby vt

=-2(v2r, snq,dr,0g,0f , + {2 ) *r, sing,dr,Da,0f ,

&V, tVi +V, +V U o
=-2¢ U rp SNgpdr, D0
8 4 ;
a/tht +Vt Dt +Vt Dt +thIZI
s =—{ I, SiNQ,dr,Dg,0j 5 (3.11)
é 4 ;
ny fuet+D 2

NN NN\

?L—r sngqdrdgd dt=

subuwu
. . -Dt . .
:-2(\NPU)I’ qupdr Dq DJ +(\N|:§) rF;J qupdranPDJ P
ANV WS W+ W

=-2g ™ ”W“ur sing,dr,Dg,.D
e 4 a

éNt—Dt +Wt Dt Wt Dt Wt D
+é = 2 i u re, SiNQpdr D0 5 (3.12)
é a
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Chapitre3 Résolution numérique

3.5.2.4 Discr étisation destermesdiffusifs

1551 T, U 6 16e, U™ @, U0, _
R 00007 ‘ﬂr cre— o r?sinqg dr dq dj dt_R_egérZWEn - gz_rgsu gsquDqPD] o
s, byw, t
1e wHDt_UHDtc wHDt_UHDtd‘J. .
= Re: Zé Ny 5 Ry I_ rSUZé R 5 S :l;anpmpDJ o (313)
g N 2 s 123
1 ny fu e t+Dt 1 1.[ & 1_[
— 0000 —-¢8inq—+r’sinq drdq dj dt=
Re oo tor sing ﬂqg qﬂQﬂ a a9
1% fUo™ & fUo™U o
:R_g‘; ng— - ¢ing—= l;|dI’nDj b
eg fiq fz;fu e flaa g
1? %JHD—UHDtO . %JHDt_ t+Dtcu .
=—&inq, &————2- sinq, $—————dr,Dj ; (3.14)
Re g 8 dq, a 8 dq, &
ERNSE! aaT i
Re Suobouwou Przén
A .. t+Dt
:i%e_.l Mg EL Mg udr D,
Regan T a &nafig, §
é wHDt Ut+Dt ab) ooy &l
=L1e 1l g¥e “Fn 2 1 E¥e TPW g, (3.15)
Reging, & di, 5 sng§ di, 34
2y 2 e |
" Re Og;etiér sing dr dq dj dt——R—eUL:D‘anPdranPDj o (3.16)
shw t
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3.5.2.5 Discrétisation des autrestermesa droite

1nfeut+Dt 2
-— 000 C —(Vsing)r?sing dr dg dj dt =
26 00007510 7q (V3na)r“sna or da g

=- —[2 (vsing), - 2(vsing), ]dr Dj » +—[VS|nq 2 (vsing )y Dt]dr Dj »
=- éb/} sing, -V, sinqbu]drnDj o +éb/}u’m sing - Vbtu’Dt sinqbu]drnDj .
=- [(V anu)Sianu - (\/bt +V i, )sinqbu]drnDj o

+é[6/fm +Vy2)sing,, - (% +vi>)sing, Jdr,Dj (3.17)

n, fu & t+Dt 2

NN NN\

Res?b?vppr sing

g —r sinqg dr dg dj dt
1 o

2 ny fy eut+Dtﬂ
='%0000_dr dq dj dt

sy byw, t

2 t 2 t- Dt t- Dt
=- 2 [w), - @w), Jar,a, + Z]w); ™ - W), ]ar,a. (318)

= = [ ewi)- o w, Jler, D, + = ffa = ewi®)- = s or, g,
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3.5.2.6 Discrétisation du termede pression

n, f, & t+Dt ..

NN N\ ﬂpo 2 - t+Dt t+Dt 2 .
-c—=r°snqdrdgdj dt=-\P,"" - P."7 Jr; sinq,Dq,Dj

%wﬂo &1 o (P - P )i sina,Da, (3.19)

= (P> - "™ )r? sina, D, D)

On écrit I’équation de quantité de mouvement radiale sous la forme suivante :

AU = A UL+ AUET + A US + AU + AL UER + A UG +S, (320)
Sachant que :

A, =287 %4ng,Da,0
. RegDrPE 4-0:Y »

NET_ R T
Asu RegDrPE 4p0pY 5

b
S e Ll
, - LR, ¢ (3.21)

~ Regsing,dj , 5

33



Chapitre3 Résolution numérique

3 . .
Ay = AHAGHA A A FA +o SN0, DD +

2 . .
toe sing,dr, D0 » (3.22)
t- Dt
R,

Dt ry sing dr,DY,0j ; -

t
! ZDFt’r sing, dr,Dg,.Dj , -

UL, U5 F sing.Dg,D) . +2r2(ug +U; Fsing.Da,0)

S, =

+ 2 (0% +U ™ f sing, Do, D p-zrsi(u;;“ +U5™ )sing,Dg, D) ,

)

1
NP -l>|H N

U, +U3 Vs +Vi ) dr,singeD) o +2 (U5 +U3 ) +Viu)ryar, sina.D) .

+U¢ Dt)(\/t rvE Dt)rndrnsian,Dj o

nfu

+
[
:TI

-l>|H I\J|H -l>|H NI

U Dt)(Vt vt Dt)rndrnsian,Dj o

bnu

)
C
&P

/—\

L +Us W oW D+ (U +U3, ), + W), Da,
£ LU e Wi D - 205 ™ +U™ )+ Wil )r, o, g

Vntfu +Vt +Vntbu \
> 0 r,sing,dr,Dg,0j ,
Q

C

-~

+

o D 2\ > D> 2

2
+Vt Dt +Vt Dt +Vt Dt

nfu nbu ar Slnqur Dq q o
4 ;

-

+WE +WE AW o
s T T 1, 8GO, D), -
a

+
)%\
[

+Wt Dt +Wt Dt +Wt Dt

o u r,sing,dr,Dg.Dj (3.23)
4 a

(D:(D% ®:M

- F%(Vt +Vntfu)SiandrnDj "'F%(Vt +Vntbu)SindernDj P

nfu nbu

+(P|:t*+Dt - Prfl+Dt)rnZSianmPDj P

1 ) . . 1 ) . .
e L v )ana, a0+ L wvi)ana, o
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3.5.3 Discréisation de la composante polaire de I’équation de quantité de mouvement

3.5.3.1 Discrétisation du terme tempor €l

n, f, & t+Dt

m@o@éﬂ—“:;r sinqdrdqdi dt—( )“Dtrzsmqurquij o

b, w, t

S\/ﬁ/HDt Vt Dt (324)
=R L I’ SlanDI’dqujP

& o o

3.5.3.2 Discrétisation dester mes convectifs

L g
2

sou ¢ 1A

:2[(r2UV)tnv - (rZUV);]siandquj o - [(rZUV)tn'VDt - (rZUV);Dt]siandquj o

( 2UV)r sinqdrdqdj dt

=9rzusve )- (2uive Jsng,da,o
205 oVe)- (205 oV ® |sing, da, D)

r—
pr—

—g (Us rus s +v Jsing,da, D o - Sr20+UL )+ Jaing, da, 0
e ez ) v, a, 01,

% 205 +U LR )VE™ +V ™ )sing, dg, D (3.25)
%g%%(w)r@nq drdq dj dt=

iZ[ W Jr, sing, D01, - () - (W) 21, singoroi

=2[vivi)- tavi Ire sina, or0i . - v mve®)- o), sng, oro (3.26

1 . . 1 . :
:E(\/Iiv +V,§V)2I’PS|anDI’PDj P E(Vé\, +VFt,V)2I’PS|anDI’PDj P
1, . . : 1(, . . :

- Z(V;VD +V|§VD)2I’PS|anDI’PD] P +Z(Vé\,n +V;VD)2rPanfDPq P
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Chapitre3

n, f, e, t+Dt 1 ﬂ
N0 O—— — (VW)r?sing dr dq dj dt=
shw t rsing 1

= 2[w), - (), |r, Droda, - [w)s® - (aw)®]r, Do,
=2[ew )- B, v orocia, - v mwi ) v 2w >, breca, (327

1(vt +V3 )W, +W!)r,Droda,

=2+ )W, +w!)r.Drdg, -
# 20 v i +wy )r.or.da,

2
S v i W r,ordg, +

3.5.3.3 Discrétisation des autrestermes a gauche
n, f, & t+Dt ..
300 O O 2 5ing dr dq o dt
sbw t €1 @
=205V} )r,, sing, Drdg, Dj , - (U5°VE ™ )r, sing, Dr.da, D ,
(3.28)

&) +U, +UL+UL, 6 U
=2& —V ar,sinq,Dr.dq, D ,

_é 4 zEI

%t Dt+Urt1fVDt +Ut D+Ut Dt Dtl:l
_Vt urp singDrpdg Oy

é 4 7] B

NN N\

s byw t
t . t- Dt .
:'Z@Vé)rpVCOSQpodeDJ P+6/VF§) rp, cosq, Drodq Oj

n, f, & t+Dt an,z
W cotq 0 ir’sing drdq dj dt
r

(3.29)

AN, +W, +W! +W, o
U r COSC]fDI’ dquJ p

=-2

é
8 4 4
aNt Dt +Wt Dt +Wt Dt +Wt Dt
+§ 4 Ur COSqurdquJP
e g
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3.5.3.4 Discrétisation destermes diffusifs

1 e T2, NVo
— N0 0—— Zr?sing drdgdj dt=
STt

1 eae ‘IVo aez‘IV ot+Dt
Rqu‘ r g " Esmch a0 »

+Dt +Dt +Dt A
:iérz‘aavtv Ve g ‘@/; Vs gul]sinq dq, Dj (3.30)
Reénvg dr, 5 8 ar, e
1 n\fie\,‘t+E)t 1 1-[ a 1.|VO

000 —-¢8ng—=r?sinq drdg dj dt
ReSvathOr sing ‘Hqg q‘ﬂqg a 49

1 A . t+Dt t+Dtu
:R—gé%nqﬂg -&nq VO iprD, (3.31)
eg Tae, e Tag g

a/tﬂ:l _ Vt+Dt d:l
~- dng, ¢————Dr.Dj ,

OO C 1 &ﬂ —r 2sing dr dq dj dt

_ 11 vET et vETH,
Regsing 1l & &snq T g, § f (3.32)
a/é:Dt _ th;Dt 9 1 ?/Ft;tx Vt+Dt

1 1
— - T- — G - il “UDr,dq
Reging, & di, g sng & di, g &

w

3.5.3.5 Discrétisation des autrestermes a droite

1" v 1 1
- 000 ¢ % 2snqdrdgd dt=-— V™ Dr dg. Dj 3.33
Resf)b?v?%r sn’q g aardaad Resing, ~ ' 4D e (3.33)
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n, f, & t+Dt
2 AR & i‘”——r snqdrdgdj dt=

Re 0 81 T o

-l i) (uz;“ Rt

:_a‘ : wasinq, Dr
Re§ 2 5 § 2 m a:DreDy -
%tﬁ utbg Dty t-Dtd‘J
w = ?_%Jn US ilflSianDl’PDj P
Re§ 2 3 é 2

f
1 ™" 2cotq aW

Re 000072
Re Cow ¢ r’sing

2 20 . )
=- R—(ZWetv - 2WV§V)Cotqurpdqf +—eélvetv > chvD‘)cotqurpdqf

g 7rzsinqdrdqdj dt =
I o

4 %Vt +Wt O wvt +Wt --‘ (335)

Reé > g g > ;cotqur »dg

3.5.3.6 Discrétisation du terme de pression

n, f, & t+Dt
“aia s 1APO Dt et . .
- =& % 2gnqdrdqdj dt=- (P - P sing, Dr,Dj
vavwvto I’Qﬂq q qq (fV b, )PV tUptl p (3.36)

= (PI:EJrDt - P;Jrn)rp Sian DrPDj P
On réécrit I’ éguation de quantité de mouvement suivant g sous laforme généralisée :

t+Dt _ t+Dx t+Dt t+Dt t+Dt t+Dr v
ANVE T = ANVGT AV + AVET ALV AV A VT S, (3.37)
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Les coefficients sont :

1 n\,: ;
= d = sinq,d
ANV Re 8d quJP AsV Rgd a¢ quJP
1. aEDr D0 _ 1. aEDr Dj p 0
=_~ (sin s =—(sin T 3.38
A = e JEE A, = lsna, ) : (338)
AEV_:L&:L Oadr,da, ¢ AN_lael OBEDquf+
Re‘fé‘smqf Q,@ d. g ' Re‘fé‘smqf 2 d. g
A —ir sing; Dr, d iae 9 Dr,dq,Dj , + A, +
T oD a; q:0 p + Re a Dop e (3.39)

A A HA A,
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t t- Dt

D’quij P ;;DtI’SSianDl’quij P

(0]

<

(U +Urt1fv)(\/t +V, )SmedeDJ P"'%rsz(ué"'U;fv)(vstv +VFEV)SiandeDj P

+

R AR I\)|H -l>|H NG I\)|H

205 +UEX )V +Vi )sing, da, D
(Ut Dyt Dt)(\/t Dt +Vt Dt)Slandqu] A

2 . . 1 2 . ]
+VF§V) resinqDr.0y +E(VE§V +VF§V) r,sing,Dr.Dj ,

/z\/—\

+

. . 1 . .
e VF‘,V'Dt)ZrPanfDrPDJ o - Z(\/E;v‘[’t +VF§V'D‘)2rPS|anDrPDJ o

=<

E:+v‘)®v+ L JraDroda, + i(va,ﬁvsv)@vmwvs)rporpdqf

+ 1
Nl N

(V™ +vee) g W‘D‘)rPDrquf—%(V\,f,;D‘ PV )WL +WE ™ )r,Drpdg,

&) +Ur+UL, +UQ U
- 2& ST , Urp sing; Drodq Dj »
& 4 o

%t—m +Ut—Dt +Ut—Dt Ut EI l:l
+§ nfv n " stv —V”’tar »sing,Dr.dg, D ,
o

aw;, +W. +W; +Wt

-2@ are cosq DrpdaOj »
8 4 §
aNt D+Wt D+WtDt+WtDt
té Ure cosq ; Drp dgDj 5

e n g
2 [oi +us)- Uy +ui]sin, oreoi o
1

-R—[(U;;f" +U5?)- (U +UL ™ sng,DrDj

2 [owe +wi,)- i, +w Joota, Dr,ci,

o fiwe= ewi)- (i +wi; = Jootq, Dreda

+|Py™ - PY™ )r, sing, Dr,Dj
(P F )P tUp] p (3.40)
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3.5.4Discrétisation de la composante azimutale de I’éguation de quantité de mouvement
p €q q

3.5.4.1 Discr étisation du terme temporel

Ny fu ey t+Dt .

N N\ N\ N ﬂwo - - + . .

oooogﬁgrzﬂnq drdqdj dt= MPW]I *rg sinq DrpDa,dj

o (3.41)
W™ - AW, +W _

= w ZuW w r.P aneD,PdeJ .

3.5.4.2 Discr étisation destermes convectifs

Ny fwewt+Dt 1
N N\ N\ Y =
00002
Swhw Wy t

(rZUW)rzsinq drdqdj dt=
"

SIE

= 2[(r ZUW)th - (r 2UW);N]sinququj .- [(rZUW):WDt - (rzuw):wm]sinququj .
=2[r2uswe )- (2uiw Jlsina,ba.d
-[rzuemwe®)- (r2utewe ™ |sing,Da,di | (3.42)

gt +U' oV, W O .
W I s, Da,d
8 P
g +U! oVy +Wg O _
sig Iy 19na.Dapd
P P

) LD U gAY AW O .
_rnig e 2 . :C i 2 . anqedeJe
ﬂg 7}
o) L2 +U D Ay T WP O .
TE— *—7sinq,Da,d .
a9

=2r

-2

2

RET i 2
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Ny fu €yt+Dt
000 0= MWW)r?sing drdq dj dt =
sty ¢ Tl

=2 [ww)i_ - (W) ] r,, sing, o, o , - [0w);® - Gw)i®] v, sing, D, df
=2 [(v;wwgw)- (v;WWgN)] r.sing,Dr.dj .

[ owe™)- fremwg )] v singbrod (343)

&/, +V 0N +W O
=2 WTrsmqudje
g 2 !258 2 3

L+ oaavvt +W; 0
-2 " 2 T r.sng.Drpdj
2 ﬂg 2 ;z;
a/t Dt +Vt Dt vat Dt +Wt EI
i r »Sing Dr.d
g 2 ﬂg 2 QJ
&/ +V 0 aa‘Nt AW o

+GP 7 rp,sing.Drdj
g 2 ﬂg 2 I

Ny f €yt+Dt
N N N\ 1

ﬂ ( 2 .
00 ~—— (WW)r2sing dr dq dj dt=
wawvgtorsmq T

=2 [ww), - ()., ] vy, DrDa, - [fw);® - ()52 ]r,, Dr,Da,

=2 [fwgw )- g w, Jropro Do
- b ) b wiz v o o,

€ vt +W! 6 at +W U
=6¢ & R+ _oc N WNW:l;IrPDrPDqP (3.44)
88 2 5 & 2 Pk
& o st- Dt Dt 12 t- Dt t-Dt =2
et ewrd gl
% 2 5 & 2 zH

42



Chapitre3 Résolution numérique

3.5.4.3 Discr étisation des autrestermes a gauche

ny f ey t+Dt

@@@@?ﬂ-r sinq dr dq dj dt
:[2(UW)‘PW - (UW)‘F;D‘]r sing,Dr,Dq,dj ,

‘) LUl +U'E U (3.45)
:ZGMJ”e"“HJ”jLU Y, —Wt ur sing,Dr,Dqg,dj .

2 4 g 0

t- Dt + t- Dt + t- Dt + tDt

? = Do *U Wt Dturpsmqur Dadj .
4 g 0

Ny fu € t+Dt .
000 O VM0, 2 gng dr dg df dt =
shw, t € 1@
:[Z(VWt - (vw) t'Dt]cotqerF,Wsian,DrF,DqF,dj .
&L +VI+VI+VL 0 (3.46)
=2¢ *W; cotq, sing, r,DrDg,dj ,
& 4 5
a/fte—wl:l +Vft—|:l +Vbt—Dt Vt Dt

- G bew —Wt -~ ™ cotq, sing, 1, Drp D0
& 4 5

3.5.4.4 Discr étisation destermesdiffusifs

NOC ‘izlg? 2 IWQ Ir?dnqdr dg dj dt
& Tro

A ,t+Dt __t+Dtl:I
=L & WO % WO eing, Do, (3.47)

Regg Tra, e Tra g

1 e wvtﬂ:l Wt+Dt
= — g2 ¢ M G S usmqudJe

9 wvtijt Wt+|:l
rRea™¢  d g
g% o 5 & s &




Chapitre3 Résolution numeérigue
1 Ny fweyt+Dt ﬂ T[W

MO0 C —¢3ng— rsqurdqdj dt
Rre 9000 24nq ‘ﬂqg 19 o

t+Dt

= 19‘*’ ng W0 &y qM— uDr o (3.48)

Rega e, e Tag, g

é wvt+Dt _ Wt+Dt O t+Dt _ Wt+|:l d-l

:igsianw‘? P BT sing, & > Dr,dj ,

Re & dqg;, P & dq,

Ny fw €yt+Dt

. 1 a°Wo

— 000 C —r Zsing dr dq dj dt
Re QSVPPr sin’q &¥j °
_lgel T =1 WeTR (3.49)

Reg&sing 1j ¢ sing 1j ﬂN f

t+Dt t+Dt A t+Dt t+Dt

_L1E L STIWTO 1 auTWrd

Reging, & D. 5 sna, & D. B
3.5.4.5 Discrétisation des autrestermes a droite

ny fwewt+Dt
L AAd a2 aaT——r ?dngdrdqdj dt
ReanNw ) r? sing &1
=2 Ll - vy )- e - ug oo,
== - vt Jonba, - = g - u oo, (3.50)

4 el +U' 6 a!+Uldl
:_g new sa/v:_g :uD,. qu
A D L ytDt g t-Dt t—Dtd‘J
_A?HGN US&N i_?n US :l;ID,PmP
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f
1 ™S 2cotq eV

ReSSWOtOr sing

__[2( &tN B va,w)— (Vet\,;Dt B Vvs;th)]CtheDrPDqP

g —r sinq drdg dj dt
i o

4 &/, +Vy,, 0 (qa/t+v o {q.Dr.g (3.51)
= -uco qe P

Reé 2 g g ;zg

2 %/tDt VtDtO a/t[l Vt—l:ld:l

. b Y,
i :leCtheD’PDqP
Reé 2 5 g 2 A
Ny fu €y t+Dt

1 Lay N2 W 1 e t+Dt
- — 000 ——r snqdrdgd dt=-— —W Dr, Dg,dj (3.52)

Re ity Pgr sin’q g Regsing, g
3.5.4.6 Discrétisation du terme de pression
Ny f €yt+Dt 1 ( )

A0 O - —r sing dr dg dj dt=-(P"*™ - P"™)r, Dr
soow, ¢t TSing Em A - L e (3.53)
= (P;Dt - P;+m)rpupmp
On réécrit I’ éguation de quantité de mouvement azimutale sous la forme généralise :
AW = A WU+ AQWETT o+ AW+ A W+ A WS + A WGT +S, (3.54)
Les coefficients de cette équation sont :

2 2

A —sm dj A —sm d

Ny, Regd quJe Sy Regd qmje

A == ?‘”qf redi Ao, == ?”qbﬂpdje (3.55)

" Re& do, 5 Reg dg,
lee 1 0 lee 1 0

A =—&———3x A =——¢ - Iy

B Regsinquj B e W RegsianDj w B »Dllp
AD A\l +ASW+A: +A3 +AE +AN +—I’ que PDquJ P PDquj e

Resqg
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t- Dt

AN, P 2 -
S =g % SiNA.DrRDA,d - — =12 Snd,Dr D

e+ ) +ws Jeing,Daed ,+ e U2 +UL,) W +We Jsing, D

2 (U5 +ULY )W + W™ Jsing,Dadi

+
Ny n

1
4
- gr o euse ) > e w ®)sng,a.d
Loy, )W +we )r, sing,Drdi +;(\/t FVE WS +W )r, sing,Drdj
e ey ewg ®)r, sing, D
i %(\/t-Dt #VE2) W + W), sing, Drdj
1(w +W, Fr,Dr,Dg, + 1(\/v +V\(N)rDquP o P r,Dr, Dy,
1(wt >+ W f r, Dr, D, - 2( toHUl+UL, +U )Wtr sing,Dr.Dg,.dj .
(3.56)

E(U‘ % PUER +U LY +U L W, sing,DrDa .4

b PV HV, +VE W cota,r, sing, Drp Du 6

.b
/\/\

V5D + VP VP VE W cotq, rp Singp D Da,d

+

o UL, +UL+U LWL r, sing,DroDa,d

C

new

o FULT +U L™ +U L™ W r, sing, DrDaed

s FVE VGV, W oot sind DDl

’?

+ +
NI I\J|H N I\J|H NG V)
C

(\/t VR AV VL Dt)Wt ™ cotq,r, Sng,Dr,Dg,dj .

W+ UL U org, +—fUse +use)- U Uz Jora,

3|
I\Jml\J

(v
2l +vi)- 5+ Jloota,orea,
ie[(vt % +V52)- i+ Jeotq,Dr,Da,

+ (R - RE® r,Dr, Da,
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3.5.5 Discrétisation des conditions aux limites
3.5.5.1 Pour lavitesseradialeU
Ar=1, U=0
AU =00 A, =1A =A, =A, =A =A =A, =0,5,=0

ALk =1
S, j.k)=0

A r=R,/R, ,U=0
ApU, =00 A, =LA, =A, =A, =Ag =A. =A, =05, =0
A, (L-1jk)=1

S,(IL-1j,k)=0

u UE™-Ue™ _ 0 oo
quo,ﬁ—OD T_or> g™ =up®
P A=A =LA = AL =AL=A =R, =8 =0
A, (i1k)=1
A 1Lk)=1
S,(iLk)=0

U U™ -Ug™ _ oy poe
A q=p,ﬁzob d—qb—OD Ug™ =ug™
P A=A LA SA SA SA S A =S, =0
A, (i,dL k) =1
Ag (i, 3L k) =1
S,(i,9L,k)=0

3.5.5.2 Pour la vitesse polaire V
A r:1,VF§V+Dt:OD Ao =LA =A, =A =A =A =A, =S,=0

A lLik)=1
s(Lik)=0
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A r=R,/R, V=0

VFEV””:OD AD\,::LAEV:AN\,:A\IV:ASV:A&,:A:\,:S/:O

A, (iL.j.k) =1
S(iL.j.k)=0

A q=0,V=0

Vi =0P A =LA SA, SA SA SA =A =5 =0

A iLk)=1
$,(iLk)=0

Ag=p,v=0

VT =O0P A =LA SA SA SA S A

A (i,L-1k)=1
S, (i,dL-1k)=0

3.5.5.3 Pour la vitesse azimutale W

A r=1,W=sdnq

W™ =sng b A, =1, =sinq
A [Lik)=1

S.(L j.k)=sing,(j)

Ar=R,/R,,
aR, O 0.
We” =R gy Snab
Rl 19
zcmNzo

:ABV:Sv:O

(3.62)
(3.63)
(3.64)
(3.65)
= AF =0
" (3.66)
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T[W t+Dt t+Dt
pourq =0,—/"*? =0p —~ % _=0b W' - W =0b W =W
ﬂq dqf w w w w
b APW:]"AFW:]"AEW:ANW:ANW:ASN :ABW:SW:O
A (i1k)=1 (3.67)
A (i1k)=1
S,(iLk)=0
T[W t+Dt _ t+Dt
pourq=p,—/"® =0p —fr P« _=0p WP - WS =0p WS =W
ﬂq dqf w w w w
P A, =A, =LA, =A, =A, =Ag =A_ =S, =0
A, (i,dL-1k)=1 (3.68)
Ag (i,dL-1k)=1
S, (i,dL-1k)=0

3.6 Equation de discrétisation de la pression

Les éguations de quantité de mouvement discrétisées, peuvent s'écrire sous la forme

suivante :
aU,=8au, +b, +(P, - P.)A,
aU, =8 au, +b,+(P. - R)A
aVy = é aV; +h, +(PF - PP)Af
aV, =a ay, +b, +(R.- R)A
aW, =3 aW +b,+ (P - R.)A
aW, =g aWw +h, +(P. - R,)A,

(3.69)

L’indice i indique les points voisins du point considéré dans les trois directions.b,, b,et
b, sont les termes des sources contenant les autres termes que ceux de la pression. On peut

réécrire le systéme (3.69) souslaforme:
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Us :Os+ds(PP_ PS)
Vi :\Zf +d,(R- R) (3.70)
Vb =Vo +db(PP - PB)
W, =W, +d,(R. - B.)
WW :WW+dW(PP_ PW)
Lesvitess;esljn,Ljs,\7f ,\7b, Ae, AW, sont dites pseudo-vitesses, elles sont définies par :
aau +b aau +b
Un - I u US - I u
a, a
~ éaivi+bv ~ éaivi +bv
V, =——— Vy=———
> % (3.72)
o ] .
~ W, +b A W, +b
We - a a'l I w WW - a a'l I w

a a,

On considére I’éguation de continuité qui a éé intégrée dans un volume de contr6le typique

non décalé. Elle et souslaforme:

(rnZU:Dt - rszut;n )SianDQPDj pt (VfHDt sing; - Vt§+Dt gnqb)rPDPDi pt

t+Dt t+Dt (372)
+(Ww - W, )rPDPDQP =0

On remplace les vitesses présentent dans cette équation par leurs formules (3.70), et on
obtient :

r.nzl.tjn -i_dn(Pl\tlJrI:)t - PFt‘JrDt)JS.anDqPq P rszl.tjs -'_ds(PFt‘JrI:)t - PSHDt )J S.anDQPI:] P
+B7f +d, (F)I:tmt - P;rDt)]SianrPDrij P - B?b "'db(PFEJrDt - P;Dt)]SinQbrPDrij P (3.73)

+ [, +d, (R - Ry o DrDa, - W, +d, (P - R )]r, v, D, =0

On simplifie cette équation souslaforme:
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(rnztjn - rsztjs)SinQPDQPDj P +(\7f sng; - \7b SinQb)rPDrPDj P +M’w - We)rPDrPDQP

+17d, (PU™ - P )sing,Da,D ;- r2d, (RS - PL"™ )sing, DD , +
(3.74)
d, (F)I:twt - Prt’m)SianrPDrij p- db(PFEJrDt - Py )gnqbrPDPDi pt
"'dw(PFEJrDt - P\;/JrDt)rPDerP - de(PEtJrDt - P;+m)rPDPmP =0
On réécrit I”équation de pression sous laforme :
A PR = APYP L AL PR 4 A PUR AP+ AP+ A PYD 1S (3.75)

A partir de I’équation (3.74) on détermine les coefficients Ao, Ay, As, A, Av A A LS.
A =d_r.Dr.Dq, A, =d,r.Dr.Dgp
AN = r.nzdnSIhQPDQPI:] P AS = rSZdSS.anD]PDj P

A =d;sinqr.DrpQy Ag =d, sing,rpDroDj
(3.76)

A=A HA FAHAT A+ A

SP = (rSZLjS - rnzon)ganmPDj p T &bsmqb B VAf Sian )rPDrPDj P
+6/Ve— WW)rPDPqu

Pour résoudre I’équation de la pression, on utilise un champ de vitesse estimé, qui sera

introduit comme suit :

Ui=8&au; +b,+(F - P)A,

a, ; &au; +b, +(P; - X)A

afv; =8 aV, +h, +(Pf f)Af (3.77)
=3 aVv +b, +(P - P))A

aW, =& aw’ +h, +(P: - P} )A,
aW, =& aw +b,+(p - R
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On suppose que les valeurs de la vitesse et de pression seront égales a une estimation et une

correction :
U=U +U
V=V +V
W=W +W
P=P +P

(3.78)

Les estimations des vitesses et de pression portent une étoile, et les corrections portent une

prime a1’ exposant.

Donc:
U, =U,+U,
U, =U,+U,
Vi =V[ +V,
s, (3.79)

V, =V, +V,
W, =W, +W,
W, :WV: +W,,
aU, =8 au; +(R - R)A
au,=§au;+(F- R)a
avi =4 av +(F- P

- . A (3.80)
abe =aay +(PP' PB)A)
aW, =8 aw +(R.- R)A
aW, =& aw +(p - R)A,
Une approximation justifiée par Patankar[23], condse a négliger les

sommesé au i' é av,, é aW, Donc, les corrections des vitesses ne seront fonctions que

des corrections de la pression :
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aU, =R - P )A
au,=(P- P)A
aV, =P - P)A,

Co (3.81)
a\V, = (PP - B )Ab
aw, =(P. - R)A,
a W, = (P - Ry A,

Le systeme (3.81) exprime de fagon claire que les corrections de vitesse sont directement
liées aux corrections de pression. Les relations entre les vitesses et leurs corrections sont

donc comme suit :

Un :Ur: +dn(PN - PP)
U,=U; +d,(p - P))
V, =V; +d, (P - P.)
V, =V, +d, (P - )

(2]

m
o

(3.82)

B
We :We‘ +de F)E - PP)
W, =W, +d, (P, - R,

Les vitesses du systeme (3.82) doivent satisfaire I’équation de continuité, on obtient

I’équation suivante :

r2Ju; +d, (P - P )|singeDa.Di » - r2Ju; +d.(Ps - P;)|sing,Dg,eDj »

+B/f +d, (P - PF',)]sianrPDrPDj b - b/b +d, (P, - PB)] sing,reDreDj (3.83)
+W; +a, (R - Ry )lreDxDa, - W+, (R - B )rooroDg, =0

On écrit cette équation sous laforme:

AP = AR+ AR, +AR +AR + AR TAR +S, (384
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Avec les coefficients :

A =d_r.Dr.Dq, A, =d,r.Dr.Dgp
AN :rnzdns.anDqPq P AS :rszdss.anDqPDj P

. . . . 3.85
Ac =d;sing,r.Dr.O Ay =d,sng,r.Dr.O ( )

Se = (rSZU; - rnZU;)SinQPDQPDj P +(Vb* sing, - V; sing; )rp DreD) 5
+(\Nv: - W;)I’P Dr.Dap
Donc pour trouver les corrections de la pression on résout le systéme représenté par I’équation

(3.81). Ensuite, on utilise ces corrections pour déterminer les corrections de la vitesse.

3.7 Résolution des équations discr étisees

Aprés la discrétisation des équations qui modélisent le probléme, on obtient un systéme
d’équations algébriques. Ce systéme s’écrit sous laforme suivante :

[Alx} ={B} (3.86)
[A] C’est lamatrice des coefficients connus.

{X} C’est |e vecteur desinconnus.

{B} Vecteur de charge.

Pour résoudre ce systéme d’équation, on utilise la méthode de Balayage, avec I’algorithme de
Thomas suivant les directions radiales et polaires et I’agorithme tri diagonal cyclique suivant

ladirection azimutale.

3.8 La méthode de balayage

La méthode de Balayage et une méthode de résolution semi itérative, elle consiste a
déterminer les valeurs du parametreF sur chaque ligne du maillage indépendamment des
autres lignes, donc le systéme devient un systéme a matrice tri diagonae.

Le systéme d’équation algébrique s’écrit sous laforme :

[AF} ={b} (3.87)
Ou:

[A]: Matrice des coefficients.
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{F} - Vecteur des inconnus.

Et représenter par I’équation de discrétisation suivante :

AF o= AF+AF s+ AF +AF, +AF +AF +S (3.88)
3.8.1 Balayage suivant r

AFs=AFy+AFs+S (3.89)
Avec :

S =AFe+AFy+AF+AF, (3.90)

Ce systéme est tri diagonal et peut-étre résolu par I’algorithme de Thomas. Et on obtient la

solutionF ) .

3.8.2 Balayage suivant q

AFp =AsF g +AF  +§ (3.91)
Avec :
S =AFI+AFD+AFD+AFY (3.92)

Ce systéme eg tri diagond, et peut-étre résolu par I’algorithme de Thomas et on obtient la

solutionF @

3.8.3 Balayage suivant |

AFp=AF +AF,+S (3.93)
Avec :
S =AFY+AFY+AFD+AFD (3.94)

Ce systéme eg tri diagond, et peut-étre résolu par I’algorithme de Thomas et on obtient la
solutionF 0.

Donc le systéme global est tri diagond cyclique. Et peut-étre résolu par I’algorithme tri
diagond cyclique.

F0) : représente la solution obtenue aprés les trios balayages suivant r,q et) .
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3.9 Algorithme de Thomas

Cet algorithme est appelé auss TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm).

Il est utilisé pour résoudre un systéme tri diagonal d’équations algébrique:
[AfF} ={b} (3.95)
Avec:
[A] Matrice des coefficients.

{F} Vecteur desinconnues.
{b} Vecteur de charge.
La matrice[A], doit étre tri diagonale. On utilise I’algorithme de Thomas pour résoudre le
systéme d’équations.
Soit le systéme tri diagonal d’équations agébriques :
aF, =bF ., +cF _,+d (3.96)
a,h,c,d, : sont des coefficients
F .., : estlavaleur delavariable dépendante dans le point a droite du point i
F ., : estlavaleur delavariable dépendante dansle point & gauche du point i.

Si le premier point est 1 et le nombre de point est N, on doit avoir :

c,=0 et b, =0. (3.97)
On prend larelation de récurrence de laforme:
Fi=RF.+Q (3.98)
Avec:
— bi
' a-cP
Lo (3.99)
— di +CiQi—l
' a-cP,
Avec:
B = b Et Q= 94 (3.100)
& a

Ces deux paramétres sont connus. Aussi il est facile de démontrer que :
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P, =0 EtT, =Q,.

Les étapes de calcul de I’algorithme de Thomas sont :
1. Caculde R et Q,

2. cdculer P et Q pouri=1,..., N

3. onpose T =Q,

(3.101)

4. onutiliseI’équation (3.98),i=N- LN - 2,.......1 pour obtenirF _,,F _,,.....F;

Cet algorithme converge rapidement.

3.10 Algorithme tri diagonal cyclique:

Un systeme d’équation tri diagonal cyclique est représenté par I’équation indicielle suivante :

aF =bF g +c Fy +dg

Tk+1 § k1 KL
k=) KL S
1,  § k=KL

Et:

K :‘%k— 1, si. k11
TKL, sk=1

Tous leséémentsa, , b, , c, et d, sont supposes connus.
On introduit une relation de récurrence
Fo=EF wtFRF.+G
k=123...,kL-1
Elzﬁ’plzﬂ Et Glzi

a a &
Cette relation est auss vrai pour kk :
Fu« = E«F +FF . Gy

On remplace I’équation (3.105) dans (3.102) on obtint :
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)('D\

h( e Ck I:kk eCkak + dk C,J

ap e—uF Kk é—uF wté = (3.108)
éa - GEy éa - GEy éa - 6By

(3.44) et (3.46) sont identiques. On obtient

L S S 1 P A T N S R (3.109)

a - GEq “ a-GE, * a-GE,
Connaissant E,F;,G,;, on calcule, avec les relations de récurrence précédentes, tous les
E.F.G.k=23...,K -1
Pour calculer les F,,k =KL-LKL- 2,.....,321 avec la relation de récurrence (3.108), il
nous faut lavaleur de F , qui sera déterminée dans ce qui suit.
F,=bF . +tcF. +d (3.110)
S k=KL

a'KLI: KL = bKLFl +CKLF KL-1 +dKL
PlF KL = QlF 1 + CKLF KL-1 + Rl

(3.111)
avec:
P =a,,Q =b,,R, =d,
R.,Q,, R sont connus.
D’apres (3.105) on trouve::
F,=EF,+FF, +G, (3.112)

On utilise cette éguation dans (3.111), et on obtient :

(R- QFRJF« =(QEJF.+cF . +(QG +R) (3.113)
PFw =QF v Fr 1 +R

Del’équation (3.105) on a:

F,=EF,;+FF, +G, (3.1149)
On utilise cette équation dans I’équation précédente :

(P, - QRJF i =(QE)F;+caFu.+(Q6, +R,)

Qui est réécrite sous laforme:

PF =QF;+Cc Fy i +R;

R=R- QR (3.115)
QS :QZEZ
RS = QZGZ + RZ
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Et onremplace F ; dansF , ....etc.

On continue les procédures jusgu'a |’ obtention de |’ équation :

I:)KL—lI: KL = QKL—lF KL-1 + CKLF KL-1 + RKL—l = (QKL—l + CKL )F KL-1 + RKL—l
Et on obtient trois relations de récurrence :

PK = PK—:L - QK—lFK—l

Qy =Qx.1Ex.4

RK = QK—lGK—l + RK—l

Connaissant B,Q,, R, oncalculetousles B,Q,,R.,K =23,....,KL - 1.

PKL-lF KL = (QKL—l *CyL )F ki1 T RKL—l
avec:

F KL-1 = (EKL—l + I:KL—l)I: KL + GKL—l

On remplace cette équation dans I’ équation précédente, et on trouve :
I:)KL-lF KL = (QKL-l + CKL )[(EKL-l + I:KL-l)I: KL + GKL-l] + RKL-l

A partir de cette équation on trouve larelationde F

(QKL—l + CKL )GKL—l + I:QKL—l

F =
“ I:)KL—l - (QKL—l + CKL )(EKL—l + I:KL—l)

Finalement, le calcul de F ,, permet lecalcul des F ,K =KL - LKL - 2,

3.11 L’algorithme SIMPLER
Les étapes de I’algorithme de SIMPLER sont résumés comme suit :

1. Oncommence les calculs par un champ de vitesse initia U,V ,W .

2. Oncalcule les pseudo vitesseU , V etW .

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

3. Onutilise les pseudo vitesses pour calculer la source de I’équation de discrétisation de

lapression.

4. Résoudre le systeme d’équation de discrétisation et obtenir un champ de pression

considéré comme une estimation de la pressionP" .

5. Onutilise P" dansles sources des équationsde U~ et V™ etW".

6. Résoudre les systémes des équations deU”, V™ et W’ et obtenir les estimations des

vitessesU ™, V' e W’
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7. UtiliserU™,V" et W dansles sources de I’équation de I’équation deP .

8. Résoudre le systéme d’équation de P’ et obtenir la correction de pression.

9. oncorrigelechamp devitesse: U =U" +U 'V =V +V W =W +W’

10. On verifier la convergence. S’il y’a convergence on arréte les calculs. Sinon on

retourne al’éape 2 pour refaireles calculs.

3.12 Atteinte du régime per manent ou convergence
Dans notre travail, on afixé plusieurs critéres qui contrélent la convergence du code de calcul.

(i)- Il yad’abord le critére de convergence de type numérique. Il est défini par :

dif f=gf"-f" £e (3.121)
f

ou f représente lesvariables U,V et W et nle nombre d’itérations. Dans cette étude, le critére

de convergence e est fixé a10™*.

(ii)- On verifie aussi la physique du probleme par la satisfaction des bilans globaux massiques

et thermiques dans tout le domaine. Pour cela on controle I'égaité des débits massiques:

o o
a Qentrant = a. Qsortant "

(iii)- Enfin on vérifie, graphiquement, en des points du domaine aéatoirement choisis qu’il

n’y aplus de variations temporelles de toute variable associée a ces points.
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Chapitre4 Résultats et discussions

Dans ce chapitre on expose les résultats concernant un écoulement entre deux sphéres

concentriques co-rotatives ayant les rayonsR, =1 et R, =1.5. Ce qui donne un rapport des
rayonsh =1.5, unrapport d’aspectb = 0.5, unrapport desvitessesRo = 0.5. Lesrésultats ont

été obtenus pour un domaine de variation du nombre de Reynolds. 1£ Re £ 4000.

On utilisera un maillage uniforme dans tous les directions qui correspond a 32 points dans la
direction radiae (IL=32), 189 points dans la direction polaire (JL=189), et 32 points dans la
direction azimutale (KL=32). Ce qui fait que le maillage contient au total 193 536 points.
Pour effectuer les calculs itératifs, on utilise un PC Pentium4 équipé d’un processeur ayant

une fréquence égale a 1.7 Mhz et une capacité mémoire RAM de 512 Mo. On atravaillé avec

un pas du temps Dt =10°° pour Re =1 et un pas du temps Dt =102 pour Rel [500,4000].

4.1 Leproblémede Stokes.

Dans le cas d’une faible rotation, on peut faire I’approximation d’un écoulement permanent,
incompressible et axisymétrique. Cet écoulement rotatif est unidirectionnd (avec la seule
composante azimutale de la vitesse) et bidimensionnel (la vitesse est en fonction de r etq ).
Avec les approximations citées, |I’écoulement (que nous appelons écoulement de Stokes) est

modélisé comme suit :

e
Avec les conditions aux limites suivantes:

Ar =1, W =sinq (4.2
A r =15 W =0.75sinq (4.3)
Aq=0W=0 (4.4)
Ag=pW=0 (4.5)

L’utilisation de la méthode de séparation des variables permet I’ obtention de la solution :
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(rq)—e1~—1 +27 1U

&8’ 3l (4.6)

Cette solution est graphiquement représentée sur la figure (4.1). Brievement elle illustre la
décroissance radiale monotone de la vitesse azimutale de la sphére intérieure a la sphéere

extérieure. Elle montre la décroissance polaire de la vitesse entre |’ équateur et les poles.

Figure (4.1) : Isotachsdela vitesse azimutale dansle plan méridien (Re=1)

du probléme de Stokes

Les gradients de pression de cet écoulement de Stokes peuvent ére approximativement
déterminés comme suit :

P wWelra)
qr r
4.7)
19P w?(r,q)
1 »— cot(q)
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La valeur absolue du moment axial non dimensionnel de la force de cisaillement a la surface

de chaque sphére est égale a17.86.

4.2 Casd’unefaiblecorotation: Re=1
Similaire & la solution analytique, le champ de I’écoulement obtenu numériquement est
stationnaire et axisymétrique. Le mouvement principal est la corotation dans la direction] .
Lavitesse azimutale est plus @evée al’équateur et diminue versles pdles ou elle s’annule.
Dans ladirection radiale, elle diminue entre les sphéres intérieure et extérieure. Sa distribution

spatiale dans un plan méridien est illustrée dans la figure (4.2).

Figure (4.2): Isotachs dela vitesse azimutale dans le plan méridien (Re=1)

Elle est qualitativement et quantitativement similaire a celle obtenue par la solution de
Stokes. Cependant, le mouvement principale du a la rotation des sphéres induit un trés faible

mouvement secondaire dans un plan méridien : le maximum absolu de la vitesse radiale est

U, =3.91 10°* tandis que e maximum absolu de la vitesse polaire estV,,,, =8.64 10°*.
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A I’équateur, un trés faible désequilibre entre le gradient de la force centrifuge génére un
écoulement radial dont le courant prend naissance du voisinage de la sphére intérieure vers la
sphére extérieure. Dés qu’il atteint la sphére extérieure, il se sépare en deux parties en suivant
les hémisphéres extérieurs vers les poles.

Une fois aux pdles, I’écoulement suit les hémispheres vers la direction de I’éguateur. Ce
mouvement forme les enveloppes de deux cellules englobant I”écoulement secondaire. Donc,
le mouvement secondaire (bien qu’infinitésimal) dans le plan méridien est représenté par deux
cellules contrarotatives (écoulement d’Ekman) séparés par I’équateur comme I’indique la
figure (4.3).

Figure (4.3): Fonction de courant del’écoulement secondair e dansle plan méridien
(Re=1)

La distribution de presson dans le plan méridien est montrée dans la figure (4.4). On voit
clarement que la pression augmente dans la direction radiale, surtout a I’équateur. Dans la
direction polaire, la pression est plus devée a I’équateur et diminue rapidement en direction

despdles. Lavaleur absolue du Torque axial des forces de cisaillement aux surfaces des
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sphéres est égd 4T =17.83. Cette valeur est trés proche de celle obtenue par la solution de
Stokes.

Figure (4.4): Isobaresdansle plan méridien (Re=1)

Donc, pour un faible nombre de Reynolds (de I’ordre de 1), nous pouvons approximativement
affirmer que I’écoulement est principalement dans la direction azimutale et que la solution
exacte de Stokes est clairement satisfaisante.
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7.5 ]

— W
+ dPsdr] ] B T
Wi [

Figure (4.5): Distribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la

pression, del’accéération centrifuge et dela vitesseradiale a I’équateur (Re=1)

4.3 Le casd’unerotation modérée (Re =500).

C’egt un cas d’un nombre de Reynolds modéré pour lequel les forces de cisaillement a la
surface des sphéres augmentent d’une maniere significative et que I’écoulement secondaire
s'intensifie. Le champ d’écoulement est aussi stationnaire et axisymétrique.

Ladigtribution de la vitesse azimutale dans |e plan méridien est indiquée dans lafigure (4.6).
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Figure (4.6): Isotachs dela vitesse azimutale dansle plan méridien (Re=500)

Au voisinage de I’équateur, nous notons qu’a partir de la sphere intérieure vers la sphére
extérieure, la vitesse azimutale diminue radialement pour atteindre un minimum local puis
augmente en direction de la sphére extérieure.

L’existence de ce minimum loca est due a la forte diminution de la vitesse azimutae causee
par I”’augmentation de la force de cisaillement, lorsgue le nombre de Reynolds est augmenté.
Cette distribution est différente de celle du cas Re=1 pour lequel la décroissance de la
vitesse azimutale de la sphere intérieure vers la sphere extérieure est monotone. De plus, loin
de I’éguateur, nous notons que les isotachs de la vitesse azimutale sont courbés au voisinage
des surfaces sphériques mais sans variation axiae loin de ces surfaces.

Le domaine d’écoulement peut étre divisé en deux zones séparées par un cylindre vertica
(virtuel) et tangent & la sphére intérieure. A I’intérieur de ce cylindre, la distribution de la
vitesse azimutale est approximativement axialement invariante loin des surfaces sphériques
ou I’effet visgueux est faible.

Cependant, proches des surfaces sphériques, nous avons des couches d’Eckman avec des
variations axiales importantes. A |’extérieure du cylindre mentionné nous avons une variation

radiale significative de la vitesse azimutal e proche des spheres. L’épaisseur de la couche
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d’Eckman a la surface de la sphére intérieure augmente en s’approchant de I’équateur. A
I’équateur, le déséquilibre local du gradient de pression radial et I’accéération centrifuge
cause un écoulement radial allant du voisinage de la sphére intérieure vers la sphére extérieure
en générant deux cellules contrarotatives qui forment I’écoulement secondaire dans le plan
méridien (auss un écoulement d’Eckman). Cet écoulement secondaire, représenté dans la

figure (4.7) posséde des vitesses plus devées que celles du cas Re=1 : le maximum absolu

de la vitese radiae a la valeur U,, =7.99 10%et celui de la vitesse polaire

etV =9.1710"°. Auss, les centres des cellules sont situés proches de |”équateur.

Figure (4.7): Fonction de courant del’écoulement secondair e dansle plan méridien
(Re=500)
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Ladigtribution de pression dans le plan méridien est représentée dansla figure (4.8).

Figure (4.8): Isobares dansle plan méridien (Re=500)

Proche de I’équateur, la pression augmente de la sphére intérieure vers celle, extérieure. Et
dans la direction polaire elle diminue de I’équateur vers les pdles. Les isobares méridienne
sont presque des lignes droites et paralléles a I’axe de rotation avec une augmentation de la
valeur de la pression en s’éloignant perpendiculairement de cet axe. Cette distribution de la
pression peut étre approximativement expliquée ci-apres. La différentielle totale de la
pression axisymétrique est définie par :

ap =P g+ TP g (4.8)

fir fiq

En effet, en supposant approximativement (& partir des équations de quantité de mouvement

polaire et radiale) que les gradients méridiens de pression sont modélisés par :
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T r (4.9)

Ces agpproximations mieux vérifiées loin des parois et de I’équateur. Donc :
W?
dP = ——dr +W?2 cot(q )dq (4.10)
r

Comme lelong d’une isobare:dP = 0

0= % +cot(q)dg (4.11)

On obtient de cette équation la solution suivante :

r sin(q ) = Congtante (rayon cylindrique constant). (4.12)

Donc les isobares méridiennes sont des cylindres verticaux paraléle a I’axe de rotation a une

distance normale & I’axe égale ar sin(q).

L effet visqueux prés des surfaces sphériques a un faible effet sur la distribution citée. La
valeur absolue du Torque axial non dimensionnel des forces de cisaillement aux surfaces des
sphéres est égale 4 38.77, qui est trés supérieure & celle obtenue pour Re =1.

L augmentation du Torque est causée par I’augmentation des forces de cisaillement aux

surfaces des spheres.

A partir de la figure (4.9), on voit qu'il y'a un déséquilibre entre le gradient de pression et
I'accéération centrifuge a I'équateur. Et que la vitesse azimutale subit une décroissance, ele
atteint un minimum local ensuite elle augmente vers la sphere extérieure. La décroissance
radiale de la vitesse azimutale est principalement due a I’augmentation du nombre de

Reynolds.
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Figure (4.9): Distribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la

pression, del’accélération centrifuge et de la vitesse radiale a I’équateur (Re=500)

4.4 Cas avec Re® 1000

Lorsque le nombre de Reynolds est augmenté a des valeurs supérieures ou égales 41000, on
obtient un écoulement différent de celui obtenu avec Re =500. Le mouvement principa (la
rotation azimutae) est illustré dans les figures (4.10), (4.15), (4.19), (4.23).

Les écoulements secondaires dans le plan méridien sont illustrés dans les figures(4.11),

(4.16), (4.20), (4.24), et les champs de pression sont présentés dans lesfigures (4.12), (4.17),
(4.22), (4.25).
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Figure (4.10): Isotachsde la vitesse azimutale dansle plan méridien (Re=1000)

La distribution da la vitesse azimutale montre que I’épaisseur de la couche d’Eckman (prés
des surfaces sphériques) diminue avec I’augmentation du nombre de Reynolds. Loin de
I’équateur et des surfaces sphériques (ou I’effet visqueux est important), I’écoulement n’a
aucune variation axiade comme prévu par le théoréme de Taylor-Proudman pour les
écoulements rotatifs avec une grande rotation globale.

Les écoulements secondaires (dans le plan méridien) sont différents de ceux obtenu
avecRe =500.
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Figure (4.11) : Fonction de courant de |’écoulement secondaire dansle plan méridien
(Re=1000)

La différence principale est I’éclatement des cellules de I’écoulement secondaire (les cellules
d’Eckman) dans le plan méridien : deux vortex sont générés de la sphére extérieure, proche de

I’équateur. Chague vortex est contrarotetif ala celule dont il S'est séparé.

L’éclatement des cellules de I’écoulement secondaire représente une bifurcation de

I”écoulement causee par |I’augmentation du paramétre du contrdle (le nombre de Reynolds).
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Figure (4.12): Isobares dansle plan méridien (Re=1000)

Dans ce qui suit, nous tentons une explication de la génération des vortex. Nous commengons
par I’examen de la variation de la vitesse azimutale a I’équateur en fonction de I’augmentation

du nombre de Reynolds.

Dans la figure (4.13), on voit que pour un faible nombre de Reynolds (Re =1), la vitesse

azimutale subit une décroissance monotone de la sphére intérieure ala sphere extérieure.

Lorsque le nombre de Reynolds est supérieur ou égal a500, on voit qu’a partir de la sphére
intérieure, la vitesse azimutae décroit, elle atteint un minimum local et ensuite elle augmente
en dlant vers la sphére extérieure. La décroissance radide de la vitesse azimutale est

principalement due a1”augmentation du nombre de Reynolds.

Cet effet cause la réduction de la vitesse azimutale, a une certaine position radide, a un

niveau inférieur a celui atteint au niveau de la sphére extérieure.
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On remarque que le minimum de la vitesse azimutde est relativement réduit par
I’augmentation du nombre de Reynolds ; cependant, sa position radiae parait invariante avec

lavariation du nombre de Reynolds.
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Figure(4.13) : Lavariation radiale dela vitesse azimutale pour les nombresde
Reynolds 1, 500, 1000, 2000, 3000, 4000

On remarque auss que pour Re>1000, I’augmentation de la vitesse azimutale, de son
minimum loca & son niveau a la sphere extérieure, a un point d’inflexion. Pour un nombre de
Reynolds suffisasmment grand, c’est I’augmentation radiale de la vitesse azimutale, de son
minimum local a son niveau a la sphére extérieure, qui induit le faible écoulement radia

négatif de la sphere extérieure ver I’intérieur de I’entrefer.
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De la figure (4.14), on voit qu’a I’éguateur, de la sphére intérieure, la vitesse radiale est
positive et croissante (Ia ou I’accélération centrifuge et supérieure au gradient radial de
pression) ; elle est positive et décroissante (la ou I’accélération centrifuge est inférieure au
gradient radial de pression). Elle atteint une valeur nulle |a ou I’accélération centrifuge et le
gradient radial de pression s’équilibrent prés de la sphere extérieure. De cette position a la
sphére extérieure, elle devient faiblement négative (& cause du déséquilibre de I’accéération

centrifuge et du gradient radial de pression).

Figure (4.14): Digribution radiale dela vitesse azimutale, du gradient radial de la
pression, del’accélération centrifuge et dela vitesseradiale a I’équateur (Re=1000)
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Et donc, & I’équateur il y’a une position radiale (pres de la sphére extérieure) ou la vitesse
radiale est nulle. Auss, la vitesse polaire est nulle a I’équateur. Donc, on a un point de
stagnation (U =0 etV =0) de|’écoulement secondaire dans le plan méridien, a1’ équateur.

On sait, qu’a un point de stagnation, une ligne de courant se divise. Elle se divise en trois
branches: une branche suit I’égquateur (vers la sphére extérieure). Deux autres branches
quittent I’équateur et suivent I”écoulement méridien ; elles croisent la sphére extérieure (ayant
la méme valeur de la fonction de courant) & deux points ou la vorticité azimutale est nulle.
Ceci explique I’éclatement de la cellule d’Eckman et la formation d’un vortex dans chaque

hémisphere.

On note, gu’une condition nécessaire mais pas suffisante de I’apparence des vortex est
I’existence d’un minimum local de la vitesse azimutale a I’équateur. La condition n’est pas
suffisante, par ce que ce minimum doit ére suffisamment petit pour I’induction des vortex ;
s’il n’est pas suffisamment petit, il N’y aura pas d’apparition de vortex comme témoigne le

casRe =500. Lataille des vortex augmente avec le nombre de Reynolds.

La distribution méridienne de la pression, présenté dans les figures (4.12), (4.17), (4.21),
(4.25), est quditativement invariante avec I’augmentation du nombre de Reynolds. Le Torque
axial augmente avec le nombre de Reynolds: il est égal a 51.06, 68.75, 82.85 et 95.07,

pour les nombres de Reynolds 1000,2000,3000, et 4000 , respectivement.
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Figure (4.17): Isobaresdansle plan méridien (Re=2000)
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Figure (4.18): Didribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la

pression, del’accéération centrifuge et dela vitesseradiale a I’équateur (Re=2000)
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le dansle plan méridien (Re=3000)
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Figure (4.21): Isobaresdansle plan méridien (Re=3000)
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Figure (4.22): Didribution radiale de la vitesse azimutale, du gradient radial de la

pression, del’accéération centrifuge et dela vitesseradiale a I’équateur (Re=3000)
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Figure (4.25): Isobaresdansle plan méridien (Re=4000)
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4.5 Conclusion

La simulation numérique de I’écoulement entre deux spheres concentriques et corotatives,
separées par un entrefer ayant une épaisseur égale ala moitié du rayon de la sphére intérieure,
avec un nombre de Rossby éga a un demi, a donné deux régimes d’écoulement dépendant du
nombre de Reynolds.

Pour un nombre de Reynolds faible (Re =1), I’écoulement rotationnel et le Torque peuvent
étre obtenus de la solution du modéle de Stokes. Dans un tel cas, le mouvement secondaire
dans le plan méridien est un écoulement infinitésimal dans des cellules d’Eckman.

Pour le nombre de Reynolds modéré considéré (Re =500), I’écoulement azimutal, dévie
congdérablement de la solution de Stokes. La rotation de I’écoulement principal induit un
mouvement secondaire dans le plan méridien sous la forme de deux cellules d’Eckman
congdérables et contrarotatives ; une dans chague hémisphére. Pour les nombre de Reynolds
relativement élevés, considérés:1000 £ Re £ 4000, le régime d’écoulement est différent du
premier. Dans la région autour de I’éguateur, la force de cisaillement augmentée réduit le
niveau de la vitesse azimutale dans I’entrefer sphérique & un niveau inférieur a celui de la
sphére extérieure. Un tel minimum locd, si suffisamment petit, entraine I’apparition de deux
petits vortex déachés des cellules d’Eckman de |’écoulement secondaire dans le plan

méridien. Lataille de ces vortex augmente avec le nombre de Reynolds, comme prévu.
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Chapitre5 Conclusion générale

Dans ce mémoire on a étudié numériquement |”’écoulement incompressible, laminaire d’un
fluide visgueux confiné entre deux sphéres concentriques corotatives. On a considéré le cas

avec un rapport d’aspectb = 0.5 et un nombre de Rossby égale a4 0.5 tandis que le nombre de
Reynolds prend six valeurs Re =1,500,1000,2000,3000,4000.

On a modélisé mathématiquement ce probléme par I’équation de conservation de la masse
(équation de continuité), et I’égquation de quantité de mouvement dans les trois directions
radiale, polaire et azimutale. La discrétisation de chaque terme de ces équations est comme
suit :

1. La discrétisation des termes temporels dans les équations de Navier-Stokes est du
second ordre et suit le schéma d’Euler backward. La discrétisation des termes
convectifs et non linéaires, est aussi du second ordre et suit le schéma d’Adams-
Bashforth.

2. Ladiscrétisation des dérivées spatiales est approchée par la méthode des différences
centrées qui est du second ordre.

3. Lestermesdiffusifs et de pression ont été évalués au tempst + Dt .

Aprés la discrétisation des équations modéisant le probléme, on obtient un syséme
d’éguations algébriques, qu’on peut résoudre par I’Algorithme SIMPLER. Le code
numérique concu et validé par une comparaison avec la solution analytique du probléme de
Stokes. Lesrésultats ont été obtenus pour un rapport d’aspect fixé & 0.5, un nombre de Rossby
fixé @ 0.5, et une augmentation du nombre de Reynolds a partir d’une faible valeur vers une
valeur élevée. On a obtenu deux régimes d’écoulement différents dépendant du nombre de
Reynolds. Ces régimes d’écoulement sont :
1. PourRe=1et Re =500 on obtient un écoulement de type écoulement avec 0-Vortex.

2. Pour Re 3 1000, on obtient un écoulement de type écoulement avec 2-Vortex.
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Nomenclature

Nomenclature

B : Point située dans la direction polaire négative par rapport au point de référence P
B : Facesetrouvant entre les deux points P et B

dr, : Distance radiale entre deux points du maillage typique non décalé, en référence
ala facen qui sépare les deux points considérés (m).

dq, : Distance polaire entre deux points du maillage typique non décalé, en référence

alafacef qui sépareles deux points considérés .
dj .: Distance polaire entre deux points du maillage typique non décalé, en référence
alafacef qui sépareles deux points considérés (m).
E : Point située dans la direction azimutade positive par rapport au point de
référence P
: Face setrouvant entre les deux points E et P
: Point située dans la direction polaire positive par rapport au point de référence P
: Force (N)

: Face se trouvant entre les deux points F et P

E
F
F
F
N : Point située dans la direction radiale postive par rapport au point de référence P
N : Face setrouvant entre les deux points N et P

P : Pression non dimensionnelle

P : Point se trouvant au centre du volume de contréle

P, : Pression de référence (Pa)

: Coordonnée radiale non dimensionnelle

-

R, : Rayon de la sphére intérieure (m)

R, : Rayon de la sphére extérieure (m)
2

Re: Nombre de Reynolds défini par g%ae - RW S
n g

Ro : Nombre de Rossby défini par g 0 = %8
Wl



Nomenclature

: Point Stuée dans la direction radiae négative par rapport au point de référence P

: Face se trouvant entre les deux pointsP et S

- v W

: Torque non dimensionnel

—

: Temps non dimensionnel

U : Composante radide de lavitesse l%]
V : Composante polaire de la vitesse l%]

W : Composante azimutale de la vitesse l%]

w : Face setrouvant entre les deux points P et W

W : Point située dans la direction azimutale négative par rapport au point de référenceP
Z :Axederotation

Dr, : Distance radiale entre deux faces du maillage typique non décalé, en référence au
point P qui se trouve au centre entre ces deux faces considérées

Dq, : Distance polaire entre deux faces du maillage typique non décal€, en référence au
point P qui se trouve au centre entre ces deux faces considérées

Dj »: Distance azimutae entre deux faces du maillage typique non décalé, en référence

au point P qui se trouve au centre entre ces deux faces considérées

Indices

u : Décalage du maillage suivant ladirection radide

v : Décalage du maillage suivant la direction polaire

w : Décalage du maillage suivant la direction azimutale

b, e f, n, s, w : Fait références aux faces d'un volume typique respectivement bas, e<t,
front, nord, sud, ouest

P : Fait référence au noaud P d'un volume fini typique

Symboles Grecs
b : Rapport d'aspect (épaisseur non dimensionnelle de I'entrefer = 0.5)

u : Viscosité cinématique lm%J



Nomenclature

. : ékyu
r .Masszevolumlqueé iy

m :Viscosité dynamique gkg.ma

& s H
g : Coordonnée polaire

] :Coordonnée azimutae
D :lIntervalle fini

W, : Vitesse angulaire de la sphére intérieure lr%J

W, : Vitesse angulaire de la sphére extérieure lr%J

Exposants

t : Désigne l'instant t

t- Dt :Désignel'instant t- Dt
t+Dt :Désigne l'instant t + Dt
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Résumé

Résumeé
Dans ce mémoire on a éudié numéiquement |'écoulement incompressible, visgqueux et

laminaire entre deux sphéres concentriques corotatives. Le rapport de |'épaisseur de I'entrefer

sphérique sur le rayon de la sphére intérieureb = 0.5. Le rapport des vitesses angulaires qui

est le nombre de Rossby est égal a 0.5, dors que le nombre de Reynolds prend six valeurs
Re =1, 500,1000, 2000,3000,4000. On a moddisé ce probléme par les équations de

conservation de la masse et de conservation des trois quantités de mouvement dans les
directions radiale, polaire et azimutale. Les équations modéisantes sont résolues par la
méthode des volumes finis. Pour un nombre de Reynolds faible (Re=1), I'écoulement
rotationnel et le torque peuvent ére obtenus de la solution du modele de Stokes. Dans un tel
cas, le mouvement secondaire dans le plan méridien est un écoulement infinitésimal dans des
celules d'Eckman. Pour le nombre de Reynolds modéré, consdéré (Re=500), I'écoulement
azimutal, dévie considérablement de la solution de Stokes. La rotation de I'écoulement
principal induit un mouvement secondaire dans le plan méridien sous la forme de deux
cellules dEckman considérables et contrarotatives, une dans chaque hémisphére. Pour les
nombres de Reynolds relativement élevés, considérés. 1000 £ Re £ 4000, le régime
d'écoulement est différent des deux premier. Dans la région autour de I'équateur, la force de
cisaillement augmentée réduit le niveau de la vitesse azimutale dans I'entrefer sphérique a un
niveau inférieur a celui de la sphére extérieure. Un tel minimum local, s suffisasmment petit,
entraine |'apparition de deux petit vortex détachés des cellules d'Eckman de I'écoulement
secondaire dans le plan méridien. La talle de ces vortex augmente avec le nombre de

Reynolds, comme prévu.

Motsclés
Sphere co-rotatives écoulement de Couette
Ecoulement de Couette sphérique

La méthode des volumes finis
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