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Chapitre 1
Introduction générale

La géométrie de notre espace pose probléme en physique car il n’en existe pas
une description unique. Dans ’esprit de la relativité générale, I'espace et le temps
forment un objet quadridimensionel dont la courbure est donnée par la distribution
de masse. Quand un objet massif se déplace, la courbure change; la géométrie est
un objet dynamique. Au contraire la mécanique quantique, et plus généralement la
théorie quantique des champs, suppose la donnée a priori d'un espace dans lequel
évoluent des champs. Pour reprendre une image de la théorie des champs prend
'espace pour scéne, alors qu’en relativité la scéne elle-meme participe a I'action. La
contradiction est d’autant plus flagrante que chacune de ces théories est validée et
vérifiée avec précision dans son domaine d’application : la gravitation pour la relati-
vité; les interactions électromagnétiques, faibles et fortes pour la théorie quantique
des champs. Cette double approche de la géométrie n’est pas forcément scanda-
leuse. Rien n’interdit & deux descriptions de cohabiter, tant que la cohabitation est
harmonieuse. Mais les phénoménes qui relévent a la fois de la mécanique quantique
et de la gravitation, comme le tout d’ebut de 1'univers dans la théorie du big-bang,
ou l'effondrement gravitationel d"une étoile passée une certaine échelle, brisent cette
harmonie. L’hypothése répandue au jour d’aujourd’hui est, qu’a tout petite échelle,
aucune des descriptions géométriques classiques n’est valable. La structure géomé-
trique intime de 'espace-temps n’est pas connue. Et la mécanique quantique sug-
gére que 'hypothése du continu n’est pas justifiée. On estime que cette structure
intime devrait etre visible a des échelles de I'ordre de 10733 cm. C’est la longueur

de Planck. La géométrie non commutative, en étendant les concepts géométriques
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usuels de maniére compatible a la fois avec la relativité générale et avec la méca-
nique quantique, propose des outils mathématiques pour appréhender la géomé-
trie a cette échelle. Pour 1'heure bien entendu, aucune théorie ne décrit I'univers
a cet ordre de précision. Parmi les candidats au titre de théorie de la gravitation
quantique, aucun n’a jusqu’a présent franchi avec succés le cap de la vérification
expérimentale. Une approche naturelle consiste a quantifier le champ gravitationel
comme les autres champs, mais la théorie obtenue est non renormalisable, c’est a
dire sans intéret physique. Néamoins cette optique, amener la relativité a la théorie
des champs, reste valable et suscite des travaux considérables qui, dans les raffine-
ments les plus récents, aboutissent a la théorie des cordes et la supersymétrie. L'uni-
fication est obtenue mais aux prix d’hypothéses physiques fortes : l'espace temps
esta D = 11 dimensions et il existe deux fois plus de particules que celles connues
jusqu’a présent (a chaque particule connue correspond un partenaire supersymé-
trique). Pour I'instant, aucune de ces hypothéses n’a été vérifiée. Cette approche de
'unification considére comme secondaire la nature proprement géométrique de la
relativité générale. Pour d’autres au contraire le caractére dynamique de la géomé-
trie constitue I’apport essentiel de la relativité générale et toute la question est, pré-
cisément, d’adapter cette dynamique géométrique au contexte quantique. En clair,
il s’agit d’affranchir la théorie quantique des champs d’un espace donné a priori.
On parle de théorie des champs telle la “loop quantum gravity”. Malheureusement
cette théorie pour 'instant ne propose pas de tests expérimentaux. La foi en “1'uni-
fication par la géométrie” se heurte a notre mauvaise compréhension de la théorie
des champs. En effet, autant la relativité générale a une interprétation géométrique
simple, autant ce que dit la mécanique quantique de la géométrie nécessite des élair-
cissements. Comment définir un point de l'espace en mécanique quantique? Ou
plus exactement comment donner une signification physique a la notion de point?
Une maniére simple consiste a appeler point I’endroit occupé par une particule a
un instant donné. Mais a supposer que ’'on connaisse avec précision un point, les
relations d’incertitude de Heisenberg indiquent que I’on ne peut connaitre avec pré-
cision la position de la particule a un autre instant. Autrement dit, si une particule
permet de définir un point, elle ne permet pas d’en définir un autre. Bien sur, on
peut considérer plusieurs particules au meme instant dont on connait les positions

avec précision, et on définit ainsi plusieurs points. Mais pour savoir comment ces



points s’arrangent les uns par rapport aux autres, pour faire la géométrie, il faut
pouvoir mesurer des distances. Pour ce faire, il faut qu'un meme objet, par exemple
I'une des particules, occupe a un instant donné le point 4, et & un autre instant le
point b. Connaissant sa vitesse, on mesure son temps de vol et I'on en déduit la dis-
tance. Mais plus on saura avec précision que la particule occupe le point 2 a I'instant
t, moins on pourra etre sur qu’elle occupe le point b a I'instant suivant. La méca-
nique quantique suggére de raisonner sur des valeurs moyennes. Le point est alors
d’efini comme la valeur moyenne a un instant donné de 1’observable position ap-
pliquée sur 1’état représentant la particule. On opére ainsi un changement de point
de vue important : le point n’est plus défini en tant qu’objet abstrait de la géomé-
trie (tel qu’on l'apprend a 1’école : “un point n’a pas d’épaisseur, une ligne est un
ensemble infini de points”), c’est un objet algébrique, la valeur moyenne d"un opé-
rateur sur un état. Or les mathématiciens savent traduire en langage algébrique les
propriétés géométriques d un espace. Plus précisément, les propriétés géométriques
(essentiellement la topologie, la mesure et la métrique) d’un espace ont une traduc-
tion algébrique dans I'ensemble des fonctions, a valeur complexe, définies sur cet
espace. La géométrie non commutative est une adaptation du dictionnaire qui per-
met de passer “d’algébre commutative”a “espace” en remplacant, partout ou il y
a lieu, le mot commutatif par non commutatif. Evidemment les choses ne sont pas
si simples. Abandonner la commutativité implique de profonds changements dans
les d’efinitions du dictionnaire, et requiert meme la création de notions nouvelles.
L'investissement mathématiques est lourd mais le jeu en vaut la chandelle car on
peut alors accéder a de nouveaux types “d’espaces non commutatifs” ou des phé-
noménes physiques trouvent une interprétation géométrique qu’ils n’avaient pas
jusque la. Par exemple le champ de Higgs apparait comme le coefficient d'une mé-
trique dans une dimension supplémentaire, discréte, qui rend compte des degrés de
liberté internes (spin ou isospin) d’une particule.

Le but de ce mémoire, et revoir la théorie des collisions dans un espace-temps
non commutatif et dans le cadre de la géométrie non commutative. On montrera
qu’il y’a plusieurs approches et que le formalisme des opérateurs non commutatifs
peut se réduire au formalisme ordinaire avec un produit de Moyal. On considerera
aussi quelques applications pour illustrer ce phénoméne de diffusion non commu-
tatif.



Chapitre 2
Quelques considérations élémentaires

Expérimentalement, ils existent plusieurs phénomenes physiques des interac-
tions entre deux systéemes quantiques. C’est le cas, en particulier, des expériences
réalisées avec un faisceau de particules A envoyées sur une cible constituée de parti-
cules B. L'étude quantique consiste a déterminer les interactions entre les particules A
et B lorsqu’elles s’approchent. Une expérience célébre de ce type est celle effectuée
par Rutherford, en 1911, qui a permis de mettre en évidence ’existence du noyau
atomique et de mesurer sa charge. Le faisceau des particules A était constitué de
noyaux d’hélium Het T, appelés particules g, et la cible formée d’une trés mince
feuille d’or. Passant au voisinage des noyaux d’or, les particules a sont plus en plus
déviées de leur trajectoire initiale et un détecteur D permet de compter le nombre
de particules a arrivant dans une direction 6 donnée.

De maniere générale, les interactions entre deux particules A et B sont appelées
des collisions. Quand I'état des particules ne change pas aprés 'interaction et leur
énergie cinétique totale reste la méme avant et apres la collision (seulement leurs
trajectoires sont modifiées) et c’est le cas par exemple des particules & dans 1'expé-
rience de Rutherford ; on dit que les particules diffusent et 1'interaction est élastique.
Par contre, si la collision est inélastique, 1’état interne des particules est modifié.
C’est le cas, par exemple, de l'excitation et de l'ionisation des atomes, et la désinté-
gration des noyaux.

L’état du systeme apres la collision peut donc comporter de nouvelles parti-

cules [1].



2.1 Hypotheéses d’étude

On se limite a ’étude de la diffusion élastique des particules A sur des parti-
cules immobiles B, on suppose que :

e Les interactions entre les particules A et B peuvent étre décrites par une
énergie potentielle V (r) ne dépendant que de la position relative r = r4 — rp entre
les deux particules, ainsi on ramene 'étude de la diffusion dans le référentiel du
centre de masse, d"une particule unique de masse réduite par le potentiel V (r) .

o Les particules A et B seront supposées sans spin, ce qui permet de simplifier
considérablement 1’étude théorique (cela ne signifie pas que le spin ne joue pas un
role lors des diffusions élastiques).

e La cible est supposée suffisamment mince, de telle sorte qu'une particule A
n’interagit qu’avec une seule particule B lors de la traversée de la cible.

e L'extension des paquets d’ondes associés aux particules incidentes A, est
petite vis-a-vis de la distance moyenne entre les particules B de la cible. Ceci conduit

a négliger les effets de cohérence entre les ondes diffusées par les particules B [2].

2.2 Ladiffusion d’onde plane et le paquet d’onde

L'équation de Schridinger décrivant 1’évolution d'une particule sous 1’action

d’un potentiel V (r) et ayant une énergie E bien définie (état stationnaire) est donnée

par:

ih%‘i[’ (r,t) =EY (r,t). (2.1)

Pour calculer la fonction d’onde ¥ (7, ), on utilise la méthode de séparation

des variables. On pose ¥ (7, t) sous la forme suivante :
Y(rt) =) x ().
Apres un simple calcul, on trouve :
¥ (r,t) = ¢ (r) exp <—%E t> ,
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ol ¢ (r) est la solution de I'équation aux valeurs propres :

Ho(r)=E¢(r),

et H est 'Hamiltonien avec I'expression :

avec u est la masse réduite. Il est a noter que 1’équation aux valeurs propres peut

prendre la forme :
2
[A + k2 - h—fv (r)] ¢ (r) =0, (2.2)

2k2

2y
aborde la zone d’action du potentiel V' (r). Considérant maintenant une onde plane

ou E = et represente 1'énergie cinétique de la particule incidente avant qu’elle
de la forme exp (i k.r)qui traverse la région d’action du potentiel V (r) dans un cer-
tain interval [—a, a] . Généralement, I’'onde incidente en traversant le potentiel V (r)
, sera diffusée. Elle n’est pas donc plane mais ressemble & une onde sphérique de

exp (i k.r)

la forme ~ . . En faisant une analogie avec I'optique ondulatoire, on com-
prend que l'onde diffusée doit avoir pour r grand, les caractéristiques suivantes :
¢ Dans une direction donnée (6, ¢), sa dépendance radiale doit étre de la forme

exp (i k.r By . . .
~ L En réalité c’est une onde sortante de méme énergie que 1'onde inci-
r

1
dente mais avec un facteur P I’équation (2.2). L’équation aux valeurs propres pour r

grand a la forme suivante :

[Arg(l,—F kz} <M> = 0, pourt) o

2 2 -
[Ay+k2+lz{a—+cotei+ 1 9 H {M] -0

21582 96 " sin?00g? r
az 28 ) exp(ik.r) o
ot [T o
avec 92 d 0>
1 1
—_ 2 -y NG Y] <in2 0 002
Dygy= [ATJF k +72{892+C0t939+sin298§02H/
et
9% 20
" 9r2 T ror



e La diffusion n’étant pas en général isotrope et 'amplitude d’onde diffusée doit
contenir un facteur dépendant des variables angulaires et noté f (6, ¢). Finalement,
I’état stationnaire de diffusion ¥ (r) est par définition la solution de I'équation (2.2)
dans le comportement asymptotique est de la forme suivante :

exp (i k.r)

Y(r)=A |exp(ikr)+f () (r>a). (2.3)

La solution ¥ (r) de la forme donnée par l'équation (2.3) représente une su-
perposition d’une onde plane dans la direction k, et d'une onde divergente centrée
autour de r = 0. C’est une solution stationnaire de 1'équation (2.2) de Schrodinger .
Si on trouve une solution de 'équation (2.2) et qui satisfait la condition limite (2.3)
quand r est grand, on peut en principe solutioner le probléeme de diffusion. On re-
marque que :

e La partie sphérique a le méme k (nombre d’onde) que I'onde incidente, par-
ceque le potentiel tant vers zéro quand r est grand (r > a ), donc l'énergie des
particules incidentes égale a I'énergie des particules diffusées.

e La fonction f (7) qui est définie par I"équation (2.3) & une dimension de lon-

gueur.

2.21 L’amplitude de diffusion et la section efficace

Soit (0z) la direction le long de laquelle arrivent les particules incidentes, le
potentiel V (r) est localisé autour de 'origine 0 des coordonnées.

On note f; le flux des particules du faisceau incident, c’est-a-dire le nombre de
particules traversant par unité de temps une surface unité perpendiculaire a (0z)
qui est supposée beaucoup plus large que la zone d’action du potentiel V' (r). Loin
de cette zone d’action, on place un détecteur D mesurant le nombre dn de particules
diffusées par unité de temps dans un élément d’angle solide d (), centré autour de la
direction d’angles (6, ¢). Le nombredn est proportionnel & f; et a d Q; le coefficient
de proportionnalité o (6, ¢) est similaire a une surface et il est appelé section efficace
différentielle de diffusion dans la direction (6, ¢) [2].

C’est la quantité qui doit etre determinée dans toutes les expériences de diffu-

sion, et son importance est capitale. On définit également la section efficace totale de
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diffusion, notée o¢,;, comme l'intégrale sur tout I’angle solide de la section efficace

différentielle o (6, ¢) :

Trot = / o (6,9) d Q. (2.4)

Il est a noter que :

eOnadn = fjo(0,¢)d Q) les dimensions dedn et f; sont respectivement
T ~let (12T )~ L.

e Onexprime le plus souvent les sections efficaces en barns (1barn = 10~ 4cm?).

e La section efficace différentielle o (6, ¢) est égale au carré de I'amplitude de

diffusion f (6, ¢)(voir 'annexe).

c(0,9)=If (6,¢). (2.5)

Donc la section efficace totale prend la forme suivante :

Trop = /dQ|f 6,9) 1. (2.6)

2.2.2 Ladiffusion en ondes partielles

La méthode de la diffusion en ondes partielles est une technique particuliére
pour simplifier les calculs de 'amplitude de diffusion surtout quand le potentiel est
sphérique et symétrique V (7) = V (r). Elle est une décomposition de la fonction
d’onde ¥ (r) en harmoniques sphériques Y; ,, (6, ¢), qui sont orthogonales et fonc-
tions propres du carré du moment cinétique total L 2 et la projection du moment

cinétique suivant I'axe (0z) L.. On peut écrire :

u ,, (r
Y(r) = ), %()Yz m(0,9), (2.7)
I,m
LY, (6,9) = B (I+1)Y ,,(6,9), (2.8)
LZYI Mm (6/ (P) = hmZYl m (6/ (P) ’ (29)
/ Y m (9' QD> YP A (9’ (P) aQ = ¢ p Om q (2.10)

(o1 et m. sont des nombres quantiques associés aux opérateurs L 2 et L, respective-

ment et U; ,, (r) est une fonction ne dépendant que de r). Avec cette décomposition,

10



I’équation de Schridinger est tres facile a solutionner par rapport a I’équation origi-
nale. Si la fonction d’onde diffusée est de la forme (2.7), I'équation de Schrodinger
(2.2) se réduit a :

d? S 2uVi(r) 1(+1)

2
Wul,m (r>+ k hz r2

Uy (r) = 0. (2.11)

On suppose quand r >> a, le potentiel V (r) tant vers zéro plus rapidement que

7~2. Donc la forme asymptotique de 1’équation (2.11) est :

" I (1+1
u I, m (1/) - %Ul m (1’) + kzul ,m (1’) ~ 0, (2'12)

" d?
avecU,; . (r) = ﬁul m (7).
’ r
La solution générale de 1’équation (2.12) est une combinaison linéaire des fonc-
tions sphériques de Hankel :

Y 1) = O — Ay D k) + By b (k7). (2.13)

On remarque qu’il y a deux régions asymptotiques :
e La premiére correspond a élliminer V (r) par rapport au terme [ (I 4 1)r=2.
e La deuxiéme correspond a élliminer aussi le terme [ (I + 1)r 2
Si le potentielV (r) ne tend pas trés rapidement vers zéro par rapport au terme I
(I4+1)r 2, on ne peut pas parler d"une forme asymptotique des fonctions de Bessel.

Quand r est suffisamment grand 1’équation (2.11) devient :

ul”, m + kzul = 0. (2.14)

La solution de cette équation est une combinaison linéaire de exp (Lik.r) .
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2.2.3 Les fonctions sphériques de Bessel

L’équation radiale pour les ondes libres(V(r) = 0.) ¥(r') = ‘{’,(( 0 (r)ala

[ ,m
forme suivante :

W [d2 2d 1(1+1) RO

— |t _ gR©
o \arr Trar T T 2 | () =ER” (1), (2.15)

oll ‘f,(( ?) (r) = R]((/?) (r) Y;"* (6, ¢). Les ondes sphériques libres ! 0) (r) sont des

I ,m k1 ,m
fonctions propres communes a H o, L 2et Ly. Ol H est ’hamiltonien libre (H o, L2et

Lz formentun E. C. O. C.) [2].

En faisant le changement de variable suivant :

2
Zokr =Lkl L

d?2 2
= _ 29 g2 _cH
dz d7‘:>dz2 =k drz/k E,

hz

et en remplacant dans 1"équation (2.15), on obtient :

dz 24 L(I+1)7 0
atzztl - R E=0 (216

C’est ’équation de Bessel sphérique d’ordre [ et elle admet deux solutions li-
néairements indépendantes [3]:

e L'une est la fonction de Bessel sphérique J; (z), définie par [3], [4]:

o 1 1 1d ! sinz
He=c0'e () (55), 1)

avec

i i 301 3

fo(2) = 0% 1 ) = IF - 25, o) = (G- 1) sinz - 255
et
N z! 1. ] T
Ji(z2) = [CESI ]1(2)—25111(2— E)'

z — (0z— o
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e La deuxieme c’est la fonction de Neumann sphérique N (z), définie par [3],

[4] :
N (z) = (-1 (z)} Gi)l <_C°SZ), (2.18)

zdz z
avec
CoS Z cosz sinz 1 3 3sinz
NO(Z):<_ > )/N1<Z):_ Z2 _T/NZ(Z):<E_;>COSZ_ 23 s
et

2l —1)! 1 T
Ni(z) =~ (ZZ—H)’ Nl(z)zgcos<z—l—>.

Z — 0Z —

Dans ce qui suit, on utilise les fonctions sphériques de Hankel hl(l) (z) définies

par [3], [4]:

. . 1d z
W@ = @ iNE =) D@ (177) (92), @19
avec
1 . 1 i . i 3 3 .
h (()1) (z) = T eXpiz ,hgl) (z) = (_Z — ;) exp zz,hgl) (z) = (E — 2 2—3) expiz.

Il est a noter que :
e La forme asymptotique des fonctions de Hankel quand z tant vers l'infinie

est:

() ~ % (1 +0 (z*l)) . (2.20)

z — 0

o h;z) (z) = { hl(l) (z)} "dénote le complexe conjugué de hl(l;) (2).

2.2.4 Larelation entre les ondes sphériques libres et les ondes planes
On considére deux bases distinctes d’états propres de Ho(I'Hamiltonien libre)
[2]:

e Les ondes planes exp (i k.r)sont des fonctions propres des trois composantes

— —>
de l'impulsion P =h k.



(0)

® Les ondes sphériques libers ¥, | | (r) sont des fonctions propres de L2et L.

Ces deux bases sont différentes parceque 7 ne commute pas avec L 2et L;.On
peut exprimer une onde plane exp (i k.r)comme une superposition linéaire des ondes
sphériques libres. Elle est la solution de 1’équation de Schrodinger quand V (r) = 0

et on peut écrire :
0 1
exp (i k.r) Z Z k l (7). (2.21)

En utilisant les propriétés des harmomques et fonctions de Bessel sphériques

on aura :

exp (i k.r) —4n2 Z it (k) 1Y 6k, )] Y (6, 9) (222)
I=0m= -1

ou O et @, sont les angles polaires qui représente la direction du vecteur k. Si k est

dirigé suivant 1’axe (0z)(m = 0 ), I'équation (2.22) est réduite a :

o0

exp (i k.r) Z (2141) j; (kr) P, (cos®). (2.23)

Ot on a utilisé les relations suivantes :

_ 21 +1
m =20 _
Y, 0) = = P; (cos0)
_ * 21 +1
[Yszo(f)k)} = P (cos by)
_ * 21 +1
0 ee=0)] = /R =1,

avec P; (x) les polynomes de Legendre (voir I’annexe ).
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Chapitre 3

Diffusion par un potentiel central et la

section efficace

Dans le cas particulier ou le potentiel V(r) est central, le moment cinétique
orbital L de la particule est une constante du mouvement. Il existe donc des états
stationnaires de moment cinétique bien définis, c’est-a-dire des états propres com-
muns & H, L2et L,. On les appelle ondes partielles. Pour le calcul théorique de la

section efficace on va se baser sur deux méthodes :

3.1 Laméthode des ondes partielles

On suppose connaitre la fonction d’onde ¥ (r) de la particule diffusée dans
un potentiel sphérique et symétrique. Donc on peut extraire 1’expansion en ondes
partielles pour la fonction de diffusion. La forme asymptotique pour la fonction
d’onde quand r > a est définie par 1’équation (2.3), et 'expansion de 1’onde plane
exp (i k.r)est donnée par ’équation (2.22). La fonction d’onde diffusée contient le
terme exp (i k.r)qui peut etre exprimé sous la forme d’ondes partielles en utilisant

les fonctions sphériques de Harnkel hl [5].

f () S2UED Zczm ) (k) Yo (7). (3.1)

ottles C; ,, sont des coefficients complexes (I'amplitude des ondes partielles). Puisque

le potentiel est sphérique et symétrique, 'amplitude de diffusion f (7) dépend de

15



I'angle 6 et non pas l'angle ¢. Pour m = 0 et en notant C; = C; , l'expansion en

ondes partielles de ¥ quand r est grand devient :

Z L1 +1)j; (kr)+ ,/2l+1clh Y (kr)

D’un autre coté, si on pose U; (r) = U; 5 (r) pourm = 0,ona:

Py (cosb). (3.2)

i 214—; Py (cos®). (3.3)

En comparant (3.2) et (3.3), on trouve :

) it Jam @+ 1)y (o) + G ey (o> 1), (3.4)

r

On appelle I'equation (3.4) la condition limite. Quand kr > 1, les fonctions de
Hankel ont la forme asymptotique (2.20), et en remplacant dans I'équation (3.1), on
aura l'éxpression suivante :

£ (7 exp (ikr) _ chmexp (ikr) (

M T Lm
I i kr

~

). (3.5)

Donc I'amplitude de diffusion f () prend la forme générale suivante :
C )
k Z i llerl I,m 1" (36)

Im

Puisque 'amplitude de diffusion f (#) ne dépend que de 0 (I'angle de diffu-

sion, pour m = 0), on la dénote par f () et on écrit :

k Z G \/21—;1& (cosb). (3.7)

Par conséquent la section efficace totale a la forme suivante :
1. ¢ [2a+1 2
l
Otot = /dQ T Y D (cos )

On obtient les ccefficients C;, en résolvant I’'équation (2.11) sans négliger le po-

= k2 Z |Cl‘ (3.8)

=0

tentiel V (7). Les conditions limites pour cette équation de deuxiéme ordre sont :le

16



U (r)

r
totique est donné par I'équation (3.4)). Ces deux conditions sont suffisantes pour

terme devient fini quand r tend vers zéro et 'infinie (le comportement asymp-
fixer une solution unique et de déterminer les coefficients C;. En générale, les coef-
ficients C; sont dd l'ordre (k a)! , ils décroient rapidement avec ! quand kr < 1(la
limite de basses énergies), dans ce dernier cas, seulement quelques ondes partielles,
oll méme juste le premier (/ = 0 ot1’onde s), donne une bonne approximation pour
la section efficace totale. Dans la limite de hautes énergies, I’expansion en ondes par-
tielles est moins efficace puisque on est obligé de tenir en compte de beaucoup de
termes C;, | = 0, 1, 2. ... pour obtenir une bonne approximation pour la section
efficace totale [5].

3.2 Laméthode de déphasage

Précédemment, on a utilisé les amplitudes d’ondes partielles C; pour la des-
cription de la diffusion. Les coefficients C; sont des nombres complexes, on les ob-
tient en résolvant 1’équation radiale (2.11) avec la condition limite (3.4). Cette mé-
thode demande l'utilisation des fonctions sphériques de Bessel, par contre la mé-
thode de déphasage est un procédé qui n’exige pas l'utilisation des fonctions sphé-

riques de Bessel . On a 1’équation radiale suivante :

2u d? 1 (I +1)R W2k

T e T V(r)| Uy x (r) = Wul & (1), (3.9)

et le potentiel effectif V(r).¢s qui est la somme du potentiel V() et le terme centri-

1 (1 +1)n

2 5 et on écrit :

2
Z%V;rlz)hpour r)0

co pour r (0

V(r)+

V(T)gff - (310)

La recherche du comportement asymptotique de U j , lorsque r tend vers 1'in-

fini conduit a négliger le potentiel V(r) qui est tres localisé, ainsi que que le terme

17



1(1+1)
— 5
vante :

lié au moment cinétique. Donc 1’équation approximative a la forme sui-

d2
[Wjukz} U, (r) =~ 0. (3.11)

¥y — o0
La solution de cette équation est une combinaison linéaire de exp (i k.r).
U i (r) =~ Aexp (i kor) + Bexp (—ik.r ), (3.12)

avec la condition a l'origine :
U x (0) =0. (3.13)

Donc la solution de 1’équation radiale (3.9) prendra la forme :

!
Uy x (r) ~ Dysin (kr — 7” + (51> , (3.14)
r — oo
ouw = 77-[ -0 l) est une phase réelle, qui est complétement déterminée lorsqu’on

impose la continuité de la solution de I'équation radiale (3.9) s’annulant a 1’origine.

On trouve dans le cas d'un potentiel V(r) identiquement nul, ;) = 77T Si on prend
cette valeur comme référence, le nombre §; ainsi défini est appelé déphasage de
I'onde partielle ¥y ; ,, (7) et dépend évidement de k (de l'énergie E ) [2]. D’autre
part, la constante de normalisation D; peut étre déterminée seulement si on utilise
la condition limite (3.4), mais il s’avére que seulement le déphasage est nécessaire
pour décrire la diffusion, parceque dans la méthode de déphasage la solution est
simple et on trouve un vrai nombre J,; . Par contre dans la méthode d’onde partielle,
on cherche les coefficients complexes C; et on utilise les fonctions sphériques de

Bessel. C’est ’avantage de la méthode de déphasage.
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3.2.1 Larelation entre déphasage J; et 'amplitude d’onde partielle
G

On suppose que le déphasage 6; est connu dans I'équation (3.14), par contre

I'amplitude D; est inconnue. En utilisant la limite :
. 1 .
ji (kr) =~ 7 Sin (kr —1 ;) ,
r — ©0o

et la forme asymptotique de la fonction deHankel de I’équation (2.20), dans la condi-

tion limite (3.4), on trouve :

12

U (r) 1 expi (kr —ZE> —expi (—kr —l—lz) expikr 71\
l ity Jam (20 +1) 2 2 +clp—<—>

r kr 2i ikr \i
. T . T . T
1 expi (kr —l—) —expi (—kr —l—l—) expi (kr— l—)
~ gl il 2 2 2
~ @/471(21+1)k7‘ 5 +C o
. T . T
L /EEED SR (hHlg) [ e | o] P l)
B 2i kr 2i i kr T
On peut écrire aussi I’équation (3.14) sous une forme en exponentielle :
T - . P
exp (tkr —il— +id;) —exp (—ikr +il- —i¢
U (r) D ( 2 ) ‘ < 2 ) (3.16)

r r 2i

Les coefficients de exp (*ikr )sont équivalents dans les deux expressions(3.15)
et (3.16), par identification, on trouve apres un simple calcul que :

e Le déphasage J; est relié a I'amplitude d’onde partielle par la relation :

G CoN s exp (2i 6;) — 1
=exp (i d;)sind = —————.
i1+ /ar (21 = 1) p(id)sine, 2i

(3.17)

e L'amplitude D; est donée par 'expression :
_exp(id).y /
D, = — ! 4t (21 +1). (3.18)
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3.2.2 Les quantités diffusées en termes de déphasage

En substituant 1’éxpression de I'amplitude de diffusion C ; en fonction du dé-
phasage J; I’equation (3.17) dans I'amplitude de diffusion f (8) 1’équation (3.7), on
trouve :

f ()= %ZZO (21 4+1) [expi ;sind;] Py (cos ). (3.19)

On rappelle que le déphasage s’annule dans le cas d"une particule libre. L'ex-
pression de I'amplitude de diffusion en terme de déphasage est particulierement
utile lorsque seulement quelques termes dans la somme sont différents de zéro [2].
La section efficace différentielle est égale a | f (6)|? et pour obtenir la section efficace
totale o4, il suffit de I'intégrer sur tout I'angle solide. Utilisant I’équation (2.6) et les

propriétés d’orthogonalités des polynomes de Legendre. , on aura
. 2 47 & .0
oot = 27 / sinfd 0[f (6) = 7 ZZO (2 + 1) sin 4. (3.20)

C’est I'expression de la section efficace totale en fonction des déphasages. Il

est a noter que les termes d’interférence entre ondes de moments cinétiques dif-
. . . . I 7/ 4

férents disparaissent quelque soit le potentiel V' (7). La contribution = (21 +1)

sin? §; associée & une valeur donnée de ! est positive et bornée supérieurement par

47

= (21 + 1) [2]. On remarque que lorsque le nombre de déphasage non nuls est assez

petit avec une portée du potentiel ne s’étendant pas au-dela de quelques longueurs

d’onde, la série (3.20) converge rapidement

3.2.3 Les quantités diffusées pour la sphere dure
Si le potentiel de rayon limité 7, est une sphere dure, V (x) est infiniment ré-

pulsif dans la région r ( . , et nul dans la région 7 ) 7.

- —|—oo,r(ro
V(r) = { 0, vy (3.21)

On suppose que I’énergie de la particule incidente est suffisamment faible pour
que k ro < 1, on peut alors négliger tout les déphasages sauf celui de 'onde S
(I=0).0Onadonc:
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£ (0) = %i a7 (21 + 1) expid; (K) sinéy (k) Y 0 (6)

fi () = %\/4_7Texpi50(k)sin(50(k)Y8(9)

expi.dg (k) .
fi () = pTO()sméo (k). (3.22)
puisque Y § = \/%, la section efficace différentielle est isotrope.
T
c®) = |f @)
1.
c(0) = 5 (sindo (k).

Dong, la section efficase totale prend la forme :

owr = [sinodode| fi (6)

ot = 27 / sin 0d 0 (sin & (k)

2
Ctor = k2 (sm 5o (k))?. (3.23)
On obtient Jy (k) par résolution de I’équation radiale correspondant a (I = 0).

Ona:

{d_z +k2} U?(r) = 0 pourr )re.

172 (3.24)
U Y (ro) = 0. (la condition & l'origine)
La solution des deux équations est unique :
{ U,g (r)=0 Pour 7 (To. (3.25)
Uy (r)=csin(kr —kr,),pourr)ro

Le déphasage dp est par définition donné par la forme asymptotique de Uy

O(r):

u(r) = sin(kr + &).
F— (3.26)
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Par comparaison on trouve que g = —k r, ot (kro < 1). Donc la séction effi-

cace a la forme suivante :

47
Otot = ﬁ'sz%
Ot = Amr. (3.27)

On voit que o est indépendante de I'énergie, et égale & quatre fois la surface
apparente de la sphere dure vue par les particules du faisceau incident.

En mécanique classique la section efficace apparente est 7172 : seules seraient
déviées les particules qui rebondissent élastiquement sur la sphere dure, cependant
en mécanique quantique, on étudie I’évolution de I’'onde associée aux particules in-
cidentes, et la variation brusque deV (r) en r = r, produit un phénomene analogue

a la diffraction d’une onde lumineuse [2].

3.2.4 Le théoreme optique via le déphasage

Le théoreme optique relie la section efficace totale o avec la partie imagi-

naire de I'amplitude de diffusion Im f (0)|g — gpour des particules diffusées dans la

direction vers ’avant.

>\NIH

Imf (0) Z (214 1) Im [exp i 6; sin ;]

Z (21 +1) sm 1. (3.28)

Rele

En faisant une comparaison avec 1’équation (3.20), en trouve :
4r

Ctot = Tlmf (9) |9:0 . (329)

C’est la relation de Bohr- Peierls -Placzek ou le théoréme optique appliqué pour
des potentiels sphériques et symétriques (le théoréeme est valable pour des poten-
tiels arbitraires). Physiquement le théoreme optique indique que le phénoméne de
diffusion diminue I'intensité vers 1’avant du faisceau apres qu’il croise la cible et que
cette atténuation proportionnelle a la section efficace peut étre expliquée en fonction
de l'intensité de ’onde [6].

22



3.2.5 L’approximation WKB et le déphasage J;

On peut trouver J; par réduction de 1’équation radiale (2.11), cette équation
décrit une particule de masse y se déplacant au niveau d’énergie E = 0 entre ¥ = 0
et r = oo dans le potentiel U (r) qui a la forme suivante :

W 1(14+1)
u(r) = v(r)+Z < e —k2>.

En général, il y aura un point tournant tres petit r.ou U (r.) = 0, on suppose

que le potentiel V (r) ne tend pas vers (—oo) trés rapidement que r~2, pour bien
imposer U (r))0 quand r — 0, et 'unicité du point tournant.

La solution semi-classique (Wentzel — Kamer — Brillom) de 1’équation de Schro-
dinger dans un espace a trois dimensions pour un potentiel sphérique et symétrique

est [6] :
1 I’

U (r) o~ Asm[ﬂ ).

P (r')dr } , (3.30)

ol P est I'impulsion de la particule avec :
P =l (E v n1(1+1)
i 2u r2 )

La formule standard pour I'approximationWKB au voisinage du point tour-

nant permet d’écrire la forme approximative de la fonction d’onde pour r > r, [5] :

U (r) ~ Asin , (3.31)

7 + / dr\/k2 l+1 2;1;1/2(1’)

il est clair que I'équation (3.31) ala forme d’équation (3.14) quand r tend vers 1'infinie

et le déphasage J; est défini comme suit :

= lim

r—00

5wkb
!
hz

_+/dr\/k2 l“ _2vi(n) %Tkr]. (3.32)

L’équation (3.32) est la formule approximative exprimant le déphasage J; par

5wkb

le potentiel V (r). En fait, le déphasage & n’ést pas égale a §;"*” mais on peut accepter

I’égalité si le potentiel V(r) change suffisamment lent avec r .
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Il y a toujours une certaine erreur dans I'approximation WKB. En effet, lorsque
V(r) = 0,il n’est y a pas de diffusion et on doit avoir 6"’ = §, = 0. Cependant, en

procedant avec le calcul, on peut écrire :

/-rdr /k2 B l (l—zl—l) _
7o r

or
O S TE)
o I(1+1) ker
1= k2r2
.7 k27 or 1 l(l—l—lw
d +4/1 z+1/d~ - !
/ro BV -y ) B z(1+1)< kr
R

VI a+1) o«

— 2,2 _ =
= \/kr l(l—i—l)—i—\/l (I4+1) |arcsin p 2],

ou
VI (T+1
To = % (3.33)
Donc le déphasage 6% égal a :
wkb _E _ _1

o = 2< 1 (1+1)—1 2). (3.34)

On voit que 6’ n’ést pas nul. On note aussi que :
e L'intégrale dans la relation (3.32) converge quand r tend vers l'infinie si est

seulement l'intégrale de potentiel V (r) converge :

/V:OV(r)dr (o0,

e La formule (3.32) est applicable si la limite existe et 'approximation de WKB

pour le potentiel U (r) est valable c’est -a-dire le potentiel change lentement avec r.

3.3 Représentation intégrale pour le probleme de dif-

fusion

La représentation intégrale donne une expansion dans les puissances du po-

tentiel V(r), oul'approximation de Born est 1’ordre le plus simple de cette expansion.
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Dans ce cas, on ne suppose pas que le potentiel V(r) doit étre sphérique et symé-
trique. La fonction d’onde ¥ (r) dans le cas de la diffusion est la solution d’équation
de Schrodinger (2.2) qui a la forme asymptotique (2.3). On peut récrire 1’'équation

(2.2) comme suit :

_® (A+k2> ¥ (r) = —V(r)¥ () (3.35)
2 . .
Si on connait la fonction F (r) = —V(r) ¥ (r), on peut déterminer la solution

de I'équation de Schridinger avec la condition asymptotique (2.3) sous la forme :
Y (r) = expikr + / G (r—7') F(+)ar?, (3.36)

o1 G (r — r') est appelée la fonction de Green sortante pour I'opérateur d’Helmholtz (A -+ k?).

Notons que la fonction de Green est la solution de 1’'équation différentielle suivante :

hz

o (A +k2)c (r) =d(r).

En utilisant les relations :

et

On aura

2p 1 expikr
war  r

G (r) =
Toute fonction ¥ () sous la forme (3.36), satisfait I’équation différentielle (3.35).

h
En effet, en appliquant I'opérateur — 21—;” (A + k 2)aux deux membres de ’équation(3.36),

on trouve :
hz 2 _ h hz 2 . / / /3
_Z(A+k )‘I’(r) = o )‘Po(r)—ﬂ<A+k)/G(v—r)P(r)dr

(&
- /—Z—(A—l—k ) (r—7)F (¥)dr® ==V (r)¥(r).
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Dong, il est préférable d’utiliser I'équation intégrale (3.36) au lieu de 1’équation
différentielle (3.35).

L'avantage vient du fait qu’en choisissant ¥, (7) et G (r) de fagon adéquate, on
peut incorporer dans 1’équation le comportement asymptotique désiré. Ainsil’équa-

tion intégrale de la diffusion :

¥ (r) = exp ikr — /G (r—=r YV (/)Y () dr?, (3.37)

est'équivalent de I’équation différentielle (3.35) et de la condition asymptotique(2.3)

2].

On remarqueque :
2 2

e L'équation différentielle _Z_ﬂ (A+k?2)G(r) = (), implique que _Z_}l (A+k?) G

(r) doit étre identiquement nul dans toute les régions excluant l'origine (A + k ?) exp ikr =
0, 7 )1o, (Ol ropositif quelconque) [2]. ’
e La fonction de Green G (r — r') dans 1’équation (3.36) est choisie de telle sorte
que pour n'importe quelque soit F(x), la fonction d’onde ¥ (r) donnée par 1'équa-
tion (3.36) satisfait la condition asymptotique(2.3).

e Le potentiel V (r) décroit a I'infinie plus vite que r 1.

3.3.1 La solution itérative pour I’équation intégrale

On peut obtenir la solution approximative de I'équation (3.37) si on suppose
que le deuxiéme terme du potentiel est une petite correction par rapport au premier,
on admet que cette approximation est justifiée pour les énergies élevées, c’est -a -dire
W*k2 > 2uV , ot énergie cinétique de la particule est beaucoup plus grande par
rapport au potentiel V (r) et la section efficace est petite. Dans ce cas, on applique

dans l'équation (3.37) des approximations successives en commengcant par l'onde
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plane exp (ikr) qui n’est pas perturbée pour obtenir la solution itérative [5] :

= exp (zkr
= /G vV () y () (') dr
= (r —/G r—r') r')‘Y(l) (") dr’3,

etc....

Formellement, on peut remplacer l'intégrale de la fonction de Green par un

opérateur, comme suit :

(G =) F ()P () = -V () T ().

Alors les itérations se réecrivent comme :

¢ (0)

(r
y®) (r
y2) (r
2) (}’

(

v (r

Cette expression formelle aide a visualiser la structure du n

)
)
)
)
)

1M approximation

de la fonction de d’onde.

Cette forme s’appelle 'expansion de Born de la fonction d’onde stationnaire de

la diffusion.

3.3.2 Représentation intégrale de I’amplitude de diffusion

Pour trouver la représentation intégrale de 'amplitude de diffusion f (7), il

faut trouver la forme asymptotique de la fonction de Green quand r — c0. On a le

développement en série de Taylor suivant :

2 2
lr—+'| \/r—r’ \/1—2—+ ) :r—f'.r’+0<:—2).
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En replagant dans la fonction de Green :

ioexpik. [r—1|
ek fr=r|

G (r—1") =
On aura la forme asymptotique suivante :

o oexp(ikr—ik'.r
27th? r

G (r—r)= ),k':kff. (3.38)

Portant 1’équation (3.38) dans 1’équation intégrale (3.37), on obtient :

T
Y (r) = exp (ik.r) — Zihexp(zk.; Zk'T)V(r’)‘Y(r’) dr’3. (3.39)

Par comparaison entre la condition asymptotique (2.3) et I’équation intégrale

(3.39), on trouve la représentation intégrale de I’amplitude de diffusion f () :

3 )
=t o [@rV (V) ¥ () exp (i) . (3.40)

On voit que cette représentation intégrale (3.40) contient la fonction d’onde
¥ (1) exacte et nest pas une équation intégrale pour 'amplitude de diffusion f (#)

comme "équation (3.37).

3.3.3 L'approximation de Born

La formule (3.40) est exacte, mais on ne peut pas l'utiliser pour obtenir 1’am-
plitude de diffusion f (7) si on ne connait pas la fonction d’onde ¥ (7). Donc la so-
lution est d'utiliser la solution itérative de ¥ (r), et puisque le potentiel est faible, on
peut utiliser ’'approximation de Born avec la fonction d’onde stationnaire exp (7kr)
comme une solution d’ordre minimale (Y(©) (r) = exp (ikr) = ¥ (+')). Donc I'am-

plitude de diffusion prend la forme suivante :

f(7) ~ -3 hz/dr'SV Yexpi (k—k').r. (3.41)
s
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On voit que I'amplitude de diffusion (3.40) c’est le transformé de Fourier du
potentiel V (r) dans la direction (k — k). Puisque le potentiel V (r) est sphérique et

symétrique, 1'expression de 'amplitude de diffusion devienne tres simple :

12

f -3 Vrz///’ﬂ sin6d 6dedr'V (r') exp (iq r' cos6)
th
;TP % (r') singr'dr’/, (3.42)
q

12

ou q = k — k' est le vecteur d’onde transféré. Dans ce cas le comportement de la

section efficace pour les énergies élevées est :
) (2
Tror = | f(®)

T [e9)
Otot = 27‘[/0 sin9d9—277:h2/0 dr V (r)exp (ig.r)

2

Si
V(g) = /drV(r) exp (iq.7)
est le transformé de Fourier pour le potentiel V (r), la section efficace total prendra

la forme suivante :

B [Toa
Ttor = 27Th4/0 V< (q)sin6d 6.

On faisant le changement de variable :
6
= 2ksin z,
q sin 5
on trouve :

Otot = Li/ﬂf/z (9) 2k? cos o singd 0
27th*k2 Jo 2 2
- / 2 (9) qdg (3.43)
27h*k2 Jo
On voit que la section efficace total o¢; depend de k, i-e avec I'énergie E de

faisceau incident ( oj; ~ k=2 ~ E ~1).
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Chapitre 4

L’approximation de Born

L'équation de Lippman —Schwinger (4.1) [7] :

Y)Y = —V|¥), 4.1
) o)t gV ) @)
est une équation exacte pour le probleme de diffusion. Pour la résoudre, on utilise le

dévelopment en perturbation de 1’état | ¥ ) en fonction du potentielV (r) et du pro-

1
pagateur en énergie G = F_IL [8]. Dans I’espace des coordonnées, pour trouver
la forme asymptotique de la fonction d’onde ¥ ( ) loin de diffuseur on écrit :
1
Y(x) = (X||¥)=(% X|—VI|¥
(<) = (KN) = (o) + (K g7V 1Y)

= 9 (F)+ [ax ;’”e"p( ("‘x»v(?)w(z)

47r‘_> x!
‘Y(?) ~ (27;)3 exp (i ??) —
i’f—e"znlrkr /dx exp (i K x v (7) ¥ (37) . (4.2)

La relation (4.2) est une équation intégrale pour 'onde inconnu ¥ (7) Ou

— — — X
= |x'|etk! =k - est le vecteur d’onde pour l’onde diffusée. On a

utilisé le développement en série de Taylor suivant :

/N 2 / 2
\/1_2ﬂ+<’> :r<1_g+0<f_2>),
r T r
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Pour résoudre 1'équation de Lippman —Schwinger (4.1), on utilise la théorie de
perturbation c’est-a-dire en dévelopant le potentiel V' (r) sous forme d’une série. Si
le potentiel V (1) estnul,ona | ¥ ) = | ¢ ). Par conséquent 1’approximation d’ordre

le plus bas (premiere approximation) pour le potentiel V (r) est :

¥y =10} + gV [0 +0(v3), .3

oi1 0 (V' %) est négligeable, c’est 'approximation de Born ot la premiére approxi-
mation de Born. Evidement cette approximation est bonne seulement quand la dif-
fusion (le potentiel) est faible . Dans 1’espace des coordonnées, on peut remplacer
( )par l'onde plane ¢ ( )dans I'équation (4.1), et la fonction d’onde ¥ (7})

s’exprime sous cette forme :

—y 1 g 2m exp (ikr) ) N4
‘I’(x)_(zﬂh)% {exp(zk.x ) 2 dnr /d V x exp(zq.x )},
(4.4)

ot ¢ = k — k" est le vecteur d’onde transféré ou diffusé.

Par comparaison entre la condition asymptotique (2.3) et I’équation (4.4), on

— —
trouve que I'amplitude de diffusion f (1) ( k' k )a la forme suivante :
- 12m f _
£ (k', k) :7471?/01 TV (X)exp(iq. %), (4.5)

L’expression d’équation (4.5) est tres intéressante, elle montre que 'amplitude
de diffusion est le transformé de Fourier du potentiel V (r). Elle est valide pour
le premier ordre de V. Si le potentiel est sphérique et symétrique, I'amplitude de

diffusion (4.5) prendra la forme :

— oo T 27
Fo (k/, k) = _%Tzh_;?/ / / r2dr sinfd 6d¢ V(r) exp (i qr cos®)
o Jo Jo
= ;Z; 0‘ rdr V(r) singr . (4.6)

Donc I'amplitude de diffusion dépend seulement du vecteur d’onde transféré

ou diffusé défini par la relation :

q= ‘7’ = ‘?—F :2ksing.

D’autre par, elle est une fonction de I’angle polaire 6 ( f (F ?) =fm (6)) .
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4.1 Diffusion de Rutherford

4.1.1 Source de Coulomb ponctuelle et le potentiel de Yukawa

Une des plus importantes applications de 1’approximation de Born est le po-
tentiel de Coulomb parcequ’il est utilisé pour décrire 'expérience de diffusion de

Rutherford . 1l a la forme :

vi)=2 Zrlez, 4.7)

(47teo = 1), Z et Z' sont la charge de la particule diffusée ( noyau d’or) et la charge
de la particule incidente (les particules a) respectivement. Cependant, I'éxpression
de I'équation (4.6) ne converge pas. Dons, on commence par un potentiel de courte
portée, appellé le potentiel de Yukawa :

V(r) = VOM, (4.8)

oV o = Z Z'e?, et on prendra a la fin la limite # — 0 pour récupérer le potentiel
de Coulomb. Le potentiel deYukawa est un exemple typique pour les potentiels de

courte portée, par ce que il tend rapidement a zéro une fois r 2 —. Le potentiel

qui lie les protons et les nucléons (force nucléaire, ot l'interaction forte) peut étre
rapproché par ce type de potentiel, parce que la portée de la force nucléaire est
seulement environ de 10712 centimetres au plus [7]. La formule (4.6) prendra donc

Ima forme :

FWe) = ;;1;/0 r Vs M sin grdr
2mV, 1

do .
Donc la section efficace différentielle Ta a pour expression :

() - ol

2
- (2"12‘/) ! -, (4.10)
h [2k2 (1 — cos @) + p?]
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ol on a utilisé les deux relations :

0
= 2ksin —
q k sin >
et
sin? 6 1—cosb
2 2
Donc la section efficace totale o4t pour le potentiel deYukawa devient :
2
7o — [ sinéd odg (2”’;/ > ! . 411)
h [2k2 (1 — cos @) + u?]
En faisant le changement de variable :
x (0) = [2K2 (1 - cos0) = 42,
on obtient :

(2mVo\?  4n
UfOf - hz 4k2y2+‘u4/

on prend la limite 4 — O et V, = Z Z'e? pour I'équation (4.10) , on trouve la section

efficace différentielle pour le potentiel de Coulomb :

o0 = (5_52) = <2m ZhZZ /62)2 [2k2(11c059)]2

_ em?(zze) (4.12)

16 (1k)* sin g

Ce résultat (4.12) (I'approximation de Born) pour la diffusion de Coulomb est

exactement la méme dans la théorie classique, ot fik est le moment transféré de la
particule incident. Il est & noter que :

e 7 () dépend de la valeur absolue du potentiel et non de son signe,

e Pour un angle § donné, o (6) décroit comme — £2

e La section efficace totale de diffusion est infinie car :

2 ZZ'e?
Trot = // sin 6d Qdcp( m) ( 69)
16 (fik)* sin® 3

, (4.13)

_ e (z z'e)? /”sin@d@
0

16 (hk)* 40

sin
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diverge aux petits angles. Cela est du au fait qu’il existe un effet d’écran aux petits
angles, et que I'éffet du cortége électronique coulombien devient nul a des distances
suffisamment grandes par rapport au rayon de I'atome. Les diffusions de Rutherford
des particules chargées, ont apporté la preuve que le noyau atomique était constitué
de charges électriques portées par les particules ( les protons ) et non un fluide de la

charge électrique des électrons.

41.2 Le facteur de forme

Dans la pratique, cependant, la section efficace totale ne peut pas étre infinie.
Le potentiel de Coulomb alors est modifié aux longues distances (distance audela du

rayon de Bohr) comme :

zzZ'¢® .= Z'¢ =
V(x):Tl/dx'ﬁp(x'), (414)
X X — X

—
ol p ( x! ) est la densité de probabilité de 1"électron satisfaisant la relation de norma-

/d?p (7) =Z,

— —
0 (x’ ) est concentré dans la taille de I'atome ‘x’

lisation :

< g. Tres loin de 'atome, le

~

deuxiéme terme élimine le premier terme et il n'y a aucun potentiel [7]. En effet,

apres évaluation de I'intégrale dans I’équation (4.6) , on trouve :

/1,2 .
_mzz'e [1_% [a% o (F)exp i 7,7)] (4.15)

f (9) = 2 qz

d
Donc la section efficace différentielle —Uégale a:

dQ
do 4m? 727 %e* 1 .

Dans le cas relativiste et en tenant compte du recul du noyau, on aura 1’éxpres-
do do 5

— === F 4.17

(1) - (45) o7 .

do
ol la section efficace de Mott < m) est une généralisation relativiste de la for-
Mott

2
(4.16)

sion :
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mule de Rutherford, et F (g) est le facteur de forme qui represente le transformé de
Fourier de la densité de charge du noyaux p,, (7) et tel que :
wd

F(g) = %/d? exp (i k—’)7> p, (x)exp (z k 7)

1
= Z/d?pn (X )exp (i qg.%). (4.18)
L'expérience de Rutherford a déja montré la déviation des particules a par la
cible (potentiel Coulombien) et quand l'énergie est élevée ou diffusion avec grand
angle, on peut estimer la taille du noyau [7]. Le comportement oscillant peut étre
compris qualitativement de la maniere suivante : le facteur de forme F (q) de la

spheére dure de rayon a et avec une densité de charge uniforme p_s’écrira :

27 a 1
F(q) = /0 dcp/o rdr po/_ldCOSGeXp (igr cos@)
sinaq — aq cos aq

= 4
P q3

(4.19)

o

. 1 .
Cette fonction tend vers — a grand ¢, alors qu’elle oscille dans le numéra-

teur. Les expériences de la diffusion de électron-proton ont montré que le facteur de
forme & une forme approximatif d"un dipole.
1
F ~ (4.20)
D= gy
otta, ~0.26 fm.

4.2 L'expansion de Born

On sait que la premiére approximation deBorn dépend de l’ordre du potentielV,
mais on peut extraire des ordres supérieurs partant de I'équation 4.3. Ot on a intro-

duit d'une maniére itérative I’opérateur V ala droite de I'équation 4.3 :

_ 1 2
¥) = o)t oo (V)
1 1
AR eyl -y = oy -y e L O
1 1
% v V@) + o (4.21)

E—H,+ie E—H.+ic¢
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Donc le résultat 4.21 est une série infinie qui s’appelle I’expansion de Born ot :
e Le premier terme represente 'onde qui n’est pas diffusée.

o Le deuxiéme terme est I’'onde qui est diffusée a partir d'un point de potentiel

et puis elle est propagé par 'opérateur T H rie vers l'extérieur.

o Le troisieme terme c’est I’'onde qui est diffusée a partir d’un point de potentiel
dans un laps de temps puis elle est diffusé a partir d"un autre point de potentiel puis
elle est propagé a I’extérieur.

Pour le terme (1 + 1), I'onde a (1) temps de diffuser avant de se propager a
I'extérieur. On peut définir I'opérateur T appelé la matrice T o1 I'opérateur de tran-
sition par la relation [7] :

VIY)=T]|¢). (4.22)

Dong, si on dénote | ¢ ) par ’ nk >, I'amplitude de diffusion 3.40 prend la

forme suivante :

f@) = . /exp (iK' YV () ¥ (") dr'

2nh?
277)3 -
- _% <hk’ VIY). (4.23)

En utilisant la définition de la matrice T de I"équation 4.22, on trouve :

3 —>
£ )= -2 (ni

T ‘ hk > (4.24)

—
L'opérateur T décrit la transition de moment initial 77 k vers le moment final

—
k' . En utilisant I'équation de Lippmann -Schwinger 4.1, on trouve :

1
T =V V—————T 42
19) =V 19)+ V=T 14, (4.2
ce qui donne :
Vv
T = . (4.26)
-V



et en utilisant un développement en série de Taylor, on peut mettre 1'opérateur de

transition T sous la forme :

1 1 1
T=V+V——-—V+V 1% Vit 4.27
+ E—H,+tie + E—H.+ie E—H,+ie + ( )

4.3 Validité de I'approximation de Born

Dans l'approximation de Born , en remplace ¥ par ¢ dans 1’équation de Lipp-
mann -Schwinger. Par conséquent, pour que cette approximation soit bonne, il faut

que la déférence entre Y et ¢ est tres petite en présence du potentiel [7] :

¥ (%) —¢ (%) < 1. (4.28)

En utilisant 1’équation de Lippmann -Schwinger (avant de faire la limite quand
—
r tend vers co et prendra ¥ (x’ )est une onde plane), la condition de validité 4.21

devient :

o o (T T oy o
/ / : /
72 /dx 47_[‘?_7 Vv <x )exp (1 k .x ) <L (4.29)

En particulier, on a besoin de cette condition au X = 0 ot le potentiel prend
des valeurs plus grandes [7]. Pour que I'approximation de Born reste valable, il faut
que la substitution de exp (i ??) a¥t (7) soit légitime autour de ¥ = 0 [4].

—
Par exemple, l'amplitude de diffusion f (! ( K 7) dans I'approximation de Born et

pour le potentiel de la forme fonction-delta V =« & (7) aura comme expression :

Fo <7 ?) = —%Tzhrg/d XV(x)exp (i 7.%)
O (Y Fx) = _Lm
f <k k) TEEee (4.30)

Pour ce genre de potentiel, la condition de validité est violée parceque :

‘ -

el Ll Rt (F)exp (i 7.4 )| = 22l

. — 4.31
n? 471‘7—9/ § i H 4 | (&30

=l
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La relation 4.31 est infinie quand | 7)‘ — 0. Lamplitude de Born du deuxieéme

)

ordre diverge aussi pour le potentiel de la fonction-delta quel que soit 7y petit :

—
o | =
2exp(zk’x —

— _/>
X — X

4 (3) bs@)e(?
- (—2m>2 20 (ik | 7]) exp (ik [0])
|

han Bl 0]
= oo, (4.32)

— 1 1 ' _/> = —2m
Kl smm e/ 19 /d“ix (r&m)

17
exp (zk‘x —x”

‘—> 4
7”7

x —x

Clairement, I’expansion de Born n’est pas appropriée pour ce genre de poten-
tiel. Pour un potentiel central, avec une valeur V; et une portée d’ordre a, on peut
qualitativement établir la contrainte de validité.

On prend ¥ le long de l'axe z et X =~ 0, la condition de validité 4.21 est :

2m — exp (tkr) ., — .
2 /d X = V(%) exp (ikz)| < 1. (4.33)

Quand k < a~!, on peut négliger les phases dans l'intégrale, et on trouve

donc:

2m
ra

a
/ rdr
0

2
= i—T|Vo|%<<l(k<<a_l). (4.34)

Vo
200 o , Lo = Anem,
/rdr51n9d9d<p47rr‘ p= Vo

D’autre pare, si (k > a~1), le facteur de phase oscille rapidement et on peut
utiliser ’'approximation des phases stationnaires. L'exponentielle est (ikr + ikz), et
cette phase est stationnaire seulement le long de ’axe z négatif (z = —r). En utilisant

la relation :

2 2 2 2
(i +ikz) = ik ik = ik (% + z)

2 2
— ik <% ro(+ y3)> . (4.35)
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r P
L'intégrale de Gauss sur x, y donne le facteur 7z est intégré le long de la
phase stationnaire de —a a 0 . Donc la condition de validité est :

2 /d*e"p GKT) (%) exp (ikz)| = /dxdydzi—’fvo
- i

exp (ikr 4 ikz)
r4n

_ 2m|Vo| /0 P

w2 4 | . kr

_ 2m|vo| /

= Spesik>a) @36)

— —
L’amplitude de diffusion f (! (k’ , k ) dans 'approximation de Born 4.5 de-

vient :
£ (17?) :—f—h 043” 3 (q <a” ) (4.37)
pour un moment transféré tres grand sur l’axe x, I'intégrale oscille rapidement et
donne un facteur 1
L'intégrale sur y et z donne le facteur a par ce que il n’est y a pas une variation
pour la phase [7].

Donc, I'amplitude de diffusion est donée par 1'expression :

£ (ﬁ I’) _

e hZV ;u (q >>a_1>. (4.38)

Puisque le moment transféré g est d’ordre k, la section efficace totale oy, aura

la forme :

2
—Vo—a3> pour (k < a~1)

Trot = (4.39)

1 /2
i <h—ZlVo%a2> pour (k> a~1)
La section efficace totale étant toujours inférieure a la section efficace géomsé-
trique (47a?) quand la condition de validité 1'équation 4.34 et I’équation 4.36 sont
satisfaites [7] :
—ma” (k< a
Ttot K 9 ( ) . (4.40)
dma® (k>a1).
Donc, une condition nécessaire sefisament pour ’applicabilité de 1’approxima-

16
tion de Born est o1p; < 471a? (k> a Vet o4 < 371512 (k< a1)[9].
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Chapitre 5

La diffusion dans le cadre de la

géométrie non commutatif

Durant ces derniéres années une importance considérable a été donnée a la
recherche sur les espaces non commutatifs. L'étude de la théorie des cordes dans
la limite des faibles énergies avec le scénario du monde de Brane, a donnée une
trés grande importance aux espaces non commutatifs. La recherche intensive pos-
térieur sur la théorie des champs sur les espaces non commutatifs était incitée par
la théorie de Moyal et la formulation de matrice de l'effet quantique de Hall [10].
Récemment, il y a des études notables sur la formation et les conséquences expé-
rimentales possibles pour des prolongements de la mécanique quantique ordinaire
dans les espaces non commutatif. L’étude sur les espaces non commutatifs est beau-
coup important pour la compréhension des phénomenes au distances courtes [11].
Dans la théorie des champs la non commutativité de 1’épace-temps est manifestée
en remplacant le produit normal par le produit star, ott la mécanique quantique non
commutative est formée de la méme maniére que la mécanique ordinaire avec des
variables dynamiques X; et 15]- représentées par des opérateurs dans un espace de

Hilbert et vérifient les relations de commutation suivantes :
[Xl-, Xj] = ihb;j, [Xl-, Pj} =0, [Pi, Pj} =0,4j=1,2734 (5.1)
ou b;; = zl; €ijk 6k est un parameétre constant qui décrit la non commutativité de
h

’4 . s . . . longueur? ,
I'éspace-temps. 1l est real, anti-symétrique et a la dimension| —=—— | , et joue
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un role analogue a % dans la mécanique quantique ordinaire. La fonction d’onde

¥ (x) évolue selon | équation de Schridinger non commutative suivante :

ih%‘{’(x) = Hpx ¥ (x),

_ E_ZH/( )} £Y(x), (5.2)

oll Hy est I’hamiltonien dans 1’espace non commutatif. Le produit star "x"(Weyl -

Moyal ) est tel que [12] :
(A *B)(x) = exp (%Gii 0, ax/j> A(x)B(x') |x=x", (5.3)

ol A et B sont des fonctions différentiables.

5.1 Décalage de Bopp

Dans un espace non commutatif on peut utiliser 1’équation de Schrodinger avec

la multiplication et les coordonnés de 1’éspace-temps ordinaires a condition de dé-

p
caler I'argument de potentiel d’une quantité égale a 5
V() «¥(x) = V(x)¥(x)+ Z (%) — 00 0,0,V (x) 0),.0;, ¥ (x)

= + Z < > l’ail..aiﬂv (x) 13[1 ..Pi” Y (x)

nl

— VWEW LY < > ~ / dkV (k) (ik;,) .. (ik; ) B B (x) exp (ik.x) .

n=1

Danc, on trove le resultate suivent :

V) RE () = V¥ [ak? K y (_1>”%(k.ﬁ)‘f(x) exp (ik.x)

n=1

I\JI‘Bz

2
— V()Y +/de expzk( >‘P(x)/de(k)expikx‘Y(x)

— [k (k) expik (x— g) ¥ (x)
= V(x—%)‘f(@f
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otl on a utilisé les relations suivantes [12] :
i

%=+

P; (leprincipe de correspondance).

et
Vi) = / dkV (k) exp (ik.x).

Puisque f et k commute, on peut démontrer la relation suivante :

¥ (x)+V(x) =¥ (x)V (x—%). (5.5)

5.2 Laméthode des ondes partielles dans un espace non

commutatif

On considéré une spheére de rayon 7 = R ou le potentiel V (7) est nul a I’éxté-
rieur de la spheére. Un faisceau des particules d’écrit par une onde plane est diffusé
par ce champ de potentiel. On calcule I'amplitude de diffusion en utilisant 1'expan-
sion en série d’ondes partielles. Dans le domaine 7 ( R la fonction d’onde peut étre

écrite sous la forme :

Y(r,¢)=) (i) (1+1) {E){l (kr)] x P (cos¢) . (5.6)
=0
La condition limite x; (0) = 0, guarantie que R; (r ) = X r(r) estfiniar = 0.
En dehors de la sphérer = R ,ona:
> 1 1
Y(r,¢)=) (i )l@2i4+1) [H {]l (kr) + S hl(l) (kr)H x P (cos¢).  (5.7)
1=0

Jusqu’au premier ordre par rapport au parametre de la non commutativité 9,

les relations 5.6 et 5.7 deviennent :
1 . 1 B 1

Y(r, p) = y Zz ! (21+1) [—r)(l (kr) P; (cos¢) + %9} k 0] (;Xl (k r)) o (P (coscp))} +
0 (92) ) (5.8)
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il(21+1)[ [h (kr)+%le h“(kr)] P (Cosqb)} +

= =
M8LM8

_|_
(@)
=i
>
N
N———

i'21+1) [ /%9, [%{ (kr) + 5 zxzhf)(kr)H ak(PI(COS‘P))}

5.9)

o

5.2.1 La dérivée logarithmique L; et la conservation du nombre de

particules

On peut exprimer les coefficients a; par la dérivée logarithmique L, telle que :

dl
— (EBA) (5.10)
dlogr ), ¢
Pour le faire, on utilise la condition de continuité de x; et % en passant par

la surface de la sphere 7 = R et on trouve :

0

A+=-B
L =x—p5—, (5.11)
C + > D
ou
1 /1) ]
A = p ]l (x) + o0 hy o (x)|, (5.12)
1 1 ¥ 1 ” 1 (1)
B = ph/(v) +52 ztxzh’ (x )_;] (%) — ﬂlehl (x), (5.13)
1 -
Cc = [Iz (x) +—1Xz ' (x)], (5.14)
1 ) 1 1 (1
D = - ;]l (x) — 2 5 zhl (x )—l—;]l' (x) + 7y M h(x), (5.15)
avec x = kR , et:
E + QP
a =2 g (5.16)
G + 5 H



ou

1

E = —Lih+]1x), (5.17)
1 1 1

Fo= 2l @+zL ()= Li]i(x)-]"(x), (5.18)
1 1 S

= L @)= (), (519)

1,0 1 1 1 1 #(1)

Ho= — 0" () = 5L () + Lk () +n" (x), (520

avec les fonctions h;l) (x) définies telles que la fonction de Bessel sphérique ] (z)

peut s’écrire sous la forme :
lpm (@)
i) =5 " @ +h ()], (5.21)
ici h;z) (x) est le complexe conjugué de h;l) (x):

&) 1 *
hY (x) = [hl (x)} . (5.22)
En remplagant 1'équation 5.21 et ses dérivées premiéres et deuxiemes dans

I’équation 5.16, on trouve :
0

E'+ - F'
0 = 2—5, (5.23)
G + 5 H
ou
/ 1. 10 @) 1o /2)
B = =L 1 0 +m" @)+ 5 1 @+ 07 @], (5.24)
11,0 @ 1. 1pm @)
Fro= [ @+ n” o]+ 5L [ 0+ (0] -
1 17,0 /) 171, - n(2)
“Lis [+ 0] - 5 Y @+ @] 625
Aprés un calcul simple, on peut montrer que :
1+ 2k
1+ o = ——5, (5.26)
G + 5 H
ou 1
I=—L nY () = n® (x), (5.27)
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et
1

K=——
x2

@) 1 @) 1,2 (2)
Lk (x)+ s by (x) — ;h; (x)+h " (x). (5.28)

Le numérateur dans 'éxpression de ( 1+ w; )est le complexe conjugué du dé-
nominateur, donc :
|1+ a;| =1 (5.29)

L’équation 5.29 est un résultat important qui montre la conservation du nombre
de particules dans la diffusion élastique dans les espaces non commutatifs par ce
que la valeur absolue de I'amplitude des ondes entrantes et sortantes doivent étre
égales. C’est la relation d’'unimodularité de 1’'onde des particules dans ’espace non
commutatif [11]. Dans la limite 8§ — 0, on retrouve le cas commutatif et I'éxpres-

sion de «; se réduit a

L o /
al::zg 2 Qﬁ(x) x]aéx) (5.30)
Lihy (x) —xhp  (x)
et ’équation 5.26 devient :
I Lk (x) — x 17 (x)
1 + “l = —5 = — (1) ,(1> y (5.31)
Lihy " (x) —xhy (x)

ainsi que la relation 5.29 est satisfaite. Il est a noter qu’on peut montrer l'unimodu-

larité a tous les ordres du paramétre 6. En fait, on peut montrer que :

6 o 1 0 o 1

bee <§ﬁ> [;hl&) (X)} P < 20 x> {;h;m (x)}
6 o 1 ) 1

L exp <§ﬂ> [Ehlm (x)} Trep ( 29 x> {Ehfm (x)}

et on voit bien que la relation 5.29 est satisfaite [11].

14+ a; =—

. (5.32)

5.2.2 L’application pour la sphere dure

On peut montré facilement que la non commutativité de 1’espace n’a aucun

effet sur le théoreme optique puis que on a:
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(%)m =1fk@F =fe @)+ fi (@), (5.33)

ou

fe(9) = %Zf:o (21 +1) [exp (i &; (k))]sind; (k) Py (cos ¢)

1 , (5.34)
B (cos9) =\ [y P (9)

I'amplitude de diffusion s’écrit :

A9 = § X QD e ()]sing (9| g ()
) = L \m@e) e 0lsna Y @) 639
=0

Mais ¢ est ’angle entre le moment de particule entrante et sortante, cette angle
na rien a faire avec le paramétre de la non commutativité f introduit dans 1'équa-
tion 5.1 et donc le produit star dans 1’équation 5.33 réduite au produit ordinaire et
d’autre part on portant I’équation 5.35 dans 1’équation 5.33 donc la section efficace

différentielle non commutative prend la forme suivante :

do > ”
-a) = @)
<d Q nc
do 1 s . . 0
- = = Z 47t (214 1) [exp (i 0; (k))]siné; (k)Y 7 (¢)
aQ),. k2
On déduit la section efficace total de la diffusion en intégrant sur les angles :

1=0
Tot — /dQU'(G)

2
. (5.36)

Ciot = %Z\/(21+1)(2n+1)expi(51—5n)sin51(k)sin5n(k)/d(){Y%(zp)}:

In

Comme les harmoniques sphériques sont orthonormées, on a donc :

4r s . .
Cot = 43 ZZ: \/(21 +1)(2n+1)expi (6; — 6,)sind; (k) sind, (k) &y
n

4 . N .
Ttot = k—72T ZZO \/(21 +1) (21 +1)expi (6; — ;) sind; (k) sind; (k)
4 = .
Trop = k_;T Z; (21 + 1) [sind; (k))°. (5.37)
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On a calculé la section efficace totale pour les ondes S (I = 0) parceque on
considere que I'énergie de la particule incidente est suffisamment faible pour que k
7o soit petit devanl, (kro < 1).

4 &

Ttot = ﬁ IZO (21 + 1) [sin 51 (k)]z
47T .
Oror — Z [sin &g (k)]z
47
Ttot = ﬁ.kzi’%
Otor = 47tr§. (5.38)

Donc la section efficace différentiel pour la sphere dur calculer par la mé-
thode d’onde partiel dans un espace non commutative reste inchangeable par ce
que l'angle de la diffusion ¢ na rien a faire avec le parametre de la non commutati-

vité 6 et donc le produit star réduite au produit ordinaire.

5.3 L’approximation de Born dans 1’espace non com-

mutatif

Si le parametre de la non commutativité est different de zéro, devrait étre tres
petite par rapport au longueurs de systéme, on peut considérer les effets au premier

ordre de la non commutativité, alors on a :
(A+B) (x) = A(x)B (x) + %eifal-A (x) 9B (x) +0 (67) . (5.39)

Dans ce qui suit, on utilise 'équation 5.39 pour étudier le phénoméne de la
diffusion dans la mécanique quantique non commutative (la correction sera au pre-
mier ordre par rapport au paramétre de noncommutativité seulement). En outre,
I'approximation de Born est employée seulement quand le potentiel est assez faible

(V < E) pour avoir une convergence tres rapide.

5.3.1 Premieére méthode

Les éléments M }lf de la matrice de transition sont définis comme suit [11] :
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nc
1

M

/7~
T
Tas
LS
~_
T
A/~
o
. —
Tar o
e s
& b
“ }
—|_>
=
~— S~
s~ T
=
s
T~ 3
= = =
NP
> %
5 o~
| I [ S
o) o
= 0=
—
Il
SR
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Danc, on trouve :

Mgt = /d1’3 { exp <—%?f 7) V(7) exp %ﬁ?) } +

Mg = /dr3V(7) exp [% (?f - ?1) T +/dr32—

f
M = [arv () e (Fy = 7) 7|+ [ar o m/mv (7)o [ (P )

] i /— — 1 . . 1 /— —
M = /dﬂV(?’) exp [ﬁ (Pf - Pi) 7 +'/dr3ﬁ9’<7pkfp.lv( ) exp [— (Pf - Pi)

/dr3 % 6"/ P! exp % (?f — ?l 7} V(V); } +
/dr3 %ekf P/ exp [% (Py -7, 7} v (V) } +0(62)
, - D

nc 1 -
M = /dr3V(7) exp [ﬁ (Pf —

Finalement, on obtient :

Ly f ! —>
<Tf‘V|Ti>m <‘“Pf’V’lP —|—/d7’ |:2—h9<] P —|—P )exp{ﬁ Pl—Pf :| vV :|+
. ; i —> —> .
/dr32_hzeklpkfpj V( T ) exp {h f> 7} 0 (5.40
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Le premier terme dans "équation 5.40 est I'approximation de Born dans l'es-
pace commutatif (ordinaire), le seconde et le troisieme terme montrent les effets de
la non commutativité de 'espace-temps [12]. On utilise la notation :

i

Lgkipfpi = L ckimplpig — L (FF PN B
0IR[Pl = ki plple, = = (P PT).E . (5.41)

Si on choisi les composantes de 0 dans une direction perpendiculaire au plan
—
généré par les deux vecteurs P/ et P’ ('axe Z ), donc 63 = 6 et les autres compo-
santes sont nuls, alors on aura :
i (= =N\ o i0
= (PFx P1).6 = Psing, Y]
P ( X 0 7 sin ¢ (5.42)

5
ot1 ¢ ’est 'angle entre P/ et P? . En portant 1'équation 5.42 dans le troisiéme terme

de I’équation 5.40.

Danc les éléments M J@f de la matrice de diffusion seront donnés par I'expres-

sion :

1 i/ '
<Tf‘v|qji>nc = <1Yf’V |‘Yi>c+fd73 [ﬁekj (Pkl—i_Pkf) VVjexp |:% (ﬁl - Pf

i6 . i (= =
Jar 5P2sing V (7) exp {ﬁ (7 - 7)) .7} +0(6?) .
En évaluant I'intégral I, tel que :

L = /dr3 [% ok J <Pki+Pkf> exp [% (?l — ?f) 7] \Y (V)j ] ,

et aprés un calcul direct on trouve :
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L = /dr3 L gei (P,j+Pkf> \Y% (v(?) exp[
i /= —
Joo s iy (g 7,-7).7)
l . . f' . i
= / dr’ W()k/ (sz +P/é> (Pkl ~ Pkf> V(7 )exp [ﬁ (
L ki(pinf _pfpi_pipi,pf
-~ [ar 0 (PP =B/ = Rip £ Bl P])
/ dr® Le"f (Bl - P/ B}V

]

(¥
- m.;_K?gx P)E - (P F).0)v (e | (Fi - Fp). 7

St~
/N
)
|
el
~~
N———
~
N——
|

412
= [ar 2 (PLx 7)) 8V (Frew |1 (Fi - 7)) 7.
i2 ) i =\ —
— /d;ﬁﬁp smc[JV( )exp{h(Pi—Pf).r}

En remplace I; dans I’équation 5.43, on trouve :

(Ff| V¥ e = <‘1ffyVy‘Ifl->C+/dr3il—thzsin¢v(7)exp [1 (7 —F’f).?] +
/dﬁEPZ sing V (77) exp {ﬁ (Pi - Pf) . 1‘} —|—0<92)
(CEA V¥ ) e = (Y| VI¥) + /dﬁﬁpz sing V (7) exp [% (P: - 7)) .7’] +0(6?)
3i 0 i (= —
(VI VIE D = (T V¥ 4+ 5P sm¢/dr3v (7) exp [£(Pi - Pf) .7’} +0(92>
(Ff|VIFi),e = <1+§stm¢><‘fy\\/|‘1@>c. (5.44

L’amplitude de diffusion dans un espace non commutatif a la forme suivante :

12
f(¢)nc = 47Th1;1<11jf|v|1f

— (14-—P2 )[ 423?) Tf‘vwi%}
= <1+—P2 sin 47) f (¢) (5.45)
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Donc la section efficace différentielle dans un espace-temps non commutatif

prendra la forme suivante :

2

(j—g)m = If (¢),.]> = ’<1+§P2 sinc/))f (@),

902 |
= |f (). (1+@P4 Sin2¢)

do 96 4 .,
= -— 14+ —P* sin . 5.46
< d Q) < 167" ¢> (540

On voit que la section efficace différentielle noncommutative obtenue dans
I'équation 5.46 dépend de I'angle de diffusion ¢ et égale a la section efficace diffé-
rentielle dans un espace-temps commutatif plus une correction de deuxieme ordre
par rapport au parametre constant 6 de la non commutativité. Si &6 — 0 on trouve
la section efficace différentielle ordinaire. Il est a noter qu’on peut calculer le fac-
teur de forme F (q) dans le cadre de la géométrie non commutative par la méthode

précédente. Un calcul simple donne :
F(q)n = /d7‘3 exp <—%?f 7) 0, () * exp (%F;?)

ot F (q). est défini par la relation 4.18.

5.3.2 Deuxieme méthode

Les éléments M }Zf de la matrice de diffusion sont donnés par [11] :
Mg = (Y| VI¥i)pe

_ /dr3‘1’f (r)« V (r) «¥; (1),
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aprés des simplifications, on obtient :

M = /drS‘I’f (r)xV <\/ﬁ> 10
= /dr3‘I’f (r)*=V i

V2 — Z:—Jx-P +0 (92)) Y (r)

|4
- /dr3‘P (r)V , O Qijxp T +o(92) ¥, (r)
o f 28r 70T 27! 2hr 7t !
0 0’
— 3W. (V| r — %P — —+.P. 2
= /dr‘{’f(r)V(r X x;P; 2th+0(0>) i(r)
0
_ 3 k 1]k 2
/dr‘ff(r)V(r Th x; P +0(9 )) i (1)
9 —\ AV (r)
_ 3 (r) — 3 k > ,
= /dr‘Ff YV ()Y (r) /dr‘I’ (r) (x xP)k P Y (r)
dV(
<1Yf’4hr (9 L) ¥, ), (5.48)
H

ou L estle moment angulaire L =7 x P.Donc I'amplitude de diffusion dans un

I
<
=
=
=

espace non commutatif est égale a :

12 12 av (r
F @ = g IV M + 27 (] (0.T) 2 9. 69

Comme on le voit dans la formule 5.49, I'amplitude de diffusion se compose

de deux parties :
e La premiere qui dépend seulement de 'angle de diffusion (¢), est une am-

plitude un espace commutatif.

—12m

F@e=170 (¥ V 1Y), (5.50)



e La deuxiéme considérée comme une correction de la non commutativité de

I'éspace-temps.

L 2m ! (? f) AAGITEY (5.51)

f(¢)cor:E?< f|m

On peut mettre I'amplitude de diffusion de I’équation 5.49 sous la forme [10] :

f @ = o5 [PV 4

%Tzh_??/ﬁ ?f) dVd—(r)err sin pdpdpexp (i qr cos )
= —2751—7;1 2V51;1;]7’d +ﬁ ” < 6.L > d‘;ﬁ )%Tqrrdr
- —i—rg/ooov Jo (qr) v*dr +E /000 (7?) d‘;( 7) O(q ) rdr
= —i—?/(;ooV]o (qr) ¥*dr —27:7% 1nq>/ ) r2dr
= —i—?/ooov Jo (qr) r*dr — 7_2 1412 1 (q7) r*.52)

Ici n est un vecteur unité qui est défini par 1’équation suivante :
ki x kg = nk? sin ¢. (5.53)

Ses composants peuvent étre exprimées par I’angle azimutal ¢ tel que [10] :
n=—singi+cosqj, (5.54)
ou les vecteurs i et j sont des vecteurs de base cartésiens. A 1'aide de la relation :
2o () = 2 [Ph )], 555
x

et l'intégration par partie, on trouve :

2 k> oV
f (@), = q::z {1 — lz (6.n) sm(p] / dﬁ”) J1 (qr) 2dr. (5.56)
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Donc la section efficace différentielle non commutative prendra la forme sui-

vante :

2
do | 2m ik? . e dV (r) »
(m)nc = W |:1 — I (91’7) sin ¢:| /0 T ]1 (qr) redr

2
(2
<qﬁ>

2 4 n2

k* 6= . ,
1+ 16 s1nqb]

v
/0 % J1 (g1) r2dr

P4 2
1+ " sin? | . (5.57)

On voit que la section efficace différentielle dans un espace non commutatif
I'équation 5.57 dépend de I'angle de diffusion ¢ et égale a la section efficace diffé-
rentielle dans un espace commutatif plus une correction due a la non commutativité
de l'éspace-temps. Si 8 — 0 on trouve la section efficace différentielle ordinaire.

Finalement, la section efficace totale o;,; dans un espace non commutatif et pour un

potentiel centrale sera donnée par I’eéxpression suivante :

4 n2
pre . 5

1+ *——sin . 5.58
— 4 (5.58)

Otot = 27T/O7T5in¢d¢ ‘ f (¢)c|2

Il est trés important de mentioner que dans ce cas, en plus de I'énergie, on
a deux quantités conservées qui sont le moment angulaire et sa projection dans la

direction 6. En effet, aprés un calcul simple, on aura

. D2 1 e dvi(r)
Hpe = _2m +V (I’) - Ahr (G‘L) dr (5'59)
et o
dL  JdL 1 . .
i + 3 IL,Hpe| =0= L = cet. (5.60)



En plus, on peut aussi calculer le facteur de forme F (g) dans le cadre de la

géométrie non commutative par la méthode précédente. Un calcul direct donne :

i— i—
F(@ne = /dr3exp <_ﬁ Ps.r > * 0, (r) *exp <£Pi. r >
iP? :

= (1+ e (0.n) sing | F (q)e, (5.61)
ott F (g). est défini par la relation 4.18.
5.4 Les applications
5.4.1 Les applications de la premiére méthode
e Potentiel de Yukawa et de Coulomb

Pour le potentiel de Yukawa V (7) tel que :
v(7)=zz2® 1) (5.62)

’
et en substituant 1’équation 4.10 dans I'équation 5.46, on trouve que la section effi-

. . do )
cace différentiel ( —> dans l'espace non commutatif est égale a :
nc

dQ
do 2mV,\ 2 1 2 4 .
(ﬁ) = < > ) Y " 1+—4P sin
nc I [2]{ (1 Cos (P) +u ] 6h

9
1
72N\ 2 2
= <2mZh§ ¢ > ! 5 (1+_196214P4 sin? )
{4k2 sin® (%) + yz]

2

1,2 2

L (142504 sing?) . G69)
K ., (([)) N 167

4——sin” | = | + pr—

2m 2 2m

Sion prend 8 — 0 dans 1’équation 5.63, on trouve la section efficace différen-

tielle ordinaire pour le potentiel deYukawa 1’équation4.10. Si 4 — 0 dans I'équation
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5.63, on trouve la section efficace différentielle dans un espace non commutative

pour le potentiel de Coulomb :

da) (2m)* (z2'¢?)* ( 96* 4 ., )
“a — 14 P*sin“¢ |, (5.64)
<d() e 16Umfsm4<§> Lor*

etsi 8 — 0dans 1’équation 5.64, on trouve la section efficace différentielle ordinaire

pour le potentiel de Coulomb 1'équation 5.66.

5.4.2 Les applications de la deuxieme méthode
e La spheére dure

On a trouvé que la section efficace totale o+ dans un espace commutatif pour
la sphere dure égale a quatre fois la surface apparente de la sphere dure vue par les
particules du faisceau incident (v = 47172). Donc la section efficace totale dans un

espace non commutatif a la forme suivante :

Trot = 27t/ﬂsin dp| f (9).7 1+ﬁsin2
tot = , SPap|f (P Lot S e

= 2| f| /0 smcpdcp+2n@\fc| /0 sin” ¢pd¢

= 4mr2+ 4:7'[7’2;74 0 sin® ¢d¢p
e ° 321t Jo

e

= 4 2 1 p492 i i3 d
= 4rmr; +32h4 ) sin” ¢ d¢

p4 92
Ot = 4mrfl+ |1+ . (5.65)

2414

Si § — 0 dans I’équation 5.65, on trouve la section efficace totale ordinaire.

e Potentiel deYukawa et de Coulomb

Pour le potentiel de Yukawa, et en portant I'équation 4.10 dans 1’équation 5.57,
. . . 2~ . 0. ’
on trouve que la section efficace différentielle < m) dans I’espace non commu-

nc
tatif est égale a :
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<ﬂ) = <2mVo)2 ! 1—|—P492 sin? ¢
d Q nc hz [Zkz (1 — COS (P) + “112]2 167’14

2m 272\ 1 p4er
- " T
[élkzsim2 (%) + ]AZ}

2

1,2 4 n2
- |- 2z¢ - <1+Z6:4 sin2<p> . (5.66)
4—sin® (Q> 42— '
2m 2 2m

Si on pose 0 — 0 dans 1’équation 5.66, on trouve la section efficace différen-

tielle ordinaire pour le potentiel deYukawa 1’équation 4.10. Si on prend 4 — 0 dans
I’équation 5.66, on trouve la section efficace différentielle < d—g) dans un espace-

nc
temps non commutatif pour le potentiel de Coulomb :

da) (2m)? (2Z'é?)* (1 P )
- = + sin“¢ |, (5.67)
< d Q) nc 16 (hk)4 sin4 (%) 16714

etsi § — 0dansl’équation 5.67, on trouve la section efficace différentielle ordinaire

pour le potentiel de Coulomb 1’équation 4.12.

5.5 L'onde désordonnée dans I’'approximation de Born

L’approximation de Born est utilisée seulement quand le potentiel est assez
faible pour donner une convergence treés rapide. Dans cette étude le potentiel V
(r) n’est pas petit, et pour cela on a besoin d’une autre approche alternative. C’est
la méthode de 1'onde désordonnée dans I’approximation de Born . Puisque notre

potentiel se décompose naturellement en deux parties :

V(r) = Vo(r) +W(r), (5.68)
ou (_) _))
0.L)av,(r)
W)=~ (5.69)
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Le premier terme V() est le potentiel ordinaire et le deuxiéme est une correc-
tion ol une petite perturbation.

Il est important de mentioner que cette décomposition est particulierement
utile si la fonction d’onde de diffusion sous l’action du potentiel ordinaire est ob-
tenue exactement (voir par exemple le potentiel de Yukawaet Coulomb [10]). Donc

I'amplitude de diffusion f (¢) aura la forme exacte suivante :

—12m

f (¢)nc = Eh_z <‘Yf‘ Vo “Yi >c +

1 2m
— = (v
47 12 <

(5.70)
o1t ¥} et ¥, sont les ondes sortante et entrante perturbés. Le premier terme est I'am-
plitude de diffusion en I'absence du potentiel de perturbation et le deuxieme terme
est une correction de W (r). Supposant maintenant queW (r) est assez petit, pour
qu’on puisse changer ¥/ et ‘I’} par ¥; et ¥ dans le relation 5.70. Donc I'amplitude

de diffusion sera remplager par la forme :

—12m 1 2m

1
f (¢)nc:Eh_2<‘Ff‘Vo “Pi >c + Eh_z <1Ff‘m(

¥ ).
(5.71)

Pour calculer le deuxieme terme, on doit utiliser les harmoniques sphériques

— —\ dV, (1)
0.1)—

et le polynomes de Legendre Y; ,,, (¢, ¢) , P, (x) telles que :

. 4 &, m=l ‘ .
exp (f 1 k.r) = 4 120 Z lz lexp (fz (SZ) Ak r)Y I (0, 9) " (¢, @)
- % Y il (21 +1)exp (Tid) A(kr) P2 (cos¢). (5.72)
=0

La différence entre cette relation et la relation (2.23) est la solution réguliere
(correspondante a la diffusion) de 1’équation radiale de Schridinger non perturbée
A (k,r) etle déphasage d; de I'onde I . Apres un simple calcul, la correction f (¢),,,,
pour 'amplitude de diffusion a la forme suivante :
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1 2m o m=1|

f @eorr = g7 Parsingipdg L L Hexp (o) AT ()Y (¢ 9) Yim (¢ 9) -

I=0m=-1

1 =\ dVe ()4 & "sh
W(Q‘L> dr(r)k_f Z Y. i"exp (i8n) Ak T)Y 5 (,9) Yo (6,90)

Om' = —n

= ST [arsingip Y i exp (16 A* (7)Y iy (9,9) Yo (9,9)
1=0

0.1 N
( )dVo() Zi”exp(i(sn)A( )Y”0<9, ) nO(Q (P)

7 dr =0

(7 f) dvs (r) (21 +1)?
— k2 3 /drsmgbdgbly::oexp (i26) |A (k,7) |* . o anin

P! (cos¢)

G

- 4k2h3 Z 21 + 1 exp (1 2(51) /nsinq)d(ppl‘l (COS(‘D) /Ooo ’A (k,T) |2

= —i (6.n) 2 (21+1) exp(215l)/1dv()|A( k,r)|*dr .

4k2h2

Comme on a vu d’aprés cette formule, la correction non commutative consi-
dére la diffusion de chaque onde partielle séparément. Cette correction n’est pas
présente pour I'onde S (I = 0) dans le cas de 'approximation de Born. La dépen-
dance de cette correction de 1’angle de diffusion est la méme pour toutes les ondes

partielles.

5.6 la section efficace et dans I’'approximation W. K. B

dans un espace non commutatife

La théorie de WKB est un outil puissant pour obtenir une approximation glo-
bale a la solution d’une équation linéaire. On suppose qu’on a une particule avec
énergie E se déplacant dans un potentiel V (x) dans un espace a une seule dimen-

sien. La fonction d’onde aura la forme suivante :
¥ (x) = ¥ (0) exp <+%P(x).x> , (5.74)

ot P est 'impulsion de la particule et ¥ (0) la constante de normalisation. On sup-

pose que le potentiel V(x) change suffisamment lent en fonction de x dans une zone
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trés petite et donc la fonction d’onde ¥ (x) aura une forme d"une d’onde plane avec

une longueur d’onde A (x) telle que :

Ay = 2 27t . (5.75)
P Vam(E-V ()
La fonction d’onde entre x, et x quelconque aura la formet :
X X l
Y(x) = J] Y(x)= ] Y0 exp (JrﬁPi.xi)
X; = Xo Xj =Xo
l' X
= Y(0)exp|Tz )Y Pux
h Xj = Xo
/ X
— ¥ (0)exp (i% Pi.dxl) . (5.76)
Xo
Cette relation est valable sion a :
oA dA

c’est la condition de la validité de I’aproximation de W. K. B. La solution de 1"équa-
tion de Schrodinger

Y (x)+ =Y (x) =0, (5.78)

a la forme suivante : '
¥ (x) = exp (%¢ (x)) , (5.79)
ott ¢ (x) est donnée sous forme d'une serie :

pl)= Y 1, ()¢ (x). (5.80)

n=20

Si ¢ (x) est écrite sous la forme [8] :

¢ (x) ~ 10y (x) + 7'y (x) . (5.81)
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Puisque ¥ (x) est une solution de 1'équation de Schrodinger , on aura :

i ¢’ (x)\> P2

En utilisant le dévelopement de ¢ (x), on trouve :

P2—(¢)? = 0

¢”o =201 = O
i¢"1—(¢f)° = 0,

ou les solutions sont données par :

¢, (x) = f/OxP (x') dx’
— i xp/(x) — te
P (x) = 2)0 D (x)dx—zln@/P (x) +c".

Dong, la fonction d’onde ¥ (x)pour E )V (x) aura la forme suivante [8] :

T(x) = exp (Jr%/‘xp (Xl)dx’ —lnm—icm>
R (i)

(5.82)

(5.83)

_ A ]exp< /\/Zm (E—V (x )dx), (5.84)

2m (E—V (x))|3

avec

A = exp (—i te)

L'intérét de la méthodeW. K. B réside uniquement dans la définition du com-

portement des solutions loin des points tournants. Elle est beaucoup utilisée pour
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les systemes simples, mais aussi dans le domaine de la cosmologie quantique [8].
L’approximation de Born est employée seulement quand le potentiel est assez faible
pour donner la convergence tres rapide. Si le potentiel V' (r) n’est pas faible, on uti-
lise I’approximation semi-classique W. K. B, ot notre potentiel V (r) se décompose
naturellement en deux parties. Dans le cas de I'éspace-temps d'une géométrie non
commutative on a:

0.1 .
v =vi - | o )‘W;j 3 5:5)

Le premier terme V() est le potentiel ordinaire et le deusiéme est une petite

perturbation. Donc, I'amplitude de diffusion dans un espace-temps non commuta-

tive aura la forme suivante :

1 2m 1 2m WK B — =\ 4V (1) | oWk
5.86

On voit que 'amplitude de diffusion f (¢),. se compose de deux parties.

nc
Le premier terme est 'amplitude de diffusion ordinaire qui dépend seulement de
I'angle de diffusion ¢ et le deuxiéme terme est une correction de I'espace-temps non
commutative. Ici ¥; et ¥ y sont des ondes planes entrantes et sortantes (espace-temps

“IJE/VKB et 1IIT;V.K.B

ordinaire) mais sont des ondes entrantes et sortantes calculées par

la méthodeW. K. B et qui ont les formes suivantes :

D (ews )7 )

.
‘{’}V'K'B (r) = Lexp (—%/ Ps (r)dr') . (5.87)
Py (r)
Donc I'éxpression de I'amplitude de difusion non commutative f (¢),. de-
vient :
2m ’ m |A]? [ (7 )Sm‘l’dv i [ '
f (‘P)nc = 7? V(T)]o (qr) redr + 4;.13 /0 rdr p COS(P dr exp E/ (Pl - Pf ) r'dr

(5.88)

Il est clair que I'amplitude de diffusion f (¢),. se compose de deux parties;

le premier terme est ’amplitude de diffusion ordinaire et qui dépend seulement de
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I'angle de diffusion ¢ et le deuxiéme terme est une correction de I'espace-temps non
commutative qui depend en plus de 1’angle de diffusion ¢, du parametre de la non

commultativite de 1'éspace-temps 6.
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Chapitre 6
Conclusion

Dans ce travail de recherche, aprés une description générale de la théorie des
collisions dans un espace-temps commutatif, on a étudié ce phénoméne de la diffu-
sion dans le cadre de la géométrie non commutative. En particulier, on a considéré
I'éspace-temps non commutatif. Le formalisme général a été développé et quelques
applications ont été discutées. En fait, on a considéré plusieurs méthodes diffé-
rentes : la premiére consiste a remplacer le produit ordinaire par un produit star de
Moyal (équivalence entre I'éspace commutatif et non commutatif) et calculer I’am-
plitude de transition a I'ordre 6 et par conséquent la section efficace. Il s’est avéré
que la section efficace non commutative est le produit de celle obtenue dans un
espace-temps commutatif et un facteur correctif qui dépend de I’angle de diffusion
et du paramétre de la non comutativité de 1'éspace-temps. Comme applications, on
a considéré le potentiel de Yukawa et de coulomb ainsi que le calcul du facteur de
forme. la deuxiéme consiste a utiliser 1’approche du décalage de Bopp. La forme
du résultat obtenu est la méme que celle de la premiére méthode avec un facteur
de différence dans le terme correctif du a la non commutativité de 1’éspace-temps.
Comme applications, 'éxemple de la sphére dure, le potentiel de Yukawa et Coulomb
ainsi que le calcul du facteur de forme ont été considérés. La troisiéme méthode
consiste a utiliser I’approche de I’'onde désordonnée dans ’approximation de Born.
La forme générale de I'amplitude de diffusion a été obtenue dans le cadre du for-
malisme des ondes partielles. Enfin, pour des potentiel qui ne sont pas faible et ou
on ne peut pas utiliser la théorie de perturbation, la version non commutative de la

méthode WKB a été développée et la forme générale de 'amplitude de transition
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a été aussi déduite. Comme perspectives, on n’aimerai bien faire d’autres applica-
tions physiques plus compliquées en utilisant les méthodes précedentes meme si

elles nécessitent un calcul numérique.
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Annexe
Expression théorique de la section efficace
Le calcul de la section efficace va étre effectué en utilisant le courant de pro-
babilité | (r). L'onde diffusée s’interpréte comme un faisceau de particules émises
radialement a partir du centre diffuseur. On calcule les composantes du courant de

probabilité | ; dans les coordonnées sphériques. On a

I (1) = e ¥ (1) 7% (1)

ot ¥ (r) est 'onde diffusée. Apres un simple calcul, on trouve :

I = “slf G.of
(e = ke 1 (0,0) 357 ©.9)]
Uy = sgmale |1 @01 50f @9)].

Comme r est grand, (Jz)y et (Ja),s0nt négligeables devant (J4), , et le cou-
rant diffusé est pratiquement radial. Le nombre dn de particules qui frappent par

seconde la surface unité ds est proportionnel au flux de vecteur | 4, soit :
2 hik N2
dn =CJzds =C (Jz), 77dQ=C m If (9,¢9)]"d Q.

Le flux incident F; est proportionnel au flux du vecteur | ; de 'onde incidente

exp (tk.r), soit:
Tik

m
ol la constante de proportionnalité C est identique dans les deux équations. Donc

FE=Clli=C

la section efficace différentielle a la forme suivante :
d?’l 2

La section efficace différentielle égale au carré de I'amplitude de diffusion.
Les Polynomes de Legendre et leurs propriétés

La fonction génératrice
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En peut obtenir le polyndme de Legendre de la fonction génératrice suivante :

1 (o9
V1-2xz+22 |3

L'équation différentielle de Legendre :

L’équation de Legendre c’est une équation différentielle de deuxieme ordre :
1 y2) 4 i 1 =0,n>
(1-x )Wl’n(x) — 257 Py (x) +n(n+1) Py (x) = 0,n > 0.

La formule de Rodrigues :

La solution de I’équation différentielle de Legendre, est le polynome de Legendre

1 anr 2 n
B (3) = g (¥ 1) o 20

pourn > 1

Pn (1) == 1/P11(*1) = (71)71
Po(—x) = (~1)"Py(x).

Relations de récurrence :

(m+1)Py41(x) = (2n+1)xP, (x) —nP, 1 (x)
P, (x) = xP_q(x)+nP,_1(x),n>1
x2—1

n

,n > 1.

P, (x) = xP,_1(x)+ P/ (x),n>1.

P, 41 (x) — Py (’C>
2n+1

P (x) =P/ (x) = (2n+1)P, (x),o00 / Py (x) dx =

Les harmoniques sphériques et les polynémes de Legendre :

" (69) = \/(214_;1) E; _T_ Z; P"™ (cos®)exp (im ¢),

P (x) = (=1)" (1—x2)% dd_:;vpl (x).
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La relation d’orthogonalité :

Le polynome de Legendre vérifie la relation d’orthogonalité suivante :

7T
. N 2
'/0 sin 6d6 P; (cos ) P, (cos 0) T

Décalage de Bopp :

Ona:

¥ (x)*V (x)

Y (x)x V (x)

¥ (x)*V (x)

[e°] . n L. Lo
‘Y(x) V(x) + Z (%) %911 N g -’”81-]..81-”‘1’ (x) 8jla]nV(x)
n=1 :
® /iN"1 /iN" ... .
YOV Y (5) w(5) @0 Ren¥ (12,.0,7 ()
n=1 :
o0 _1 n 1 . .
¥ (x)V(x)+ Y <7> PP (x)9;,.9;,V (%)
n=1 :
Y(x)V(x)+ ), (%) Eﬁil DY (x) / dkV (k) (ikj,) .. (ikj,) exp (ik.x)
n=1 . )

¥ () V() + [akV (6 i _—1)n % (5.K) ¥ (x) exp (ik.x)
¥ (3)V () + ¥ (x) [dk7 (K) expik( —§> ¥ (x) [V (k) exp ikx

¥ (x) / dkV (k) exp ik (x - g)
¥ (x)V (x _ g) .
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Summary

In this research work, and after a general description of the collision theory in a non
commutative space time, we have studied this diffusion phenomenon in the framework of non
commutative geometry. In particular, we have considered a non commutative space-time. The
general formalism was developed and soma applications were discussed. In fact, we have
considered various methods: the first one consists to replace the ordinary product by a Moyal star
product (equivalence between the commutative and non commutative approaches) and calculate
the transition amplitude at the order g and consequently the cross section. It turns out that the non
commutative cross section is a product of that obtained in an ordinary commutative space-time
and a correction which depends on the diffusion angle and the space-time non commutativity
parameter. As applications, we have considered the Y ukawa and Coulomb potentials as well as
the form factor. The second method consists on using the Bopp shifting. The form of the obtained
result isthe same as the first method except for a multiplicative factor in the correction due to the
gpace-time non commutativity. As applications, the example of the hard sphere, Yukawa and
Coulomb potentials as well as the calculation of the form factor were considered.

The third method consists to use the disordered wave approach within the Born
approximation. The general form of the diffusion amplitude was obtained in the context of the
partial wave formalism. Finally, for non weak potentials where we cannot apply the perturbation
theory, the non commutative version of the WKB was developed and the general form of the

transition amplitude was deduced.

Key Words: Collision theory, Noncommutative Geometry, Quantum Field Theory.



Résumeé

Dans ce travail de recherche, aprés une description générale de lathéorie de collision dans
un espace-temps commutatif, on a étudié ce phénomene de la diffusion dans le cadre de la
géométrie non commutative. En particulier, on a considéré I’espace-temps non commutatif. Le
formalisme général a été développé et quelques applications ont &é discutées. En effet, on a
considéré plusieurs méthodes différentes. la premiére consiste a remplacer le produit ordinaire
par un produit star de Moyal (éguivalence entre |’approche de I’espace commutatif et non
commutatif) et calculer I’amplitude de transition a I’ordre q et par conséquent la section efficace.
Il s’est avéré que la section efficace non commutative est le produit de celle obtenue dans un
espace-temps commutatif et un facteur correctif qui dépend de I’angle de diffusion et du
paramétre de la non commutativité de I’espace-temps. Comme applications, on a considéré le
potentiel de Y ukawa et de Coulomb ainsi que le calcul du facteur de forme. La deuxieme consiste
autiliser I’approche du décalage de Bopp.

Laforme du résultat obtenu est la méme que celle de la premiere méthode avec un facteur
de différence dans le terme correctif du ala non commutativité de I’espace-temps.

Comme applications, I’exemple de la sphére dure, le potentiel de Yukawa et Coulomb
ainsi que le calcul du facteur de forme ont été considérés. La troisieme méthode consiste a utiliser
I’approche de I’onde désordonnée dans I’approximation de Born. La forme générale de
I’amplitude de diffusion a éé obtenue dans le cadre du formalisme des ondes partielles. Enfin,
pour des potentiels qui ne sont pas faibles et ou on ne peut pas utiliser la théorie de perturbation,
la version non commutative de la méthode WKB a été développée et la forme générale de
I’amplitude de transition a été aussi déduite.

M ots clés: Théorie des Collision, Géométrie Noncommutative, Théorie des champs
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