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h(q,2):
h(z)

Nomenclature

diamétre caractéristique (m)

épaisseur du cylindreintérieur (m)

épaisseur du cylindre extérieur (m)

coefficient de convection thermique local (W/m?K)
coefficient de convection thermique axial (W/m?K)
nombre de noaudstotal dansladirection radiale
nombre de noaudstotal dansladirection axiale
nombre de noaudstotal dans la direction azimutale
conductivité thermique du fluide (W/mK)
conductivité thermique du solide (W/mK)

longueur du conduit (m)

longueur adimensionnelle du conduit (m)

pression (Pa)

pression adimensionnelle|(P - P,)/r ,VZ]

densité de flux de chaleur (W/m?)

rayon intérieur du cylindre intérieur (m)

rayon extérieur du cylindre intérieur (m)

rayon intérieur du cylindre extérieur (m)

rayon extérieur de cylindre extérieur (m)
coordonnée dans la direction radiale (m)

coordonnée radial e adimensionnelle (r/d)

temps (s)

temps adimensionnelle (V,t/d)
température(K)

T-T,
q,d/K

composante radiale de la vitesse (m/s)

température adimensionnelle(

)

composante radiale de la vitesse adimensionnelle(U/V,)
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composante axiale dela vitesse (m/s)

composante axiale adimensionnelle de la vitesse (V/V,)
vitesse axiale moyenne al’entrée du conduit (my/s)
composante azimutae de la vitesse (m/s)

composante azimutale adimensionnelle de la vitesse (W/V,)

coordonnée dans la direction axiale (m)
coordonnée axiale adimensionnelle (z/d)

Symboles Grecs
diffusivité thermique(m?/s)
coefficient d’expansion thermique(l/K)
intervalle fini
coordonnée dans la direction azimutae (rad)
viscosité dynamique (kg m/s)
viscosité cinématique(m?/s)
masse volumique (kg/m?)

Indices

noeuds nord et sud respectivement
noeuds est et ouest respectivement
noeuds haut et bas respectivement
faces nord et sud du volume de contrdle typique respectivement
faces est et ouest du volume de contrdle typique respectivement
faces haut et bas du volume de contréle typique respectivement
fait référence aux surfaces internes et externes des cylindres
moyen
fait référence au noaud P d’un volume fini typique
décalage de maillage suivant la direction radiae
décalage de maillage suivant la direction azimutale
décalage de maillage suivant la direction axide
relatif au noaud considéré
relatif au nosud en amont du nceud considéré

relatif au noaud en aval du noaud considéré



Re

Ri

Gr

Nu(q,2) :

Nu(z) :

Nu

Exposants
variable adimensionnelle
désigne I’instant t

désignel’instant t - Dt

Nombr es sans dimension

rov,d
nombre de Reynolds=—2-2

nombrede Prandlt = n
a

Gr

nombre de Richardson= 5
e

4
nombre de Grashof = gt:?_wzd
n

nombre de Nussdlt local = w

nombre de Nussdlt local axial moyen circonférentiel = h(z)d

nombre de Nusselt moyen




| ntr oduction

Lorsgu'au sein d'un méme fluide (liquide ou gaz) se produit une différence de
température, la densité du fluide n'est plus égde partout. Du fait de la poussée
d'Archiméde : "tout corps plongé dans un fluide recoit de la part de ce fluide une
poussée verticale dirigée du bas vers le haut, égale au poids du volume de fluide
déplacg", cette différence de densité produit un mouvement au sein du liquide. Ce
mouvement de brassage, dans lequel les parties les plus chaudes et |égeres du fluide
ont tendance a sélever et les parties froides et denses a descendre, Sappelle
convection. Les mouvements dus uniquement a des différences de température du
fluide congtituent la convection naturelle comme les mouvements des grandes
masses d'air autour de laterre, I'action des vents, la formation des nuages, les courants

océaniques ou plus simplement |le phénomeéne d'aspiration d'une cheminée.

La convection forcée est obtenue en soumettant le fluide & une augmentation
de pression, qui favorisera le brassage du fluide (*) comme par exemple I’échange
entre chaud et froid dans des échangeurs (convection forcée), refroidissement d'une
tasse de liquide chaud en soufflant dessus (convection forcée) et I’action mécanique
d’un ventilateur afin de refroidir I’ambiance dans une piéce ou un local chauffé.
L’association de ces deux modes de convection, forcée et naturelle s’appelle la
convection mixte. Le groupe adimensonnel qui détermine laguelle de ces

convections est dominante est le nombre de Richardson Ri qui est le rapport du

nombre de Grashof sur le carré du nombre de Reynolds: Ri = % (**).
e

Si: srz &.1 c’est la convection forcée qui domine.
e
Si: srz 10 c’est la convection naturelle qui domine.
e
Si: O.lé%élo c’est le domaine de la convection mixte (naturelle et forcee).
e

* http://www.x86-secret.com/articles/divers/stt/stt-3.htm
** http://www.rose-hulman.edu/~adamsl/courses/me462/other/map/fluidprops.html



http://www.x86-secret.com/articles/divers/stt/stt-3.htm
http://www.rose-hulman.edu/~adams1/courses/me462/other/map/fluidprops.html

Dans cette these nous étudions les écoulements de convection forcée et mixte,
laminaire, dans I'espace annulaire entre deux cylindres concentriques horizontaux
dont le cylindre extérieur est soumis a un flux de chaleur pariétal imposé constant
alors que le conduit intérieur est adiabatique.

Le premier chapitre présente une recherche bibliographique sur les études
menées sur les convection forcée, naturelle et mixte dans les conduits cylindriques
annulaires sans ailettes et avec allettes. Le deuxiéme chapitre contient une description
du systéme physique et samodélisation mathématique qui se traduit par les équations
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de |’ énergie régissant ce
probléme conducto-convectif tridimensionnel pour un écoulement laminaire d’un
fluide incompressible & propriétés physiques congtantes. Les conditions initiales et
aux limites dynamiques et thermiques relatives a ce probleme seront explicitées. Le
troisiéme chapitre présente la résolution numérique du probléme physique considéré.
Le maillage du domaine physique ains que les détails de la discrétisation des
équations de conservation par la méthode numérique des volumes finis, basée sur des
schémas du second ordre dans I'espace et le temps sont bien mis en évidence. La
solution des systemes d’équations discrétisées obtenus selon I’algorithme SIMPLER
est auss détaillée. Les algorithmes de Thomas et Thomas Cyclique qui permettent de
résoudre chague systeme d’équations algébriques sont auss présentés. Quant au
quatrieme chapitre, ce dernier regroupe I’ensemble des résultats obtenus dans cette
étude. Ils sont organisés en deux grandes parties. La premiére concerne ceux d’une
convection forcée et mixte dans un conduit cylindrique annulaire sans ailettes tandis
gue la deuxiéme partie présente les résultats d’une convection forcée et mixte dans un
conduit cylindrique annulaire muni d’ailettes transversales internes. Une conclusion

générale se trouve dans le cinquiéme chapitre qui cl6ture ce travail.
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Conformément au sujet de cette thése, cette recherche bibliographique présente une
revue synthétisée des études théoriques, analytiques et numériques, ains qu’expérimentale sur
la convection forcée, naturelle et mixte, laminaire, dans des conduits cylindriques annulaires
sans ailettes et ceux équipées d’alettes. En suivant globalement un ordre chronologique on a

résumé ces différentes études avec leurs auteurs.

Kumar [1], a éudié numériquement un modéle & deux dimensions de longueur
infinie, pour deux cylindres annulaires horizontaux concentriques ou le cylindre intérieur est
soumis & un flux de chaleur constant et le cylindre externe est refroidi et isotherme. L’ auteur

trouve que le nombre de Rayleigh Ra critique est atteint pour des valeurs numériques égaux a

L. et 3. et pourunr ort des aiametres | = et 2, respectlvement. aauss
31.10° et 3.10° etp apport des diamétres D,/Di = 1,5¢€t 2,6 i I '

mentionner la difficulté de juger si le courant deviendrait oscillatoire ou tri dimensionnel au-

deladeRacritique, et un ratio donné deD,, /Di .

L'écoulement et le transfert de chaleur & convection laminaire et turbulente a travers
un tube, ont été éudiés par plusieurs auteurs. Carmella et Christensen [2], ont éudié le
comportement hydrodynamique et les caractéristiquesdes cannelésannulaires en formes
spirales pour les régimes laminaires, de transition et turbulent, de fagon expérimentale. |Is ont
congaté que les tubes intérieurs cannelés ont induit un degré important de tourbillon dans

I>écoulement, et la transition varie de Reynolds310£ R, £10°. PourR, 3 310, les nombres

de Nusselt étant 4 a 20 fois celui correspondant a une géomeétrie lisse, et pour le nombre de

Reynolds R, £ 10°, les nombres de Nusselt ont augmenté de 1.1 et 4 fois.

Ball et al. [3], présentent les résultats d’une étude expé&imentae des écoulements
convectifs dans un espace annulaire entre deux cylindres concentriques. Le cylindre intérieur
edt tournant et chaud, tandis que I’autre est immobile et froid. Des plans horizontaux
immobiles ferment la cavité. Le fluide est I’air ( Pr = 0.7). On s’intéresse aux flux de chaleur
qui sont intimement liés & la structure du champ des vitesses. Dans les systémes tournants,
I’existence d’instabilités hydrodynamiques peut conduire & une variété d’écoulements
secondaires. A chaque transition dans I’écoulement, les mécanismes de transport sont altérés
et il en résulte des changements dans les transferts de chaleur et de quantité de mouvement.
Une étude paramétrique pour le flux moyen de chaleur est faite atravers |I’espace annulaire, et
auss une éude qualitative des écoulements secondaires. Trois systémes ont éé utilisé,
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caractérisés respectivement par des rapports des rayons n = 0.437, 0.565 et 0.656, et par des
rapportsd’aspects I' = 31.44, 52.53 et 77.20.

Une simulation numérique a été faite par Chung et al. [4], pour I’écoulement
turbulent dans un tube annulaire et concentrique, pour deux rapports derayon (R, /R, =01et

0,5).Leur objectif était d’éucider I'effet transversal de courbure sur les structures turbulentes &
proximité de la paroi de I’écoulement d’un tube annulaire concentrique. Leurs résultats
numériques ont démontré que les structures turbulentes & proximité de la paroi extérieure ont

une activité plus intense que celle & proximité de la paroi intérieure.

En exprimant les équations de Navier-Stokes et de I’énergie en termes de vitesse-
vorticité-température, Thermina et al [5], procédent & une résolution des équations complétes
de conservation tridimensionnelles d’une convection mixte dans une géométrie annulaire avec
une température et une vitesse constante a I’entrée du tube. Les cylindres intérieurs et
extérieurs sont portés a des températures imposées. Le schéma des différences centrées est
appliqué pour les égquations de vorticité et d’énergie tandis que les équations de la vitesse sont
exprimées selon un schéma du 4°™ ordre. La méthode des directions aternées (ADI) est

utilisée pour leur résolution.

Renzoni et Parahsh [6], ont analysé numériquement I’écoulement laminaire et le
transfert de chaleur dans la région d’entrée d’un conduit concentrique a ailette. Les ailettes
sont continues, radiales et supposées étre d’une épaisseur égale a zé&ro. De forts gradients de
pression et des coefficients de transfert de chaleur élevée ont été obtenus dans la région
d’entrée. IIs ont approcheé les valeurs entierement développées asymptotiquement ala distance

axiale.

Une éude numérique est menée par Moukalled et al [7], dont I’objectif est I’étude la
convection naturelle dans un espace annulaire d'une cavité rhombique sans ailette. Le fluide

utilisé dans ce systéme est I’air avec un nombre de Prandtl Pr = 0.7. Le domaine de variation
du nombre de Rayleigh est10® £ Ra£10’, avec une paroi intérieure chaude et une paroi
extérieure froide. Les éguations de conservation sont résolues par la méthode des volumes
finis et I’espace de calcul est représenté par un maillage curviligne. Les résultats obtenus

montrent gu’a la paroi chaude une augmentation proportionnelle entre le nombre de Rayleigh
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et le gradient de température, ainsi qu’une augmentation locale du gradient de température a
la paroi froide. Aux faibles nombres de Ra, en partant de la paroi chaude vers la paroi froide
pour Ra3 10° , ils remarquent une présence d’un minimum et d’un maximum, local, entre les

parois.

L’influence des ailettes internes sur la convection mixte dans la région complétement
développée de tubes horizontaux est étudiée par Farinas et al [8]. Ills ont éudié
analytiguement et numériquement la convection mixte laminaire dans un espace annulaire
avec allettes internes pour deux, quatre et seize ailettes. La paroi intérieure chaude et la paroi
extérieure froide, et pour des nombres du Grashof variant de 10° a10*. Le modéle
mathématique, composé des équations de conservation est résolu par la méthode des
différences finies. Les résultats sont présentés pour I’air (Pr =0.7) avec des nombres de
Rayleigh variant de10®a10°pour différentes configurations d’ailettes (fine, arrondie ou
divergente) et différentes longueurs d’ailettes (L = 0.25,0,5 et 0,75). Le transfert de chaleur
est a peu prés le méme pour les trois géométries d’ailettes, mais on associe al’ailette arrondie

lameilleure efficacité.

Une éude numériqgue menée par M.l. Farinas et al [9], concernant le transfert
convectif  laminaire dans une cavité horizontale rhombique avec ailette. Les équations de
conservation sont résolues par une méthode d’éléments finis, et représentée par des largeurs
de cavité variant de 0,25 & 0,875, la longueur d’ailettes varie de 0,3 & 0,7 et des nombres de
Rayleigh s’échelonnant entre 10%et10’ .Les résultats montrent que le transfert de chaleur est

maximal dans la cavité éroite de largeur E, =0.52 munie d’alettes de longueur

L =0.7.Dans ce cas, la conduction domine la convection .Quand d’autre part, la convection

domine, letransfert de chaleur est maximisé pour E,=0875e L=0.7.

Habib et al. [10], ont étudié numériquement I'écoulement turbulent et le transfert de
chaleur dans un canal convergent- divergent et sinusoidalement variable. 1ls ont obtenu une
corréation pour un nombre moyen de Nusselt avec le nombre Reynolds. Ils ont constaté que
pour un tube convergent divergent les baisses de presson sont plus grandes que pour celles

d'un tube droit. IIs ont également investi I'admission des effets de tourbillon. Ils ont trouvé
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qu'une augmentation dans I'admission de tourbillon cause une réduction dans la séparation et

une augmentation dans le transfert de chaleur.

Schneider et Wasel [11] ont éudié le probléme de convection thermique mixte sur
une plague plane. La singularité qui apparaissait dans les résolutions précédentes est levée.
En fait les équations ne sont pas paraboliques et doivent étre résolues par une procédure
globale. Suivant la condition de sortie une solution différente est calculée. Le résultat obtenu

numériquement pour la paroi chaude montre des oscillations : le couplage p = A est instable.

Tandis que pour la paroi froide il y a apparition de la solution de "branchement” en

exponentielle croissant (retrouvé par Steinriick [12]) associée au couplagep=-A. On

observe un déplacement vers le haut des lignes de courant et |a séparation de la couche limite.
Certaines présentant une zone de circulation et la structure mise en évidence correspond aune

sorte de ressaut hydrodynamique.

M.Avca et O.Aydin [13], ont &éudié analyse de maniére analytique le transfert de
chaleur par convection forcée avec dissipation visgueuse dans des écoulement pleinement
établis a l'intérieur des conduits annulaires concentriques. On considere deux conditions aux
limites: un flux de chaleur uniforme a travers la paroi extérieure avec une paroi intérieur
adiabatique (cas A) ou bien un flux de chaleur uniforme a travers la paroi intérieur avec la
paroi extérieure adiabatique (cas B). Les solutions pour les digtributions de la vitesse et de la
chaleur, ains que le nombre de Nusselt ont été trouvées, correspondant aux valeurs
différentes de rapport d'aspect et du nombre de Brinkman (Br). Les résultats trouvés ici en
I'absence d'effet de dissipation sont comparés avec ceux que I'on trouve dans la littérature,

avec un excdlent accord entre les deux.

T. Hung Nguyen et al [14], ont étudié la convection naturelle de I'eau froide entre
deux cylindres horizontaux et concentriques avec des températures de surface congtantes. Les
équations de base sont résolues par la méthode de perturbation et les solutions sont exprimées
en érie puissance du nombre de Rayleigh non-lineaire. Les configurations de |'écoulement et
les flux thermiques sont présentes en fonction du rapport des rayons R, du nombre de

Rayleigh non-lineaire Ra, et le paramétre d'inversiong , qui déterminent essentiellement la

taille et les effets des cellules de convection qui apparaissent dans la cavité a partir de
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I'inversion de densité de I'eau a 4°C. Un bon accord est obtenu avec les résultats numériques

et expé&rimentaux existants.

G. Petrone et al [15], ont étudié concerne la simulation numérique des écoulements

bidimensionnels de transfert thermique d’un fluide a faible nombre de Prandtl (Pr=0.2) dans

une cavité annulaire horizontale de grand rapport de rayons (r,/r; =5) et dans lagquelle le

cylindre interne est plus chaud que le cylindre externe. Les nombres de Rayleigh utilisés sont
compris entre10® et 10*. Différents écoulements ont été obtenus en utilisant des méthodes
d’intégration temporelle, d’abord stationnaires puis oscillatoires mono périodiques. L’objectif
de leur travail est d’analyser, sous |’ approximation de Boussinesg, les écoulements induits par
le gradient thermique puis de conduire une andyse de gtabilisé linaire de ces solutions
permettant de mettre en évidence les bifurcations. En particulier, la symétrie par rgpport a
I’axe vertical passant par le centre des cylindres, qui permet de caractériser les écoulements &
petits nombres de Rayleigh, est brisée par I’apparition d’une bifurcation de type fourche. Ce
résultat original, obtenu dans le cadre des écoulements bidimensionnels, offre de nouvelles

perspectives aux travaux de convection naturelle entre cylindres coaxiaux.

Metais et Eckert [16], ont examiné la littérature disponible, et ont présenté une
cartographie des différents régimes pour des écoulements laminaires et turbulents dans des
tubes verticaux et horizontaux avec I'un ou l'autre la température constante uniforme de paroi
ou de flux de chaleur de paroi uniforme. Le parametre sur l'abscisse de leurs cartes
bidimensionnelles de régime est le produit du nombre de Grashof, Gr, basé sur la différence
entre le tube-paroi et les températures en bloc liquides, le nombre de Prandtl, Pr, et le rapport
de diametre alongueur, D/L ; le parametre sur I'ordonnée est nombre de Reynolds, Re. Leurs
cartes de régime d'écoulement indiquent le mode de transfert thermique (forcé, mixte ou
convection libre) qui est dominante pour une valeur donnée des Re et de GrPr(D/L). Comme
ils s’attendaient, la convection libre domine quand la valeur de GrPr(D/L) est suffisamment

grande, tandis que I'augmentation en valeur des Re augmente I'effet de la convection forcée.

Le travail théorique sur le transfert thermique de convection mixte dans des tubes
verticaux circulaires de section transversale a été étudié la premiére fois par Martindli et
Boelter [17]. Ils ont analysé entiérement |’écoulement laminaire développé dans lequel ils

ont admis la variation linéaire de la densité avec la température 1l ont supposé auss que la
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vitesse immédiatement a coté de l'interface de tube-fluide change linéairement avec la
digance de la paroi. Ces suppositions ont rendu le probléme favorable a I'anayse
mathématique, et ils ont obtenu une éguation explicite pour le nombre de Nusselt en fonction
du nombre de Grashof, du nombre de Prandtl, et du diamétre au rgpport de tube-longueur.
L'éguation obtenue par [17], était remarquablement réussie et retrouvait les données

expé&rimentales avec une exactitude de +.20%.

Jackson et al [18] ont éudié le transfert thermique de convection mixte dans un tube
horizontal soumis & une température de paroi constante. Le fluide de fonctionnement était
I’air et I’écoulement se développait hydrodynamiquement et thermiquement; Le produit du
nombre de Grashof (basé sur la différence logarithmique de la température moyenne) et
nombre de Prandtl, GrPr, éendu de 1. | 10° & 2.210° Le nombre de Graetz, Gz, a été changé
de 60 & 1300. Une corréation pour le nombre de Nusselt d'écoulement laminaire en fonction
de GrPr et de Gz éait développée. Leurs résultats ont indiqué que la transition laminaire a
turbulente Sest produite & des produits Reynolds-Prandtl, RePr, approximativement de 2450.
Une corréation pour le turbulent le nombre de Nusselt d'écoulement en fonction des Re et du

Pr a été également développé.

Les effets de la dissipation visgueuse sur la vitesse et le champ de température sont
négligeables pour I'écoulement forcé entiérement dével oppé. Cependant, le nombre de Nusselt
diminue pendant I'augmentation de la dissipation visqueuse. Pour |'écoulement ascendant,
Kim [19], a étudié le probléme de la convection naturelle, laminaire et entiérement
développée dans un espace annulaire circulaire d’un tube. En utilisant une combinaison
arbitraire des flux uniformes de chaleur imposés sur les surfaces intérieures et extérieures du
conduit annulaire, I’auteur a chercher a obtenir la forme les solutions analytiques pour la
vitesse et la température. Le nombre de Nusselt a é&é déterminé a I’aide de ces solutions. |l a
montré que le probleme a éé caractérisé par rapport au diamétre, au rapport du nombre de
Grashof e du Reynolds, et au flux de chaleur. Des solutions fondamentales qui sont
indépendantes du flux de la chaleur ont éé obtenues, dont les solutions générales pour
n'importe quel rapport de flux de la chaleur peuvent étre facilement obtenues, smplement en
employant le principe de superposition. Cest possible aux conditions entiérement
développées pour |'écoulement de fluides avec les propriétés constantes ou la non-linéarité est
absente. Les résultats ont montré que le transfert de chaleur augmente de maniére significative

avec l'augmentation de Gr/Re.
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Plusieurs théoriciens ont analysé I'écoulement laminaire dans des tubes intérieurement
ailettés (Soliman et a 1980 ; Renzoni et Prakash, 1987 ; Rustum et Soliman, 1988 et 1990) .
Soliman et all. [20], éudient la digribution de la température des ailettes, la température du
liquide et le flux local de la chaleur avec la température extérieure uniforme de paroi a été
numériquement obtenu pour des configurations & ailettes et sans ailettes. Les résultats ont
montré que la distribution de la chaleur et le flux dépendait du nombre d'ailettes et de la taille
des ailettes et que le tube a ailettes a eu un meilleur transfert thermique en surface par rapport

au tube lisse.

Renzoni et Prakash [21], ont obtenus les caractéristiques d'écoulement et de transfert
thermique pour un écoulement se développant dans la région d'entrée d'un échangeur de
chaleur intérieurement aailettes. Les résultats théoriques ont montré la chute de pression et le
nombre de Nussdlt pour la zone d’entrée aussi bien que des évaluations pour les longueurs

hydrodynamiques et thermiques d'entrée.

D'autres articles concernant I'écoulement en convection mixte laminaire dans des tubes
intérieurement a ailettes ont été faits par Rustum et Soliman [22]. Les résultats
expé&rimentaux montrés pour la chute de pression et caractéristiques de transfert thermique
pour écoulement laminaire. Les résultats ont prouvé que la convection libre a eu une influence
forte sur le transfert thermique et approché les prévisions la convection forcée en tant que
nombre de Rayleigh diminué. L'analyse numérique a été basée sur le Grashof modifié, le
nombre de Prandtl, le nombre dailerons et |a taille relative d'aileron. De l'anayse, de
I’écoulement secondaire, la vitesse axiale et la distribution de la température, le flux de
chaleur de la paroi, le facteur de frottement et le nombre moyen de Nusselt ont été dérives.
Ces résultats ont été comparés a des résultats expérimentaux et la bonne corrélation a éé
trouvée. D'autres conclusions étaient que le début des effets convecteurs libres a été retardé et

cela pour le perfectionnement du frottement, le facteur de frottement et le nombre de Nusselt.

Dans un aticle par Patankar et al [23], un modéle de mélange de longueur a été
employé pour analyser un tube intérieurement & ailettes et annulaire intérieurement a ailettes.
Pour I'analyse du nombre de Nussdlt, le facteur et de frottement a é&é dérivé. Les résultats ont
également prouvé que les ailerons aidaient a améliorer la surface de transfert que la paroi de

tube.

10
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Habib et A. Negm [24], ont étudié numériquement la convection mixte laminaire dans
la région entiérement développée des anneaux concentriques horizontaux. Cette convection
mixte a éé étudiée numériquement pour le cas du chauffage circulaire non-uniforme. Deux
conditions de chauffage ont été étudiées, une fois la moitié supérieure de la surface intérieure
du cylindre intérieur, est uniformément chauffé tandis que la moitié inférieure est maintenue
isolée, et l'autre dans lequel les surfaces chauffées et isolées ont été inversées. Les
caractéristiques dynamique du fluide et de transfert thermique se sont avérées tres affectées
par les conditions de chauffage. Pour la gamme étudiée du paramétre régissant la flottabilité,
le nombre modifié de Grashof (Gr *), on a constaté que le dispositif de chauffage inférieur
provogue un écoulement secondaire vigoureux, avec le résultat que les nombres de Nusselt
moyens sont beaucoup plus importants que ceux pour la convection forcée pure. D'autre part,
les nombres de Nusselt sont presque circonférentiellement uniformes. Dans le cas du
dispositif de chauffage supérieur, un écoulement secondaire moins vigoureux est induit en
raison de la stratification de la température, avec les nombres de Nusselt moyens qui sont
sensiblement inférieurs a ceux obtenus avec un chauffage intérieur et avec une grande

variation angulaire du nombre local de Nussdlt.

Le transfert thermique dans un espace annulaire entre deux cylindres concentriques
avec les ailettes radiales est étudié numériquement par M Rahnama et al [25]. Les éguations
de base de conservation sont discrétisées en utilisant I'approche de volume finie ainsi que
I'algorithme SIMPLER. Des calculs sont exécutés pour I'écoulement laminaire avec des
nombres de Rayleigh jusgu'a 10°. Les champs de vitesse et de température sont présentés
pour différents nombres de Rayleigh et tailles d'alette par les parcelles de terrain
aérodynamiques et isothermes. Les calculs prédictifs du nombre de Nusselt moyen prouvent
que la taille d'ailette a une valeur optimum pour laquelle le taux de transfert thermique est

augmenté. Leslongues ailettes ont un effet de blocage sur le recyclage d'écoulement.

Abid et al [26], ont éudié expé&imentalement le transfert thermique de convection
mixte laminaire dans un tube horizontal uniformément chauffé par voie électrique. Le fluide
de travail éait de I'eau distillée, et I'écoulement a été rendu entierement développé a I’entrée
de la section de chauffage. En utilisant le procédé de la thermographie infrarouge, ils ont
mesure la distribution de la température sur la surface extérieure de la paroi du tube. Ils ont

rapportées des variations circulaires substantielles et une symétrie par rapport a la

11
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perpendiculare verticale a I'axe longitudinal du tube. Le maximum de la température était sur
le sommet du tube avec une augmentation monotone le long du tube. Ce résultat est di au fait
qu'un fluide plus chaud se reléve le long de la paroi, tandis que le fluide relativement plus
froid descend pour le remplacer dans la partie inférieure du tube. Les résultas de leur andyse
numérique ont confirmeé leurs observations expérimentales et aussi ont confirmé I'existence d’
écoulements secondaires, décrite plus tot par McComas et Eckert [27] et photographié par
Mori et Futugami [28].

Enfin, concernant I’effet de la variation des propriétés physiques du fluide sur les
écoulements de convection mixte dans les conduits soumis a un chauffage volumique, on
peut citer les travaux numériques récents de Boufendi et Afrid [29] qui ont montré d’abord la
non uniformité du flux thermique transmis au fluide ainsi I’effet non négligeable des
propriétés physiques tout particulierement celui de la viscosité. Dans ce cas le hombre de

Nusselt moyen subit une augmentation de |I’ordre de 58%.
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2.1 Description du systéme

On considére un conduit annulaire congitué de deux cylindres concentriques
horizontaux dans lequel sécoule un fluide Newtonien et incompressible en écoulement
laminaire. Le cylindre intérieur d'épaisseur finie @ et de diamétres intérieur Dy et
extérieur Dy est adiabatique sur sa paroi intérieure tandis que le cylindre extérieur
d'épaisseur finie e, et de diamétres intérieur Dy et extérieur Do €st Soumis sur une
longueur L a un flux de chaleur externe pariéta constant. A I'entrée du cylindre, le
fluide se présente avec une vitesse et une température toutes deux constantes. Quant ala
sortie, on considére que le conduit est assez long pour admettre un écoulement
hydrodynamiquement développé et un flux thermique axial constant dans le fluide et
dans |le solide. Les propriétés thermophysiques du fluide, la conductivité thermique et la
viscosité, sont supposées constantes excepté la masse volumique qui est une fonction
lindaire de la température exprimée par I'approximation de Boussinesg. On considéere
auss l'absence de toute source ou puit de chaleur dans l'entrefer cylindrique ains
gu’une dissipation visqueuse négligeable. On admet auss que le rayonnement &
I’intérieur du passage annulaire est négligesble. La géométrie du systeme est
représentée dans la figure 2.1 (a),(b).

a:

é

Qw

air T T
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Figure2.1: Géométriedu systeme

2.2 Lemodéle mathématique

Entre les deux cylindres, I'écoulement du fluide soumis a un chauffage pariétal est

gouverné par les équations de conservation de la masse de la quantité de mouvement et

del'énergie.

At=0, u=w=v=T=0
2.2.1 Equations de conservation
At>0:

2.2.1.1 Equation de continuité
190 19w v _
r rfig 1z
2.2.1.2 Equation de quantité de mouvement radial

0

fu ef i1 Ty WU 19p
‘ﬂt+g?11r(ruu)+r‘ﬂq(wu)+ﬂz(vu) r H_ ro‘ﬂr+
meél T , Tu 19 Tu T ffu, u 2Twu r
2 )+ )+t —(—) = - —— -~ —(Co
rOSr‘ﬂr( ‘ﬂr) rz‘ﬂq(‘ﬂq) ‘ﬂz(‘ﬂz) r’ r’qqt rOQJ =
2.2.1.3 Equation de quantité de mouvement azimutale

Tw é 19 19 1 uwa_ 1 Tp

— i —(ruw) + = —(ww) + — (VW) + — - =- — —— +

Mt Sr‘ﬂr( ) r‘ﬂq( ) ‘ﬂz( ) rd r,riq

(2.1)

2.2)

(2.3)
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m él

fw, 1 9 Tw T 9w, w 29fuu r .
—2 —)+=- L )+ (- - —+ =274+ gdn 2.4
ro&rqr ‘ﬂr) rz‘ﬂq(‘ﬂq) ‘ﬂz(‘ﬂz) r2 r’qqt rOQJ d 24)

2.2.1.4 Equation de quantité de mouvement axiale

v éL9v 171 1 u_ 11p
— + —(ruv) + = —(WV) +— (W)= - ——C +
Tt Sr‘ﬂr( ) ro (wv) ‘Hz( )H rofz
Noel § , Tv 1 97 9v 1T Tv.u

—_——a—(r—)+ ——(—) + —(—) 1, 25
rogr‘ﬂr(‘ﬂr) rz‘ﬂq(‘ﬂq) ‘Hz(‘ﬂz)ﬂ (29)

2.2.1.5 Equation del’énergie

A ) K 2 * * * )
T8 Ly L mlKo &9 0 IT) 11 9Ty 9 ITy0
Tt & rfq 120 H rC, &1 It 9a 19 Tz 1z

(2.6)
. 1 dansle fluid
OuK:iz:' ansle gle
K, 1 K,/K, danslesolide
2.2.2 Conditions aux limites
Les conditions aux limites qui sappliquent & ce probléme sont |es suivantes:
- Al’entréedu conduit: z=0
*Domaine fluide :
R.Er£ER, e OE£Q£2p :u=w=0,v=v,etT=T, (2.7)
*Domaine solide:
R,ErER, et R, E£r£R, aveCc OL£0£2n :u=w=v=0et T=T, (2.8)
- A lasortie du conduit: z=1L
*Domaine fluide :
ROErER, et 0£0£2r - W=-Iw_W_1 9T, _4 2.9)
1z Yz Yz 9z 1z
*Domaine solide:
R,£ErER et R, £r£R, avec 0£0£ 2r : u:W:v:ﬂl(‘l‘lTT—T):O (2.10)
z Yz
- Sur laparoi intérieur : r =R,
L
Pour O£0£2n et O£ZEL u:W:v:ﬂ— =0 (2.11)
r r=Ry

- Sur laparoi extérieur : r =R,
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Pour O£0£2n et O£z£L u:W:v:Oeth:KSﬂ (2.12)

r=Rye

2.3 Adimensionnalisation du probléme

Pour obtenir la forme adimensionnelle des équations modéisantes, on définit les
grandeurs caractéristiques suivantes: le diamétre ceractéristique: d =D, - D,, la
vitesse caractéristique : v,, , lapression caractéristique : p,v2 , le temps caractéristique :
d/v, e ladifférence de température caractéristique: AT =q,,d/ K,

Les variables dépendantes adimensionnelles sont :

r=r/d,z =z/d

u =ulvy, w=wlv,, v =v/v,

t =v,t/d

P =(p- Po)/povs € T =(T-T,)/AT

2.3.1 Forme adimensionnelle des équations de conservation

Sous laforme adimensionnelle le systéme d’éguation (2.2)-(2.6) ainsi que les
conditions initiadle et aux limites s’écrivent :

At'=0:u =w" =v =T =0 (2.13)
At >0:

2.3.1.1 Equation decontinuité

iﬂ(r*U*)jLiﬂW* +‘ﬂv*

rrooqr r" g 1z

=0 (2.14)

2.3.1.2 Equation de quantité de mouvement radiale

' é * * * * * * * *ZU r* *
Ivet Lruwye Lovuyr o) Mog= - T8 +2% cosqr
it g Tr r 1q 1z r g Tr €5

1é1 9 .9 19 9 T U, u 29wu
g\ —)+—— )t () 5 —F (2.15)
Reo ar ‘Hr ‘Hr r ‘H6 ‘H6 ﬂZ ﬂZ r r 0 a
2.3.1.3 Equation de quantité de mouvement azimutale
W e Lruw)+ 5 - ww)+ o v+ = 2P B gng 7
& Tr rfq Mz rg r 79 RE
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1619 .w, 19 9w, ¥ w, w 21quu
+—a—F —])+=—(—)+—(—)- = +—=— 2.16
Re, & ‘Hr( ‘Hr) r*z‘ﬂq(‘ﬂq) ‘Hz(‘ﬂz) 2 2 1ag (219

2.3.1.4 Equation de quantité de mouvement axiale

W é1 9 v v o 19, « oo T, .0

—+t54—7—>((uv )+——-WV )+t—(VV ),=-

0 & Ty ( ) . ‘ﬂq( ) .”Z( )H
1 é1 1
Re, & Tr°

T
1z
1 9. 9v T v .U

4+ + — =) 217
) 7qq ‘Hq) 2 (‘ﬂz)H (2.17)

LIV
(r 0

2.3.1.5 Equation d'énergie

rIT 10 1T

T -+ K +—
Reoprogr_ﬂr ﬂr) I’*Zﬂq( ‘Hq) Tz

«IT, (2.18)
z

e ey e

2.3.2 Forme adimensionnelle des conditions aux limites
Avec les conditions aux limites suivantes :
-A l'entréedu conduit: z° =0
*Domaine fluide :
RL.EIER, & 0£q£2p:u =w =0 , v =1et T =0 (2.19)
*Domaine solide::
R ErER et R, £ £R,, avec 0£Q£2p : u =w =v =0, T =0 (2.20)
-A lasortie du conduit: z° =L’
*Domaine fluide :

ffu _iw _Tv _ 1

RLEFER, e 0£0£27 - 4 Iw v _ ¥ T

=0 2.21
Wz 1z 1z 1z ﬂz*) (2.21)

*Domaine solide :

il

R ErFrER, et R, £r £R,, avec 0£0£2n : U =W :v*:ﬂ*
72

ar
(—)=0 (2.22)
z

-Sur laparoi intérieur: r’ = R,

1T _
Pour: O£0£2ret OEZ £L : U =W =V =0 e q, |, 0 2.23)
r=R

1i
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-Sur laparoi extérieur: r' = R,

17T _
POUr: O£ 0 £ 2met OEZEL © U =W =V =0 e | =1 (2.24)
I =Roe

Le long de ladirection angulaire, les conditions périodiques sont imposées :
u (r,0,z°,t°) = u(r,2mn,z°,t")

w(r,0,z°,t)

w(r',2m,z,t")
Pour Ry £1r £R, et 0£Z £L :

vi(r,0,z°,t") vi(r,2m,z",t")

T (r,0,z",t")

T (r',2n,z2°,t")

2.4 Lenombrede Nussdt
Le cylindre intérieur éant isolé, le nombre de Nusselt qui traduit le rapport relatif des

transferts convectif et conductif ne sera rapporté qu’au cylindre extérieur.

Le nombre de Nusselt local, dépendant simultanément des positions angulaire (q) et

axiale (z'), s’exprime par larelation suivante :

Nu(g,z') = @200 8 1 y
] - - * * * * + U
k el (R,.,9,2)-T,(z)g

(2.25)

En une section droite la température moyenne de mélange adimensionnelle T, est

Rz 2p
O OV(r',a,z)T (r,q,z' )r'drdg
définie par : Tg(z*):R;e °

(2.26)

Ry 2p
O OV (r',a,z')r'dr'dg

Rle 0

On en déduit le nombre de Nusselt moyen circonférentiel et local axial par I’expression

suivante :

2p

L1 . 1 d
Nu(z ):5 ANu(g, 2 )dg=—— g (2.27)
0

2p ﬂT*(R; 9z)- ()]

Sur toute la longueur axiale le nombre de Nusselt moyen est déterminé par larelation:
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L 2p

1 * *
Nu=— OoNu(g,z )dqdz (2.28)
2p L 00
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Chapitre 3 Résolution numérique

3.1 Choix de la méthode de résolution

La forme finale du modde mathématique est un systeme d’équations
différentielles aux dérivées partielles du second ordre non linéaires fortement couplées
qui ne peuvent étre résolues analytiquement mais plutbt par des méthodes de type
numeérique.

Il existe plusieurs méthodes numériques de résolution. On peut citer entre autres:
les différences finies, les éléments finis, les volumes finis, la méhode de Gaerkin.
Parmi ces méthodes, nous avons choisi celle des volumes finis qui est trés utilisée dans
la solution numérique des problemes de transferts. La méhode de volumes finis est une
méthode de discrétisation pour les lois de conservation. Elle résulte d'un choix au sens
physique, basé sur I'écriture des bilans. On peut citer certains avantages qu'dle
présente :

-les équations aux différences ont une propriété de conservation. Cela signifie que
I’extension du principe de conservation écrit sous une forme discrétisée pour un volume
fini typique est vérifiée pour I’ensemble du domaine numérique.

-son coté pratique et sa maniabilité lors de la résolution de cette classe de problémes
convectifs-diffusifs.

Les étapes de cette méthode numérique sont :

- le maillage du domaine physique.

- la discrétisation des équations de conservation qui consiste en une intégration des
équations aux dérivées partielles sur un volume de contrdle fini.

- la recherche de la solution du systéme d’équations algébrique linéaires sur I’ensemble

du domaine de calcul.

3.2 Lemaillage:
On découpe |’espace annulaire selon le directions r*,0 e z'  en un ensemble de volume

éémentaires finis ou « volumes de contréle » égaux a (AvV- =r Ar" ABAZ"). Le centre d’un
volume fini typique est un point P, et les centres de ses faces latéra es est, ouest, nord, sud,
front et arriére sont les point e, w, n, s, t e b, respectivement. Chacun des volumes finis
intérieurs est entouré de six autres volumes finis. Les centres de ces volumes sont les point
E,W,N, S Tée B.Lesvariables scaaires (pression, température) sont stockées aux points
centrés dans les volumes finis, alors que les trois composantes des vitesses sont stockées

aux centres des faces latérales des volumes finis. Une illustration d'un volume fini typique
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et montrée dans la figure 3.1. tandis que le domaine de calcul est représenté dans les
figures (3.2), (3.3) et (3.4) qui traduisent, respectivement, des projections suivant les trois
plans : (r'0) , (6,2°), (r',Z ). Les équations de transfert des variables scalaires sont
intégrées (discrétisées) dans le volume fini typique; cependant, celles des composantes de
la vitesse sont intégrées dans des volumes finis décalés. Celui de la composante de vitesse
radiale est décalé vers la droite, cdui de la composante azimutale est décalé vers le haut et
cdui de la composante axiale est décalé vers le front. Il est bien connu que ce décalage est

nécessaire pour éviter certaines instabilités numériques.

Figure 3.1 : Volume de contr6le typique
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‘e dr(i)=dr,

Ar(i)
dr(i-1)
. 3 a
L do, =do(k)
AB(K)
do, =do(k- 1
Figure 3.2: Projection du volume fini dansle plan (r,0)
dr(i-1) dr(i=dr.
j+1 T
...................... E......--- t ........?............ ...........E.......... " dZ(J)
A0 1 s s P n N
dz(j-1)
...................... A O T - S
-1 B
z i-1 i i+1
Ar(i)

Figure 3.3: Projection du volume fini dansle plan (r,z)
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dz,=dz(j-1) Az(j) dz=dz(j)
. 4 —p -
%, \4—'.‘—’ \ 4—‘.-.—>\
_ “‘ .l . W -. .
3 B \ B d0,= do(k-1)
R V. S W ereeeenees SRR WO :
: \
k B b P t T
i
s ::- --------------------- :n ---------- g "mmmmreee SUEEIEEEEEEERfEEEEEEEEEEEE SussEfusmsnnnnnnnnn
: /
ktl o+ 4 E
.:.:. ......... /.......... ............. Z ...................... z ......... Lusannssmmsannnsnnnns >

Figure 3.4 : Projection du volume fini dansla section (0,2)

3.3 Ladiscréisation des équations

3.3.1 Ladiscrétisation temporelle

3.3.1.1 Lestermes non stationnaires

La discrétisation des termes non stationnaires dans les éguations de mouvement et dans
I'équation d’énergie suit un schéma temporel du second ordre. Si on considére

® comme variable dépendante du temps un développement limité en série de Taylor au

deuxiéme ordre des variables @' et ®" ' est :

Tl'q)t+At N (At)z ﬂZq)t+At
it 2 At?

D' =" - At +O(At)? (3.1
ﬂcDHAt N (2At)2 ﬂZcDHAt

GUA = A L DAL
Mt 2 At?

+0(AY)* 32

On multiplie la relation (3.1) par 4, et on fait la différence entre le produit et larelation
(3.2) pour obtenir :

ﬂ@ t+At

40" - @M =30 - 2At +O(At)?,d’ ol :

ﬂcDH-At _3(1)'(+At _ 4(1)'( +(Dt»At

+0(At)?
it 2At
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Il est clair que l'erreur de troncature est de l'ordre de (At)®. Toutes les dérivées
temporelles seront discrétisées comme suit :

t+At t+At t t- At
10" 30 4D + D (33)
it 2At

3.3.1.2 la discrétisation destermes convectifs et non linéaires

La discrétisation des termes convectifs et non linéaires dans I'ensemble des équations
suit le schéma explicite d'’Adams - Bashforth. Ce schéma est obtenu par une expansion
en série de Taylor au deuxiéme ordre de lavariable® ™" .

On multiplie la relation (3.1) par 2, puis on fait la différence entre le produit de la
relation (3.2), et on obtient :

2 2 3 t+AL
L (AY% 1P

QU = ot - @A ~
2 It

+0O(At)?

et donc tous les termes advectifs et non linéaires sont discrétisés comme suit :

oM =20 - oM (3.4)
3.3.1.3 Lesautrestermes
La discrétisation temporelle des termes diffusifs et des termes des gradients de presson
dans I'ensemble des équations modélisantes est implicite. La discrétisation temporelle
de la poussée thermique radide et azimutale, dans I'équation d'énergie, suit le schéma
d'Adams Bashforth.

3.3.2 La discrétisation spatiale

Pour ladiscrétisation spatiale, on utilise le schéma des différences centrées, dont I'erreur
de troncature est d'ordre deux (avec une précision du second ordre). Ainsi, la valeur
d'une variable sur une face commune & deux volumes finis adjacents est la moitié des
deux valeurs nodales. Auss, la dérivé spatiale d'une variable sur une face commune est
la différence des valeurs de la variable des noeuds en amont et aval de l'interface divisée
par la distance qui les sépare (voir les exemples ci-dessous et la figure (3.4).
(Dn:(bp+(1)n (DS:CDpHDS

2 2
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10| _0- P, 10| _ 0, - O

i, dr, qr |S dr,

A
v
A
v

nw O

A
v
A
v

I I
Figure3.4: Maillagedansladirection radiale

Ainsi, I'erreur de troncature de |a discrétisation spatiale sera de I'ordre de (Ar)?, (A0)? et
(AZ®) pour les directions radiales, azimutales et axiales respectivement. Mais, cet ordre
n'est obtenu que pour un maillage numérique uniforme suivant les directions des
coordonnées. Dans notre étude, et pour garantir la précision du second ordre, on a utilisé
un maillage (43*44*83) uniforme suivant toutes les directions. Ce qui suit est une
démonstration de la précision d'ordre 2. Se referant a la figure (3.4), et en utilisant

I'expansion en série de Taylor de lafonction @ on montre facilement que:

fo| 17 7°0 I° 0
O, =D, - l— +— -— F oo 35
Tt W], 2 R 6 It (35)
2 2 3 3
O =d>n+|ﬂ£ L1 q)| | q)| Fon (3.6)
Irl, 2 3| 6 |
Avec ladifférence de (3.5) et (3.6), on obtient :
o  I°70
(DN-(DPZZIﬂ— +—.IT 3 (3.7)
i, 3 19r .
Le maillage est uniforme est on a: I:d%, alorson obtient :
o] D - 1 T°0
ﬂ | - N P _ _ﬂ 3| (drn)Z (38)
'ﬂr|n dr, 24 qr |n

On voit I'erreur de troncature est de 'ordre de (Ar)?.

La méme démonstration peut se faire dans les deux autres directions.
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3.3.3 Stockage des variables

Les variables scalaires (la pression et la température) sont stockées dans les ncauds du
maillage, cependant les composantes du champ de vitesse sont stockées aux centres des
faces des volumes de controle. Ce type de maillage dit décalé perme une meilleure
estimation du flux convectif, ainsi qu'une bonne estimation de la force de pression dans les

équations de mouvement. Il offre aussi une grande stabilité numérique.

3.4 La discréisation des équations

Dans I'ensemble des équations de mouvement, |'éguation de continuité et I'éguation
d'énergie,

toutes les variables (u,w, v, T) dont I'exposant est 0, désignent celles évaluées au temps
t-At,

toutes les variables (u,w,v, T) dont I'exposant est 1, désignent celles évaluées au temps
t.

Toutes les variables (u,w,v,T) qui ne possedent aucun exposant, désignent celles

évaluées au temps t+At.

3.4.1 Equation de continuité

L'équation de continuité (2.6) est intégrée dans le volume de contréle typique (figure
3.6) comme suit :

* N

entél ﬂ(r*u*) 1 ﬂW* ﬂV u . N N
\“,\_* *_+—*—*+—*, dr dedz :O
S R TS TR

t en * *

00— YU ) g dodz* = (riu - riul)A Az,
bwsr ﬂr

t\e\n\l W* * * *_ * * * *

OOOr_* M rdrdqdz =(w,- w,)Dr,Dz,

bws
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t en *

Obéﬂ—r dr'dedz” = (v, - vy)r,Ar A6

bws ﬂ

On peut mettre I'équation de discrétisation finale sous laforme::

(rnun - rSuS)AepAzp + (we - WW)AI‘pAZp + (vt - vb)rpArpAep =0 (39
Dans cette équation (3.9) tous les termes sont évalués al’ingtant t + Dt .

3.4.2 Equation de quantité de mouvement radiale

L'éguation de quantité de mouvement radiale (2.7) est intégrée dans le volume de
contréle décalé suivant la direction radiale (figure 3.7).

e\t\ngﬂ e\t\nﬂea'l 4u 1 a'l 4upt pu *
—r'drdbdz = (e dr dodz = rdrAG AZ,
wbsau wb su@ 2At Q 2At

etnu etnue 1 Ol]
ax}—“‘ll(r u'u’)r dr'dodz —C‘I‘x‘ﬁg ‘"* (r*u*uw - il(r uu 1 ¢ dr’dodz
wbsu ﬂ Wb&l@r ﬂr r ﬂ g

:éﬁr;u( *ﬁu)l- 2rsu(u*§u)l- r, u*ﬁu) . (u su) HA@ Az,
1

et na u
u*)r*dr*dedz* = C\f)C\f?g I ( u) - iﬂl(w u 1 (rdr’dedz’
r

aal ﬂ(
Wbsur ﬂe Wbsu@r ﬂe g

:[2( Sul - wzvluuzvlu)- (W*ef]’u - Wl )dr Az,

etnu ﬂ N, . . etnué ﬂ . 1 ﬂ Ol‘J* . .
(‘I‘)(‘)—(v u ) dr dodz = (‘I‘)(‘)éZ—*(v u 1 - (v u 1 gr dr dedz
wbsuﬂz wbsué z ﬂZ g

‘kl ‘kl ‘kl ‘kl ‘kO ‘kO ‘kO ‘kO * *
:|_2(Vtuutu - Vbuubu)_ (thutu - Vbuubu)rndrnAep

ew tn
NN N\

“ﬂp TP ardocz” = (P; - PL)ArAZ,

ww b s
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dr(i-1) df(i)fdfn
...................... tsu ... t:U e U, dz(j)
Az(j) i ~ SU_F}u_nu_Nu_
dz(j-1)
..................... frveeees Py eeees bu -+ DNU ~ seeedensarans
-1 Bu:
i-1 i i+1

L do, = do(k)

AB(K)

do,, =do(k - 1)
(b)

Figure 3.7 : Le maillage décalé suivant la direction radiale

() projection suivant lesplans (r",z") (b) projection suivant les plans(r”,0)
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etnu
C‘f)c‘)%coqu rdrdgdz” =- G—(:osq(ZTl T.)r.dr.Dz, Da,
wb s e0 Re0
etnu o é * . 1 U .
o8 U dodz =, T - U Bag Az
0008 4 & ], g
& Uy -U, U o)
zérnu ! *uPu_ suupu - :AGPAZ
dr, s o
etnu 2 O* é * * U .
e ﬂg”“ Fardedz =e—u | o LI Garaz
sur ﬂe ﬂe ﬂ éreu ﬂe |eu rWU ﬂe wug
- _ u;u-u;u_ il-u;u-u:Nu%r;Az
& @, . &, b
et nu * é * * N
oige““ Srdredodz” = el | - U Geartae
wbsuﬂz ﬂZ (%] éﬂz tu ﬂZ bug
— m’ITu B *U Pu uPu *U Bu _r*dr;Ae
é dz, dz, 4
etnu u* u*
000 —F dr dedz” = r'f” dr A0 Az
w b s r n
etnu otnu @ 2 * 2
355 2™ dr o =- a2 - A b ar docz
wb su r b wbss B r 16 r 96

*1 *1 0 *0 N
e4 anu +stu Wenu eﬂj 2 anu stu Wenu +We£u l‘,J *A *
=& - ) ( - )l.grn Zp
ar, 2 2

n

On regroupe touts les termes présents pour obtenus une équation de discrétisation finale
sous laformes suivante :

ApuPu :AEuEu +AWuWu +ANuNu +ASuSu +ATuTu +ABuBu +Su

Ou les coefficients de I'équation de discrétisation et la source, sont donnés par les

relations suivantes:
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_ 1 drAz) _ 1 dr,Dz,
= Re, r.do, v Re, r,da,
1 6 ABAZ) 1 rLA0.AZ
S L A= Sl (3.10)
Re dr Re, dr

1 r,dr A8, 1 rdrao,

A= - A, =—— .
" Re, df ® Re, dr
~ 1 drAB.AZ, 3r,drABAZ

A=A A TA A AL HA + Re, r; +E S (3.11)
LAURUR L e

SU_Trn ranP Zp+( P~ N)ranP Zp

e €050 (17 Tz, + o |- o g oo

Z *1 *1 *1 *1 s *O *O *O *O e
?4 wvwnu +stu Wenu +Wesu 9 2 wvwnu +stu Wenu +Wesu :d[,:ldr* AZ*
B O B MIn S5
S 2 2 @

§E 2 22

L T I oy ) R ) AL
+é- 2r,\u, | +2rglug ) +r WUy ) - rglug, QAepAzp

+[- 2(W* Uy - W;vluU;vlu)’“(W;?U;S -wou? )Jdr;Az;

1
eu

*1 *1 *1 *1 *O *O *O *O * *
+ |__ 2(Vtu utu - Vbu ubu ) + (th utu - Vbu ubu )Jrn drn AeP

Les coefficients de I'éguation de discrétisation sont tous positifs, relation (3.11), et que
Ap est supérieur ala somme des autres coefficients, comme dans le cas de I'équation de
discrétisation radiale. Citons que les composantes de vitesse aux faces des volumes finis
décalés suivant la direction radiale sont discrétisées par des différences centrées (pour

assurer la précision d'ordre deux):

32



Chapitre 3 Résolution numérique

« _Up, T Uy, . _Up, +Uyg,
U, 2 Ug, 2
W W, W, . W, W
en 2 wu 2
V* thu +Vtsu V* — Vbun +Vbs.1
tu 2 bu 2

3.4.3 Equation de quantité de mouvement azimutale

L'intégrale de I'éguation de quantité de mouvement azimutae (2.8), se fait dans le
mouvement de contr6le décalé suivant la direction azimutale (figure 3.8).

ew tn * * *1 *0

\ \\ﬂW * * * 3W W - 4WPW +WPW * * *
OO0 drdedz” = —F _ r Ar do Az

Mot [ 2At PP P

N M e e e e L °u,
o0 - (ruw )rdrdodz = OO+ *(ruw - *(ruw g dr dodz
ww b s wwbs@r r r g
[Z(r e u*lw*) (r ulw?o - u*ow*o)de AZ
nw nw SNV TTSW nw =" nw SNV T SW SW e P

ewtn ew tn 1 0
(\)(\I\)}%] (Ww)rdrdedz = (‘)(Ip—“?z*%(w*ww - i%(w*w’w

wwb s vvwbs@r

é&( %2 %2 )1 ( %2 %2 )OU * *
o Wy = Wy | = Wy = Wy, | ATAZ)

ew tn eNtné 1 OL‘J
ol (viw')ridridedz” = ey ﬂ* (v*w* - i*(v*w* gr dr’dodz’
(rﬁz a Yz 4
ww b s Wwbs@ g

=|2viiwit - viiwik )- (viwS - vidwiS s Arde,
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j-1 dz(j-1) i

“’
A
Q
N

=

p—

i »
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o *
*, 3
.
e * “0
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’0’ > ‘s
v’ v‘
- . . *
» . »
. . »
Y . 3
. . -
. e .
. . .
. . .
(YT R T s WW  sessssastasssasnssnnaasnnsnssnnnas
. .
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s P .
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.
k -
-
bww
.
.
»
.
.
-
.

—_ tww

»

.'.........-

Q
Q
k+ 1 .:.0

.

dr(i-1)

do, = do(k)
AB(K)

(b)

Figure 3.7 : Le maillage décalé suivant la direction azimutale

(a) projection suivant les plans (z* ,0) (b) projection suivant les plans(r* ,Q)
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ew tn
N\ N\ 1 ﬂP * * * *
5 —r'dr'dodz” = (P, - PL)Ar Az,
ww b s
ew tn * *
RN C . Gr . . KON
~singT rdrdgdz =- — sing, (2T, - T.°)r, Dr, Dz daq,
ww b s 0 ReO
ew tn * ew tn * N
<<~1 9 ,w (. . . \“e*'ﬂw . w .
———(r — )r dr dédz = &, ——| -y, ——| udo Az
QO3 Bohey S Tl IO Tl -
(rry, o~ Wew -+ Wew ” Wouygg 1z
dr, dr,
é * u
(‘)‘ el i—ﬂw yhardods =t W L LW B
wwbs ﬂe éreW ﬂe |ew rWW ﬂe |wwg
:(il- WEW- WPW _ il- WPW WW)ArpAZ
[ do, [ doe,,
ew tn * A * * AN
AT W _ew| qw| oL
. —)r'dr "dodz” . - . ar, Ar_do
000g,~Cqz ™ B
—( " Weu W _ZWBW)r;Ar;dee
t b
ew tn * *
OO0 —r'dr dodz’ = - P Ardo AZ)
ww b s r er
ethZﬂU** . . ewtng Zﬂu Zﬂu ou
000 o' dr dgdz = §O0E2(— ) ———)| U’'dr'dgdz’
ww bs I ﬂ ww b s@ r q H

_ 2€ U +Ugy Uy TUgny 1 Ungy FUgy  Unyy T Uguey 0
=& > 5 )- = ( 5 5 )uAr dz,
Mow & Mow

On groupe tous les termes précédents, pour obtenir une équation de discrétisation finale

sous la forme suivante;

APWPW = AEWEW +AWWWW +ANWNW +ASWTW +ABWBW +SN
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Ou les coefficients de I'équation de discrétisation et la source, sont donnés par les

relations suivantes;

A, = 1 AI,ZAZ’,; A, = 1 A*rpAzp
Reo rew de e Reo rWW dew
1 1,,d0.A7 1 r,00,AZ
AN = = P As — 4 P (312)
Re,  dr, Re, dr.
A, = 1 r;Ar;*dee A, = 1 r,ZAr,%dee
Reo dZt Reo de
3rALD AZ, 1 A AZ
A =A_+A +A +A_+A. +A_ +- P PP 4 P *e p
P E W N S T 875 AL Re 3 (3.13)

4W*l = W*0 * * * * * * *
w = WrPArPAOedZP + (P, - Po)Ar, Az,

*

Ff;z sn g, (2Tt - T.%)r.Dr.Dz,

0

+

2w, - Wit i, - win) ndz;
+[- 2(r utvit - udv iy +(r UtV - U )]deeAzp

SW TTSw T sw

*1 *1 *1 *1 *O *O *O *O * *
+|_' 2(Vy Wi = Vo Wiy ) F (Vg Wiy = Vi W, )JrPArPdee

W*
*1 *1 *O *O * * RIV * *
- (2up,Wp, - Up,Wp, )ArLdO AZ, - —Ar,d8 Az,

rPW
€ ul +ul Ul +ul Ul +ul ul +ul O,
re 2 2 2 2 3

On note que les coefficients de I'équation de discrétisation sont tous positifs, relation
(3.13), et que Ap est supérieur a la somme des autres coefficients aussi, comme dans le
cas de I'équation de discrétisation radiale. Les composantes de vitesse aux faces des
volumes finis décalés suivant la direction azimutale sont interpolées suivant le schéma

des différences centrées:
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o Uy tUo . Ug, Uy,

U, 5 u,, = 5

W* WPW +WEW W* WPW +WWW
o 2 w 2

V* — VteN +Vtww V* —_ VbeN +waw
tw 2 bw — 2

3.4.4 Equation de quantité de mouvement axial
L'intégration de I'équation de quantité de mouvement axiale (2.9), sefait dansle volume
de contrdle décalé suivant la direction axiale (figure 3.9)

etvn * * *1 *0
N NN \" * * * 3\/ - 4V +V * * *
ﬂ* r'drdodz =—* ~ P Ar A0 dz,
wbvs 2At
etvn etvn , ~
\\\l * * * * * * N N\ 2 * * * l l * * * 0 * * *
*l*ruvrdrdedz: e* ‘"*ruv -*l*ruv % dr' dodz
O OOk ¢ "
whbvs whbvs
— * *l *l * *l *l * *O *O * *O *O *
_lz(rnvunvvnv - rwuwvw)_ (rnvunvvnv - rsvuwvsv)JAePdZt
etvn etvn . N
N N\ 1 LR * * N\ 2 . 1 * % Ou * * *
1erdrd(9dz= elWv -—*lwv 4 dr dodz
000~ ;
wbvsr whvs r ﬂe r ﬂe

=[2wiiviE - Wilvit) - (WEVS - wvi)|ardZ

e‘wc‘)oﬂ—n‘ T v'vyrdrdodz” - oS T vV - i)Y drdodz”
v?bvs Z* v?bvs ﬂZ* ﬂZ* H

— *1 *1 *1 *1 *O *O *O *O * *
- |_2(Vtvvtv - vavbv) - (Vthtv - vavbv)JrPArPAeP
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(@)
dr(i-1) dr(i)
.................. | Tv -. .
i+1 AV tV = NtV
5 1 dz(j)=dz
....... Sy teeei gy srams Py oseses NV = Nv .....E.......... -
] 4—— sby = py = SOV
: . 4
................... YJCIER SRR IR SRR A dz(j-1)
E E v
1 ;
z i-1 : i : i+1
e———:

Ar(i)

(b)

Figure 3.9: Le maillage décalé suivant la direction axial

(a) projection suivant lesplans (z",0) (b) projection suivant les plans(r”,z")
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e tvn
000" To-rdrdodz’ = (P{ - P{)riAKAD,
w bv s
etvn é . * . * .
“‘]; l*( @mﬂv* - T, ﬂv* UAb6dz,
w bv s r ﬂr e ﬂr v ﬂr |
Vi " Ve o+ Vit Vs,
=(r - AO,dz
(nu drr*]r Vv rs* ) P t

etvn A * * y
vax1 9 €1 fv 1 9v| U . .
000~ == r'dr'dodz” = e— - — UAr.dz
w bv s ﬂe( ) ére\/ ﬂe |ev rWV ﬂe |wvg " t

:(i VEv VP\/ _ Tlv W")AI‘ dZt

I‘ev dee I‘wv w
A ﬂ ﬂv _ v’ | o,
=& - — 0rpArgdod
w bv s @ﬂz ﬂZ bvg
Vi - Vo, Vo, - Voo s
:( Tv _ Pv _ Pv _ BV)r AI‘ Ae
dz, dz;, PP

On regroupe touts les termes discrétisés pour |'obtention d'une équation de discrétisation
finale sous laforme standard:

AV, =A VL, AV, FAV, FAVG FALV FALV,, +S,

B " Bv

Ou les coefficients de I'équation de discrétisation et la source, sont donnés par les
relations suivantes :

_ 1 Ar,dz, _ 1 Arldz;
E — T n AW - % .~
Re, r,do, Fw A0,
1 r,A0.dzZ, 1 1, A0.0z
A= T Ag= M 14
""Re, dr *"Re, dr (314)
rnAr,AQ “Ar,
A, = 1 r,Ar A0, A, = 1 r,Ar,A6,

Re, dr,

Re, dz,
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3 rpArAB,dz,

AP:AE+AW+AN+AS+AT+AB+2 At (3.15)

*1 _ *O . .
S :%—*\/"Vr*Ar*Ae dz. + (P, - P.)r.Aro A0
Vv AL pAlp pUs ¢ P t/pAATlp P

+[— 2(r UVt - rougv )+ (ruov, - r;u;f’v;f’)JAepdz:

| 2wiivi - witvis )+ (wivid - wisvid)|arsdz;

‘kl ‘kl ‘kl ‘kl ‘kO ‘kO ‘kO ‘kO * *
+|_' 2(VigViy = Vi Vi ) + (Vi Vi - vava)JrPArPAeP

Comme dans le cas des équations de discrétisation radiale et azimutale, les relations
(3.14) et (3.15), indiquent respectivement que les coefficients de I'éguation de
discrétisation axiale sont tous positifs et que le Ap est supérieur ala somme des autres
coefficients.

Aux faces des volumes finis décalés suivant la direction axiale, les composantes de
vitesses sont:

* :untv+unbv * :ustv+ustv

unv 2 uSV 2

. W, W W =V +W,,,
Wer =775 w 2

. VoV, . Vg, *V,,
Vtv 2 va - 2

3.4.5L"'équation d'énergie
L'éguation d'énergie (2.10), est intégrée dans le volume fini typique (figure 3.4) comme

suit :
oI L BT AT AT L .
OO0 dr dodz" =—+ 2AtP* P, ATLAB,AZ,
wbs
etn etn . <
* * * * * * 2 * * * 1 * * * * * *
anr—“‘% ﬂ*(ruT)rdrdedz = s ﬂ*(ruT)l-—* ﬂ,k(ruT)OL'J dr dbdz
wost I W%S Tr rqr

— * ‘kl ‘kl * ‘kl ‘kl * ‘kO ‘kO * OO ‘kO *
- |_2(rnun Tn - I Ug Ts )_ (rnun Tn - T Ug Ts )]AePdZP
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etn etn ~
0 l(w T')r'dr'dodz” = “‘ez ﬂ W T - %%(w*T*)\Oﬁr*dr*dez*

wbs

= 2T T - (T - widT0) Ardz;,

etn 1-|- etné 1-|-
d}jﬂ—(vT)r dr'dodz” = oY o ( T Hrd r’dodz’

wbs

= I_Z(ViTtl - Vo) - (VT - Vth?)JrPArPdeP

etn
“‘1i(r —)rdrdedz Sy L R L
ir Ir ir |, S qr
_é*T,;-T; *T;-T;U .
=2 - AO LA
g(fn ar ) - (rg ar’ )HA pAZ],
etn
e L l(ﬂ)r dr*dodz _(iﬂ R L
90 I, r 90|,

eT.-T, T.-T,.U . _.
= a(—= - . —)uArsAz
S( " do. ) (rwdew )H pAZp

etn * *
a0 1T 1T e
( )r dr'dodz” = (ﬂ | - ﬂz*| VAT AB

wbsﬂ Z|t |b
e - P T;U* *
. ToAr, A0
S( iz’ ) ( i )HP pAOp

Le regroupement des termes précédents conduit a I'équation de discrétisation de la
température suivante:
ATy = AT AT, HALTL AT TAT] AT, 45,

Les coefficients de I'équation de discrétisation et la source sont:
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1 A AZ A 1 Ar Az,
E w
Re, Pr, r.do, Re Pr, r.,do,
A, = 1 DqP*DzP A, = 1 rSAeP*AzP (3.16)
Re Pr, dr Re, Pr dr
1 A A, A= 1 rLArLAD,
Re P, dz ’ Re Pr,  dz,

AP:AE+AW+AN+AS+AT+AB+grPArF’AAﬁPAZP (3.17)

*l
S = AN AZp |- 20T - L UTY) + (1 UT0 - L UCT.%)A0,A2,

+[ 2(W T - wIT ) + (W T. - w T, )JArPAzP

Pl 2T VT (T - T A0,

3.5 Discrétisation des conditionsaux limites

Toutes les conditions sur les champs de vitesses et de température et sur les flux seront
chacune transformées en une forme discréte, conformément au maillage. 1l S'agira
toujours d’identifier pour chague condition aux limites les coefficients des variables
dépendantes ains que les termes de source correspondants. Etant donné que la
procédure est identique pour I’ensemble des conditions on I’explicitera seulement pour
certaines conditions spécifiques tandis que les autres conditions seront directement
données.
Les équations de discrétisation des conditions aux limites sont aussi écrites selon la
forme générale de I’équation de discrétisation. Le domaine numérique est défini par : i
=14alL;j=1aJlL etk =14 KL baayant les direction radiale, axiale et angulaire.
3.5.1 A l'entréedu cylindre
Le domaine numérique correspondant : j=1,1<i<IL, 1<k <KL

- Pour le fluide domaine

Lacomposante axiale, V (r',q,0t")=1
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A3 KV (5. K) = Ay (L5 KV I+ K) +AS (LT KV (- 1K) +
A, KV (i k+D+A, G, J, KV () k- 1)+
A3 RV (G +LK) + A (L1 KV (G- 1K) +S, € .K) (3.18)

Qui devra donc sécrire :

1V (LK) =0y (i+1LK)+0v (i- 1LKk)+ 0V (iLk+D+0v (iLk- 1)+

oV (i,2 k) +1 (3.19)
Les coefficients et |es termes de source sont:

A (,Lk)=1

Av(1K0=ALK) =AGLK =A, (1K =A, (1K) =A,(L1K) =0 (3.20)
S,(,j,k)=1

Des méme pour les composantes u”,w" al'entrée sont nulles donc les coefficients et
les termes de source seraient:

A.(Lk)=1

ALK =A01K) =A11K) =A,>11LK=A (Lk)=A,>11k) =0 (3.21)
S(i,1,k) =0

- Pour le solide domaine

La condition sur la température : T" =0, de la méme maniére que précédemment on
obtient :

A.(Lk)=1

ALK = AL = ALK =A, (1K) = AL (LK) = A, (1K) =0 (322)
S(i,l,k) =0

Les composantes al'entréeu’, w” et v" sont nulles donc les coefficients et les termes de
source seraient:

A.(Lk)=1

ALK =AGLK)=A(LK)=A, (LK =A(Lk)=A, (LK) =0 (3.23)
S(i,l,k) =0

35.2A lasortiedu cylindre:
(j7IL,1<i<IL,1<k<KL)
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- Pour le fluide domaine

u
La condition sur lavitesse radiale : .”— = 0, sediscrétise selon les différences

ﬂZ z" =10

régressives al'ordre 2, soit :

u (i,JL,k) - u (i,JL - Lk)
dz" (JL - 1)

=0b u'(i,JL,k)=u"(i,dL - Lk)

Par rapport au noaud JL, cette équation permet didentifier les coefficients

correspondants:

1.u (i, dL,k) =0.u (i +1,L k) +0u’ (i - 1,JL k) +

Ou (i,d,k-1)+0u (i,L,k+1)+0.u (i, -1,k)=0 (3.24)
D'ou :
Ap(i,JL,k) =1, A, (,JL,k) =1

A (3L, K) = A6, K) = ALK =A, (,dL,k) =A,(,J,k)=0  (3.25)

S,(i,d ,k)=0

iy w
- La condition sur la w,v est :/—

Tz

=0, s discrétise selon les
Z =10

a0 2
différences régressives al'ordre 2.

w (i,JL, k) =w" (i,JL- LK)

v (i,dL,K) =V (i,L- 1Lk) =V (i,dL- 2,k)

Et les coefficients sont:

A.(,JL,k) =1, A (,J,k) =1

A G,dLK) = AG,IL,K) = AL K)=A, (K =A,(,J,k)=0  (3.26)

S(i,d ,k) =0

*

» , AL _ N
- La condition sur la température: (=) =0, se caractérise autour de JL-1
Tz fe Z' =10
selon Les différences centrées al'ordre 2 : dz(JL-2) dz(JL-1)
< >« >
I I
! b Lt
1 I
1 1 b
1 1 JL-1 1 JL
1 1 |
' N
Az(JL-1)
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m
1z*

B
1z

On peut écrire: T (i, JL, k) = [2T" (i, dL - Lk)- T" (i, L - 2, k)]

_op TOLR-TGIL-1k) TGL-10-TGL-2K)
b dZ (JL-9) dz (JL- 2)

On en déduit les différents coefficients:
Ao, k) =1, A (,JL,k) =1

AyGILK) = ALLILK) =ALG,I,K) =A, (,d,K) =A,(i,J,k)=0 (3.27)

G, dL, k) = [2T" (i, dL - Lk)- T, dL - 2,K)]

- Pour le solide domaine

Pour lesvitesses u”,w” et v', seulsles coefficients Ap sont égaux a 1.

ﬂ* (ﬂT*) =0, de la méme maniére que
z Tz Z" =10

La condition sur la température:

précédemment on obtient :

ALG,dLK) =1, A (i, dL k) =1
Ay ILK) = ALLILK) =ALG,d,K) =A, @(,d,K) =A,(i,J,k)=0 (3.28)

S, dL, k) =[T" (i, L - Lk)- TG, dL- 2,k)|

3.5.3 Sur la paroi du cylindreintérieur:
(I=1,1<j<,1<k<K)

Pour les vitesses u*,w* et v* , seulsles coefficients Ap sont égaux a 1.

*

» 1T L . ,
La condition sur le flux,— =0, s discrétise en utilisant un schéma du

r =Ry;

premier ordre en différences finies dégressives, soit :

T (Ljk) =1 (3.29)
On en déduit les différents coefficients:

A.Ljk)=1 A@jk)=1

ALiK) =AL0ILK = A, (L 1K) = A (L] K) = A, (L], K)=0 (3.30)
Stjk) =1
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3.5.4 Sur lesparoisdu cylindre extérieur :
(i=IL,1<j<JL,1<k<KL)

Pour les vitesses u,wet v, seulsles coefficients Ap sont égaux a 1.

La condition sur le flux, ﬂi*T* (r,q,z1t) =1, se discrétise selon les différences
r =Ry

finiesrégressives al'ordre 2, soit :

TOLLK-TAL-25K) _g LK) =T (L- 1)K +0F (IL- D (3.31)
dr(IL-1)

Par rapport au noauds IL, les coefficients seraient identifiés par :

AL(IL,],k) = Ap(IL, j,k) =1, Ag(IL,j,k) =0

A_(IL,j,k)=A,(L,j,k)=A;(L,j,kK)=A ,(IL,j,k)=0 (3.32)

S(IL, j, k) = dr " (IL - 1)

3.6 Equation depression:
L es équations discrétisée de mouvement pour les variables u”,w” et v sont écrites sous

laforme suivante :

AU = Au +b, +a (P, - P)

AU, =a Au; +b, +a,(F, - F)

AW, =§ Aw, +b, +a,(P - P) (3.33)
AW, =@ AW, +b,, +a,, (P - P,

AV =@ AV +b, +a (P - P)

AV, :é AV, +b, +a,(F - F)

b, ,b, et b, contiennent les termes des sources des équations discrétisé radiale, axiale

et azimutale, autres que les termes de pression.

Le systéme (3.33) est réécrit sous laforme::
u, =0, +d, (R - B)
ug =0, +d (P, - )

w, =W, +d,(P: - P.) (3.34)
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WW :WW +dw(PP_ PW)
V: =\A/: +dt(P; - P;)
Vy =V, +d, (P - Pg)

* AKX A K

Ou les pseudo vitesses @,0;,W,, W, , V et¥, sont donnée par les expressions

n? s
suivantes :
[e] * *
K aAiui +bu
un = @ @
An

o] * *

S AS
. _aAu +b,
We:
Ae
e é.Aiui* +b;v
W, :A— (3.35)
. _aAuU +b,
Vt =
At
~ _éAiui +bi/
b — Ab

Pour obtenir I’éguation de pression, on utilise le champ de vitesse (3.34) dans I'éguation
de continuité discrétisee (3.9), on obtient alors une éguation de discrétisation de

pression sous laforme :

a,P, =a,P,+aP,+aP.+a,P, +aP; +a,P, +b (3.36)
Les coefficients de cette équation sont :

a, =r,d A0.AZ,

a, =r.d.A0,Az,

a, =d_Ar,Az, (3.37)
a, =d,Ar,Az,

a, =d,r,Ar A0,

a, =d,r,Ar A0,
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a,=a,ta,+ta,+ta, ta, ta,

b=- l(rn Gn -k ':Is)mPDZP +(\7Ve - WW)DPDZP +(\7t - vb)rPDPmPJ (3.38)
Avec un champ de vitesse estimé, utilisé dans la source (3.38), la résolution de
I'équation de pression (3.36), permet |'obtention de la pression en chague nceud du
domaine. Cependant cette pression n'est qu'une estimation, notée P . L'introduction de
Cette pression estimée P, dans les équations de Navier Stockes, nous donne une
egtimation du champ de vitesse noté (u’,v',w").

A, =@ AU +b; +a,(Ry - R

AU, =@ AU +b, +a (R - F)

AW, =@ AW, +b, +a (R - R

AW, =3 AW, +b, +a,(F - Ry)

AV, = AV, +b, +a (P - F) (3.39)
AbV;k = é AiV:k +b;k +a,(P. - B)

Les estimations, nécessitent des corrections :

u' =u’ +ut

wo=w +we (3.40)
vi=v' o +ve

PP =P +P¢

Ou : u(v(wetPtsont les corrections et aussi des solutions pour les équations
algébrique, on obtient alors :

A,u¢ =3 Aug+a,(P¢- P9

Aug=3 Aug+a,(Ps- PY

AwE=3 Awe+a,(Pe- PP

AWW$ = é. AiW|¢+ a, (Plg:_ P\%) (341)
AvE=a Ave+a (PE- P

Ayvg = é Ave+a, (P$- PY)
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Une approximation est fait, c’est de négliger les corrections de vitesses aux noauds
voisins, donc on obtient :

ug =d, (P§ - PY)

u¢ =d(P§ - P§)

w¢ =d (Pt - PS)

wg, =d, (RS- RY)

vi=d,(Pf- PS) (3.42)
vE =d,(PS- PY)

Et par conséquent le champ de vitesse corrigé sécrit comme suit:

u, =u, +d,(P¢- P9

u, =u; +d.(Pg- PY

w, =w. +d (P¢- P9 (3.43)
wi, =w, +d, (P§- P)

Vi =v{ +d.(P§- Pg)

v, =V, +d,(P§- P§)

Pour corriger la vitesse, il faut calculer le champs de correction de la pression, pour ¢a,

on remplace les expressions de vitesses présidentes dans I’équation de continuité, on
obtient une équation agébrique pour P’ :

a,pb = a,pf, +a,p§ +apt +a,pf, +apt +a,pg + bl (3.44)
Les coefficients de cette équation sont :

a, =r,d,AbAz,

a, =rd,A0,Az,

a, =d Ar,Az, (3.45)
a, =d, Ar,Az,

a, =d rpAr, A0,

a, =d,r,Ar,Ab,

a,=a,+a,+a,+a, +ta, +a,
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b¢=l(rnun - U )AepAzP +(We - W, )ArPAzP +(vt -V, )rPArPAGpJ
La correction de la pression est obtenue par la résolution de I'équation (3.44), qui permet

par la suite de corriger le champ de vitesse.
3.7 Séguence de I'algorithme SIMPLER de calcul

1. Donner un champ initial comme premiére estimation pour la vitesse et la température
au tempst et At.

2. Cdcul des coefficients des équations discrétisées pour déterminer des pseudo
vitesses.

3. On utilise les pseudo vitesses dans la source des |'équations de pression.

4. Résoudre I'équation discrétisée de la pression et trouver la pression estimée P .

5. Calculer le champ de vitesse estimé (u',v',w’), en utilisant la pression estimée.

6. Calculer lasource pour I'équation de correction de pression.

7. Résoudre I'équation de correction de pression et corriger le champ de vitesse au
temps t +Dt .

8. Résoudre |'équation de conservation de I'énergie discrétisée pour obtenir le champ de
température.

9. Arréter le calcul dans le cas dateinte d'un régime permanent ou d'un régime
transitoire établi ou bien considérer les champs trouvés comme des estimations au temps

t" et ceux du temps t° comme des champs autemps t™ - Dt” et retourner al'étape2....
3.8 Solution des systémes d'équations de discr étisation par la méthode de balayage

Larésolution directe de systeme d’équation a gébrique est compliqué, pour y remédier,
une méthode de résolution itérative de baayage : dans les directions radiale, axiale et
azimutale respectivement. |l est clair que la matrice des coefficients de chacun des
systemes d’équations est heptadiagonale. Avant chague balayage, cette matrice est
transformée, momentanément, en une matrice tri-diagonal simple r’ et z" et cyclique
suivant 0 .Les systémes tri-diagona suivant r et z sont résolus par I’agorithmes de
Thomas classique alors que le systeme tri-diagonal cyclique est résolu par I’algorithmes

de Thomas cyclique.
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3.8.1 L algorithme de Thomas

Dans saforme générale I’ équation discrétisée s'écrit :

Af o =A Ty tAS+A T +A T, tA T +A T, +S, (3.46)
Quant on procéde a un balayage dans la directionr” , I’équation est tout d’abord réécrite
sous laforme:

Afo=Af +A S +S, (3.47)

En I’écrivant sous formeindicielle suivante:

af,=bif,, +cf, +d, pouri=1IL (3.48)
On introduit larelation de récurrence suivante:

f.=Pf.,,+Q, (3.49)
Cette équation est réécrite pour I’indicei-1:

f.,=Pf. . +Q,, (3.50)
L’expression def . , , équation (3.47), et on obtient:

= B, fi+1+Di+CiQi-1 (3.51)
A"CiPi-l A"CiPi-l

Par identification avec I’éq. (3.46) on en déduit deux nouvelles relations de récurrence :

Pi:Let Qi=M (3.52)
Ai_CiPi»l Ai_CiPi»l
N B D
Avec lesvaleursinitiales p, = Al e Q, = A 1 (3.53)
1 1

On peut facilement démontrer que B, =0 et C, =0
Avec [’utilisation de ces valeurs on peut calculer toutes les composantes P, et
Q,,i=2..IL

Il est facilededémontrerque f,, = Q, .

Remarque : pour le balayage suivant ladirection z est effectuée de laméme maniére
quele balayage suivant ladirection z° sauf en remplacei par j est A, par A, et
Agpa Ag.

3.8.2 L algorithme de Thomas cyclique

Un systéme d’équations tri diagonal cyclique est représenté par I’équation indicielle

suivante:
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aF, =b.F g +c F +d,
k=12,........ ,KL
Avec:

Tk+1sk® KL
kkk = LS
L1sk =KL

k- 1skt1

Kk =i .
1KL,sk =1

Touslesélémenta, ,b,, c, et d, sont supposés connus.

Ondivise I’équation para,

F o =b_kF Kk + Sk F Kk +d_k
Ay k Ay

Danslecasau k =1

F1:&F2+C_1FKL L4
al 1 1

On introduit larelation de récurrence suivante:

Fo =EF e T RF o +Gy

Quant k =10n obtient:
F,=EF,+FRF, +G,
Par indentification avec I’équation (3.56) on trouve:
El:&’ F1=C—l, Gl=d—l

a, a, a,
Pour I’indicekk dans |”équation (3.57) on obtient larelation:
Fu =EwF« tFeF . G

En replagant (3.59) dans (3.54) on obtient:

+
F.= b, Fue + P Fo + ¢, Gy *+dy
ay - CkEkk ay - CkEkk ay - CkEKK
Par identification avec I’équation (3.57) on trouve:
b c.F
E, =  —— F. = Tk kk at G,
ay - CkEkk ay - CkEkk

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

— Ckak +dk
a, -

CkEKK
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Donc on peut caculer de les valeurs dek, ,F,, G, a partir de conndtre de

valeurst,, F, G,.

Le terme qui n’est pas connu dans I’équation (3.57) c’estF , , donc il faut le définir.

DeI’équation (3.54) on &

a'KLF KL = bKLF 1+CKLF KL—l+dKL

Cette équation est rééerite sous la forme:

PFw =QF +CcFy.i v R,y

avec:

I:)l:a'KL’Ql:bKLetFel:dKL

On retour a1’équation (3.57) qui et :

Fy =EF i tRF o + Gy

Pour k =1on trouve:

I:1:E1|:2 +F1F KL +G1

On remplace la valeur de F , dans |’équation (3.61) on obtient:
[Pl - QlFl]F KL = [QlEl]F 2 + CKL F KL-1 + [Rl + QlGl]
On écrit cette équation sous la forme suivante:

PZF KL = QZF 2 +CKLF KL—1+ RZ

On retourne une derniére fois al’équation (3.57) qui est:

Fy =EF i tREF o + Gy

Pour k = 20n obtient:

F,=EF;+RF +G,

Cette éguation est utilisée dans la précédente et il vient:

[Pz - QZFZ]F KL — [QZEZ]F 3t CKLF kL-1 Tt [Rz + QZG 2]
qui est réécrite:

PsF o = QsF s+ C Fyi t Ry

Sachant que:

P, =P,- Q,F ,Q,=Q,E, &t R;=Q,G, +R,

Cette procédure est en continuée jusqu’a l’obtention de I’ équation:

I:)KL—lF KL = QKL—lF KL-1 + c:KLF KL-1 + I:QKL—l = [QKL—l + c:KL ]F KL-1 + I:QKL—l

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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a ce moment est par récurrence on peut calculer P, , Q, et R, par les relation

suivantes;
P =P~ Q.F.:
Qy =Qy.1Ev4 (3.68)

Ry =QuiGri t Ry

Reconsidérons |’ équation (3.67):

I:)KL—lF KL = [QKL—l + CKL ]F KL-1 + RKL—l

Avec I’équation (3.57) on &

F KL-1 = EKL-lF KL + I:KL-lF KL + GKL-l :[EKL-l + I:KL-l]I: KL + GKL-l

Cette éguation est utilisée dans (3.67) et il vient:

I:)KL—lF KL = [QKL—l + CKL ]'[(EKL—l + I:KL—l)F KL + C;KL—l] + I:QKL—l (369)
On réarrange I’ éguation (3.69) on trouve:

[QKL—l *+Cxi ]G k-1 T RKL—l
PKL—l - [QKL—l *+CyL ][EKL—l + FKL-l]

Apréslecalcul de F , on utilise I’équation (3.57) pou calculer toutes lesF  a partir de

k=KL - LKL - 2,......... 2.1

Fu =
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente les résultats relatifs a cette étude. Les premiers
présentés seront les résultats relatifs a la géométrie non ailette. Ces derniers porteront sur
la convection laminaire et forcée (Gr™ = 0) qui est considérée comme un cas de référence
ains que sur les différents cas de convection mixte Gr’ =2500,12500 et 25000
correspondants successivement a des nombres de Richardson égaux a Ri =1, 5et 10,
respectivement. Ensuite les résultats propres a la convection mixte laminaire dans une
géométrie annulaire ailettée seront présentés. Ils concerneront le cas de quatre ailettes en
une station axiale fixée.

L’ensemble des résultats sont obtenus pour un rapport d’aspect géométrique fixé
A=10 (A =L/dA), et les paramétres de contr6le suivants fixés : le nombre de Prandtl

(Pr=0.7, air) et le nombre de Reynolds (Re =50).

4.2 Lecasderéférence: La convection forcée ( Gr' =0)
4.2.1 Lechamp devitesse axiale

A I'entrée du conduit annulaire le fluide se présente avec une vitesse constante. La seule

composante axiale est constante (V. |, =1) tandis que les composantes angulaire et radiale
p q p

sont nulles. Ces derniéres resteront nulles a travers I’ensemble du conduit car la condition de
non glissement ala paroi ainsi qu’un nombre de Grashof nul sont appliqués.

On trace les contours avec le logiciel Tecplot.9.0 et la distribution de la vitesse est illustrée
dans la figure (4.1). Dans cette figure on a représenté le profil de la vitesse axiale pour deux
valeurs de la longueur axiale du conduit: a I'entrée du conduit z° =1 et a deux différentes
coordonnées axiales correspondantes respectivement au quart et au trois quart de la longueur
du conduitz' =2.5 et z' =7.5 ainsi qu'a la sortie du conduit. A part a I'entrée et une trés
courte zone avoisinante, au-delade z° =1.358 les profils sont identiques et conservés sur tout
le conduit. La convection forcée est hydrodynamiquement développée. Depuis sa valeur nulle
aux deux parois conformément aux hypothéses d’adhérence (conditions aux limites aux parois

fixes) la vitesse axiale ateint sa valeur maximum V, _ =1.503259 au centre de |'espace

annulaire (r" = 0.737) en suivant un profil parabolique. Il est clair qu'en toute section axiale
le profil de la vitesse est axisymétrique tandis que les isotacs de la vitesse axiale sont des

cercles concentriques avec une variation dans la direction radiale. A part la tres courte zone
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proche de I'entrée, les composantes radiale et angulaire de la vitesse sont trés faibles

(V, o =0.24178 €t V, . =4.66510") dansla quasi-totalité du conduit.

v 2%
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Figure 4.1 Les contours de vitesse axiale en convection forcée

4.2.2 Ladistribution destempératures

La variation est démontrée par la représentation graphique dans la figure 4.2 de la
distribution des températures aux quatre stations axiales arbitrairement choisies: z° =25,5,
7.5 et 10, correspondantes successivement au quart, demi, trois quart et toute la longueur.

On voit une variation bidirectionnelle congtituée par une croissance axiale monotone de
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I’entrée jusgu’a la sortie du conduit ainsi qu’une variation radiale en toute section axiale. A

I'entrée la température est constante égale a (T~ L* o 0) tandis qu'a la sortie €elle atteint son

maximum absolu qui est égal & 1.0975. Les isothermes sont aussi des cercles concentriques.
La comparaison des quatre distributions révéle que pour toute section le maximum des
températures se situe au niveau du cylindre extérieur (r’ =1 et q =0) qui est le plus chaud et
que la température décroit radialement vers le cylindre intérieur adiabatique. Le minimum des
températures se situe au niveau de ce dernier. L’échange de chaleur se fait par convection

forcée et aplusfaible proportion par diffusion thermique (nombre de Reynolds faible).
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Figure 4.2 Champ de températures en des positions axiales du tube
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4.2.3 Lavariation axiale de la température moyenne

La figure 4.3 représente la variation axiale de la température moyenne. Elle augmente

linéairement depuis sa valeur nulle a I’entrée du conduit T, =0 jusqu’a sa valeur maximale

alasortie du conduit T, =0.92637. C’est le résultat d’un chauffage continu vers le fluide tout

au long de son écoulement a travers le conduit.

1,1

1,0

0,9

0,8

0,7

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

Figure 4.3 Evolution axiae de la température moyenne du fluide

4.24 Ladistribution de pression

Les figures 4.4 et 4.5 représentent la variation de pression pour tout le conduit. La
figure 4.4 montre la variation axiale de la pression tandis que la figure 4.5 montre la variation
atraversles quatre stations axiales choisies précédemment. Ces figures montrent qu’il y aune
chute axiale de la pression entre I’entrée et la sortie de conduit. Cependant les variations,

radiale sont négligeables.
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Figure 4.4 Le champ de pression le long du conduit
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Figure4.5 Variations radiale de la pression pour les différentes positions axiales

4.2.5 Lavariation du nombre de Nussdlt axial
La figure 4.6 représente la digribution du nombre de Nusset moyen axial qui est

1

défini par Nu(z') = —— —
T,(z)-T,(z)

. Il montre une diminution axiale continue expliquée par,

d'une part l'augmentation axiadle de la différence des températures de la paroi T; (z )et
moyenne du fluideT, (z'), et d'autre part par la constance du gradient radial des températures
alaparoi. D'une valeur trés devé al'entrée (z° =0) égale & Nu =24 le nombre de Nusselt
subit sur une petite distance (de z° =0 & z' =1) une brutale diminution atteignant la valeur
Nu = 7 suivie d'une lente diminution atteignant la valeur Nu =6.5 en z° =2, pour enfin se
fixer sur une valeur constante asymptotique égde & Nu=6.3 de z =2 jusqu'a la sortie

Zz° =10. Nous pouvons donc dire qu'entre z° =2 et la sortie la convection forcée est

complétement développée. Le nombre de Nusselt moyen pour tout le conduit est Nu = 6.785.
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Figure 4.6 Variation axiale de nombre de Nusselt moyen pour la convection forcée

4.3 L es écoulements de convection mixte
4.3.1 La convection mixte modérée: lecas Gr' = 2500 (Ri =1)
4.3.1.1 Lechamp devitesse

L'évolution axiale de la vitesse axiale aux différentes positions choisies précédemment
Z' =25, 5,75¢et z =10 es représentée sur la figure 4.7. Cette figure illustre une symétrie
par rapport a |’axe vertical. On remarque que les vitesses axides élevées sont dans la zone
centrale de I'espace annulaire tandis que les faibles vitesses sont situées au voisinage des

parois des cylindres. La valeur maximale de la vitesse axiale sur tout le conduit est
V. =157421 et se situe prés du centre de I'espace annulaire mais dans la partie inférieure
du conduit (r* =0.7378,q = 3.141593). Par rapport a la convection forcée la vitesse axiale
maximale en convection mixte (Ri =1) alégérement augmenté et changé de localisation. La
composante radiale de la vitesse n'a quasiment pas variée V, _ =0.24222 tandis que la
composante angulaire a subi une augmentation relative appréciable puisque son maximum a

atteint lavaleur V, . =3.179610?. Mais ces variations restent assez faibles.
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Figure4.7 Lavariation de la vitesse axide

4.3.1.2 L écoulement secondaire

L’ écoulement secondaire pour Gr~ = 2500 est rapporté dans les figures 4.8 et 4.9. Sur
lafigure 4.8 sont représentées les vecteurs de |’ écoulement secondaire et sur lafigure 4.9 sont
représentées les lignes de courant dans le plan r" - g pour les mémes sections choisies a
z =25, 5, 7.5 et 10. L'écoulement transversal dans un plan verticd norma a l'axe du
conduit est bien présent dans toutes |es sections par la formation de deux rouleaux principaux,
respectant une symétrie par rapport au plan diamétra vertical. 1l faut signaler que
I'écoulement a quatre cellules (deux a gauche et deux a droite) est d'abord précédé d'un

écoulement bicellulaire (une a gauche et une autre a droite) existant sur une zone trés courte
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proche de I'entrée, comprise entre z =0 et z =0.679, et occupant tout I'espace annulaire.

Le sens de cet écoulement se fait du haut du conduit (q=0) vers le bas (q=p) dont le

maximum atteint les composantes angulaire V, =0.0273 et radialeV, =810, et est situé

dans la zone centrale & r" = 0.6514 etq=1.3567. Au-dela de cette position z° = 0.679, il
apparait au voisinage de la surface intérieure du conduit extérieure une zone de recirculation
dans un sens opposé a celui de la cellule précédente, c'est-&-dire orienté du bas versle haut du
conduit. Cette zone de recirculation forme une cellule qui a tendance a séaer dans I'espace
annulaire de telle sorte a arriver & occuper la moitié de cet espace annulaire et contraindre
ains la premiere cdlule a se réduire spatialement. Ce "face a face" cellulaire est maintenu
jusquaun certain z° =5.9876 ou les deux cellules séquilibrent en dimensions et partagent
I'espace annulaire en deux. La séparation entre ces deux cellules se fait quasiment a la mi-
distance radiale soit r' =0.75 et les vitesses angulaires sont dans les deux cellules quasi
identiques en intensité mais de sens différents. Au point de séparation ou d'inflexion les
composantes angulaire et radiale sont trés petites ou presque nulles. Depuis ce z° =5.9876

jusgu'ala sortie I'écoulement secondaire est invariant axialement.
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Figure 4.8 Variation de I’écoulement secondaire
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Figure 4.9 Evolution de |’ écoulement secondaire pour Gr™ = 2500

4.3.1.3 Distribution de température
Sur la figure (4.10) on montre les champs thermiques en différentes stations axides z' =2.5,
5, 7.5 et 10, respectivement. En plus de la symétrie par rapport au diamétre vertical, ces

figures montrent des variations radiales et angulaires en chagque section et axiaes le long du
conduit. Pour les positions choisies z =2.5, 5, 7.5 et 10 les maximums de température sont

respectivement T, = 0.38267,0.62956,0.8807¢et1.11837 €t se situent au sommet de la paroi
extérieure du conduit (q=0, R, =1), tandis que les minimums de température sont
respectivement T, =0.147577, 0.373418, 0.615741 et 0.847558 et se situent a la surface

du cylindre intérieureen q=p et R; =0.5.
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Figure 4.10 Ladistribution de température

4.3.1.4 Ladigribution de pression

Lafigure (4.11) illustre la variation axide de la pression tandis que la figure (4.12) montre la

variation radiale e azimutale aux quatre positions choisies précédemment. Ces figures

montrent qu’il y a une chute axiale de la pression entre |’entrée et la sortie du conduit. La

valeur maximale de la pression est située a I’entrée du conduit et la valeur minimale est située

alasortie du conduit.
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-0.973125

Figure4.11 Ladistribution spatiale de la pression
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Figure4.12 Variation, radiae et azimutale, de la pression

4.3.1.5 Variation du nombre de Nusselt axial
La figure (4.13) représente la variation du nombre de Nusselt moyen circonférentiel et local

axial Nu(z™). Ses variations sont qualitativement et quantitativement semblables a celles
nombre du nombre de Nusselt axial Nu(z") de la convection forcée (Gr™ = 0). Il chute de la
vaeur Nu(z') =24.27478 a l'entrée jusqu'a la valeur Nu(z') =6.22134 en z' =4.87654.

Au-dda de ce z' le nombre de Nusselt reste quasiment constant exhibant plutdt un

comportement asymptotique analogue a celui de la convection forcée.
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Figure 4.13 Evolution axiale du nombre de Nusselt

4.3.2 La convection mixte élevée: lecas Gr' =12500 (Ri =5)

4.3.2.1 Lechamp devitesse

La figure (4.14) représente les variations de la vitesse axiale dans quatre positions.
Z =25,5,7.5 et 10. L ’observation générale des quatre positions montre un net changement
du profil de vitesse par rgpport a ce qui a été vu précédemment (fig.4.1 et 4.7). La symétrie
verticale passant par le centre de I’écoulement est conservée mais cette fois il y a de nettes
variations tridimensionnelles de la vitesse axiale. On remargue nettement que le maximum de
la vitesse axiale de I'écoulement sinstalle rapidement (z° 3 0.61728) au niveau de la moitié
de la partie inférieure du conduit. 1l atteint la valeur Vx=1.85791 en une position

polairer’ =0.750 et g =3.21299. Par contre, elle est diminuée partout ailleurs. Aussi cette

*

structure de la vitesse axiale devient quasi développée au-dela de z' 3 5.679.Le maximum

continuera & augmenter |égérement mais avec une invariance locale de sa position.
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Figure4.14 Lavariation delavitesse axiale

4.3.2.2 L’écoulement secondaire

L>écoulement pour ce cas correspond & un nombre de Richardson (R, =5) et pour un

tel cas I’écoulement ne peut étre axisymétrique. La seule symétrie possible est celle par

rapport a un plan vertical. Sur la figure (4.15) sont représentés les vecteurs de I”écoulement

secondaire et la figure (4.16) représente les lignes de courant dans le plan(r*,q). En toute

section représentée, la formation de quatre rouleaux convectifs contrarotatifs principaux est

observée mais avec plus d’intensité. Cette augmentation d’intensité de |’écoulement

secondaire a eu un effet plus grand sur le profil axial de I’écoulement et sur le transfert

thermique local. Cependarnt, il faut noter que I'écoulement bicellulaire orienté de haut en bas

existe toujours dans une zone courte allant de I'entrée a z° = 0.7407 . Avec un maximum situé
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ar =0.670732 cet écoulement se concentre dans une zone proche du cylindre intérieur. A
partir de z" =0.7407il y a naissance de deux autres cellules au voisinage du cylindre
extérieur et qui séalent dans I'espace annulaire au fur et a mesure que z” augmente. Lorsque
Z' =5.679012 ces cellules séquilibrent en taille et en module des composantes de vitesses. I
faut remarquer que ces cellules sont contrarotatives avec un sens de bas en haut pour lacellule
proche du cylindre extérieur et un sens contraire pour la cellule proche du cylindre intérieur.
Par exemple pour une postion angulaire choisie: (q=1.499396 qui correspond a k=11) les
composantes des maximums de vitesse pour la cellule intérieure sont

[V, =-0.0190328,V, =0.00122] et situées & r  =0.646341 tandis que pour la cellule
extérieure les composantes sont [V, =0.0196,V, =-0.00152] et situées a r" = 0.865854.

Enfin au-delade z° = 5.679012 I'écoulement secondaire est hydrodynamiquement développé

lelong de ladirection axiale.

! W
et
N AN
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Figure 4.15 Variation de I’écoulement secondaire
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Figure 4.16 Evolution de I’ écoulement secondaire pour Gr™ = 12500

4.3.2.3 Distribution destempératures

La distribution de la température, au niveau des sections droites choisies, est illustrée
dans la figure (4.17). Cette figure montre un champ tri dimensionnel de la température avec
une symétrie par rapport al’axe vertica. En toute section du conduit, la chaleur est diffusée &
travers la paroi du conduit et convectée le long de la paroi. La température maximale doit étre

au point le plus haut de la section(g = 0) . Une comparaison de ces profils révéle clairement

I’augmentation axiale du chauffage du fluide et le déplacement du fluide froid en direction
des parties inférieures des sections, sous I’effet d’un meilleur brassage di a I”écoulement

secondaire dans le planr” - . Pour les positions choisies Z =25, 5, 7.5 et 10 les maximums
de température sont successivement Tr;ax = 0.409856, 0.679672, 0.942177 et 1.18448 et se
situent au sommet de la paroi extérieure du conduit (q =0, R, =1), tandis que les minimums
de température sont Tr;m =0.135491, 0.343788, 0.575767 et 0.803654 et se situent dans la
partie basse de I'espace annulaire en des postions successives q=p et
r' = 0.609756,0.634146,0.646341,0.646341. Il est tout a fait évident que ce meilleur

méange doit certainement conduire a une augmentation du transfert thermique.
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Figure 4.17 Ladistribution de latempérature

4.3.2.4 Ladistribution de pression

Les figures (4.18) et (4.19) illustrent la variation de pression entre les deux cylindres

annulaires pour le cas de la convection mixteGr" =12500. La chute axiale de la pression est

due a I’écoulement visgueux dans le conduit. La valeur maximale de la pression est située a

I’entrée du conduit et la valeur minimale est située a la sortie du conduit. A la sortie du

conduit les variations radiale et azimutale sont présentes mais presque négligeabl es.
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Figure 4.18 Ladistribution spatiale de la pression
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Figure 4.19 Variation, radiale et azimutale, de la pression

4.3.2.5 Lavariation du nombre de Nusselt axial
La figure (4.20) représente la variation du nombre de Nusselt axial. Ce nombre

diminue rapidement entre I’entrée du conduit (z° = 0) jusqu’az’ =4.5. Entre z =45 et la
sortie du conduit, il augmente Iégérement puis se stabilise. L'allure de cette courbe fait
ressortir I'influence de la convection mixte qui est apparente au-dela dez' @4.5. Elle fait
augmenter le nombre de Nusselt. Le nombre de Nusselt moyen de I”écoulement dans tout le

conduit est passé a Nu = 6.995.

26 26
24- -24
22 -22
20- -20
18- -18
16- -16
Nu g4 1 14
12 -\ -12
10-\ -10
8- -8
6| E— e e e i
a4l 14
2- -2
oL~ : : : : : : : : 1o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
S

Figure4.21 Evolution axiale du nombre de Nusselt
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4.3.3 La convection mixtetrés élevée: lecas Gr’ = 25000 (Ri =10)
4.3.3.1 Lechamp devitesse axiale

La digtribution de la vitesse axiale est représentée sur la figure (4.22), pour les quatre
distances axiales choisies. La premiére chose que I'on peut dire est que du point de vue
qualitatif les cas Gr =12500 et 25000 sont similaires. La variation tridimensionnelle de la
vitesse ainsi que la symétrie par rapport a I’axe vertical sont bien nettes. A une position trés
voisine de l'entrée (z° =0.246914) le maximum des vitesses occupe la zone centrale de
I'espace dans la partie inférieure du conduit et il y ala formation de la premiére cellule dont le
vortex donne V. =1.36633 a (r =0.75,q=3.070193) tandis que le minimum des
vitesses V., =1.35003 se situe a la méme position radiadle a (r° =0.75) mais en
(g=0.0714). Au-dela de z' 3 0.246914 I'écoulement axial sintensifie et les cellules
contarotatives augmentent progressivement jusqu'en z' =8.518519 ol le maximum des

vitesses atteint la valeur V,  =2.21183 en (r =0.75,q=3.070193). Le minimum des

vitesses rétrograde vers V., =0.78947 en (r" =0.75 et q=0.0714) afin de conserver le
débit axial constant tel exigé par la conservation de la masse (équation de continuité). Au-dela
de cette position on peut dire que la convection mixte est hydrodynamiquement développée

puisgu'on ne trouve pas de variation importante jusgu'a la sortie du conduit.
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Figure4.22 Lavariation de la vitesse axiale

4.3.3.2 L’écoulement secondaire

L’*écoulement secondaire pour Gr™ = 25000 (R, =10) est rapporté dans la figure (4.23)
ou sont représentées les vecteurs de I’ écoulement secondaire et la figure (4.24) représente les
différentes cellules apparaissantes lors de I’écoulement secondaire au niveau des sections
considérées. Toutes les sections présentent clairement la formation de quatre rouleaux
principaux convectifs et on observe une symétrie par rapport au plan vertical. Chague cellule
contient un noyau (vortex) dont le premier est situé a la partie droite du conduit tandis que le
second est Situé a la partie gauche du conduit. Par rapport au cas précédent I'écoulement
secondaire est évidemment plus intense entrainant un vigoureux brassage des couches de
fluide chaud et froid, et par conséquent on sattend & un meilleur transfert thermique. Depuis
l'entrée z° =0 jusqu'a z' = 0.679012 I'écoulement secondaire qui apparait est unicellulaire se
faisant dans un plan vertical du haut vers e bas du conduit. En ce z° le maximum des vitesses
se situent " =0.615854 et q=1.499396. Il faut remarquer que cette cellule n'occupe pas
tout I'espace mais qu'dle séale jusqu’ar” = 0.896341. En dehors, de ce r’ =0.896341
jusgu'ar’ =0.957317 lavitesse est quasiment nulle. Mais aprés cette position axiale, c'est-&
dire a partir de z° =0.802469 jusqu'a z =5.987654 la configuration change et devient
bicellulaire avec la naissance et I'extension d'une cellule proche de la surface intérieure du
conduit extérieure, convective et contrarotative, qui réduit progressivement la grosse cellule
jusgqu'a l'atteinte d'un état d'équilibre entre les deux cellules. Ce comportement est similaire de

part et d'autre du diametre vertical. En cette position axiale (z* = 5.987654) il existe un point
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Figure 4.23 Variation de I”écoulement secondaire
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Figure 4.24 Evolution de I”écoulement secondaire pour Gr™ = 25000

4.3.3.3 Distribution destempératures

Sur la figure (4.25) on montre les champs thermiques en différentes stations axiales z' =2.5,
5 75 et 10, regectivement. Conformément a l'augmentation du nombre de Grashof la
température dans |'ensemble du domaine physique augmente. Elle varie entre une température
nulle a l'entrée et un maxima qui atteint 1.28974 ala sortie du conduit annulaire et au sommet
de ce dernier. Par ailleurs par convection mixte latempérature par section varie radialement et
angulairement. La température maximale est située au sommet du conduit tandis que la
température minimale se situe dans la parie inférieure du conduit telle que le montre ces
valeurs et ces coordonnées pour les positions choisies Z' =25, 5, 7.5 et 10, les maximums sont

successivement T;Bx =0.45402, 0.76966, 1.04276 et 1.28974 €t se situent au sommet de la
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paroi extérieure du conduit (gq=0,R, =1), tandis que les minimums sont
T, =0.124831, 0.315564, 0.53767 et 0.76107 et se situent dans la partie basse de I'espace
annulaire en des positions successives r = 0.628049,0.628049,0.676829,0.676829 et

a=p.

T T
123017 123017
1.18859 1.18859
1.13801 1.13801
1.08743 1.08743
1.03685 1.03685
0.986276 0.986276
0.935697 0.935697
0885119 0885119
0834541 0834541
0.783963 0.783963
0.733384 0.733384
0.682806 0.682806
0632228 0632228
058165 058165
0531071 0531071
0.480493 0.480493
0429915 0429915
0379337 0379337
0.328759 0.328759
027818 027818
0.227602 0.227602
0177024 0177024
0.126446 0.126446
00758674 00758674
0.0252891 0.0252891

*
VA
T
T 123017
118859

123017 113801
118859 108743
113801 103685
1.08743 0.986276
1.03685 0.935697
0.986276 0.885119
0.935697 0.834541
0.885119 0.783963
0.834541 0.733384
0.783963 0.682806
0.733384 0.632228
0.682806 058165
0.632228 0531071
058165 0.480493
0531071 0429915
0.480493 0.379337
0.429915 0.328759
0.379337 0.27818
0.328759 0.227602
027818 0.177024
0.227602 0.126446
0177024 0.0758674
0.126446 0.0252891
0.0758674
0.0252891

Figure 4.25 Ladigribution de la température

4.3.3.4 Ladistribution de pression
Les deux figures (4.26) et (4.27) représentent les variations de pression entre les deux
cylindres annulaire. Dans ce cas (Gr™ = 25000) on a une variation de pression dans les trois

directions, radiale, azimutae et axiale. La chute axiale de la pression est due al’écoulement
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viqueux dans le conduit. Cependant, la variation polaire de la presson est due a la

convection mixte développée dans les sections droite du conduit. Cette convection mixte

développe une stratification verticale de la pression tel qu’en une section droite donnée, le

fluide a haute pression superpose le fluide a faible pression. Cette stratification est plus

développée en s’éloignant de I’entrée du conduit et est plus visible entre le milieu et la sortie

de cedernier.
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Figure 4.27 Variation, radiale et azimutae, de lapression

4.3.3.6 La variation du nombre de Nusselt axial

Dans la figure (4.28), on représente la variation du nombre de Nusselt axial. On voit que le
Nu de cas (Gr’ =25000) diminue de I’entrée (Nu(z') = 24.24911) jusqu’a une distance
Z' =2.65432 ou il atteint la valeur Nu(z") = 6.35115. Ensuite il augmente continuellement
mais doucement de cette position a la sortie pour atteindre Nu(z') =8.63581. Une telle

augmentation est caractéristique de I’augmentation du transfert thermique.

40 40
35 35
30 30
Nu 25 25
20 20
15 \ 15
10 10
\ ’—///// -
5 5
0 1 1 1 1 1 1 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

*

z
Figure 4.28 Evolution axiale du nombre de Nusselt
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4.3.3.7 Comparaison des nombres de Nusselt

La figure (4.29) regroupe les nombres de Nusselt axiaux pour la convection forcée Gr™ =0,

et ceux de la convection mixte, modérée Gr' = 2500, et importante Gr  =12500 et
Gr’ = 25000. La comparaison montre bien I'augmentation des nombres de Nusselt avec celle
du nombre de Grashof. Ils évoluent tous de la méme maniére (une décroissance rapide) sur

une certaine distance d'entrée puis la séparation se fait a partir de z° =4. Le nombre de
Nusselt relatif & une convection termine sa course par un comportement asymptotique tandis

que les autres subissent I'effet de I'écoulement secondaire qui fait augmenter |'échange
thermique et par conséquent le nombre de Nussdt. Mais le cas Gr' =2500 est

qualitativement et quantitativement semblable a celui de la convection forcée (Gr™ = 0).

— Gr '=25000
35 Gr '=2500 35
Gr '=12500
30 | - &r'=0 430
- 25
- 20
Nu
< 15
< 10
45
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 4.29 Profils axiaux des nombres de Nusselt moyen pour différents

nombres de Grashof Gr™ =0, 2500, 12500 et 25000
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Résumé

Ce travail consiste en une simulation numérique en 3D de la convection forcée et
mixte, permanente et laminaire, en développement simultané, dans un espace
annulaire entre deux tubes cylindriques horizontaux concentriques traversés par un
fluide de Boussinesg. Le tube extérieur est soumis & un flux de chdeur pariétal
constant tandis que I’intérieur est adiabatique. Deux configurations sont traitées dans
cette étude: - le conduit est non-aletté, et - le cylindre interne est muni d’ailettes
identiques. Ce probléeme est modélise par les équations de conservation de la masse,
de la quantité de mouvement et de I’énergie avec les conditions initiale et aux limites
appropriées, et est résolu numériquement par la méhode des volumes finis avec une
discrétisation spatio-temporelle du second ordre. L’agorithme SIMPLER est utilisé
pour une solution séquentielle des systémes d’éguations algébriques et chaque
systéme est résolu par la méthode itérative de balayage par le biais des algorithmes de
Thomas et Thomas cyclique. Les solutions ont été obtenues pour un écoulement d’air
a Reynolds modéré dans un conduit en inconel d’une longueur égale a 10 fois le
diamétre hydraulique. Le nombre total d’ailettes utilisé est de 12 dont 4 ailettes par
palier. Pour chaque configuration les calculs ont été faits pour un intervalle du nombre
de Grashof allant de 0 & 2.510". Pour la configuration sans ailettes, la convection
forcée qui est un cas de référence exhibe un comportement quditatif et quantitatif qui
permet d’en déduire labonne validation du code. La convection mixte est caractérisée
par |”apparition d’écoulements secondaires formés par quatre cellules contrarotatives
symétriques par rapport au diametre vertical et une augmentation progressve du
transfert thermique. Pour la configuration ailettée, en régime de convection forcée, la
présence d’ailettes sépare I”’écoulement en quatre cellules réparties de part et d’autre
des ailettes mais sans effet remarquable sur le champ thermique dont les isothermes
restent circulaires et un Nu quasi égal a celui sans ailettes. Lorsque le nombre de
Grashof est augmenté I’intensité est plus importante pour les cellules situées dans la
partie inférieure du tube avec une légére variation angulaire des températures. Le
nombre de Nusselt ne subit quasiment pas de changement quantitatif sauf d’un point
de vue qualitatif ou I’emplacement des ail ettes se traduit par de petits pics.

Mots Clés: Convection forcée / Convection mixte / Ecoulement laminaire / Espace
annulaire / Cylindres concentriques/ Ailettes / Simulation numérique 3D.



Abstract

This work conssts in a 3D numerical smulation of steady, laminar forced and mixed
convection, in simultaneously development, in an annular space between two
cylindrical concentric horizontal tubes crossed by a Boussinesq’ fluid. The outer tube
is subjected to a periphera constant heat flux while the interior is adiabatic. Two
configurations are covered in this study: - the duct is without fins, and - the internal
cylinder is fitted with identical fins. This problem is modeled by the mass, momenta
and energy conservation equations with the appropriate initial and boundary
conditions and is solved numerically by the finite volume method with a second order
space-time discretization. The SIMPLER algorithm is used for a sequential solution of
algebraic systems equations and each system is solved by the iterative sweeping
method with the Thomas and Thomas cyclic algorithms. The solutions have been
obtained for a air flow of moderate Reynolds in ainconel duct with a length equa to
10 times the hydraulic diameter. The total number of fins used is 12 with 4 fins per
step. For each configuration, calculations have been made for a range of Grashof
number from 0 to 2.510". For the configuration without fins, the forced convection
which is a reference case exhibits a quditative and quantitative behavior deducing the
good validation of the code. The mixed convection is characterized by the appearance
of secondary flows formed by four counter- rotating cells symmetrical about the
vertical centerline and a gradual increase in the heat transfer. For finned configuration
and the forced convection mode, the presence of fins separates the flow into four cells
divided on both sides of the fins but without remarkable effect on the thermal field
whose isotherms remain circulars and Nu almost equd to that without fins. When the
Grashof number isincreased, the intengty for the cells located in the lower part of the
tube is more important with a dslight angular variation in temperature. The Nusselt
number is subject to amost no quantitative change except for a qualitative point of
view where the fins location trandates into small peaks.

Keywords: Forced convection/ Mixed convection/ Laminar flow / Annulus/
Concentric cylinders/ Fins/ 3D numerical simulation.
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