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Nomenclature

B : nceud situé dans e sens positif de la direction polaire voisin de P.
b :face setrouvant entreles deux nceuds P et B.

dr, : Distance radiale entre deux nceuds du maillage typique non décalé. En référence ala

face n qui séparé les deux neeuds considérés (P et N).

d 6, : Distance polaire entre deux neeuds du maillage typique non décalé. En référence ala

face b qui séparé les deux neeuds considérés (P et B).

d ¢, . Distance azimutal e entre deux nceuds du maillage typique non décalé. En référence a

laface e qui séparé les deux neeuds considérés (P et E).
E: nceud situé dans e sens positif de ladirection azimutale voisin de P.
e :facesituéeentreles deux nceuds P et E.
F : nceud situé dans le sens négative de la direction polaire voisin de P.

f :facesituée entreles deux nccuds P et F.

M : moment angulaire.
N : nceud situé dans le sens positif de ladirection radiae voisin de P.

n :facesituée entrelesdeux nccuds P et N.

P* : Pression adimensionnelle.
P, : Pression de référence.

r : Distance radiale adimensionnelle.

R, : Rayon de la sphere intérieure.

R, : Rayon dela sphére extérieure.

Re : Nombre de Reynolds (basé sur la vitesse de la sphere intérieure.
Ro : Nombre de Rossby.

S: neeud situé dans le sens négatif de ladirection radiale voisin de P.

s: face située entre les deux nceuds P et S.
T: torque



t" : Temps adimensionnel.
U : composante radiale de lavitesse. [my/s]

U *: Vitesse radiale adimensionnelle.

V : composante méridionale de la vitesse. [mm/s]

V" : Vitesse méridionale adimensionnélle.

W: composante azimutale de la vitesse. [m/s]

W*: Vitesse azimutale adimensionnelle.
W : neeud situé dans le sens négatif de ladirection azimutale voisin de P.
w : face setrouvant entre les deux nocuds P et W.

Ar,, : Distance radiale entre deux faces du maillage typique dans la direction Nord.
Ar. : Distance radiale entre deux faces du maillage typique dans la direction Sud.

A6, : Distance polaire entre deux faces du maillage typique dans la direction Basse.
A6, : Distance polaire entre deux faces du maillage typique dans la direction Frontale.
A¢. : Distance azimutale entre deux faces du maillage typique dans la direction Est.
A¢,, : Distance azimutale entre deux faces du maillage typique dans la direction West.
L ettres grecques.

B . Rapport d aspect (épaisseur non dimensionnelle de I’ entrefer = 0.5).

6 : Anglepolaire.

¢ : Angle azimutale.

@ : Variable dépendante.

Q, : Vitesse angulaire de la sphére intérieure. [rd/<]

Q, : Vitesse angulaire de la sphére extérieure. [rd/s]

v : Viscosité cinématique du fluide considéré. [m?/s]



Indices :

u : indique le décalage du maillage suivant ladirection radiae.

v : indique e décalage du maillage suivant la direction polaire.

w : indique le décalage du maillage suivant la direction azimutale.

Exposants :

t: Désigne I’instant t.

t-At: Désignel’instant t- At.
t+At: Désignel’instant t+At.



CHAPITRE 1




1. Etude bibliographique

Dans la dynamique des fluides, I'écoulement de Couette signifie un écoulement
laminaire d'un liquide visqueux dans un espace compris entre deux surfaces dont I'une est
en mouvement relatif par rapport a l'autre. Lorsque la géométrie est cylindrique et que les
cylindres sont en rotation, |I’écoulement est dit de type Couette-Taylor. Pour des régimes
laminaires, a faibles nombres de Reynolds, |'écoulement est purement azimutal. Dans ce
cas |’ écoulement est dit de Couette circulaire [1]. C'est G.I. Taylor qui a éudié la stabilité
de I'écoulement de Couette et a développé la théorie des instabilités hydrodynamiques [2].
L es écoulements rotatifs occupent une large part dans la dynamique des fluides, que ce soit
dans I'Engineering ou dans la recherche fondamentale. En particulier, les systemes en
rotation rapides qui sont tres attractifs, ou plusieurs phénomeénes hydrodynamiques sont
observés, tels que les écoulements secondaires, les vortex de Taylor, les ondes
spiraes........... et qui n'apparaissent pas dans I'environnement d'un fluide non rotatif.
Parmi ces différents systémes de fluides rotatifs, le mouvement d'un fluide visqueux
confiné entre deux sphéres concentriques en rotation, appelé écoulement de Couette
sphérique, est tres intéressant dans le domaine de la recherche fondamental e et appliquée. Il
intervient dans de larges applications telles les centrifugeuses, les fluides gyroscopes, la
science colloidale et en particulier dans les domaines de I’ astrophysique et la géophysique.
En faisant intervenir les forces centrifuges, les forces de pression et les forces visgueuses,
ces écoulements spécifiques deviennent tridimensionnels et tri directionnels. Ils associent
une rotation différentielle autour d'un axe (écoulement primaire) et une circulation dans le

plan méridional (écoulement secondaire), généré suite au déséquilibre de ces forces [3].

C’est en suivant un ordre chronologique que la recherche bibliographique a été

organisée.



Proudman [4] et K. Stewartson [5] se basent sur la méthode anal ytique des perturbations
singulieres qui consiste a établir un raccordement des solutions interne de couche limite et
externe déduite de la théorie potentielle, appliquée aux nombres de Reynolds trés devés
(Re—0). Pour une solution au premier ordre, |’ écoulement est divisé en deux zones, par un
cylindre fictif situé entre les deux sphéres solides dont les génératrices sont paraléles a
I”axe de rotation et tangent a la sphére intérieure. Dans la zone extérieure au cylindre, le
fluide est en rotation en bloc a la vitesse de la sphere extérieure tandis que dans la zone
intérieure |I’écoulement circule dans un plan méridional selon des couches dites de
Stewartson quasi paralléles a I’axe de rotation entre les couches d' Ekman situées sur les
deux spheres. Le sens de cette circulation est fixé par le signe du nombre de Rossby.
Munson et Joseph [6] ont étudié le mouvement laminaire d'un fluide incompressible
visgueux confiné entre deux sphéres concentriques, ont proposé une solution analytique
applicable au faible nombre de Reynolds. Ainsi, les équations de Navier —Stokes est écrite
dans la formulation fonction de courant (y) — vorticité (). Les solutions ont été obtenues
a I’aide des développements en série polynomiale de Legendre. Leurs résultats montrent
I'influence de la rotation des deux spheres sur le champ d'écoulement pour différents
rapports du nombre de Rossby. Ils présentent les résultats pour f=0.5, Ro=-1 (les deux
spheres en rotation a la méme vitesse angulaire mais dans la direction opposé) et
Ro = —0.5(la sphére intérieure tourne deux fois plus que la sphere extérieure et dans la
direction opposée). lls en résultent que pour Ro=-1 et Re=100 la sphere extérieure
domine I'écoulement résultant et est constitué d une cellule orientée dans le sens horaire.
En revanche, pour Ro=-0.5 aucune des deux spheres ne domine le mouvement et
I'écoulement résultant se compose de deux cellules (vortex) contrarotatives s éaant sur
tout I’ espace annulaire sphérique. Les auteurs présentent aussi les torques en fonction du
nombre de Reynolds.

Quant aJ. Bonnet et T. de Roquefort [7], ils réservent une partie de leur éude numérique
aux tres faibles nombres de Ro. En exprimant |es éguations de conservation en formulation
fonction de courant et rotationnel, les solutions stationnaires sont obtenues a |I'aide de
méthodes numériques basées sur les équations d'évolution. Pour des vaeurs de
RoRe"?<10? avec Re=10° et 310°, ils obtiennent une structure de I’ écoulement proche de
celle prévue par la théorie linéarisée de Proudman. Cependant pour Re=10° ils observent
une zone assez étendue en rotation a la vitesse de la sphere extérieure au voisinage de

I’ équateur.



Dans un vaste progranme de recherche relatif aux écoulements rotatifs, |’ étude
expé&rimentale effectuée par M. Wimmer [8, 9] a donné lieu a des observations visuelles
des écoulements ains qu’a l'enregistrement de I'apparition de l'instabilité. Les mesures
expérimentales ont donné lieu a des diagrammes de stabilité pour deux valeurs de I’ entrefer
=0.00256 (faible) et 0.11 (large). La rotation de la sphére intérieure produit une couche
potentielle instable qui est contraire de la couche stable produit par la rotation de la sphere
extérieure, le rapport de vitesse angulaire détermine I'épaisseur des couches résultantes qui
influent sur le champ d'écoulement produit quand les sphéres sont en rotation dans des
directions opposées, deux courants contra rotatifs peuvent se produire. La contra rotation
peut générer deux cellules contrarotatives et un rayon nodal caractérisé par une vitesse
angulaire (et circonférentielle) nulle dont la position locale dépend des valeurs des vitesses
angulaires des deux spheres. Il montre que les instabilités se développent dans le plan
équatoria et il est possible de créer des instabilités sous forme spirale autour du pble celui
de type de Taylor — Gorther (TG) al'équateur et par |'augmentation des vitesses angulaires,
les bras des spiraux sont prolongés en bas de plan équatorial, ils sont influencés par le
développement des vortex de Taylor. Ces différents types d'instabilités sont imbriqués I'une
dans |'autre avec des configurations onduleuses. L’ auteur fait remarquer qu’ est difficile de
détecter le début de I'instabilité dans le cas spécial des deux sphéres en contra rotation. En
conclusion la rotation de deux spheres en direction opposée produit différentes tailles de
couche instable pour différent rapport des vitesses angulaires. En conséquence |'épaisseur
de la couche instable est toujours plus petite que la largeur d'espace géométrique. Ceci
implique que les modes d'écoulement perturbés correspondant a la plus petite largeur de
I'espace.

En éudiant les phénoménes liés aux mouvements atmosphériques des planétes, |I.
Yavorskaya et Y. Belyaev [10] présentent une courbe de stabilité et d’ existence des
différents régimes d’ écoulement dans une couche d épaisseur égale a 0.11. Ils identifient
tous les types d'instabilités : centrifuges, des couches de Stewartson et d'Ekman et des
contrai ntes visgueuses, pour des nombres de Reynolds variant de 0 &4 13540, B= 1 et 0.11 et
Ro=-1. Ils mettent en évidence les phénomenes d’ hystérésis et de non unicité des régimes
d écoulement. Ainsi la non unicité de I'écoulement secondaire résulte du dével oppement de
I'écoulement en temps aussi bien des différents mécanismes dinstabilités. Pour f =0.11,
Ro = -1 en plus d'existence de mode axisymétrique de I'écoulement secondaire il y a une

grande variété non axisymétrique périodique de I'écoulement secondaire propagé dans la



direction azimutale. Les régions d'existence de ce mode sont imbriquées et menées par la
plus forte non unicité de régime d'écoulement. Ce probleme de non unicité et trés important
pour l'analyse des mouvements globaux atmosphériques planétaires |a ou le flux et le
phénomeéne de stratification de la chaleur provoquent différents types d'instabilités.

N. M. Astaf’eva [11] a étudié une technique d analyse numérique pour |’écoulement
visgueux incompressible dans |’espace annulaire entre deux sphéeres concentriques en
contra rotation pour Ro=-0.5, Re=550, et g variant de 0.05 a 2. Pour g =0.3,Ro=-0.5

I’ écoulement secondaire se compose de 2 vortex, une cellule prés de la sphére extérieure et
une cellule avec 2 noyaux prés de sphére intérieure. Donc I'influence de la sphere
intérieure est prédominante, et la sphere extérieure entraine une partie de fluide, qui génére
un écoulement azimutal dans la direction opposée et réalise une circulation de I’ écoulement
secondaire adjacente a la sphere extérieure. Tandis que la rotation de la sphere dans la

direction opposée conduit alaformation d’ une surface nodale.

B.V.Pal'tsev, A.V.Startsev, I|.I..Chechel' [12] ont effectué une étude numérigue,
présentent des solutions numeériques pour de larges intervalles de I’ entrefer, entre 0.1 et
100. Une classification des régimes de rotation est proposée en fonction de la structure du

niveau de lafonction de courant ainsi que des trgjectoires de particules fluides.

A I’issue de cette recherche bibliographique, notre travail concerne I’ é&ude d' un
écoulement d'un fluide incompressible et visgueux entre deux sphéres en contra rotation.
Notre mémoire est scindée en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la recherche bibliographique sur les écoulements entre
les sphéeres en rotation. Cette synthese bibliographique sur les études théoriques,
numeriques et expérimentales de ce type d écoulement permettra d approfondir les
phénomenes hydrodynamiques impliqués et donnera la chance de valider certains résultats
de la présente étude.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons d’ abord la géométrie du modéle physique
considéré. Ensuite, la modélisation du probléme physique par les équations différentielles
aux dérivées partielles, adimensionnelles, de continuité et des quantités de mouvements (de
Navier- Stokes) ains que les conditions initidles et aux limites appropriées.

L’ adimensionnalisation fera apparaitre les différents parameétres contrélant ce probléme.



Le troisiéme chapitre est consacré a la résolution numérique des équations modélisantes
adimensionnelles par I’ utilisation de la méthode de volumes finis pour discrétiser les
équations modélisantes et leurs conditions initiales et aux limites. On utilisera des schémas

de discrétisation du second ordre, capable de capturer |es phénomenes physiques impliqués.

Nous rassemblons dans | e chapitre quatre les principaux résultats numériques de cette
étude, qui sont basés sur I’ augmentation de nombre de Rossby, seul parametre de contrdle
variable, a partir d une certaine valeur. On explorerales régimes d’ écoulement et on

expliquera les phénomeénes hydrodynamiques mis en jeu.



CHAPITRE 2




2. Modédisation mathématique

2.1 Présentation du probleme

On considére deux spheres concentriques, de rayonsR,,R,. (R,>R,) qui effectuent un
mouvement de contra rotation autours d'un méme axe vertical passant par le centre. Les
spheres, intérieure et extérieure, tournent avec des vitesses angulaires Q, etQ,
respectivement dans des sens opposés. La sphére extérieure tournant dans le sens horaire
tandis que la sphére intérieure tournant dans le sens antihoraire. L'espace de I'entrefer
sphérique est rempli d'un fluide Newtonien incompressible a propriétés physiques

constantes. La géométrie du probléme est illustrée dans la figure2.1.

Le probléme physique est décrit par des équations aux dérivées partielles de continuité et
de quantités de mouvements (équation de Navier —Stokes), ainsi que par leurs conditions
initiales et aux limites. Ces équations seront écrites dans les coordonnées sphériques (r,

0,0), [13]. Les composantes du vecteurs vitesses suivant r, 6 et ¢ sont U, V et W,

respectivement.

Figure 2.1: Géométrie du probléme

AVecR <r<R,, 0<0<7 et 0<¢<2r



2.2 Modéle mathématique
A t=0 U=v=W=0
A t>0:

2.2.1 Equation de continuité

ii(rZU)+ ! i(Vsin6’)+ 1 MW _g
0 0 06 rsind o¢

2.2.2 Equation dela quantité de mouvement radiale

2 2
Pt OGu)s 2 P uvsng)r = 2 uw)- YWD }:—ap
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2
L[ @) L g 0 B2 0 g
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2.2.3 Equation dela quantité de mouvement méridionale

rsin@ o0
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2.2.4 Equation dela quantité de mouvement azimutale

rsing o6
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(21)

(2.2)

(2.4)

(25)



2.2.5 Lesconditions aux limites du probleme

Pour r :
r=R U=V=0 W=R Q,sind
r=R, U=V=0 W=-R,Q,sné

Pour 0 :

o-0 v=0 L_MW_
00 00

o-r v=0 HL_MW_g
00 00

Pour ¢ :

Les conditions de périodicité sont :

u(r,0,6)=U(r,0,6+2x).
V(r,0,0)=V(r,0,¢+27).
W(r,0,0)=W(r,0,¢ +21).

2.3 Adimensionnalisation desvariables

(2.6)

2.7)

(2.8)

Les éguations modélisantes adimensionnelles sont écrites dans les coordonnées

sphériques. Lalongueur et lavitesse caractéristiques sont respectivement R, etQ;R; .

r*=__ . Distanceradiale adimensionnelle.
R,
U'= U . Vitesseradiale adimensionnédlle.
Q,R,
V' = . Vitesse méridionale adimensionnelle.
QR
. w . . . .
W* = . Vitesse azimutal e adimensionnelle.
Ql Rl
t* -t . Temps adimensionnel.
(R/RQ,)
. P-P e
P*=——— .Pression adimensionnélle.
P(Ql R1)
Ql R12 N A
Re= Nombre de Reynolds (paramétre de contrdle).

L



2.4 Equations de conservation adimensionnelles

La condition initiale (au tempst =0) du premier nombre de Rossby (-0.5) est la
suivante:
At=0, U=V=W=0 (2.9)
On omet décrire |’ exposant (*) pour des raisons de commodité.

Avec chaque augmentation du nombre de Rossby, I'écoulement obtenu avec le
nombre de Rossby précédent est utilise comme condition initiale. Cette initialisation
minimise le temps de calcul.

Pourt >0,

2.4.1 Equation de continuité adimensionnelles

16, 1 8, . 1 0
=~ %2y 9 (vsino 9 (w)=0
2 ar(r )+rsin9 5oV IO+ a(p( ) (2.10)

2.4.2 Equation de la quantité de mouvement radiale adimensionnelles

U 16 1 0 .
= Z(rPuu)+—— 2 (UVsm)+

2 2
| 1 i(UW) V W aP
t reor rsind o060 rsinf o¢ ror ar

(1 6 (,0U 1 o (.  oU 1 U 2 8
1(r>or\ or) r*sm oo 60 ) r2sit 004> 1’ rsind oo
Re_2 aw

r’sing o¢

(2.12)
2.4.3 Equation dela quantité de mouvement polaire adimensionnelles

uv \/\/2cot9 1 0P

S (vw)ent
09 r r r oo

a_v+i2£(r UV)+ 1 i(VVsinG)
ot or sng 66

(1 6 ( ,0V 1 o6 (. oV 1 &V V 2 oU
—2—r + —sme—g

+ J— -
r or r>sit@ o¢° r?€rfd r 00
Re 2cotd oW

r?sing 6¢

P or) r?sino o0 P

(2.12)




2.4.4 Equation de la quantité de mouvement azimutale adimensionnelles

2 .
M+iza(ruw)+ L o(VWsng) 1 9 (), YW WVcto
ot r or rsiné 00 r snf o¢ r r
1 oP
rsnf o¢
1 a(rzawj 1 a(sineawj 1 W 2 U

= = + — + + +
1ir?or{ or r’sng 00\ o0 r’sin’0 o6¢> r?sing o¢
Re| 2cotd oV~ W

r’sind o¢ r?sin’o

(2.13)

2.5 Adimensionnalisation des conditions aux limites

Les conditions aux limites sont:

Ar=1 U=V =0 W=sné (2.14)

Ar=15 U=V=0, W=-15Rosnd (2.15)
ouU oW

AO=0 —=V=—-=0 (2.16)
00 00

AO=r, £=V=M=O (2.17)
00 00

Le systéme d'éguations de conservations adimensionnelles ainsi que les conditions aux
limites font apparaitre le nombre de Reynolds (Re) et le nombre de Rossby (Ro) comme
parametres de contréle de I'écoulement tandis que la géométrie est contrélée par e rapport

d'aspect géométrique ou I'entrefer sphérique(p3).



2.6 Calcul de moment angulaire

Le fluide qui s écoule dans la couche sphérique applique un moment angulaire sur la
spheére intérieure et sur la sphére extérieur. On peut calculer ce moment angulaire a partir
des étapes suivantes :

Premiérement on calcul les contraintes de cisaillement alaparoi :

Ty =Ty = M ri(v—vj—i— 1 v (2.18)
or\r rsinf o¢

Et puis on calcul laforce élémentaire appliquée

r

dlf:r,q,ds.éq,:;{ra(vv}r L U

— —|r? singdod¢ € 2.19
or rsing a¢} & (19

L’ écoulement est axisymeétrique, c'est adire qu’il N’y pas une variation suivant la direction

azimutale, donc i =0.
o¢

Donc I’ équation (2.19) devient :

dﬁ:u{ra—i(vr—vﬂrz SN0 dodg &, (2.20)
Donc le moment angulaire est défini comme suit
- _ 2
dM =(rsin@), AdF:u{r§(¥ﬂr“ SN0 dodge, (2.21)
2
dm {u%(v%/jr“ sin@d@dqb} (2.22)

Donc on peut calculer le moment angulaire appliqué sur les spheres par le fluide par la

relation suivante :

M:ﬁu{a—‘i(ﬂﬂr“ s$nododg (2.22)

r

w2 2
T:” ri(wj+ 1 Y *sin6 do dg. (2.23)
% r) rsing o¢



CHAPITRE 3




3- Résolution numeérique

7

La forme finale du modéle mathématique est un systéme d’' équations aux dérivées
partielles non linéaires au second ordre exprimées dans un systéme de coordonnées
sphériques, équations (2.10-2.17). Cette forme ne possede pas de solution analytique. On
les résout numéri quement.

Dans ce chapitre on présente la méhodologie de résolution numérique du systeme
d équations régissant |’ écoulement de Couette sphérique (I’ équation de continuité et les
équations de conservation de quantité de mouvement) et leurs conditions initiales et aux

limites.

3.1 Méthode derésolution numérique

Le but est de déterminer les variables dépendantes dans le domaine numérique
étudié. Parmi les nombreuses méthodes numériques qui existent en |’ occurrence : les
éléments finis, les volumes finis, les différences finies....., on utilise la méhode des
volumes finis pour les avantages suivants :

-applicable aux géomeétries complexes.

-lafacilité de mise en ceuvre.

-le caractére conservatif de la grandeur @ préservé sur chague volume de contrdle et
dans tout le domaine (La continuité de flux al’interface).

La méthode des volumes finis est bien détaillée par Patankar [14]. Elle est basée sur la
discrétisation du domaine physiqgue en un nombre fini de volume dit volume de
contrle Medjroubi [15]. Sa particularité réside dans I'intégration des équations de
conservation dans chague volume du domaine numérique étudié, et les dérivées partielles
sont évaluées a I’aide des profils ou loi d’interpolation, le résultat de cette discrétisation
donne un systeme d’ équations algébriques linéaires sur un domaine discret. Enfin on résout

ces équations par I’ utilisation d’ algorithmes de résol ution.



3.2 Discrétisation du domaine physique
Notre domaine constitué d'un nombre fini de volumes de contréle .sera discrétise
dans la direction radiale, polaire et azimutale. Chague volume sera repéré par un neeud et

limité par six faces.

Figure3.1: ledomaine numérique.

Toutes les variables scalaires telles la température et la pression sont stockées dans les
neeuds tandis que les variables vectorielles tels les composantes des vitesses sont stockées
dans les faces des volumes de contrdle. Pour chague volume le point P est au centre du
volume. Chague volume est entouré de six volumes ou sont centrésles points N, S, B, F, E
et W, les faces de volume fini typique est dénommées n, s, b, f, e et w (N et S pour la
direction radiale ces faces sont n et s) (B et F pour la direction méridionale ces faces sont b
et f) (E et W pour ladirection azimutale ces faces sont € et w).

Les distances entre deux neeuds successifs et les faces de chague volume fini obéissent a

une nomenclature précise.

Les distances entre deux neeuds successifs sont précédées par lalettred et ont pour indice la
lettre de la face qui sépare les deux neeuds. Quant a la distance entre les deux faces du
volume fini, elle est précédée par unA, et possede comme indice la lettre du neeud qui
separe les deux faces en question.

Dans notre cas le domaine physique est constitué de 32 nceuds dans la direction radiale,

189 noeuds dans la direction polaire et 32 noeuds dans la direction azimutale. Donc le



maillage utilisé est un maillage 32* 189* 32, ce qui correspond a un nombre total de 193536
neeuds. La figure 3.1 illustre le domaine de calcul discrétisé et la figure 3.2 montre un

volume fini typique extrait du domaine discrétise.

Figure 3.2: Volumefini typique.

La modélisation des équations différentielles présente deux champs inconnus (champ de
vitesse et champ de pression) et la discrétisation des équations de quantité de mouvement
se fait suivant un maillage décalé. Donc pour la détermination de la vitesse radiale (u) on
décale suivant la direction radiae(r), pour la détermination de vitesse méridionae (v) on
décale suivant la direction méridionale (8), pour la détermination de vitesse azimutale (w)

on décale suivant la direction méridionale (¢) et le maillage non décalé est fait pour la

détermination de pression (P).



3.3 Ladiscrétisation des équations de conservation
La discrétisation des équations se base sur le calcul des intégrales des équations aux
dérivées partielles termes par termes sur chague volume de contréle pour |’ obtention des

équations al gébriques discrétisées dans lesgquel s | es principes sont conserveés.

3.3.1 Traitement des dérivéestemporelles

Les dérivées temporelles dans les équations de Navier Stokes seront discrétisées au second
ordre. Cette discrétisation se fait selon le schéma obtenu de la maniere suivante:
Considérons le développement de Taylor d'ordre deux, de la variable dépendante ¢ au

temps t:

t+At

+o(Atf (3.1)

Con Atagl[
P=0 T

L (at) 'y
21 ot

Maintenant, considérons le développement de Taylor toujours d'ordre deux, mais cette fois
autemps t — At:

t+At 2 2 |trAt

+(2At) agf
2! ot

t+At ZAt 5¢

O A T

+ o (At) 3.2)

On multiplie I'équation (3.1) par 4, puis on retranche I'équation (3.2) du résultat obtenu. On
obtient I'équation suivante:

t+At
t-At t+At 0¢

4" -9 =3¢ —2At = + o (at)’ (33)

Donc, lavaleur de la dérivée temporelle au temps t + At est donnée par I'équation :

MtJrAt N 3¢I+At_4 ¢t +¢I—At Y (At)z
ot 2 At

(3.4)

L'erreur de troncature est d'ordre deux At? . Cette discrétisation est dite d'Euler



3.3.2 Traitement destermes convectifs et non linéaires.
Les termes convectifs et non linéaires seront discrétisés temporellement au second ordre.
Le schéma de discrétisation est obtenu comme suit :

Considérons le dével oppement de Taylor de la variable dépendante d'ordre un, au temps t :

t+At

+o(At) (3.5

t+At

Nk 4
b =9 -At—

Considérons maintenant le développement de Taylor, d'ordre un de la variable dépendante
maisautempst — At:

t+At
t+At

+o(At) (3.6)

t-At a¢
¢ " —2AtZY
¢ ¢ At

On multiplie I'équation (3.5) par— 2, puis on additionne I'équation résultante et I'équation
(3.6). On obtient I'équation qui nous donne I'expression de la variable dépendante au
tempst + At

t+At

0 =20 —¢  +o(At) 37)

Cette expression sera utilisée pour I'évaluation des termes convectifs et non linéaires.
L'erreur est d'ordre deux. C'est la discrétisation dAdams- Bashforth.

3.3.3 Traitement destermes diffusifs et de pression.
Les termes de pression ainsi que les termes diffusifs seront évalués directement au

tempst + At . C'est un schéma totalement implicite.

A ce stade, les différents termes contenus dans |'équation de continuité et dans les équations
de Navier Stokes, possede un schéma de discrétisation temporelle. Tous les termes seront

donc évalués temporellement avec une erreur de troncature d'ordre deux.

3.3.4 Discrétisation spatiale

On aura besoin de connaitre comment déterminer la variable dépendante aux interfaces des
volumes finis. Donc il faut adopter un schéma qui décriralavariation spatiale de lavariable
dépendante. On a choisit dans cette étude le schéma des différences centrées. Ce choix

implique que lavaleur de lavariable dépendante¢ al'interface sera: la somme de lavaleur

de¢ au noeud a droite (ou dans le sens positif de I'axe de variation) et de la valeur de¢ au



noeud a gauche (ou dans le sens négatif de I'axe de variation). Les termes, droite et gauche

font référence ala position des neeuds par rapport al'interface considérée.

1 1 1
: ﬁs ¢ ¢P ¢ ¢N |
: © ! @ IN & :
1 | 1 1

1
: — Ar, _._: :
1 | 1 I

1
T R

] P |

: o : ® : o —
1 1 1 I
1 1 1 ]
1 1 1 ]
1 1 1 I
1 1 1 ]
! s :
1 ' I
| ! [
| ! [

Figure 3.3: Maillage unidimensionnel pour le calcul delavaleur delavariable

dépendante al'interface.

En exemple, considérons le cas unidimensionnel de la figure 3.3. On cherche a déterminer
la valeur de la variable dépendante a l'interfacen . Le développement de Taylor au premier

ordre, de ¢ (la variable dépendante de référence) au nceud N est donné par la formule

suivante:
Arp (0¢ 5
=¢,. +——| — | +olAr 3.8
Py = ¢n 2(5Jn (ar) (38)
Le développement de Taylor au premier ordre de ¢ au nceud P est donné par I'équation
suivante:
Arp (0@ 5
=¢. ———| — || +olAr 39
bp = ¢, Z(aJn (ar) (3.9)

On fait I'addition des équations (3.8) et (3.9), et on obtient apres réarrangement la formule
suivante pour ¢, :

_|_
%:ﬁggﬁ+ommz (3.10)
L'erreur de troncature est d'ordre deux. C'est la formule (3.10) qui servira a évaluer la

valeur de la variable dépendante aux interfaces.



En ce qui concerne I'évaluation de la dérivée spatiale a l'interface, elle est égale ala valeur
de ¢ au neceud a droite moins lavaleur de ¢ au neeud & gauche; divisée par la distance qui
sépare les deux nceuds se trouvant de part et d'autre de l'interface considérée. Comme
exemple considérons le cas unidimensionnel de la figure 3.4, ou on cherche a évaluer la

valeur de ladérivée suivant ladirection radiale de¢ al'interfacen.

. ' P, :
) 6, %
T a r, d lrx T
) J g) "l
F S 1 'rN
]
. >

F

-

L
9 .

Figure 3.4: Maillage unidimensionnel pour le calcul delavaleur dela dérivéeradiale

delavariable dépendante a l'interface.

On reconsidere les équations (3.8) et (3.9). On multiplie I'équation (3.9) par le signe -, puis

on réarrange |'éguation résultante et on obtient la formule suivante pourg—(p
r
n
04 _dn-dp, o(Ar)? (3.12)
or |n dr

n

L'erreur qu'on réalise est d'ordre deux. C'est donc la formule donnée par I'équation (3.11)
qui sera utilisée pour I'évaluation des dérivées spatiales (suivant une direction donnée) de
la variable dépendante considérée, aux interfaces des volumes.

Dans tous les cas on utilise donc des discrétisation du second ordre : une discrétisation
temporelle avec une erreur de troncature de I’ordre de At et une discrétisation spatiale

avec une erreur de troncature de I’ ordre de(Ar )?, (A6)” et(Ag).



La forme d' Euler du second ordre donnée par I’ équation (3.4) sera appliquée a toutes les
dérivées par rapport au temps tandis que la discrétisation D’ Adam -Bashforth, équation
(3.7) sera appliquée d’une part a tous les termes non linéaires tels les termes advectifs et
d autre part a tous les termes hybrides qui se retrouvent dans les différentes sources. Enfin

la discrétisation selon un schéma totalement implicite au temps (t + At) sera appliquée a

tous les termes des gradients purement diffusifs et ceux de pression.

3.4 Discrétisation des équations modélisantes

On discrétise le domaine dans la direction radiae, polaire, azimutale.

En ce qui concerne la discrétisation temporelle, on adopte la convention suivante en ce qui
concerne |'exposant de chaque terme discrétisé:

- Lestermes au temps t —At porteront I'exposantt —At.

- Lestermes au temps t porteront |'exposantt .

- Lestermesau temps t+ At porteront I'exposantt + At .

3.4.1 Discrétisation del'équation de continuité
L'équation de continuité sera discrétisée dans un volume de contréle typique, il est montré

sur lafigure 3.5, lafigure 3.6 et lafigure 3.7

Figure 3.5 Maillage dansle plan (r-6).



Figure 3.6 Maillagedansleplan (r-¢).

Figure 3.7 Maillagedansleplan (6 -¢).
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L'équation de continuité discrétisée, sécrit sous laforme:

2. WAL 2 AL . t+AL . AL .
(r u, -r.u jsrﬂpAepMp+(Vf s, -V, srﬂb)ArpAqﬁp

n-n S S

+At +At
+(V\é = )rpArpAszo

3.4.2 Discr étisation de la composante radiale de I'équation de quantité de mouvement
Lesfigures 3.7 et 3.8 illustrent le maillage, décalé radialement, danslesplans r — @ etr — ¢
respectivement. Nous procéderons a la discrétisation de la composante radiale de I'éguation

de quantité de mouvement terme par terme.



Figure 3.8 Maillage décalé suivant la direction radiale, Plan (r-6).

Figure 3.9 Maillage décalé suivant la direction radiale, Plan (r-¢).



3.4.2.1 Discrétisation du terme temporel

i

t+ At
t+At

Uu 2 2 .
!a_ sin 6 dr do dg dt =Up |, rp SinGp dr, AG, Ag,

3u, " - auy +U‘P M
- R At S— 1, Sing, dr, A0 Ag,,

3.4.2.2 Discr étisation dester mes advectifs
nqueuHAt

I{II (rUU)rzsianrdeqsdtz
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t
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3.4.2.3 Discr étisation des autrestermes a gauche
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3.4.2.4 Discré&tisation destermes diffusifs
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3.4.2.5 Discrétisation des autrestermes a droite
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3.4.2.6 Discrétisation du terme de pression

ny fugyt+At
oP 2 . t+At t+At) 2 .
”j j -~ r" sndrdodgdt = (Pm -P ) g, SINO, AG, A,

L
St O
t+At

- (R =A™ 1 sing, 26,44,

On réécrit I'éguation de quantité de mouvement ainsi discrétisée sous la forme suivante,

cette forme est dite forme générale:

t+At t+At t+At t+At t+At
APUUF,u —ANUU,\Iu + SuUSu + FuUFu + BuUBu
A U t+At U t+At Q
+ + + S
EU Eu u WU u

Les coefficients A seront:
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dr. Af dr. A6
s [ SA% ) 1 IA% 12 g dr a0 Ag
Re(sind,dg. )] Rel sind.dg,) Re P PP
2
1| ry

= — sSnd, A0, A
N Re | ATy p 200 A0

2
1] |,
=— snhf, A0Q_A
% Re|AT, pA0p A9y

1 [ Snf;
A :—( dr,A¢,

sné
A —i( > ldr, Ag,



A 1 drnAHp
" Re(sin6,dé¢,

A\Nu:i M]

Re(sin6,dg,
4U;u 2 U;;At 2
S, = . fh SiNOp dry ABp Agy, — ETE rh SiN6p dry AGp Ad,

——fN( N, +UPJ Sn6p Adp Adp + —rp(utsu+ u) Sin6p Ap Adp

2 2
( t“) snGPAQPA¢P——r§(U;m+UP j Sin6p ABp Adp

_1

> Up, ) (Vf +Vn jrn dr,sin 6p A¢p
1

—

v+
+ Z(UPU +U )(Vb +V )rn dr, sin 6p Adp
+%(U LuAt t A j (Vft_At +Vr:ﬂ_JAtj rydr, sin 6p Agp
—%(U ;um UL At)(vbt_m +anu )rn dr,sin 0p Agp
_%(UtEu +U j( r:eu +Wetjrn dr, A6p
+%(U;u+ ) ( \ +thvjrn dr, AGp

OB U (W e e, 20,

1

4

1 t— At t At t—At t—At

Z(U Pu j (anu +WW )I’n drn AQP

2

) anu +anu +Vf +Vb
+ . r,

sind, dr, Afp Agp

2
t—At t—At t—At t—At
Viiu tVaou V5 +V,
ny nbu r.sin@. dr. Ay A
4 n p n P ¢P




2
t t t t
W_,, +W, +W, +W
+2{ R A . ”W”} r, Sinfp dr, ABp Agp

Wt—At +Wt—At +Wt—At +Wt—At 2
- neu € w awu rn Snep drn AHP A¢P

4

2 [t t] . 2 [\t t] .
——[V o V5 } sinf; dr,Ag, + Re [anu +Vb} sing,dr, Ag,

+ é[vmt +Vft_m} sind; dr, A, — é[vrfgjt +V;_At} sin, dr, Ag,

—Rie[(wet +ereu) —(erwu +thvﬂ dr. A6,
+ Rie[(wet‘M +era‘ft) _ (W:V_vjt +WVtV‘M” dr. AO,

2 .
+ (PP - PN)rn SN0, A0, A¢,
3.4.3 Discrétisation de la composante polaire de I'équation de quantité de mouvement

Lesfigures 3.10 et 3.11 illustrent le maillage décalé dans la direction polaire, dans les plans
r—60 et 60— ¢ respectivement

Figure 3.10 Maillage décalé suivant la direction méridionale, Plan (r- 9).



Figure 3.11 Maillage décalé suivant la direction méridionale, Plan (¢ -0).

3.4.3.1 Discrétisation terme temporel

nvaevt+At t+ At
(111 ‘?t/rzsinedr do dg dt =Ve | v
sybywy t
t+At t t—At
3V, - avg 4V
_ TR ROR S sin6, AT, dO, Ag,

2At

3.4.3.2 Discr étisation dester mes advectifs

ny fy e t+At
[ %Q(rzu v)rzsjne dr do d¢ dt =
ssbywy t T or
2 t 2 t 2 t-At
(ruvj —Z(rUV) sind; do;Ag, - (r UV)
ny S ny

2t ot 2t ot . 2 t-At t-At
= 2rnVUnVan_2rsVUsVst)Sm0f dOquﬁp—(r ULty

LVENEL VALY
2 .
:%rn (u,ﬂ+u,ﬂw ) (vﬁ,v Vg ) sin6, do; Ag,
1 2

t t t t .
_E I’S (US+USij(VSV +va)Slnc9fd9f A¢p

2 .
p SINO; Ar,do; Ag,

2 t-At
- (r UV) sind; do¢Ag,
%
At t-At

2 t- .
—r5, Us, Vs, )smef do;Ag,



2 -A -A - -A .
_% (- (U; t+uawtj(vﬁ,vﬂ+v;v tj sin6, do; Ag,

1 2 t—At t—At t—At t-AtY .
+er (US +Ug, j(vsv +Vg, )smefdafA%

n\,fve\,t+At1 8
HI j - — VVr Sind dr do dgdt =
r oo
svhyw, t
[2(vv)fv —2(vv)gv]rpv sinf; Ary, Agy, — [(vv)‘f;At —(vv)‘b;“]rpv sinf; Ary, Ag,

t t—At t—At t—At t—At .
1/t 1 2
:E(VFV +Vg ) e SINO; Arp Agy — (V +VBV) rpSING; Aty Ay

1/ t-At _ t-At\2 . 1/ t=At  t=At\2 .
—Z(VFV +Ve, jrpanfArpA¢p+Z(VR/ +Vg, )rpsmefArpA(pp

fy eyt

6 t+At 1 o

[] 2 (VW) r® sing dr do dgdt =
rsing 6¢

w, t

(

j
Sy
[ VW), -2 (vw)‘%] rp, ATp A0 —[ (VW)™ —(vw)tm‘f‘]rPV Arp d6,
t t t -At t -At t-At  t-At
1/t t 17t t t t
:E(VEV +Ve j (W +W, ) rp Arp do; — 2( Vr, +VW/)(V\(N +vaw) rp Arp do;
—:11 (v,;“ +th,v‘“) (Wf‘;ft +vve““) (o ATp 0O,

1 t-At t-At t—At t—At
+Z( VF,V +VV\<, )(V\(N +We,, ) e Arp do;

3.4.3.3 Discrétisation des autres termes a gauche
ny fy eyt+At

[7]] (UVJ * snodrdodg dt -

sybyw, t

to ot , t-At, t-At .
2 (UPVVPVJ Fp, SINO¢ Aty do; Agy, — (UP\, Ve, j rp, SINO¢ Aty d0; Ag =

JI
|



t t t t
=2 4 VR, | Tp SINO; Aty dO; Agy,

t-At t-At t-Att-At
Uan +USfV +US +Un t—At .
- 1 VR, | Tp SiNO; Ar, dO; Ag,,

g, t+At
[ ] _(sz j rsing dr do dgdt =
w, t r

( 2 At
y ) r,, CosO, Ar do, Ag, + (WPV ) r, CosO, Ar do; Ag,

2

r,cosd, Ar do; Ag,

t-At t-At t-At t-at ]2
fev + € + w + fuwv

+ r,cos0, Ar do, Ad,

3.4.3.4 Discré&tisation destermes diffusifs

n, f, & t+At
=[] j%i(rzﬁj (2§ dr do dg di =
Reswv - Or or

1 av t+At av t+At

2 2 .
—||r — -|r — sng, do, A¢
Re or ), or P

t+At t+At t+At t+At
1 {rZ VN _VP 2 VP _VSV

sing, do; Ag,

2 (sin@ %j 2$ind dr do dg dt =

aV t+At av t+At
Snf— —|Sinf— Ar_A¢
00 ). 00 " PP

t+At t+At VI+AI VI+AI
Pv 1 Pv B Bv

P



2
Lt 1 2Y 1 %Sno dr do dg dt =
o¢

1 1 aV t+At 1 av t+At
_ =2 Ar do,
Re | \sing d¢ /, sind 0¢ P

Wy

3.4.3.5discrétisation des autrestermes a droite

1 " Ty 6 et V 2 . 1 t+At
——j”j 5 | T sm@drd@dgbdt:—_—nvpv Ar do, Ag,

2 n, f, e t+At 1 6U ) -
— ——— | r sné@drdodg dt =
rel 11115 ¢
2 t t ). t-At t-at ) .
Q[(ZU ‘| —2Ubv)sm ;A1 A¢ - (U . — Uy )sm 0, ArpA¢>p]
t t t t
4 U, +tUg u +U .
= - 0 = snd, Ar_A
Re H 2 2 ATy AY,
t-At t-At t—-At t—At
2 Unfv +Usfv U +U .
- - 0 2 snf. Ar_A
Re H 2 2 ATy A9,
n, f, € t+At
S L 2c0t® OW I’ snodrdode dt =
Re svbvwv t r SIHQ a¢
2 t t 2 t-At t-At
" Re 2W, —2W, Jeot 6, Ar, dO, * Re W, -W, Jeot&, Ar,db,
a | (wo +w' | (w, +w'
= ||| ™ " lcoth, Ar, db,
Re 2 2
t-At t—At t—-At t—-At
wW +W w +W
42 L N i cotf, Ar, do,



3.4.3.6 Discr étisation du terme de pression

Nk

t

v

mt__,:

( jr snodr dodg dt——( fHAt—PbHM)rp Sn6, Ar Ad,

v

( t+At t+At

P, —-FP ) r,sSné. Ar Ag,

Ensuite on réécrit I'équation de quantité de mouvement ainsi discrétisée sous la forme
généralisee:

t+At t+At t+At t+At t+At
A Ve =AY FA Ve +AV. T AV

t+At t+At Q
+ AEVVEV + 'A\NVVWV + S,

Les coefficients A seront:

t+At

3Vy
AR = At

rssinef Ar,dO; Ag,

2
—=—8n6,d0; Ag,

S

1
Redr, Re

1 sin6 1 sin@
AT Ad +— P Ar_A
" Re AO- P A7 Re AG, P 7

1 Ar,dé, +i Ar,do, +iArpd9fA¢p
Resm@ d¢, Resnf,d¢, Re sno;

2

— 1 n
= Re| dr
n
1 .
Ao =—|—=
S Reldr,
1 (sino
— Arp A
v Re(A@ ¢]



1( sn6p
AB\/ =—( A6, Ar, Agbp]

A :i Arp—de
% " Re|sing, d¢,

1( Ar,do,
A = Re sino, dg,,
t t—At
2Ve, 2 Vo, 2
= sinf; Ar,do; A%—ersnefmpdef Ad,

n

_% r2 [Utfv +u;} [vi,v +VH sin, do; A,

N

_|_

tn

Ug, +u;}[vlv +th,V}s1in0fd9f A,
tAt ti||: t—At Ft,VAt}SiHHdef A¢p

u;ft +U, At“ t}gnef de, Ad,

+

NI, NF NP
=
BN

N

-

tn

= 2 2
Vi, +V,iv} (b SiNG; AT A, + 1[v +va} (b SiNG; AT, A,

t—At

1, -t tat : 1 a2
+Ve, } rPsm@fArpAgbp—z1 [VPV +Vg, } pSiNO; At Ag,

+Z VFV

17 .t
_E_VEV

1_Vt Vt
51 YR TV,

Vg } [Wf‘ev W, } r, Ar,do,

} [Wftwv +thv} rp,Ar,do;

[ v,;;“ +th,V‘At } [Wt‘“ ww } ry AT, do,

fev €

t—At t—At t—At At
[VP\, +Viy, }[wav +W }rpArpd@f



t
Uysn+tUg tU U, t )
-2 4 Vg | Tp SN0 AT, dO Ag,
i t—At t—At t—At t—At
Uyn +Ugq +U. +U, t-At .
+ 4 4 r,bsinf; Ar, do; Ag,

- 2
t t t t
Wi, +W, +W,, +W,,

-2 4 r,cosd; Ar,do¢ Ad,
r 2
Wfte;At " Et—At +WVE_M n :V;VAI
+ 2 r,cosd; Ar,do; Ag,
2 t t .
+¥ (UN+U ) (Un+US)}sm9fArpA¢p
_I_j(ut“ t“)—(u;‘MJru;‘M”sinefArpAqsp
€
2 t t
AR TTARGE t-At t-At
[(W )_(vaw +W,, )}cothArdef

+(PP t—PF )rsianArpA%

3.4.4 Discrétisation dela composante azimutale del'équation de quantité de

mouvement
Lesfigures 3.14 et 3.15 illustrent le maillage décalé dans la direction azimutale, da,s les

plansr — ¢ etf — ¢, respectivement. La composante azimutale de I'équation de quantité de
mouvement sera discrétisée dans le maillage décal é terme par terme, spatialement et

temporellement
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Maillage
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3.4.4.1 Discrétisation du terme tempor €l
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ny fwéw t+At

I

Sy

( ]rzsnedrd9d¢dt—

rp, SING. Aty AG, d,

t+At
v, -4 vvp +\/va
2At

2 .
e SINO, AT ABp df,

3.4.4.2 Discrétisation dester mes advectifs

mwfwew t+At

Il j(——(r uw)] r’ sing dr d6 dp dt =
byt
2 t 2 t . 2 t-At 2 t-at]
[Z(r uw], ~2lr UW)SW}sm@e A9, 04, —[(r ow]{ruw]] }sm@e A9, 04
2 t t 2 t t t-At I-At t-At I-At .
:[(erw U w,art U W U W U W )]sm@e A6, 04,
2 [ U, +U,
2r, 5

W 9\N9\N

t
+W
] V\é‘“z ™ | sing, AG, dg,

t t !
2 [ U, +U, || W, +VV;N :
-2r, ( 5 ] sing, AG, dg,
t-At t-At [-At f-At
2 | U, +U +WNW .
—To 5 5 sing, AG, dg,
t-At t-At At f-At
u_ +U
rl | = = , | sing, A6, dg,




fy

ig

L —7

!

t+At

2vw), -

fw

2(v

t

W,

[2vw_2v%)( W

t

Jr,. sing, ar, dg, - [vw) 2 -vw

(Ver sind dr dO dgdt =

By

t-At tAt t-At . t-At

V, \/\{)W H rpsineeArpdqje

V +V W +W,
=2 few2 f FW2 Ry I, SING, Arp d,
VARV, We +W,
-2 bew; s PWZ B r»SiNG, Ar, dd,
t-At | t-At At t-At
Vv W o+
_ few > f Fw . Ry rpSiHQEArpdgbe
t—At t—At t—At t—At
\V/ W o+
| ; : i 5 W o SiNO, Arp dg,
ny fyvew t+At
Hj j( 96_¢W\er singdrdodg dt=
rsin
swowwy
[Z(WW)LW _Z(WW)WW] Ar AQ [ tAt _(WW)t—tht] rpWArp Aep
Y t t t-At At t-At
:[(ZWEWWEW_MMWWW\N) (W W —WWW W, )]rpArpAep
t £ \? ¢ ¢ \2
W +W W, +
:{2 M] _Z[HN_V\W AT A
2 2 pp p
Wt—At +Wt—At 2 W_At+ At \2
- o T | e r Ar_ AO
2 2 PP p

] Mo, SN0 AT, dd,



3.4.4.3 Discrétisation des autrestermes a gauche

nfvie\ﬁtf(gj r'sn@dr do dg dt =
W bw vy
=2

[2UwW), —(UW) ], sing, Ar, A6, dg,

u
_2 [U;m—k UL, + U+ U, } !

4 W, | T, Sin6 Ar A6, dg,

Ut—At n Ut—At n Ut—At n Ut—At
[ e = : k Wt]rsinGAr A6 dg
4 € p € p p €

nwfwew t+At

_[H J(— cot@j rzsinedrdedqjdt =

swbwwy t
[2(vW);, (VW) oot 6,1, sing, Ar, A6, dg,

2 V +V +V +ng” t0,r Sing Ar A6 dg,
= coto, r s r
i |
Ve W)
- 1 W, coto,r sing, Ar A6, dg,

3.4.4.4 Discrétisation destermes diffusifs

1M fwewt+At [

=S

Jr snodrdode dt =
< mw

t+At t+At
LW [V e, a0 dg,
Re or ). or P

<
“w

t+At t+At t+At t+At
B B PR (e W N VAP dg
Re| ™ dr S dr ¢ P

n S



9 (dn@%}rzdne drdodg dt =

b,
oW t+At oW t+At

sSnf — —|sing — Ar, dg,
06 06

by,

t+At t+At t+At t+At

1 We, — W : We, =W

N B

f, e t+At
jjj 212 aWrsm@drde(pdt
w, t I SN O 6¢

1 6W t+At 1 8W t+At
= T === Ar A6
sinf o sind d¢ PP
€ Wy,

t+At t+At t+At t+At

3.4.4.5 Discrétisation des autrestermes a droite

anWeW t+At

1T =

€ty t T sm@

2 t t-At t—At
27 (au, 20}, ) -0l )| ar a0,

( )r snfdrdfdg dt =

t t t t
4 UnaN+Usew] u,+u

S| |Ar, AO
Re 2 2]PP

t-At t—-At t—-At t-At
2 Urew TYsn _{Un JZrUS ] AT, AG,



f t+At
Ywiwéy T35 oot

T TS

swhawy rsm@

( ]r snfg drdfd¢g dt =

_2 [ (2v -2V, vt oy ﬂ cotd, Aty AB,

Re

V +V V +V

_ A || Do ™ Then -0 11 coto, Aty AD,

Re

i t At v t At t At t At

2 bew

" TRe coto, Arp, Ay

nafy By THAL

wW .

! B rzsme dr d6 dpdt = - ! V\EMA A6, dg,
r sino Re

3.4.4.6 Discr étisation du terme de pression

Ny fw 8y t+At op
_jrt{,j ! (rsme 6¢jr Sné dr a6 dg- = [ew wa] "RyATp Ap
Syl WMy

t+At t+At
= |:PE -B } e ATp AOp

Ensuite on réécrit I'équation de quantité de mouvement ainsi discrétisée sous la forme

généralisee:
t+At t+At t+At t+At t+At
APW WF,W = ANW WNW + ASW WSW + AFWWFW + ABWWBW

t+At t+At

+ AEWWEW + AWWV\(NW

Les coefficients A seront:



2

2

3 2. 1T o nls &
A= oxt o SiNG, AT AGp dgy, + =" sing, A, dg, +-2-= sind, A6, dg,
n S
71 SIn6; " "
Ar_ dg, o Ao, + 7Ar AO, +—L——Ar AO
doy i b SinG, Age Sind, Agp  °
"
Abpd
sing), p e
2
_
Nw T Re | dr,
1
Ag =—| —
S Re|dr,
1 [Sno;
Ae, :@L a0, At , dg,
1 (sing,
Ag =— Ar,d
" Re| dg, P 7
Ao, = | ———Ar, A0
W Relsng,ag. PP
An, = oo _;ArpAep
Re( sinf, Ag¢,
t t-At
4WPW 2 TRy 2 .
S, = rpSiN6, Ary, AGp dg — " rpSin6, Ar, ABp dé,
. j (wp W j sind, A, dg,
1
T (U ) (WP +W5Wj sinf, A0y dg,
1 t— At Ut At t-At t-At)
Z (U j(WPW +WNW jsn@eAQPdgbe
1 yAt t-At t-At)
-1 (u )(WPW W, )SH‘IHEAHPdgbe

p



1/ t t t t .

1/ t t t t )

ew

_ —A -A -A .
(vft My, t)(wéw LW t) o SiNG, Arp dg,

-A - -A -A .
_ (Vbtew t +V; Atj (W; t +W,;W t) pSiNG, Arp dg,

W

t t V¥ 1 t t 2

2 2
t-At t-At 1 t—-At t-At

t t
+ Ugy +

Is
Z

Ui+U, )W;W (pSiN6, ATy AG, dd,

t—At t—At t—At t—At t .
Uew * Ysew U + U, )We rpsind, Ar, A6, dé,

+

DN NP DN NP

Vi, +Vi +V, +v;aNj Wp, Coto, r,sind, Ar, A6, dg,

t-At t—-At t—-At t-At

+

7~/ N /7 N -/ N -/ X

[ (u;ew +U;W)— (u; +U;) ]A rAG,

t-At t-At t-At t-At
[(U +U )—(U +U,_ )]ArPAHP

new Ssew n

!
Bln Bl

+ = (vt +V, )—(vf+vbt )]cot@eArPAQP

2 (v““+vt‘m )—(Vt_At+Vt_M)]cot9€ArP AO

bew f b P
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Vi v v v )W;W "cotB, rySn6, Aty AG, dd



3.4.5 Discrétisation des conditions aux limites

Pour U: Les conditions aux limites en ce qui concerne la vitesse radiale sont:

{A r=1 U=0

A r=15U=0 (312)

A 6=0, a—U:O
00

au _
00

(3.13)
A 0=mrm,

Ce qui s'exprimera en termes de coefficients de la maniéere suivante:
Ao (Ljk)=1

S (Lijk)=

P(il—l,j,k):l

H—ij)=0

>

n

C

( (3.14)
Ao(iLk)=
A-(iLk)=
A, (i, jl,k
(i

i, jl, )

i, jl k)=

P

Ag
Pour V: Les conditions aux limites en ce qui concerne la vitesse méridionale sont:

{A r=3Vvs=0

(3.15)
A r=15V=0

(3.16)

A 6=0, V=0
AO=rn, V=0

Ce qui s'exprimera en termes de coefficients de la maniéere suivante:

o

(3.17)




Pour W: Les conditions aux limites en ce qui concerne la vitesse azimutale sont:

{A r=1 W =sino

. (3.18)
A r=15 W=15Rosng

w_
00
w _
00

A 0=0,

(3.19)

A 0=r, 0

Ce qui s'exprimera en termes de coefficients de la maniéere suivante:
A (Lj.k)=1
(L1 k)=ro(1)sin6, ()

n

n >

in > >
- - < B i
=
Il

(3.20)

(9]

> >
vl
T
.H
~
Il

N
|
.IA
~
SN~—"
I



3.6 Equation de discrétisation dela pression
Aprés la discrétisation des équations de continuité et de quantité de mouvements radiale,

meéridionale et azimutale; on doit obtenir une équation de discrétisation pour la pression.
Sans éguation de la pression, on ne peut résoudre les équations discrétisées obtenues.

Les équations de quantités de mouvement discréti sees, peuvent sécrire sous laforme:

a,U,=YaU +b,+(P,-P A,
a,U,=> aU +b,+(P-P)A
a,Vo=>. 3V, +h, +(P;—Ps) A, (3.21)
a;Vy=> aV,+b,+(P, =P )A
a,W,=> aW +b, +(P. -P:)A

awWw:z aivvi +bw +( PP _PW)A\N

L'indice i indique les points voisins du point considéré (dans les trois directions), les
termes b, ,b, etb, sont les termes des sources contenant les termes autres que ceux de la

pression, ce dernier éant le troisiéme terme a droite dans chague équation du systéme

(3.21). On peut réécrire le systeme (3.21) sous laforme:

Un :Ljn +dn(PN - PP)
Us :us +d5 ( I:)P - PS)
V, =V, +d, (P, -P.) (3.22)

V, =V, +d, (P, — P,)

W, =W, +d_(P. -P,)

W, =W, +d (P, -R,)

Lasvitassesljn ,US ,\7f ,Vb,VVe,VVW, sont dites pseudo vitesses, elles sont définies comme

suit:

U :Zaiui+bu " :Zaiui+bu

n ! S
an aS



V=& Vv.y &7 1 3 (3.23)

W:Zai\/\/i+bw_w :Zai\/\/i+bw

€ a ’ w a

w w

On considere I'équation de continuité qui a éé intégrée dans un volume de contréle

typigque, non décalé. Elle est sous laforme:

(RUT U | sng,a0,ad,+( V™ sing, -V s, ) ar, g, 322)
+ (Wt -wy ), ar,46, =0 |

On remplace les vitesses présentent dans cette équation par leurs définitions (3.22). On

obtient |I'équation suivante:

2|0, + d,(P,—P.)|sin 0,40, Ag, —12 |U.+ d.(R.-R.) |sin 6,20, Ag,

|V, + d, (R, —R) |sin 6,ar, Ap, [V, + d, (R.—R.)] sin 6, Ar, Ag, (3.25)
W+ d (R-R) |r, ar,a0,-[ Wi+ d,(R-R,) |r, Ar,a0, =0
On simplifie cette équation sous laforme:

(rnzljn -r20, )sinep A6, Ag, +(\7bsin9b -V, sing, )ArP A,

+ (WL =W, | roAr, AG, +12d, (R, —P)sing, AG, Ag,

—r2d_ (P, —P.)sing, A8, Ag, +d, sinb, (P. —P,) Ar, Ag, (3.26)
—d, sinb, (P, —P,) Arp, Ady

+ d,(P.—R.) r, A1, A6, —d, (P, —R,) 1o AT, AB, =0

Ce qui nous intéresse est de trouver une équation pour la pression sous laforme:

AP P;+At _ AN P’\tlmt + AS PSt+At + AF PFt+At + AB P;+At
t+At t+At (3'27)
+A P +A,R, +S

A partir de I'équation (3.26) on détermine les coefficients A, Ay, A, A, Ag, A Ay a@ns

gue le terme source comme suit :



Ay =T d. SN0, A0, Adp

A =r_d, SnOpA0, Ady

A =d; SinO; Arp Adp

Ag =d, sinf, Ar, Adp (3.28)
Ac =d I, Arp ABp

Ay =d, s Arp AGp

5:( o0, - rnzljanmQPAQPAqu+(\7b sing, —V, sind, )Ar, Ay
(3.29)

+ (VVW—VVe ) I ATp A6,
Donc, si on connait le champs de vitesse on pourra calculer la pression de I'équation (3.27).
Dans notre cas, les champs de pression et de vitesse sont a déterminer. Pour résoudre
I'équation de la pression (et ainsi obtenir le champ de vitesse) on utilise un champ de

vitesse estimé, qui seraintroduit comme suit:
a,U,=YauU, + bu+( P, —P;jAn

a U.=> au, + bu+( P;—P;jAS

a; Vi =Y, aiVi*+bV+(PF’§—P;)Af

a,Vy => a Vv +b,+(P; —P)A, (3.30)
a W, =Y a W +h, +( PL-Ps A

ava’:/:z aivvi*"_bw +( I:)IZ _Pvt/)p\m

Les estimations des vitesses et des pressions auront une étoile * comme exposant. Les
équations du systeme (3.30) indiquent que les estimations des vitesses sont reliées aux
estimations des pressions. On suppose que la valeur de la vitesse (ainsi que celle de la

pression) sera égale aune estimation plus une correction:



U=U +U’

V=V 4V’
W=W +W (3.31)
P=P +P

Les corrections porte une prime comme exposant. L'équation (3.31) sétendra a toutes les

composantes de la vitesse et donnera lieu aux équations:

U,=U,+U/

U,=U, +U!

V, =V, +V!

V, =V, +V (3.32)
W, =W, W,

W, =W, +W,

Pour obtenir les équations contenant les corrections, on soustrait le systéme (3.30) du

systéme (3.22), on obtient:
a,Up =23 Ui+ (R~ P )A,

a.Ui=2> a U/ +(P —P)A

a;Vi=>aV/+ (P -P)A (3.33)
a,Vy=2aV/'+ (P —F) A,

a W= a W'+ (Pt —Pp)A

a, Wy, => a W'+ (P, — Ry A,

Une approximation justifiée par S.V. Patankar [14], consiste a négliger les somm%z au/
: Zai\/i' etZaiVVi'. Donc, les corrections des vitesses ne seront fonctions que des

corrections de la pression:
anU;l :(PIQ - PF,J )Ah



a Ui=(Pp - P)A
a;Vi=(P, -P)A

a,Vy=(P,—P A (3.34)
a, W, =(Pt — P ) A,

8, W, =( P~ Ry )A,

Le systéme (3.34) exprime de fagon claire que les corrections de vitesse sont directement
liées aux corrections de pression. Les relations entre les vitesses et leurs corrections sont

donc comme suit:

U, =U, +d (P, -P)

U.=U, +d_(P, —P.)

V, =V, +d, (P -P!) (3.35)
V, =V, +d, (P, -P;)

W, =W, +d_(PL+P5)

W, =W, +d, (P — P )

Les vitesses ains définies dans le systeme (3.35) doivent satisfaire |'équation de continuité

(3.24). En introduisant ces vitesses dans I'équation de continuité, on obtient I'équation:

r2(U;—d, (R, —R.) Jsing, A6, Ag, —r2 (UZ—d, (P, —PL) ) sing, A6, Ag,
+(V; - d, (R -Ry) )sing,ar, Ag, — (Vi —d, (R —F)) sing, Ar, Ag, (3.36)
(W —d,(RL=R) )1, Ar A6, —(W, —d, (R,—R, ) )1, Ar, A6, =0

Cette éguation permet I'obtention d'une équation de discrétisation de la correction de la

pression comme sulit:

A PL=APR +AP+AR+A P +AP+A R +S& (3.37)



On note que les coefficients de I'équation (3.37) sont les mémes que les coefficients de
I'équation (3.27). Mais la source n'est paslaméme, elleest égae a

S:( rCu, - rnZU;)SiHQPAQPA¢P+(V; sing, -V, sinefj ATy Ad,
(338)
+(V\(N - W, j b Afp AGp

Donc pour trouver les corrections de la pression on résout le systéme représenté par
I'équation (3.37). Ensuite, on utilise ces corrections pour déterminer les corrections de la
vitesse.

La solution séquentielle des systémes d’'équation de vitesse, de la pression et de la
correction de pression suit |I'algorithme SIMPLER, cet algorithme est une version
améliorée de |’ agorithme SIMPLE.

Dont voici |’ organigramme :



Initialisation d’un champ devitesse U, V, W

»
|

A 4

-calculer des coefficients des éguations de conservation de quantité de mouvement
discrétisées et calcul les pseudos vitessesU * V. ,\W.", Eqts (3.23)

A

-calculer le champ de pression p apartir de |’ équation de pression, Eqt (3.27)

v
-utiliser lapression p comme étant une pression étoilée (pression estimé)
P et on calcul le champ de vitesse estiméeU ;,V, ,\W.", Eqt (3.30)

A 4
-Introduire des vitesses étoilées dans |’ équation de pression corrigée pour
calculer le terme de source de lamasse b’ puis on résout |’ équation de
correction de pression pour déterminé la pression corrigé P, Eqt(3.37)

A 4

-On corrige le champ de vitesse :
U,=U:+(P+P,)d.;V, =V, +(P + P, ) d, ; W, =W, + (P, + P, ) d,, Eqt(3.35)

Atteintedu
régime
permanent

Non

Figure3.14 : Organigrammedel’algorithme SIMPLER.




3.7 Résolution des équations discr étisees

Aprés la discrétisation des équations qui modélisent le probléme, on obtient un
systeme d’ équation algébrique .Ce systéme s écrit sous laforme suivante :

[Al@} = {b} (3.39)
C' est la matrice des coefficients connus.

]
]

{®}C est le vecteur des variables.

[A

{b} Vecteur de charge.
3.8 Laméthode de balayage

Soit le systeme, d'éguations algébriques, représenté par I'équation de discrétisation
suivante:

A D, =A Dy +A D+ A O + Ay Og + A- O + A, Dy, +S (3.40)

La matrice des coefficients de ce systeme est heptagonale.

Ce systéme est transformé, momentanément, en le systeme suivant:

Ao Dp=A Dy +A D +S (3.41)
Avec:
S =A D+ A, Dy + A Dp + A, Dy + S (3.42)

La matrice des coefficients du systéme (3.41) est tri diagonal. Ce systéme d'équations peut
étre résolu par I'algorithme de Thomas, qui sera exposé ultérieurement. La solution obtenue
est notée d”.

La deuxieme étape du balayage commence par la considération du systéme:

*

Ao ®p=A O + A Oy + S (3.43)

AVEC:

*

ST =A Dy + A Dg+ A Dp + A, Dy + S (3.44)



La matrice des coefficients du systeme (3.43) est tri diagonal, et |e systéme peut étre résolu

par I'algorithme de Thomas. La solution obtenue est notée ®™ .

Finalement, la troisieme (derniére) éape du balayage commence par la considération du

systeme:

Ao Op = A O + Ay D, +S (3.45)
AVec:

S =AOy +A D +A- D + AgD, + S (3.46)

La matrice des coefficients du systeme (3.45) est tri diagonale; mais €elle contient un
élément non nul alafin de sa premiére ligne et un autre éément non nul au début de sa
derniere ligne. C'est une matrice tri diagonale cyclique. Et donc, le systeme (3.45) peut étre

résolu par I'algorithme tri diagonal cyclique, qui sera présenté plus tard. La solution

3k %
obtenue, par I'algorithme tri diagonal cyclique est notée® . Cette derniere est la solution

obtenue aprés les trois balayages, suivant r, 6 et¢ . Elle représente la solution obtenue

apreés une itération des trois balayages.

3.9 Algorithme de Thomas

Cet algorithme est appelé ausss TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm). 1l est utilisé pour
résoudre un systeme d'équations tri diagonal. [16]

[A]{o}={b} (347)
Avec:

[ A] Matrice des coefficients.

{¢ } Vecteur des inconnues.
b}

{

La matrice[ A], doit ére tri diagonale. La méthode utilisée pour résoudre ce systéme

Vecteur de charge.

d'éguations est |'algorithme de Thomas présenté ci-dessous:
Soit le systéme tri diagona d'équations al gébriques:
a ¢ = bi Pia +C ¢i—1+di (3.48)

a,,b,c etd Sontdescoefficients, ¢,., estlavaleur delavariable dépendante dansle

i+1

point adroite du point i, ¢, , est lavaleur delavariable dépendante dans le point a



gauche du point i. Cette forme relie donc la variable dépendante au point P aux points qui
lui sont adjacents. Si le premier point est 1 et le nombre de point est N, on doit

(nécessairement) avoir:

c,=0 etb, =0 (3.49)

Soit larelation de récurrence:

=R ¢.+Q (3.50)

Cette relation avec (3.48), entraine deux autres relations de récurrence;

po_ P (351)
a -G R 1

Qi _ di +G Qi—l (3.52)

a -G F:;—l

Avec

H=ﬂde£5 (3.53)
al a1

Ces deux paramétres sont connus. Aussi il est facile de démontrer que:
Pu=0 et Ty =Qy (3.549)
Récapitulation des étapes de calcul de I'agorithme de Thomas:

1- Calcul de P, et Q, del'équation (3.53).

2- Utiliser les équations (3.51) et (3.52) pour obtenir lesP et Q, pouri =1,...,N.
3- PoserT, =Q,.-
4-  Utiliser I'équation (3.50) , i = N -1,N —2,....1pour obtenir ¢ _,,dy 5,4, -

Cet algorithme est tres efficace et converge rapidement.

3.10 Algorithme de Thomas cyclique
Un systéme d'équations tri diagonal cyclique est représenté par |'équation indicielle

suivante:

8y, =b, Dy +C Dy +dy (3.81)
k=1.2,....,KL

avec

K+l § k=KL
Kkk =< T3 K7
1, sk=KL



k-1,s k=1
Kk = ,SI- #
KL, sk=1

Touslesélémentsa, , b, , c, et d, sont sUpposes connus,

On introduit larelation de récurrence suivante:

Cette relation est aussi vrai pour Kkk:

O =B Py + Ry @yp + G (3.83)
En remplacant (3.83) dans (3.81) on obtient:
b F G d

Dy :{—k }Dkkk ‘{—Ck K }CDKL ‘{—CK o k} (3.84)

8, — C B 8k —CkEw ax — 6B
(3.82) est (3.84) sont identiques et on obtient trois nouvelles relations de récurrence:

b F d G
Eo=— K Fo= kK g, =k TRy o3 KI-1
ax — C B 8, — C B 8, — C B

ConnaissantE; , F; et G, , on calcule, avec lesrelations de récurrence precedentes, tous les
Ev,F et G, k=23,... KI-1

Pour calculer les @, , k=KL -1, KL -2, KL -3,.....,3,2,1, avec larelation de récurrence
(3.82), il nousfaut lavaeur de @, qui seradéterminée dansce qui suit.

Del'équation (3.82) on a

AL Py =Py @y +Cy Py g + i

Cette équation est réécrite sous laforme:

P®y =Q®P; +Cy Py + Ry (3.85)
avec:

Po=ay.,Qr=by et Ry=dy

D'aprés (3.82):



Cette équation est utilisée dans (3.82) et on obtient:

[P - QiR 0 =[Q Ey]@, + i @1 +[Ry +Q, G|, qui est. écrite;

Pa®y =Qe®; +Cy Py 1 + R,

Aussi del'équation (3.82), on a:

b, =E, 0, +F,0, +G,

Cette équation est utilisée dans la précédente et il vient:

[Pz - Qze]q)KL = [Qz Ez]q)a +C Py + [Rz +Q, Gz]

qui est. réécrite:

Ps®y =Q3®@3+Cy Py + R

Et on remplace ®, enfonctionde ®,etd,, , en utilisant I'equation (3.82)... .etc,
Cette procédure est continuée jusqu'a l'obtention de I'équation:

Paa®ri = QreaPria +Cri Prra + Ry = [QKLfl + CKL] Oy 4 + Ry (3.86)
On peut constater facilement que nous avons trois nouvelles relations de récurrence:
P =P - QuaRa

Qr =Qa Evs

R =R+ Qi1 Gy

Connaissant P, , Q; etR;,oncaculetousles P, Q, et R, , k=2,...,KL -1,
Reconsidérons I'équation (3.86):

P a®i =[Qui 1+ i ] Prr s + Ria

Avec I'équation (3.79) on a

Q1 =By a@u + FeaPr +Gyia = [EKL—l + FKL—l] Dy +Gkia

Cette équation est utilisée dans (3.86) et il vient:

Pea®PyL = [QKL—l + CKL] ( [EKL—l +Fea ] @y +Gyp 1)+ Ry

Cette éguation donne lavaleur de @,

O, = [QKL—l + CkL ]GKL—l + Ry
Peia — [QKLfl + CkL ][EKL—l + FKL—l]

Finalement, le calcul de @, permet, avec |'utilisation de I'équation (3.82), e calcul

(3.87)

des®, ,pourk =KL -1,KL —2,KL -3,......... 3,2,1,



3.11 Criteres de conver gence
Dans notre éude numérique de ce probléme physique on a fixé trois criteres de

convergence qui contrélent la convergence du code de calcul :

Critére numérique :

difp = |@"-0™| <e

max

@ : représente le variable dépendante

n :lenombreditération .

¢ : Critére de convergence avecs <10°.

Critére physique :

On vérifie aussi la physique du probléme par la satisfaction des bilans globaux de la
guantité de mouvements dans tout le domaine. Pour cela on contrdle I’ égalité des torques
(I égalité des moments par rapport a |’ axe vertical des sphéres des forces exercées sur les

surfaces des deux spheres).

Critere graphique :
On vérifie, graphiquement, en des points du domaine aléatoirement choisis qu'il n'y a plus
de variation temporelle de toute variable associée a ces points, les variables contrélées sont

les vitesses radiales, méridionale et azimutale.



3.12 Validation

La solution séquentielle des équations de discrétisation des variables dépendantes suit
I'algorithme SIMPLER. Le systéme d'équations algébriques de discrétisation de chague
variable dépendante est résolu avec la méthode itérative de balayage, utilisant I'algorithme
TDMA suivant les directions radiale et polaire et I'algorithme TDMA cyclique suivant la
direction azimutale. Tous les cas sont résolus avec un pas du temps égal & 10°. Le premier
cas, avec le nombre de Rosshy égal a-0.5 est résolu avec des conditions initiales statiques.
Avec chague variation du nombre de Rossby, la solution est obtenue avec celle du nombre
de Rossby précédent, comme état initial. Toutes les solutions obtenues sont stationnaires.
L'état stationnaire est caractérisé par une évolution temporelle nulle de I'écoulement et
I'équilibre des torques des deux sphéres.

Le code développé a été validé par comparaison avec les résultats fournis par Munson et
Joseph [6] qui sont, qualitativement, exactement similaires a ceux produits

Par notre code de calcul. La figure 3.15 en est une illustration de I’'écoulement

unicellulaire produit par e code.



Stream
ooz
0.o0o7
.00z
0.000

-0.000
-0.002
-0.007
-0z

Fig. 3.15: Fonction de courant dansun plan
méridional, obtenu par notre code de calcul.
Calculée pour :

B =05, Re, =100 etRo=-1.

Fig. 3.16: Fonction de courant dansun plan
méridional, obtenu par Munson et Joseph.
Calculée pour




B =05, Re, =100 etRo=-1.

CHAPITRE 4




4. Résultats et discussion

Dans ce chapitre, on présente et on discute les résultats de notre étude. Ces résultats

portent sur I'analyse de I'effet du nombre de Rossby sur I'écoulement de Couette sphérique.

Pour cela on fixe le nombre de Reynolds (Re =, Rf/u) a 300 et on affecte les valeurs

suivantes au nombre de Rossby (Ro=Q, /Q, ) -0.5, -0.8,-1.0, -1.5, -2.5 et -3. Le rapport

d'aspect géométrique ( B = RZR;le fixéa0.5

1

4.1 Variation méridionale dela vitesse azimutale

En diminuant le nombre de Rossby négatif (en augmentant sa valeur absolue), la
surface nodale (correspondant a une vitesse azimutale nulle) se rapproche de la sphere
intérieure, sa forme change et le torque des surfaces solides augmente. Les figures 4.1-a -
4.1-f illustrent la distribution méridionale de la vitesse azimutale de rotation, pour les
nombres de Rossby cités. L'examen de cette distribution discerne deux régimes de la
rotation de I'écoulement. Le premier régime, représentatif des nombres de Rossby
supérieurs a -1, est caractérisé par une distribution radiale et polaire importante dans tout
I'entrefer sphérique. Les protubérances des iso tacs sont dues a I'écoulement secondaire
meéridien. Le deuxieme régime, représentatif des nombres de Rossby inférieurs ou égaux a
-1, est surtout caractérisé par une invariance axiae visible a I'extérieur du cylindre tangent
a la sphere intérieure et loin de la surface solide de la sphere extérieure. Ce deuxieme
régime est caractéristique d'une rotation rapide de la sphére extérieure, par rapport a celle
de la sphére intérieure. En diminuant le nombre de Rossby de -0.5 a -3, les torques des
surfaces sphériques solides sont respectivement : 66.73, 90.19, 94.09, 143.92, 256.44 et
317.95. Ces derniers augmentent avec la diminution des nombres de Rossby. Cependant,
leur augmentation est plus importante au second régime. Celle-ci traduit correctement la

relation liant le torque ala contrainte tangentielle.
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Fig. 4.1-a Distribution méridionale dela vitesse azimutale Ro=-0.5
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Fig. 4.1-b Distribution méridionale dela vitesse azimutale Ro=-0.8
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Fig. 4.1-c Distribution méridionale de la vitesse azimutale Ro=-1
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Fig. 4.1-d Distribution méridionale dela vitesse azimutale Ro=-1.5
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Fig. 4.1-e Distribution méridionale dela vitesse azimutale Ro=-2.5
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Fig. 4.1-f Distribution méridionale dela vitesse azimutale Ro=-3




4.2 Evolution méridionale dela vitesse angulaire

Si on divise I'entrefer sphérique en deux zones, séparées par un cylindre virtuel
tangent a la surface de la sphére intérieure, on distingue alors deux distributions de la
vitesse angulaire (égale alavitesse de rotation divisée par r sin6) telles représentées par
les figures 4.2-a - 4.2-f. A l'inté&rieur du cylindre mentionné, la surface solide est
composée de la surface totale de la sphere intérieure et une partie de la surface de la
sphere extérieure. Toujours étant al'intérieur du cylindre virtuel; ala surface de la sphére
intérieure la vitesse angulaire normalisee vaut 1.0 (positive); aors qu'a la surface de la
sphére extérieure, la vitesse angulaire vaut Ro (négative). Donc, a l'intérieur du cylindre,
la vitesse angulaire doit varier continuellement entre les surfaces des deux spheres et il
est donc impossible de satisfaire I'invariance axiae décrite par le théoréme de Taylor-
Proudman. Cependant, a |'extérieur du cylindre tangent, la surface solide est totalement
celle delasphere
extérieure qui tourne avec laméme vitesse angulaire et donc pour des rotations rapides, il
estpossible de satisfaire I’ invariance axiae selon e théoreme de Taylor-Proudman. Pour
le rapport d’'aspect et le nombre de Reynolds choisis, il semble que la rapidité de la
rotation de la sphére extérieure manifestant I'invariance axiale correspond a des
nombres de Rossby inférieurs ou égaux a-1. Le domaine d'invariance axiale se locaise &
I"intérieur de la zone limitée par le cylindre tangent et la surface de la sphere extérieure

(un peu loin des limites).
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Fig. 4.2-a Evolution méridionale dela vitesse angulaire pour Ro=-0.5
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4.3 Ecoulement secondaire

Les rotations des deux spheres induisent inévitablement un écoulement secondaire
dans le plan méridien illustré dans les figures 4.3-a-4.3-f. Les rotations des sphéres sont
maximales au niveau de |'équateur ou I'équilibre des forces (d'inertie, de pression et
viscosité) induit deux écoulements radiaux suivant les normales des surfaces sphériques,
dirigées vers l'entrefer. Ces deux écoulements équatoriaux sont radiaux, parce que la
composante polaire de la vitesse est nulle au niveau de |'équateur (Symeétrie équatoriae).
Aussi, ces écoulements sont nécessairement opposes. Leur rencontre se fait a un endroit a
vitesse radiale nulle. Cette vitesse radiale nulle, combinée a la vitesse polaire nulle, crée
un point de stagnation de |'écoulement secondaire dans le plan méridien (un cercle dans
I'entrefer sphérique tridimensionnel). Sachant qu'a un point de stagnation une ligne de
courant se divise en plusieurs branches, deux branches de laligne de courant équatoriale
bifurquent du point de stagnation vers les poles: autrement dit, chacun des écoulement
radiaux se divise en deux parties orientées vers les deux hémisphéres. Atteignant I'axe de
rotation, chacune des branches décrites rencontre un autre point de stagnation entre les
deux spheres, et elles se divisent en deux branches radiales, I'une dirigée vers la sphere
intérieure, l'autre vers la sphére extérieure. Atteignant les sphéres, les branches suivront
les contours des spheres vers I'égquateur. Ces profils de la ligne de courant bifurquée au
niveau de I'éguateur créent un écoulement secondaire de base (dans un plan méridien)
sous laforme de deux cellules (d'Eckman) contrarotatives dans chaque hémisphére. Dans
I'némisphére nord, la cellule prés de la sphere intérieure tourne dans le sens antihoraire et
celle prés de la sphére extérieure tourne dans sens horaire. Dans I'hémisphére sud, les
rotations des deux cellules sont opposées a celles des cellules de I'hémisphere nord. Les
deux cellules de chague hémisphere sont illustrées dans la figure 4.3-a pour le cas
deRo=-05.



Fig. 4.3-a Ecoulement secondaire pour Ro=-0.5

Les cellules prés de la sphére extérieure ont un seul noyau aors que celles prés de
la sphére intérieure ont deux noyaux separés par une zone de pincement. En diminuant le
nombre de Rossby aRo=-0.8, l'espace des celules prés de la sphére extérieure
augmente et celui des cellules prés de la sphére intérieure diminue. Le pincement entre
les noyaux de ces derniéres est plusimportant comme |’ illustre la figure 4.3-b.



Fig. 4.3-b Ecoulement secondaire pour Ro=-0.8

Pour le nombre de Rossby Ro=-1, la figure 4.3-c montre que les noyaux, prés
de I'équateur, des cellules prés de la sphére intérieure disparaissent et les cellules prés de

la sphére extérieure sétendent jusqu'a la sphére intérieure, prés de I'équateur.



Fig. 4.3-c Ecoulement secondaire pour Ro=-1

Les cellules prés de la sphere intérieure occupent un espace plus restreint. Cet
espace est continuellement réduit et décalé vers les pdles, avec la diminution du nombre
de Rossby de -1 a -1.5, -2.5 et -3. La disparition des noyaux (prés de I'équateur) des
cellules accolées ala sphere intérieure, comme I’ indiquent les figures 4.3-d-4.3-f, marque
une bifurcation importante de I'écoulement entre deux régimes. Le premier régime, avec
les nombres de Rossby -0.5 et -0.8, caractérisé par une variation quasi radiae de la
vitesse angulaire dans tout I'entrefer sphérique, perturbée par des protubérances proches
de I'équateur. Ce régime illustre I'importance des forces visqueuses, dans tout I'entrefer
sphérique, pour les nombres de Rossby cités. Ce régime est celui d'une rotation de la

spheére extérieure, relativement faible, par rapport a celle de la sphére intérieure.



Pour ce régime, l'effet visgqueux diffusif semble étre important dans tout I|'entrefer
sphérique.

Qualitativement, nos résultats sont similaires a ceux de Wimmer [9] présentés pour un
entrefer avec § = 0.111.

Le deuxieme régime avec les nombres de Rossby -1, -1.5 -2.5 et -3, caractérisé
par une invariance axiale de la vitesse angulaire, a l'intérieur de la zone limitée par le
cylindre tangent & la sphére intérieure et la paroi de la sphéere extérieure. Dans la zone
d'invariance axiae, I'effet visqueux est moins important que I'effet centrifuge et celui de
la pression. Ce deuxieme reégime illustre I'effet d'une rotation de la sphéere extérieure plus

rapide que celle de la sphere intérieure.

Fig. 4.3-d Ecoulement secondaire pour Ro=-1.5



Fig. 4.3-e Ecoulement secondaire pour Ro=-2.5




Fig. 4.3-f Ecoulement secondaire pour Ro= -3




4.4 Distribution méridionale dela pression

Ces deux régimes sont nettement mis en évidence avec la représentation de la
distribution méridionale de la pression dans les figures 4.4-a-4.4-f pour les différents
nombres de Rossby.
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Fig. 4.4-a Champ méridional dela pression pour Ro=-0.5
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Fig. 4.4-b Champ méridional dela pression pour Ro=-0.8
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Fig. 4.4-d Champ méridional dela pression pour Ro=-1.5
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Conclusion

Dans cette étude, |I'écoulement de Couette sphérique contrarotatif a fait
I’ objet d’une simulation numérique dans I’ ensemble du domaine sphérique avec une
précision spatiotemporelle du second ordre. Les paramétres de contrdle respectifs, le
rapport d aspect géomeétrique et le nombre de Reynolds, ont été fixés a 0.5 et 300.
L’influence du nombre de Rossby sur |’ écoulement a été étudiée pour six valeurs : -
0.5, -0.8, -1, -1.5, -2.5 et -3. 1l en résulte que deux régimes sont bien apparents. Le
premier, correspondant aux nombres de Rossby égaux a-0.5 et -0.8, est représentatif
des mouvements de rotation trés modérés ou la contribution de la diffusion
visgueuse est prépondérante. Quant au second régime, qui concerne les autres
valeurs du Rossby (de -1.0 a-3), il est clair que ce dernier présente une toute autre
configuration ; caractérisée surtout par un domaine dinvariance axiale localisé a
I'intérieur de la zone limitée par le cylindre tangent et |la surface de la sphére
extérieure.

Les perspectives de notre éude sont nombreuses, on peut considérer un
fluide non Newtonien et entamer une éude similaire qui permettra de discerner les
différents régimes d’ écoulement. A cause de I’importance de I’ é&ude de I’ écoulement
de Couette sphérique sur I'analyse des mouvements globaux atmosphériques
planétaires la présence de champ magnétique et du transfert thermique pourraient

aussi étre considérés.
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Résumé

Cette étude concerne la simulation numérique tri dimensionnelle d’un écoulement
incompressible et laminaire entre deux sphéres concentriques en contra rotation. La sphére
intérieure est en rotation avec une vitesse angulaire constanteQ, , la sphére extérieure est

en contra rotation avec une vitesse angulaire constanteQ2,. La nature du régime de

I’ écoulement entre les deux sphéres dépend du rapport d'aspect, du nombre de Reynolds et
du nombre de Rossby. Dans cette étude, le rapport d'aspect, S est arbitrairement fixé a 0.5,

le nombre de Reynolds Re est arbitrairement fixé & 300. Le nombre de Rossby Ro est
variable: six nombres sont considérés: -0.5, -0.8, -1, -1.5 -2.5 et -3. L'écoulement est
modélisé par les équations de continuité et de Navier-Stokes, avec des conditions initiales
et aux limites appropriées, dans les coordonnées sphériques. Les équations modélisantes
sont résolues avec la méthode des volumes finis. La discrétisation spatiotemporelle est avec
une précision du second ordre. Le maillage numérique est de 32X 189X 32 points suivant les
directions radiale, polaire et azimutal respectivement. Bien que les écoulements des six cas
considérés soient stationnaires et axisymeétriques, ils manifestent deux régimes distincts. Le
premier, avec les nombres de Rossby -0.5 et -0.8, caractérisé par une variation quasi radiale
de la vitesse angulaire dans I'entrefer sphérique, loin de la zone autour de I'éguateur ou la
variation citée est perturbée par une protubérance orientée vers la sphére extérieure. Ce
régime illustre I'importance des forces visgueuses, dans tout |'entrefer sphérique, pour les
deux nombres de Rossby cités. Il est caractéristique des rotations relativement faibles pour
lesquelles I'effet visqueux diffusif est considérable dans tout I'entrefer sphérique. Le
deuxieme régime, avec les nombres de Rossby -1, -1.5 -2.5 et -3, est surtout caractérisé par
une invariance axiale de la vitesse angulaire, dans l'intérieur de la zone limitée par le
cylindre tangent & la sphere intérieure, et la paroi de la sphére extérieure. A I'intérieur du
cylindre tangent cité, la distribution méridienne de la vitesse angulaire présente des
variations, radiale et polaire, importantes. Dans la zone d'invariance axiale, |'effet visqueux
est moins important que les effets centrifuges et de pression. Ce deuxieme régime illustre
I'effet de la rotation plus rapide de la sphére extérieure entrainant I'apparition d'une zone
dans |'écoulement ou e théoreme de Taylor-Proudman sapplique.

M ots clés: Ecoulement de Couette Sphérique- Sphéres contrarotatives - Volume finis -
Effet du nombre de Rossby.



Abstract

This study concerns the numerical ssmulation of a three dimensiona and laminar flow
Incompressible between two concentric counter rotating spheres. The inner sphere rotated
with a constant angular velocity Q,, while the outer sphere rotated with a constant angular
velocity Q2,. The nature of the regime of flow between the two spheres depends on the
aspect ratio 5, Reynolds number Re and Rossby number Ro . In this study the aspect ratio
pfixed a 0.5, Reynolds number Re fixed at 300and for Rossby number we consider

values -0.5, -0.8, -1, -1.5 -2.5 et -3. The flow is modelled by differential equations, partia
differential, continuity and Navier-Stokes, with initial conditions and the limits, in
spherical coordinates. The equations modélisantes are resolved with the method of finite
volume. The discretization spatial with a precision of the second order, the numerical mesh
has 32 points following the radial direction, 189 points following the direction of the polar
angle and 32 points following the direction of the angle azimuthally. Although the flow of
the six cases considered being stationary and axisymmetric, they show two separate
regimes. First regime: with the numbers of Rossby -0.5 and -0.8, Characterized by a quasi
radial variation of the angular velocity in the entire gap spherical. Away from the area
around the equator where the change cited is disturbed by a protuberance oriented outer
sphere. This regime shows the importance of viscous forces across the gap spherical, for
two numbers Rossby cited. It is characteristic of rotations relatively low for which the
effect viscous diffusif is considerable in the entire spherical gap.

The second regime, with the numbers of Rossby -1, -1.5 -2.5 and -3 is mainly characterized
by an axia invariance of the angular velocity, in the interior the limited area by the cylinder
tangent to the inner sphere and the wall the outer sphere. Within the cylinder tangent city,
Meridian distribution of the angular velocity presents variations, radial and polar important.
In the area of axia invariance, viscous effect is less important than the effects of
centrifugal and pressure. This second regime shows the effect of the increased rotation of
the outer sphere resulting in the emergence of a zone in the flow where Taylor's-Proudman
theorem applies.

Key words: Spherical Couette Flow- Counter rotating spheres- finite volumes- Effect of
number of Rossby.
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Résumé

Cette étude concerne la simulation numérique tri dimensionnelle d'un écoulement
incompressible et laminaire entre deux spheres concentriques en contra rotation. La sphere
intérieure est en rotation avec une vitesse angulaire constanteQ, , la sphére extérieure est

en contra rotation avec une vitesse angulaire constanteQ2,. La nature du régime de

I’ écoulement entre les deux sphéres dépend du rapport d'aspect, du nombre de Reynolds et
du nombre de Rossby. Dans cette étude, le rapport d'aspect, S est arbitrairement fixé a 0.5,

le nombre de Reynolds Re est arbitrairement fixé & 300. Le nombre de Rossby Ro est
variable: six nombres sont considérés: -0.5, -0.8, -1, -1.5 -2.5 et -3. L'écoulement est
modélisé par les équations de continuité et de Navier-Stokes, avec des conditions initiales
et aux limites appropriées, dans les coordonnées sphériques. Les équations modélisantes
sont résolues avec la méthode des volumes finis. La discrétisation spatiotemporelle est avec
une précision du second ordre. Le maillage numérique est de 32X 189X 32 points suivant les
directions radiale, polaire et azimutal respectivement. Bien que les écoulements des six cas
considérés soient stationnaires et axisymeétriques, ils manifestent deux régimes distincts. Le
premier, avec les nombres de Rossby -0.5 et -0.8, caractérisé par une variation quasi radiale
de la vitesse angulaire dans I'entrefer sphérique, loin de la zone autour de I'éguateur ou la
variation citée est perturbée par une protubérance orientée vers la sphére extérieure. Ce
régime illustre I'importance des forces visgueuses, dans tout |'entrefer sphérique, pour les
deux nombres de Rossby cités. Il est caractéristique des rotations relativement faibles pour
lesquelles I'effet visqueux diffusif est considérable dans tout I'entrefer sphérique. Le
deuxieme régime, avec les nombres de Rossby -1, -1.5-2.5 et -3, est surtout caractérisé par
une invariance axiale de la vitesse angulaire, dans l'intérieur de la zone limitée par le
cylindre tangent & la sphere intérieure, et la paroi de la sphére extérieure. A I'intérieur du
cylindre tangent cité, la distribution méridienne de la vitesse angulaire présente des
variations, radiale et polaire, importantes. Dans la zone d'invariance axiale, |'effet visqueux
est moins important que les effets centrifuges et de pression. Ce deuxieme régime illustre
I'effet de la rotation plus rapide de la sphére extérieure entrainant |'apparition d'une zone
dans |'écoulement ou e théoreme de Taylor-Proudman sapplique.

M ots clés: Ecoulement de Couette Sphérique- Sphéres contrarotatives - Volume finis -
Effet du nombre de Rossby.



