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Introduction

Depuis longtemps, plusieurs physiciens tentent de construire une théorie unique qui serait
capable de décrire 'univers dans son ensemble. Cette théorie serait ’aboutissement & 1'unifica-
tion de la mécanique quantique et de la relativité génerale ; une quéte a laquelle Einstein s’était
consacré durant les derniéres années de sa vie.

Dans ce contexte Gel fond et Likhtman [1], Ramond [2], Neveu et Schwartz [3] donnérent
naissance, au début des années soixante dix, a la théorie de la SUPERSYMETRIE, qui constitue
I'une des hypothéses les plus prometteuses, vue que les symétries occupent une place privilégiée
en physique, notamment en physique des particules.

C’est justement en1974 que Julius Wess et Bruno Zumino [4] apportérent une réponse a la
question de savoir s’il est possible de lier les bosons et les fermions, en construisant une théorie
permettant de rendre compte des relations profondes entres bosons et fermions grace a ’action
d’une nouvelle symétrie : la supersymétrie.

Depuis, la supersymétrie ne cesse de connaitre du succés, notamment en théorie des champs.
Ainsi, plusieurs théories de supersymétrie vont voir le jour ; elles seront toutes rassemblées sous
Pacronyme SUSY. Parmi elles, on cite :

La théorie des supercodes qui est une théorie de cordes obéissant aux lois de la symétrie,
dont le but est I'unification de toutes les particules et forces fondamentales de la nature.

La théorie de la supergravité qui est une théorie des champs de Maxwell, combinant super-
symétrie et relativité générale. C’est 'une des théories des champs de la gravité, candidate a
I'unification de la mécanique quantique avec la relativité générale.

La théorie de jauge supersymeétrique qui est aussi une théorie des champs possédant plusieurs

supersymétries et incorporant une symétrie de jauge et la théorie de jauge ordinaire.



La mécanique quantique supersymétrique (MQ SUSY), en anglais (SUSY QM ), a été initiée
par Witten [5] qui a introduit pour la premiére fois en mécanique quantique non relativiste
les concepts de symétrie relatifs & la théorie des champs, ses travaux seront ensuite repris et
développés par d’autres physiciens [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16].

pour résoudre I’équation de Schrodinger stationnaire & une dimension tout en se basant sur
la méthode de factorisation élaborée auparavant par Schrodinger [17] lui-méme et généralisée
par Hull et Infeld [18].La méthode supersymétrique connaitra un énorme succes suite a la
découverte fondamentale en 1983 du concept d’invariance de forme [7], par le russe Gendshtein,
conduisant & une démarche algébrique élégante permettant la résolution exacte de I’équation
de Schrodinger relative aux potentiels vérifiant cette propriété, dits aussi invariants de forme.

Le chapitre 1 est consacré justement & une illustration de cette méthode, en suivant les
différentes étapes allant de la factorisation de 'hamiltonien jusqu’a I’obtention du spectre éner-
gétique et des fonctions d’ondes.

L’autre point fort fut la découverte dans les années quatre vingt dix de la PT symétrie
par Bender et collaborateurs [19], qui montrérent qu’un hamiltonien invariant par réflexion
de D'espace et par renversement du sens du temps posséde un spectre réel, si la PT symétrie
n’est pas brisée. Cette mécanique quantique non hermitienne est considérée par beaucoup de
physiciens comme ’extension de la mécanique quantique ordinaire. On parle alors de mécanique
quantique PT symétrique ou PT symétrie.

Nous évoquerons dans le chapitre 2 les principaux résultats de la PT symétrie qui nous
seront utiles pour les travaux présentés aux chapitres 3 et 4.

Dans le chapitre 3 nous présenterons une méthode originale pour obtenir des potentiels non
hermitiens et non nécessairement PT symétriques qui possédent un spectre réel. Nous montrons
qu’il est toujours possible d’obtenir un potentiel complexe strictement isospectral & un potentiel
hermitien.

Le chapitre 4 est réservé a 'exposé d’une nouvelle technique de construction de potentiels
partenaires complexes de spectre énergétique réel pouvant étre déterminé analytiquement. La

construction de tels potentiels se fera en exploitant la notion d’invariance de forme.



Chapitre 1

Résolution de I’équation de
Schrodinger a une dimension par

’approche de la supersymétrie

1.1 Introduction

Selon beaucoup de spécialistes, la mécanique quantique est la théorie scientifique la plus
révolutionnaire du XX siecle. Sans doute parce qu’elle s’est lancée le défi de comprendre
Punivers de l'infiniment petit. Elle est & l'origine des progrés technologiques extraordinaires,
des semi-conducteurs aux nanotechnologie en passant par 'imagerie médicale a résonance ma-
gnétique jusqu’a l'informatique quantique, autant de découvertes au service de ’humanité.

Venue au monde au début des années vingt pour mettre définitivement fin a la crise qu’a
connu la physique dés la fin du 19 siécle; marqué par 'impuissance et I’échec de la physique
classique dans la description et la compréhension des phénomeénes atomiques et subatomiques
couronnant ainsi les travaux d’illustres physiciens tels que Bohr, De Broglie, Heisenberg, Dirac,
Jordan, Schrodinger, Pauli, considérés comme ses péres fondateurs et ceux qui ont établi ses
principes de base.

Bose et Fermi I’élargirons pour des systémes de particules identiques. Quand a Van Numan,

il s’occupera du formalisme mathématique en s’appuyant sur les travaux d’anciens mathémati-



ciens, principalement ceux de David Hilbert.

Il nous est impossible de parler de mécanique quantique sans évoquer 1’équation de Schro-
dinger, la plus célébre et la plus fondamentale de la physique. Elle fut congue en 1925 par Erwin
Schrodinger, ¢’est ’équation d’évolution dans le temps d’une fonction de carrée sommable, dite
fonction d’onde, qu’on doit associer & toute particule matérielle selon I’hypothése de Louis de
Broglie, auteur du double aspect de la matiére : « onde-corpuscule ».

Dans le présent chapitre, nous allons voir comment, griace & de simples démarches inspirées
de la supersymétrie (opérateurs fermioniques et bosoniques) et de la méthode de factorisation
de Schrodinger [17], Hull [18], sous certaines conditions (invariance de forme, non brisure de
symétrie), présenter une technique de résolution algébrique de I’équation de Schrodinger pour

des systémes stationnaires unidimensionnels et non relativistes.

1.2 Equation de Schrédinger stationnaire

L’¢quation de Schrodinger pour 1’évolution dans le temps de la fonction d’onde (7, )

d, . P oL — ., Y
une particule repérée par son vecteur position r° s’écrit :

z’h% (7,t) = HY(7, 1), (1.1)

ol H est 'opérateur hamiltonien de la particule et & la constante de Planck. Si la particule est
en interaction avec un potentiel scalaire stationnaire et en I'absence de champ magnétique, H
ne dépendra pas explicitement du temps et prendra la forme simple suivante :

H:—%AJFV(?), (1.2)

ol m est la masse de la particule, supposée constante, A est I'opérateur Laplacien et V' (?)
étant 'opérateur d’énergie potentielle associée au potentiel d’interaction.
Les états physiques sont celles qui correspondent & des solutions pour lesquelles (7, t)

est normalisable sur tout 'espace de définition de V (7). Autrement dit (7, ¢) appartient a



I’espace de Hilbert des fonctions de carré sommable :

/d?’ (7, 8)|% < oo, (1.3)

car (7, 1E)|2 représente la densité de probabilité de présence.
Pour résoudre une équation du type (1.1) dans le cas stationnaire, on utilise souvant la
technique de séparation des variables d’espace et du temps. Ceci consiste & chercher les solutions

sous la forme d’un produit d’une fonction de ’espace et d’une fonction du temps :

P(7, 1) = u(t)p (7). (1.4)

En substituant (1.4) dans (1.1), on obtient aprés séparation

ih du(t) 1 —
u(t) dt 7@(?)}[@( ) (1.5)

il s’agit d’une égalité entre deux expressions, dont I’'une ne dépend que de ’espace et I'autre ne
dépend que du temps, qui n’est satisfaite que si chaque membre est égal & la méme constante.

Ainsi, si on dénote cette constante par E, u(t) et ¢ (7) seront donnés par

du(t) i
o ——ﬁEu(t), (1.6)

dont la solution est simplement donnée par

et
Ho(7) = Bp (7). (1.7)

L’¢quation (1.7) que doit satisfaire la fonction ¢ (7°) est une équation aux valeurs propres
de Vopérateur H agissant dans l’espace de Hilbert. Par conséquent les valeurs propres F de
I’Hamiltonien coincident avec les énergies possibles que peut prendre la particule soumise aux

interactions extérieures. Cette équation est appelée "équation de Schriodinger stationnaire".



Selon la forme de linteraction, les solutions physiques peuvent étre de deux natures diffé-
rentes. Les solutions étendues dans ’espace, c’est-a-dire qui ne s’annulent qu’a l'infini, repré-
sentent les états de diffusion et sont associées a des énergies appartenant au spectre continu de
la particule. Par contre, les solutions localisées dans I'espace, c’est-a-dire qui s’annulent & 1’ex-
térieur d’'un domaine fermé et borné, représentent les états liés [20, 21] et correspondent a des
énergies discrétes appartenant au spectre quantifié. Un systéme physique peut avoir uniquement
des états de diffusion ou uniquement des états liés comme il peut avoir les deux & la fois. Pour un
hamiltonien du type (1.2), on peut avoir une idée sur la nature du spectre directement a partir
de la forme du potentiel si ce dernier est & une dimension de I'espace, V (7°) = V/(x), ou central,
V (7) = V(r). Dans ces cas particuliers, comme en mécanique classique [23], I'existence d’un
minimum pour le potentiel est une signature de I’existence d’états localisés et par conséquent
d’un spectre d’énergies quantifiées dont le nombre dépend de la profondeur du minimum. Par
ailleurs, on montre que dans ces cas le spectre n’est pas dégénéré [21], de sorte qu’a chaque
niveau d’énergie quantifiée correspond une seule fonction propre caractérisée par le nombre
de zéro qu’elle possede sur l'intervalle de définition du potentiel [24]; la plus basse énergie lui
correspond une fonction d’onde qui n’a aucun zéro et est appeléé niveau fondamental, celle
du premier niveau excité posséde un seul zéro, et ainsi de suite, c’est a dire de fagon générale
la fonction d’onde du niéme niveau excité posséde exactement n zéro. Toutes les solutions ne

satisfaisant pas ces conditions ne peuvent pas représenter des états physiques.

1.2.1 Exemples de potentiels & une dimension

Si le mouvement de la particule est confiné sur une droite, le potentiel est alors une fonction
a une seule variable de ’espace. Dans ce cas ’équation de Schrodinger de la particule ne dépend

que d’une seule variable de 'espace. L’hamiltonien du type (1.1), s’écrit alors

H = i +Vi(x). (1.8)

 2mda?

De ne nos jours, ce type de problémes de mécanique quantique a une dimension et d’une
importance capitale en physique mésoscopique dans le domaine du solide ou de 1’électronique.

Parmi les potentiels les plus utilisés on cite le potentiel harmonique et le potentiel de Poschl-



Teller.

Particule soumise a I’effet du potentiel harmonique & une dimension

Le potentiel harmonique est donné

757

25T

qui est non borné quand x — Zo0o. Dans ce cas, toutes les solutions physiques de 1’équation
de Schrodinger, c’est-a-dire qui sont de carré sommable, sont localisées. Elles sont en nombre

infini et correspondent aux énergies discrétes données par

1
En:hw<n+§> avecn =0,1,2,--- . (1.10)

Particule soumise au potentiel hyperbolique de Péschl-Teller & une dimension

Le potentiel de hyperbolique de Poschl-Teller est donnée par

Vi@ = COS}:;/(E)OALL’) ’ (L.11)

ou Vp est e sont des constantes positives. L’allure de ce potentiel pour o = Vjj = 1 est représentée

sur la figure 2
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Dans ce cas, il existe des solutions étendues correspondant & un spectre continu d’énergies
positives, ¥ > 0. Les solutions d’énergies strictement négatives, F < 0, sont toutes localisées

et correspondent & un spectre quantifié¢ selon la loi [21]

2
—h2a? 8mVy
E, = —(2 1 1+ ——
v [ (2n+1)+4/1+ 202

1 8mVjy
Nmax — 5 ( 1+ W - 1) (113)

Ainsi, le nombre des états localisés dépend de la profondeur du potentiel,Vj et de sa largeur a.

, pour 0 <N < Nax, (1.12)

avec

1.3 Factorisation d’un hamiltonien

Depuis I'introduction de I’équation fondamentale de la mécanique quantique par Schrodin-
ger, on n’a pas cessé d’essayer de lui trouver des méthodes de résolution adéquates. De nos jours
plusieurs techniques existent, chacune peut étre mieux adaptées & une situation particuliére. La
méthode de factorisation, qui fut établie par Schrodinger en 1941 [17] pour résoudre le probléme
de 'atome d’Hydrogeéne et qui a connue des ramifications plus tard par Hull et Infeld [18] est
I'une des plus anciennes. Elle s’applique principalement dans les problémes & une dimension
de l'espace ou lorsque le potentiel est central. Dans ce dernier cas, I’équation de Schrodinger,
écrite en coordonnées sphériques, se réduit a une équation a une dimension sur le demi axe

positif avec un potentiel effectif qui est la somme du potentiel original et d’un terme centrifuge

11



provenant de 'invariance par rotation dans ’espace & trois dimensions.

Nous allons présenter dans cette section plus ou moins en détails les différentes étapes de
cette méthode.

Considérons un potentiel & une dimension V(z), défini sur un intervalle (a,b) C R et sa-
tisfaisant aux contraintes d’existence d’états localisés. Soient {p,, ()} et {E,} 'ensemble des
fonctions propres localisées et les énergies correspondantes d’une particule de masse m placée

dans ce potentiel. L’équation de Schrodinger stationnaire s’écrit donc

avec
2 d2
H=—— . 1.1
2m dx? +V (@) (1.15)

Il sera commode de classer les énergies F,, selon un ordre croissant

E0<E1<E2<--‘. (1.16)

Le but est de factoriser H sous la forme

H=A"A+C, (1.17)

ot C' est une constante réelle. A et A*sont deux opérateurs bosoniques, adjoints I'un de I’autres

définis par
h d
A=—— W 1.1
e (), (1.18)
h d
AT = ——— 4+ W 1.1
Vamds TV (19

ou W (z) est une fonction réelle qu’on appellera superpotentiel.
L’équation de Schrodinger (1.14) est alors équivalente a une nouvelle équation de Schrodin-
ger, donnée par

Hop, (z) = E ¢, (z), (1.20)

12



pour le nouvel Hamiltonien H_ tel que

L =R

dont les fonctions propres et valeurs propres sont reliées a celles de H ainsi

O () ~ @, (), (1.22)

et

ES) =E,-C. (1.23)

n

En substituant (1.18) et (1.19) dans(1.21), le superpotentiel W (x) est solution de I’équation

du type Riccati

En fait, la constante C' ne peut pas étre choisie arbitrairement, mais elle doit avoir comme
borne supérieure la valeur propre Egy. Ceci peut étre facilement prouvé de la maniére suivante.
En multipliant & gauche les deux membres de (1.20) par ¢, () et en intégrant sur (a,b),

on obtient

b * b *
/ on () AT Apy, (x)dz = E, / on (z) ¢y (z)de, (1.25)

qui s’écrit aussi

lAgy (@) 11 = E7 llen () 117, (1.26)

on en déduit immédiatement que les énergies propres de H_ sont positives,

E; >0, Vn. (1.27)

Tenant compte de (1.23), il vient que :

13



C < Ey.

(1.28)

En mécanique quantique supersymétrique, et dans un but de résolution de I’équation de Schro-

dinger par cette approche, on choisit toujours

C:E()u

car ce choix, correspond &

compt tenu de (1.21)

H_=H_FEy=V_(x)=V(x)— Ey,

et

ES) = E, — E,.

1.4 Existence d’un hamiltonien partenaire

En évaluant le produit AA™, nous obtenons

n? d? h dW(z
+_ v =% 2
AAT = 2mdx2+W (x) + 5 du
si on pose :
w2 (@) + =)y

+
Vo2m dx

on se rend compte que 'expression (1.33)est un hamiltonien H, défini par

_ +___ - 7
Hy = AAT = o 4 Vi (a),

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

qu’on peut associer & 'hamiltonien H_, d’une maniére univoque, et qui sera dit hamiltonien

14



partenaire. En combinant (1.24) et (1.34) on peut exprimer le potentiel Vi (z) en fonction

deV_ (z) comme

B h dW(x)
Vi (z) =V_(z) + 2\/T_m p

Vi (x) est appelé potentiel partenaire de V_(x). L’appellation hmiltoniens partenaires est due

(1.36)

au fait que les leurs énergies propres et fonctions propres correspondantes sont étroitement
liées et peuvent s’obtenir les unes des autres, comme nous allons le voir. C’est la conséquence

principale de la méthode de factorisation

1.5 Lien entre les valeurs et fonctions propres des hamiltoniens

partenaires :

Dénotons les valeurs propres des spectres discrets et les fonctions propres de H_ et H,

respectivement par {E;,; ¢, (z)} et {E; o (z)}. Ainsi,

AT A, () = E, 0, (2), (1.37)

n

et
AATof () = Ef¢rr (). (1.38)

En multipliant respectivement les équations (1.37) et (1.38) a gauche par A et AT et tenant
compte de (1.21) et (1.35), on obtient :

Hy (Ap, (z) = B, (Ap, (z)), (1.39)

et

H_ (AT (2)) = By (ATey () - (1.40)

Les expressions (1.39) et (1.40) montrent clairement que les valeurs propres F, de H_, sont
aussi valeurs propres de H correspondant aux fonctions Ag,, (x), tandis que les valeurs propres
E; de H; sont aussi valeurs propres de H_ associées aux fonctions propres At ol ().

Par ailleurs, en vertu de (1.26) et (1.30), il vient que que la norme de la fonction propre

15



Ay, (x) est nulle,

lA¢g ()] =0, (1.41)

ce qui ne se réalise que si la fonction elle-méme est nulle,
Apy () =0. (1.42)

I1 découle alors de (1.39) que pour n = 0, I’égalité est triviale; c’est-a-dire & une valeur propre
nulle correspond une fonction propre nulle. Par conséquent, la valeurs propre E; = 0 doit étre
exclue du spectre de H,.Ainsi, I’énergie de ’état fondamental de H,, c’est-a-dire Ear , doit étre
confondue avec I’énergie du premier niveau excité de H_, qui est E| . De proche en proche, on
obtient la relation générale

o

nH:E;lF pour n =0,1,---, (1.43)

En conclusion, les partenaires H_ et H, possédent le méme spectre, sauf pour la valeur propre
nulle qui n’existe que pour H_.
La fonction propre de I’état fondamental de H_ peut étre facilement obtenu & partir de

(1.42). En effet, en reportant (1.18) dans (1.42) et aprés intégration, on obtient
V 2 z ! !
@ () = N exp <_Tm w (z ) dx ) , (1.44)

ou N, est une constante de normalisation.
Cette expresion donne une relation biunivoque entre la fonction d’onde de I’état fondamental
de H_ et du superpotentiel W (z). Connaissant W (z) on en déduit ¢, (x) et réciproquement.
Les fonctions d’ondes des niveaux excités des deux partenaires sont, en vertu de (1.39),

(1.40)et (1.37), (1.38) et (1.43) reliées entres elles par

‘P:Lr (z) = N7:+1A<P;+1(x)a (1.45)

et
P (@) = Ny ATl (), (1.46)

16



o N, et N, sont des constantes de normalisation.
En normalisant & 'unité toutes les fonctions propres, il vient de I’égalité des normes des

deux membres de (1.45) que

+oo . 9 400 . B
/_ on (@) oy (x)de = [Ny /_ oniy (@) (AT A) ¢, (2) dae
) — 2 _oo tooo _
= }Nn+1| En+1/_ i1 () @1 (2) da, (1.47)

ainsi, on obtient

_ 1
[N | = —— (1.48)
n+1
En procédant de la méme maniére sur (1.46) on obtient
L1
IN,T| = : (1.49)
Vv En
On peut alors réécrire (1.45) et (1.46), comme
+ 1 -
\/ En+1
et
L v+
A (x). (1.51)

SOnJrl (x) = \/ﬁ Pn
En conclusion, la connaissance des fonctions propres de I'un des hamiltoniens partenaires suffit

pour déterminer celles de ’autre, par action des opérateurs A et AT.

1.6 Brisure de symétrie

On vient de voir que si on connait les solutions d’un hamitonien, c’est-a-dire ses fonctions
propres et ses valeurs propres, on peut obtenir les solutions de son partenaire. D’aprés (1.24)
et (1.34) ces deux hmiltoniens partenaires sont construits a partir du superpotentiel W (),

déduit de la fonction propre de I’état fondamental ¢, () du potentiel en question en inverssant

17



léquation (1.44) ainsi

W(x) = _\/%c% log ¢, (). (1.52)

Le probléme c’est qu’on général la fonction propre de I’état fondamental ¢, (x) n’est pas connue
au préalable, et il faut donc se débrouiller pour résoudre I’équation non linéaire de Riccati
(1.24) qui admet une infinité de solutions "mathématiques". Cependant apres résolution, on
doit sélectionner parmi toutes les solutions possibles celle qui génére la fonction propre de I’état

fondamental. Autrement dit si on dénote cette solution par Wy (x), il faudrait que 'expression

exp (—@ / W () dy) , (153)

soit une fonction d’onde satisfaisant aux contraintes physiques, requises pour la fonction d’onde
de I'état fondamental. En particulier, elle doit étre de carré sommable et garantissant 1’her-
miticité de I’hamiltonien. Il se trouve que ces deux conditions sont satisfaites si on exige que
Pexpression (1.53) soit une fonction continue, bornée et s’annulant seulement aux extrémités

du domaine de définition du potentiel en question.On doit donc avoir

exp (—@ /w Wo (y) dy) — 0. (1.54)

h r—a,b

Si la contrainte (1.54) est satisfaite on dit que la symétrie est non brisée, sinon il y’a brisure
de symétrie. Notons que la technique supersymétrique utilisée comme méthode de résolution
de I’équation de Schrodinger stationnaire n’est applicable, que si la symétrie et non brisée, car
en cas de brisure de symétrie elle peut conduire & des résultats complétements erronés comme

nous allons le voir dans ’exemple suivant.

1.6.1 Exemple illustratif

Considérons le potentiel & une dimension du type Rosen-Morse, donné par

———— + 2tanhux; (1.55)

défini sur Uintervalle |—o0, +o0o[ et dont I’allure est donnée dans la figure suivante :

18



V(x)
1257
| } O } }
5 25 0 25 5
X
125
Il est claire, d’apres cette allure et du fait que lim,, _V (z) = —2, que si des états liés existent,

leurs énergies dans le systéme d’unités i = 2m = 1 seraient comprises entre —2 et —2.5 (le
minimum du potentiel).

En utilisant 'approche décrite plus haut, le potentiel V_ (x) est donné par

dW (x
V@) = W) -
= - 22 + 2tanhz — Ej, (1.56)
cosh” x

ou Fjy est I'énergie de I’état fondamental, qui est & priori inconnue, et W () le superpotentiel.
En principe, il faut résoudre I’équation différentiel de Riccati (1.56) pour obtenir W (z) mais

ici on va juste le proposer et vérifier s’il convient ou pas. Considérons donc le choix

Woy(z) = atanhx + b, (1.57)
ol a et b sont deux parametres réels. En reportant (1.57) dans (1.56), on obtient

ala+1
T 2tanhz — Fy = —ﬁ + 2abtanh z 4 a® + b2 (1.58)
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Par identification, on établit trois équations pour les parameétres a, b et Fy, qui sont

ala+1) = 2 (1.59)
ab = 1 (1.60)
a>+0? = —E (1.61)

Les équations (1.59) et (1.60) serviront pour fixer a et b et I’équation (1.61) permettra de
déterminer I’énergie de 1’état fondamental. On trouve donc deux solutions distinctes dont les

caractéristiques sont regroupées dans le tableau suivant :

a 1 -2

b 1 -1

Ey -2 —1

Wo(x) tanz +1 | —2tanz — 3 | (1.62)
¢o() C% Ce? cosh® z

limg o () 2C 00

limg 400 g () 0 00

ou C' est une constante de normalisation finie.

On constate donc que, pour les deux solutions possibles, d’une part 1’énergie obtenue pour
létat fondamental est loin des valeurs permises et d’autre part la contrainte (1.54) n’est pas
satisfaite. En conclusion, les superpotentiels qu’on a proposés ne conduisent pas & la solution
physique du probléme. Ainsi, s’il n’existe que ces deux solutions pour ’équation (1.56), la
supersymeétrie serait brisée pour le potentiel (1.55).

Par ailleurs, si on veut que la symétrie ne soit pas brisée, on doit fixer les paramétres a et

b de sorte que la fonction de I’état fondamental, qui est facilement obtenue sous la forme

o (x) ~ exp <— /w (atanhy + b) dy)
= e " (coshz)™, (1.63)
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s’annule pour z — %oo (contrainte (1.54)). On constate que ¢, (z) satisfait cette condition si
(a+b)>0eta>b, (1.64)
En dehors de ces limites, (1.57) conduit & une brisure de symeétrie.

1.6.2 Remarque :

L’approche utilisée dans cet exemple pour obtenir le superpotentiel est généralement celle
qui est communémént utilisée. C’est-a-dire, on propose une une fonction Wy(x), bornée sur
I’intervalle de définition, qui dépend de certains paramétres qu’on ajuste de telle sorte a satisfaire
I’équation de Riccati (1.24) et la contrainte (1.54). Cette procédure permet d’obtenir I’énergie

de I’état fondamental directement avant méme la résolution de ’équation de Schrédinger.

1.7 Construction d’une hiérarchie d’hamiltoniens partenaires

On a vu que la factorisation d’un hamiltonien permet de construire un hamiltonien par-
tenaire, dont le spectre et les fonctions propres se déduisent du premier hamiltonien. Cette
procédure peut étre répétée pour en construire d’autres hamiltoniens partenaires. En effet, on
peut aussi factoriser le nouveau hamiltonien et obtenir son hamiltonien partenaire. Tan que la
symétrie n’est pas brisée, ce processus peut étre répété autant de fois mais devra étre stopé
a Pétape ou la symétrie se brise. De cette maniére, on obtiendra une famille d’hamiltoniens
partenaires{ Hy, Ho,---,Hy}, ou H;;1 et le partenaire de H;, pour ¢ allant de 1 & N — 1,
ces hamiltoniens se déduisent tous les uns des autres. Ici, N représente 1’étape ol la symé-
trie se brise. Nous allons illustrer briévement cette démarche, en adoptant le systéme d’unités
h = 2m = 1 pour simplifier les expressions.

Soit donc le hamiltonien de départ

d2

H = -1
! dxz?

+ Vi (z), (1.65)

et admettons qu’il posséde des états liés d’énergies Eq(ll) correspondant aux fonctions propres

go%l) (x). Il peut donc étre factorisé sous la forme
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Hy = Af Ay + BV, (1.66)
avec E(()l) I’énergie de son niveau fondamental, A; et Af sont deux opérateurs adjoint 1'un de

Iautre, définis par

d
et
AT = —i + Wh (:1:)
! dx ’

tel que Wi (x) est solution de I’équation de Riccati

W2 () — %ﬁf”s) — Vi (z) - BV, (1.68)

Une fois I’équation (1.68) résolue, on obtient la fonction de I’état fondamental a partir de

la relation

Wi (2) = —Log (¢ (2)). (1.69)

L’hamiltonien partenaire Ho, de valeurs propres E7(Z2) et fonctions propres correspondantes

4,0%2) (x), sera construit a partir des opérateurs A; et Af sous la forme

Hy = A1 A} + BV, (1.70)
et qu’on doit identifier avec
d2

On obtient ainsi V5 (), qui sera donné par I’équation

aw;
Wi @)+ Py, ) ),
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ou bien par I’équation

B = Vi) +2la)
2
= Vi(z)— 2%[,09 (go(()l) (:p)) (1.72)

Les relations de la section précédente conduisent a

E@ = EY) pourn=0,1,---, (1.73)
A
90%2) (x) = ! 90511411 () pour n =0,1,---, (1.74)
D _ g
n+1 0
et
1 AT
@211 (x) = ﬁ%&g) ()
E)’ — E,
A-l—
= ﬁ@?) (x) pour n=0,1,---. (1.75)
En—l—l - EO
L’étape suivante consiste a factoriser I’hamiltonien Hs pour déterminer son partenaire. Ainsi,
on écrit
Hy = AfAy+EY (1.76)
= AfAy+EWY,
avec
Ay = a4 + Ws () (1.77)
2 = dx 2\T), .
et
- + W (z) (1.78)
2 dr )

et Wy (x) satisfait I’équation de Riccati
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Wi (@) - D28 v, ) - B2 (1.79)

On obtient ’état fondamental de Ho, <p(()2) (x), par I'équation

W (2) = — Log (42 (x)). (1.80)

Maintenant, nous construisons le partenaire de Hs, en suivant la méme démarche. Il sera dénoté

Hj et possédera les énergies propres E,(f) et les fonctions propres cp,(f’) (x). Ainsi,

Hy = AyAj +EY

= AyAf +EW, (1.81)
qui doit étre identifé avec
d2
H3 = _W + VE; (.’L‘) (1.82)

11 vient, d’apres (1.77), (1.78), (1.81) et (1.82), que

dW2 ($)

2
=V (@) — By, (1.83)

W2 (z) +

et compte tenu de (1.79), (1.83) et (1.80), (1.72) on obtient

Vs(z) = %(m>+2dvz2f)
2
= Vo (a) 25 Log (o) ()
2
= Vi)~ 25 Log (o) (@) 6 (@) (1.8

Puisque Hy et Hs sont partenaires, leurs valeurs propres et fonctions propres respectives

vérifient donc

E1(12+)1 = E7(13) pour n =0,1,---, (1.85)
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A
oD (@) = === ()

2 2
CEES

Az (2)
Prt1 (
[ (1 1
Efl +)2 — E§ )

x) pour n =0,1,---,

et

)

A4 e
Pri1 (1) = ————=03" (2)
/E7(L3) . E(()2)
+
. ©B) () pour n=0,1,---
W _ o "
En+2 - El

(1.86)

(1.87)

En vertu de (1.73), (1.74) et (1.75), on peut relier les valeurs propres et fonctions propres

de Hs a ceux de Hy par I'intermédiaire de celles de Hy. On obtient :

Er(?) :ET(L?1 = 7(22 pour n =0,1,---,

As A
@ () = — (; L —— o, (x)
\/ (En+1 ) ) (En+2 ) )
_ AgAy (1)

= ©pto (x) pour n=0,1,---

(B, B0 (B2, - 567)

et
AT AT
80(112 &) = (2) (I) 2 (3) (2) 2 (@
WEM—EO ) (B® - )
AT Ay

- 90513) () pour n=0,1,---

(1.88)

. (1.89)

(1.90)



Ainsi, de la méme maniére, on peut factoriser H3 et en déduire son partenaire Hy, ensuite
factoriser Hy et obtenir son partenaire Hs et ainsi de suite. De fagon générale, connaissant les
caractéristiques de I’hamilltonien H,,_1, on procéde de la maniére suivante pour son partenaire

H,, :

H,y = —— 4V, (). 1.91
5+ Vi () (1.91)

1l sera factorisé par I'intermédiaire des opérateurs

d
A = =+ Wi (), (1.92)
et
Al = _a + Wy, (). (1.93)
m dz
On écrit donc
H,, = A% Ay, + ES™, (1.94)
d’ou
R L (1.95)
avec
__4d (m)
Wi () = —==Log (" (2)) (1.96)

ol @ém) (x) est la fonction propre de I'état fondamental de H,,.
De la factorisation (1.94) resulte 'hamiltonien partenaire H,,yitel que

Hpi1 = A A, + EM™. (1.97)

Les énergies propres et fonctions propres des hamiltoniens H,, et H,, 1 sont reliées par
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EM = B0 pour n = 0,1, - -, (1.98)

Am
@%mﬂ) (x) = = = 4,07(1?_)1 () pour n =0,1,---, (1.99)
En+1 - EO
et
m A
o) (z) = m_ o0 (2) pour n=0,1,-- . (1.100)

B — g™
Or, les fonctions propres et valeurs propres de I’hamiltonien H,, s’expriment en fonction de
celles de ’hamiltonien H,,_1. Ces derniéres s’expriment en fonction de celles deH,,_o et ainsi
de suite jusqu’a 'hamiltonien de départ H;. Nous pouvons ainsi relier le spectre énergétique
et les fonctions d’ondes du m**™¢ hamiltonien & celle de I’hamiltonien de départ de la maniére

suivante :

B = B == B0, pourn=0,1,0+1, (L0

A 1A, o Ay,
P (@) = (m-1) _ (m-1) [ : 2) 2 ( ; 0 B Pt (2)
\/(EnJrl - EO > (En+2 - EO ) e (En+m71 - EO )

AmflAme - AL (1)

g _pO N (g®  _p®O Y. (p® O Prtm—1
( n+m—1 m—2)( n+m—1 m_3> ( ntm—1 0 )

et
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ATAS - At
Plm (@) = — 1 ™ (@)

\/(Egm _ E(()l)) (Eglm _ (()2)) (E;Lm ~ Eémfn)

ATAS A

= o™ (z) pour n=0,1,---

V(B = BO) (B~ EO) - (B - B

Le potentiel V,,, (z) sera donné en fonction des potentiels partenaires d’ordres inférieurs par
_ d (m—1)
Vo (#) = Vit (2) = 2= Log (""" (2))
d m—2 m—
= Va2 (@) =2 Log (o™ (@) ¢f" 7 (@)

V@) =25 Loy () @) O @) (1.104)

Il faut noter que si 'hamiltonien de départ Hy posséde k états liés, on ne peut construire
que (k — 1) hamiltoniens partenaires (Ha, Hs, - -+ Hp, -+, Hy). Ceci est dit au fait que tant
que la symétrie n’est pas brisée, chaque hamiltonien construit ne posséde pas I’énergie de I’état
fondamental de I’hamiltonien qui le précéde. Autrement dit, le nombre de niveaux d’énergie

diminue d’une unité a chaque nouvelle construction.

1.8 Invariance de forme

Jusqu’a présent, nous disposons des moyens nécessaires pour obtenir les spectres de tous
les hamiltonies partenaires de la hiérarchie, pourvu qu’on connaisse celui de I'hamiltonien de
départ. Dans cette section, nous présentons le résultat le plus important dans I’approche super-
symétrique en mécanique quantique. Il s’agira de montrer que si le potentiel de départ posséde
une propriété suplémentaire, dite d’invariance de forme, il sera alors possible déduire son spectre
énergétique d’une maniére trés simple.

L’invariance de forme pour un potentiel stationnaire & une dimension a été introduite en

28

(1.103)



1983 par Gendshtein [7]. Cette propriété fondamentale, combinée aux résultats de la hiérarchie
abordés dans la section précédente, permet d’obtenir toutes les énergies quantifiées de 'hamil-
tonien par une formule simple et unifiée. Les fonctions propres associées aux niveaux excitées

peuvent également étre déduites directement de la fonction propre de I’état fondamental.

1.8.1 Définition :

Admettons que le potentiel supersymétrique de départ dépend de certains paramétres qu’on
dénote simplement par a;.Il s’écrit donc explicitement V(x,a;).Les équations de Riccati pour

les potentiels partenaires associés a V(x,aq) s’écrivent donc comme

(1.105)

et

h dW(z,a1)
\V2m dz '

Par définition, on dit que V(z,a1) est un potentiel invariant de forme, si les partenaires

Vi (z,a1) = W2 (2,a1) + (1.106)

V_ (z,a1) et Vi (z,a;) satisfont la relation suivante :

Vi(z,a1) =V_ (z,a2) + R(a1), (1.107)

ol a9 est une certaine fonction de a;
ag = f (al) s (1.108)
et R(a1) est une autre fonction de a;, indépendante de x, appelée le reste.

1.8.2 Fonctions propres et spectre énergétique d’un hamiltonien dont le po-

tentiel est invariant de forme

Considérons la hiérarchie d’hamiltoniens partenaires (H; (a1) , Ha (a1) , -+, Hp (1) , Hppy1 (a1) - - -

dépendant de l'ensemble de paramétres a;. On a déja vu que Hy, (z,a1) et son partenaire

Hp41 (x,a1) s'écrivent :
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d2
H,, (z,a1) = —@'va (x,a1)
= Am,1 (al) Ajnfl (al) + Eémfl)

= A (@) A (@) + B,

et
d2
Hpi1(a1) = T2

= Ap (1) A (a1) + ES™.

+ Vm+1 (:L‘a al)

Admettons que Vj (z,a1) est invariant de forme et dénotons par

ant1 = f™ (a1) = fofof---f(ar1) pour n=0,1,--

n fois

D’apreés la définition (1.107), le partenaireVs (x, a1) s’écrira

Vo(z,a1) = Vi(z,a2)+ R(a1)

= Vi(z, f(a1)) + R(ar),

qui est valide quel que soit a;.

(1.109)

(1.110)

(1.111)

(1.112)

Ainsi le potentiel Vs (x, a1) coincide ave le potentiel de départ dans lequel on remplace a; par

az = f(a1) et on lui ajoute la constante R (a;) . Par conséquent, Vs (x, a1) est aussi invariant de

forme de sorte que son partenaire, qui est V3 (x,a1) , coincide avec le partenaire de Vi (z, f (a1))

auquel on ajoute R (a;). On obtient donc

Vs(z,a1) = Va(z, f(a1)) + R(a1)

= Vi (2.9 (@) + R(f (1)) + R (a1)

= Vi(z,a3) + R(a2) + R(a1).
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De proche en proche, on montre que

Vit (z,a1) = Vi (x, f(a1)) + R(aq)

= Vi1 (a:, f(z) (a1)> + R(f(a1))+ R(aq)

— Vs <3: ® (a1)> YR (f<2> (a1)> Y R(f(a1)) + R (a1)

m—1
= Vi (2, £ (@) + >0 R (1O (o)
k=0
m—1
= Vi(z,ams1) + ) R(ag+1)
k=0
D’aprés (1.112), on peut écrire :
d2
Hy(a1) = ozt Va (x,a1)
d2

= —@ + Vl (.’L’,ag) +R(a1)

= Hj(a2)+ R(a1).

Cette derniere relation s’écrit d’apres (1.66) et (1.76) sous la forme

AS (a1) Ag (ay) + EP) = A{ (ap) A (a2) + BV + R (1),

et par conséquent, on en déduit que

Az (a1) = Ai (a2),

et :

R(a1) = B = E{",

(1)

(1.114)

(1.115)

(1.116)

(1.117)

(1.118)

puisque Fj;’ est nulle par construction. Notons que le spectre énergétique dépend de a;.
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De la méme maniére, d’aprés (1.113), on obtient

d2
Hs (al) = —W—FVQ(%CLQ)—FR(CU) (1.119)

H, (ag) + R (al) ,

et d’apres (1.115), on aura

Hs (al) = H; (ag) +R(CL2) +R(CL1), (1.120)

avec

as = @ (a1), (1.121)
selon la définition(1.111).
En se servant des factorisations de Hs (a1) et Hj (ag), on peut exprimer (1.120) en fonction
des pérateurs bosoniques de la maniére suivante :

AT (a1) Az (a1) + B = AF (ag) A (as) + ES + R (az) + R (a1) , (1.122)

et on en déduit que

Az (a1) = Aq (a3), (1.123)

et
= EY = R(ap) + R (a1). (1.124)

Les mémes démarches peuvent étre répétées pour tous les hamiltoniens de la hiérarchie. De

fagon générale, on obtient, compte tenu de (1.114)

Hpypp1(a1) = Hp(a2) + R(a)

= Hpo1(a3) + R(a1) + R (a2)

= H; (am+1)+R(a1)+R(a2)+....+R(am), (1.125)
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Oou encore
A (a1) A (1) + ES™ = AF (ami1) Ay (@) + ESD + R (a1) + R (a2) + - .. + R (am) -
Ainsi, il vient que

Amy1 (a1) = A1 (amt1), (1.126)

et
ES™ = R(ay) + R(as) + ...+ R (am) . (1.127)

Par ailleurs, d’apres (1.101), on obtient les relations suivantes :

B _ g g, (1.128)

m

En combinant (1.127) et (1.128), il vient :

EWY = R(a;)+ R(ag) + ...+ R(an). (1.129)

On peut aussi lier les fonctions propres des différents hamiltoniens de la hiérarchie. D’apreés

(1.75) :

A+
50511+)1 (z,a1) = ﬁgpg) (z,a1). (1.130)
O _ p)
n+1 0

Pour n=0; on a:
9051) (z,01) = ——=0q  (z,01). (1.131)
L’équation de Schrodinger de ’hamiltonien H (as), s’écrit pour n =0 :

Hy (a1) @2 (2,a1) = EPo® (3, a1). (1.132)

De (1.115) :
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[Hi (a2) + R (a)] ¢ (w,01) = B o (@, 01), (1.133)

qui s’écrit compte tenu de (1.118) :

Hy (a) 0P (2,01) = ESV P (2, a1). (1.134)
Or on sait que :
Hy (a2) 8 (2, 02) = E§V ol (2, a2) (1.135)

De (1.134) et (1.135) on déduit :

<P(()2) (z,a1) = 90(()1) (z, az). (1.136)

Compte tenu de (1.136) ; (1.131) s’écrit :

At
AV (1) = — D 1,0 (1.137)

Cette derniére relation nous permet d’affirmer qu’on peut obtenir la fonction d’onde du
premier niveau excite, si on connait celle du niveau fondamental ; pour un potentiel invariant
de forme.

La relation (1.90) représente I'expression des fonctions d’ondes de Hj(aqp), en fonction de

celles de Hs(aq) :

Af (a1) AT (a1)
(o0~ 20) (£ 20

On montre, en suivant le méme raisonnement précédent, que

©B) (z,a1). (1.138)

90511-})—2 (xval) = \/

o8 (w,a1) = ) (x,a3). (1.139)

Compte tenu de (1.117) et de (1.139), (1.138) s’écrit pour n = 0 comme
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+ +
o (,a1) = Al (@) Ay (@) oV (2, as) (1.140)

CEICED

qui montre que si un potentiel est invariant de forme, on peut également déduire la fonction

propre associée au deuxiéme niveau excité a partir de celle du niveau fondamental.
D’une maniére générale, suite a la factorisation (1.109) de '’hamiltonien H,,(a1), les fonc-
tions propres de I’hamiltonien de départ Hjp (a;) s’expriment en fonction de 1’hamiltonien

Hp+1(a1) partenaire de H,y,(aq),d’apres(1.103) ; ainsi :

(1) Af (a1) AT (a1) ... A (a1)

Prtm (z,a1) =
V(B = E0) (B2, — B .. (B2, - B

QM) (2 ay) . (1.141)

On montre en écrivant 1’équation de Schrodinger pour 'hamiltonien H,, (a1) que

" (,a1) = G (2, ams) - (1.142)

En vertu de(1.117),(1.123), (1.126), (1.142), expression (1.141) s’écrit pour n =0 :

Af (a1) Ai*' (a2) .. .AT (am)
¢ (B - E) (BD - ED)... (BD - ED)

Finalement, la premiére factorisation nous a permis d’en déduire 1’énergie du premier niveau

08 (@, ams1). (1.143)

907(7? (23, al) =

excité (1.118) et sa fonction propre (1.137) a partir de celle du fondamental.

La seconde factorisation permet d’en déduire I’énergie du deuxiéme niveau (1.124) et la
fonction propre correspondante (1.140). On peut continuer ainsi pour tous les hamiltoniens de
la hiérarchie. A chaque fois, on obtient ’énergie d’un niveau et sa fonction d’onde jusqu’a ce
qu’on obtienne tous le spectre énergétique et toutes les fonctions propres correspondantes.

En conclusion, d’apres(1.129) le spectre énergétique d’un potentiel Vi(x,a;), invariant de

forme, est donné par
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EMN =" R(a), (1.144)
k=1

n

et les fonctions propres correspondantes s’en déduisent toutes de la fonction propre du niveau

fondamental en vertu de (1.143), ainsi

- AT (a
o) (@oar) = 1] % o5 (@, ant1), (1.145)
= \WVEY — B,

ol n est supérieur a zéro, et a,, est défini par (1.111).

1.9 Exemples illustratifs

Les résultats du paragraphe précédent mettent & notre disposition tous les ingrédients né-
cessaires pour la résolution de I’équation de Schrédinger stationnaire & une dimension corres-
pondant & des hamiltoniens supersymétriques et invariants de formes. Nous allons présenter
dans cette section deux exemples pour illustrer cette méthode et montrer son élégance et sa
simplicité.

1.9.1 Probléme de ’oscillateur harmonique par la méthode supersymétrique

L’équation de Schrodinger pour une particule de masse m , subissant ’effet d’un potentiel
harmonique s’écrit :
1
—— + —mw’z*| ¢, (x) = Epp, () pour n=0,1,---. (1.146)

On a vu que le potentiel harmonique ne posséde que des états liés et c’est pour cela que les
fonctions propres et valeurs propres sont indexées par un indice entier infini. L’hamiltonien peut

étre factorisé comme

1
——— + —mw®z®| = AT A + Ej, (1.147)

ou Ej est ’énergie de I'état fondamental.
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Le superpotentiel W (x) doit donc vérifier ’équation de Riccati

h dW(x)
W2 (z) — —— V_(x
" @)
1
= §mw2x2 — E. (1.148)
On propose une solution sous la forme
W(z) = ax, (1.149)
de sorte que
h 1
2.2 2.2
a“x” — ——a = —mw-z” — L. 1.150
V2m 2 0 ( )
On obtient par idientification les relations suivantes :
ha

a?="202 ot Ey= (1.151)

2 V2om

Sachant & priori que les valeurs propres du potentiel harmonique sont positives, on ne considére
que la valeur positive de a,

a=/—w, (1.152)

de sorte que ’énergie de I’état fondamental est donnée par

Ey=—
0 27

qui coincide bien sir avec la valeur connue.

La fonction propre de I’état fondamental est simplement obtenue sous la forme

po(x) = Noe™V2m/hJ"Wiads’

mw .2

qui satisfait bien la contrainte (1.54). La constante Ny peut étre calculée en imposant que la la
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norme de la fonction ¢q(z) soit égale a 1. Ainsi, un calcul simple donne

mw _nmw .2

po (¢) = (E)Me R (1.154)

Dans le but de calculer tout le spectre énergique du probléme, vérifions tout d’abord que

V_ (z,a) est invariant de forme. En effet, on a :
V_ (z,a) = a®2® — —a, (1.155)

et d’apres (1.34) :

Vi (z;0) = a®2® + a, (1.156)

ainsi, la condition d’invariance de forme (1.107)

Vi (zsa1) = Vo (2, a2) +

est bien satisfaite pour :

az = f(a1) = a1, (1.157)

et

2h
V?2m

En utlisant (1.144) et en tenant compte de (1.157), (1.158) et (1.152), le spectre de V_(x),

R(a1) =

ar. (1.158)

sera donné par

E; = nhw. (1.159)

D’apres (1.32), le spectre énergétique de 'hamiltonien H sera donné par
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E, = E, +E (1.160)
1
= hw<n+§> .

Quant aux fonctions propres des différents niveaux excités, elles s’obtiennent en utilisant la

formule (1.145). Sachant que

h d mw
+ _ v foanw
AT (ag) = T ( T + - :p) , (1.161)
et
E, -E =ho(n—k), (1.162)

on obtient aisément

mw\1/4 |1 ho\" d mw \" _me,.
eul@) = () \/m<—2mw> (‘@*7“") e (1.163)

qui coincide bien avec I'expression connue dans la littérature.

Cet exemple simple démontre de I'éfficacité de la technique supersymétrique dans la réso-
lution de ’équation de Schriodinger, si le potentiel est invariant de forme et la symétrie est non
brisée.

1.9.2 Quelques potentiels invariants de forme

Les principaux potentiels invariants de forme dont la relation entre les parametres ajet ao

est une translation de la forme

az = a1 + Q, (1.164)

oll () est une constante indépendante de ces paramtres sont dressés dans le tableau suivant :
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Non du potentiel V (z)

Oscillateur harmonique & une dimension }loﬂ (z— 2—b)2
Oscillateur harmonique & tois dimensions in 2+ (Hl)
I(1+1
Coulomb —67 + %
Morse & une dimension Viexp (—2ax) — Vaexp (—ax)
. tanh(ax)
Scarf IT (hyperbolique) cosh2(az) + V2 oshian)

Rosen-Morse II (hyperbolique) + Vi tanh (ax)

W()
Eckart W() + Vacot h (ar)
Sarf I (trigonométrique) cos2 o TV t:gsg(gg)
Poschel-Teller géneralise Sinh‘gl( = + 1/2';?;1}}:((2‘:))
Rosen-Morse I (trigonométrique) m + Va cot ()

Les constantes «, Vi, w, e, sont positives et r > 0.

On trouve dans les réferences [16, 26, 27] le méme tableau, plus détaillé ou 'on donne
Pexpression du superpotentiel ainsi que les fonctions d’ondes des potentiels V_ (x) et leurs
spectres d’énergie.Ces références contiennent en plus des notions évoquées dans ce chapitres,

d’autres développement relatif a la théorie supersymétrique en mécanique quantique.

1.9.3 Probléme du potentiel de P6schl-Teller hyperbolique

Il est connu [21] que le potentiel de Poschl-Teller hyoperbolique & une dimension, donné

par :

V (z) :—4, pour a > 0 et Vg > 0, (1.165)
cosh” (ax)

et défini sur tout l’axe réel, posséde un spectre discret (1.12), caractérisé par un nombre fini
d’états lices (1.13).

La technique supersymétrique permet de déterminer aisément le spectre énergétique de ce
potentiel et fournit également le nombre exact de niveaux d’énergies quantifiées, comme nous
allons le montrer.

Le potentiel partenaire V_(x) correspondant au potentiel (1.165) s’écrit
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Vo
Vo(z) = ———2 Ry, 1.166
(@) cosh? (ax) 0 ( )

ou Ejy est I'énergie de son état fondamental. Ainsi, le superpotentiel W (z) doit satisfaire I’équa-

tion de Riccati suivante :

__h dW(z)
Jom dr

Bien que cette solution semble & premiére vue difficile & résoudre, on se rend compte qu’une

V_(z)=W?(x) (1.167)

solution particuliére peut étre cherchée sous la forme

haq
V2m

ol aj est un parametre a déterminer. On obtient aprés substitution de (1.168) dans (1.167) que

W(z) = tanh(ax), (1.168)

h2ay (a1 + ) /2m  h%a?

Vio(z) = —
@) cosh? (ax) 2m
Vo
= ———— — Ejy. 1.169
cosh? (ax) 0 ( )

En procédant par identification, on obtient les relations qui doivent fixer a; et Ey sous la forme

h2
20 (a1 + a) = Vo, (1.170)
et
h?a?
— = Ey. 1.171
o 0 (1.171)

La solution de (1.170) donne deux valeurs possibles pour le parameétre aj,

« 8mVp
a1 = 5 (—1 +4/1+ W) , (1172)

mais on ne doit retenir qu’une seule. Pour ce faire, on doit sélectionner celle qui rend la fonction

propre de I'état fondamental acceptable physiquement. Cette derniére sera donnée par
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V2 /[ w(a")do'

= N [cosh (az)]”®/®, (1.173)

o N est une constante de normalisation. Il est évident que ¢q(z) converge pour z — oo

seulement pour la solution positive de a;. Ainsi, on prend

« 8mVp

L’énergie du niveau fondamental s’écrit, d’aprés (1.171) et (1.174) comme

2
h2a? 8mVj

qui est bien str négative.

Le calcul du potentiel partenaire Vy (z) donne

h2ay (a1 — ) /2m  h2%a?

v - _
+(@) cosh? (ax) 2m

(1.176)

On voit bien de (1.169) et (1.176) que la propriété d’invariance de forme (1.107) est satisfaite.
En effet, 'invariance de forme exige que
h%ay (a1 — @) /2m  h%a? h2ay (ag + ) /2m  h2%a3

N __ R(a1), 1.177
cosh? (ax) * 2m cosh? (ax) * 2m T R(a) ( )

qui est satisfaite pour une relation de translation entre a; et as, donnée par

az =a; — a, (1.178)
et la fonction reste sous la forme
n? 2 2
R(ay) = o (af — a3) . (1.179)
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Notons qu’on a exclu la possibilité d’avoir I'invariance de forme pour as = —ay puisque aq

et as doivent étre positifs pour éviter la brisure spontanée de la symétrie.

En vertu de (1.144) et (1.179), on en déduit le spectre énergétique de V_ (x)

E, = o5—[(af—a)
h2
=~ 9m (af —ap
D’apres (1.178), on obtient
as
21
An+1
ce qui implique
An+
Il en découle que (1.180) s’écrit
ﬁ2
" m

2 2

de sorte que énergie E,, correspondant au potentiel (1.165) sera donnée par

En remplagant a; par son expression

+ (a3 —a3) + ... + (a3 — anyq)]
). (1.180)
= a2 — «,
= a3 — o,
= Oanp — Q,
1 =a; — na. (1.181)
[a% — (a1 — ne)?|, (1.182)
E; + E (1.183)
h? 2
~%m (a1 —na)”.

(1.174), on retrouve bien le spectre d’énergie (1.12),
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2
—h2 2
E, = ¢ [—(2n+1)+ 4 b

h2a2?

1.184
3 (1.184)

D’autre part on a démontré que E,(f)

a (1.182 ), on obtient :

est toujours positive. En imposant la condition (1.27)

h? 2
— |a® — (a — na)? 20:>0§n§—a. (1.185)
2m «

Cette condition est nécessaire, mais insuffisante pour fixer le nombre exact de niveaux
d’énergie. npax est certainement inférieure a 2a—“, car la positivité de I’énergie n’implique pas
forcément que la fonction propre correspondante est normalisable. Pour trouver le nombre
exacte d’états liés, il faut trouver I’étape a partir de laquelle la symétrie se brise naturellement,
a cause du spectre énergétique qui devient continue.

Comme ce potentiel est invariant de forme, cette tache est trés simple, en effet la méthode
de factorisation permet de construire une hiérarchie d’hamiltoniens partenaires, chaque hamil-
tonien posséde un niveau de moins que son partenaire qui le précéde. La construction s’arréte
quand on arrive au dernier hamiltonien qui ne posséde qu’un seul niveau puisque aprés cela, le
spectre devient continu et la symétrie est forcement brisée. Donc le nombre de niveaux énergé-
tiques est égal au nombre d’hamiltoniens de la hiérarchie.

L’avantage quand le potentiel est invariant de forme c’est qu’on connait I'expression de
n’importe quel potentiel de la hiérarchie en fonction du potentiel de départ. D’apres (1.114) et

compte tenu de (1.169) et (1.181), on a

n—1
Viri(z,a1) = Vi(z,any1) + ZR(%+1)
k=0
h2 2 2 n—1
—5— (a1 —an) a1 —a(n—1)]  h* (a1 —na)
= + + R .(1.186
COSh2 (Od.’L') 2m kZ:O (ak+1) ( )

Si la symétrie n’est pas brisée a la n'“¢ étape, le n'“™¢ hamiltonien peut étre factorisé et
on obtiendra son partenaire H,1, par contre si elle se brise & cette étape, cela veut dire que
H,, ne posséde qu’un seul niveau et ne peut plus étre factorisé car le spectre devient continu.

C’est justement en imposant la condition de quantification du spectre énergétique au po-
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tentiel V,,+1(z,a) qu’on obtient le nombre exact de niveaux d’énergie. Pour le potentiel de
Poschl-Teller, la condition d’existence d’états liés dépend du signe du facteur qui multiplie le

terme Ce facteur doit étre négatif, donc il faut que

1
cosh?(ax) "

(al—an)[al—a(n—l)]>O:>n<ﬂ, ot >3 41, (1.187)
« «

L’inégalité n > % 4- 1 doit étre rejetée car elle contredit la contrainte (1.185), qui assure la

positivité des E,, . On aura donc

0<n< % (1.188)

En substituant a; par son expression (1.174), on obtient :

1 8mVj
O<n<§<—1+ 1+W). (1.189)

On retrouve ainsi le résultat (1.13), bien connu dans la littérature.
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Chapitre 2

Quelques notions sur la théorie

quantique P71 symétrique

2.1 Introduction

Bien que la mécanique quantique soit fondée sur des idées excessivement probabilistes, & tel
point qu’elle a été critiquée voire méme rejetée par certains physiciens comme le célébre Einstein,
elle a réussit jusqu’a présent le challenge de satisfaire toutes les conditions sine qua non que
doit vérifier une théorie, a savoir étre correcte du point de vu le plus stricte des mathématiques
et aucune expérience ne doit la mettre en échec; au contraire elle doit expliquer et prédire les
résultats de celle-ci.

Cette réussite, elle la doit en grande partie au génie de ces fondateurs qui ont su a la fois ré-
concilier contraintes physiques et difficultés mathématiques. Ainsi pour décrire convenablement
la dynamique du systéme, 'hamiltonien doit conduire & une évolution unitaire des fonctions
d’ondes, conformément & l'interprétation probabiliste. Ceci est possible si les valeurs propres
représentant le spectre énergétique sont réelles. Pour cette raison, on a postulé que I'opérateur
hamiltonien, défini dans un espace de Hilbert, doit étre hermitien.

L’herméticite est alors le moyen, par excellence, garantissant la satisfaction de ces exigences
physiques ; principalement la réalité du spectre. Or I'exigence de ’herméticite de I’hamiltonien
représente une restriction pour une théorie si ambitieuse qu’est la mécanique quantique. N’y a-il

pas un moyen permettant ’extension vers une mécanique quantique non hermitienne, conforme
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aux contraintes physiques 7.
En faisant un calcul numérique, Bender et collaborateurs ont réussit en 1998 [19] & prouver

que la famille de potentiels non hermitiens, définie par

V (z) = 2? (iz)” pour v € R, (2.1)

posséde un spectre énergétique réel pour v > 0 et complexe pour v < 0. Ce résultat impression-
nant a incité les chercheurs aussi bien mathématiciens que physiciens a étudier profondement
ces potentiels pour bien comprendre ’origine de la réalité du spectre. Il s’est avéré alors que le
secret réside dans l'invariance de symétrie par rapport aux opérations simultanées de la parité
et du renversement du sens du temps. Cette double opération est appelée alors PT symétrie et
les potentiels qui sont invariants sous cette opération sont dits PT' symétriques (voir appendice
A). Plus tard, on a montré que la PT symétrie du potentiel seul, qui n’est pas bien sur néces-
saire pour la réalité du spectre d’un potentiel, n’est pas n’en plus suffisante mais il faut aussi
que les fonctions propres de 'hamiltonien associée soient aussi invariantes par 'opération PT
[29, 30, 31, 32].

Ainsi, un nouveau champ de recherche en mécanique quantique est apparu attirant de
nombreux chercheurs désireux de contribuer & enrichir cette nouvelle mécanique quantique non
hermitienne. Avant d’exposer, dans les prochains chapitres, notre contribution dans le cadre de

la PT symeétrie, nous commencons d’abord par un résumé ses principaux résultats.
2.2 Opérateurs PT symétriques et équation aux valeurs propres
Pour mieux comprendre la théorie de la PT' symétrie, énoncons les deux théorémes suivants :

2.2.1 Théoréme 1 :

Si H est un opérateur non hermitien mais invariant sous la P71 symétrie, son spectre est
constitué de paires d’énergies complexes, conjuguée I'une de I'autre.
Preuve :

Soit ¢y (x) une fonction propre de H correspondant a la valeur propre F). Ainsi, ’équation
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aux valeurs propres s’écrit

Ho, (z) = Exp) (7)), (2.2)

oul E) est éventuellement une valeur propre complexe.

En appliquant opérateur PT aux deux membres de (2.2), il vient que :

(PT)Hepy (z) = (PT)Exp, (z)

= EX(PT)py(2), (2.3)

ou EY désigne le complexe conjugué de E),.
En utilisant maintenant la propriété d’invariance de H par 'opération PT, qui s’exprime
par (cf :appendice A)
(PI)*H(PT)=H

ou de facon équivalente par
(PT)H = H (PT), (2.4)
Péquation (2.3) peut étre réécrite comme
H (PTpy () = E, (PTpy (2)) - (2.5)
Cette derniére équation signifie alors que la nouvelle fonction
PTpy (z) = ¢ (—x), (2.6)

est aussi fonction propre de H avec la valeur propre EY.
Ainsi le spectre de tout opérateur linéaire PT" symétrique est constitué de couples de valeurs

propres complexes conjuguées 'une de lautre, (E, ,E).
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2.2.2 Théoréme 2 :

Si un opérateur non hermitien est PT symétrique et s’il posséde des fonctions propres qui
sont aussi invariantes sous 'opération PT, alors leurs énergies propres correspondantes sont
réelles.

Preuve :

La démonstration de ce théoréme découle directement du théoréme 1. En effet

PToy(z) = ¢y (-x)

= (@), (2.7)

I’équation (2.5) s’écrit dans ce cas

Hpy (2) = Eppx (2) - (2.8)

En comparant (2.8) avec (2.2), il vient que forcément

By = B}, (2.9)

et par conséquent la valeur propre E est réelle.

En résumé, la PT symétrie d’'un hamiltonien n’entraine pas automatiquement la réalité
de ses valeurs propres. Seulement les fonctions propres qui sont aussi PT symétriques, leurs
correspondent des valeurs propres réelles et vice-versa. Si tout le spectre d’un opérateur PT
symétrique est réel, on dit que la PT symétrie est non brisée. Il se pourrait qu'un opérateur PT
symétrique posséde une partie réelle de son spectre, et une autre partie complexe et symétrique.
On parle dans ce cas de PT symétrie partiellement brisée. Si tout son spectre est complexe

symétrique, on dit que la PT symétrie est totalement brisée.

2.3 PT symétrie et mécanique quantique

La question est de savoir si les propriétés des opérateurs P1 symétriques peuvent étre ex-

ploitées en mécanique quantique. On sait que la condition de réalité du spectre de ’hamiltonien

49



de tout systéme physique est une condition nécessaire. Celle-ci est assurée si '’hamiltonien est
hermitien et on vient de voir qu’elle ’est aussi si 'hamiltonien est non hermitien mais possédant
une symétrie PT non brisée. Reste a savoir si de tels potentiels peuvent décrire la dynamique
de systémes physiques. Dans 'affirmative, la mécanique quantique ordinaire, définie pour des
hamiltoniens nécessairement hermitiens, trouvera une extension naturelle aux hamiltoniens PT
symétriques.

Pour ce faire, il faut que les fonctions propres d’'un hamiltonien P1" symétrique engendrent
un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire dont la norme est définie positive. Par ailleurs,
I’évolution temporelle des états de cet espace doit étre unitaire. Ces deux caractéristiques des
hamiltoniens hermitiens sont a la base de la théorie quantique ordinaire et notamment de
I'interprétation probabiliste. Elles devraient donc étre satisfaites dans toute théorire d’extension
de la mécanique quantique.

Le produit scalaire de deux fonctions propres quelconques ¢, () et ¢, () a été défini, dans

le nouveau espace de Hlibert, par

(0 0)pr = / [PTp, (z) ¢, (z)] dx (2.10)

C

- [c@e, @

[

ol C' est un certain contour défini dans le plan complexe qui peut étre choisi sur 'axe réel.

Le choix d’une définition pareille pour le produit scalaire des fonctions propres d’un ha-
miltonien PT" symétrique a été adopté pour deux raisons fondamentales. La premiére est qu’il
conduit & une norme indépendante de la phase globale pour toute fonction PT symétrique, et
la seconde, c’est justement I'indépendance de cette norme par rapport au temps.

Cependant, avec ce choix on a été confronté & un probléme de taille qui est la non positivité
de la norme de certains états d’hamiltoniens PT" symétriques. Dans le cas du potentiel (2.1), il
a été prouvé numériquement avec une trés grande précision que pour v > 0, on a les relations

suivantes [29, 30]
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(U, Un) pp = /[PT\Ifn(x)\Ilm(x)]da: (2.11)

[

= (_1)n 6mn7

et

Y CDPT, (2)] U (y) = 6 (x —y) . (2.12)

n

D’apres (2.11), les fonctions propres correspondant aux niveaux énergétiques d’indices im-
paires ont des normes négatives et de ce fait, elles ne peuvent pas représenter des états physiques.
Par ailleurs, et a cause du méme probléme, la relation (2.12) signifie que I’espace engendré par
toutes les fonctions propres d’un hamiltonien PT symétrique ne peut étre complet.

Forte heureusement, il a été prouvé plus tard [32, 33] que ces deux anomalies peuvent étre
levées en exploitant une nouvelle symétrie "cachées" pour les hamiltoniens PT symétriques,
caractérisée par un opérateur de symétrie, dénoté par C et baptisé opérateur de conjugaison

de charge (Appendice A). Cet opérateur satisfait donc

[H,C] = [C, PT] = 0, (2.13)

ce qui donne

[H,CPT)] = 0. (2.14)

On montre que le produit scalaire, défini par rapport au produit C'PT , conduit & des normes

positives et & un espace complet, a savoir

(W, U)oy = / (CPTW, (z) U, ()] do

c

= Gy (2.15)

et
Z [CPT‘IJn (z)] U (y)=0(z—y). (2'16)

n
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Cependant, il faut noter que I'appellation "opérateur de conjugaison de charge" est intro-
duite seulement par analogie avec la théorie des champs, car 'opérateur C' n’a rien a voir
avec la charge des particules. En outre, cet opérateur n’a pas de définition générale comme les
opérateurs P et T qui sont uniques. Il dépend étroitement de I’hamiltonien et par conséquent
de la dynamique de chaque probléme. Son calcul direct est trés compliqué et n’a été obtenu que
perturbativement aux premiers ordres pour certains problémes particuliers [29, 34, 35] ou pour

des systémes d’hamiltoniens PT symétriques a deux et trois niveaux [36].

2.4 Extension de la méthode de factorisation aux potentiels non

hermitiens et PT symétriques

Afin de résoudre ’équation de Schrodinger stationnaire pour des hamiltoniens non hermi-
tiens, on peut aussi utiliser I’approche supersymétrique que nous avons exposée dans le chapitre
1. En effet, tout au long de ’exposé de la méthode de factorisation et de la condition d’invariance
de forme, nous n’avons & aucun moment utilisé le caractére hermitien des potentiels, & savoir
superpotentiel ou potentiels partenaires. Par conséquent, tout ce qui a été dit pour un potentiel
hermitien demeure aussi valable dans le cas d’un potentiel complexe, & condition que ce dernier
posséde des états d’énergies discrétes et réelles. Les potentiels PT' symétriques & symétrie non
brisée peuvent donc étre traités par I’approche de la supersymétrie. Cependant, il faut juste
noter quelques petites différences.Ici nous allons faire un résumé, en insistant seulement sur les
points de différences.

Considérons un hamiltonien H & une dimension de ’espace, donné par

h? d?

H=-2
2m dx? +V(2)

ou V(z) est un potentiel complexe, c’est-a-dire dépendant d’un ensemble de paramétres com-
plexes. Nous admettons qu’il posséde des états d’énergies discrétes et réelles. Si Fy est ’énergie
réelle la plus basse, H peut étre factorisé de la méme maniére que s’il était hermitien par

I'intermédiaire des opérateurs A et A, sous la forme

H = AA+ Ey. (2.17)
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A et A seront définis par des expressions similaires & celles du chapitre 1, données par

hod
A= —— 2.1
L4 .19

et
Ao 4w, (2.19)

ou le superpotentiel W (z) est maintenant une fonction complexe qui doit satisfaire I’équation

de Riccati.
h dW(x)

 V2m dzx

De ce fait, A et A ne sont pas adjoint 'un de Pautre. Si V(z) est PT symétrique, W (z) et

W2 (z) =V (z) - Ey (2.20)

par conséquent A et A devraient étre anti-PT symétriques. Autrement dit, on devrait avoir

(PT)W () (PT) ™" = =W (z), (2.21)
et par conséquent
(PT)A(PT)™ = —A, (2.22)
et
(PT)A(PT)™! = —A. (2.23)

La fonction propre de I’état fondamental Wq (x, ag) est solution de ’équation AW (z,ag) =

0,et elle est aussi donnée par

U () = Noexp —/W(y) dy | . (2.24)

I1 faut jute noter ici que ¥q (z) ainsi que toutes les fonctions propres des états excités ne sont
pas des fonctions réelles comme c’est le cas pour un potentiel hermitien.

Ce sont donc les seules différences notables par rapport au traitement du chapitre 1.
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Chapitre 3

Construction de potentiels non
hermitiens, partenaires ou

isospectraux, avec spectres réels

3.1 Introduction

La construction de potentiels isospectraux hermitiens est connue dans la littérature depuis
longtemps [16]. Récemment, Mostafa Zadeh a montré dans une série de travaux [38, 39, 40, 41,
42, 43, 44, 45, 46] que tout hamiltonien PT symétrique H, est pseudo-hermitien. Ceci veut dire

que H et son adjoint H* sont reliés par
H* =nHn ', (3.1)

oll 7 est un opérateur hermitien inversible, appelé métrique. Il a aussi montré que dans ce cas,
on peut en principe trouver un opérateur hermitien h qui soit isospectral avec H. En effet, il a

été prouvé que l'opérateur h est relié & H par
1. 1
h=nzHp 2. (3.2)
Ainsi, le passage de la mécanique quantique ordinaire & la mécanique quantique pseudo-
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hermitienne passe par la définition d’une métrique dans un espace de Hilibert muni d’un produit
scalaire particulier. Le probléme avec la théorie de Mostafa Zadeh est qu’elle est seulement
valide dans des espaces de Hilibert de dimensions finies. Par ailleurs, la construction exacte
de la métrique n et par conséquent de 'hamiltonien hermitien, isospectral avec ’hamiltonien
complexe, ne peut se faire que pour certains cas simples et dans la majorité des cas elle ne peut
étre obtenue que de facon perturbative au plus bas ordre.

Dans ce chapitre, nous allons exploiter 'approche de la supersymétrie en mécanique quan-
tique pour construire des potentiels complexes, possédant des spectres réels. Nous allons montrer
comment, & partir d’un potentiel hermitien dont on connait le spectre, nous pouvons construire
des familles de potentiels complexes généraux qui sont des partenaires du premier ou isospec-
traux avec lui. Sachant que la construction de potentiels complexes, partenaires de potentiels
hermitiens et vis versa n’a pas été abordée dans la littérature, nous espérons que les résultats
de ce chapitre remplirons partiellement ce vide et constitueront un support pour de futures

recherches dans ce domaine.

3.2 Construction de potentiels complexes, partenaires de po-

tentiels réels

Soit W(a:) une fonction complexe, définie sur 'intervalle (a, b). Elle sera caractérisée par ses

parties réelle et complexe, sous la forme
W(z) = Wg(z) + iW;(z). (3.3)

Dans le systéme d’unité 7 = 2m = 1, les potentiels partenaires, construits & partir de W(m),

sont donnés par

dWr(z)

V- @) = (Who) - TR wpw)) i (2w - T2 ) e
et
Vi (z) = <W1%(x) + %’j@ - W}(@) +i <2WR(a:)W1(x) + %ﬁ”) . (3.5)
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L’idée consiste & construire Wx(x) et Wi (z)) de telle sorte que les fonctions V_ () et Vi (2)
soient respectivement complexe et réelle. Pour ce faire, on doit exiger que la partie imaginaire
de ‘7+ (z) soit identiquement nulle, ce qui implique alors que les fonctions Wg(x) et Wi (z) sont

interdépendantes. En effet, on doit avoir

1 dW](iL‘)
2W, = - T 3.6
#(o) =~y (36)
qui signifie que la connaissance de Wr(x) implique celle de Wg(x).
Le potentiel ‘7+ (x) se réduira alors a une forme simple, donnée par
~ dWg(x
Vi @) = Whte) + DRy, (3.7
Introduisons la fonction auxiliaire u (z) tel que
' (x)
W = 3.8
R(x) U (37) ) ( )
oul ’on admettra que
u(x) # 0. (3.9)
En reportant (3.8) dans (3.6) et en intégrant, on obtient
Wi(z) = — (3.10)
I - u2 (x)7 .

ol k est une constante réelle arbitraire.
Le superpotentiel W (z) ainsi que les partenaires V_ () et Vy (z) s’écrivent maintenant en
fonction d’une seule inconnue, u(x), et dépendent explicitement du parameétre k. Ils seront

donnés par

W (z:k) = Z/(% +iu2k£m), (3.11)
S (Y@ u(z) K (@)
V(m,k)—2<u(w)> MERETIC) + ik Ok (3.12)
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et
Vi (2;k) =

(3.13)

La fonction propre associée a I’état fondamental de vV (x; k) sera donnée par

Bolaik) = Noexp (— / xW(y)dy)

_ UJE) exp <—ik /m u;l?y)> , (3.14)

qui est une fonction complexe. Elle dépend aussi explicitement du parameétre k mais seulement

par sa phase. Par ailleurs, si u (z) est une fonction paire ou impaire, @y(x; k) peut étre rendu
PT symétrique en choisissant convenablement la phase de la constante Ny. En effet, si u (z)
est paire, Ny doit étre réel, et si u(x) est impaire, Ny doit étre imaginaire pur. Pour que
cette fonction converge au sens de la contrainte (1.54), on doit imposer a u (z) de vérifier les
conditions aux limites

lim u(x) = to0. (3.15)

T—ab

En conclusion, nous avons montré comment obtenir des potentiels hermitiens qui sont par-
tenaires de potentiels complexes dont les fonctions propres de leurs états fondamentaux sont
convergentes au sens de la contrainte (1.54). Par conséquent, les potentiels complexes sont as-
surés d’avoir des spectres réels et éventuellement ils peuvent représenter les dynamiques de
problémes physiques concrets. Les potentiels, ainsi construits, dépendent explicitement d’un
parameétre réel k , qui fixe leurs natures. Pour k # 0, un des partenaires est forcément complexe
dans le cas général et peut étre rendu PT symétrique dans des situations particuliéres. Pour

k = 0, les deux partenaires sont hermitiens.

3.3 Exemple illustratif

Considérons le choix

u(x) = cosh” a, (3.16)

oll & et n sont des parameétres réels.
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Un calcul simple donne le superpotentiel sous la forme

W (z: k) = antanh o + i———s—, (3.17)

cosh*” ax

qui conduit aux partenaires

- 2n(n—1) k?
Vo (a:k) = a2n2 - 20— 1) , 3.18
+(@ik) = o’n cosh? ax cosh*” ax ( )

et
~ 2 1 k? inh

V (@i k) = a2 — 20+ 1) + dikan—o 0T (3.19)

cosh? ax cosh®™ ax cosh?tl qz’

En principe, quel que soit le paramétre n, V. (z; k) et vV (z; k) sont des potentiels partenaires
possédantt le méme spectre positif.

Dans le cas particulier ou n = %, les partenaires se réduisent en

2
a2 k2_a_

Pk = C BT
+ (k) 4 cosh? ax
et )
" 2 k2 4 3a® sinh
o sinh az
Vo(mk) =2 -2 4 | 9 20000
(2 k) 4 cosh? ax cosh? ax

3.4 Construction de potentiels complexes, isospectraux a un

potentiel hermitien

3.4.1 Premiére méthode

Nous venons de montrer donc, qu’en choisissant une fonction u (z), vérifiant (3.15), on
peut construire de fagon unique une famille de partenaires V. (x; k) et 174_ (z; k), respectivement
complexe et réel. Cependant, ces partenaires ne sont manifestement pas invariants de formes
et par conséquent on ne peut pas déterminer leurs spectres par I’approche de supersymétrie. Il
faut donc choisir judicieusement la fonction u (z) pour faire coincider, par exemple, le potentiel
réel ‘7+ (z; k) avec un potentiel dont on connait les énergies propres et les fonctions propres et

ensuite en déduire celles du potentiel complexe V_ (z; k), comme nous ’avons montré sur un
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exemple illustratif.

Cette fagon de procéder s’avére un peu délicate et artificielle, car il n’est pas évident de
pouvoir choisir la fonction u(x) adéquate qui conduit & un potentiel donné. La meilleure fagon
de procéder est de résoudre le probléme inverse, c’est-a-dire de commencer d’abord par fixer
‘7+ () par un choix quelconque parmi les potentiels exactement solubles, dont on connait le
spectre et les fonctions propres, et déterminer la fonction u (z) par la résolution de I’équation
différentielle (3.13). Nous nous proposons de procéder ainsi.

Soit W (z) une fonction réelle, choisie comme superpotentiel générant les partenaires V_(z)
et Vi (z), donnés par

’

V_(z) = W3(z) — W (z), (3.20)

et
Vi(z) = W2(z) + W (). (3.21)

En imposant que Y~/+ (x) et Vi(x) soient identiques, le probléme revient donc a la résolution de
I'équation (3.13), avec

Vi (2) = Vi (). (3.22)

Par ailleurs, la condition (3.22) signifie que les potentiels V_(z) et V_(z) ont le méme
partenaire et par conséquent, en vertu des résultats du chapitre 1, ils auront strictement le
méme spectre. On dit qu’ils sont isospectraux.

Il faut noter que dans cette vision des choses, le potentiel 17+ () doit étre indépendant
du parameétre k. En fait, c’est la fonction u(z), solution de 1’équation (3.13) qui dépendra
explicitement de k. L’équation (3.13) devrait mieux s’écrire sous la forme

uf(x) k2

Vi (@) =k CRETIER (3.23)

En multipliant les deux membres de (3.23) par ug(x), on obtient 1’équation équivalente

k2

akriet (3.24)

ug () = Vi () up (z)

qui n’est autre que ’équation d’Ermakov [47] Pinney [48], bien connue en mathématique mais

aussi dans certaines branches de la physique, notamment dans la résolution de certaines équa-
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tions de Schrodinger dépendantes du temps [49]. Nous allons suivre les démarches de la référence
[50] pour obtenir la solution générale de (3.24).
Tout d’abord, passons de la variable dynamique x et de la fonction uy () a la nouvelle

variable dynamique & et a la nouvelle fonction Z (), définies par

dz
¢ = / paas (3.25)

et
Zr (§) = uk—(x), (3.26)

ol w () est a priori une fonction réelle non nulle sur lintervalle [a, b], qui sera déterminée plus
tard.

En reportant (3.25) et (3.26) dans (3.24), on obtient I’équation différentielle pour la nouvelle
fonction Zy (£) sous la forme

d*w ()

Z (£) < e Vi (z)w (w)) + w31(x) (d jg;g) — Z§(§)> =0. (3.27)

Une maniére simple de satisfaire (3.27) et d’imposer que les expressions entre parenthéses s’an-
nulent séparément. Ceci conduit donc a résoudre deux équations différentielles indépendantes,

I'une pour la fonction w (x), donnée par

d*w ()
dax?

—Vi(z)w(z) =0, (3.28)
et 'autre pour la fonction Z (§), donnée par

d?Zy, (€) k?

e = ZIGk (3.29)

L’équation (3.28) servira donc pour fixer w(x) comme une fonctionnelle sur Vi (z). Sa
solution est obtenue directement & partir des hypothéses du probléme. En effet, en reportant

(3.21) dans (3.28), cette derniere se factorise comme

AAYw (z) =0, (3.30)
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qui implique que

Atw(z) =0, (3.31)

avec

d L d
A—%-i-W(ZL‘) et AT = dx—l—W(x). (3.32)

La solution de (3.31) est ainsi donnée par

(3.33)

ol py(x) est la fonction propre de I'état fondamental de V_(z).
L’équation (3.29) est de méme type que 1’équation (3.24) mais plus simple puisque le terme
du potentiel est absent. Afin de résoudre cette équation, définissons une fonction auxiliaire

0 (Zy) par

dzgg(g) =/0(Z). (3.34)

Comme Z, (£) est une fonction réelle, sa dérivée I'est aussi et par conséquent 6 (Zy) devrait étre

strictement positive.

0(Z) > 0. (3.35)

En dérivant les deux membres de (3.34) par rapport a £, on obtient

d*Zy (§) _ 140 (Zy)
ez 2 dzy

(3.36)

En reportant cette derniére dans (3.29), on obtient une équation plus simple pour 6 (Z) , donnée

par

1d9(Z) K

= 3.37
2 dZy Zg” ( )

qui peut étre intégrée facilement pour donner
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k2

0(Z) =Cr —
(k:) 1 2137

(3.38)

ou (7 est une constante d’intégration réelle, qui devrait étre choisie strictement positive en
vertu de la contrainte (3.35).

En reportant, enfin, (3.38) dans (3.34), on obtient

z, |, K
2 — 1[0 Z (3.39)

1
£+ 0Oy = ia, [C1Z2 — k2, (3.40)

ou (' est une constante d’intégration, & priori arbitraire.

qu’on peut intégrer pour obtenir

En multipliant les deux membres de (3.40) par C et, en élevant au carré ces deux membres,

on obtient

L

73 = c

(k:2 + (A + 015)2) : (3.41)

avec A = C1C59, qui est aussi arbitraire.

En reportant les expressions(3.26), (3.25) de Zj et £ dans (3.41), on obtient finalement

B2 o ()\ +C /w wj—?(’y)Y] : (3.42)

D’apres (3.28), la fonction w (z) est définie & une constante multiplicative prés, par ailleurs uy, ()

w? (x)

) =20

peut étre définie & un signe multiplicatif prés, qui est sans importance sur le superpotentiel, on

peut donc sans perte de généralité, prendre C; = 1 et écrire en tenant compt de (3.33)

1
2

K2 1 <>\+ / ' @3(y)dy>2] , (3.43)

ol k est une constante réelle, & priori non nulle, et \ est une constante réelle arbitraire.

De (3.43), on constate que ug () dépend explicitement de k et de V_(x) par I'intermédiaire

de la fonction propre de son état fondamental, ¢y (z).
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En combinant (3.4), (3.20) on obtient

~ d —
Vo(aik, ) = Vo(2) + 2 (W (z) — W (z; k)) . (3.44)
Posons
D@ =2+ [ ey (3.45)
et
1
Jea(x) = (K + I} (2))?. (3.46)
Cette nouvelle notation permet d’écrire w (x; k, A) sous la forme
—~ w () .k
Wz k,\) = —£ +1 3.47
JI €T / /
_ In@) (@) ik sz( )
Jea(z)  po(w) Ji (@)
D’apres (3.33)
o ()
W(zx) =— . 3.48
=@ (3:45)
En substituant (3.47) et (3.48) dans (3.44), il vient :
~ d? d I{(x)
_(2k,A) = V_(z) — 2-—1 — 2ik——5 A

il s’agit d’une famille "infinie" de potentiels complexes, isospectraux avec V_(zx), dépendant
des deux paramétres indépendants k et \ .
Dans les cas particuliers ot & = 0, les potentiels construits deviendront hermitiens et on

retrouve le résultat bien connu dans la littérature [16],

V(@A) = V_(2) — zd% In Iy (). (3.50)

En conclusion, nous venons de montrer qu’on peut associer & chaque potentiel hermitien,

de spectre réel, une famille de potentiels complexes ayant strictement le méme spectre que lui,
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caractérisés par deux parametres indépendants. Un des parameétres joue un role important car
c’est lui qui précise la nature des potentiels. S’il est nul, les potentiels construits deviendront
hermitiens, sinon ils sont complexes mais pas forcément PT symétriques. Ils deviendront PT
symétriques si la fonction génératrice uy (x) est paire ou impaire. Ceci peut étre réalisé pour le
cas particulier oul le second parametre, A, est nul, si la fonction ¢g(z) est elle-méme symétrique

ou anti-symétrique.

3.4.2 Seconde méthode

Montrons qu’il est possible d’obtenir les méme résultats de la section 3.4.1 en procédant
autrement.
En partant du superpotentiel W (z), générant les partenaires V_(x) et V (z), cherchons une

fonction g (z) tel que le nouveau superpotentiel, défini par

W(z) =W(z)+g(z), (3.51)

conduit aux partenaires V_(z) et V (z). Autrement dit, on doit avoir

aw d
W2(z) + g% (z) + 2W(2)g (z) + —— + 9(2) =Vi(z). (3.52)
dx dx
Puisque par hypothése, on a
W)+ 8y ), (3.59)
dx
(3.52) se réduit en
9 (@) + 4 (x) +2W (2)g (z) = 0, (3.54)

qui est une équation différentielle du premier ordre de type Bernoulli, qu’on linéarise en défi-

nissant la nouvelle inconnue z(z) par

g(z)= (3.55)
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en reportant dans (3.54), on obtient donc pour z(z) une équation plus simple sous la forme

dz
——+2 1=0.
e +2W(z)z () + 0

En écrivant z (z) ansi

on obtient :

du _dv(z)

Maintenant, on peut choisir v (z) de telle sorte que

dv(x)
T +2W (x)v () =0,

qui s’intégre facilement pour donner

v(z) ~ e Wy,
En tenant compte de (3.59), (3.58) se réduit en

tdy

ww=c+ [

D’apres(3.60) et (3.61), (3.57) s’écrit
5 ({E) _ |:C + /m efoy W(z)dzdy:| 62fx W(y)dy’

d’ou
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(3.57)
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o2 [ W)y
C + fx efoy W(z)dzdy’

_ ¢p(z)
- CH+ [ToR(y)dy’ (363

ot p3(z) est la fonction propre de I'état fondamental de V_(z) et C est une constante d’inté-
gration arbitraire.

Compte tenu de (3.51)et (3.63)

W@@:W@+%mw+kmL (3.64)
ou on a posé i
fe@= [ . (3.65)
En en déduit
7 (2:0) :Vﬁ»ﬂ%@vw—ﬁu@». (3.66)
2
:Lq@—%%mw+k@»

C’est exactement le méme résultat qu’on trouve dans la littérature [16]. Cependant, il a
toujours été admis que C' est une constante réelle. Dans ce cas les potentiels V. (z) et V_(z)
sont des potentiels isospectraux hermitiens. Si on prend C' complexe, on arrive exactement aux
résultats de la section 3.4.1. En effet en posant C' = A\ + ik et en introduisant les notations

(3.45), (3.46), W (z; k, \) se met sous la forme

Wik, \) = W(z)+ 25(2) (3.67)
o A+ik+ [T o3 (y)dy '

PR (T
Je () [f(x) + k2

= W(z)
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On en déduit

Vo(z:k,\) = Vo(z)+ 2(% (W (z) — W (; k, A)) (3.68)
d? o d I(z
= Vo(x)— 2@ In Ji x(z) + 21]{3% Jg’\i(i),

qui est exactement l'expression (3.49) de la section 3.4.1 étant donné que Ji x(x) est symé-

trique par rapport a k.
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Chapitre 4

Construction de potentiels
complexes avec spectres réels a

partir de superpotentiels de la forme

Wi(x,a) =Wp(z,a)+iWi(x,a)

4.1 Introduction

Le présent chapitre consiste a introduire une méthode générale permettant la construction
de potentiels partenaires complexes ayant des spectres réels en exploitant la méthode super-
symétrique, plus précisément nous construirons de tels potentiels a partir d’un superpotentiel
complexe, en imposant au préalable la propriété d’invariance de forme, menant & un systéme
de deux équations différentielles non linéaires qui doivent étres impérativement vérifiées par la
partie réel et imaginaire du superpotentiel générateur. Bien que ce systéme d’équations soit
difficile & intégrer de fagon générale, il se réduit pour des formes particuliére du superpoten-
tiel a des équations différentielles trés simples a résoudre. Ces situation particuliéres limite nos
choix, néanmoins elles garantissent 1’obtention de potentiels complexes dont on peut résoudre
exactement ’équation de Schriédinger associée, et obtenir d’une maniére explicite les énergies

propres et les fonctions propres correspondantes.
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Comme nous allons le constater certains potentiels obtenus par cette approche, représentent

des généralisations de potentiels PT' symétriques connus dans la littérature.

4.2 Exposé de la méthode

Considérons un superpotentiel complexe W (z, a;1) dépendant d’un ensemble de parameétres

réels a;

W($,a1) = WR(x, al) + iWI(a:,al), (4.1)

ou Wg(z,a1) et Wi(x,a1) sont les parties réelle et imaginaire deWW(x,a;) et sont donc des

fonctions réelles. On construit les potentiels partenaires V_(z, a;) et Vi (z,a1) sous la forme

Vo(z,a1) = WQ(w,al)—iW(w,al)

dx
dW, dW.
= (Wi(z,a1) — M —W2(z,a1) | +i | 2Wg(z,a1)Wi(z,a1) — M ,
dx dx
(4.2)
et
9 d
Vi(z,a1) = W*(z,a1)+ @W(w,al)
dW, dWw.
= (Wé(m,al) + % - Wf(x,a1)> +1i <2WR(J},(11)W](J},(11) + %) )
(4.3)
En imposant la condition d’invariance de forme entre les potentiels partenaires,
Vi(z,a1) = V- (x,a2) + R(a1) avec ag = f(a1), (4.4)

et la réalité du reste, le spectre qui est donné par
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mﬁ:iRmy (4.5)
k=

1

est forcément réel. La contrainte de non brisure de symétrie, qui est en principe donnée par

e~ [T WR@)+W @’
r—+o0
se réduit a
e J* Wr(z')da' 0, (46)
r—a,b
car
et JEWi(a')da! <1 (47)

En combinant (4.2), (4.3) et (4.4), on obtient pour les fonctions Wg(z,a1) et Wi(z,a1) les

deux équations différentielles couplées suivantes :

dWg(x,a dWg(x,a
WhGe,ar) + DDy 00) = Whtr.ar) - DRBD) e 0) 4 R() (48
et
dWi(zx,a dWi(x,a
2WR(33, al)WI(x, al) + % = 2WR($, ag)W[(x, ag) — % (49)

Ces deux équations sont trés compliquées & intégrer dans le cas général. Pour les rendre
plus maniables nous allons considérer, dans les sections suivantes, quelques cas particuliers
et chercher les solutions physiques qui satisfont la contrainte (4.6). Nous montrons que les
solutions possibles sont des généralisations de certains potentiels PT symétriques bien connus
dans la littérature. L’idée générale que nous allons suivre dans notre démarche consiste a fixer la
dépendance de Wy(z, a) par rapport aux deux variables = et a ou seulement par rapport a l'une
des variables. Ceci rameéne la résolution des équations couplées (4.8) et (4.9) a la résolution
d’équations du type Riccati particuliéres. Nous considérons dans ce mémoire trois modéles

différents qui meéneront & des résultats intéressants.
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4.3 Superpotentiel complexe avec W; (z,a) = constante

Dans ce premier modeéle, nous choisissons la partie imaginaire du superpotentiel W (zx,a;)

comme une constante indépendante du parameétre a;. Le superpotentiel s’écrit donc
W (z,a1) = Wg (z,a1) + ib,

ou b est une constante réelle, indépendante de a;. L’inconu est la fonction Wg (2, a1) dont nous
voulons déterminer sa dépendance par rapport a la variable x et au parameétrea; & partir des

équations (4.8) et (4.9), qui se réduisent dans ce cas en

W, ar) + LELD) gz o,y VL) L b)) (4.10)
dx dx
et
Wg(x,a2) = Wg(z,a1). (4.11)

On remarque que ces équations, qui servent pour la détermination deWgr(z,a) et R(a), ne
dépendent pas explicitement du parameétre b. Ceci signifie que ce paramétre peut étre choisit
arbitrairement et n’a aucune influence sur le spectre du probléme. Par ailleurs, I’équation (4.11)

signifie que ce modéle est possible seulement si

f(a) =a, (4.12)

ce qui fait penser au potentiel harmonique qu’on avait discuté dans le chapitre précédent. En
effet, en tenant compte de (4.11), ’équation (4.10) se réduit & une équation différentielle du

premier ordre, de la forme
dWR(a:, al) R(al)
pu— 4-1
o 5 (4.13)

qui donne aprés intégration

Wr(z,a1) = @x +c, (4.14)

ou ¢ est une constante d’intégration arbitraire, mais réelle. On constate que Wg(z, a1) dépend

du parametre a; par I'intermédiaire de la fonction reste R(a1) et par conséquent, sans perte de
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généralité, on peut choisir R(a1) = 2ay, de sorte
Wrg(z,a) = azx + c. (4.15)

Le superpotentiel est alors donné par

Wi(z) = (ax+c)+ib,

= ar+d, (4.16)

oll d est un nombre complexe arbitraire. On voit donc que le superpotentiel coincide, & une
constante aditive pres, avec celui de l'oscillateur harmonique.

Les potentiels partenaires sont donnés par

V_(z) = (az + d)* — a,

et

Vi (z) = (az + d)* + a.

En choisissant le parameétre a positif, V. (z) sera le partenaire de V_ (z). La fonction propre

de I’état fondamental sera donnée par

o{7 () = e /T WA — N3ttt (4.17)

ol Ny est une constante de normalisation.

Les niveaux d’énergie du potentiel V_ (z) sont donnés par

= 2na, (4.18)
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bien sir les E§L+) sont liées aux Eff)

par la relation (1.43).

Notons enfin que la nature des potentiels V_ (x) et V4 (x) dépend du parametre d. Si d est
réel, V_ (z) et V4 (x) seront hermitiens et si d est imaginaire pur, ils seront PT symétriques.
Dans le cas général, c’est-a-dire si "arguement de d est différent de 0 ou 7, les partenaires sont

des potentiels complexes, non hermitiens et non PT symétriques.

4.4 Superpotentiel complexe avec W; (z,a) = g (a)

Dans ce modéle, nous allons considérer la partie imaginaire du superpotentiel comme une
fonction indépendante de la variable dynamique x, mais explicitement dépendante du parameétre

a. Le superpotentiel s’écrit dans ce cas comme
W (z,a) = Wg (z,a) +ig (a), (4.19)

ol g (a) est une fonction réelle arbitraire. Les équations d’invariance de forme (4.8) et (4.9)

s’écrivent comme

WhGran) + L) 2 (0 = W, an) — B2 0) 4 par), (420)
et
g (al) WR($, al) =g (ag) WR(x, ag). (4.21)

En tenant compte de (4.21), I’équation (4.20) se réduit & une équation de Riccati & coefficients

constants, de la forme

W =b(ay) W}%(x, a) +c(ay), (4.22)
b(ay) = ?EZS ~1, (4.23)
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et
9% (a1) — g* (az) + R(a1)

c(ar) = . (4.24)

Dans la suite nous allons admettre que b (a1) est non nul, ou de fagon équivalente g (az) #
g (a1) car dans le cas contraire I’équation (4.22) se réduira exactement a I’équation (4.13) et on
retrouvera le modele de la section précédente. Par ailleurs, nous nous intéressons seulement aux
solutions non triviales de (4.22) ou Wg(zx, a) dépend explicitement de la variable dynamique x.
Pour résoudre l'équation (4.22), on passe de la variable Wgr(z;a) a la nouvelle variable

z (z,a), définie par

1 2 (z,a)
1% =—— 4.25
R(l‘,a) b(a) Z(.’L’,CL) ) ( )
qui conduit a une équation différentielle linéaire pour z (z,a), donnée par
2"(z,a) + bez(z,a) = 0. (4.26)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre & ceefficients constants.

Elle posséde deux solutions linéairement indépendantes, données par [22]

zy (z,0) = eFivber (4.27)

La solution générale est prise comme une combinaison linéaire de z4 (z) sous la forme

z(x,a) = A etV 4 A,e_i‘/gm, (4.28)

ot A4 sont des constantes non nulles qui doivent étre choisies de telle sorte que z (z) soit une
fonction réelle.
Compte tenu de la définition (4.25), on obtient la solution générale de Wg(z,a) sous la

forme

_Z'\/E A+ei\/£x — A e Webz
b A+ei\/ax+Aiefi b

Wr(z,a) = (4.29)

Il est évident que la solution obtenue dépend explicitement du paramétre a par I'intermé-

diaire de b et c. Par ailleurs, jusqu’a présent, nous avons juste montré que cette solution satisfait
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I’équation (4.22), qui n’est pas tout a fait équivalente a I’équation (4.20). Pour obtenir les solu-
tions de (4.20) nous devons imposer aux solutions (4.29) de satisfaire aussi la contrainte (4.21).

En écrivant cette derniére sous la forme équivalente

Wr(z, az) = zEZ;iVVR(w, a1), (4.30)

on voit qu’elle sera satisfaite si, quel que soit a, on a
Wr(z,a1) = h(a))Wg(z), (4.31)

ou WR(x) est une fonction qui ne dépend pas explicitement du parameétre a; et h(aq) est une
fonction ne dépendant pas explicitement de x.

En reportant (4.31) dans (4.30), on obtient

- . (4.32)

Par ailleurs, pour que les solutions (4.29) peuvent s’écrire sous la forme (4.31), il suffit
d’imposer aux parameétres b (a1) et ¢ (ay) d’étre inversement proportionnels, indépendemment

du paramétre a;. Autrement dit, on doit imposer que
c(a1)b(a1) = A, (4.33)

oll A est un parameétre réel et non nul, indépendant de a;. En effet, dans ce cas on peut avoir

VA

Ma) = =gy

(4.34)

En combinant (4.34) et (4.32) avec (4.23), on se rend compte facilement que la fonction g doit

satisfaire la contrainte suivante :

1 1 1 1
g(as) glaz) glaz) glar) (4.35)
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qui se généralise aisément en

— = q, (4.36)

ol « est une constante réelle.
La contrainte (4.33) permet de fixer la forme du reste R(ap). En effet, en combinant (4.33)
avec (4.23) et (4.24), on obtient

g @) - ¢ (o). (1.37)
En tenant compte de la contrainte (4.36) et de la relation (4.23), on obtient facilement
b(a) = ag(a), (4.38)

de sorte que le superpotentiel s’écrira finalement sous la forme

Z\/X A ei\/X‘”—A,e*“/XI .
a g(a). (4.39)

W(z,a) = a9 (@) 4,V 1 A +1

On constate alors que le parameétre a intervient dans I'expression de W (x,a) uniquement a

travers la fonction g(a). Ainsi, sans perte de généralité on peut prendre g(a) sous la forme

simple
g(a) = é (4.40)
de sorte que
fla) =a+a, (4.41)
et
R(ay) = % (ag - a%) + (ai% - a%) . (4.42)

Nous distinguons les deux cas différents; A\ positif et A négatif, que nous allons étudier séparé-

ment.
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4.4.1 Cas ou )\ est positif

On pose

V=7, (4.43)

oll v est un nouveau parameétre réel.
Dans ce cas, pour assurer la réalité de Wgr(z,a) dans (4.39), A4 peuvent, sans perte de

généralité, étre choisis conjugé ou anti-conjugé 'un de 'autre. Dans le premier cas, on pose

donc
A, = A* = Aem 170, (4.44)
avec A # 0 et xg réel.
Le superpotentiel s’écrit
Y 1
W(z,a) = -atan~y (x — xo) + —, (4.45)
e a

et les potentiels partenaires sont donnés par

\V4 _ (X 20’(0“— @) i — BN GARCRNEY
_(z,a) = ( ) o ( 0 + 2i— tan~y (x — xq) ( ) a 2 (4.46)
et
2  a(a+ ) Y Y\2 o 1
Vi(z,a) = (—) PO P e— ( 0 + 2i—tany (v — x0) — <—> a® — prL (4.47)

Ces potentiels sont périodiques, de période égale m, et par conséquent ils seront définis sur
I’intervalle

T T
T e :Uo——,:1:0+—]. 4.48
{ 2y 2y (4.48)

IIs sont invariants par rapport au renversement du sens du temps et la réflexion par rapport au
point xg. Autrement dit, ils sont PT" symétriques sur le domaine de définition (4.48).
Remarquons que si 'on avait pris A4 et A_ anti-conjugué I'un de 'autre, on aurait trouvé
pour le superpotentiel W(z,a) une expression similaire & (4.45) avec le remplacement de
tan ay (x — zp) par — cot ay (z — xp) . On obtient la méme chose si on remplace xg par xo + 7
et par conséquent, ce cas est parfaitement pris en considération par le premier choix puisque

o est arbitraire.
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En admettant, sans perte de généralité, que & > 0,V sera le parenaire de V_. La fonction

propre de I’état fondamental, correspondant & une énergie nulle, sera donnée par

vo(x) = Npexp <—2 (x — a:o)> [cosy (z — xo)]% ) (4.49)

ot Ny est une constante de normalisation. Cette fonction satisfait bien la condition (4.6).

Le spectre, qui est infini dans ce cas, sera donné par

_ 2 1 1
= (@) et (- 2)

2 1 1
= —n(2a+an)+|(—————=—— | pourn=0,1,---. (4.50)
a

4.4.2 Cas ou )\ est négatif

Sans perte de généralité, on pose

iV =7, (4.51)
avec v un parameére réel.
Dans ce cas, il est nécessaire de choisir A4 réels et non nuls pour assurer la réalité de
Wr(z,a). En posant

—— = P, (4.52)

avec g réel, le superpotentiel et les potentiels partenaires seront donnés respectivement par

W(z,a) = —%a tanhy (x — zg) + é, (4.53)
_ () elaza) g0 - RARSE S
V_(z,a) = (a) i eyt e (e xo)+<a) ot =, (4.54)
et
_ () elate) oy _ RARSE S
Vi(z,a) = (a) cosh? (2 — o) QZatanh*y(x xo)—i-(a) @ = —. (4.55)

Il est clair que les potentiels partenaires, dans ce cas, sont aussi P1" symétriques par rapport a
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xzg. Le domaine de variation doit étre choisi coincidnat avec I’axe réel tout entier,

z€R. (4.56)

En admettant, sans perte de généralité, que = < 0, V4 sera le parenaire de V_. La fonction

propre de I’état fondamental, correspondant & I’énergie nulle, sera donnée par

) a
wo(z) = Ngexp <_E (x — x0)> [cosh~y (z — xo)]~, (4.57)
qui satisfait bien la condition (4.6).
Le spectre, qui est fini, sera donné par
— Y 2 2 2 1 1
(e (g
v @) e (-
72n(om Qa)—i-( L 1) our n =0,1 n (4.58)
= —— - —— - urn=0,1,---, , .
o 1 (al + OéTL)Q (I% p max

Ol Nmax est le plus grand nombre entier qui est inférieur & —£.

Remarquons que si 'on avait pris A4 et A_ de signes contraires, on aurait obtenu des
potentiels non acceptables physiquement. En effet, dans ce cas on obtient les mémes expressions
pour le superpotentiel et les potentiels partenaires avec la simple permutation de sinh vy (x — zg)
et coshy (x — xp) . Dans ce cas, le domaine de définition des potentiels partenaires devrait étre
pris comme le demi axe dont ’origine coincide avec xg. La fonction propre de 1’état fondamental
sera donc donnée par une expression similaire a (4.57) avec le remplacement de cosh~y (x — zg)
par sinhy (x — x¢) . Une vérification simple montre que la condition (4.6) ne sera pas satisfaite

pour x = 0.

4.5 Superpotentiel complexe avec W; (z,a) = g (z)

Dans ce modeéle, la partie imaginaire du superpotentiel sera prise comme une fonction de la

variable x , mais ne dépendant pas explicitement du paramétre a. Ainsi,
W(z,a) = Wg(z,a) + ig(z). (4.59)
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Nous voulons obtenir l'expression de la fonction g(z) et sa relation avec Wg (x,a1) pour
qu’il y ait invariance de forme d’une part et pour que le modeéle soit physiquement acceptable
y Y

d’autre part. Les équations d’invariance de forme (4.8) et (4.9) se réduisent dans ce cas en

d d
W2(z,a1) + dWr(z,a1) _ Wi(z,az) — dWr(z, az) + R(ay), (4.60)
dz dz
et
dg(x,a dg(x
2Wi(aan)g(a) + L) o, an)g(a) - U, (4.61)
dx dx
En introduiant la nouvelle fonction A (x), définie par
_ 1 dg(z)
I'équation (4.61) s’écrit
Wg(x,a2) = Wg(z,a1) + h(x). (4.63)

En reportant (4.63) dans (4.60), cette derniére se réduit & une équation différentielle linéaire

du premier ordre, a coefficients varibales, de la forme

dWR(a:, a1)

R(a1) + h? (z) — b/ (z)
dx '

2

— h(x) Wg(z,a1) = (4.64)

Ce type d’équations différentielles peut étre résolu par la technique de variation de la

constante [22]. La solution générale est donnée par

1 /l‘ Rla) +0° () =W (W) o 1oy (4.65)

Walz,a1) = [C "3 9(y)

ou C est une constante d’intégration réelle. Pour que cette solution soit aussi solution de I’équa-

tion originale (4.60), elle doit satisfaire ’équation (4.63). On doit donc avoir

g(x) [/x R(as) +h*(y) — I (y)dy} 9(z) [/v’” R+ 0) =W, 1 hw), (466

2 9(y) T2 9(y)
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qui se simplifie en

R(a2) ; R(al)g(x) /:C % =h(z). (4.67)

Sachant que g(x) et, par conséquent, h (x) sont des fonctions indépendantes du parametre a, la
fonction reste doit satisfaire

R(az) — R(a1) = 2\, (4.68)

avec A un parameétre constant indépendant de a (le facteur 2 est introduit par comodité). On
admettra que A\ # 0, car dans le cas contraire g(z) se réduira & une constante et on retrouvera
le modeéle de la section 4.3.

Si on pose

_ [Ty
z(z) = / o) (4.69)

I’équation (4.67) donnera une équation linéaire du second ordre pour z(x), de la forme
Z"(z) + Az(x) = 0, (4.70)

qui nous rappelle ’équation (4.26). Nous avons vu que les solutions de cette équation sont des
fonctions trigonométriques ou hyperboliques selon le signe de A. Nous allons considérer les deux

cas séparément.

4.5.1 Cas ou A\ est positif

Dans ce cas, et en se basant sur les calculs de la section précédente, la solution réelle la plus

générale peut étre mise sous la forme
z(x) = Ksiny (x — z9) , (4.71)
ol K et xg sont des parameétres réels artbitraires et

v=VA\ (4.72)
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Les fonctions g(x) et h(z) sont facillement obtenues sous la forme

B
g(x) = o5y (z —z0)’ (4.73)

et
h(z) = ytan~y (z — zo), (4.74)

avec B = (K )71, une constant réelle arbitraire mais non nulle.

En reportant (4.73) et (4.74) dans (4.65) et effectuant I'intégration, on obtient

— A2 A
Wr(z,a1) = M tanvy (r —xg) + ——,
cos (x — xp)

ou A = BC est une constante réelle arbitraire.
On constate que Wg(z,a1) dépend de a; uniquement par l'intermédiaire de R(a;). Donc,

sans perte de généralité, nous choisirons par comodité la fonction reste sous la forme
R(ay) = 2va; + 42 (4.75)

En tenant compte de (4.68), le choix (4.75) permettra de fixer la fonction f sous la forme

az = f(a1) =a1 + 7. (4.76)
Le superpotentiel sera donné par
A i — B
W(z,a) = AX@smy(@=ao) , (4.77)
cosy (z — ) cosy (z — xo)

et les potentiels partenaires par

ai (a1 — ) + A (2a1 — y)sinvy (z — zg) + A% — B?
cos?y (x — xp)
2a1 —v)siny (x —wo) +24 o2, (4.78)
cos2 (z — xp)

V_(a:, al) =

+’L’B(
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et

ay (a1 +7) + A (2a1 + ) sinvy (z — zg) + A% — B?
cos? v (x — xo)
2 S - 2A
cos? 7y (z — xo)

V+(LU7CL1) =

+’L’B(

Ces potentiels sont périodiques, de période 2w. Cependant, nous devons les considérer seule-
ment sur l'intervalle de la démi période défini par (4.48), de telle sorte qu'ils ne divergent éven-
tuellement qu’aux extrémités de Iintervalle. En considérant V. comme le partenaire de V_, la

fonction propre de I'état fondamental, d’énergie nulle, sera donnée par

a1
Y

o(z) = exp igln 1—sinfy(:p—xg)} <1—sin’y(:c—x0) (4.80)

%
2y 1+siny (z — ) 1+sin’y(x—:n0)> (cosy(z = 20))

Une vérification simple montre que cette fonction satisfait la contraitne (4.6) sur l'intervalle

(4.48) si ap est strictement supérieur a A, c’est-a-dire

lim ¢q(z) =0 pour a; > A. (4.81)
xﬂxoi%
Compte tenu de (4.5), (4.75) et (4.76), le spectre énergétique, qui est infini dans ce cas, est
alors donné par

E. =+n(2a; +yn) pour n =0,1,---. (4.82)

Avant de cloturer cette section, remarquons que les paramétres A et B n’interviennent
pas dans le spectre. Par conséquent, nous avons obtenu une famille de potentiels possédant le
méme spectre. On remarque aussi que ces potentiels sont complexes dans le cas général, PT
symétriques pour A = 0 et hermitiens pour B = 0. Bien stir, méme si B était supposé non nul
au début des calculs, rien ne nous empéche & présent de le prendre égal a zéro. D’ailleurs, pour
A = B =0, on retrouve le potentiel de Poschl-Teller trigonométrique et pour les autres cas de

figures on obtient les généralisations, hemitienne, PT" symétrique et complexe de ce potentiel.
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4.5.2 Cas ou )\ est négatif

Dans ce cas, la solution réelle la plus générale de I’équation (4.70) peut étre mise sous la

forme

z(x) = Ape™ + A_e 7,

ou A4 sont des parameétres réels arbitraires et

v =V=X\

On en déduit les expressions de g(x) et h(z), qui seront données par

(z) = !
T Ao — A ey

et
A+€7I + A,E_W
7A+€’yx —A_e® '

h(z) =

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

En reportant (4.85) et (4.86) dans (4.65) et effectuant l'intégration, on obtient ’expression

du superpotentiel sous la forme générale suivante :

R(a1) +72 Ay e’ + A_e® D

Wg(z,a1) =

avec D = y~1C, une constante arbitraire.

2 Arer® — A e Aie’® — A_e 7’

(4.87)

Puisque Wg(z,a1) dépend de a; uniquement par l'intermédiaire de la fonction reste R(ay),

alors, sans perte de généralité, cette derniére peut étre choisie sous la forme

R(ay) = 2ya1 —~*.

(4.88)

En tenant compte de (4.68), le choix (4.88) permettra de fixer la fonction f sous la forme

ag = f(a1) = a1 — .
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Compte tenu de (4.5), (4.88) et (4.89), le spectre énergétique est donné par

E, =~vn(2a; —yn) pour n =0,1,- -, Npax. (4.90)

Le superpotential sera donné sous sa forme la plus générale par ’expression suivante :

D+ ay (Ape?™ + A_e %) 1

w = ' . 4.91
(z,a1) Arer® —A_e® * Z’y (Ayer® — A_e7) (491)
On peut distinguer trois cas possibles :
Cas oul un des paramétres A, ou A_ est nul
Dans ce cas, le superpotentiel se réduit en
W(z,a1) = £Dye™® £iBye™™ £ ay, (4.92)
avec les notations, Dy = D/Ay et By = (yAL) ',
Si D1 = 0, il est facile de se rendre compte que, quel que soit le signe du paramétre

a1, la contrainte (4.6) n’est pas satisfaite et par conséquent ce modele n’est pas intéressant
physiquement.

Pour D4 # 0, la situation est différente. Les potentiels partenaires sont donnés par

V_(z,a1) = (DI — B1) ™" + Dy (2a1 + ) €77 +iBy [2D1e77 + (2a1 4+ 7) €77%] + af,
(4.93)
et

Vi(z,a1) = (D1 — B}) €™ + Dy (2a1 — ) e77* +iBy [2D1eT7 + (2a1 — ) e77*] +af.
(4.94)

Si on considére V. comme le partenaire de V_, la fonction propre de I’état fondamental, d’énergie
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nulle, sera donnée par

xr
ooa) = Noeso (= [ o)
D B
= Nyexp <—ie$7‘r +i=teFre g am:) )
8 Y
qui doit satisfaire la contrainte (4.6). Pour ce faire, il faut que a; > 0, D4y <0 et D_ > 0.
Pour By = 0, les potentiels partenaires donnés par (4.93) et (4.94) coincident avec ceux du
potentiel de Morse. Ainsi, ce modele peut étre vu comme la complexification du potentiel de
Morse réel. Notons enfin que V_(x,a;1) et Vi (z,a1) ne sont pas PT symétriques.
Cas ou A, et A_ sont différents de zéro et de signes différents

Dans ce cas, sans perte de généralité, on peut écrire le superpotentiel sous la forme

aj sinh~y (r —x0) + A+iB
coshy (x — x9)

I

W(z,a1) =

de sorte que les potentiels partenaires s’écrivent :

—ay (a1 +7) + A(2a1 + ) sinh vy (z — 2¢) + A% — B?

V_(a, =
(a Z') COSh2 v (.I' _ 5130)
+iB<2a1+’Y)SII21h’y(x—q;0)+2A a%,
cosh® v (x — )
et
Vi(az) = -3 (a1 — ) + A(2a; — v) sinh vy (z — ) + A2 — B2

cosh? vy (z — xg)

2a; — ) sinhy (x — zg) + 24 L2

—i—iB( aj.

cosh? v (z — xg)

Ces potentiels sont complexes dans le cas général. Ils sont PT" symétriques si A = 0 et hermitiens
si B = 0. Dans le cas particulier ot A = B = 0, on retrouve le potentiel de Poschl-Teller

hyperbolique.

En considérant V. (a,z) comme le partenaire de V_(a, ), la fonction propre de 'état fon-
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damental sera donnée par

exp |— @ arctan e7(&—%0)

cosh™ v (z — )

qui satisfait la contrainte (4.6) si a; > 0.

Notons enfin que certains des potentiels obtenus dans ce chapitre sont discutés dans les
travaux de Jia et collaborateurs [51][52][53][54] (Potentiel PT symétrique de : Scarf , Rosen-
Morse ,Eckart, ....).
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Conclusion et perspectives

La mécanique quantique est la discipline qui permet de mieux comprendre 'univers de
Iinfiniment petit. Elle est fondée sur ’équation de Schrodinger dont la résolution est sine
qua none. Plusieurs méthodes ont été élaborées afin d’atteindre cette objectif. Parmi elles, la
méthode supersymétrique en mécanique quantique, dont le nom rappelle celui de la théorie de
la supersymétrie, qui fut fondée dans le but de rendre compte des symétries qui existent entre
particules élémentaires ; plus précisément entre bosons et fermions.

En s’inspirant de celle-ci et de la méthode de Schroédinger Infeld, on a pu construire une
méthode qu’on appelle communément méthode supersymetrique ; trés efficace dans la résolution
de I’équation de Schrodinger unidimensionnelle pour des potentiels jouissant de la propriété
d’invariance de forme et dans le cadre d’une symétrie non brisée; c¢’est-a-dire si la fonction
d’onde déduite, suite & la factorisation de I’hamiltonien, est acceptable physiquement.

Malheureusement tous les potentiels ne sont pas invariants de forme, et il est parfois difficile
d’éviter la brisure de symétrie, car on a affaire a I’équation de Riccati, ou il n’existe aucune
recette permettant son intégration de fagon générale.

Sans ces deux difficultés majeurs (invariance de forme et brisure de symeétrie), la technique
supersymétrique serait sans doute la plus géniale des méthodes permettant d’intégrer I’équation
de Schridinger stationnaire unidimensionnelle avec élégance. Il serait alors bon de penser un
jour & trouver une alternative, en cas de non invariance de forme, ou de brisure de symétrie,
sans recourir a d’autres méthodes.

Certain physiciens ont vue en cette méthode un moyen d’édifier une nouvelle mécanique
quantique non hermitienne. L’invariance des hamiltoniens non hermitiens, ainsi que leurs fonc-

tions propres sous la transformation PT garantissent la réalité de leurs spectres.
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Nous avions exposé dans ce mémoire les principaux résultats de la PT symétrie en se ba-
sant sur les travaux de Bender et collaborateurs, ol on a constaté également que la technique
supersymétrique s’applique de la méme maniére que pour les hamiltoniens hermitiens malgré
le fait que les opérateurs A et AT ne soient pas adjoints I'un de 'autre. Puis, nous avons pré-
senté notre maniére d’introduire de nouveaux hamiltoniens complexes, non nécessairement PT
symétriques et possédant un spectre réel, en les considérant comme partenairesd’hamiltoniens
hermitiens. Plus précisément, nous avons pu associer a n’importe quel potentiel réel, une infinité
de potentiels partenaires complexes ayant le méme spectre, dits isospectraux..

Il est également possible de construire de nouveaux potentiels complexes ayant des spectres
réels, en imposant aux potentiels partenaires construits a partir d’un superpotentiel, la contrainte
d’invariance de forme. La réalité du spectre sera garantie en imposant au reste R (a;) d’étre
réel par construction.

Apres identification des parties réelles et imaginaires des deux potentiels partenaires de
part et d’autre de 1’égalité d’invariance de forme, nous obtenons deux équations différentielles
couplées pour les parties réelle et imaginaire du superpotentiel générateur.

En résolvant systématiquement ces équations différentielles couplées pour des choix parti-
culiers de la partie imaginaire, nous arrivons a construire des potentiels complexes intéressants,
possédant forcément des spectres réels. Certains de ces potentiels sont déja discutés dans la
littérature alors que d’autres sont nouveaux, a notre connaissance.

La démarche suivie peut étre généralisée & d’autres formes de superpotentiels. Nous pouvons
par exemple imposer a la partie réelle d’étre la somme de deux fonctions distinctes ou encore
I'introduction de deux parameétres ou plus dans le superpotentiel et imposer 'invariance de
forme par rapport & tous les parameétres, et ainsi de suite . Toutes ces idées constituent une

partie de nos perspectives que nous sommes d’ores et déja entrain d’investiguer.

89



Annexe A

Rappel sur les transformations en

mécanique quantique :

A.1 Transformation des vecteurs d’états et des observables

A.1.1 Transformation des vecteurs d’état

En mécanique quantique, on associe & toute transformation un opérateur agissant dans
'espace de Hilbert. L’état physique d’un systéme donné, caractérisé par le ket |¥) qui appartient
a Pespace abstrait des états £, peut étre transformé par I'intermédiare d’un opérateur K en un

autre état physique équivalent, caractérisé par le ket}\f/> et appartenant au méme espace :

vy K, ‘\Tf> — K |0). (A.1)

L’opérateur K est dit linéaire si

V)\L)\Q cCetV ’\I/1> , ‘\I/2> - f : K()\l ’\I/1> + Ao ’\I/2>) =K ’\I/1> + MK ‘\I/2> , (AQ)

et il est dit antilinéaire si
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VA1 A2 € CetV |\I’1> W) €€ K()\l |‘111> + A ’\I’2>) =\K |\I’1> + A K |\I’2> . (A.3)

Puisqu’a tout ket de I’espace &, correspond un bras de I’espace dual £*, alors a tout opérateur
K transformant |¥) en )\ff>, correspond aussi un opérateur, dénoté KT et agissant sur ’espace

dual £*, qui transforme (¥| en <\f/‘ :

(¥ — <\i) — (U| K. (A.4)

L’opérateur K+ est appelé complexe conjugué de K ou adjoint de K. En considérant que

létat |¥) est normé a l'unité, 1’état transformé doit garder cette caractéristique :
(U] W) = <\Tf) T) =1,
ce qui entraine, en utilisant (A.1) et (A.4), l'unitarité de 'opérateur K :
K'K=KK"=1. (A.5)
Ainsi, 'opérateur adjoint coincide avec I'opérateur inverse
KT=K1 (A.6)
On dit que K est un opérateur hermitique ou auto-adjoint s’il est égal a son adjoint :

K=K". (A.7)

Un opérateur auto-adjoint posséde des valeurs propres réelles et représente souvent une obser-

vable.

A.1.2 Transformation des observables

Puisque l'opérateur K transforme un vecteur d’état physique |¥) en un autre vecteur d’état

physique ’\f/> , les observables associées doivent aussi étre transformées de telle sorte que leurs
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valeurs moyennes par rapport aux deux vecteurs d’état soit égales. Autrement dit, si A est une
observable du systéme physique ayant pour vecteur d’état le ket |¥), il lui correspond une autre

observable A dans le systéme équivalent ayant pour vecteur d’état le ket ’\TJ> :

A5 A (A.8)

A est déterminé a partir de la condition

<®(Z‘@> = (U|A D), (A.9)

qui donne en utilisant (A.1), (A.4) et (A.5)

A=KAK. (A.10)

Une observable A est invariante sous la transformation K si elle reste inchangée suite a cette
transformation. Ainsi :

KAK™' = A, (A.11)

et par conséquent A commute avec K :

(K, A] = 0. (A.12)

On dit souvent qu’un systéme physique posséde une symétrie s’il existe une transformation
qui laisse inchangé son vecteur d’état. Si K est un opérateur de symétrie pour un systéme

physique, alors quel que soit 1’état physique |¥), on a

K| = c|W), (A.13)

ou ¢ est une constante de phase arbitraire. La relation (A.13) signifie que les vecteurs invariants
sous une transformations sont les vecteurs propres de celle-ci.
En physique, il existe plusieurs types de transformations dont les transformations de ’espace

comme, la translation, la rotation et la parité. D’autres transformations font intervenir le temps
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comme la translation temporelle ou le renversement du sens du temps.
Nous allons rappeler brievement dans ce qui suit les propriétés essentielles de la parité et
du renversement du sens du temps dont les résultats sont largement utilisés dans les travaux

de ce mémoire.

A.2 La parité P

L’opération de partié, souvent dénotée par P, est I'opération de réflexion par rapport a
un point représentant en général 'origine des coordonnées. Elle transforme respectivement le

temps et les vecteurs position et impulsion de la maniére suivante :

PtP~! =1, (A.14)
P7P 1 =-7, (A.15)

et
PFPl— 5 = '3, (A.16)

]

L’action de I'opérateur P sur la fonction d’onde W (7,t) = (77| ¥ (¢)) est donnée par

PU(T,t) =0 (=7,1). (A.17)

Ainsi, on peut mettre par définition

P|7) = (—_)7“> (A.18)

ce qui donne

P2|7)=P(P|7)) =|7), (A.19)

ou encore
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P?=1. (A.20)

Il en résulte aussi que

P=p1 (A.21)

De ce qui précede, on conclut que P est un opérateur linéaire :

P [01\111 (?, t) + 02\112 (?, t)] = Clp\lfl (7, t) + CQP\IJQ (?, t) s (A.22)

pour ¢, co € C.

L’action de P sur le bras (7 |est donnée par

(7| P= (7], (A.23)

et en prenant l’adjoint des deux membres, tout en tenant en compte (A.21), on obtient :

P=pPt=p1L (A.24)

Si la fonction W (77, ) est paire, on voit bien, d’aprés (A.17), que

PY (7,t) =V (7,1), (A.25)

et si elle est impire, on obtient

PV (7 ,t) = -0 (7,1). (A.26)

Ainsi, les fonctions d’onde paires et impaires sont fonctions propres I'operateur P.

A.3 Renverssement du sens du temps T

La transformation de renversement du sens du temps est souvent dénotée par T'. Ses actions

sur le temps et les vecteurs posistion et impulsion sont données par
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Tt = 4, (A.27)

7T =7, (A.28)

et

TpT '=-7. (A.29)
En suivant le méme raisonnement utilisé pour 'opérateur P, on montre que

T=T"=7"1 (A.30)

Si ’hamiltonein du systéme étudié ne dépend pas explicitement du temps, les fonctions

d’ondes correspondantes peuvent étre mises sous la forme

U (7, 1) = eT Plp(7), (A.31)

de sorte que

TV (7,t) = Ten Pl () = enPlp (7). (A.32)

Par conséquent, le renversement du sens du temps sur la fonction d’onde est équivalent a la

conjugaison complexe :

T (7 ,t) = U*(7,t). (A.33)

On doit donc ajouter la propriété

TiT™! = —i. (A.34)
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De fagon générale, pour A1, A2 € C, on peut écrire

T [MYy (7,t) + AU (T,8)] = NTUy (7,t) + ATV (7, 1) (A.35)

= NI (7,t) + N5 (7, 1), (A.36)

ce qui signifie que 7' est un opérateur antilinéaire.

Pour terminer, signalons que si ¥ (77, ¢) est une fonction réelle ou imaginaire pure, on aura

TU(7,8) =0 (7,1), (A.37)

dans le premier cas et

TV (7 ,t) = -V (7,1), (A.38)

dans le second. Ceci veut dire que les fonctions d’onde réelles ou imaginaires pures sont des

fonctions propre de 1" et par conséquent invariantes par cette transformation.

A.4 La transformation PT

C’est la composition des deux transformations précédentes, c’est-a-dire I'action simulanée
du renversement du sens du temps et de la parité. L’ordre des opérations n’est pas important
du fait que les deux opérateurs P et T' commutent. En combinant les propriétés précédentes,

on peut écrire :

(PT)t(PT)" = —t, (A.39)
(PT)7 (PT)" = =7, (A.40)

et
(PT) P (PT)" =7 (A.41)
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En particulier, PT est un opérateur antilinéaire, puisque c’est le produit d’un opérateur

linéaire et d’un opérateur antilinéaire. On peut ainsi écrire :

V)\l,)\Z € CetV ’\I/1> R ’\I/2> c 5 : (PT) [)\1 ’\I/1> + A2 ‘\I/2>] = P(T [)\1 ‘\I/1> + A2 ‘\I/2>])
= P T[W1) + AT |¥y))

= X (PT) W) + A} (PT)|Wy). (A.42)

PT est un opérateur hermitique puisque P et T le sont et commutent entre eux :

(PT)" =T+*P* =TP = PT. (A.43)

Comme P est un opérateur unitaire et 7' est antiunitaire, il en découle que PT est un

opérateur unitaire :

(PT)(PT)" =PT TTPT =1. (A.44)
De méme :
(PT)Y (PT)=T*P" PT =1. (A.45)
De (A.44) et (A.45) :
(PT) (PT)" = (PT)" (PT) =1 (A.46)

Notons enfin que I'action de PT sur les fonctions d’onde W (77, ¢) s’écrit :
—

PTU (7,1) = U* (—r, —t) . (A.47)

On suggere la référence [55] pour plus de détailles sur les symétries en mécanique quantique.
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