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 Nomenclature  

 

Lettres latines 

 

a diffusivité thermique. (m2.s-1) 

cp chaleur massique à pression constante. (j.kg-1.K-1) 
→

g  accélération de la pesanteur. (m.s-2) 

Ra nombre de Rayleigh défini par Ra 
υa

3
frch L)TT(gβ −

=  

L  Côté de l’enceinte cubique. (m) 

Nu nombre de Nusselt. 

P pression au sein du fluide. (Pa) 

Pr nombre de Prandtl défini par
λ
c ρ ν

    Pr p= . 

Sϕ Terme de source. 

T Température du fluide. (K) 

Tch Température des parties chaudes de l’enceinte. (K) 

Tfr  Température des parties froides de l’enceinte. (K) 

Td écart de température Td =T-Tfr (K) 

ΔT écart de température ΔT=Tch-Tfr (K) 

t temps. (s) 

U, V  composantes de la vitesse suivant x et y. (m.s-1) 
→

V   Vecteur vitesse. (m.s-1) 

x, y, z  coordonnées cartésiennes. (m) 

 

Lettres grecques 

 

α  angle d'inclinaison. (°) 

β  coefficient volumique d'expansion thermique du fluide. (K-1) 

Гϕ  coefficient de diffusion figurant dans l'équation 3.3. 

λ   conductivité thermique du fluide. (W. m-1. K-1) 

υ  viscosité cinématique. (m2. s-1) 

4i 
 



ρ  masse volumique du fluide. (kg. m-3) 

ψ  fonction de courant. (m2. s-1) 

ω  vorticité. (s-1) 

ϕ  fonction générale. 

 

Exposant 

 

+   Paramètres adimensionnels. 

 

Indices 

 

ch   chaude. 

fr   froide.  

L   local. 
 
M   moyen. 
 
G   global. 
 
AB, CD, BC et AD parois. 
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Introduction 
 

 L'étude des transferts de chaleur par convection dans les enceintes fermées est 

intéressante, compte tenu de leurs diverses applications dans le génie industriel, ainsi que leur 

utilisation comme échangeurs dans la conversion énergétique. 

 

 Comme exemples d'applications, on peut citer le chauffage industriel de l'eau et la 

stérilisation médicale.                                

 

L'objectif du présent travail est d'étudier la convection, naturelle, laminaire et 

permanente  dans une enceinte cubique allongée, de grand axe horizontal, inclinée d’un angle 

α eu égard au plan horizontal, remplie d’un fluide newtonien et chauffée par deux côtés 

opposés (deux parois opposées sont maintenues isothermes chaudes quant aux deux autres 

elles sont isothermes froides), dans un premier cas, ensuite dans un deuxième, un troisième et 

un quatrième cas de chauffage nous imposons aux deux parois inférieures une température 

dont les variations sont périodiques suivant les dimensions de chacune des parois considérée 

et nous maintenons les deux parois supérieures adiabatiques. 

 

Etant donné l’abondance des travaux concernant le phénomène de convection naturelle 

pouvant se dérouler dans des enceintes fermées cubiques, nous illustrons dans le premier 

chapitre, une  riche étude bibliographique qui nous a permis de situer notre travail. 

 

Dans le deuxième chapitre, après avoir bien posé le problème, nous établissons les 

équations du mouvement et du transfert de chaleur à l'aide de la fonction de courant et de la 

vorticité. Pour cela nous adoptons les hypothèses de bidimensionnalité  de l'écoulement et les 

simplifications classiques de Boussinesq.  

 

Le troisième chapitre est consacré à l'analyse numérique. Les techniques de 

discrétisation des différentes équations et les algorithmes des calculs sont développées. Les 

équations paraboliques décrivant l'écoulement sont discritisées à l'aide de la méthode des 

volumes finis tandis que l'équation de la fonction de courant l’est à l’aide d’un développement 
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en série de Taylor, les équations ainsi obtenues sont résolues par la méthode de sous-

relaxation successive (Successive Under Relaxation). 

Dans le quatrième chapitre, nous commençons par la présentation d’une étude du 

maillage, ensuite nous validons notre code de calcul par des résultats issus de la littérature et 

enfin nous présentons les résultats des simulations numériques effectuées. Les lignes de 

courant et les isothermes au sein du fluide étudié, ainsi que les nombres de Nusselt locaux et 

globaux, sur les parois chaudes et froides de l'enceinte, sont représentés et analysés, en 

fonction du nombre de Rayleigh, pour voir leur effet sur les transferts de chaleur au sein de 

l’enceinte considérée. 

 

Pour ne pas alourdir le texte, nous présentons en annexe quelques compléments 

d’analyse numérique. 
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 Chapitre 1 
Recherche Bibliographique 

 

 
 
 

 Une grande variété de corrélations mathématiques servant à la prédiction des transferts 

de chaleur est disponible dans la littérature, concernant aussi bien les processus transitoires 

que permanents. 

 

Parmi les travaux concernant les enceintes fermées la majorité a été consacrée à la 

géométrie cubique.  

          

         J.Pallares et al [1] ont présenté l’étude numérique de la convection naturelle 

tridimensionnelle laminaire dans une enceinte cubique chauffée par le bas, pour des nombres 

de Rayleigh modérés en considérant trois nombres de Prandtl 0.71, 10 et 130. Les parois sont 

considérés rigides et immobiles, celles horizontales sont maintenues isothermes alors que 

celles latérales sont adiabatiques. L'approximation de Boussinesq est considérée, ils ont 

obtenu sept différentes structures d’écoulements et ont identifié plusieurs transitions pour 

Ra≤6×106 et Pr ≤130.  

 

 Ramon L. Frederick et al [2] ont étudié numériquement dans une enceinte cubique avec 

une paroi verticale froide et un secteur carré chaud centré sur la paroi opposée, la convection 

naturelle stationnaire laminaire et tridimensionnelle, L’écoulement s’organise en une seule 

cellule. La transition du régime conductif au régime de convectif se fait à Ra=105. 

 

         Qi-Hong Deng et al [3] ont mené une  étude numérique de la convection naturelle 

stationnaire laminaire et bidimensionnelle dans une enceinte rectangulaire dont les parois sont 

chauffées partiellement. Une combinaison entre les différentes conditions de chauffage pour 

les parois chauffées partiellement, est utilisée pour l’adimensionalisation des équations, 

gouvernant la convection naturelle. 
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                Massimo Corcione [4] propose une étude numérique de la convection naturelle 

stationnaire laminaire et bidimensionnelle dans une enceinte rectangulaire, remplie d’air et 

soumise à un gradient de température vertical, en considérant plusieurs conditions thermiques 

pour les parois latérales. Un modèle numérique basé sur l'algorithme SIMPLER est employé 

pour la solution des équations de la masse, du mouvement et de l’énergie, les  simulations sont 

effectuées pour plusieurs valeurs du rapport d’aspect « largeur/hauteur » de l'enceinte variant 

entre 0.66 et 8 et le nombre de Rayleigh basé sur la hauteur de la cavité variant entre 103 et 

106 dont l'influence sur l'écoulement est examinée, les distributions des isothermes et des 

isocourants sont analysés et discutés. Des comparaisons parmi les différentes configurations 

thermiques considérées sont illustrées en particulier, celle où les parois latérales sont 

adiabatiques. 

 

 A.K. da Silva et al [5] ont évalué dans cette étude, l’effet sur la convection naturelle 

laminaire et tridimensionnelle dans une enceinte cubique soumise à un gradient thermique 

horizontal, du rapport d’aspect d’une ailette parallépipèdique métallique, à très grande 

conductivité thermique, en faisant varier sa longueur, cette dernière est attachée à la paroi 

verticale chaude, toutes les autres parois sont maintenues adiabatiques. L'objectif de cette 

configuration est l'augmentation de la transmission de la chaleur provenant de la paroi 

chauffée au fluide lorsque la fraction volumique de l’ailette est fixée. Deux valeurs différentes 

pour le volume de cette dernière ont été examinées: (i) une grande ailette qui occupe 10% de 

l'enceinte cubique, et (ii) une ailette beaucoup plus petite qui occupe seulement 0.1% du 

volume total de l'enceinte. La technique des éléments finis a été appliquée pour résoudre à 

l'état stationnaire les équations couplées de la vitesse et de la température en faisant varier  le 

nombre de Rayleigh basé sur la hauteur de l'enceinte « 103≤Ra ≤105 ». 

 

 Mehmet Cem Ece et al [6] ont présenté une étude de la convection naturelle stationnaire 

et laminaire en présence d'un champ magnétique dans une enceinte rectangulaire inclinée à 

laquelle on impose un gradient de température sur deux parois adjacentes, les deux autres 

parois opposées sont maintenues adiabatiques. Les équations gouvernantes sont résolues 

numériquement en utilisant la formulation vorticité-fonction de courant et une méthode de 

quadrature différentielle pour différents nombres de Grashof et de Hartman, trois rapports 

d'aspect, différents angles d'inclinaison et directions du champ magnétique. Les résultats 

montrent que l'orientation et le rapport d'aspect de l'enceinte ainsi que l’intensité et la 
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direction du champ magnétique ont des effets significatifs sur les champs d'écoulement et de 

température.  

 

        E. Bilgen et al [7] ont étudié numériquement la convection naturelle stationnaire 

laminaire dans une enceinte rectangulaire, dont une paroi verticale est active alors que toutes 

les autres parois sont adiabatiques. La paroi latérale active également divisée est chauffée et 

refroidie avec des profils de température sinusoïdaux. Deux cas ont été considérés : (i) la 

partie inférieure est chauffée tandis que la partie supérieure est refroidie, (ii) la partie 

supérieure est chauffée tandis que la partie inférieure est refroidie. Les équations de la masse, 

des quantités de mouvement et de l’énergie sont résolues numériquement et les résultats sont 

présentés sous forme d’isocourants, isothermes, nombre de Nusselt local et moyen. 

 

         Abdullatif Ben-Nakhi et Ali J. Chamkha [8] ont consacré leur étude à la convection 

naturelle stationnaire laminaire dans une enceinte carrée dont l’une des parois latérales est 

chauffée et munie d’une ailette inclinée de longueur arbitraire, alors que les trois autres parois 

sont maintenue froides. La solution numérique basée sur la méthode des volumes finis est 

obtenue. Les résultats représentatifs illustrent les effets de l'angle d'inclinaison de l’ailette 

ainsi que sa longueur sur les isocourants et les isothermes dans l'enceinte. En outre, des 

résultats pour les nombres locaux et moyens de Nusselt sont présentés et discutés pour 

différentes conditions paramétriques. 

 

         Zekeriya Altaç et Özen Kurtul [9] ont mené une étude numérique de la convection 

naturelle laminaire dans des enceintes rectangulaires inclinées contenant une plaque chaude 

verticalement située à l'intérieur. La plaque est très mince et isotherme sur les deux faces 

latérales, et elle agit comme une source de chaleur au centre. Une paroi latérale de l’enceinte 

est froide alors que les trois autres parois sont adiabatiques. L'approximation de Boussinesq 

est considérée, les équations de Navier Stokes, l'équation de continuité et l'équation de 

l’énergie, sont résolues en utilisant la formulation vorticité-fonction de courant et la méthode 

des volumes finis. Le nombre de Rayleigh varie de 105 à 107 et l'angle d'inclinaison de 

l'enceinte varie de 0° à 90°. Les rapports d'aspects des enceintes rectangulaires qui sont 

considérées dans cette étude sont A=1 et A=2. Les isothermes et les isocourant sont 

présentées pour différents nombres de Rayleigh, et les nombres de Nusselt moyens sont 

calculés en fonction du nombre de Rayleigh et d'autres paramètres géométriques non 

dimensionnels.  
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         Amaresh Dalal et Manab Kumar Das [10] ont présenté dans cette étude numérique la 

convection naturelle laminaire dans une enceinte carrée remplie d’air, dont l’une des deux 

parois latérales est corruguée. La paroi supérieure est chauffée par une température à profil 

sinusoïdal. Les trois autres parois, sont refroidies. Ce problème est résolu numériquement en 

utilisant l'algorithme SIMPLE et la méthode des volumes finis avec un schéma numérique de 

Quick dans un système de coordonnées non-orthogonal généralisé. L'effet des différents 

paramètres (nombre de Rayleigh, amplitude des ondulations ainsi que leur nombre) sur 

l'écoulement à été examiné.  

 

         Tzong Huei Chen et al [11] ont présenté une simulation numérique de la convection 

naturelle laminaire stationnaire et bidimensionnelle dans une enceinte carrée dont la paroi 

latérale gauche est divisée en deux parties (chaude-adiabatique) et celle du bas l’est en cinq 

parties (adiabatique-chaude-adiabatique-chaude-adiabatique), ceci étant un premier cas de 

chauffage, le deuxième cas de chauffage serait  d’utiliser la paroi du bas à la place de celle de 

gauche et celle de gauche à la place de celle du bas. Le problème est résolu en utilisant la 

méthode des volumes finis. Les résultats sont illustrés sous formes d’isocourants et 

d’isothermes pour des nombres de Rayleigh variant de 102 à 107 dans la cavité. Les effets des 

longueurs des parties chauffées des deux parois sur les champs hydrodynamique et thermique 

à l'intérieur de l'enceinte sont également présentés.  

 

         Abdullatif Ben-Nakhi et Ali J. Chamkha [12] ont mené une étude numérique de la 

convection naturelle stationnaire laminaire autour d'un conduit cylindrique, muni de quatre 

ailettes perpendiculaires, placé au centre d'une enceinte carrée. Le problème est 

adimensionnalisé et numériquement résolu par la méthode des volumes finis. Les résultats 

illustrent les effets de la longueur des ailettes ainsi que leur inclinaison sur les isocourants et 

les isothermes dans l'enceinte. Les nombres locaux et moyens de Nusselt sont présentés et 

discutés pour différentes conditions paramétriques. 
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 Chapitre 2 
Analyse théorique 

 

 
2.1 Description du problème 

         La figure 2.1 schématise une section transversale, par un  plan vertical, d’une cavité très 

allongée suivant un axe horizontal Az perpendiculaire au plan de la figure, de section droite 

carrée, inclinée de façon que ses plans diagonaux soit l’un vertical, l’autre horizontal, ainsi 

que le repère cartésien bidimensionnel.  

 

        La cavité est supposée remplie d’un fluide newtonien, en l’occurrence de l’air. 

 

        Initialement le système est  en équilibre thermodynamique à la température T0. Les côtés 

AB et CD sont portés à la température Tch et les côtés BC et AD à la température Tfr avec          

Tch > Tfr, ceci dans un premier cas de chauffage et nous verrons dans ce qui suit les autres cas 

de chauffage. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.1 représentation schématique de la section transversale du système                                                                                                  
par un plan vertical et du repère cartésien 
 

 

        Il se produit, donc dans l’enceinte une convection naturelle que nous nous 

proposons d'étudier numériquement. 

 

Trace du plan horizontal A

x y C 

D B
g 

α

Tfr < Tch

Tch

Tfr Tch

Tfr
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2.2   Hypothèses simplificatrices    

        Nous considérons un écoulement de fluide incompressible, à propriétés physiques 

constantes et par ailleurs nous supposons être dans le cadre de l'approximation de 

Boussinesq. Celle-ci consiste à considérer les variations de la masse volumique ρ 

négligeables au niveau de tous les termes des équations de la quantité de mouvement hormis 

dans le terme de pesanteur dont les variations avec la température, supposées linéaires 

engendrent la convection naturelle. Ces variations sont alors traduites par une équation d'état 

qui relie la masse volumique à la température. 

 

L'équation d'état est donc:  
[ ]) TT β(  1 ρ  ) T ( ρ  ) TP, ( ρ  ρ 00 −−===                 (2.1) 

où : β  est le coefficient d'expansion thermique (constant). 

   ρ0  est la masse volumique de référence (constante).  

T0  est la température de référence (constante) associée à ρ0. 

Au niveau de tous les autres termes, la masse volumique est constante et égale à ρ0. 

 

        La dissipation visqueuse et le travail des forces de pression sont négligeables dans 

l'équation de la chaleur, le rayonnement n'est pas pris en considération (les propriétés 

émissives des parois étant négligées). 

 

        Nous admettons que le problème est bidimensionnel, permanent et laminaire. 

 

2.3   Formulation vectorielle 

- Equation de continuité : 

  0Vdiv =
→

                                (2.2) 
 

- Equation du mouvement: 

  
00

ρ
Pg

ρ
ρV)grad.(V

t
V ∇+=+

∂
∂ →→→→

→

                                        (2.3) 

- Equation de la chaleur: 

  T
c ρ
λ)Tgrad.V(

t
T 2

p

∇=+
∂
∂ →→

                             (2.4) 

 

Chapitre 2-Analyse théorique 
 

8 



avec : 

 ρ, λ : masse volumique et conductivité thermique du fluide. 

 cp : Capacité calorifique massique du fluide à pression constante. 

            P : tenseur des contraintes. 

 
→→
g,V  :  Vitesse du fluide et accélération de la pesanteur. 

 

2.3.1 Formulation indicielle 

- Equation de continuité: 

  ( ) 0V
x j

j

=
∂
∂                               (2.2.a) 

- Equation du mouvement: 

  [ ] i00
j

ij

i
ji0

j
i0 g )Tβ(T1ρ

xx
P)VV(ρ

x
)V(ρ

t
τ

−−+
∂

∂
+

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂            (2.3.a) 

- Equation de la température: 

  ( ) ( ) ÷
÷









∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

jj
j

j x
Tλ

x
V T ρ

x
T ρ

t pp CC               (2.4.a)    

avec : 

   P : pression du fluide. 

 τij : tenseur des contraintes visqueuses dont les éléments dépendent du  

 taux de déformation du fluide soumis au champ de vitesse. 
 

2.4   Formulation des équations en coordonnées cartésiennes 

        Introduisons les coordonnées  cartésiennes définies sur la figure 2.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                 Figure 2.2 Coordonnées cartésiennes 
Trace du plan horizontal A

xy C

D B 
g 

α

Tfr < Tch

Tch

Tfr Tch

Tfr
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        Le problème étant bidimensionnel et permanent donc les équations (2.2), (2.3) et (2.4) 

s'écrivent respectivement :  

0  
y
V  

x
U

=
∂
∂

+
∂
∂           (2.5) 

t
U

∂
∂ + ÷÷









∂
∂+

∂
∂++

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

y
U  

x
U  υT )g.sin(  

x
P 

ρ
1   

y
U V  

x
U U 2

2

2

2

d
0

βα            (2.6.a)  

                       
t
V

∂
∂ + ÷÷









∂
∂+

∂
∂++

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

y
V  

x
V  υT ).cos( g  

y
P 

ρ
1   

y
V V  

x
V U 2

2

2

2

d
0

βα            (2.6.b) 

t
T

∂
∂ + ÷÷









∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

+
∂
∂

y
T  

x
T 

C ρ
λ  

y
T V  

x
T U 2

2

2

2

P

   (2.7) 

 
 2.5   Elimination du terme de pression de l'équation du mouvement 

         En dérivant les équations du mouvement (2.6.a) et (2.6.b) respectivement par rapport à 

y et à x. Il vient : 

( )( )

÷÷







∂
∂+

∂
∂

∂
∂

+

∂
∂

+÷÷







∂
∂

∂
∂

=÷÷







∂
∂

∂
∂

+÷







∂
∂

∂
∂

+÷







∂
∂

∂
∂

y
U  

x
U 

y
   υ 

 αsin T β g  
y

  
x
P 

ρ
1  

y
-    

y
U V  

y
   

x
U  U 

yt
U

y

2

2

2

2

d
0      (2.8.a) 

 
( )( )

÷÷







∂

∂+
∂
∂

∂
∂

+

∂
∂

+÷÷







∂
∂

∂
∂

=÷÷







∂
∂

∂
∂

+÷







∂
∂

∂
∂

+÷







∂
∂

∂
∂

 
y
V  

x
V  

x
  υ

 αcos T β g  
x

   
y
P 

ρ
1   

x
-    

y
V V  

x
   

x
V  U 

xt
V

x
2

2

2

d
0       (2.8.b) 

          

 En soustrayant l'équation (2.8.a) de (2.8.b) et en utilisant l'équation de continuité ainsi 

que la définition de la fonction de vorticité ω, nous obtenons : 

÷÷







∂

∂+
∂
∂+÷÷








∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

y
ω  

x
ω  υ   )sin( 

y
T-)cos( 

x
T  β g   

y
ω V  

x
ω U

t
ω 2

2

2

αα    (2.9) 

Avec : 

 
y
U - 

x
V  ω

∂
∂

∂
∂

=                  (2.10.a) 

÷÷







∂∂

∂
−

∂
∂=

∂
∂  

yx
U  

x
V    

x
ω 2

2

2

              (2.10.aa) 
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 ÷÷







∂∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

yx
U  

x
V  

x
  

x
ω 2

2

2

2

2

               (2.10.b) 

÷÷








∂
∂−

∂∂
∂=

∂
∂  

y
U  

yx
V    

y
ω

2

22

              (2.10.bb) 

÷÷








∂
∂−

∂∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

y
U  

yx
V  

y
  

y
ω

2

22

2

2

                (2.10.c) 

Où ; 
        U, V sont les composantes de la vitesse suivant les directions x, y. 

        En introduisant la fonction de courant ψ, de façon à vérifier identiquement l'équation de 

continuité, il vient : 










∂
∂

−=

∂
∂

=
                                  

x
ψ      V

  
y
ψ     U

                           (2.11) 

        Nous en déduisons :  

÷÷








∂
∂+

∂
∂−=  

y
ψ    

x
ψ       ω 2

2

2

2

                            (2.12) 

 

2.6   Formulation des conditions aux limites dimensionnelles 

        Les conditions initiales dimensionnelles sont : 

0 ≤ x ≤ L et  0≤ y ≤ L  

                               T = 0  (2.13.a) 

                               U =V = 
y
ψ

x
ψ

∂
∂

=
∂

∂ = 0                                                                  (2.13.b) 

                               0ω =  (2.13.c) 

 

        Les conditions aux limites dimensionnelles sont : 

 

2.6.1 Première condition pariétale thermique  

∀ y, à x = 0 ou x = L  

                               T = Tfr                                                                                                 (2.14) 

∀ x, à y = 0 ou  y = L   

                                T = Tch                                                                                            (2.15) 
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2.6.2 Deuxième condition pariétale thermique 

∀ x, à y = 0  

           fr
frch T

2
xcos1

2
TTT +÷÷








÷





+

−
= π                                                         (2.16)                    

∀ x, à y = L 

                                0
x
T

=
∂
∂                      (2.17) 

∀ y, à x = 0                           

                                fr
frch T

L
ycos1

2
TTT +÷÷








÷





+

−
= π           (2.18) 

∀ y, à x = L    

                                0
y
T

=
∂
∂                                                                      (2.19) 

2.6.3 Troisième condition pariétale thermique 
∀ x, à y = 0  

                 fr
frch T

L
x2cos1

2
TTT +÷÷








÷





+

−
= π                                                      (2.20)                          

∀ x, à y = L 

                                0
x
T

=
∂
∂     (2.21) 

∀ y, à x = 0 

                                fr
frch T

L
y2cos1

2
TTT +÷÷








÷





+

−
= π                                                       (2.22)                   

∀ y, à x = L 

                               0
y
T

=
∂
∂                                                                                                (2.23) 

2.6.4 Quatrième condition pariétale thermique      
∀ x, à y = 0            

                                frfrch T
L
xsin)TT(T +÷






−= π         (2.24) 

∀ x, à y = L 

                                0
x
T

=
∂
∂     (2.25) 

∀ y, à x = 0 

                                ( ) frfrch T
L
ysin TTT +÷






−= π              (2.26) 

∀ y, à x = L 

                                0
y
T

=
∂
∂                                                                                               (2.27) 
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Avec : 

                               U = V = 
y
ψ

x
ψ

∂
∂

=
∂

∂ = 0                                                                     (2.28) 

                             ÷÷







∂
∂

+
∂
∂

−= 2

2

2

2

y
ψ

x
ψω                                                                           (2.29) 

sur toutes les parois considérées quelque soit la condition pariétale thermique considérée. 

 

2.7   Adimensionalisation 

        L'adimensionalisation a pour avantage de faciliter la simplification des équations et de 

généraliser les résultats. 

        Posons les quantités adimensionnelles suivantes : 

  L : la longueur des côtés de l’enceinte est prise comme référence.    

L
xx =+ ,

L
yy =+ ,

a
UL U =+ ,

a
VLV =+ ,

a
ωLω 

2

=+ ,
frch

fr

TT
TTT 

−
−

=+ ,
a
ψψ =+  et 2L

tat =+  

 Et en les portants dans les équations (2.5), (2.7) et (2.9), on obtient : 

 0
y
V

x
U

=
∂
∂

+
∂
∂

+

+

+

+

                   (2.30)  

 2

2

2

2

y
T

x
T

y
TV

x
TU

t
T

+

+

+

+

+

+
+

+

+
+

+

+

∂

∂
+

∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂                 (2.31) 

        ( ) ( ) ÷
÷









∂

∂
+

∂

∂
+÷÷








∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+
+

+

+
+

+

+

2

2

2

2

y
ω

x
ωPrαsin

y
Tαcos

x
TRa.Pr

y
ωV

x
ωU

t
ω        (2.32) 

Avec : 

      
a
νPr =  et 

νa

3
frch L)TT(gβRa −

=                 

       Pr, le nombre de Prandtl.  

Où: 
 Les composantes U+, V+ de la vitesse et de la vorticité ω+ adimensionnelles sont définies par : 

+

+
+

∂
∂

=
y
ψ      U                                        (2.33.a) 

+

+
+

∂
∂

−=
x
ψV                            (2.33.b) 













∂
∂+

∂
∂−=

+

+

+

+
+  

y
ψ    

x
ψ        ω 2

2

2

2

                                        (2.34) 
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2.8 Formulation des conditions aux limites adimensionnelles 

        Les conditions initiales adimensionnelles sont : 

0 ≤ x ≤ 1 et  0≤ y ≤ 1  

  T+ = 0         (2.35) 

 U+ =V+ = 
+

+

+

+

∂
∂

=
∂
∂

y
ψ

x
ψ =0                (2.36) 

 0ω =+                    (2.37) 

 

        Les conditions aux limites adimensionnelles sont : 

 

2.8.1 Première condition pariétale thermique  

∀ y, à x = 0 ou x = 1  

 T+ = 0             (2.38) 

∀ x, à y = 0 ou  y = 1   

 T+ =1                   (2.39) 

 
2.8.2 Deuxième condition pariétale thermique 
∀ x, à y = 0  

           ( )( )++ += xcos1
2
1T π                                                                             (2.40) 

∀ x, à y = 1 

                                0
x
T

=
∂
∂

+

+

                     (2.41) 

 ∀ y, à x = 0                           

                                ( )( )++ += ycos1
2
1T π           (2.42) 

∀ y, à x = 1    

                                0
y
T

=
∂
∂

+

+

                                                                     (2.43) 

 
2.8.3 Troisième condition pariétale thermique 
∀ x, à y = 0  

                 ( )( )++ += x2cos1
2
1T π                                                                          (2.44) 

∀ x, à y = 1 

                                0
x
T

=
∂
∂

+

+

    (2.45) 
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∀ y, à x = 0 

                                ( )( )++ += y2cos1
2
1T π                                                                          (2.46)    

∀ y, à x = 1 

                               0
y
T

=
∂
∂

+

+

                                                                                             (2.47) 

 

2.8.4 Quatrième condition pariétale thermique      

∀ x, à y = 0            

                                ( )++ = xsinT π        (2.48) 

∀ x, à y = 1 

                                0
x
T

=
∂
∂

+

+

   (2.49) 

∀ y, à x = 0 

                                ( )++ = ysinT π             (2.50) 

∀ y, à x = 1 

                                0
y
T

=
∂
∂

+

+

                                                                                            (2.51) 

Avec : 

 U+ =V+ = 
+

+

+

+

∂
∂

=
∂
∂

y
ψ

x
ψ =0               (2.52) 

                              ÷
÷









∂

∂
+

∂

∂
−=

+

+

+

+
+

2

2

2

2

y
ψ

x
ψω                                                                      (2.53)      

sur toutes les parois considérées quelque soit la condition pariétale thermique considérée. 

                           

2.9   Coefficients d’échange de la chaleur 

2.9.1Valeur locale du nombre de Nusselt 

 En utilisant les définitions des températures adimensionnelles dans les deux conditions, 

il vient : 

• Sur les parois AB et CD :                                                           

                                
0,1yy

TNu CDAB, L
=

+

+

∂
∂

−=                                                                  (2.54.a)                
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• Sur les parois AD et BC:  

                                
0,1xx

TNu BC AD, L
=

+

+

∂
∂

−=                                                                 (2.54.b)        

                                                                                                      

2.9.2 Nombre de Nusselt global  

         Définissons (par unité de longueur suivant Az) la somme des nombres de Nusselt 

moyens des deux parois chaudes, comme étant un nombre de Nusselt global relatif à ces deux 

dernières : NuG(AB+CD)=NuM AB+NuM CD   

Et la somme des deux nombres de Nusselt moyens des deux parois froides, comme étant un 

nombre de Nusselt  global relatif à ces deux parois :   NuG(AD+BC) =NuM AD+NuM BC.     

 

 Il vient :  

                     NuG (AB+CD) dx
y
Tdx

y
T

1

1

0

1

0 0
∫∫ ÷÷








∂
∂

+÷÷








∂
∂

= +

++

+                                                     (2.55.a)            

   

                     NuG (AD+BC) = dy
x
Tdy

x
T

1

1

00

1

0
∫∫ ÷÷








∂
∂

+÷÷







∂
∂

+

+

+

+

                                                     (2.55.b)       

     Avec:   

                       NuM AB = dx
y
T

0

1

0
∫ ÷÷








∂
∂

+

+

   NuM CD = dx
y
T

1

1

0
∫ ÷÷








∂
∂

+

+

     

 

                       NuM AD = dy
x
T

0

1

0
∫ ÷÷








∂
∂

+

+

      NuM BC = dy
x
T

1

1

0
∫ ÷÷








∂
∂

+

+
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 Chapitre 3 

Formulation Numérique 

 

3.1   Introduction  

L'examen du système différentiel établi dans le chapitre précédent, montre que deux 

paramètres influencent les profils de la fonction de courant et de la température dans 

l'enceinte cubique, en maintenant le nombre de Prandtl constant, ce sont : 

-   l'angle d’inclinaison α . 

-   le nombre de Rayleigh Ra. 

        Dans notre travail, nous utilisons :   

-   Une valeur de l'angle d'inclinaisons α=45°. 

        Nous utilisons des pas ∆x et ∆y constants. 

Plus précisément, nous posons : 

1NI
xxΔx 1NI

−
−

=  

avec :              
1NN
yyΔy 1NN

−
−

=  

                     NI : le nombre des points suivant x. 

NN : le nombre des points suivant y. 

3.2 Méthode de résolution numérique 

        Pour la résolution du système d'équations (2.31), (2.32) et les conditions aux limites 

associées, nous considérons une solution numérique par la méthode des volumes finis. Alors 

que pour l'équation (2.34), nous considérons une solution numérique par la méthode des 

différences centrées. 

        Les deux méthodes sont très utilisées dans la solution numérique des problèmes de 

transferts, elles sont bien exposées par S.V. PATANKAR [13], E.F. NOGOTOV [14] et par 

E. SAATAJIAN [15].  

 

        La figure 3.1 représente le domaine physique et le domaine de calcul. 

Chapitre 3- Formulation Numérique 

17 



 

 

 

 

  

 

 

 

Figure 3.1 Domaine de calcul et domaine physique. 

        

3.2.1 Volume élémentaire d'intégration  

        On découpe l'espace annulaire selon les directions x et y en un ensemble de volumes 

élémentaires ou « volume de contrôle » égaux à «∆x.∆y.1 ». (Le problème étant 

bidimensionnel, on prend l'unité dans la direction z comme épaisseur). 

 

        Le centre d'un volume fini typique est un point P et ses faces latérales « est », « ouest », 

« nord » et « sud », sont désignées respectivement, par les lettres e, w, n et s. Chacun des 

volumes finis intérieurs est entouré de quatre autres volumes finis. Les centres de ces 

volumes sont les points E, W, N et S. Les variables scalaires (vorticité, température) sont 

stockées aux points centrés dans les volumes finis. Donc les équations de transfert des 

variables scalaires sont intégrées dans le volume fini typique.  

 

        Les nœuds E et N sont pris dans les directions des coordonnées positives de x et y 

respectivement et les nœuds W et S dans les sens contraires. 

 

        La figure 3.2 représente un volume-fini typique et son voisinage dans un domaine de 

calcul. 

 

Domaine de Calcul 
 

Δyx∆

α 

x y 

α 

Tf

r 

Tfr Tch 

Tch 

yNN xNI 

Domaine Physique  
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Figure 3.2 Représentation d'un volume-fini typique et son voisinage 

dans le domaine de calcul. 

. 

3.3   Discrétisation de l'équation générale de transfert d'une variable ϕ dans le               

       volume de contrôle 

         Pour illustrer la discrétisation des équations de transfert par la méthode des volumes 

finis, nous considérons l'équation de transfert sous sa forme générale. 

 

         Pour bien comprendre cette méthode nous considérons d'abord l'équation de la chaleur 

(2.31) et l'équation du mouvement (2.32). 

        Elles s'écrivent, compte tenu de l'équation de continuité (2. 30), respectivement : 

0    ) 
y
T     TV  (  

y
    ) 

x
T    T  U(  

xt
T

=
∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

+

+
++

++

+
++

++

+
                                    (3.1)                               

         
y
T)sin(

x
T)cos(Ra.Pr  ) 

y
ωPr   ωV  ( 

y
    ) 

x
ωPr ω  U( 

xt
ω

÷÷







∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

+

+

+

+

+

+
++

++

+
++

++

+

αα     (3.2)                                                

         Ces deux équations sont de la forme générale : 

φφφ S    ) 
y
φ Γ    φ V (  

y
    ) 

x
φ Γ    φ U(  

x
 

t
φ

=
∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂ +

+
+

+
            (3.3) 

 

        Les sources et les coefficients de diffusion sont spécifiés dans le tableau 3.1 

 

x(i-1)  x(i+1)

y
xy(j+1)

(δy)n

y(j)

(δy)s

y (j-1)

(δx)w  
x(i)  

(δx)e

(∆y)  

N  

(∆x)  

E  W  

S

w e  

n

s

Jn

JeJw

Js  

P
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équation φ  
φΓ  φS  

3.1 T+ 1 0 

3.2 ω+ Pr 
÷÷







∂
∂

−
∂
∂

+

+

+

+

y
T)sin(

x
T)cos(Ra.Pr αα   

 

Tableau 3.1 Les sources et les coefficients de diffusion des variables ϕ 

 

φ    : fonction générale (soit ω+, soit T+).  

φΓ  : coefficient adimensionnel. 

φS    : terme de source.  

        

 L'équation de discrétisation d'une variable φ  est obtenue par l'intégration de son équation de 

conservation dans un volume fini typique. Ci-après, nous présentons un cas de discrétisation 

d'une équation de transfert de ϕ. 

 

∫∫ ∫ ∫ ∫∫

∫ ∫ ∫∫∫ ∫
++

+

++

+

++

+

++

+

∆+
+

+

∆+

+
+

∆+

+

∆+

=
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

e

w

n

s

e

w

n

s
φ

tt

t
φ

tt

t

e

w

n

s
φ

tt

t

e

w

n

s

tt

t

dxdydtS )dxdydt  
y
φ Γ    φ V (  

y

dxdydt) 
x
φ Γ  φ U(  

xt
φdxdydt

 

Ou bien : 

( ) ( )

    

  

3

e

w

n

s
φ

tt

t

2

e

w

n

s
φφ

tt

t

1

e

w

n

s

tt

t

e

w

n

s

tt

t

dxdydtS dxdydt 
y
φ Γ 

y
 

x
φ Γ 

x
 

 dxdydt
y

φV 
x

φU dxdydt
t
φ

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

++

+

++

+

++

+

++

+

∆+

++++

∆+

+

+

+

+∆+∆+

+

+







÷÷







∂
∂

∂
∂

+÷







∂
∂

∂
∂

=







∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

 

       Les termes 1, 2 et 3 représentent les intégrales doubles dans le volume fini (entre les 

faces w-e et s-n), des termes de la convection, de la diffusion et de la source de ϕ. Pour la 

discrétisation spatiale, nous utilisons le schéma de la loi de puissance (Power Law) pour 

approcher les variations de ϕ entre les points du maillage [13]. Ce schéma présente l'avantage 

d'être inconditionnellement stable, [13].  
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 Posons : 










÷÷







∂
∂

−=

÷







∂
∂

−=

+

+

           

y
φ Γ    φ V  j

 
x
φ Γ    φ U  j

φy

φx

                           (3.4) 

Où   jy et jx sont les flux totaux (convection plus diffusion). 

 

 En portons ces valeurs dans l'équation (3.3), on obtient : 

φ
yx S    
y
j

    
x
j 

t
φ

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂                            (3.5) 

 L'intégration de l'équation (3.5) dans le volume de contrôle de la figure 3.2 donne : 

ΔV .S  j  j  j  j 
t

yx)φφ(
φwesn

0
p

t
p =−+−+

∆
∆∆−

+

+

              (3.6)   

je, jw, jn et js sont les valeurs de flux totaux aux interfaces du volume de contrôle. 

 

       φS  est la valeur moyenne de Sφ  dans ce volume élémentaire. Ce terme peut 

généralement être linéarisé en fonction de ϕp (au nœud P) et se mettre sous la forme : 

pp0φ φ . S   S    S +=                   (3.7) 

avec  0  Sp 〈 . 

        Par suite l'équation (3.6) devient : 

+∆
∆∆−

+

t
yx)φφ( 0

p
t

p  + j n – j s+ j e – j w = (S0 + SP. ϕP).∆V             (3.8) 

        En intégrant aussi l'équation de continuité (2.11) dans le volume élémentaire, on 

obtient : 

             Fn – Fs + Fe – Fw   = 0                                        (3.9) 

Où Fn, Fs, Fe et Fw, sont les débits massiques (termes de convection) à travers les surfaces de 

ce volume :  











=
=
=
=

+

+

+

+

     

Δy . )   U(   F
Δy . )   U(   F
Δx . ) V  (   F
Δx . ) V  (   F

ww

ee

ss

nn

               (3.10) 

    Nous poserons dans ce qui suit p
t
p φφ =

+
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   En multipliant l'équation (3.9) par la fonction ϕP et en soustrayant l'équation obtenue de 

l'équation (3.8), il vient :  

             ΔV ). φ . S  S (    ) φ . F  j (  

) φ . F   j (    ) φ . F   j (    ) φ . F   (j
t

yx)-φ(φ

pp0PWW

peepsspnn
0
pp

+=−−

−+−−−+
∆

∆∆
+           (3.11) 

        D'après le schéma numérique du POWER LAW de S.V. PATANKAR  [13],  on peut 

représenter les termes entre parenthèses de l'équation (3.11) de la manière suivante : 











−=−
−=−
−=−
−=−

        

) φ   φ ( a   φ . F   j
) φ   φ ( a   φ . F   j
) φ   φ ( a   φ . F   j
) φ   φ ( a   φ . F   j

PWWPww

EPEPee

PSSPss

NPNpnn

                                  (3.12)    

            

        Introduisons ces valeurs dans l'équation (3.11) on obtient : 

  
            ΔV . ) φ . S   S (    ) φ   φ ( a  

 ) φ   φ ( a    ) φ   φ ( a    ) φ   φ ( a
t

yx)φ-(φ

PP0PWW

EPEPSSNPN
0

pp

+=−−

−+−−−+
∆

∆∆
+         (3.13) 

 

        Ce qui nous amène enfin à l'équation de discrétisation : 

  b  φ a  φ a  φ a  φ a  φ a WWEESSNNPP ++++=                         (3.14) 

avec : 

  ΔV S-aa  a  a  a  a p
0
pWESNP ++++=             (3.15) 

                        +∆
∆∆

=
t

yxa 0
p                 (3.16) 

  0
p

0
p0 aV Δ .S    b ϕ+=                (3.17) 

        On introduit maintenant la fonction ( )   P  A du nombre de Péclet, qui est celle de la loi 

de puissance (Power Law), d'après S.V. PATANKAR [13], elle est donnée par : 

( ) ( )    P  0.1  1 0,      P  A 5−=  

         Le symbole BA, signifie que le maximum entre A et B est choisi. 

         Les coefficients de l'équation algébrique (3.14) deviennent alors : 
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( )
( )
( )
( ) 
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eeeE

sssS
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                                   (3.17) 

        Dans les relations (3.17), les grandeurs  Dn, Ds, De et Dw  sont les termes diffusifs, et Pn, 

Ps, Pe et Pw  sont donc, les nombres de Péclet, ils sont définis par : 
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                           (3.18)                         
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                           (3.19) 

         Les pas d'intégration (δx)n, (δx)s, (δy)e et (δy)w peuvent être égaux ou non aux pas de    

calcul Δx et Δy respectivement. Ils sont choisis constants et égaux aux pas Δx et Δy.                                            

Considérons  que  les  interfaces  n, s, e et w  qui sont les milieux des  (P,N), (P,S),  (P,E) et 

(P,W).   

         Dans ces conditions les grandeurs précédentes s'écrivent : 

( )

( )

( )

( )
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e
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                          (3.20) 
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         Parmi les conditions de convergence et de stabilité exigées par cette méthode, notons 

que dans l'équation (3.14) tous les coefficients doivent être positifs٫ SP doit être négatif et le  

coefficient ap, doit  être égal à la somme des autres coefficients et SP∆V. 

 

         La discrétisation précédente s'applique aux équations différentielles aux dérivées 

partielles de toutes les variable dépendantes : ϕ  est l'une de ces variables T+ et ω+. Pour 

chaque variable, le coefficient de diffusion Гϕ et la source Sϕ sont définis dans le tableau 3.1. 
 

3.4 Discrétisation de l'équation de l'énergie 

   L'équation de l'énergie est intégrée dans le volume fini typique de 

dimension ( ) ( )PP Δy . Δx . En suivant les mêmes étapes de discrétisation, on obtient l'équation 

algébrique suivante : 

TWWEESSNNPP S  T a  T a T a  T a  T a ++++= +++++              (3.21) 

le coefficient aP figurant dans l'équation (3.15) devient : 

+∆
∆∆

++++=
t

yxa  a  a  a  a WESNP                                                  (3.22) 

Et le terme de source de cette équation est : 

                        pT T
t

yxS +∂
∆∆

=  

où aN, aS, aE et aW ont respectivement les mêmes expressions que celles données dans le 

système (3.17). 

         En introduisant la fonction de courant adimensionnelle ψ+ dans le système (3.10), il 

vient :   
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                          (3.23)        

Dans la suite nous supposons que : 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )       
2

1j , i ψ  j , i ψ  ψ

     
2

j , i ψ  1  j , i  ψ  ψ

         
2

 j , 1i ψ  j , i ψ  ψ 

       
2

j , i ψ  j 1, i ψ  ψ

w

e

s

n

−+
=

++
=

−+
=

++
=

++
+

++
+

++
+

++
+

 

         Le développement du gradient de la fonction de courant à l'interface "e" est établi 

d'après la démarche de E.F. NOGOTOV [14], comme suit : (voir figure 3.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.3 Représentation schématique des nœuds P, E, W, N et S dans le maillage 
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 Par suite la fonction Fe s'écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]  j , 1  i  ψ -  1  j , 1  i  ψ -  j , 1  i  ψ   1  j , 1  i  ψ  
4
1  Fe +++−++−= ++++         (3.24.a) 

x( i )  

EW  
(i,j-1)

y(j+1)

y(j)

y(j-1)

x(i-1) x(i+1)

(∆y)

N

(∆x)  

S

n

s  

(i+1,j-1) (i+1,j) (i+1,j+1)

(i-1,j-1) (i-1,j+1) (i-1,j) 

(i,j)

(i-1/2,j-1/2)

(i+1/2,j+1/2)

(i-1/2,j+1/2)

(i+1/2,j-1/2)

(i,j+1)
e  Pw
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        De la même façon, on écrit le gradient à l'interface "w''. 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
y4

  1j , 1i  ψ -  j , 1i  ψ -  1j , 1i  ψ   j , 1i  ψ 

            
Δy

 1/2  j , 1/2  i  ψ  1/2  j , 1/2  i  ψ 
y
ψ

w

∆
−−−−+++

=

−−−−+
=÷÷








∂

∂

++++

+++

 

         Et la fonction Fw est donnée par : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]  j , 1  i  ψ -  1 - j , 1  i  ψ -  j , 1  i  ψ   1 - j , 1  i  ψ  
4
1  Fw ++−+−= ++++         (3.24.b) 

 
         De la même manière, le gradient à l'interface "n" est défini par : 

( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )
x4
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x
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n
∆
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∂
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         On en déduit : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]  1j , i  ψ -  1 - j , 1  i  ψ -  1j , i  ψ   1  j , 1  i  ψ 
4
1  Fn −+++++= ++++                    (3.24.c) 

 
         Le gradient à l'interface "s" s'exprime par la relation :   

( ) ( ) ( ) ( )
x4

  1j , i  ψ-  1j , 1i  ψ-  1j , i  ψ  1j , 1i  ψ  
x
ψ

s
∆

−−++++−
=÷÷








∂

∂ +++++

 

 
      Et l'expression Fs devient : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]  1j , i  ψ -  1 - j , 1 - i  ψ -  1j , i  ψ   1  j , 1 - i  ψ  
4
1 Fs −+++= ++++                    (3.24.d) 

 

         Comme nous l'avons montré précédemment dans le tableau 3.1, le coefficient ΓΦ prend 

la valeur (1). 

 

         En portant cette valeur dans le système (3.20), les coefficients De, Dw, Dn et Ds  

s'écrivent : 
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        Par suite, les nombres de Péclet dans le système (3.19) deviennent : 
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                           (3.26) 

        Pour homogénéiser les notations dans l'équation (3.21), on écrit W, P, E, N et S 

respectivement   (i-1, j), (i, j), (i+1, j), (i, j+1)  et  (i, j-1). 

 

        Les coefficients aE, aW, aN et aS sont pris au nœud (i,j).  

        Ainsi l'équation  (3.21)  peut finalement s’écrire sous la forme :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) TSNWEP S j , 1-i  Ta   j , 1i  Ta 1- j i,  Ta   1j , i  Ta   j , i  Ta ++++++= +++++        (3.27) 

 

3.4.1 Discrétisation des conditions aux limites 

Pour satisfaire les conditions imposées à la température  des parois, on doit avoir : 

3.4.1.1 Première condition pariétale thermique  

• Sur les parois froides  (I=1 et I=NI) : 

aP = 1 

aE = aW = aN = aS = 0 et ST = 0 

• Sur les parois chaudes (J=1 et J=NN) : 

 aP = 1 

                       aE = aW = aN = aS = 0 et ST = 1 

3.4.1.2 Deuxième condition pariétale thermique 

• Sur la première paroi active  (J=1) : 

aP = 1 

aE = aW = aN = aS = 0 et ( )( )++= xcos1
2
1ST π  

• Sur la deuxième paroi active  (I=1) : 

aP = 1 

aE = aW = aN = aS = 0 et ( )( )++= ycos1
2
1ST π  
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3.4.1.3 Troisième condition pariétale thermique  

• Sur la première paroi active  (J=1) : 

aP = 1 

aE = aW = aN = aS = 0 et ( )( )++= x2cos1
2
1ST π  

• Sur la deuxième paroi active  (I=1) : 

aP = 1 

aE = aW = aN = aS = 0 et ( )( )++= y2cos1
2
1ST π  

3.4.1.4 Quatrième condition pariétale thermique  

 
• Sur la première paroi active  (J=1) : 

aP = 1 

aE = aW = aN = aS = 0 et ( )+= xsST πin  

• Sur la deuxième paroi active  (I=1) : 

aP = 1 

aE = aW = aN = aS = 0 et ( )+= ysST πin  

Pour le deuxième, troisième et quatrième cas les coefficients de l’équation de discrétisation 

quand l’une des parois est considérée adiabatique sont les suivants :     

• Sur la première paroi adiabatique (J=NN) : 

aP = 1 

aN =1 

                 aE = aW = aS = 0 et ST = 0 

• Sur la première paroi adiabatique (I=NI) : 

aP = 1 

aW =1 

                 aE = aN = aS = 0 et ST = 0 

 
3.5 Discrétisation de l'équation de quantité de mouvement  

  L'équation discrétisée  (3.13)  peut se mettre sous forme : 

b   a   a   a   a   a WWEESSNNPP ++++= ωωωωω +++++            (3.28) 

         L'identification du coefficient  aP   à celui de l'équation  (3.15) donne : 

ΔV S-aa  a  a  a  a p
0
pWESNP ++++=                                          (3.29) 
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avec : 

SP.∆V = 0                 (3.30) 

        Les coefficients de l'équation algébrique  aN, aS, aE  et  aW   ont pour expressions celles  

données par le système  (3.17). 

        Lorsque le coefficient ΓΦ est égal à (Pr), comme nous l'avons montré dans le tableau 3.1, 

aux interfaces  n, s, e  et  w;  les coefficients  Dn, Ds, De  et  Dw  se déduisent des expressions 

suivantes : 
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         Les nombres de Péclet dans le système  (3.19)  deviennent : 
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                           (3.32) 

         Les coefficients  Fn, Fs, Fe  et  Fw  ont respectivement les mêmes expressions que dans le 

système (3.24.a), (3.24.b), (3.24.c) et (3.24.d). 

 

         Dans le tableau 3.1, nous pouvons constater que le terme constant (S0) du terme de 

source est donne par : 

 )sin(T)cos(Ra.PrS0 ÷÷







∂
∂

−
∂
∂

= +

+

+

+

y
T

x
αα                                    (3.33) 

         Par conséquent, le coefficient b devient : 

ΔV S  b 0=   

Avec: 

.1Δy  Δx.  ΔV =  

 

 

 

b s'écrit donc :  
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y    x. 
y
T)sin(

x
T)cos(Ra.Prb ∆∆÷÷








∂
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+

αα                                   (3.34) 

avec :  

( ) ( )
Δx 2

 j1,i  T   j1,i  T  
x
T  

j i,

−−+
=

∂
∂ ++

+

+
             (3.35) 

( ) ( )
Δy 2

 1ji,  T   1ji,  T  
y
T  

j i,

−−+
=

∂
∂ ++

+

+
              (3.36) 

         Pour homogénéiser on utilise les notations citées au paragraphe précédent, les nœuds  

W, P, E, N et S  deviennent respectivement  (i, j-1) ; (i, j) ; (i, j+1) ; (i+1, j)  et  (i-1, j). Les 

coefficients  aN, aS, aE, aW  et b sont pris au nœud (i, j). 

      

         Il s'ensuit que l'équation du mouvement discrétisée  (3.28)  s'écrit finalement : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )            b     1-j , i  ω a     1j , i  ω a  

 j , 1i  ω a     j , 1i  ω a     j , i  ω a
 

WWEE

SSNNPP

++++
−++=

++

+++

            (3.37) 

 

 

3.5.1 Discrétisation des Conditions aux limites 

  En déterminant la vorticité ω+ sur les parois, nous utilisons la méthode élaborée par P.J.  

ROACH [16], qui a exprimé ω+en fonction de ψ+ et utilisé un développement en série de 

Taylor : 

 

• Sur la paroi froide (I = 1) : 
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Développons en série de Taylor la fonction de courant au voisinage de la paroi active interne 

(i=1, NI) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .....
y

 j , 1ψ
2!

Δy 
y

 j , 1ψ
1!
Δy  j , 1ψ  j , 2ψ 2

22
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∂
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        La vorticité sur cette paroi s'écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )   
Δx2

 j , 3 ψ   j , 2  ψ8   j , 1 7ψ     j1, ω 2 






 +−
=

+++
+                                 (3.38.a) 

• Sur la paroi froide (I = NI) : 
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        La vorticité sur cette paroi s'écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )  
Δx2

 j , 2-NI ψ   j , 1-NI  ψ8   j , NI 7ψ    jNI, ω 2 






 +−
=

+++
+                     (3.38.b) 

• Sur la paroi chaude (j = 1) : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

  
Δy2

 3 , i  ψ   2 , i  ψ 8 1 , i 7ψ     i,1 ω 2 






 +−
=

+++
+                       (3.39.a) 

• Sur la paroi chaude (j = NN) : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

  
Δy2

  2-NNi, ψ  1NN, i ψ8  NN , i 7ψ    NNi, ω 2 






 +−−
=

+++
+                     (3.39.b) 

 

3.6    Discrétisation de l'équation de la fonction de courant   

    Réécrivons l'équation adimensionnelle  (2.26)  sous la forme suivante : 
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         Nous remarquons que l'identification de cette équation à l'équation (3.3) est compliquée, 

c'est pourquoi pour la discrétiser nous utiliserons le développement en série de Taylor : 
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         Nous en déduisons :  

  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )                            
Δy

 ji,ψ2  1ji, ψ  1ji, ψ
  

Δx
ji, ψ2   j1,i ψ   j1,i ψ
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2

2
 





−−++
+





 −−++
=−

+

+++

+

+++
+

           (3.42) 

         La fonction de courant au nœud  P  sera donc exprimée en fonction de celle aux nœuds 

W,  N,  E  et  S  s'écrit : 
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          (3.43) 

 

 

3.6.1 Discrétisation des Conditions aux limites  

        Les conditions aux limites, que nous avons déterminées pour les parois isothermes dans 

les équations (2.27.b) et (2.28.b)  deviennent : 

• Sur la paroi chaude (J = 1 et j = NN):  

  ( ) ( ) ( ) 0
Δy 2

 j3, ψ  j2,  4ψ  j1,  3ψ  
y
ψ  

ji,

=
−+−=

∂
∂

++++

 

et donc: ( ) ( ) ( )
3

 j3, ψ  j2,  4ψ  j1,  ψ
++

+ −
=            (3.44.a) 

• Sur la paroi froide  (I = 1 et I = NI)  

                        ( ) ( ) ( )
3

 j2,NI ψ  j1,-NI  4ψ  jNI,  ψ −−
=

++
+                                 (3.44.b) 

         Nous obtenons donc un système d'équations linéaires que nous résolvons par la méthode 

itérative de "underrelaxation". 

 

3.7   Discrétisation des composantes de la vitesse  

   Les équations (2.24.a) et (2.24.b) nous donnent respectivement les composantes 

adimensionnelles  U+
   et  V+  de la vitesse : P.J. ROACHE [16], utilise les différences centrées 

pour obtenir une expression discrétisée de ces composantes, ce qui nous donne : 
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∀   (i, j)  i  ≠ 1   ;  i  ≠  NI 

j  ≠ 1  ;  j   ≠  MI 
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3.8   Processus du calcul 

   Pour résoudre le système d'équations  (3.27),  (3.37)  et  (3.38)  nous utilisons la méthode 

proposée par E.F.  NOGOTOV [14]. 

        Ces équations peuvent se mettre sous la forme suivante adaptée précisément à une 

résolution à l'aide d'une méthode itérative à coefficients de relaxation :  

( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( )] j 1,i  T a  j 1,i  T a  1j , i  T a

 1j , i  T a 
a
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n : ordre de l'intégration. 

       Les paramètres  GT, GW et GP sont les "facteurs de relaxation". Leurs valeurs dépendent, 

en principe, de la valeur du nombre de Rayleigh (Ra).  

 

      Nous résolvons le système d'équations (3.46), (3.47) et (3.48) de la façon suivante : 

1/ Initialisation des valeurs de la température, de la vorticité et de la fonction de 

courant au sein du maillage. 

2/  Calcul de la distribution de la température.  

3/  Calcul de la vorticité. 

4/  Calcul de la distribution de la fonction de courant. 

5/  Calcul des composantes des vitesses. 

6/ Le processus itératif est répété jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de changement significatif 

de la valeur de ψ par rapport au critère de convergence suivant : 

                                           10         
 max

 max  max
 8

1n

n1n −
+

+

≤
ψ

ψ−ψ  

7/  Le même critère est utilisé pour la vorticité et la température.  

8/  Stockage des valeurs de T, ω, ψ. 
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 Chapitre 4 

Résultats 

 

 

4.1  Introduction 

              Dans notre étude, nous avons utilisé les conditions pariétales thermiques suivantes :  

− Les parois opposées sont chauffées différemment Tch et Tf (Tch > Tf) . 

− Nous imposons aux deux parois inférieures une température dont les variations sont 

périodiques suivant les dimensions de chacune des parois considérées et nous 

maintenons les deux parois supérieures adiabatiques. 

 

4.2  Etude du maillage 

       Dans cette étude plusieurs maillages ont été utilisés arbitrairement pour la configuration 

suivante : (α=45°. Pour Ra=102, Ra=103, Ra=104, Ra=105, Ra=2.105), pour voir leurs effets 

sur les résultats, le tableau 4.1 nous montre donc, la variation du nombre de Nusselt moyen et 

de la valeur maximale de la fonction de courant, en fonction du nombre de nœuds, et nous a 

permis de choisir le maillage (111x111). 

 

Tableau 4.1 Variation de la valeur maximale 

de la fonction de courant en fonction du nombre de nœuds 

 

 

 

141X141 131X131 121X121 111x111 101x101 91x91 81x81 71x71 61x61 51x51 41x41 31x31 21x21 nixnn

0,06 0,08 0,09 0,14 0,15 0,20 0,29 0,35 0,50 0,73 0,67 -0,57  ( % ) Er

15,13 15,12 15,11 15,09 15,07 15,05 15,02 14,98 14,93 14,85 14,74 14,64 14,73 Ψmax

0,04 0,04 0,06 0,06 0,06 0,12 0,14 0,25 0,34 0,37 0,68 0,12  ( % ) Er

11,28 11,27 11,27 11,26 11,25 11,25 11,23 11,22 11,19 11,15 11,11 11,03 11,02 Ψmax

0,00 0,00 0,00 0,00 0,04 0,04 0,00 0,07 0,14 0,00 0,14 1,52  ( % ) Er

2,834 2,834 2,834 2,834 2,834 2,833 2,832 2,832 2,83 2,826 2,826 2,822 2,779 Ψmax

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,31 0,00 0,00 0,31 0,31 0,00  ( % ) Er

0,326 0,326 0,326 0,326 0,326 0,326 0,326 0,325 0,325 0,325 0,324 0,323 0,323 Ψmax

0 0 0 0 0 0,0 0,0 0,0 0,0 3,0 0,0 0,0  ( % ) Er

0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 0,032 0,032 0,032 Ψmax

Ra
=1

05
Ra

=1
04

Ra
=1

03
Ra

=1
02

Ra
=2

.1
05
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4.3 Comparaison des résultats issus de ce code de calcul avec ceux de la littérature 

Dans une première étape nous allons exposer les solutions du problème de Davis [17], où 

il considère une enceinte parallélépipédique allongée suivant un axe donné et de section 

carrée, les deux parois verticales sont différentiellement chauffées alors que les parois 

horizontales sont isolées. Nous avons appliqué notre code de calcul à la configuration 

présentée par Davis et nous avons comparé les résultats de nos calculs avec les siens, nous 

remarquons qu’ils sont en bon accord, l'écart relatif maximal dans tous les cas n'atteint pas 

1% . Le tableau 4.2 illustre bien cette comparaison. 

 
Dans ce tableau Ψmid  est la valeur de la fonction de courant au milieu de l'enceinte, Ψmin 

est la valeur minimale de la fonction de courant, NUAB est le nombre de Nusselt moyen sur la 

paroi AB. 

 

 

Tableau 4.2 Comparaison de nos résultats avec ceux de la référence [17]  

 

 

 

 

 

 

 

Davis

Présent Code
(51x51) pour Ra=103 et 104

(61x61) pour Ra=105

Ecart Relatif
(présent code - ref)/ref

NuAB 1,117 1,119 0,18%
Ra=103

Ψmid -1,174 -1,173 -0,09%
NuAB 2,238 2,252 0,63%

Ra=104
Ψmid -5,071 -5,059 -0,24%
NuAB 4,509 4,531 0,49%

Ra=105
Ψmid -9,111 -9,112 0,01%
Ψmin -9,612 -9,611 -0,01%
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4.4  Première condition pariétale thermique :  

4.4.1 Influence du nombre de Rayleigh 

4.4.1.1 Isothermes et lignes de courants 

       Les figures (4.1-4.5) représentent les isothermes et les lignes de courant pour différentes 

valeurs du nombre de Rayleigh Ra quand α=45°. 

 

       Ces figures montrent que la structure de l'écoulement est bicellulaire. Le plan horizontal 

fictif médian sépare un tourbillon supérieur tournant dans le sens horaire d'un tourbillon 

inférieur tournant dans le sens trigonométrique. 

 

Pour Ra=102, Ra=103 les lignes isothermes des figures (4.1) et (4.2) sont des courbes 

presque parallèles et épousent assez bien les profils des parois. Dans ce cas la distribution des 

températures est simplement décroissante de la paroi chaude vers la paroi froide. On peut dire 

que les transferts thermiques se font par pseudo conduction au niveau de la paroi chauffée, car 

les champs des vitesses sont différents de zéro. Les valeurs de la fonction de courant qui sont 

données sur ces figures sont très petites. 

 

       Pour Ra=104, Ra=105 et Ra=2.105 les lignes isothermes des figures (4.3), (4.4) et (4.5) se 

modifient sensiblement pour suivre le sens de l’écoulement, et les valeurs de la fonction de 

courant mentionnées sur la même figure augmentent aussi sensiblement, ce qui traduit une 

transformation du transfert conductif au transfert convectif.              

 
 

Figure 4.1  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=102 
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Figure 4.2  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=103  

  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Figure 4.3  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=104 
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Figure 4.4  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=105 

  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
 

 
 
 
 

Figure 4.4  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=2.105 
 
 
 
 
 
 

   
Figure 4.5  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=2.105 

 
 

Figure 4.5  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=2.105 
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4.4.1.2 Nombre de Nusselt local  

  Nous déterminons les nombres de Nusselt locaux dont les variations le long des parois 

sont étroitement liées aux distributions des isothermes et des isocourants, de sorte que, 

qualitativement, ces variations et ces distributions peuvent souvent se déduire les unes des 

autres. Par exemple, si l'on considère un point courant sur une paroi suivant une coordonnée; 

l'observation d'une diminution monotone du nombre de Nusselt local correspond à un 

écoulement dirigé suivant cette coordonnée; l'observation d'une augmentation correspond à un 

écoulement dirigé en sens opposé.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.4.1.2.1Variation du nombre de Nusselt local sur les parois chaudes:             

 Les figures (4.6) et (4.7), illustrent la variation du nombre de Nusselt local sur la 

paroi chaude, et nous permettent de remarquer qu'avec l'augmentation du nombre de 

Rayleigh, la valeur du nombre de Nusselt local augmente, mais à la position x=0.7 (pour la 

figure 4.6) et à la position x=0.75 (pour la figure 4.6) cette variation se fait en sens inverse, 

ceci est dû au fait qu’à ces positions là, le fluide quitte la paroi comme en témoignent les 

figures (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5). 

  
Figure 4.6  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude AB 
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Figure 4.7  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude CD 

 

4.4.1.2.2Variation du nombre de Nusselt local sur les parois froides :    

     Examinons les figures (4.8) et (4.9) qui représentent les courbes de variation des 

nombres de Nusselt locaux sur les parois froides, nous remarquons que la valeur du nombre 

de Nusselt local augmente avec l'augmentation du nombre de Rayleigh à partir de la position 

x=0.25 (pour la figure 4.8) et à partir de la position x=0.32 (pour la figure 4.9), positions pour 

lesquelles le fluide quitte la paroi comme en témoignent les figures (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) et 

(4.5). 
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Figure 4.8  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi froide AD 

  

  
Figure 4.9  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi froide BC 
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4.4.1.2.3 Nombre de Nusselt moyen 

       La figure (4.10) illustre les variations du nombre de Nusselt moyen sur les parois chaudes 

en fonction du nombre de Rayleigh, ce nombre de Nusselt moyen augmente avec le nombre 

de Rayleigh, le transfert de chaleur se fait essentiellement par conduction pour des nombres 

de Rayleigh < 1000, pour les plus grandes valeurs du nombre de Rayleigh le transfert devient 

convectif. 

 
 
 

 
 
Figure 4.10  Variation du nombre de Nusselt moyen sur les parois chaudes 

 
4.5       Deuxième condition pariétale thermique : 
4.5.1 Influence du nombre de Rayleigh: 
4.5.1.1 Isothermes et lignes de courants: 
  Les figures (4.11-4.15) représentent les isothermes et les lignes de courant pour 

différentes valeurs du nombre de Rayleigh quand α=45°. 

Nous remarquons, que ces isothermes et ces lignes de courant sont symétriques par rapport au 

plan vertical fictif médian. 
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       Dans ce cas il ya deux cellules symétriques tournant dans des sens opposés. Du côté 

gauche, l'écoulement tourne dans le sens trigonométrique et du côté droit, il est de sens 

contraire.   

 

       Pour Ra=103, les lignes isothermes de la figure (4.11) sont des courbes presque 

parallèles, la valeur de la fonction de courant très petite, ce qui traduit une pseudo-conduction 

aussi. 

 

       Pour Ra=104, Ra=8.104, Ra=105 et Ra=2.105 les lignes isothermes des figures (4.12), 

(4.13), (4.14) et (4.15) et les valeurs de la fonction de courant mentionnées sur la même figure 

augmentent sensiblement, ce qui traduit une transformation du transfert conductif au transfert 

convectif.              

 

       Les valeurs des fonctions de courant augmentent quand le nombre de Rayleigh modifié 

augmente, ce qui traduit une intensification du transfert convectif. 

 

  

 
 

 
Figure 4.11  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=103 
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Figure 4.12  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=104  

 
 
 
 

 

 
   

Figure 4.13  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=8.104 
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Figure 4.14  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=105 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Figure 4.15  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=2.105 
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4.5.1.2 Variation du nombre de Nusselt local sur les parois actives 

Les figures  (4.16) et (4.17), illustrent la variation du nombre de Nusselt local sur les 

parois actives, et nous permettent de remarquer qu’en augmentant le nombre de Rayleigh, la 

valeur du nombre de Nusselt local augmente aussi, mais à la position x= 0.65 c’est le 

contraire qui se produit c'est-à-dire que le nombre Nusselt diminue, ceci est dû au fait que 

l’excitation thermique est périodique et donc à cette position précisément comme en témoigne 

la figure (4.18) qui illustre la variation de la température adimensionnelle sur la paroi 

considérée, la valeur de la température adimensionnelle diminue suffisamment pour permettre 

ce cas de figure.  

  

  
Figure 4.16  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi AB 
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Figure 4.17  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi AD 

 

 
Figure 4.18 Variation de la température adimensionnelle sur la paroi AB 
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4.6    Troisième condition pariétale thermique :  

4.6.1 Influence du nombre de Rayleigh 

4.6.1.1 Isothermes et lignes de courants: 

       Les figures (4.19-4.23) représentent les isothermes et les lignes de courant pour 

différentes valeurs du nombre de Rayleigh Ra quand α=45°. 

 

       Nous remarquons, que ces isothermes et ces lignes de courant sont symétriques par 

rapport au plan vertical fictif médian. 

 

       Dans ce cas la structure de l'écoulement est quadri cellulaire. Du côté gauche il y a deux 

cellules ; supérieure et inférieure, la première tourne dans le sens horaire et la deuxième 

tourne dans le sens trigonométrique. Et du côté droit, l’écoulement est de sens contraire.   

 
 Pour Ra=103, Ra=104 les lignes isothermes des figures (4.19) et (4.20) sont des courbes 

presque parallèles, les valeurs de la fonction de courant sont très petites, ce qui traduit une 

pseudo-conduction aussi. 

 

       Pour Ra=7.5.104, Ra=8.5.104 et Ra=105 les lignes isothermes des figures (4.21), (4.22) et 

(4.23) se modifient pour suivre le sens de l’écoulement et les valeurs de la fonction de courant 

mentionnées sur ces mêmes figures augmentent sensiblement, ce qui traduit une 

transformation du transfert conductif au transfert convectif.         

      

       Lorsqu'on augmente la valeur du nombre de Rayleigh, nous remarquons que les cellules 

supérieures qui étaient plus importantes pour des nombres de Rayleigh faibles tendent à 

s’équilibrer avec les cellules inférieures.  
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Figure 4.19  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=103 

 
 

 
 

 
Figure 4.20  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=104 
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Figure 4.21  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=7.5.104 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
Figure 4.22  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=8.5.104 
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  Figure 4.23  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=105  

 

 

4.6.1.2 Variation du nombre de Nusselt local sur les parois actives 
Les figures (4.24) et (4.25), illustrent la variation du nombre de Nusselt local sur les 

parois actives. Nous remarquons sur ces deux figures que jusqu’à la position x=0.1 les 

courbes se superposent quelque soit la valeur du nombre de Rayleigh considéré ceci exprime 

que dans cette région de l’enceinte c’est la pseudo conduction qui domine. Nous remarquons 

aussi que ces courbes présentent un minimum à la position x=0.5, ceci concorde très bien 

avec les figures (4.19), (4.20), (4.21) et (4.22) qui montrent qu’effectivement à ces deux 

positions des deux parois actives le fluide quitte la paroi. Ceci d’une part, d’autre part dans les 

régions situées entre les positions [0.4,0.75] nous remarquons qu'avec l'augmentation du 

nombre de Rayleigh, la valeur du nombre de Nusselt local diminue, ceci est dû au fait que 

l’excitation thermique est périodique et donc à ces régions précisément comme en témoigne la 

figure (4.26) qui illustre la variation de la température adimensionnelle sur la paroi 

considérée, la valeur de la température adimensionnelle diminue suffisamment pour permettre 

ce cas de figure.  
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Figure 4.24  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi AB 

  

  
Figure 4.25  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi AD 
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Figure 4.26 Variation de la température adimensionnelle sur la paroi AB 

 

4.7    Quatrième condition pariétale thermique :  

4.7.1 Influence du nombre de Rayleigh 

4.7.1.1 Isothermes et lignes de courants: 
 En ce qui concerne les isothermes et les lignes de courant, figures (4.27-4.30), nous 

observons une symétrie par rapport au plan vertical fictif médian. 

 

Dans ce cas aussi la structure de l'écoulement est quadri cellulaire. Du côté gauche il y 

a deux cellules ; supérieure et inférieure, la première tourne dans le sens trigonométrique et la 

deuxième tourne dans le sens horaire. Et du côté droit, l’écoulement est de sens contraire.   

 
 Pour Ra=103, Ra=104 les lignes isothermes des figures (4.27) et (4.28) sont des courbes 

presque parallèles, les valeurs de la fonction de courant sont très petites, ce qui traduit une 

pseudo-conduction aussi. 

 

       Pour Ra=105 et Ra=2.105 les lignes isothermes des figures (4.29) et (4.30) se modifient 

aussi pour suivre le sens de l’écoulement et les valeurs de la fonction de courant mentionnées 

sur ces mêmes figures augmentent aussi sensiblement, ce qui traduit un passage d’un régime 

pseudo-conductif à un régime convectif.          
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           Dans cette configuration nous remarquons qu’en augmentant le nombre de Rayleigh 

les deux cellules supérieures deviennent de plus en plus importantes par rapport à celles 

inférieures qui ont tendance à diminuer.     

 

 
 

Figure 4.27 Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=103 
 

 

 
    

Figure 4.28  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=104 
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Figure 4.29  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=105 

 

 
 

 
   

Figure 4.30  Isothermes et lignes de courant pour α=45°, Ra=2.105 

 
4.7.1.2 Variation du nombre de Nusselt local sur les parois actives 

Les figures  (4.30) et (4.31), illustrent la variation du nombre de Nusselt local sur les 

parois actives. Nous remarquons sur ces deux figures que jusqu’à la position x=0.5 les 

courbes se superposent quelque soit la valeur du nombre de Rayleigh considéré ceci exprime 

que dans cette région de l’enceinte c’est la pseudo conduction qui domine, comme l’illustrent 

si bien les figures (4.27), (4.28), (4.29) et (4.30).  

La figure (4.33) qui illustre la variation de la température adimensionnelle sur la paroi 

active, montre qu’à la position x=0.85 la valeur de la température adimensionnelle diminue 

suffisamment pour inverser le sens de variation du nombre de Nusselt local avec 

l’augmentation du nombre de Rayleigh. 
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Figure 4.31  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi AB 

  

  
  

Figure 4.32  Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi AD 
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Figure 4.33 Variation de la température adimensionnelle sur la paroi AB 

  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Chapitre 4-Résultats  
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 CONCLUSION  

 
 

Nous avons étudié la convection naturelle bidimensionnelle laminaire et permanente 

dans une enceinte cubique allongée, de grand axe horizontal, inclinée d’un angle α eu égard 

au plan horizontal, remplie d’un fluide newtonien et chauffée par deux côtés opposés (deux 

parois opposées sont maintenues isothermes chaudes quant aux deux autres, elles sont 

isothermes froides), dans un premier cas, ensuite dans un deuxième, un troisième et un 

quatrième cas de chauffage nous imposons aux deux parois inférieures une température dont 

les variations sont périodiques suivant les dimensions de chacune des parois considérée et 

nous maintenons les deux parois supérieures adiabatiques. 

 

 Nous avons établi un modèle mathématique traduisant les transferts de mouvement au 

sein du fluide et de chaleur à travers les parois de l'enceinte. Ce modèle repose sur l'hypothèse 

de Boussinesq et sur la bidimensionnalité de l'écoulement. Nous avons mis au point un code 

de calcul numérique, basé sur une méthode aux volumes finis, qui permet de déterminer les 

champs de températures et la distribution de la fonction de courant dans le fluide, ainsi que les 

nombres adimensionnels de Nusselt locaux et globaux sur les parois de l'enceinte, en fonction 

des grandeurs caractérisant l'état du système. L'influence du nombre de Rayleigh et de 

l’inclinaison du système, sur l'écoulement en régime stationnaire a été notamment examinée.  

 
Les résultats des simulations numériques ont montré que la conduction est le régime 

de transfert de chaleur dominant, pour des nombres de Rayleigh ≤ 103, pour la première et  la 

deuxième condition thermique pariétale considérée. Pour des nombres de Rayleigh supérieurs 

à 103, le rôle de la convection devient prépondérant, alors que pour la troisième et quatrième 

condition thermique pariétale considérée c’est au dessus d’un nombre de Rayleigh de l’ordre 

de 104 que la convection commence à apparaître. Donc, nous pouvons dire que le type 

d’excitation thermique imposée aux parois influe beaucoup sur le régime d’écoulement au 

sein de l’enceinte considérée. 

Une suite intéressante à ce travail serait de généraliser l’étude en considérant le cas 

tridimensionnel de notre enceinte, ceci en considérant bien sûr la formulation en variables 

primitives (vitesse-pression) et l’utilisation de l’algorithme Simpler.  
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Méthode itérative pour la résolution des systèmes linéaires 

 

 

1-généralités : 

        On s’intéresse à la solution du système linéaire de n équation à n inconnues : 

                     y=Ax 

Notations  

        On désignera par Aij l’élément de la iéme ligne et de la jéme colonne de A, et par yi  

(resp. xj) la iéme (resp. jème) composante de y (resp. x). 

                    j

n

j
iji A xy

1
∑

=

=       ∀i = 1,2,…, n 

Méthode 

        Il n’existe pas de méthode universelle pour déterminer numériquement la solution : le 

choix est guidé par la nature de la matrice, la mémoire et le nombre d’opérations nécessaires 

pour l’atteindre. 

1) les méthodes directes donnent la solution exacte en un nombre fini d’opérations (en 

l’absence d’erreurs d’arrondi). 

2) les méthodes itératives engendrent une suite finie ou infinie de vecteurs qui tend vers la 

solution. 

        L'idée des méthodes itératives est de former une suite {x(k)}k≥0 telle que les erreurs 

successives ║x-x(k)║2  forment une suite décroissante convergeant vers zéro: 

 

 

 

 

 

      

 

  On engendre alors une suite image {y(k)} k≥0 convergeant vers y. 

Dans le cas des méthodes itératives linéaires, x(k+1) est une fonction affine de x(k) à 

travers l'itération (point fixe): 

                                   dT +=+ )k()1k( xx  

             

x0 

x1 x 

y0 

y1 y 

A 
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  Une manière assez générale d'obtenir une telle suite est d'utiliser un spliting de la 

matrice A sous la forme: 

                                    A = M-N 

De sorte que y = Ax s'écrit alors Mx = Nx + y auquel on associe l'itération : 

        ( ) ( ) yNxMx k1k +=+  

C'est-à-dire : 

                                   yxx 1)k(1)1k( −−+ += MNM    

 Ce qui suppose que M soit inversible. 

 

2- Gauss-seidel 

  La méthode de Gauss Seidel est associée au splitting: 

                                    A = D - L - U  
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La méthode de Gauss-Seidel est associée au splitting: 

                               A= D – L – U 

Avec      

                              M = D – L et N = U 

De sorte que l'itération yNxMx )k()1k( +=+  s'écrit ici: 

                  ( ) ( ) ( ) yUxLxDx k1k1k ++= ++  
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C'est-à-dire : 

∀   i= 1,2,3,…,n         ÷÷







+−−= ∑ ∑

=

= +=

+
1

1
i

1

)k()k()1k( yxAxAxA
i

j

n

ij
jijjijii i  

            A partir d'un vecteur x(0) on construit la suite { } 0k
)k(

≥x  de la manière suivante: 

∀ i=1,2,…,n     ÷÷







−−= ∑ ∑

=

= +=
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1

1 1

)k()1k()1k( xAxAy
A
1x

i

j

n

ij
jijjiji

ii
i  

            Cette méthode n'est définie que si les Aii sont non nuls ! 

3-SOR 

            On peut généraliser les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel en introduisant un 

paramètre de relaxation ω pour former une combinaison linéaire: 

Jacobi: ∀i = 1, 2,… n 

            (k)
1

1 1

)k()k(
i

)1k( )x1(xAxAy1x ωω −+÷÷







−−= ∑ ∑

=

= +=

+
i

j

n

ij
jijjij

ii
i A  

Gauss-Seidel: ∀ i=1,2,…,n      

(k)
1

1 1

)k()1k(
i

)1k( )x1(xAxAy
A
1x ωω −+÷÷








−−= ∑ ∑

=

= +=

++
i

j

n

ij
jijjij

ii
i  

La généralisation de Jacobi n’est pas utilisée. 

            La généralisation de Gauss-Seidel donne la méthode de SOR. 

            Le paramètre de relaxation doit être compris entre 0 et 2: 

                        ω<1  sous-relaxation 

                        ω>1  sur-relaxation 

Son optimum est: 

                           
2
j-11

2
ρ

ω
+

=  

 

Où ρj est le rayon spectrale de la matrice J = D-1(L+U) de la méthode de jacobi. 
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Titre : Contribution à l’étude de la convection naturelle dans une enceinte allongée, de 

grand axe horizontal et de section carrée, inclinée eu égard au plan horizontal, et 

chauffée par deux côtés opposés.  

 

Résumé : 

   

 L’auteur propose dans ce travail, l’étude numérique du phénomène de la convection 

naturelle, en régime laminaire et permanent dans une enceinte cubique allongée, de grand axe 

horizontal, inclinée d’un angle α eu égard au plan horizontal, dont les parois sont chauffées 

par deux côtés opposés Tch pour les deux parois chaudes et Tf pour les deux parois froides 

avec Tch > Tf , dans un premier cas, dans un deuxième, un troisième et un quatrième cas de 

chauffage, nous imposons aux deux parois inférieures une température dont les variations sont 

périodiques suivant les dimensions de chacune des parois considérée et nous maintenons les 

deux parois supérieures adiabatiques, l’enceinte est remplie d’un fluide newtonien et 

incompressible. Le nombre de Prandtl est fixé à 0.702 (cas de l'air) mais le nombre de 

Rayleigh varie. En utilisant l’approximation de Boussinesq et la formulation vorticité-

fonction de courant, l'écoulement est modélisé par les équations différentielles aux dérivées 

partielles: les équations de continuité, des quantités de mouvement et de la chaleur. Un code 

de calcul a été mis au point, ce dernier utilise les volumes finis, pour la discrétisation des 

équations et afin de montrer sa fiabilité, l’auteur compare des résultats issus de ce dernier 

avec d’autres résultats similaires existant dans la littérature et il examine l'effet du nombre de 

Rayleigh ainsi que les différentes conditions thermiques pariétales considérées sur les 

résultats obtenus que ce soit qualitativement ou quantitativement.    

 

Mots-clés : convection naturelle, équations de Boussinesq, enceintes fermées cubiques, 

Formulation vorticité-fonction de courant. 

 

 

 

 

 

 



Title:  Numerical study of the natural convection, in square enclosures. 
 

Summary: The author proposes in this work, the numerical study of the phenomenon of the 

natural laminar and permanent convection in a square enclosure. This latter is oriented at an 

angle α. The enclosure is filled by a Newtonian and incompressible fluid. The number of 

Prandtl is fixed at 0.702 (case of the air) but the number of Rayleigh varies. By using the 

approximation of Boussinesq and the vorticity-function formulation of current, the flow is 

modeled by the differential equations with the derivative partial:  the equations of continuity, 

heat and the momentum.  For the conditions of heating, they suppose in a first case, two 

opposite walls of enclosure are heated and the other opposite walls are cooled, Tch for the 

heated walls and Tfr for the cooled walls, with Tch>Tfr, and in a second case, third case and 

fourth case they suppose the two bottom walls heated by a periodic temperature and the two 

top walls are adiabatic. 

A computer code was developed, the latter uses finished volumes, for the discretization of the 

equations and in order to show its reliability, the author compares results resulting from the 

latter with other similar results existing in the literature and he examines the effect of the 

parietal thermal conditions and the number of Rayleigh on the results obtained that it is 

qualitatively or quantitatively. 

 

Key words: natural convection, Boussinesq equations, closed square enclosure, vorticity-

function formulation.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 



  .لفضاء متوازي مستطیلات ،ة للحمل الطبیعيالدراسة العددی    العنوان

  

    ملخص 

  

ي       ذقمنا في إطار ھَ ل الطبیع̃ ق الحم̃ ن طری̃ رارة ع̃ ال الح̃ اھرة انتق̃ ف     ،ا العمل بدراسة عددیة لظ̃ ي تجوی̃ ود ف̃ الموج̃

ة       ل بزاوی̃ تطیلات و مائ̃ وازي مس̃ اء مت̃ ى    αلفض̃ توى افق̃ بة لمس̃ ر منض̃˜غط     ذھ̃ . بالنس̃ وني غی̃ ائع  نیوت̃ وء  بم̃ اء  ممل̃  ،ا الفض̃

تعمال  . یتغیر  Rayleighو لكن عدد) حالة الھواء(ثابتة  Prandtlلعدد 0.702نأخذ القیمة . ق بصفة رقائقیة و دائمةیتدف باس̃

مع̃˜ادلات الاس̃˜تمراریة  :كت̃˜ب نم̃˜وذج ھ̃˜ذا الت̃˜دفق بواس̃˜طة المع̃˜ادلات التفاض̃˜لیة ذات المش̃˜تقات الجزئی̃˜ة   .بوسینس̃˜ك  مقارب̃˜ة

رارة      ، في الحالة الأولى. ا التسخینذبالنسبة لشروط ھَ. وكمیات الحركة ة ح̃ ت درج̃ ابلان تح̃ داران المتق̃  Tfrو Tch سخِن الج̃

ة    ،أما في الحالة الثانیة.  Tch > Tfrمع . بالنسبة للجداران الباردان فلیان درج̃ الثالثة و الرابعة افترضنا من اجل الجداران الس̃

 . وأما الجداران العلویان كظیمان ،حرارة جیبیة

ة  ،ه الجملةذللقیام بمختلف الحسابات لدراسة ھبرنامج معلوماتي وضع  ة    . باستعمال طریقة الحجوم المنتھی̃ ا بمقارن̃ دھا قمن̃ بع̃

  النتائج المتحصل علیھا مع نتائج مماثلة لأبحاث أخرى

  

  .   طریقة الحجوم المنتھیة ،فضاء مكعب  ،معادلات بوسینسك ،الحمل الطبیعي ׃المفاتیح 

 


