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Introduction

Ce travail de recherche s’inscrit dans la thématique de la cosmologie relativiste. Cette disci-
pline a été initiée par Einstein en 1917, lorsqu’il s’est penché sur les implications de la relativité
générale & grande échelle. Le fait que ce soit la relativité générale qui soit pertinente & ’échelle
de I’'Univers provient de ce que la gravitation est la seule interaction effective entre constituants
de I'Univers dans cette limite.

La relativité générale prédit que le trajet des rayons lumineux est perturbé par les puits de
potentiels gravitationnels. On appelle ce phénomeéne effet de lentille gravitationnelle ou déviation
de la lumiére. Une expédition fut montée en 1919 par Eddington pour observer cette déviation
a Poccasion d’une éclipse totale de Soleil [1]. Ce phénomeéne de déviation des rayons lumineux
conduit & la possibilité de mirages gravitationnels. Un autre effet relativiste accompagnant le
phénomeéne de déviation est le temps de retard d’un signal radar émis de la Terre vers un
satellite, ou il est réfléchi sur Terre en passant prés du soleil. Ce genre de temps de retard a été
testé de fagon trés précise par Shapiro en 1968.

Cependant, on va étudier, dans ce mémoire de thése, la déviation de la lumiére et le temps de
retard a I’échelle cosmologique, c’est-a-dire l’effet de lentille gravitationnelle que produisent les
grandes structures de I’'Univers sur la lumiére provenant des objets d’arriére-plan. Pour ce faire,
on a étudié l'effet de lentille gravitationnelle dans le cadre de trois modéles cosmologiques: les
modeles de Schwarzschild et de Kottler qui sont des modeéles statiques et le modeéle non statique
d’Einstein-Straus.

Le premier chapitre sera consacré au modeéle de Schwarzschild. On commencera par dériver la
métrique de Schwarzschild dont on fera usage pour extraire les équations régissant le mouvement

des photons. On rappellera le calcul permettant la détermination de I’angle total de déviation



d’un photon passant au voisinage d’un objet massif, puis on exposera une technique nous
permettant d’extraire une expression analytique pour le temps de retard. Ensuite, on cléturera
ce chapitre par une confrontation entre la théorie et 'observation en appliquant nos résultats au
systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112 afin de déterminer la masse de ’amas de galaxies. Ce
chapitre a été rédigé avec I'idée d’exposer les techniques qui vont nous servir pour les modeéles
de Kottler et d’Einstein-Straus.

Dans le deuxiéme chapitre, on dérivera la métrique de Kottler et les équations du mouvement
qui nous serviront & calculer 'angle de déviation et le temps de retard, en suivant la méme
démarche que pour le modéle de Schwarzschild. Ensuite, on appliquera nos résultats au systéme
lentille-quasar SDSS J1004+4112. C’est dans ce chapitre qu’on met en évidence la contribution
de la constante cosmologique a la déviation. Ce sujet n’est pas complétement nouveau! Il avait
déja été évoqué auparavant et particulierement étudié dans les travaux précurseurs de M. Ishak,
W. Rindler et T. Schiicker.

Dans le troisiéme chapitre, on exposera les éléments du modéle de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker indispensables pour la construction du modeéle d’Einstein-Straus et ’étude de
la déviation et du temps de retard. Ces éléments sont essentiels et bien connus en Cosmologie. On
parlera du principe cosmologique, de la métrique isotrope et homogeéne de FLRW, de I’équation
de Friedmann ainsi que de la propagation des photons.

Le point principal sur lequel ce mémoire apporte des contributions originales est le calcul du
temps de retard dans le cadre du modéle d’Einstein-Straus avec constante cosmologique. Ceci
est présenté de maniére détaillée dans le quatriéme chapitre. On exposera progressivement, dans
ce chapitre, les éléments nécessaires pour arriver au calcul du temps de retard. On commencera
par raccorder la métrique de FLRW a la métrique de SdS, afin de construire la métrique
d’Einstein-Straus, en s’appuyant sur les travaux de T. Schiicker tout en apportant certaines
modifications tel que la résolution analytique de I’équation de Friedmann. Il s’est avéré difficile
dans ce modele de développer une expression analytique donnant directement (comme dans le
cas des modeles de Schwarzschid et de Kottler) le temps de retard. Pour cela nous présenterons
deux méthodes pour déterminer le temps de retard, une méthode purement numérique que ’on
nommera “méthode de calcul direct”, et une méthode que ’'on nommera “méthode de calcul

par différence” permettant d’obtenir une expression semi-analytique. Enfin nous appliquerons



nos résultats au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112.

Cette thése se termine par une conclusion.



Chapitre 1

Modéle de Schwarzschild

Le champ gravitationnel des corps & symétrie sphérique est d’une trés grande importance
en cosmologie. Notons qu’il existe un équivalent du théoréeme de Gauss en relativité générale:
Le champ gravitationnel a l'extérieur d’un corps & symeétrie sphérique ne dépend que de la
masse du corps et non du détail de la distribution de masse. Il se trouve d’ailleurs que la toute
premiére solution non triviale des équations d’Einstein dans le vide obtenue par 1I’Allemand
Karl Schwarzschild en 1916 [2], juste quelques semaines aprés la publication de la relativité
générale par Albert Einstein, correspond au cas statique avec symétrie sphérique. Nous allons

dans ce qui suit donner une dérivation de la métrique de Schwarzschild.

1.1 Forme d’une métrique statique a symétrie sphérique

Commengons d’abord par déterminer la forme la plus générale d’'une métrique statique
isotrope & lextérieur d’une distribution de masse a symétrie sphérique, c’est-a-dire dans une
région ol le tenseur énergie impulsion est nul: 7},, = 0. On peut toujours trouver un systeme de

coordonnées quasi-minkowskien de telle maniére que I’élément de ligne prenne la forme suivante

ds? = F(r)dt? — C(r)dr.dr — D(r) (r.dr)* — 2E(r)dt (r.dr),



En se plagant dans le systéme de coordonnées sphériques (r, 8, ) associé aux coordonnées
quasi-cartésiennes (x,, 2)
x = rsinfcos p,
y = rsinfsin @,

z=rcosb,

ds? peut s’écrire sous la forme
ds? = F(r)dt* — D(r)r?dr? — C(r) (dr*4r?dQ?) — 2E(r)dtdr,

avec

dQ? = db? + sin® 0dy?.
Faisons le choix d’un nouveau temps t' lié¢ a t par la relation
t'=1t+ d(r),

ce qui correspond & une resynchronisation des horloges, avec ® une fonction arbitraire de r. ds?

g’écrit alors

2
ds® = F(7‘)dt'2 + | F(r) d_(I) + 2E(7‘)7‘d—¢ dr? — D(7‘)7‘2dr2
dr dr
2 2 1092 dd /
—C(r) (dr + r°df2 ) -2 F(r)% + E(r)r ) dt'dr.

Choisissons @ de telle maniére & faire disparaitre le terme en dt'dr, ce qui donne

dd E(r)

=" FE)

et ds? se simplifie en

ds® = F(r)dt"” — G(r) dr® — C(r) (dr® + r?dQ?),



avec

Gr) =1 <D(7‘) + EFQ(%)> .

Introduisons maintenant une nouvelle coordonnée radiale définie par

r? =r2C(r),
d’ou "
_ r'dr
" ;% +rC(r) )
et ds® prend alors la forme
ds? = B(r)dt'? — A(r')dr'? — 1"2d?, (1.1)

ey =, A0 (190 (11 g2 00Y

L’expression (1.1) est appelée forme standard d’une métrique statique a symétrie sphérique.
Il s’agit maintenant d’obtenir les fonctions de r, A(r) et B(r), en appliquant les équations

d’Einstein, ce qui nous donnera la métrique de Schwarzschild.

1.2 Meétrique de Schwarzschild

Dans un but de commodité, 7’ et ¢ seront dorénavant notés r et ¢ respectivement. En

comparant (1.1) a

ds? = — g (2)da*da”, (12)

on déduit les composantes du tenseur métrique dans le systéme de coordonnées (¢, 7, 8, )

g = —B(r), g =Alr), go9 = 727 Gpp = r?sin 0.



Il s’ensuit que le tenseur métrique est diagonal et est représenté par la matrice

—-B(r) 0 0 0
0 Ar) 0 0
0 0 7 0
0 0 0 7r%sin?0

Déterminons les fonctions A et B en appliquant les équations d’Einstein, qui a Iextérieur

de la source s’écrivent

R, =0,
ou R, est le tenseur de Ricci, qui s’exprime en termes des symboles de Christoffel r p COmMIme

or*,,  or
v A A
%Z - 83:/; + 7,0, =7, T (1.3)

Ry, =

Donc, on doit calculer au préalable les symboles de Christoffel T avs qui ont pour expression

2o 0 0
o _ 97 Gou Jov  99uv
D = 2 <8x” t Pur D ) ’ (14)

ou g"¥ est le tenseur métrique inverse, qui est diagonal comme 'est le tenseur métrique
g =—1/B(r), g7 =1/A(r), ¢*=1/r" ¢# =1/(r"sin’0).

On obtient alors pour les symboles de Christoffel non nuls, les expressions suivantes

Al(r) B'(r) T
re,., = 'y =—-% My = ————
™o 2A(ry’ T 2A(r) 90 A(r)’
roo : B'(r) 1
", = —m sin’ 6, Fong —sinfcosf, I?, =T!, = 2B(r)’ (1.5)
U, =Ty =1/r, T¥y=T% =1/r, T¥ =T ,=cot.

Les seules composantes non nulles du tenseur de Ricci sont les composantes diagonales, qui ont



comme expressions

_ _B"(r) B'(r) (A(r) B\ B

R ==530) * 140 <A(r) + B(r)) FA(r)’
_ B0 BO) (A0, B AW

B = 356y ™ 1B (A(r) + B(r)) AT
1 (A B\

oo = 30~ 240 (Am B<r>> b

. 2
R,,= Ryggsin“6,

ou’ :=d/dr. Par conséquent, les équations d’Einstein dans le vide s’écrivent

B'(r)  B'(r) (A(r) B'(r)\ B(r)
R ==57 ) + 4A(r) (A(r) + B@)) T rA(r) 0,
_ B"(r) _B'(r) (A(r) B\ _ Al)_
B = 5By ~ 1B <A(r) * B(r)) A
R A’(r)_B’(r) L
B0 = A0~ AW <A<r> B(r)> b=0
En combinant les expressions de Ry et R, on obtient
Rtt Rrr _ 1 AI(T) BI(T) —
B) A T rAQ) (Am * B<r>> o
d’ou
A(r)B(r) = C'e. (1.6)

Désignons par ds2, la métrique de Minkowski, valable pour un espace-temps plat
ds?, = dt? — dr? — r2dQ2.

Si nous imposons que la métrique ds? tende vers la métrique de Minkowski & 'infini, c’est &

dire que

lim ds® = ds,

T—00

10



il vient alors

lim A(r) = lim B(r) = 1.

r—00 r—00

De (1.6) et (1.7), on obtient
A(r) =1/B(r).

En substituant ce résultat dans ’équation Rgg = 0, on obtient

d’ou

Il nous reste maintenant a déterminer la constante C*®. Pour cela, considérons la limite

d’un champ faible, statique, créé par une distribution de masse non relativiste, auquel cas on a

la relation suivante (on peut se référer a [3])

gir ~ — [1+2¢(7)],

(1.8)

ou ¢ est le potentiel gravitationnel de Newton, qui & une distance r du centre d’une masse

sphérique M, est donné par

GM
¢ =

r

avec (G la constante universelle de la gravitation ou constante de Newton. Par conséquent,

C' = —2GM

et
2GM
B(r)=—gy =1— U

ce qui donne la forme finale de la métrique de Schwarzschild

ds? = B(r)dt?> — B(r) tdr? — r2dQ?, B(r) =1

11

2GM




qui est asymptotiquement plate pour 7 = rgepw = 2GM. Tgene €st appelé rayon de Schwarz-
schild. La métrique de Schwarzschild présente une singularité pour rgcny = 2GM. C’est une
singularité de coordonnées, car disparaissant dans un autre systéme de coordonnées convena-
blement choisi. Pour r > rg.p., la solution décrit le champ de gravitation a l'extérieur de la
distribution de masse. Pour r < rgcpw, il n’existe aucune interprétation simple de la métrique.
Entres autres, les roles de ’espace et du temps sont renversés.

C’est la métrique de Schwarzschild qui est utilisée pour obtenir les prédictions de la relativité
générale pour la déviation de la lumiére par une masse, la précession du périhélie de Mercure,

le décalage spectral gravitationnel vers le rouge et le retard de 1’écho radar.

1.3 Géodésiques des photons dans un champ de Schwarzschild

Dans ce qui suit on s’intéresse uniquement au cas des trajectoires des photons. En vertu de
Iisotropie, le mouvement se fait dans un plan, qu’on peut prendre comme le plan équatorial,
8 = /2. L’équation (1.9) se simplifie alors en

2GM

ds? = B(r)dt?> — B(r) ldr®> —r2de?, B(r)=1-— -

Puisque l'intervalle d’espace-temps pour un photon est de genre lumiére, ds?> = 0, on doit
utiliser un parameétre affine autre que s. Notons p un tel parameétre. Les équations de la géodé-

sique s’écrivent
d?x? y  dzt dz¥
dp? " dp dp

=0. (1.10)

En utilisant les expressions des symboles de Christoffel, (1.5), on obtient

. B/(f/‘) .

F+ Sy =0 (1.11)
i BB~ f;((:)) i = 1 B(r) * =0, (1.12)
b+ 2ip =0, (1.13)

ot * := d/dp. En divisant (1.11) et (1.13) par £ et ¢ respectivement et sachant que B'(r) =

12



B(r)/r, on arrive a

1
—Int = —1 1.14
dp dpnB(r)’ (1.14)
d d 1
—Inp=—1In—. 1.15
dp ne dpn 72 (1.15)

Par intégration, chacune des équations (1.14) et (1.15) donne une constante du mouvement ;
I'une des deux constantes, celle résultant de U'intégration de (1.14), pourrait étre absorbée dans
une redéfinition du parameétre affine p. Redéfinissons p de telle maniére que la solution de (1.14)
soit

t=1/B(r). (1.16)
L’équation (1.15) s’inteégre elle pour donner
o =J/r?, (1.17)

ou J, la deuxiéme constante du mouvement, joue le réle d’'un moment angulaire par unité de
masse. En substituant les expressions de f et ¢ dans ’équation (1.12) et en multipliant par

2r/B(r), il vient

2 . B ., .7 B
— o2 4 20
B®) | B BBz =0
ou
d 72 J? 1
N —_—t — ())
dp \ B(r) 12 B(r)
d’ou

2 = B(r) <$ - i—j - E) : (1.18)

avec F une troisiéme constante du mouvement & déterminer. E joue le réle d’une énergie par
unité de masse. A I'aide des expressions de £ et de ¢, ds? peut s’exprimer en terme de dp?
comme

ds* = E dp*.

13



Pour un photon ds? = 0, et par conséquent E doit s’annuler
E=0.
L’équation (1.18) se simplifie alors en
72 =1—J?B(r)/r% (1.19)

En faisant usage des expressions de 7 et ¢, on peut obtenir une expression pour 4=
dr 7
— =+ =x7rr?/J?— B(r). (1.20)

2

dr/dy doit s’annuler au péri-lens, distance d’approche minimale du photon, r = rp, ce qui

donne

JZT‘P/\/ B(rp). (1.21)

En substituant dans 1'équation (1.20), on obtient

~1/2
do _ 1 (1_2GM_2GM r ) | (122)

dr 7‘1/7‘2/7‘%71

De la méme maniére, en faisant maintenant usage des expressions de ¢ et 7, et compte tenu

r rp T+7Tp

de lexpression de J, on obtient une expression pour %

dt _i_

a _t 1.23
dr 7 B(r)y/1—1r2%/r? )

B(rp) | _2GM _2GM _r —1/2
T rp r4+rp '

1.3.1 Déflexion des photons dans un champ de Schwarzschild

La présence d’une masse déforme la géométrie & son voisinage, et les rayons lumineux
répondent & cette déformation en se courbant d’autant plus qu’ils passent & proximité de cette
masse. Ce phénomeéne qui a comme origine le couplage entre matiére et courbure, constitue un
excellent test de la théorie d’Einstein. Dans cette section, on va faire usage de ’équation (1.22)

our calculer angle de déviation total que subit un photon lors de son passage & proximité
p g

14



d’une masse sphérique L. Ce photon provient d’une source supposée distante de rs du centre
de L, et arrive sur Terre supposée distante de rg du centre de L (voir la figure 1). Soit rp la
distance minimale d’approche du photon de la lentille, désigné sous le nom de péri-lens. On se
limitera & des cas ou rp est trés petit devant rg et rg: rp/rg € 1, rp/rg < 1, conditions

réalisées en pratique dans les expériences de déviation de la lumiére.

e
. ) e
E* = ¢ :
)': _(..'j 5 ¥ 5

Figure 1: Déviation de la lumiére.

Choisissons I'axe polaire du systéme de coordonnées sphériques (r,8,¢) de telle maniére
que la Terre soit caractérisée par ¢ = ¢ = 7. La Terre aussi bien que la source font partie de
la trajectoire du photon (respectivement points de départ et d’arrivée) et sont par conséquent
également contenues dans le plan équatorial ¢ = /2 et donc caractérisées par (r,p) = (rs, pg)
pour la source et (r,p) = (rg,pp = ©) pour la Terre.

En tenant compte du fait que dy/dr est négatif pour r variant de rg a rp et est positif pour

r variant de rp a rg, nous obtenons

TR d(p TS d(p
g — @ :/ — d?"—l—/ —| dr. (1.24)
E s rp | dr rpo | dr
En faisant usage des intégrales
/ dz = —arcsin L
222 —1 z’
dz 1
¥ /21
2V22 -1 =z ? ’ (1.25)

/ dz o jz—=1
(z+1)v2—1 Vz+1

15



le calcul de ¢z — @g, (1.24), donne au premier ordre en GM/rp

.. rp .. Tp
PYgp — Pg "~ T — arcsin — — arcsin —
TE rs

GM r? r? rE—T rg —7T
+— [ J1-L4 /1——§+\/E P+/S 2.
rp s \, Ty rE+rp \; rs +rp

A Tordre zéro en rp/rg et en rp/rg, ce qui revient formellement & faire tendre rp/rg et rp/rg

vers zéro, on obtient

4G M
YEp—Pg~ T+ .
rp

En l'absence de la lentille L, M = 0, la trajectoire aurait été une droite et o — ¢g aurait valu
7. Donc la déviation de la lumiére, qui est la différence entre ¢ — ¢g en présence de la lentille
et en 'absence de celle-ci, est donnée par

AGM

Ap=—pg~ m— (1.26)

ol on a tenu compte du fait que ¢, = .
Il est important de noter que la déviation de la lumiére par une masse, a savoir l'effet de
lentille gravitationnelle, est aujourd’hui un outil d’'une importance considérable pour I’étude

des distributions de matiére.

1.3.2 Temps de retard dans un champ de Schwarzschild

Le biangle est I'un des plus belles caractéristiques de la géométrie riemannienne. Le premier
biangle a été observé par I. I. Shapiro en 1968 [4]. Ses vertex sont la Terre et Mercure, avec
un temps de voyage T de 10 minutes environ, et un temps de retard de 120 us, pour un photon
rasant le Soleil. Ici nous nous intéressons a un biangle d’ordre cosmologique, 7 ~ 100 ans.

Maintenant, on va considérer deux photons émis en méme temps par une source S et regus
sur Terre, E. En général, deux photons, qui suivent des trajectoires différentes, n’arrivent pas
en méme temps sur Terre (Figure 2). L’objectif de cette section est de calculer le temps de
retard que met un photon par rapport a 'autre. On adoptera les mémes conventions que dans

la section précédente & I'exception des hypothéses sur rp/rg et 7p/rg. On notera ag et oy, les
P p E
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angles que font les deux photons a leur réception sur Terre avec I’axe lentille-Terre.

Figure 2: Deux rayons lumineux émis par la source et courbés sous leffet gravitationnel d’une

masse sphérique isolée, la lentille L. Ils sont recus sur Terre sous les angles ap et o.

Pour le chemin du haut dt/dr est négatif sur la partie de la trajectoire de rg a rp et est
positif sur la partie de la trajectoire de rp a rg. C’est également le cas pour le chemin du bas:

dt/dr est négatif de g a 7', et est positif de r)» a 7, ceci nous permet d’écrire

TE | dt TS| dt
tZtE+tS=/ —d?“-l—/ — | dr,

— rp T

e | dt! s | dt!
t’:t’E+t’:/ —dr+/ — | dr.

! d’]" /!

P P

Déterminons d’abord le temps tg qui s’écoule pendant la propagation du photon “ag” de

rp & rp. Une intégration au premier ordre en 6 = GM/rp donne

. VB(rp) (1 °5GM  2GM  r )1/2 o
o= _ _
TP B’/‘)\/l—’/‘Q/T r e T+TP

~ TP /B(TP) (IEI + 36[E2 + 6IE3))

avec

1
\/ yEa
/y yQ\/
Igo = / = arctanh /1 yE,
TRAVA yi-y?
=,

y

1
1 —y2 —arctanh /1 — y2,
o2 ( 1+y)\/ (yE 1+yE> E E

ety :=rp/r,yg :=rp/rE.
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Le méme raisonnement que pour le temps tp méne dans le cas de t}, & des expressions
s .. . . . . I ro.
analogues, a condition que y et yg soient respectivement remplacés par y' := rb/7 et yp =
!
T /TE.
Pour évaluer ¢t p—t;, on doit soustraire des nombres gigantesques qui sont presque identiques.

En développant séparément les trois intégrales, on obtient

AEI = Tp\/B(’/‘p)IEl—7‘931/3(7‘;3)]%1
1 YE 2 (5 2
~ GM|—-— (1 —-2)+Z=(1 - 1) - —(1—-27)],
[?JE( g 25</x ) 2yE< )
VB(rp) Igy — ) B(rp) Iy ~ —Inz,
1 0
Aps = /Brp)Igs —\/B(r) I v — (1 —2) +Inz — — (1 —2?),
B3 (rp) 13 (7p) I3 yE( ) ( )

YE

ZxE2

avec © = rp/rp, dou

tg —tlE ~ Ap1+3GMAEy +GMAEs

Y 30
~ GM [2—§ (1/2? —1) ~ % (1-2%) —2Inz|.

De méme, en répétant la méme procédure, on obtient pour tg — tis 'expression suivante
tg — tlSN Ag1 +3GMAgy + GMAgs,

avec

Agl = Tpy B(’/‘p) ISI — 7‘931/3(7‘93) IISI

1 Ys 9 ) 9

v B(rp) Isy — 1/3(7‘93) 1'52 ~ —Inz,
1 5
Ags = +/B(rp)Iss —/B(r') e ~ — (1 —z)+Inz — — (1 —z?),
s3 = /Brp)Iss —\/B(r}) I S 1-a) ( )

Ys

>
3
|

et ys :=rp/rg. D’ou

tg —tg~ GM [% (1/2* - 1) —% (1—2%) —2nz|,
S
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En faisant usage des deux expressions pour tp—t%, et tg—t%, le temps de retard peut s’exprimer

en terme de M, rg, rg, x et rp comme

At = tg—th+ts—ty
2 1 1
~ GM |—L£ — ) {(1/z? =1
on |5 (o + =) (V=)

3GM
TE rs

2
2ry

(rg+7s) (1—2%) —4lnz|. (1.27)

Revenons maintenant a expression (1.22); pour le chemin du haut dy/dr est négatif pour

r compris entre rg et rp, et est positif pour r compris entre rp et rg, d’ol

TE d TS
7r—<Ps=// d—f‘dr—l—//
b S

En faisant usage des intégrales (1.25), le calcul de (1.28) donne au premier ordre en GM/rp

dy
— . 1.2
o ‘ dr (1.28)

. Tp . Tp
—pg ~r —arcsin — — arcsin —
TE Ts

GM r2 r2 rE—7T rg —1T
[ J1-L 4 1——§+\/E P+\/S 2.
rp s rg rE+Tp rg+rp

pour le chemin du bas dy’/dr est positif sur le trajet de rg a r'p, et est négatif sur le trajet de

> & rp. Il en résulte alors que

/ ed
T+ g =
rp

/

e’

dr,

dy'
dr

TS
dr + /
Tp

et le calcul donne au premier ordre en GM/r,

! rh
—pd ~ arcsin L 4 arcsin £
TE rs

GM 7‘% 7‘% rE—Tp /7‘5 -l
T W E Y T e e )
P E s ETTp TS +7Tp

Comme les angles ap et of; sont tres petits devant I'unité (qulques secondes d’arc), nous
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pouvons procéder aux approximations suivantes

—-1/2

ap ~tanag = rg|de/dr(rg)| ~ (7‘%/7‘%—1) ~rp/TE =YE,

al, ~tan oy, = rg |de' /dr(rg)| ~ (12 P2 1) VR rE =Y,
E E E/TP P E

L 2 (1.29)
ag ~ tanag = rg|de/dr(rs)| ~ (rk/rh —1) ~Tp[TS = Ys,
oy o tan oy = 1 |dig! [dr(rs)| ~ (r2 /2 — 1Y% ot Jrg = .
Il s’ensuit que
T = TP/T},NQE/O/E, Tp ~ QETE.- (1.30)

Alors nous pouvons simplifier davantage les expressions de g et ¢4, en utilisant (1.29), ce qui

donne

A4GM
—ps ~ —op <1 + —TE> + ; (1.31)
TS QETE
, , re\  AGM
—gs o~ Faly (142 — :
¥s e < 7‘5) oprp

Etant donné que les deux photons sont émis au méme endroit, la source S, g et ¢y doivent

étre obligatoirement égaux, d’ou une relation entre g, rg, ag, o et M
) ) ) ) FE

4GM
B = (1.32)
s AppTE
En tenant compte de (1.30), on obtient pour le temps de retard (1.27) expression suivante en

!
terme de M, rg, rs, ag et oy

TE TE\ (2 _ 2y _3GM 1 L aE
~ e —ad) - 2E — = | —4ln | (L.
At ~ GM [ STelli (1 + TS) (o — o) o3 (rE+Ts) (O% o7 nor| e (133)

Donc si on se donne a priori les valeurs de M, rg, rg, ag et o'y, on pourrait calculer le temps
de retard du photon “ag” par rapport au photon “a/y”. Le temps de retard s’annule, comme

révu, dans le cas oll ap = o, & cause de la symétrie.
] E
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1.3.3 Application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112

41:13:00.0

350 10:04:34.0 330

Figure 3: Images multiples du quasar SDSS J1004+4112. SDSS (Sloan Digital Sky Survey).

Cette image a été obtenue par Ota et al [5]. Elle montre cing points pratiquement identiques,
qui présentent, par analyse spectroscopique, la méme luminosité et, plus étrange encore, le méme
spectre électromagnétique, avec zg = 1.734 comme red-shift. Il s’agit de cinq mirages d’un méme
quasar qui se trouve en réalité a des millions d’années-lumiére au-dela d’un amas de galaxies.
Cet amas de galaxies, visible via les rayons X a z;, = 0.68 comme red-shift, a servi dans ce cas de
lentille gravitationnelle (indiqué par une croix au coeur de 'image). On s’intéresse uniquement
aux images C et D, avec oy = 10" £ 10% et ap = 5" = 10% respectivement, qui présentent
en vérité un important effet gravitationnel ; un temps de retard de A7 > 7.7 ans comme limite
inférieure [9]. On suppose que 'amas de galaxies est sphérique; malgreé le fait que la présence
de cinq images implique forcément que amas de galaxies ne l’est pas.

Utilisons le modeéle ACDM & espace plat avec A = 0 pour convertir les redshifts z7, et zg

en distances d’aire d;, = rg et dg respectivement par rapport & la Terre, en utilisant I’ Anséitze

ds =rg+rs.
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On détermine alors la masse de ’amas de galaxies a 'aide de Pexpression (1.32), pour les
valeurs maximales ‘+’, centrales ‘+0’ et minimales ‘—’ des angles o et o/. Les résultats sont
consignés dans le tableau 1.

Une fois que la masse M appropriée est déterminée, on calcule I’angle polaire ¢g et le

Wl

temps de retard que met le photon “ag” par rapport & “a’,”, en utilisant respectivement les

expressions (1.31) et (1.33).

oy £10% +0 +0 +0 + + + — — —
ap +10% +=0 + - +0 + - +0 + —
—pg ("] 11.85 | 10.67 | 13.04 | 14.22 | 13.04 | 15.41 | 9.48 | 8.30 | 10.67

M [108Mg] | 281 | 310 | 2.53 | 3.10 | 3.41 | 2.79 | 2.53 | 2.79 | 2.28

Atlans] 152 | 143 | 158 | 19.1 | 184 19.6 | 11.5| 10.6 | 12.3

Tableau 1.

Par conséquent

_ +3.56
—pg = 118573 "

et

0.60 13
M = 2.81%9%9 . 10" M,

Cette masse n’est pas compatible avec la valeur observée M = 5.01]5 - 10130, [6].
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Chapitre 2

Modéle de Kottler (SdS)

En présence de la constante cosmologique la métrique de Schwarschild est remplacée par
celle de Kottler [7] qui se réduit a celle de de Sitter [8] dans un espace-temps vide, M = 0, ce qui
motive 'appellation métrique de Schwarschild-de Sitter (SAS) également utilisée pour désigner
la métrique de Kottler. En fait nous verrons par la suite que I’étude d’une telle métrique conduit
4 un univers fini avec un rayon de l'ordre de \/3/_A Et comme l'intuition le suggeére, un A positif

va atténuer l'effet de la gravitation & travers le temps de retard et ’angle de déviation.

2.1 Meétrique de Kottler (SdS)

Nous souhaitons déterminer la forme d’une métrique statique isotrope a l'extérieur d’une
distribution de masse a symétrie sphérique, en tenant compte de la constante cosmologique.

Les équations d’Einstein, en présence de la constante cosmologique A, s’écrivent
1
R, — §gWR —Agy = —87GT,,. (2.1)

C’est la forme la plus générale qui donnerait un univers statique et fini; la contraction de cette
derniére équation donne

R=4(2rGT*", — A).
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En remplacant dans (2.1), on obtient
1 A
R, =—=8rG T, — 5 9T ) — Aguu.
A Textérieur de la source, T}, = 0, ’équation précédente se réduit a
R, =—Agu..

Si A # 0, cette équation est incompatible avec 'hypothése d’un espace-temps plat a I'infini. En
effet pour une métrique de Minkowski R, = 0, ce qui exigerait A = 0.
En suivant la méme démarche que précédemment, nous obtenons pour les équations d’Ein-

stein les expressions

__B'(n)  B'(r) (A(r) B\ _B(r) _ .

R ==530) * 140 <A(r) + B(r)) Ay~ AB),
_ B'(r) _B(r) (A(r)  B(r)\_ Alr) __ .

B = 356 ~ 1B <A(r) + B(r)) Ay~ A,
1 A'(r)  B'(r)Y\ A2

B~ 3 = o (e me)

R, = Rgg sin? @ = —Ar?sin? 0.

En combinant les expressions de Ry et R,.., on obtient

Ry R, 1 A'(r) | B'(r)
B(r) Al rA(r) <A<r> "B ’
d’ou
A(r)B(r) = C*.
L’équation Rgg = —Ar? se réduit alors a

d te
p [rB(r)]=C (1 — Ar2) ,
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qui est équivaut a

A Ctel
__ (e 2
B(T) =C <1 3T + r ) y

ol C* et C* des constantes & déterminer. Pour r suffisamment petit B devient

tel
B(r) ~ C** <1—|— CT ) .

En comparant & (1.8), le résultat obtenu dans ’approximation pour un champ faible, il vient
Cte — 1) Cte/ — —QGM,

ce qui détermine complétement la métrique SAS qui prend alors la forme

2GM A
— =

ds?> = B(r)dt?> — B(r) 'dr? —r2dQ?, B(r)=1- 3
r

(2.2)

Il est facile de voir que la métrique SdS atteint, en sus de la singularité r = 2G M, pour r suf-
fisamment petit, une deuxiéme singularité de coordonnées, en r = \/3/_A, pour 7 suffisamment
grand. En outre, I’équation (2.1) avec un A positif donne lieu, méme en absence de la masse, a
une accélération radiale Ar/3, trés petite dans la mesure oil A est faible; de 'ordre de 10752 m 2

[10]. En effet, I'identification au résultat (1.8) pour un champ faible donne le potentiel

GM A
o) = - == -5

2.2 Contribution de la constante cosmologique a la déflexion

des photons dans un champ de Kottler

Dans le but de comprendre la nature de I’énergie sombre, qui serait responsable de 'expan-
sion accélérée de 'Univers [11], il est intéressant d’étudier le role de la constante cosmologique.
Jusqu’a tout récemment la croyance générale était que la constante cosmologique n’a pas
d’effet sur la déviation de la lumiére par une masse isolée M a symétrie sphérique. Cette croyance
a comme origine le fait que la constante cosmologique disparait dans I’équation de la trajectoire

©(r). Rindler et Ishak [12] ont corrigé cette croyance générale: La constante cosmologique a un
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effet sur la déviation de la lumiére par une masse M & symétrie sphérique. Le travail de Rindler

et Ishak se fait dans le cadre des hypothéses suivantes:
1. La terre et la source sont au repos par rapport a la lentille.
2. Les masses de la terre et de la source sont négligeables par rapport a la masse de la lentille.

Dans ce qui suit, nous allons étudier ’effet de la constante cosmologique sur la courbure

d’un rayon lumineux, lors de son passage a proximité d’une masse & symétrie sphérique.

2.2.1 Géométrie de ’espace-temps SdS et équation du mouvement

Avant d’aller plus loin, considérons un espace euclidien & trois dimensions. Dans des coor-

données cylindriques, I'élément de ligne au carré dl? s’écrit
di? = dz* + dr® + r2dy?.

Considérons maintenant une surface a deux dimensions & symétrie cylindrique z = z(r) plongée

dans l'espace euclidien & trois dimensions. L’¢lément de ligne dI? s’écrit alors
dz\?
d* = || — 1
Kd) "

Compte tenu de (2.2), La métrique spatiale de Kottler pour un mouvement restreint dans

dr? + r2dy?. (2.3)

le plan équatorial, § = 7/2, se simplifie en

-1
di? = (1 — 2GTM — %ﬁ) dr® + rde®. (2.4)

Prés de la masse ot A2 < GM/r, dI? est approximé par la métrique spatiale de Schwarzschild

2GM\ !
dz2~<1— ¢ ) dr? + r2dy?.

r
En comparant a (2.3), on obtient

2GM
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Cette derniére s’intégre pour donner
2(r)? = 8GM (r — 2GM). (2.5)

C’est I’équation de la paraboloide de Flamm, notée X! sur la figure 4. Loin de la masse ou

GM/r < Ar? la métrique spatiale (2.4) est approximée par la métrique spatiale de de Sitter
A \L
di* = <1 — §T2> dr® + rde®.

En comparant a (2.3), on en déduit que

Ar?
dz ==+ dr 3——A7‘2,

qui s’'intégre grace a un changement de variable approprié, en faisant usage de la deuxiéme
intégrale de (1.25), pour donner
22 412 = 3/A.

C’est I’équation d'une sphére de rayon +/3/A, notée %2 sur la figure 4.

Figure 4: Les géométries de Schwarzschild et de Schwarzschild-de Sitter. ¥! est la représen-
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tation de la paraboloide de Flamm dans I’espace de Schwarzschild ; 2 sa surface correspondante
dans Pespace de Schwarzschild-de Sitter; 33 est un plan auxiliaire avec £ I’équation orbitale

(2.7). Les courbes £2 et £3 sont les projections verticales de £! sur X2 et X! respectivement.

En faisant le changement r = 1/u dans Pexpression (1.20), qui reste la méme aussi bien
pour Kottler que pour Schwarzschild, on obtient, aprés dérivation par rapport ¢, une équation
orbitale pour le chemin du photon; dans laquelle la constante cosmologique est éliminée

a2 /1 1 3GM
d_<p2<F>+F_ e (26)

Ce résultat donne & penser que la constante cosmologique, en dépit de sa présence dans la
métrique SdS, n’a pas d’effet sur la déviation de la lumiére. Ce fut argument avancé par
plusieurs auteurs [13]. Néanmoins, nous allons montrer que malgré I’absence de A dans (2.6) la
constante cosmologique influe sur la déviation de la lumiére, la raison étant que c’est la métrique
qui détermine les observations réelles qui peuvent étre effectuées.

Le coté droit de 'équation (2.6) est une petite correction relativiste. Par exemple pour une

trajectoire & extérieur du Soleil ou frolant le Soleil nous avons

3GM _ 37 Schw < 37 Schw ~ 106
T 2r  ~ 2Rs ’

ol Tschw €6 R sont respectivement les rayons de Schwarzschild et du Soleil. A l'ordre zéro

Péquation (2.6) admet comme solution

Cette équation représente un rayon lumineux non dévié par le champ gravitationnel, avec b
un paramétre d’impact indiqué dans la figure 5. En introduisant cette solution dans 1’équation
(2.6), il vient

@ (1\ 1 3GM

d—@g < > - = o2 [l —cos(2¢)],

r

qui admet pour solution

YELT o

1 3GM
3

142 cos(2<p)} .
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On rappelle que la solution d’une équation du type

dy +y= Z A; cos(w;x)
A2 y= : i i),

est

A;
1—

5 cos(w;).
Wi

y= Clcosx—l—C’gsinx—l-Z
i

En combinant les deux solutions on obtient au premier ordre de la perturbation

P T

L _sinp  3GM [1 + % cos(2<p)} . (2.7)

En faisant tendre r vers U'infini, on pourrait obtenir a l’aide de ce résultat ’angle de déviation
total (1.26) dans le cas de Schwarzschild. Cependant ce n’est plus le cas dans 'espace-temps
SdS dans lequel le rayon r est toujours inférieur & la singularité \/3/_A
On peut se convaincre facilement que la distance d’approche minimale 7 = rp correspond &
¢ =m/2. Donc
1 1 GM

1 _1, GM 9.
o L (2:8)

2.2.2 Déviation de la lumiére

Afin de calculer angle de déviation, on utilise la formule invariante pour le cosinus d’un

angle entre deux directions de coordonnées d et ¢ comme le montre la figure 5

G d*o”

cos = , 2.9
(guydudu)l/Q (guy(su(su)l/Z ( )
ou les gy, correspondent, dans notre cas, a la métrique spatiale (2.4). Nous avons alors
2GM A N\
Grr = B(T)71 = <1 - - _T2> » Yoo =T
T 3
Dérivons maintenant (2.7) par rapport a ¢ pour obtenir
d 2 [GM
I; = % [ 2 sin(2¢) — cos 4 = A(r,p). (2.10)
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Donc, nous avons, sachant que d est la direction de l'orbite et § la direction de la coordonnée

= const
d = (dr,dp) = (A, 1) dp, dp <0,
6 = (6r,0) = (1,0) ér.

En substituant dans (2.9), on obtient

A
cos) = #,
A% +72B(r)
ou bien
r+/ B(r)
tan) = ———>. (2.11)
|A]
&
sing = Alr 0 “
_l"‘" _l“'"
———
o P
- .': T .
.-'-'-. )""’I
ﬁn”f\ &

Figure 5: Le plan équatorial. C’est le graphe de 1’équation (2.7) qui coincide avec £' dans la

figure 4. La moitié de 'angle de déviation est ¢ — ¢ = €.

L’angle de déflexion totale est défini par

Ap=2=2(Y—¢).

Dans le cas ou ¢ = 0, on obtient successivement, des équations (2.7) et (2.10)

b2
2GM’

et
b3

A= e
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Il s’ensuit que

AGM
Ap =20y ~

2 2 2
1-92 GMY A/ b
b 24 \ GM

Cette formule est d’une importance capitale en Cosmologie. C’est 'angle de déviation totale

: (2.12)

que doit subir un photon lors de son passage prés d’un objet massif, dans le cas ol la source et
P'observateur sont loin de cet objet. Dans ’espace de Schwarzschild, il suffit, pour obtenir cet
angle, de faire tendre r vers I'infini dans ’équation (2.7), ce qui n’est pas permis dans lespace
de Kottler, puisque comme on l’a dit r ne peut pas excéder la valeur de ’horizon \/3/_1\ La
seule valeur caractéristique de 7 dans ce cas est celle qui correspond & ¢ = 0, r = b?/2GM. 1l
est clair, d’apres l'expression (2.12), que I'angle de déviation totale dans le cas de Schwarzschild
est bien atteint au premier ordre pour A = 0 (on rappelle ici que b est relié & rp par la relation
(2.8) et Pangle de déviation de Schwarzschild a la méme expression a lordre le plus bas en terme
de b ou de rp). Au-dela de ce point, on se retrouve dans une région de transition trés vaste,
essentiellement plate, entre la géométrie de Schwarzschild et celle de Kottler, dans laquelle il
n’y a pas une déviation significative supplémentaire. On suppose que 'observateur aussi bien
que la source sont situés dans cette région. L’observateur mesurera alors directement ’angle de
déviation physique 21, comme ’angle entre les deux positions apparente et la non perturbée de
la source. Comme prévu, d’apres (2.12), un A positif diminue angle de déviation et il s’oppose
de ce fait & la gravitation.

Bien entendu, la contribution de la constante cosmologique A sur la déviation de la lumiére

0752 m72

est tres faible. On sait d’aprés les cosmologues que l'ordre de grandeur de A est de 1
Pour cette valeur de A le rapport des deux termes dans le membre de droite de (2.12), pour un
rayon lumineux frolant le Soleil, est de 1028,

En conclusion nous avons montré que lorsque la géométrie de 'espace-temps SdS est prise

en compte, la constante cosmologique A contribue effectivement a la déviation de la lumiére.
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2.3 Contribution de la constante cosmologique au temps de re-

tard dans un champ de Kottler

Nous allons essayer d’établir la formule qui donne le temps de retard dans un champ de

Kottler en suivant la méme démarche que pour un champ de Schwarzschild. Il s’avére, pour

ce faire, que les expressions sont trés proches de celles obtenues précédemment, au point que

méme certaines d’entre-elles préservent la méme forme.

dp/dr garde la méme forme que pour Schwazschild

do _ 1 (1 2GM  2GM )1/2
dr r /7,2/7,%_1 r rp r+rp
tandis que dt/dr est donné par
dt _ B(rp) <1 _2GM  2GM v )1/2
dr B(r)\ /1 — 1212 T rp T4rTp '

Pour le photon «p lintégration de tg au premier ordre en § = GM/rp donne

/B(rp) <1_ 2GM  2GM v )Ver

rp B 1_7,2/7,2 r rep r+rp

~ TP B(TP) (Ig1 + 8Igo + 0Igs + 261g4),
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avec

1 2
d 1 A1 —
Ig1 = / 5 Y = arctanh | — yg ,
ve (PP =) V1I-y2 21—\ yp{ 1—X
1 2
d 1 1-—
Ipy = / ‘;Jy = arctanh —yg,
ue (12 =A%) /1 —92 1— 22 1—
2
) ay AT (1+ V=2 1-43) =23
IES = / = In
e P (L+y)VI—¢?  2(1-27) L\/l—)\Q ch —A?

1 (1+v1—/\2\/1—y?;+/\yE)(yE—/\) ) 1—y3

+ In

A1 — A2 (14—\/1—,\2,/1—?4%—)\3/15)(yE+/\) 1—ve
1 3 2 2 -y
1 2\ 1— v Y
Ipy = / o B " . E
YE

arctanh

(=22 1—g2 201-2) \ V1N 1=
ovy :=rp/r,yg :=rp/rg > X\ X:=/A/3rp K 1.

Si nous nous limitons au cas ou les angles de coordonnées eg et €}, sont treés petits devant

I'unité, quelques secondes d’arc, nous avons a 'ordre le plus bas

—-1/2

ep ~taneg = rg|de/dr(rg)| ~ (7‘]25/7‘%3—1) ~rp/rg =Yg,

—1/2
e tandy = rpldg )|~ (bR 1) Pt =
—1/2 ’
cs ~ tancs = rg |dp/dr(rs)| ~ (12 /1% —1) %~ rp/rg =ys,

-1/2

ey ~taney = rg|dy’ /dr(rg)| ~ (ri/rE —1) ~ T Ty = Yk

Pour ¢, on obtient des expressions analogues, & condition que y, yz et X soient respective-

ment remplacés par y' =1 /1,y i=1rh/rE, et X = /A/37.

Comme auparavant I’évaluation de tg — t}; donne aprés un long calcul réputé dans [14] :

te —t/E ~Ap +GMAgy + GMAgs +2GMARy,
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avec:

AEI = Tpy B(’/‘p) IEl — 7‘931/3(7‘93) I;E'I
)

1 A A
~ GM [_X (1—2x) arctanhy—E + ?;_]g (1/2% - 1) - X (1 — 2?) arctanh u

Apy = /B(rp)Igs —\/B(rp) Iy ~ —Inz,
Apy = /B(rp)Ips —\/B(rp) I

A ) A
(1 —z)arctanh — +Inz — — (1 — x2) arctanh —
YE A YE

AE4 = v B(TP)IE4 - 1/3(7‘93)1%4 ~ —lnzx.

)

M| =

et x =rp/rp. D’ou

YE 2 3(5 2 )\
tg —thy ~ GM [% (l/x —1) —ﬁ(l—x )arctanhy—E—2lnx .

De méme nous avons pour tg — t’S

ts —tls ~ Agi+GMAgy + GMAg3 +2GMAgy

Ys 41 .2 _3_5 2 _ i_
GM [% (1 x ) o (l/x 1) arctanh " 21nx} ,

avec ys := rp/rg. Le temps de retard peut donc s’exprimer en terme de M, A\, rg, rg, z et rp

comine

1 1

+ —) (1/2* —1)

TE rs

2
- ¢ e GM | —E

3GM
¢ (arctanh —E_ | arctanh —= ) (1—2%) —4n x] ,  (2.16)

T2 AR N V3R

qui redonne exactement, dans la limite A = 0, le temps de retard (1.27) dans le cas de Schwar-
schild.
Déterminons maintenant les relations qui lient les angles de coordonnées eg, €, €5 et €

aux angles physiques ap, oy, ag et o/ respectivement, en faisant usage de 'expression (2.11)
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obtenue dans la section précédente

ap ~tanag = rg\/B(rg) |de/dr(rg)| ~ egy/1 — AT%/B’
I - ! ~ e — Arg
o ~tanay =rp\/B(rg) |d¢'/dr(rg)| ~ ¢gy/1 — Arg/3, (2.17)
as ~ tanag = rg\/B(rg) |dp/dr(rs)| ~ es\/1 — Arg/3,
g ~tanaly = rg\/B(rg) |dy' [dr(rs)| ~ €g4/1 — AT%/?%

ou on a négligé les termes d’ordre GM/rg. 1l s’ensuit que
glig

x:=1p/rp ~epfey ~ ag/dy, TP~ eprg ~ aprp. (2.18)

En suivant la méme méthode que précédemment, nous obtenons, en faisant usage du résultat

(2.15), pour les angles ¢g et ¢, les expressions

T AGM
—pg —6E<1+—E>+

2.19
rg TR’ ( )
; ; TE 4G M
— ~ 4 1+=| - .
S 2 ( 7‘5) €LrE

Etant donné que les deux photons partent du méme point, la source, on doit avoir pg = ¢.

D’ou, compte tenu du résultat (2.17), une relation entre rg, rg, ag, o5, A et M

e, AGM 2 gs)

rs OéEOélE’/‘E

(2.20)

En tenant compte de (2.18), on obtient & partir de (2.16) le temps propre de retard en terme
de M, A, rg, rg, ap et oy

2 2
AT~ GM1/1—AT§5/3[22EM <1+TE>M A1 OB

rs) I-MZ/3 T d,

E
3GM

TE rs 1 1
_ 27% (1 — AT%/?)) (arctanh W + arctanh W) <a_% _ _/2>

ap

-(2.21)

Donc si on se donne a priori les valeurs de M, A, rg, rg, ap et o/, on pourrait calculer le

temps propre de retard du photon “ag” par rapport au photon “o/”.
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2.3.1 Application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112

Utilisons le modéle ACDM & espace plat avec A = 0.77 -3 am ™2 & 20% pour convertir les
redshifts zy, et zg en distances d’aire df, = rg et dg respectivement par rapport a la Terre, en

utilisant I’ Ansétze [14]
TE+7Ts

J1—Ar2/3

On détermine alors la masse de Pamas de galaxies a l'aide de Iexpression (2.20) pour les

ds =

‘—’ de la constante cosmologique et des

valeurs maximales ‘+’, centrales ‘+0’ et minimales
angles ap et oy. Les résultats sont consignés dans les tableaux 2, 3, 4.
Une fois que la masse M appropriée est déterminée, on calcule 'angle polaire de coordonnée
Wl

pg et le temps de retard que met le photon “ag” par rapport au photon “a/,”, en utilisant
S Pp % E

respectivement les expressions (2.19) et (2.21).

A +20% + + + + + + + + +

oy £10% +0 +0 +0 + + + — — —

ap + 10% +0 + - +=0 + - +0 + —
—pg ] 13.61 | 12.25 | 14.97 | 16.33 | 14.97 | 17.69 | 10.89 | 9.53 | 12.25

M [10%¥Mg] || 5.80 | 6.38 | 5.22 | 6.38 | 7.02 | 575 | 522 | 575 | 4.70

AT [ans] 22.6 | 21.3 | 235 | 283 | 27.3 | 29.0 | 172 | 158 | 183
Tableau 2.
A £20% +0 | £0 | £0 | £0 | £0 | £0 | £0 | £0 | +0
o £ 10% +0 | +0 | 0 | + + + - - -
ap £ 10% +0 | + - £0 | + - +0 | + -
—pg ("] 13.00 | 11.70 | 14.30 | 15.60 | 14.30 | 16.90 | 10.40 | 9.10 | 11.70
M [10"¥Mg] || 4.67 | 513 | 4.20 | 5.13 | 5.64 | 4.62 | 420 | 4.62 | 3.78
Arlans] 205 | 193 | 21.3 | 25.7 | 24.8 | 26.3 | 156 | 143 | 16.6
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Tableau 3.

A +20% — — — — — — — — —
oy £10% +0 +0 +0 + + + — - —
ap +10% +0 + — +0 + — +0 + -
—ps ] 12.61 | 11.35 | 13.87 | 15.13 | 13.87 | 16.39 | 10.09 | 8.82 | 11.35
M [103Mg] || 4.01 | 4.41 | 3.61 | 4.41 | 485 | 3.97 | 3.61 | 3.97 | 3.26
Arlans] 189 | 17.8 | 19.7 | 237 | 228 | 243 | 14.3 | 13.2 | 15.3
Tableau 4.

Par conséquent

4.69
—Ps = 13-00J:4. 18 g

et

2.17 13
M = 4.8572 17103 M.

Cette valeur est bien compatible avec la valeur observée M = 5.0719 - 1013 M.
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Chapitre 3

Modéle de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker en

Cosmologie

La cosmologie concerne I’étude des grandes structures de ’Univers, de leurs lois, de leurs
origines et de leurs évolutions, ainsi que des modéles qui permettent sa compréhension. Puisque
les propriétés de I'espace-temps sont déterminées, d’apreés la relativité générale, par son contenu
matériel, la difficulté de construire un modeéle cosmologique consiste a trouver la structure
riemannienne compatible avec le contenu de ’'Univers dans son ensemble et avec les phénomeénes

physiques qui s’y déroulent.

3.1 Principe cosmologique

La plupart des modéles utilisés en cosmologie font 'hypothése d’un espace homogéne et
isotrope.

Précisons la signification de ’homogénéité et de l'isotropie. Par homogénéité, on entend que
tous les points d’espace jouent le méme role. Autrement dit, il n’existe pas de point privilégié.
Par isotropie, on entend que toutes les directions autour de tout point de I'espace sont équiva-
lentes. On peut montrer qu’en vérité 'isotropie ainsi définie (isotropie autour de chaque point)

entraine ’homogénéité.
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On dit des modéles qui font ’hypothése d’un espace homogeéne et isotrope qu’ils satisfont au
principe cosmologique. Le principe cosmologique implique de fortes contraintes sur la métrique
d’espace-temps. On peut montrer qu’il existe un systéme de coordonnées, dites coordonnées
comobiles, de telle maniére que les dix composantes indépendantes du tenseur métrique se
réduisent & une seule fonction de ¢, ¢ désigne la coordonnée temporelle, a(t) appelée facteur
d’échelle et & un seul parameétre discret k& pouvant prendre trois valeurs £ = 0, 1. Plus
précisément, on peut toujours pour un Univers satisfaisant au principe cosmologique, faire
le choix d'un systéme de coordonnées (¢,7,6, ) de telle maniére que le carré de lintervalle

d’espace-temps ds? prenne la forme

dr?
1 —kr?

ds? = dt? — a(t)? < + 7‘2d92> : (3.1)

d0? = d6? + sin? 0d?,

avec I'indice discret k pouvant prendre les valeurs 0, +1, —1, qui correspondent respectivement
a un espace euclidien a trois dimensions, & une spheére et & une pseudo-sphére.

Si on fait le choix d’une nouvelle coordonnée radiale x lié & r via

X k=0
r=3(x)=1< sinxy k=+1

sinhy k=-1

alors (3.1) peut étre réécrite comme

ds? = dt* — a(t)? [dx* + Z(x)?dQ?] . (3.2)
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3.2 Equation de Friedmann

La seule fonction inconnue dans (3.1) ou (3.2) est le facteur d’échelle a(t) qui peut étre

déterminé par application des équations d’Einstein

1
Ry = 59 R = —87G T,

ou
1
Ry, = —87QG (TW -3 gWT)‘)\> ,

en I'absence d’une constante cosmologique A, ou
1
R, — §9WR —Agy = —8rGT,,,

ou

1
Ry, = —8nG <Tuu -3 gLWT)\)\> - Agﬁ““ (3:3)

en présence d'une constante cosmologique A.
Ceci nous ameéne au calcul du tenseur de Ricci et du scalaire de courbure, lesquels requiérent

le calcul des symboles de Christoffel T'* | lesquels & leur tour s’expriment en fonction du tenseur

po

métrique g, et du tenseur métrique inverse g"”, (1.4).
A partir de (3.1), on peut tirer les composantes du tenseur métrique dans le systéme de

coordonnées (¢, 1,0, @)

g =1 g =0’/ (1=kr?), gop=0’1? gy, =a’r’sin’0,

et du tenseur métrique inverse, qui sont ici immeédiates, vu que le tenseur métrique est diagonal

gt=—1, gm=1-kr?) /a® ¢ =1/(a*?), ¢?¥ =1/ (a*?sin?0).
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Le calcul des symboles de Christoffel donne pour les composantes non nulles

Ft

o =aay/ (1 —kr?),
[7py=—r (1 — k:rQ) ,
Fete = Feet = a/a,

e 1Y _
Y, =1%,= at/a,

Ity = aar?,
"y, =—r (1 — k;rQ) sin 6,
Fer@ = Fe@r = 1/T’

%, = TI%,=1/r

It o= aa;r?sin 6,

rr, =I",, =a/a, (3.0
0 _ '

1Y, ,=—sinfcos?,

FSOW = FSOW = cot 0,

ou l'indice ¢ désigne la dérivée par rapport au temps. En utilisant 1’expression du tenseur de

Ricci (1.3), on obtient

Ry = 3att/a7

Rgg= —r? (aatt + 2a§ + 2k;) ,

Ry = — (aay + 2a} + 2k) / (1 — kr?),
R,,= —r2sin? 6 (aatt + 2a§ + 2k;) .

(3.5)

Finalement, on calcule le scalaire de courbure R par contraction du tenseur de Ricci R,

R = guuij)

ce qui donne, en utilisant les expressions des composantes (3.5) du tenseur de Ricci

R=g¢"R,, =—6 (atta—l—a? + k;) /a2.

Pour écrire les équations d’Einstein, on a également besoin d’une expression pour le tenseur

énergie impulsion. On modélise généralement I’Univers comme un fluide parfait dont les mo-

lécules sont des galaxies ou des amas de galaxies. Il vaut la peine de remarquer qu'un flux de

chaleur ou de particules serait incompatible avec l'isotropie, car fixant une direction privilégiée

de ’espace. La forme générale du tenseur énergie impulsion 7}, d’un fluide parfait avec densité

p et pression p est donnée par

Ty = (p+p) UpuUy + pgpv,

ou U, désigne la 4-vitesse du fluide. Vu qu’on travaille dans un systéme de coordonnées como-
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biles, seule la composante temporelle de U, est non nulle

U.(Ut,0,0,0).
Comme
UU" =1,
et vu que le tenseur métrique est diagonal avec: gt = —1
U2 =1.

Comme Uy est obligatoirement positif, on a
U =1.

Il est & remarquer que nous obtenons deux équations indépendantes, qui correspondent aux

composantes tt et 7 du tenseur de Ricci, et qui s’écrivent explicitement comme

1
a? — 3 (87Gp+A) a® = —k, (3.6)

2aa 4 a? 4+ (87Gp — A) a® = —k. (3.7)

Du fait de l'isotropie de l’espace, (3.3) produit la méme équation (3.7) pour = v = 6 et pour
1 = v = p. Ces équations ont été découvertes par Friedmann en 1922 dans le cas p = 0 [15],
puis généralisées a pression non nulle par Lemaitre en 1927. En prenant la différence des deux

équations (3.7) et (3.6) on obtient

Qi 4rG A
M T o+ 3p) o :
. 5 (p+3p) + 3 (3:8)

Cette expression nous permet de voir que pour A négligeable, dans un univers a contenu matériel,
c’est-a-dire tel que p 4+ 3p > 0, 'expansion est décélérée. Il reste a résoudre le probléme de la
dépendance de la pression avec la densité et pour cela il nous faut encore une équation d’état

p = p(p) qui suppose une forme particuliere de matiere dominant I’Univers ou la connaissance
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des diverses formes possibles d’énergie dans I’Univers. En prenant une combinaison linéaire
particuliere des équations (3.6) et (3.7) ((3.6) multipliée par —3 et (3.7) multipliée par 1), on
obtient
2k
— — = — S +41G(p+p) =0. (3.9)

2
AnGp, = 3% <@ ~ 3 5) . (3.10)
En combinant (3.9) et (3.10), on obtient 1’équation
at
pi+ 3= (p+p) =0. (3.11)

C’est bel et bien le résultat que donne la composante temporelle de I’équation de conservation

du tenseur énergie impulsion. L’équation (3.11) est équivalente a

d d
o (pa®) + paa?’ =0, (3.12)

c’est I’équation d’état qui lie la pression & la densité. Si I'Univers est dominé par la matiére non

relativiste, p < p, et (3.12) mene alors a
pocl/ad. (3.13)

Pour un univers dominé par la matiére relativiste tel que les photons, p = p/3, (voir le rayon-
nement du corps noir), (3.12) méne a

pocl/at.

Pour un univers dominé par I’énergie du vide, p serait indépendante du temps et (3.12) donnerait

alors
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3.3 Propagation des photons dans le modéle FLRW

Ici, nous n’allons traiter que le cas des trajectoires les plus importantes en cosmologie,
celles des photons qui voyagent de galaxies lointaines vers nous, a 'origine. Ce probléme est
particuliérement simple car on doit seulement imposer ds? = 0. Considérons un photon émis &
(t,x, 0, ¢) puis détecté a Vorigine (to, xg = 0, 00,¢). Ceci implique que ty > t. Prenons le cas

d’un chemin radial, ce qui signifie que 8 = 8y et p = . L’équation (3.2) se réduit alors a
0 =ds® = dt? — a(t)?dx?,

ce qui donne

dyx 1
i :I:@. (3.14)

Comme le photon se rapproche du détecteur, dx est forcément négatif et on doit choisir parmi

les deux possibilités (3.14) celle avec un signe négatif. Donc

dyx 1
i —@. (3.15)

En intégrant (3.15), on obtient

x(t) =/t0%, (3.16)

ou x(t) représente la coordonnée géodésique du photon & I'instant ¢. Si on est en possession de
Pexpression de a(t), on peut alors évaluer x(¢) pour un instant quelconque. Pour des galaxies
émettrice et réceptrice suffisamment proches de telle maniére qu'on puisse négliger la variation

de a(t) entre 'instant d’émission et I'instant de réception du photon, (3.16) se simplifie en
aox =to —t,

qui dit simplement que le temps de vol est égal a la distance parcourue par un photon, dans un
systéme d’unité ou ¢ vaut 1.

La relation (3.16) permet également d’accéder au décalage spectral. Considérons un premier
photon émis & 'instant ¢ par une galaxie ou un amas de galaxie et regu sur Terre a l'instant .

Considérons un deuxiéme photon émis a 'instant ¢ + 1/v o v est la fréquence du rayonnement
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a I'émission. Ce deuxiéme photon sera regu sur Terre & un instant tg+ 1/ avec v la fréquence

a la réception. Comme la distance géodésique est la méme pour les deux photons, nous avons

fodt fot1/vo g todt fo qt fot1/vo g
= [ [
D=} e Sy @@ Jopa® ) oaw Sy a®

En négligeant la variation de a(t) sur les intervalles (¢,t + 1/v) et (tg,to + 1/19), on obtient

11 11

a(t)l/ ap Vo

)

d’ou

ou, comme les fréquences et les longueurs d’onde sont inversement proportionnelles

)\0 ao
— =—. 3.17
S~ = (3.17)

Le décalage spectral z est défini comme

Ao
1 = —
+z N
d’ou
1+z:@.
a

Si z > 0 on parle de décalage spectral vers le rouge ou redshift et si z < 0, on parle de décalage
spectral vers le bleu ou blueshift.
Pour obtenir y en fonction du décalage spectral z, on fait le changement de variables dt =

(dt/da)da = da/a dans (3.16), on obtient alors

% da
X@) = [ aa -
142z

Cette expression est utile car ce qui est observé c’est le décalage spectral d’une galaxie et non

I'instant d’émission d’un photon.
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Chapitre 4

Modéle d’Einstein-Straus avec

Constante cosmologique

Quand on étudie les petites régions de I’Univers, on ne peut pas utiliser I'hypothése de la
distribution isotrope et homogeéne de la matiére. La métrique dans une telle région, dans laquelle
il y a une perturbation dans la distribution de la matiere, differe de la métrique FLRW (3.1).
Le plus connu des modeles construits pour ces régions est celui d’Einstein-Straus [16] et aussi
les modeles caractérisés par la métrique de McVittie [17]. Dans de tels modeéles, les galaxies
ou les amas de galaxies seront représentées par une condensation de matiére plongée dans un
fluide parfait. Le modéle d’Einstein-Straus est un modeéle plus adapté a 1’étude d’une seule
condensation a symétrie sphérique placée au centre d’une sphére vide dans laquelle s’applique
la métrique de Kottler. C’est un modéle a vacuole, la vacuole étant immergée dans un fluide
parfait décrit par la métrique FLRW.

Le modéle d’Einstein-Straus permet de s’affranchir des hypotheéses utilisées par Rindler et
Ishak [12]: On permet a l'observateur de se déplacer par rapport a 'amas de galaxies (lentille)
et les masses des autres amas de galaxies sont incluses sous la forme d’une poussiére isotrope et
homogeéne. La métrique d’Einstein-Straus est une solution des équations d’Einstein qui raccorde
la solution de Kottler, SdS, a 'intérieur du rayon de Schiicking [18] avec la solution FLRW a
Pextérieur. Il est & noter que la solution d’Einstein-Straus, tout aussi bien que la solution FLRW,

sont des solutions instables. Cette instabilité est la bienvenue car elle permet la formation des
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structures.

On se limitera a des espaces asymptotiquement plats, k& = 0 dans la métrique FLRW, en
présence de la constante cosmologique. Commencons par redémontrer le résultat de Schiicker
[19] concernant le Jacobien de la transformation de passage des coordonnées de Friedmann aux

coordonnées de Kottler.

4.1 Raccordement des solutions FLRW et SdS

Désignons par (T, 7,8, ) les coordonnées de Kottler et par (¢,7,0,¢) les coordonnées de
Friedmann. Les éléments de ligne des métriques SdS et FLRW s’écrivent alors respectivement

comine
2GM A,

ds?> = B(r)dT? — B(r) 'dr? —r2dQ2%, B(r) =1 . 37

(4.1)

et
ds* = dt* — a(t)? (dx* + x?d0?), (4.2)

ou le facteur d’échelle a(t) est fourni par I’équation de Friedmann (3.6), qui, dans des unités ou

87G =1, se simplifie en :

%L =ay/(p+A)/3.

Dans un univers dominé par la matiére non relativiste, p < p, nous avouns la relation (3.13),

p o< 1/a3, qui nous permet d’écrire
3 _ 3 _ e
pa” = Pausiotp = C°°.

L’équation de Friedmann devient alors

d
d_? = a\/<pdust0ag/a3 + A) /37 (43)

avec le facteur d’échelle a(t) supposé strictement monotone. Les deux solutions SdS et FLRW

sont raccordées pour le rayon constant de Schiicking xg.ni

rseni(T) = a(t)Xschis T < TSchiy X = XSchii-
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La masse centrale M doit étre égale a la densité de la poussiére multipliée par le volume de

la spheére avec rayon de Schiicking

4 4 3 3
M = 3T Schii P = 3TO0X Schii P dust0> (4.4)

d’ol en tire une expression pour le rayon de Schiicking : xg.ni

IM 1/3
=) 45
Xschi <47Ta%pdust0 > ( )

Il est utile de définir Bgepi et Csepy respectivement comme

1

Bsenii = B(rschi) =1 — 3 (Paustoad/a@® + A) a®XEopis

Csenii = V1 — Bseni-

Nous allons partir des coordonné de Friedmann (¢, x) et faire deux transformations de co-
ordonnées successives: (¢, x) — (a,x) — (§,7). Nous allons également partir des coordonnées
de Kottler (T',r) et faire une transformation de coordonnées: (T,r) — (£, ). Autrement dit,
nous allons passer des coordonnées de Friedmann (¢, x) et de Kottler (T, r) au systéme de co-
ordonnées (§,7), ce qui nous permettra de raccorder les deux solutions de Friedmann et de
Kottler.

La métrique FLRW (4.2) s’écrit dans le systéme de coordonnés (a, x) comme

3da?

ds? =
(pdustoag/a3 + A) CL2

—a’dx? — a*}2dQ2. (4.6)

Faisons un deuxiéme changement de systéme de coordonnées (a, x) — (£, 7) de telle maniere

que le facteur devant dQ? se réduit a 72

a:=®Er), x:=r/PET),

avec la condition aux limites, qu’en le rayon de Schiicking, ’ancienne coordonnée de temps
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coincide avec la nouvelle coordonnée de temps

a = 5 = (I)(£7 SXSchii)' (47)

Alors dans le systéme de coordonnées (£,7) la métrique FLRW (4.6) s’écrit comme

ds* = — ggg dg? — gf; dr? — 2g§ dédr — r2d0?

2 2 2 2
= 8_(1) %_7‘_ dg? — 1_18_(1) _LQ 8_(1) dr?
o€ c: P2 ® Or Ci \ or

o® [r r 0P 1 0% 9 39

avec

C = <I>\/(pdugt()czg/@3 + A)/?).

On veut que la métrique soit diagonale, c’est-a-dire : ggr =0, ce qui donne

o r C? 1
o= s Bl g (Pauad/ 0+ A) 0

ds? se simplifie alors en

2
ds? = (Z_i’) % dg? — By 'dr® — r?dQ?.
1

En dérivant ® par rapport a &, et compte tenu de (4.7) on obtient en x = Xgoni

0P

0P
o€

Schii or

Xschii = 1/ Bschii-
Schii

Considérons maintenant la solution de Kottler et faisons un changement de coordonnés :
(T,r) — (&) avec
2w, (4.8)
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Nous pouvons écrire la métrique SdS (4.1) dans le systéme de coordonnées (&, 7,6,

ds?

) comme :

— ggg dg? — gﬁ dr? — r2dQ?

BY(£)*dg? — B~ dr? — r?dQ*.

Notons que la transformation de coordonnée (4.8) nous permet encore de choisir une condition

initiale, dont on pourra faire usage plus tard, en cas de besoin.

C’est dans ce systéme de coordonnées, (£,7,0,¢), qu'on raccorde de maniére continue les

deux solutions FLRW et SdS sur la sphére de Schiickinget pour des temps arbitraires

F‘ _ K‘ P _ K
gEE Schii gEE Sch'd) g”"’Schu g”"|Schu

On peut facilement montrer que

Csoni
Bilgeni = Bseniis  Cilgeni = —.
XSchii
La relation (4.9) implique alors que
XSchii
W(E) = s
BscniCsenii

En faisant un usage répété de la dérivée d’une fonction composée

o on o o
oT  Oa 9¢ OT’
ox _ox o
oT — 9¢ 0T’

ou_onov
or ~ Oa Or
ot 1 r 0®

T T W o

on obtient en x = X .4, le rayon de Schiicking, le Jacobiende la transformation de coordonnées

(Tr) = (&, x)
ot

ar

Schi

ax
oT

Schi

)

_ Csenii

a

)

o) _ _Cseni
or Schii BSchu’)
(4.10)
Ix B 1
or Schii aBSchii)
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ou sous forme matricielle

1

_ Csehii
a

Cschii

Bschi

: (4.11)

aBschi

Le Jacobien de la transformation inverse des coordonnées de Friedmann aux coordonnés de

Kottler (¢,x) — (T,r) n’est autre que U'inverse de la matrice (4.11). Le calcul de l'inverse de

(4.11) donne

1
Bsenii
Cschii
D’ou
oT 1
ot Schii BSchu‘)
or
hadl = Csenits
ot Sehi Schii

a

Csenii
Bschi

a

oT
ax

_ Cseni
- b
Schii BSchii

(4.12)
or .
X | schii

Pour comparer la coordonnée temporelle de Friedmann, ¢, & celle de de Kottler T, en x =

XSenii» ON considere la courbe paramétrée T = p, avec 1 = Exgonii, = 7/2 et ¢ = 0. Sa 4-vitesse

est

dT

@

dp ’
ar_drag| ar
dp T g, d

dans les coordonnées de Kottler et

dp Xseni¥ (€)™ 1 = BseniCsenii

dt 8t dT 8t dr CSchij

o= 37 -+ = —=1-1- BscniCsehis = Bschii,

dp 0T |gepy dp O | gepy dp Bgepi 7 e

dX 3)( drl 3)( dr Cgc;m 1

— == —+ 4 —— == 14 BseniCsenii = 0.
dp — OT |gepg dp — Orgepq dp aSchii aschiBseni

dans les coordonnées de Friedmann. On en déduit la relation

dt
dT

dt dp
= 7 7 = DSchii-
Senii  dp dT

(4.13)

On peut remarquer que le raccordement des solutions FLRW et SdS n’est possible que si

1. Les deux solutions FLRW et SdS correspondent & la méme constante cosmologique A.
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2. Si nous allons interpréter la masse centrale comme la masse d’'un amas de galaxie, M ~
10 My, il faut alors satisfaire & une hiérarchie pour les échelles de longueur, le rayon de
Schwarzschild 7gepy ~ 1072 am, le rayon typique d’un amas ruyser ~ 1073 am, le rayon
de Schiicking 7gepi ~ 1073 am, la distance typique entre amas Dejysier ~ 1072 am et le

rayon de de Sitter rgg ~ lam:

TSchw < Tcluster < T'Schii < Dclustera TSchii < T'dS-

4.2 Géodésiques et déviation dans le modéle d’Einstein-Straus

Les géodésiques seront intégrées par morceaux: Dans la solution plate FLRW avec constante
cosmologique A = 0.77 - 3 am 2 £ 20% et densité de poussiére pg,0, €t pour la solution de
Kottler SdS. Elles seront raccordées de maniére continue au rayon de Schiicking avec leurs
dérivées premiéres raccordées en utilisant le Jacobien calculé précédemment. On déterminera

le facteur d’échelle a(t) analytiquement & partir de 1’équation de Friedmann (4.3)

da
% = a\/(pdustO/a3 + A)/?),

Pdusto = 3 — A,

avec la condition finale a(0) = 1. Il vaut la peine de noter que ceci est équivalent & déterminer

a(t) a partir de 'équation du second ordre
2aay + a? = Ad?,

avec les conditions finales a(0) = da/dt|,_, = 1. D’autre part la partie spatiale des géodésiques
est facilement intégrable: Les photons suivent des lignes droites dans les coordonnées polaires
(x,0,¢). Dans la solution SdS les géodésiques sont intégrées analytiquement au premier ordre
dans le rapport 2GM /rp du rayon de Schwarzschild 2GM au péri-lens rp. Dans le cas concret
auquel on appliquera notre calcul, a savoir le systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112, le

rapport précédent est de 'ordre de 1075, ce qui fait que les termes d’ordre supérieur peuvent
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étre stirement négligés.

-~ .
; .
& P %
E A o ey
e s Sl Pt
g T | B 2 i .
ol ““‘—h-—-q_L{__ L S s - T
e 5

Figure 6: Les deux rayons lumineux de la figure 2 sont maintenant courbés juste dans la

sphére de Schiicking.
Puisque ce sont les conditions finales qui sont données, on intégrera a reculons dans le temps,
dt, dT' et dp seront alors négatifs, avec p un parameétre affine.
Etape 0
Avant d’aller plus loin, intégrons 1’équation de Friedmann de la Terre jusqu’a la source sans

déflexion. Prenons l'origine, x = 0, sur Terre et définissons le plan contenant la Terre, la lentille

et la source par = 7 /2. Notre condition finale en p =0 est

t=0, x=0, =T,
t= 17 X = _17 =
x(t) est déterminé par intégration de l’équation (3.15), dx/dt = —1/a, ou a est fourni par

P’équation de Friedmann avec la condition sus-mentionné a(0) = 1. On remarque que si a est
monotone, x serait nécessairement monotone et par conséquent inversible, avec son inverse noté
t(x). Notons que pour obtenir les conditions finales ¥ = —1 et ¢ = 0, on utilise le fait que la
métrique FLRW se réduit a .,

2 .
— =X+ (4.14)

ainsi que 1’équation (3.15).

L’intégration de ’équation de Friedmann avec la condition initiale a(0) = 1 donne

a(t) = (=1)"% (1 — 3/A)3cosh?/3 (\/% t+ H) : (4.15)
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ou

H:= arccosh(—l/m) )

En remplacant a(t) par son expression dans dy/dt = —1/a avec la condition x|,_, =0, on

obtient comme solution

x(t) :C(t)+\/§\/1—cosh(27'() oF <é,%,g,ﬁ> ) (4.16)

ou

¢t) = —W—A\/l —cosh(\/ﬁt—l-QH) cosh!/3 (\l@t—FH)

(1-3/M)"°
xcsch(\/?t—i-?‘l) oF'; (%,%;g;coshZ (\/?i—l—?‘()) . (4.17)
En utilisant (4.15), (4.16) ainsi que la définition du redshift (3.17)
142 = 1,
a

et du rayon de Schiicking (4.5)

B M 1/3
Xsehi = 47Tpdust0 ,

on obtient les résultats consignés dans le tableau suivant, avec comme masse M =5 - 103 M,

0 : 0
Terre | "Xg senap | Lentille, xg 1 | “XEg schas | Source, xg g

z 0 0.68 1.734
0¢ 0 —0.4556 —0.4566 —0.4576 —0.7372
X 0 0.5888 0.5905 0.5922 1.1847
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Si on veut maintenant prendre l'origine des x en la lentille, il suffit de translater les valeurs

de x, et on obtient le tableau suivant

Terre, Xp 1, | Xschii Lentille Xsehii | Source, OXL,S

z 0 0.68 1.734
0¢ 0 —0.4556 | —0.4566 | —0.4576 —0.7372
X 0.5905 0.0017 0 0.0017 0.5942

Dans la limite A = 0, les solutions, a(t) et x(¢) se réduisent a

alt) = (gt+ 1)2/3,
x(t) = 2 [1 — <gt+ 1)1/3] .

Ce sont les méme résultats qu’on obtient en faisant A = 0 dans (4.3).

Etape 1

)

Intégrons maintenant la trajectoire du photon “ag” entre la Terre et le rayon de Schiicking

en utilisant les symboles de Christoffel, (3.4), de la métrique FLRW dans le plan 8 = 7 /2:

It o = aag, It op = aa;x?, oo = =X,
FXtX = FXXt = at/a, FSOW = Fspsot: atfa, TP, = T¥,=1/x.

On obtient alors les équations des géodésiques

t+ aar x* +aax®¢* =0, (4.18)

g2 % i g =0, (119)

. L2

p+2%4p+ Zxp=0. (4.20)
a X

Pour définir les conditions finales en p = 0, nous utilisons le fait que 'angle de coordonnée
arctan(x |¢/x|) coincide avec ’angle physique ap mesuré en ns/ns. On note que les conditions
finales pour x et ¢ sont obtenues immédiatement en faisant usage des équations (3.15) et (4.14),

en retenant les expressions qui correspondent & un signe positif, car dans cette région x et ¢
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augmentent au fur et a mesure que ¢t (ou p) augmente

t:07 X:XE,LD Y =T,

. (4.21)
t=1, Xx=sinap, ¢=sinag/xgp-
En remplagant (4.14) dans 1’équation (4.18), et sachant que a; = a/f, on obtient
d . . 1
—Int = i In—,
dp dp a
qui s’inteégre, en tenant compte des conditions finales (4.21), pour donner
t=1/a(t). (4.22)
En remplacant ce résultat dans (4.20), on obtient
d I d 1 1
—|n = — In ——
dp v dp  a?x?’
qui s’intégre, en tenant compte des conditions finales, pour donner
. xXp .
= 5 5 = . 423
® 22 Xp = Xpg,1SINOE (4.23)
En remplacant £ par son expression, (4.22), dans (4.18), il vient
a® = 1/7\/3* +x2¢%.
En remplacant a? par son expression précédente dans (4.23), il vient que
2
dﬁz_i<X_P>/ 1 <X_P>
dp dp\ x N x/’
qui s’intégre, en tenant compte des conditions finales, pour donner
_ . XP
¢ = 7 — arcsin == + ag, (4.24)
X
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ou
Xp

- (4.25)

X =
L’instant tg.p5 2 ol le photon ap sort de la sphére de Schiicking en se dirigeant vers la Terre

est donné par

tsenie = t(Xg.senir) » (4.26)

ol Xp schip est la distance entre le point de sortie de la sphére de Schiicking du photon ag,

noté SchuF, et la Terre. On peut montrer facilement que cette distance s’écrit en terme de

XE.Ls XSchii €6 Psenap comme

XE schie = X(tschir) = \/X%L + X%ch@ + 2 X g,LXSchii COS PSchii B

avec
Xp
XSchii

Pseniip = ™ — arcsin + ap.

En remplagant x g g.pip Par son expression dans (4.26), on déduit tgchir, ce qui nous permet

de calculer la 4-vitesse du photon & la sortie de la sphére de Schiicking compte tenu des solutions

(4.22), (4.23) et (4.25)

cos (Pgehir — @E) . _ Xp
CL2 y  PSchilE = ag 2 .
SchilE Schii EXSchii

tsehie = 1/aschiies  Xschie = —

On définit v comme le plus petit angle physique entre la direction du photon et la direction

dirigée vers la lentille en le point SchuFE

DSchilE
XSchiiE

YpE ‘= arctan (Xschu‘ ) =T — QPgehip + OE = arcsin

XSchii

Pour intégrer la trajectoire du photon “o/,” dans la partie inférieure, on suit la méme

démarche que précédemment, mais seulement avec des conditions finales différentes

t:07 X:XE7L7 Y =—-T,

t=1, x=sinal, ¢= —sinaly /X p-
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Avec les conditions finales ci-dessus, les équations des géodésiques (4.18), (4.19) et (4.20) ’in-

tégrent en
! !

tzl/a(t)7 X = —— Xp 5 ¢:_>2<P27
sin(¢ + o) a?x
avec
Xl
p=—-7+ arcsinyp —ay,  Xp = Xxpsina.

Le photon “a/;” croise la sphere de Schiicking au point SchiiE’ a 'instant

toenim = t (X5 seniz) -

avec XIE, senip la distance entre la Terre et le point SchiiE’

XE,schie = X(tschip) = \/X?E,L + Xcni + 2XE,LXSchii ©O5 Psenip

et
’
Xp o

XSchii

Olsenip = —T + arcsin

On verra ci-dessus que le temps tl, .z peut se calculer en terme de tgcpup via une expres-
sion analytique approchée. Dans 'approximation ap < 1, o/ < 1, les distances XE,Schiil €6
X'g senip PEUVENt s’écrire comme

XE,L 2
XE,schie ~ (XB,L — Xsechi) (1 +5———ag),

2 .
XSchii (427)

XE,.L 1o
XlE,Sch,iiE ~ (XE,L - XSC}“}) (1 + m OélE> .
chii

D’autre part, nous avons grace a la relation (3.15), dy/dt = —1/a

oy
Schiill i _tlgchﬁE — tSchiE

!
XE,SchiiE — XE,SchiE = —/ N
tSchiiE a(t) ASchi.E
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car le facteur d’échelle, a, ne varie de maniére significative que pour des temps cosmologiques.

En utilisant (4.27), on obtient

/ ASchiFE XE,L 9 2
Atschis = tsehip — tSchil ~ 5 XEL 1 (o —af).
XSchii

La 4-vitesse du photon “a/,” au point SchiiE' est

/

! !
i — Vasain, Y. 08 (Ponap TR ., _ Xp
SchilE = SchiiE's  XSchilE = a2 s PSchiE = a2 32
SchilE SchitEXSchii

On définit de méme 7/, comme le plus petit angle physique entre la direction du photon “a/;”

et la direction dirigée vers la lentille en le point SchiiF’

Xp

-7
PSchik
XSchii

!
XSchiiE

'y’FE := arctan (Xschu‘ ) =7+ ‘PlSchu‘E + O/E = arcsin

Etape 2

Maintenant nous utilisons la condition mentionnée aprés ’équation (4.8) pour mettre

TschiE = tschiB-

Nous avons, en utilisant le Jacobien inverse (4.12) ainsi que I'expression du vpp, la 4-vitesse

au point SchuFE dans les coordonnées de Kottler

. _ar . oT . 1+ Cschiip cosyrg
Tsehie = e tschiE + o™ XSchilE = B
| schik X |SchiiE ASchiiE DSchiiE
. or : or : Cschiip +CosYpp
TSchiilE = &7 tschiE + o— XSchilE = .
ot ) .A
SchiiE X|SchiiE ASchiE

On définit v, comme le plus petit angle de coordonnée entre la direction du photon “ap”
et la direction dirigée vers la lentille en le point SchiiEl. Compte tenu des expressions de vpp
et "sehup ON A
PSchiiE

TSchilE

sin
) = arctan YFE

YK g = arctan (TschaE .
Cschive +cosvpp
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Pour le photon “a/,”, la 4-vitesse au point SchilE’ dans les coordonnées de Kottler est

! !
- _ 8_T i n 8_T ] _ 1+ ChipcosVpp
SchiiB = “pp SchiiE T 5 XSchiiE = o B )
SchiiE' X 1SchiE' SchiiE PSchiE
! !
y _or it . ar / _ Csenip +€osVpp
TSchitE = ot SchiiE T g XSchiiE = o )
SchiiE’ X |SchiE! SchilE

et on définit v}, comme le plus petit angle de coordonnée entre la direction du photon “a’;”

et la direction dirigée vers la lentille en le point SchiiE’. On montre que
o/
PSchiE

.l
SchiuE

. !
sin
) = arctancl VrE —
Schiie T €OSVpp

'y’KE := arctan <7‘SchﬁEl

Etape 3
Pour intégrer la trajectoire du photon ag dans la sphére de Schiicking nous avons besoin
des symboles de Christoffel de la métrique SdS dans le plan § = 7/2. On peut, en 'occurrence,
utiliser (1.5), les symboles de Christoffel de la métrique de Schwarzschild, a condition que la

composante B prenne la forme mentionée dans la métrique SdS, (4.1)

07 =0t =, = B0 e g2
Tr rT T 23(7,)7 TT )

%, =T%, = 1/r, Ir,, = —rB(r).

Les équations de la géodésique s’écrivent alors

. B(r) ..
T+ B Tr =0,
i+ =B(r)B'(r)T? — % i((:)) 72 —rB(r) $* =0,
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On a également des expressions analogues a (1.16), (1.17), (1.19), (1.21), (1.23) e

T =1/B(r), 7=24/1—J2B(r)/r?, ¢=J/r?

J :TP/\/W,

do _ 1 (1 2GM  2GM )1/2
dr r /7,2/7,%3_1 T rp r+rp

dr _ Blrp) < | _2GM _2GM ¢ >1/2
dr B(r)\ /1 — 2, /r? T rp r4+rp ’

ol rp est le péri-lens, distance d’approche minimale du photon “ag”

t (1.22)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

et J une constante du

mouvement, jouant le role d’un moment angulaire par unité de masse. On ne retient doré-

navant que les termes d’ordre 2GM/rp qui sont, dans notre cas, de Uordre de 107°. A cette

approximation le péri-lens peut s’écrire comme

rp ~ TsechapSinygp — GM.

(4.32)

On note que pour la trajectoire du photon “ag”, dp/dr est positif sur le trajet de rp a

rschik, €t est négatif de rsenas & 7p. Nous avons, en utilisant (4.30)

TSchiE TSchiiS
PSchiiE — PSchiis = / dr + /
rp

Tp
qui s’integre facilement, en utilisant les intégrales (1.25), pour donner :

de

dr

de
dr

} dr,

~+ arcsin

OSchins ™ PSchip — T+ arcsin
TSchiE T'SchiiS

GM 2 2 TSchiE—T TSchiis —T
_ 1_ . P /1= . P + Schu FE P + Schi.S P )
Tp \/ TSchilE T'Schiis TSchiE+TP TSchiS+TP

Pour calculer 'angle ¢g.,:;5 nous avons besoin de déterminer le temps tg.pis de Friedmann.

Remarquons que pour le chemin du haut d7'/dr est positif sur le trajet de rp & rsehin, et négatif

de rsehas & rp, (la méme remarque vaut également pour le chemin du bas : dT'/dr est positif
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sur le trajet de r’, & %, . . et est négatif de 5, .o & rp). Il sensuit que

r(tschir) | JT r(tschiis)
T schise — T schis = / T dr + /
rTp rTp

ar

— | dr. 4.
= r (4.33)

On peut également dériver une autre expression pour T senig — T sehis en utilisant (4.13)

tschiB ¢

T schiie — T schiis = / (4.34)

tSchiiS BSchii

En combinant (4.33) et (4.34), en sachant que r(tscni) = al(tseni) Xgeni, O0 obtient

/tSchiiE dt /'a(tSchiiS)XSchﬁ a(tschiB)Xschi
— d’r‘ =
tsenas DSchii Tp

Tp
On ajuste alors, par un calcul numérique, la valeur de ts ;s de telle maniére & assurer 1’égalité

ar

dr

d_T
dr

dr.

des deux membres de la relation précédente, en utilisant bien entendu la solution exacte pour
le facteur d’échelle, (4.15), et 'expression approchée pour le péri-lens rp, (4.32).

Pour le photon “a/,”, le péri-lens s’écrit a 'ordre 2GM /7, comme

! ! . !
Tp ~ Tsehip SN Vg — GM,

et 'angle ¢l ;. comme

! !
T
/ / : P : P
(pschﬁs ~ (pSchﬁE + 7 — arcsin 7‘/ — arcsin 7‘/
SchiE SchiS

12 12 ! ! ! /
4 GM / 1, T [TSchiB™"P | |"Schis”"P
,r/ 7,/2 7,/2 ,r/ +7,l ,rl +7,l :
P SchilE SchiiS SchilE P SchiiS P

Le temps t,; ;¢ est déterminé en combinant les deux équations

(s enim) dT (tsenis) dT
o = T :/ — dr—l—/ —| dr, 4.35
SchilE SchiiS ” dr ” dr ( . )
’ _T/ . /tigchﬁE dt
SchiFE SchuS — B R

tsenigr Ochi
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ce qui donne

tsenae it a(tsenis)Xsenis | dT a(tsenup)Xseni | I T
Bovn ar |7 = ar |
tSchis Schi Tp T Tp T

et t'y,pug €st déterminé numériquement en ajustant sa valeur de telle maniére a assurer I’égalité

précédente.
Le temps t,,; ¢ Peut également se calculer en terme de tgchis via une expression analytique

approchée. Pour cela on procéde comme ce qui suit: On a en utilisant (4.13)

[ /
! e fSerE_dt Usehier — tSehie _ Algehin
Schi E SchuE — i) — ~ B - — 5 —
tschip Schi SchilE SchiE
th . !
! e [ _dt sehiis — tsenis _ Atsehis
SchiiS SchuS — B ~ B = B ,
tSchiiS Schii Schi.S SchiiS

ou on a utilisé le fait que le Bg.p; ne varie de maniére significative que sur des échelles de temps

cosmologique, on en déduit :

Atseniie  Atschis
T'senie — T seniie = T 'sepivs + T schiis ~ B == — B == (4.36)
Schiu E SchiiS

L’expression (4.35) peut étre décomposée selon

d—T dr,

dr

dT TSchis
— | dr + /
dr TSchiiS

/
TSchiE
! _ Tl —
SchiE SchiuS —
TSchilE

TSchiilE dT TSchiiS dT

D’une part, on peut écrire

Tsenie | T dr
/ ar 1T (rSehip— T'Schi) (4.38)
TSchiE r T TSchit B
T'Schiis dT dT
—\|dr = |— (Tg hiis — TS h“S) y (439)
/Tschﬁs dr dr TSchiiS o o
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en utilisant toujours le fait que |dT'/dr| ne varie de maniére appréciable que sur des échelles

cosmologiques, d’autre part, nous avons, en intégrant 1’équation de Friedmann

s o
, SehiE da da , da
AseniB ™ ASchilE = a t o~ a (tSchﬁE_ tSchu‘E) = =3 AtSchﬁEa
tschiE ASchilE ASchii
’
, tschis dq, da , a
Agepis ™ ASchiiS = —at ~ —— (tsenis — tsenis) = — Atsenis-
oo dE dt ) dt )
SchiiS aSchiiS aSchiiS

Alors les expressions (4.38) et (4.39) se transforment, sachant que rschii = GSchiiXgenip €1

Tsehi | T T da
/ o dr = Xsenii o — Atsenie = F schieAlschir,
TSchiE T r TSchiE aSchiE
ro
SchiS dT dT da/ —_
/ o dr = Xsenii . — Atseniis = EschusAtschis,
TSchiiS TSchiS aSchiiS
ol on a posé
dT da
F schiiE = XSchi o - ;
TSchi E aSchiE
_ dT da
=SchiiS = XSchii | 3. N
dr TSchiiS dt asSchiiS

En substituant dans (4.37), puis en faisant la différence avec (4.33), on obtient compte tenu

du résultat (4.36)

Alschie  Alschis
Bschie  Bschis

TSchiiE TSchiiS
I= dr +
! rl

P P

=1+ F schieAtschie + Eschiis At schis,

TSchiiE TSchiiS
dr — dr —
rp rTp

On en tire Pexpression de Atgenis, on obtient

avec
ar

dr

ar

dr

ar

dr

ar

— dr.
dr "

—1

! (BSchﬁE - FSchiiE) AtSchizE -1

Atseniis = tsenis — tSchis = — = :
Bgepis + Eschiis

L’intégrale I peut étre calculée & partir d’une intégrale quasiment identique a une intégrale

intervenant dans l’expression du temps de retard dans le cadre de la métrique de Kottler. Il
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suffit de remplacer dans (2.16) rg par rsehag €t rs par rsenis, ce qui donne

I GM[ i ( SR >(1/ 2_1)
~ 22—
2GM \rSchiE  TSchiS

3GM i i
5 (arctanh [Schitly + arctanh M) (1 — x2) —41n x] ,

C2/A/3r2 V/3/A V/3/A
avec = rp/r.
Etape 4

Ici, on s’intéresse a la région qui contient la source. La 4-vitesse au point SchiiS est définie

dans les coordonnées de Kottler, d’aprés les expressions (4.28) et (4.29) comme

2
rp Bschiis o _ Tp
S PSchis T 5 e
TSenis B(rp) TSenasV B(rp)

)

T schiis =1/ Bschis Tschiis = —\/1 -

ol on a retenu le signe moins pour la vitesse radiale 7gqni5, puisque dans cette région le

temps augmente lorsque le photon o se rapproche de la lentille. La 4-vitesse s’écrit dans les

coordonnées de Friedmann comme

. ot ot
tSchiis = o T schiis + == TSchiis
T |genins O | sehivs
1 72, Bsenii
= 1+ Cseningt /1 — QPM )
BSchiiS TSC}MZS B(TP)
. Ix . Ix
= — T Lo == 7: .
XSchiiS T i SchiiS ar s SchiiS

-1 7% Bschiis
= ————— | Cscnis + /1__2P a0 >
aschiisBschiis \/ TSenivs B(TP)

ol on a utilisé le Jacobien (4.10).
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On définit au point SchitS vpg comme le plus petit angle physique entre la direction du

photon ag et la direction dirigée vers la lentille. On a

)

1
2
rpBschiis o Bschiis
=arctan |[——————= [ Cscpis +4 /1 — 5—F
rsenis\/ B(rp) ( TSenivs B(TP)

Nous avons d’apres le triangle que forment la source, la lentille et le point SchiiS

DSchiiS

YFs -
XSchiiS

arctan <X Schii

XSchii XL,s

sinag  sin(m — 'YFS)- (4.40)

Ceci d’une part. D’autre part, étant donné que la somme des angles d’un triangle vaut =

as =95~ Pschis T VFS-
En reportant dans (4.40), on obtient une expression pour l'angle g

XSchii

sin 'YFS) .
XL,s

Y5 = PSchiis — VFS T arCSin(

Pour le photon “a/;”, la 4-vitesse au point SchiiS” dans les coordonnées de Kottler est

. ,7,/2 Bl ’7‘/
Lonis = 1/B. Foonis = —\ |1 — TS i ==~
Schiis = Y/ Pschiis> Tschiis P2 B(ph)’ ¥Schis 2 By
Schins PATp "Schiis "p
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et dans les coordonnées de Friedmann

. ot <, ot .
Lsehis = o Schivs T A TSchiis
T | genisr O | seninsr
1 2B .
1+ cl . 1— P "~ SchiS
B’ SchiS 7,/2 B(T’ ) ’
SchiiS SchiiS P
5 _ Ix - n Ix "
SchiiS' = Hm SchiilS T . SchiiS
T | genivsy O | sehisy

12 !
_ —1 Cariar 41— "5 Bsenis
= 77 J2J SchiiS' 2 B( 7 ) :
AschiSPSchiis TSchins P\Tp

On définit au point SchiiS" v ¢ comme le plus petit angle physique entre la direction du photon
o/
PSchiis

!
XSchiiS )

-1
! ! 12 !
_ "pBsenis ' P Bgenis
= arctan | ——=22— a1 — LA ochus
/ B( 7 ) SchiS 7,/2 B(’f‘l )
T'Schiis Tp SchiiS P

De la méme maniére que pour la trajectoire du photon ag, on détermine 'angle ¢y pour la

oy, et la direction dirigée vers la lentille

! ——
Ypg ‘= arctan <XSchﬁ

trajectoire du photon &/;. Cet angle a pour expression

/ / ’ . XSchii - 1
©'s = Pgeniis =+ Yrs — arcsm< X sm'yFS> .
L,S

4.3 Temps de retard dans le modéle d’Einstein-Straus

Dans cette section, on cherche a calculer le temps de retard que met le photon “ag” par
rapport a “a’y”. Ceci est équivalent a déterminer les temps de départ des deux photons, tg et ti,
en complétant I'intégration des géodésiques dans la région qui contient la source. En intégrant

léquation (3.15), dx/dt = —1/a avec la condition x(tschis) = 0, on obtient la solution

x(t) = ¢(t) — C(tschis),
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ou la fonction {(t) est définie plus haut par 'expression (4.17). Cette solution se réduit dans la

3 1/3 3 1/3
x(t)=2 <§ tschiis + 1) — <§t+ 1) .

Donc, les temps de départ des deux photons “ag” et “of,” sont respectivement
p E p

limite A =0 a

(Sakl

ts = t(Xs.5chis) »

! ing !
ty = t(Xsschis) -
Ol X3 5chiis €6 X' gonig SONt respectivement les distances entre la source et chacun des points

SchiiS et SchiiS'. On peut démontrer que ces distances s’écrivent en terme de Xy, ¢, Xseniis

PSchiiss Pschiss €6 g comme

Xs,Schiis = X(ts) = \/Xis + X%ch@ — 2 XL,5XSchii €08 (PSehis — )

XlS,Schu‘S = x(ts) = \/X%,s + X%chﬁ — 2 X1,5XSchii €O (‘P/Schizs - ‘PS)-

Le temps de retard est défini comme
At = Atg = (tg —tg) — (tp — ) = ts —ts,

car on a supposé que les deux photons arrivent sur Terre en méme temps, tg = t’E = 0.
Le temps t' peut se calculer en terme de tg via une expression analytique approchée. Pour
cela on procede selon ce qui suit : Dans I'approximation |@g.as — @51 <€ 1, [@%smis — €s| < 1,

les distances Xg seniis €t X' gonig PEUVent s’écrire comme

2
(‘pSchﬁS - @s)

-1 -1
2 (XL,S - Xschiz)

XS,SchiiS ™ XL,5 — XSchii —

)

5 (4.41)
(Penis — #s) _

—1 —1
2 (XL,S - Xschiz)

!
Xs,Schiis ~ XL,5 — XSchii —
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D’autre part, nous avons grace a la relation (3.15), dy/dt = —1/a

/ts dt /ts dt /t’s dt
XS,Schiis§ = — N = —~ 0
o tschiis a(t) t a(t) tschiis a(t)

s
, s dt
XS, SchiiS = — N
tSchiis a(t)
D’ou

)

Xl N _ /tSchﬁS dt /tS dt Atgenig Atg
S,SchiS — XS,SchuS — N N
e o tSchiis a(t) ts a(t) QASchiiS as

ou on a utilisé le fait que a ne varie de fagon significative que sur des échelles de temps cosmo-

logiques. Par conséquent, on obtient, compte tenu de (4.41)

2 2
At ~ afts) Absehis | (Pseniis = 25)” = (Pseniis — $s)

- —1 —1
asSchiS 2 (XL,S — XSchu)

4.4 Application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112

Etant donné que les deux photons partent du méme point, la source, on doit avoir g = ¢.
En vérité, cette égalité n’est satisfaite que pour une masse M particuliére de 'amas de galaxie.
On fait donc varier la masse M jusqu’a ce que les deux angles coincident, pour les valeurs
maximales ‘+’, centrales ‘+0’ et minimales ‘=’ de la constante cosmologique et des angles ap
et /5. On a de plus traité le cas de A = 0. Les résultats sont consignés dans les tableaux 5, 6,
7, 8.

Une fois que l'angle polaire de coordonnée ¢g et la masse M appropriée sont déterminés,

Wl

on calcule le temps de retard que met le photon “ag” par rapport au photon “a,”, en utilisant

la méthode de calcul direct et la méthode de calcul par différence.
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A +20% + + + + + + + + +
oy £10% +0 | £0 | £0 + + + — — —
ap +10% +0 | + — +0 + — +0 + -

—ps ] 9.03|813(993|10.84 | 993 | 11.74 | 7.22 | 6.32 | 8.13

M [10"3Mg) || 1.80 | 1.98 | 1.62 | 1.98 | 2.18 | 1.78 | 1.62 | 1.78 | 1.46

Aty [ans] 99 ] 93 |104| 126 | 120 | 130 | 75 | 6.8 | 80

Atg;r [ans] 97192 |102| 123 | 11.8 | 128 | 74 | 6.7 | 7.9

Tableau 5.

A+20% +0 | £0 | 0 +0 +0 +0 +0 | £0 | £0
ol £ 10% +0 | £0 | 0 + + + — — —
ap + 10% 0 | + — +0 + — +0 + -

—pg ] 9.97 | 8.97 | 10.97 | 11.97 | 10.97 | 12.96 | 7.98 | 6.98 | 8.97

M [10"3Mg)] || 1.82 | 200 | 1.64 | 2.00 | 2.20 | 1.80 | 1.64 | 1.80 | 1.48
Atgir[ans] 10.1| 94 | 106 | 12.7 | 12.2 | 132 | 76 | 6.9 | 8.1
Atgiy [ans] 971 91| 102 | 123 | 11.7 | 127 | 73 | 6.7 | 7.9

Tableau 6.

A+20% — — — — — — — — —
oy £10% £0 | £0 | 0 + + + - - —
ap +10% +0 + — +0 + — +0 + -

—pg (] 10.57 | 9.51 | 11.63 | 12.68 | 11.63 | 13.74 | 8.45 | 7.40 | 9.51

M [10"M] || 1.80 | 1.98 | 1.62 | 1.98 | 2.18 | 1.78 | 1.62 | 1.78 | 1.46

Atgir[ans] 99 | 93 | 104 | 126 | 120 | 130 | 7.5 | 6.9 | 8.0

Atgiylans] 95 | 90 | 100 | 120 | 115 | 124 | 72 | 66 | 7.7
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Tableau 7.

On peut résumer les résultats obtenus dans le tableau suivant :

A 0 0 0 0 0 0 0 0
o £10% £0 | £0 | £0 | + + + -

ap £10% +0 | + - +0 | + — | 0| + -
—pg["] 11.86 | 10.67 | 13.05 | 14.23 | 13.05 | 15.42 | 9.49 | 8.30 | 10.67
M [10"Mg] || 1.68 | 1.84 | 1.51 | 1.84 | 2.03 | 1.66 | 1.51 | 1.66 | 1.36

At gir[ans] 92 | 87 | 97 | 117 | 11.2 | 121 | 7.0 | 64 | 75

Atgirlans] 87 | 82 | 91 | 11.0 | 105 | 11.3 | 6.6 | 6.0 | 7.0

Tableau 8.

Schwarzschild

3.56
—pg = 11.8575:207

+0.60
M = 2.8179%9 . 1013 M,

At = 15.2fi:é ans

Kottler

4.69
—pg = 13.005 75"

2.17
M = 4.85%7 201018 M,

AT = 20.5f§:g ans

Einstein-Straus sans A

3.56
—pg = 11.8675:55"

0.35
M =1.68%535 - 103 M,

At = 8.7fg:g ans

Einstein-Straus avec A

+3.89
—pg =9.8573 53"

0.40
M =1.801530 - 10130,

At = 9.71’3:% ans

Tableau 9: Estimation de la masse de ’amas de galaxies, du temps de retard et de 'angle ¢g.

La méthode du calcul par différence nous a permis d’obtenir des temps de retard concevables

dont la variation en fonction de A est monotone, comme on le voit directement sur les tableaux.

Cependant cette propriété n’est pas respectée avec la méthode du calcul direct ; la variation en

A est en forme de cloche ( les valeurs critiques maximales sont représentées dans le tableau 6).

Il est clair que la méthode du calcul par différence est plus fiable comparativement a la méthode

de calcul direct.
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Conclusion

Nous avons étudié dans cette thése la déflexion de la lumiére par une masse statique a sy-
métrie sphérique dans le cadre de plusieurs métriques: Métrique de Schwarzschild, métrique de
Kottler, ou métrique de Schwarzschild-de Sitter, et métrique d’Einstein-Straus. En particulier,
leffet de la constante cosmologique est soigneusement analysé et il s’avére que la déflexion dé-
pend de la constante cosmologique. Nous avons appliqué nos résultats au systéme lentille-quasar
SDSS J1004+44112. 11 vaut la peine de noter que nous avons ajusté sur la masse de 'amas de
galaxies. Ceci d’une part. D’autre part, nous nous sommes également penchés sur le temps de
retard : la différence des temps de parcours source-Terre entre deux photons émis en méme
temps par une méme source et empruntant des chemins différents pour nous parvenir ici sur
Terre. Nous avons calculé ce temps de retard dans le cadre des mémes métriques considérées a
loccasion de la déflexion de la lumiére. Nous avons considéré avec un soin particulier le calcul
du temps de retard dans le cadre de la métrique d’Einstein-Straus. Le modéle d’Einstein-Straus
est le plus sophistiqué des modeéles que nous avons considérés. Il permet tout en tenant compte
de 'expansion de 1'Univers & grande échelle, d’expliquer le fait que les systémes planétaires
et les systémes atomiques ne sont pas affectés par cette expansion, ce qui constitue la moti-
vation premiére de ce modéle. Le modéle d’Einstein-Straus est aussi instable que les modeéles
de Friedmann et c’est cette grande instabilité qui est & I’origine de la formation de structures.
Comparativement au modele de Kottler, le modele d’Einstein-Straus permet de s’affranchir de
plusieurs simplifications : On permet a 'observateur et a la source de se mouvoir par rapport a
la lentille et on tient compte de la masse des autres amas de galaxies sous forme de poussiére
homogene et isotrope, avec 'observateur et la source comobiles par rapport a la poussiére. Fina-

lement, de toutes les hypothéses adoptées dans le cadre du modéle de Kottler, seule I'hypotheése
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d’une symétrie sphérique est retenue. Il en résulte que les prédictions du modeéle seront d’autant
plus fiables. C’est également 14 que se situe la partie la plus originale de ce travail de thése.
C’est en effet la premiére fois, a notre connaissance, que le calcul du temps de retard est réalisé
dans le cadre de la solution d’Einstein-Straus. Nous avons également appliqué nos résultats
au systeme SDSS J1004+4112 et obtenu une prédiction pour le temps de retard dans le cadre
de cette solution et également des prédictions dans le cadre des solutions de Schwarzschild et
de Kottler, prédictions qui pourraient étre dans un avenir relativement proche confrontées aux

observations expérimentales. Nous sommes donc dans l'attente du verdict de 'expérience.
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