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Introduction générale :
C�est en 1960 que Maiman [1], suivant une idée de Townes et Schawlow, construisit

et �t fonctionner pour la première fois un LASER (le nom est un acronyme de Light

Ampli�cation by Stimulated Emission of Radiation). L�apparition de cet instrument a

complètement transformé de nombreux domaines de la physique. En premier lieu bien

sûr, l�optique, mais aussi la physique atomique et moléculaire et bien d�autres aspects de

la physique de la matière condensée.

Ainsi ces faisceaux de lumière cohérente sont utilisés dans des domaines aussi variés

que la recherche scienti�que, la télémétrie, la détection des polluants, les spectacles,

la chirurgie et la médecine [2], l�usinage [3; 4; 5], les télécommunications [6], l�a¢ chage

[7; 8], le stockage optique de l�information, la photolithographie [9], l�impression laser, etc.

Parmi les sources lumineuses le laser, comme on le sait, se singularise par une émission

très directive (concentrée dans un très faible angle solide) et très monochromatique (de

très faible largeur spectrale), et aussi très intense.

Le laser comporte ainsi trois éléments fondamentaux : la cavité optique, le milieu

actif et une source de pompage, voir la �gure (0:1) [14]. La cavité optique aussi appelée

le résonateur optique se compose de deux, trois ou plusieurs miroirs, destinée à maintenir

à l�intérieur du milieu actif une energie lumineuse élevée, favorable à l�emission stimulée.

Il ya deux types de cavités qui sont la cavité plane (mode de Fabri Pérot) et en anneau.

Le milieu ampli�cateur, peut être solide, liquide, gazeux ou plasma, composé d�atomes,

d�ions ou de molecules, situé entre les miroirs de la cavité optique. La source de pompage

est la source d�esccitation du milieu actif a�n que l�emission stimulée soit favorisée.

Pour la description du fonctionnement d�un laser, il y a un modèle simple dont

l�étude du bilan des échanges d�énergie entre la matière et le rayonnement permet de

dégager, de manière phénoménologique, les équations de l�évolution temporelle des va-

riables pertinentes du laser : L�inversion de population et l�intensité du champ dans la

cavité [10; 13; 15; 16].

Dans ce cadre, des caractéristiques essentielles comme la notion du seuil d�émission
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laser, l�évolution de l�intensité laser en fonction du paramètre de pompe ou encore l�e¤et

de saturation du gain, ont pu être dégagées.

Cette description séduisante par sa simplicité, n�est cependant pas complète. Nous

pouvons nous demander par exemple, quelle est la fréquence d�émission du laser ?

Nous savons maintenant qu�à un oscillateur optique sont associées deux fréquences

caractéristiques : d�une part la fréquence de la cavité vide !c , et d�autre part la fréquence

de la transition atomique !a. Comment se situe alors la fréquence du champ laser par

rapport à ces valeurs ?

La réponse peut être obtenue dans le cadre de la théorie semi-classique [10; 12; 13; 15; 23]

qui sera traitée dans le premier chapitre, elle fournit une description classique du champ

laser par les équations de Maxwell [11; 15] et du milieu atomique dans le cadre de la méca-

nique quantique par les équations de Bloch [12; 15]. L�ensemble de ces deux descriptions

donnent alors lieu à un système d�équations pour le champ et les variables atomiques qui

sont les équations de Maxwell-Bloch [12; 13; 15].

Néanmoins ; cette description n�est pas satisfaisante, car elle ne peut pas traiter les

processus d�émission spontanée, de même la distribution statistique des photons [26] ne

peut être obtenue dans la formulation classique en termes des équations de Maxwell. Seule

une approche "tout quantique" que nous allons développer dans le troisième chapitre

[17; 21; 22; 23; 26], permet de rendre compte de ces phénomènes.

C�est à la poursuite de cette démarche que nous consacrons ce chapitre, dans lequel

nous allons traiter l�interaction du champ électromagnétique avec la matière du point

de vue entièrement quantique, ce qui va nous permettre en particulier d�étudier les pro-

cessus élémentaires : émission spontanée, absorption et émission stimulée et des divers

mécanismes qui déterminent le pro�l spectral d�une transition.
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Fig. 0-1 �Constituants du laser et di¤érentes con�gurations de miroir d�un résonateur
laser
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Chapitre 1

Traitement semi-classique de

l�interaction atome-champ :

1.1 Introduction :

L�interaction du rayonnement électromagnétique avec la matière est décrite par un

couplage réciproque entre le champ E et la polarisation P dans lequel, le champ électrique

E(r; t) induit des dipôles microscopiques p et de là une polarisation macroscopique P (r; t)

(qui agit comme un "terme de source" pour E), engendrant un champ résultant E0(r; t).

C�est en fait, ce champ qui induit les moments dipôlaires. Il doit, par conséquent, être

identique à E0(r; t):

Ce couplage peut se traduire par un schéma auto-consistant qui est illustré par la

�gure (1:1) [10] :

Dans ce chapitre, nous allons donner une première description des échanges d�énergie

entre les atomes et le champ, qui est la description semi-classique dans laquelle le milieu

atomique sera traité quantiquement par les équations de Bloch alors que le champ sera

traité classiquement par les équations de Maxwell. Ce chapitre comprend ainsi quatres

paragraphes :

� Le premier paragraphe est consacré à la description du champ électrique E par les
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Fig. 1-1 �Couplage réciproque entre le champ E et la polarisation P

équations de Maxwell ; il va mettre ensuite en évidence le rôle que joue la polarisation

du milieu dans la génération du champ électrique .

� Dans le deuxième paragraphe, le milieu atomique sera analysée dans le cadre d�un

système d�atomes à deux niveaux en interaction avec le champ électrique par les équations

de Bloch.

� Et dans le troisième paragraphe, on va coupler ces équations pour obtenir les équa-

tions du Maxwell-Bloch qui nous fournissent des renseignements très importants sur le

comportement du laser.

� Nous terminons ce chapitre par une conclusion qui décrit le lien avec les équations

du bilan.
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1.2 Description classique du champ électrique par

les équations de Maxwell :

1.2.1 Rappels sur les ondes électromagnétiques :

Les équations de Maxwell suivantes [11] permettent de décrire le champ électrique

comme :

�!r ^�!E =
@ ~B

@t
; Loi de Lenz (1.1a)

�!r ^�!H = �@
�!
D

@t
, Théorème d�Ampère (1.1b)

�!r :�!D = 0, Théorème de Gauss (1.1c)

�!r :�!H = 0, Pas de monopôle magnétique (1.1d)

Où
�!
E et

�!
B sont respectivement les champs électriques et magnétiques, �0 est la

perméabilité du vide.
�!
D est le vecteur de déplacement ou d�induction électrique et ~H représente l�induction

magnétique, d�où :
�!
B = �0 ~H:

Aux équations de Maxwell s�ajoute l�équation constitutive qui précise la relation entre

l�induction électrique
�!
D et le champ électrique

�!
E qui est donnée par [11] :

�!
D = "0

�!
E +

�!
P (1.1e)

Où "0 est la constante diélectrique.
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De (1:1a), (1:1b) et (1:1e) en tenant compte de ~r ~E = 0, on obtient :

�!r ^ (�!r ^�!E ) = �0
@
�!r ^�!H
@t

= ��0
@

@t

 
@ ~D

@t

!
= ��0

@

@t

"
@( "0

�!
E +

�!
P )

@t

#

� r2E = ��0"0
@2E

@t2
� �0

@2P

@t2
; o�u :

1

c2
= �0"0:

Ainsi :

r2E � 1

c 2
@2E

@t 2
= �0

@2P

@t 2
(1.2)

Où P est la polarisation du milieu supposée homogène et isotrope.

Dans une cavité vide (P = 0), l�équation (1:2) admet les ondes planes comme solu-

tions. Supposons que ces ondes planes ont des vecteurs d�onde kc et de fréquence !c et

elles se propagent dans la direction z �xée par l�axe de la cavité. Donc les champs E et

P sont donnés sous la forme [12] :

E (z; t) =
1

2

�
E0 (t) e

i(kcz �!ct ) + c:c
�

(1.3a)

P (z; t) =
1

2

�
P0 (t) e

i(kcz �!ct ) + c:c
�

(1.3b)

Les grandeurs E0 et P0 sont les amplitudes ou bien les enveloppes associées à E et P .

1.2.2 Fréquence laser et enveloppe du champ :

Les champs E et P ne sont pas exactement des ondes planes de fréquence !c, donc le

champ laser est caractérisé par une fréquence notée !L 6= !c. On peut cependant supposer

que !L est proche de !c et que les e¤ets de dispersions sont relativement faibles [13] ;

donc : j!L � !cj � !c. Si E oscille à !L, alors la dépendance temporelle de l�enveloppe

est donnée d�après la �gure (1.2) [13] par :
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E0 (t) = A (t) e�i(!L � !c)t (1.4)

Où A (t) représente l�amplitude du champ, si le laser présente une solution stationnaire

elle sera constante.

On soppose que l�enveloppe du champ varie peu dans le temps par rapport aux oscil-

lations rapides en fréquence !c, ces variations sont faibles sur un intervalle T = 2�
!c
, voir

la �gure (1.2) [13].

Fig. 1-2 �La variation temporelle de l�enveloppe du champ E0 par rapport aux oscilla-
tions de fréquences optiques !c:

Interprétation de la �gure (1. 2) :

Cette �gure présente la variation temporelle de l�enveloppe du champ E0 par rapport

aux oscillations rapides de fréquence !c, si on prend un intervalle T = 2�
!c
, on note que

ces variations sont faibles (presque negligeables) par rapport aux oscillations rapides.
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Ceci se traduit par :

_E0 = �i (!L � !c)E0 )
��� _E0��� = j!L � !cj jE0j

Et comme :

j!L � !cj � !c

Donc :

��� _E0���� !c jE0j
��� _P0���� !c jP0j (1.5)

Et de même :

��� �E0���� !c

��� _E0��� ��� �P0���� !c

��� _P0��� (1.6)

Les inégalités (1.5) et (1.6) sont à la base des développements qui suivent et per-

mettent d�autorisent l�approximation de l�enveloppe lentement variable.

Reportant (1.3) dans (1.2), on obtient :

�k2E0 �
1

c2
( �E0 � 2i!c _E0 � !2cE0) = �0 ( �P0 � 2i!c _P0 � !2cP0)

Où :
r2E = �k2E0

@2E
@t2

= �E0 � 2i!c _E0 � !2cE0

@2 P
@t2

= �P0 � 2i!c _P0 � !2cP0
Ainsi :

�E0 � 2i!c _E0 = ��0 c2(�!2cP0 � 2i!c _P0 + �P0) (1.7)

Où k2 = !2c
c2
:
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Si on tient compte de (1.5) et (1.6) ; l�enveloppe du champ devient :

�2i !c _E0 = ��0 c2(�!2cP0) d�où : _E0 =
i !c
2 "0

P0 (1.8)

Notons ici que la polarisation P0 est comme un terme de source pour le champ E0,

les enveloppes de E0 et P0 dépendent aussi de coordonnée z, mais comme on va supposer

que le gain et les pertes sont faibles et homogènes en z, donc les variations en z sont négli-

geables (milieu isotrope) et si la réponse du milieu est instantanée [15] :

P0 = "0�E0 = "0(�
0
+ i�

00
)E0 (1.9)

La susceptibilité �(!L) est une fonction évaluée à la fréquence du champ !L:

De (1.8) et (1.4), on trouve :

"
_A

A
� i (!L � !c)

#
E0 =

i !c
2
(�0 + i�00)E0

D�où :

_A = �!c
2
�00A (1.10a)

!L = !c �
!c
2
�0 (1.10b)

L�expression (1. 10b) montre que la fréquence !L s�écarte de la fréquence !c propor-

tionnelement à �0 ce que implique que la fréquence laser !L dépend non seulement des

propriétés du mode de cavité mais aussi des caractéristiques du milieu atomique.

Le �ux d�énergie par unité de temps qui se propage perpendiculairement à la direction

de propagation z est donné par : I = A2, donc :
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_I = 2 _AA =) _I = �!c�00I (1.11)

Remarques [13] :

Si �" � 0 : le milieu agit comme un ampli�cateur de la lumière (champ électroma-

gnétique ), et si �" � 0 : il agit comme un absorbant:

Le champ électromagnétique est ampli�é si D � 0 "l�inversion de population " est

réalisée au milieu donc �" � D du milieu atomique.

La polarisation de milieu ne répond pas de manière instantanée au champ électrique

qui lui est appliqué et elle n�obéit pas à une expression simple de type (1.9) comme on

va montrer dans l�étude de la polarisation d�un système d�atome à 2 niveaux d�énergie.

1.3 Description quantique du milieu atomique par

les équations de Bloch dans le cas d�un système

à deux niveaux :

Le milieu atomique est formé d�un ensemble d�atomes. Supposons que chaque atome

est entouré d�un seul électron de charge (�e). L�atome est décrit par sa fonction d�onde

	(r; t) . En mécanique quantique l�électron est associé à une fonction d�onde 	(r; t) et à

un moment dipolaire p donné par [11] comme :

p = �ehri = �e
Z
::::

Z
	� (r; t) r	(r; t) dr (1.12)

Où hri est la position moyenne relativement au noyau.

La connaissance de la fonction d�onde 	(r; t) nous permet de calculer ce moment

dipolaire p. L�hamiltonien de l�atome en absence du champ est noté H0 décrit à partir

de l�équation de Schrödinger stationnaire comme :
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H0'n(r) = En'n(r):

En et 'n(r) sont respectivement les états propres et les énergies, sont supposés

connus. Si l�atome ne présente pas de dipôle permanent p = 0, l�expression (1.12) de-

vient :

p = �e
Z
::::

Z
'�n (r) r'n (r) dr = 0 (1.13)

'n (r) est de parité dé�nie (paire ou impaire).

Notre étude ici, se ramène seulement au problème d�un atome à deux niveaux d�energie

E1 et E2 qui interagissent avec le champ dont la transition est associée à la fréquence de

Bohr [11] proche de la fréquence ! du champ qui est donnée par : !a = (E2 � E1)= ~.

L�énergie potentielle de cette interaction est obtenue dans [12] par :

V (r) = erE = exE (Le champ est polarisé suivant x)

Dans la base des états propres de H0 : f'1 (r) ; '2 (r)g, les éléments de matrice sont

notés :

V12 = V21 = eE

Z
'�1(r)x'2(r)dr � �E� (1.14)

Le paramètre :

� = �e
Z
'�2(r)x'1(r)dr (1.15)

est le moment dipolaire de la transition atomique supposé réel. Si � est grand, le

champ couple fortement les deux niveaux d�énergie et le taux d�émission stimulée et

d�absorption devient très élevé [11].

L�état quantique de l�atome en présence d�un champ électrique est dé�ni en notation

de Dirac par [11] :

j	(t)i = c1(t)e
�i E1t =~ j'1i + c2(t)e

�i E2t =~ j'2i (1.16)
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Ce qui nous permet d�écrire :

j	� (t)i = c�1(t)e
i E1t =~ j'�1i + c�2(t)e

i E2t =~
��'�

2

�
(1.17)

Ainsi :

h	(t)j	� (t)i = c2(t)c
�
1(t)e

�i(E2� E1)t =~ h'�1 j'2i+ c:c:

Et si on tient compte de (1:15) et de (1:12) ; on obtient :

p = �
�
c2(t)c

�
1(t)e

�i(E2� E1)t =~ + c:c
�

(1.18)

Le problème se ramène à déterminer les amplitudes c1(t) et c2(t) associés à chaque

niveau d�énergie. Il sera résolu dans le paragraphe suivant.

Détermination des équations de Bloch :

La fonction d�onde atomique obéit à l�équation de Schrödinger est donnée par :

i~
d j	(t)i

dt
= H j	(t)i (1.19)

Où H = H0 + V (r) .

Lorsque le champ couple des états propres de parité dé�nie ; les éléments diagonaux

de V sont nuls [12] et l�hamiltonien : H = H0 + V de l�atome s�écrit :

H =

������ E1 �E�

�E� E2

������ (1.20)

On peut écrire l�expression (1 .16) sous la forme :

j	i =

������ c1(t)e
�i E1t =~

c2(t)e
�i E2t =~

������ (1.21)

Reportant cette expression dans (1:19) en tenant compte de (1. 20) , on obtient :
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i~
d

dt

������ c1(t)e
�i E1t =~

c2(t)e
�i E2t =~

������ =
������ E1 �E�

�E� E2

������ �
������c1(t)e

�i E1t =~

c2(t)e
�i E2t =~

������ (1.22)

Donc :

i~

24 _c1(t)e
�i E1t =~ + c1(t)

��iE1
~

�
e�i E1t =~

_c2(t)e
�i E2t =~ + c2(t)

��iE2
~

�
e�i E2t =~

35=
24 E1c1(t)e

�i E1t =~ � E�c2(t)e
�i E2t =~

�E�c1(t)e�i E1t =~ + E2 c2(t)e
�i E2t =~

35
D�où :

i~ _c1(t) = ��c2(t)e�i( E2�E1)t =~ E(t) (1.23a)

i~ _c2(t) = ��c1(t)e�i( E2�E1)t =~ E(t) (1.23b)

Nous savons que le milieu atomique est formé de N atomes par unité de volume et

il présente une polarisation macroscopique (moment dipolaire par unité de volume) :

P = Np:

Et si on remplace P par sa formule donnée par (1.18), on obtient :

P = N�
�
c�1(t)c2(t)e

�i(E2� E1)t =~ + c:c:
�

(1.24)

En comparant avec (1.8), l�enveloppe P0 obéit à l�expression (1:3b) :

P (z; t) =
1

2

�
P0 (t) e

i(kcz�!t) + c:c
�
=) P0 = 2P ei(kcz�!ct ):
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Ainsi :

P0 = 2N �c�1c2e
�ikcz e�i(!a � !c)t (1.25)

Où : !a =
E2�E1

~ est la fréquence de Bohr.

Revenant aux équations (1:23), on veut les integrer mais le problème se ramène à

la connaissance de E(t) qui est inconnu pour le moment. D� autre part, nous savons

que dans un laser E(t) est lui même couplé à P0. On peut cependant le dé�nir par une

équation di¤érentielle comme suit :

_P0 = 2N �c�1c2e
�ikcz [�i(!a � !c)] e

�i(!a � !c)t + 2N �c2c
0�
1 e

�ikcz e�i(!a � !c)t

+2N �c
0

2c
�
1e
�ikcz e�i(!a � !c)t

Et si on tient compte de (1:23a) et (1:23b); on trouve :

_P0 = �i(!a � !c)P0 +

24 2N�2

i~ c2c
�
2e
�i( E2�E1)t =~ E(t)e�ikcze�i(!a � !c)t�

2N�2

i~ c1c
�
1e
�i( E2�E1)t =~ E(t)e�ikcz e�i(!a � !c)t

35
Donc :

_P0 = �i(!a � !c)P0 � 2i
N �2

~
�
jc2j2 � jc1j2

�
E(t)e�i(kcz�!ct) (1.26)

De (1:3a) on a :

E (z; t) =
1

2

�
E0 (t) e

i(kcz�!ct) + c:c
�
=) E0 = 2E(t)e

�i(kcz�!ct)

Donc l�équation (1:26) devient :

_P0 = �i(!a � !c)P0 � i
N �2

~
�
jc2j2 � jc1j2

�
E0 (1.27)

Dans le cadre de l�approximation dipolaire électrique, le champ E est évalué à la

position du noyau atomique [12]. L�enveloppe du champ E0 qui se trouve dans (1:27) est

15



dé�nié par (1:3a): Les grandeurs jc1j2 et jc2j2représentent la probabilité pour que l�atome

se trouve dans l�état '1et '2 respectivement. N jc2j
2 etN jc1j2 mesurent le nombre moyen

par unité de volume. De l�équation (1. 27), on tire la grandeurD [13] :

D = N
�
jc2j2 � jc1j2

�
(1.28)

qui représente la di¤érence d�occupation entre les niveaux hauts et bas de la transition

laser ou bien l�inversion de population. L�équation di¤érentielle de D est déduite par les

équations (1. 23) comme :

_D = N(c2c
�
2 � c1c

�
1)

0
= N(c

0

2c
�
2 + c2c

0�
2 � c

0

1c
�
1 � c1c

0�
1 )

_D = N

24 � �
i~c1c

�
2e
i( E2�E1)t =~ E(t)+ �

i ~c2c
�
1e
�i( E2�E1)t =~ E(t)+

�
i~c2c

�
1e
�i( E2�E1)t =~ E(t)� �

i~c1c
�
2e
i( E2�E1)t =~ E(t)

35
_D = N

�
2i�

~
c2c

�
1e
�i( E2�E1)t =~ � c:c

�
E(t) =

2i

~
pE(t)

Ainsi :

_D =
i

~
�
P0e

i(kcz�!ct) � c:c
�
E(t):

Où :

P (z; t) =
1

2

�
P0 (t) e

i(kcz�!ct) + c:c
�

Ou encore de (1:3a) :

E� (t) =
1

2
E�0 (t) e

�i(kcz�!ct) =) 1

2
E�0 (t) = E�(t)ei(kcz�!ct)

On obtient donc :

_D = � i
~
(P0E

�
0 � P �0E0) (1.29)

16



On a déduit alors les équations di¤érentielles de P0 et D données par :

_P0 = �i(!a � !c)P0 � i
N �2

~
�
jc2j2 � jc1j2

�
E0:

_D = � i
~
(P0E

�
0 � P �0E0)

qui portent le nom des "Equations de Bloch" du laser.

1.4 Couplage des équations de Maxwell avec les équa-

tions de Bloch :

Le couplage des équations de Maxwell avec les équations de Bloch déduites précé-

demment, nous fournissent les équations de Maxwell-Bloch. Ces équations forment un

système décrivant la dynamique temporelle du champ E0 et des variables atomique _P0

et _D dans lesquelles, on doit ajouter, de manière phénoménologique, des termes de re-

laxations kc; 
== et 
? associés respectivement au champ électrique E0, à l�inversion de

population D et à la polarisation P0 et aussi le terme 
==D̂ qui représente l�inversion

réalisée par unité de volume et par unité de temps qui lui est construite par le pompage

du milieu. On obtient cependant les équations de Maxwell-Bloch [12; 13] sous la forme :

Terme de gain (1.30)

_E0 = �kcE0 + i
!c
2 "0

P0 (1.1)

_D = � 
== D � i

2 ~
( P0E

�
0 � E0P

�
0 ) + 
==D̂: (1.2)

_P0 = �
?P0 � (!a � !c)P0 � i
�2

~
D E0:::::::::::::(1:30) (1.3)

Relaxation Di¤érence de fréquence Couplage Atome-champ Pompage (1.4)

17



Ces taux kc; 
== et 
? déterminent le temps d�approche de l�équilibre du système. La

dynamique du laser dépend fortement de ces paramètres ce qui nous permet de distinguer

di¤érentes classes du laser en fonction de ces paramètres [16] :

~ Laser de classe A :

(Laser He�Ne, à Ar +, laser à colorant ), dans lesquels :


?; 
== � kc

Ceci, nous donne :

_D � 0; P0 = �0�E0

À la résonance ( !c = !a = !L), on obtient :

_E0 =
!c �

2

2 "0~ 
?
DE0 � kcE0 ) _E0 = �kcE0 +

!c �
2

2 "0 ~ 
?
D̂

1 + S
E0

Où : D = D̂
1+S
, S est une intensité normalisée dé�nie dans (1.35).

~ Laser de classe B :

(Laser à Rubis, Nd : Y AG;CO;CO2, laser à semi-conducteur), dans lesquels :

On a :


? � 
==; kc

Ceci, nous donne :

_P0 � 0

Par exemple pour le laser à CO2
�

? = 10

8s�1; 
== = 10
4s�1; kc = 10

7s�1
�

~ Laser de classe C :

(LaserNH3). Dans ce cas, aucune simpli�cation ne peut être apportée et la dynamique

du laser est correctement décrite par le système complet (1:30). L�exemple d�un laser à

NH3

�

? = 10

6s�1; 
== = 10
6s�1; kc = 10

7s�1
�
:

18



1.5 Solutions stationnaires des équations de Maxwell-

Bloch :

L�étude des solutions stationnaires des équations de Maxwell-Bloch, nous fournit

quelques propriétés du laser, pour déterminer les solutions des équations (1:30), nous

considérons que les amplitudes des champ E et la polarisation P qui oscillent à la fré-

quence !L (inconnue pour le moment ) s�écrivent sous la forme :

E0 = E 0e�i(!L�!c)t (1.31a)

P0 = P 0e�i(!L�!c)t (1.31b)

Reportant ces expressions dans (1:30), nous obtenons les valeurs stationnaires des

variables matérielles P0 et D comme :

_P0 = � 
?P0 � i(!a � !c)P0 � i
�2

~
DE0 = P 0 f�i(!L � !c)g e�i(!L�!c)t

Donc :

�
?P 0e�i(!L�!c)t�i(!a�!c) P 0e�i(!L�!c)t�i
�2

~
DE 0e�i(!L�!c)t = �i(!L�!c)P 0e�i(!L�!c)t

=) �P 0 f 
? + i(!a � !c)� i(!L � !c)g = i
�2

~
DE 0

=) �P 0 f 
? � i(!L � !a)g = i
�2

~
DE 0

19



=) �iP 0 f�i 
? � (!L � !a)g = i
�2

~
DE 0 =) P 0 =

(�2= ~ )D
fi 
? + (!L � !a)g

E 0:

Ainsi :

P 0 � "0�E
0 (1.32a)

Et si on remplace P 0 et E 0 par leurs valeurs trouvées dans (1:32a), on trouve :

_D = �
==D�
i

2 ~
(P0 E

�
0 �E0P �0 )+
==D̂ =) 0 = �
==D�

i

2 ~
(P 0 E 0��E 0P 0�)+
==D̂

) 0 = �
==D �
i

2 ~

�
(�2 = ~ )D

fi 
? + (!L � !a)g
jE 0j2 � (�2= ~ )D

f�i 
? + (!L � !a)g
jE 0j2

�
+ 
==D̂

=) 
==D

"
1 + i

(�2=~)
2 ~

2i 
?

==

jE 0j2
�

1


2? + (!L � !a)2

�#
= 
==D̂

Ainsi :

D = D̂(1 +
�2 
?
~2
==

jE 0j2


2? + (!L � !a)2
)�1 (1.32b)

Le champ E 0 si on tient compte de (1. 30) et (1. 32a) s�écrit :

_E0 = �kcE0+i
!c
2 "0

P0 ) �i(!L�!c)E 0e�i(!L�!c)t = �kcE 0e�i(!L�!c)t+
i !c
2"0

P 0e�i(!L�!c)t

Donc :

E 0 [kc � i(!L � !c)] =
i !c
2"0

P 0 (1.33)
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Où : P 0 � "0�E
0

Les expressions (1:32) et (1:33) sont riches en renseignements sur le comportement du

laser. Elles permettent cependant d�obtenir la susceptibilité du milieu, le gain du laser et

aussi la fréquence optique du laser.

1.5.1 Détermination de la susceptibilité diélectrique � (!) :

On peut écrire l�expression (1:32b) sous la forme :

D = D̂

� ~2
== (!L � !a)
2 + ~2
==
2?

~2
== (!L � !a)2 + ~2
== 
2? + �2 
? jE 0j
2

�

Si on divise sur ~2
==
2?; on obtient :

D = D̂

�
1 + (!L � !a)

2=
2?
1 + (!L � !a)2=
2? + S

�
(1.34)

Où S est une intensité normalisée donnée par [13] :

S =
jE 0j2

~2
== 
?=�2
(1.35)

On remarque qu�il existe l�e¤et de saturation en présence du champ E0. A la résonance

(!L = !a), la saturation de D [13] est donnée par l�expression :

D =
D̂

1 + S
(1.36)

Le paramètre de saturation pour l�onde plane d�intensité : I = jE 0j2est donné par

[13] : S = I =IS ; où IS est l�intensité de saturation. On compare avec (1:35) et on

trouve :

IS = ~2
==
?=�2 (1.37)

La susceptibilité diélectrique du milieu d�après la �gure (1. 3) [13] est via (1.32a) égale
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à :

"0� =
P 0

E 0
=

(�2= ~)D
fi 
? + (!L � !a)g

=) � =
(�2= ~)D f�i 
? + (!L � !a)g

"0 fi 
? + (!L � !a)g f�i 
? + (!L � !a)g

Ainsi :

�(!) =
�2 f�i 
? + (!L � !a)g
"0 ~ f 
2? + (!L � !a)2g

D (1.38)

Reportant (1:34) dans (1:38), nous avons :

�(!) =
�2 f�i + (!L � !a)=
?g
"0 ~ f 1 + (!L � !a)2=
2?g

�
1 + (!L � !a)

2=
2?
1 + (!L � !a)2=
2? + S

�
D̂

= D̂
�2

"0~
?

�
(!L � !a)=
? � i

(!L � !a)2=
2? + 1

��
1 + (!L � !a)

2=
2?
1 + (!L � !a)2=
2? + S

�

Donc :

�(!) =
�2

"0~
?

�
(! � !a)=
? � i

1 + (! � !a)2=
2? + S

�
D̂ (1.39)

Sachant que : � = �0 + i�00, et si on compare avec (1. 39), on obtient :

�"(!) = �D̂ �2

"0~ 
?

�
1

1 + (! � !a)2=
2?

�
(1.40)

qui présente une résonance pour ! = !a, elle est proportionnelle au gain (voir l�équa-

tion (1. 11)) et à D (lorsque D � 0;�00 prend des valeurs négatives, nous remarquons

alors que l�e¤et d�ampli�cation n�est obtenu que dans le cadre d�une description quantique

puisque toute approche classique donne �00 � 0:

On parle aussi de courbure de gain ou de forme de raie associée à la transition atomique

considérée, supposant que tous les atomes sont identiques entre eux c�est à dire qui ont

les mêmes caractéristiques. On obtient à partir des équations de Bloch :
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Fig. 1-3 �Susceptibilité diélectrique. A la résonance �" prend sa valeur maximum et les
e¤ets de dispersion �0 sont nuls.

$(!) =
1

�
?

�
1

1 + (! � !a)2=
2?

�
(1.41)

$(!) est normée (
R
$(!)d! = 1) . Cette courbure de gain a pour demi-largeur à

mi-hauteur le taux de relaxation 
?. La grandeur 2 
?est appelée largeur naturelle du

milieu [17].

Interprétation de la courbe de la �gure (1. 3) :

On remarque sur cette �gure que pour une résonance !c = !a : lorsque la fréquence

laser est identique à celle du milieu alors le gain est optimum.

�00 ! �00max )les e¤ets de dispersion en �0 ! 0, le champ est intense (D ! 0):

Pour les faibles intensités (S! 0), la réponse du milieu est linéaire, nous obtenons

alors la réponse linéaire �00(1:40) sous une forme d�une lorentzienne.
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1.5.2 Détermination de la fréquence d�oscillation du laser :

Les équations de Maxwell-Bloch permettent aussi de déterminer la fréquence !L que

va prendre le champ laser. L�expression !L obtenue en utilisant la relation (1:33) avec :

P 0 � "0�E
0 = "0(�

0 + i �00) E 0(E 0 6= 0) :

E 0 [kc � i(!L � !c)] =
i !c
2 "0

P 0 =
i !c
2

�E 0 =
i !c
2
(�0+i�00)E 0 =) [kc � i(!L � !c)] =

i !c
2

�0�!c
2
�00:

On trouve donc :

�i(!L � !c) =
i !c
2
�0(!L) =) !L = !c

�
1� �0(!L)

2

�
(1.42a)

kc = �
!c
2
�00 =) �00(!L) = �

2kc
!c

(1.42b)

On remarque ici que la réponse du milieu est évaluée à la fréquence du champ laser

!L qui lui est appliquée (c�est à dire �0et �00sont évaluées à !L dans les équations (1:42)).

L�équation (1:42a) donne !L en fonction de !c. Sa résolution numérique permet d�obtenir

la courbure de dispersion illustée par la �gure (1:4) [12] :

L�équation (1. 42b) traduit la condition gain=perte qui est nécessaire au fonctionne-

ment du laser. Pour obtenir la partie réelle �0 en fonction de !L, on utilise la relation de

Kramers-Krôing [18] :

�0(!L) = �
�(! � !a)


?
�00(!)

Obtenons ainsi :

�0(!L) = �
�(!a � !L)


?
�00(!) (1:42)0

et de (1:42b) :

�0(!L) = �
2kc(!a � !L)


? !c
(1.43)
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Fig. 1-4 �Fréquence !L en fonction de la fréquence de cavité vide !c .

en la remplaçant dans (1:42a) comme :

!L = !c

�
1� �0(!L)

2

�
=) !L = !c

�
1 +

kc(!a � !L)


? !c

�
= !c +

kc(!a � !L)


?
= !c +

kc(!a � !L)


?

= !c +
kc !a � kc !L


?
=) !L =


? !c + kc !a � kc !L

?

=) !L +
kc !L

?

=

? !c + kc !a


?

=) 
?!L + kc !L

?

=

? !c + kc !a


?
=) 
?!L + kc !L = 
?!c + kc !a

Ainsi :

!L =

? !c + kc !a

? + kc

(1.44)

Interprétation de la courbe de la �gure (1. 4) :

Cette �gure représente la fréquence laser !L en fonction de la fréquence de cavité
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!c, dans laquelle, on voit que : Lorsque �0 = 0, la fréquence laser devient identique

à celle de cavité : !L = !c (trait pointié), et on remarque aussi que la fréquence !L

comme l�indiquent les �èches est triée d�une quantité �! vers la fréquence atomique !a :

!L = �! + !c:

Si : !c = !a , il existe ce que l�on appelle "Tirage en fréquence" voir la �gure (1. 5)

[13] :

La fréquence laser !L apparaît ici comme la moyenne pondérée par les relaxations

des fréquences du système !a et !c:

Fig. 1-5 �Courbe de résonance de la cavité et courbe de gain du milieu atomique.

Interprétation de la courbe de la �gure (1. 5) :

Sur cette �gure, comme nous l�avons mentionnée, il se passe un phénomène appelé

"tirage en fréquence" qui se manifeste lorsque !c = !a (à la résonance): Par exemple, les

lasers à Co2 ont typiquement des relaxations 
? � 108s�1, k � 107s�1 [19] ; les e¤ets de

tirage en fréquence sont alors négligeables : !L � !c.

On note aussi que les lasers véri�ant 
?� kc oscillent à la fréquence !c et comme nous
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avons remarqué sur la �gure (1.4) que la fréquence laser !L est tirée, comme l�indique la

�èche, de la fréquence de référence !c vers la fréquence atomique !a : !L = !c+ �!:

Et on peut �nalement obtenir l�indice du milieu donné par [16] sous la forme :

n(!) =
p
1 + �0(!) � 1 + �0(!)

2
(1.45)

Et si on tient compte de (1:40) et (1:42)0; on obtient :

�0(!) =
�2

�0~
?

�
(! � !a)=
?

1 + (! � !a)2=
2?

�
D̂ =) n(!) = 1 +

�2

2 �0~
?

�
(! � !a)=
?

1 + (! � !a)2=
2?

�
D̂

(1.46)

Où l�on a supposé : �0 � 1 (milieu dilué) [13].

1.5.3 Détermination du gain :

Le gain par unité de longueur � est dé�ni par [13] :

� (!L) =
� !c
c

�00(!L)

Et de (1:40) :

� (!) =
� !c
c

�
�D̂ �2

�0~
?

�
1

1 + (! � !a)2=
2? + S

��
(1.47)

� (!) =
!c
c
(

�2

�0~
?
)

�
1

1 + (! � !a)2=
2? + S

�
D̂

Et de là, on obtient la section e¢ cace d�émission stimulée et d�absorption donnée

par [13] :

�(!) =
�(!)

D
=
� !c
c D

�00(!) =) �(!) = (
!c�

2

c "0~ 
?
)

�
1

1 + (! � !a)2=
2?

�
(1.48)

On note que la section e¢ cace � est une fonction de la fréquence !L et à la réso-
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nance : !L = !a ; elle prend sa valeur maximale, hors résonance � diminue : la condition

d�oscillation laser �gain=perte�peut être réalisée au sein du milieu par une augmentation

du pompage et par suite de l�inversion de population. Cette relation nous informe aussi

que lorsque le moment dipolaire �(1:15) est grand dans lequel, les deux niveaux sont

fortement couplés, � est alors élevée et les processus d�émission et d�absorption induites

deviennent importants [13] :

1.5.4 Détermination de l�intensité stationnaire du laser :

La détermination de l�intensité du laser en fonction de !L est obtenue en utilisant la

relation (1. 48) :

� =
�

D
= (

�!c
c D

)(
�2kc
!c

) ; où : � =
� !c
c

�00et : �00 = �2kc
!c

D�autre part, la relation :E 0 = P 0 = 0 correspond àD � DS, ainsi :

D = DS =
2kc
c �

=
2 kcc~"0 
?

c !c

�
1 + (

!L � !a

?

)2
�

(1.49)

L�intensité laser est obtenue à partir de (1:36) :

D = DS = D̂

�
1 + (!L � !a)

2=
2?
1 + (!L � !a)2=
2? +

I
I s

�
Où :

S = I
Is
;

Et :

D̂

Ds

=
1 + (!L � !a)

2=
2? +
I
Is

1 + (!L � !a)2=
2?
= 1 +

I
Is

1 + (!L�!a

?

)2

Ainsi :
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D̂

Ds

� 1 =
I
Is

1 + (!L�!a

?

)2

Alors :
I

Is
=

�
1 + (

!L � !a

?

)2
�
D̂ �Ds

Ds

(1.50)

DS : est le seuil d�oscillation laser qu�il prend une valeur plus élevée si on s�éloigne

de la condition de résonance !L = !a.

1.6 Description des équations du bilan par les équa-

tions de Maxwell-Bloch :

Pour déduire les équations du bilan à partir des équations de Maxwell-Bloch, nous

supposons que !c = !a (la fréquence de la cavité est identique à la fréquence ato-

mique) et que les relaxations de la polarisation 
?soient trés supérieure à la relaxa-

tion du champ kc et de l�inversion de population 
== : 
? � kc; 
==, et on pose

aussi :

_P � 0 (1.51)

De (1:30) on tire la polarisation qui est donnée par :

P0 � �i
�2

~ 
?
D E0 (1.52)

Puisque : !a = !c:

Remplaçant ce résultat dans les équations de Maxwell-Bloch, on obtient :

_E0 =
!c �

2

2 "0 ~ 
?
D E0 � kc E0 (1.52a)

_D = � �2

~2 
?
D jE0j2 � 
==(D � D̂) (1.52b)
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L�intensité : I = jE0j2 est obtenue sous la forme : I = E20 =) _I = 2 _E0E0, et de

(1:52a) :

_I = 2

�
!c�

2

2"0~
?
D jE0j2 � kc jE0j2

�
=

!c �
2

"0 ~ 
?
DI � kI (1.53)

Où k = 2kc : est le taux de relaxation de l�intensité.

1.7 Conclusion :

Dans ce chapitre, on a déterminé les équations de Maxwell-Bloch qui forment un

système d�équations couplant de manière non linéaire les variables essentielles pour la

description du laser qui sont : le champs laser, l�inversion de population et la polarisation.

La validité de cette description repose sur un certain nombre d�hypothèses, notam-

ment : la transition est de type dipolaire électrique, les fréquences atomiques et du mode

cavité restent proches et aussi l�enveloppe est lentement variable spatiallement et tem-

porellement.

La description semi-classique ne permet donc pas de donner une description satisfai-

sante des lasers.
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Chapitre 2

Description du champ

électromagnétique et de sa

quanti�cation :

2.1 Introduction :

Le champ électromagnétique est constitué par deux champs de vecteurs : Le champ

électrique E et le champ magnétique B. Nous allons, dans ce chapitre, rappeler quelques

notions de la théorie électromagnétique avant de passer à la quanti�cation du champ

électromagnétique. Ce chapitre est ainsi divisé comme :

� Le premier paragraphe est consacré à la description du champ électromagnétique,

nous débuterons par quelques rappels sur la théorie électromagnétique [20], où nous

déterminons la densité d�énergie dans le cas de l�espace non libre, puis dans le cas de

l�espace libre et terminons par les équations de potentiels en jauge de coulomb.

� Dans le deuxième paragraphe, nous allons montrer comment le champ dans l�espace

libre peut être décomposé en oscillateurs ou modes propres [20]. Nous allons dénombrer

ces modes et montrer l�application de ce concept au traitement statistique classique

du rayonnement du corps noir [21] qui impose la quanti�cation du champ. Nous allons
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montrer qu�elle répond également à une nécessité théorique.

� Le troisième paragraphe est consacré à la quanti�cation du champ électromagnétique:

On va commencer par la description de la procédure de quanti�cation et obtenir les ex-

pressions des opérateurs associés à l�énergie et aux champs. Nous allons étudier ensuite

quelques états quantiques du champ électromagnétique, dont les états dits "cohérents".

� En�n nous donnerons dans le cinquième paragraphe, une description quantique du

rayonnement du corps noir et conclurons ce paragraphe par quelques considérations sur

les "photons".

2.2 Rappels sur la théorie électromagnétique :

2.2.1 Détermination de la densité d�energie électromagnétique

dans l�espace non libre :

Le champ électromagnétique est évolué dans le temps et dans l�espace par les équations

de Maxwell données par [11] :

�!r : ~E = �

"0
(2.1a)

�!r : ~B = 0 (2.1b)

�!r ^ ~E = �@
~B

@t
(2.1c)

�!r ^ ~B =

(
1

c2
@ ~E

@t
+
1

"0
~j

)
(2.1d)

Où � et ~j sont respectivement, les densités de charge et du courant électrique.
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Le champ électrique possède une densité d�énergie obtenue à partir des équations

(2:1c) et (2:1d) de Maxwell, nous multiplions la première par ~B
�0
et la seconde par ~E

�0
:

~B

�0

��!r ^ ~E
�
=

~B

�0

 
�@

~B

@t

!
~E

�0

��!r ^ ~B
�
=

~E

�0

(
1

c2
@ ~E

@t
+
1

"0
~j

)

Retranchant membre à membre les expressions ainsi obtenues qui sont homogènes

entre elles :

1

�0

�
~E:
�!r ^ ~B � ~B:

�!r ^ ~E
�
= ~E:~j +

@

@t

�
"0E

2

2
+
B2

2�0

�

Utilisant [15] : x @x
@t
= 1

2
@
@t
(x2) et de façon générale : ~b:

��!r ^ ~a
�
� ~a :

��!r ^~b
�
=

�!r
�
~a ^~b

�
:

On obtient :

@

@t

�
"0E

2

2
+
B2

2�0

�
+~j: ~E +

�!r :
 
~E ^ ~B

�0

!
= 0 (*)

La conservation de l�énergie se traduit par la relation :

@W

@t
+~j: ~E +

�!r :~S = 0

On tire :

W =
1

2

�
"0 E

2

2
+
B2

2�0

�
est la densité d�énergie électromagnétique. (2.2)

~S =

 
~E^ ~B

�0

!
est le vecteur de Poynting. (2.3)
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.

La densité d�impulsion du champ électromagnétique donnée par [24] :

~S

c 2
= "0

�
~E^ ~B

�
(2.4)

2.2.2 Détermination de la densité d�energie électromagnétique

dans l�espace libre :

Dans le cas de l�espace libre (le vide) : � = ~j = 0. L�élimination de ~B entre les deux

équations (2:1c) et (2:1d) et l�utilisation de la relation obtenue par [24] :
�!r ^

��!r ^ ~E
�
=
�!r :
��!r : ~E��� ~E conduit à l�équation d�onde :

�� ~E = �!r ^
 
�@

~B

@t

!
= � @

@t

��!r ^ ~B
�
= :� 1

c2
@ ~E

@t

Ainsi :

� ~E � 1

c2
@ ~E

@t
= 0 (2.5)

L�équation (2:5) admet pour solution des ondes planes monochromatiques de la forme :

~E (~r; t) = Re
n
~E0e

i(~k ~r � !t)
o

(2.6)

Où ~k et ! sont réels et ~E0 est un vecteur complexe indépendant de ~r et de t .

De l�équation (1:a) : Nous déduisons : ~E0:~k = 0, c�est à dire que le champ électrique

est transverse.

Posant ~E0e�i  = ~E1 + i ~E2 ; où ~E1et ~E2 sont réels.

L�équation (2:6) devient :

~E (~r; t) = Re
n�

~E1 + i ~E2

�
ei(

~k ~r � !t)
o

(2.7)
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Prenons un système de coordonnées orthogonales telles que (x; y; z) associés respec-

tivement aux ~E1; ~E2 et ~k, on obtient :

Ex (z; t) = E1 cos(!t� k z �  )

Ey (z; t) = E2 cos(!t� k z �  )

EZ = 0

On remarque que l�extrémité de ~E en un point donné décrit une ellipse d�axe ox, oy,

on peut dire ainsi que (2.7) représente une polaristation elleptique.

De l�équation (2:1c) nous déduisons :

�!r ^ ~E0 = �
@ ~B0
@t

) �i~k ^ ~E0 = �i ! ~B0

Où @
@t
= i ! et

�!r = �i~k:

On trouve donc :

~k ^ ~E0 = ! ~B0 (2.8)

Qui détermine ~B losque l�on connaît ~E0. Et si on remplace k par !
c
dans (2:8); on

obtient : ��� ~B0��� = 1

c

��� ~E0��� :
La densité d�énergie associé à (2:7) est :

W = "0

��� ~E0���2 = "0
�
E 2
1 + E 2

2

�
(2.9)

Le vecteur de Poynting (2:3) devient :

~S =
1

�0

�
~E0 ^ ~B0

�
=
1

�0
~E0 ^

1

c
~E0 =

r
"0
�0
jE0j2 k̂ = c Wk̂ (2.10)
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Où k̂ est le vecteur unitaire suivant ~k, et : 1
c
=
p
�0"0.

La densité d�impulsion étant :

~S

c2
=
W 2

c
k̂ (2.11)

2.2.3 Equations de potentiels en jauge de Coulomb :

Les champs peuvent être écrits en terme du potentiel vecteur A et un potentiel scalaire

� donnés par [20] :

~B =
�!r ^ ~A (2.12)

Posant (2:12) dans (2:1c), on obtient :

�!r ^ ~E = �@
~B

@t
= ��!r ^ @ ~A

@t
) �!r ^ ~E +

�!r ^ @ ~A

@t
= 0

�!r ^
 
~E +

@ ~A

@t

!
= 0)

 
~E +

@ ~A

@t

!
= ��!r�

Ainsi :

~E = �@
~A

@t
��!r� (2.13)

On peut transformer les potentiels A et � aux :

~A0 = ~A+
�!ru (2.14)

�0 = ��@u
@t

(2.15)

u étant une fonction quelconque de la position r et du temps t:

Cette transformation est appelée transformation de Jauge [25]. Le choix de la fonction
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u permet d�imposer une condition aux potentiels qui est :

�!r : ~A+ 1

c2
@�

@t
= 0 (2.16)

Qui dé�nit une classe de jauges appelées jauges de Lorentz [25].

Et comme nous somme dans le cas de l�espace libre et en absence des charges, sup-

posons que : � = 0, (2:16) se réduit alors à :

~r: ~A = 0 (2.17)

Qui dé�nit la classe des jauges de Coulomb [26].

2.2.4 Représentation du champ par un ensemble d�oscillateurs

harmoniqes :

Nous allons ici considérer que le champ dans un volume v de l�espace libre et

montrer qu�on peut le représenter par un ensemble d�oscillateurs harmoniques. Pour cela

nous allons, tout d�abord, étudier la décomposition du potentiel vecteur et des champs.

Décomposition du potentiel vecteur et des champs :

Supposons qu�on a un rectangulaire, de côtés Lx; Ly; Lz. Dans ce volume nous

pouvons décomposer Ax; AY ; Az en série triple de Fourier [20]. Ainsi :

Ax =
X

kx;ky ;kz

Ax (kx; ky; kz) t e
i(kx x +ky y +kz z) (2.18)

Avec :

kx = 2�
nx
Lx
; ky = 2�

ny
Ly
; kz = 2�

nz
Lz

(2.19)

nx; ny; nz sont des entiers positifs ou négatifs. ~A(r; t) est ainsi comme un produit de

la partie spatiale et temporelle :
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~A =
X
~k

~Ak(t)e
i ~k ~r (2.20)

Où :

~Ak(t) =
1

v

Z
v

d 3~r ~A(r; t)e�i
~k ~r (2.21)

Notons que les ~Ak vont satisfaire quelques conditions [20]. Ainsi, ~A étant réel :

~A�k = ~A�k (2.22)

De plus ~A est transverse, c�est-à-dire :
�!r : ~A = 0. On aura donc :

~k: ~A = 0 (2.23)

Donc ~A satisfait une équation d�ondes :

�!r ~A+
1

c2
@2 ~A

@t 2
= 0 (2.24)

Posant (2:20) dans (2:24), on obtient :

(i~k)2 ~A+
1

c2
@2 ~A

@t 2
= 0) d 2 ~Ak

dt 2
+ !2k ~A = ~0 (2.25)

La fréquence !k et le vecteur d�onde ~k sont reliés comme : !k = c
���~k��� ; c�est la relation

de dispersion.

Cette équation détermine la variation temporelle des ~Ak. Ainsi on trouve :

~Ak = ~�ke
�i !k t + ~�ke

+i !k t

Nous pouvons regrouper ces termes dans (2:20) pour obtenir :
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~A =
X
k

~"kuke
i~k ~r +~" �k u

�
ke
�i~k ~r (2.26)

Où les uk sont des fonctions du temps proportionnelles à e+i !k tet les ~"k des vecteurs

unitaires tels que ~"k:~k = 0: Le choix de ~"k, est fait en supposant que le vecteur ~k est

associé à deux vecteurs orthogonaux ~"k1et ~"k2 et que deux coe¢ cients uk1 et uk2 sont

associés à ces vecteurs [20], c�est ce que nous adoptons ici, pour ne pas compliquer

l�écriture, on ne fait pas apparaître les termes associés aux vecteurs ~k.

Dans l�expression (2.26), ~A est apparu comme un projeté sur un ensemble d�ondes

planes monochromatiques, de vecteurs d�onde ~k, de fréquence !k et de polarisation ~"k

c�est ce que l�on appelle modes propres du champ [20]. À partir de cette expression, on

peut écrire :

~E = �@
~A

@t
= i
X
k

~"k!k

�
uke

i~k ~r � u�ke
�i~k ~r

�
(2.27)

~B =
�!r ^ ~A = i

X
k

�
~k ^~"k

��
uke

i~k ~r � u�ke
�i~k ~r

�
(2.28)

La connaissance, d�une part des modes propres constituants la base de notre décom-

position, d�autre part des coe¢ cients uk détermine complètement le potentiel ~A et les

champs ~E et ~B dans le volume v:

L�expression de l�energie électromagnétique à l�aide des uk :

Nous obtenons cette énergie à partir de l�expression (2:2) de la densité d�énergie :

W=
1

2

Z
v

d 3~r

�
"0 E

2

2
+
B2

2�0

�
(2.29)

De (2.27) :
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1

2
"0 E

2 =
1

2
"0
X
k;k0

!k!k0
�
~"kuke

i~k ~r �~"�ku�ke�i
~k ~r
��
~"k0u

�
k0e

�i~k0 ~r �~"k0uk0e+i
~k0 ~r
�
(2.30)

Les valeurs de ~k permises par les relations (2:19) sont telles que :

Z
v

d 3~r ei(
~k �~k0): ~r = v �~k; ~k0 (2.31)

L�intégration de (2:30) en tenant compte de (2:31) nous donne pour la partie électrique

de l�énergie :

"0
2

Z
d 3~r E 2 =

v

2
"0
X
k

!2k
�
2uku

�
k � (~"k:~"�k)(uku�k + u�ku

�
�k)
	

(2.32)

De même :

1

2�0

Z
d 3~r B2 =

v

2�0

X
k

8<: 2
�
~k ^~"k

�
:
�
~k ^~"k

�
uku

�
k+�

~k ^~"�k
��

~k ^~"�k
�
(uku�k + u�ku

�
�k)

9=; (2.33)

Si on tient compte de : ~k:~"k = 0 qui entraîne :
�
~k ^~"k

�
:
�
~k ^~"�k

�
= k2 (~"k:~"�k), et

de la relation c 2k2 = !2k , on obtient :

W= 2"0v
X
k

!2kuku
�
k (2.34)

On voit que les termes en uku�k disparaissent de cette expression.

Pour préparer la quanti�cation du champ que nous traiterons au prochain paragraphe ;

nous allons reécrire cette expression, en substituant aux uk;~"k deux nouveaux vecteurs

réels [20] dé�nis de la façon suivante :
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~Qk =
p
"0v (uk ~"k + u�k ~"

�
k) où : ~"k = ei !kt (2.35)

~Pk =
d

dt
~Qk = �i !k

p
"0v (uk ~"k � u�k ~"

�
k) , où :

d~"k
dt

= i !k~"k et
d~"�k
dt

= �i !k~"�k (2.36)

L�expression de W devient :

W =
X
k

1

2

�
~P 2
k + !2k

~Q 2
k

�
(2.37)

On remarque qu�il existe une analogie entre les termes de (2:37) et l�énergie d�un

oscillateur harmonique de position ~Qk et d�impulsion ~Pk. L�énergie est apparue comme

la somme des énergies associées aux modes propres correspondant à chacune des valeurs

propres de k. Cette situation est complètement analogue à celle de la représentation d�un

système mécanique par ses coordonnées normales [20].

Dénombrement des modes propres :

Le dénombrement des modes nécessaires pour représenter un champ électromagné-

tique donné, nous incite à dé�nir un intervalle de fréquence �; �+d �: Les modes associés

à sa représentation ont des vecteurs d�ondes de modules compris entre k et k + dk où

k = 2��
c
.

Pour dénombrer ces modes, on considère un réseau rectangulaire dont la maille élé-

mentaire est un parallélépipède de côtés 2�
LX
; 2�
Ly
et 2�

Lz
; respectivement suivant kx; kyetkz:

Le problème se ramène à déterminer le nombre de noeuds de ce réseau contenus dans le

volume délimité par les sphères de rayon k et k+dk. Ce nombre est ainsi donné par [20] :

N(�; � + d�) = 2 � LX LyLz

(2�)3
� 4�k2dk = 2 v

(2�)3
4�k2dk = v � 8� � �

2

c3
d � (2.38)
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Où v = 2�
LX

2�
Ly

2�
Lz
représente le volume de la maille élementaire, 4�k2dk représente le

volume de la couronne sphérique. Le tout multiplié par 2 pour tenir compte des polari-

sations attachées à chaque vecteur ~k.

On remarque que N est proportionnel au volume v. On peut aussi le réecrire consi-

dérant qu�un champ représenté par des modes dont les vecteurs ~k soient contenus dans

un volume vk :

N
�
~k 2 vk

�
= 2 � v

(2�)3
�
Z
~k2vk

d 3~k (2.39)

Le nombre des modes ayant une pulsation ! comprise entre ! et !+d ! et un vecteur

d�onde contenu dans l�angle solide d 
 est :

N (d !; d 
) = v
2

(2�)3
!2

c3
d !d 
 (2.40)

On peut s�appliquer les mêmes résultats à un champ contenu dans une cavité de forme

quelconque dont le volume v � �3:

Pour conclure ce paragraphe, on va appliquer ces résultats au calcul classique de

l�energie du rayonnement du corps noir, considérant comme précédemment que le champ

est un ensemble d�oscillateurs harmoniques, chaqu�un d�eux est attribué à une energie

KT, donc l�energie par unité de volume et par intervalle spectral d � est donnée par [21] :

W (�)d � = 8�
�2kT

c3
d � (2.41)

Ce qui nous donne pour la densité d�énergie par intervalle de longueur d�onde d� :

p (�) d� = 8�
kT

�4
d� (2.42)

La relation (2.41) porte le nom de la formule de Rayleigh-Jeans détaillée dans [27; 28].

Elle est en désaccord profond avec l�expérience comme le montre la �gure (2.1) [28].

Nous avons ici un premier exemple de l�insu¢ sance du traitement classique du champ
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Fig. 2-1 �Le désaccord entre la théorie classique et l�expérience du rayonnement du
corps noir.

électromagnétique ce qui nous conduira à la quanti�cation.

Interprétation de la courbe de la �gure (2. 1) :

Cette �gure représente la comparaison entre la théorie de Rayleigh-Djeans et l�expé-

rience, l�expression (2.42) montre que � est inversement proportionnelle à p (�), mais on

note sur sa courbe qu�aux basses fréquences (grand �), ses prédictions sont sans rapport

avec l�expérience aux fréquences élevées. On dit qu�il ya un désaccord profond entre la

théorie et l�expérience et la théorie classique est alors incapable de traiter correctement

les modes de fréquences les plus élevées et conduit à une expression de la densité d�énergie

du rayonnement qui diverge comme :
R1
0
W (�) d� = 8�kT

c3

R1
0
�2d�.
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2.3 Description de la quanti�cation du champ

électromagnétique :

Nous avons vu à la �n du paragraphe précédent, un exemple de l�insu¢ sance de la

description classique du champ électromagnétique, celà, nous conduit à la quanti�cation

du champ électromagnétique que nous allons décrire dans ce paragraphe.

Classiquement le hamiltonien H est égal à l�énergie électromagetique donnée par la

relation (2.37) :

H =
X
k

Hk =
X
k

1

2

�
~P 2
k + !2k ~Q

2
k

�
(2.43)

Les variables ~Pket ~Qk sont conjuguées [20], en e¤et :

@H

@Pk;i
= Pk =

dQk;i

dt
et

@H

@Qk;i

= !2kQk;i = �
dPk;i
dt

Nous associons à Qket Pk des opérateurs Q̂k et P̂k soumis aux règles de commutations

[20] :

h
Q̂k; Q̂k0

i
= 0 (2.44)h

P̂k; P̂k0
i
= 0h

Q̂k; P̂k0
i
= i~�kk0

L�oprérateur hamiltonien devient :

Ĥ =
X
k

Ĥk =
X
k

1

2

�
P̂ 2
k + !2kQ̂

2
k

�
(2.45)

apparaît comme une somme d�hamiltoniens d�oscillateurs harmoniques indépendants.
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Nous dé�nissons les opérateurs création â+et annihilation â par les relations [26] :

â+k "
�
k =

r
!k
2~

 
Q̂k � i

P̂k
!k

!
(2.46)

âk "k =

r
!k
2~

 
Q̂k + i

P̂k
!k

!
(2.47)

Ils satisfont aux règles de commutation :

�
âk ,â+k0

�
= �~k;~k0 ; [âk ,âk0 ] =

�
â+k ,â

+
k0

�
= 0

Les équations (2.46) et (2.47) nous donnent :8<: â+k =
q

1
2~!k

�
P̂k + i!kQ̂k

�
âk =

q
1

2~!k

�
P̂k � i!kQ̂k

�
9=;)

8<: Q̂k =
â+k �âkp

2

P̂k =
âk+â

+
k

i
p
2

9=;
A l�aide de ces opérateurs Ĥ s�exprime sous la forme :

Ĥ =
X
k

Ĥk =
X
k

~!k
�
â+k âk +

1

2

�
(2.48)

Posons : n̂k = â+k âk

Les états propres de l�oscillateur harmonique sont les états jnki tels que :

Ĥk jnki = ~!k
�
n̂k +

1

2

�
jnki (2.49)

Où : n=0,1,2,........

On montre immédiatement que :

â+k jni =
p
n+ 1 jn+ 1i (2.50)

âk jni =
p
n jn� 1i (2.51)
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âk et â+k ne sont pas hermétiques et ne représentent pas des quantités physiques

observables. Leur rôle est néanmoins apparu dans la création et la destruction des quantas

du champ.

L�espace de Ĥ est le produit tensoriel des espaces des Ĥk et Ĥ a pour états propres

les états jni :

jni = jn1i 
 jn2i :::::::
 jnki 
 ::::: (2.52)

que nous noterons jn1; n2; :::nk::::i ou plus simplement encore fjnkig qui correspond

à l�énergie :

En =
X
k

~!k
�
nk +

1

2

�
L�action des âk; â+k devient dans le nouvel espace :

âk jn1; n2; :::nk::::i =
p
nk jn1; n2; ::::nk � 1:::i (2.53)

â+k jn1; n2; :::nk::::i =
p
nk + 1 jn1; n2; ::::nk + 1:::i (2.54)

La description quantique des champs découle de ce qui précède. Nous avons donc :

De (2.47) :

âk ~"k =

r
!k
2~

 
Q̂k + i

P̂k
!k

!
=

r
!k
2~
[
p
"0v (uk~"k + u�k~"

�
k) +

p
"0v (uk~"k � u�k~"

�
k)]

âk ~"k =

r
!k
2~
p
4"0vuk~"k:

Ainsi :
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âk =

r
2!k"0v

~
uk

E¤ectuons cette même opération dans les expressions classiques (2.27) et (2.28), nous

obtenons les opérateurs
�!̂
E ;
�!̂
B représentant les champs :

�!̂
E = i

X
k

~"k!k

�
uke

i~k~r � u�ke
�i~k~r
�

En remplaçant uk par sa valeur donnée précédemment, on obtient :

�!̂
E = i

r
~
2"0v

X
k

(!k)
1
2 "k

�
âke

i~k~r � â+k e
�i~k~r
�

(2.55)

De même pour :
�!̂
B = i

X
k

�
~k f~"k

��
uke

i~k~r � u�ke
�i~k~r
�

Ainsi :
�!̂
B = i

r
~
2"0v

X
k

(!k)
� 1
2

�
~k f~"k

��
âke

i~k~r � â+k e
�i~k~r
�

(2.56)

À partir des relations (2.55) et (2.56) et des relations d�orthogonalité (2.31), on déduit :

Ĥ =
1

2

Z
v

d3r

�
"0Ê

2 +
1

�0
B̂2

�
(2.57)

On remarque que (2.48) et (2.57) sont identiques :

De (2.55), on a :

1

2
"0Ê

2 = �1
2
"0

~
2"0v

X
k;k0

!
1
2
k!

1
2

k0

h
~"kâke

i~k~r �~"�kâ+k e�i
~k~r
i h
~"k0 â

+
k0e

�i~k0~r �~"k0 âk0ei
~k0~r
i

L�intégration de cette relation en tenant compte de la relation d�orthogonalité sui-

vante :
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Z
v

d3~r ei(
~k�~k0)~r = v �~k;~k0

Nous donne :

1

2
"0

Z
v

d3~r Ê2 =
v

2
"0
X
k;k0

!2k
�
2âkâ

+
k � (~"k~"�k)

�
âkâ�k + â+k â

+
�k
��

De même pour (2.56) :

1

2�0

Z
v

d3r B̂2 =
v

2�0

X
k

h
2
�
~k f~"k

��
~k f~"k

�
âkâ

+
k +

�
~k f~"k

��
~k f~"�k

� �
âkâ�k + â+k â

+
�k
�i

En tenant compte de : ~k:~"k = 0; qui entraîne :

�
~k f~"k

��
~k f~"�k

�
= k2 (~"k f~"�k)

Et de la relation : c2k2 = !2k, ainsi :

Ĥ =
X
k

~!k
�
â+k âk +

1

2

�

2.3.1 Etude des états quantiques du champ électromagnétique :

Nous allons maintenant décrire les états quantiques du champ électromagnétique,

notons que dans un état propre de l�énergie jni ; les valeurs moyennes des champs ~E; ~B

sont nulles [20]. Ceci résulte directement :

hnkj âk jnki = hnkj â+k jnki = 0

Ceci 8n et à tout instant t.

Néanmoins
D
Ê2k

E
=
�
nk +

1
2

� ~!k
"0v

et l�énergie du champ n�est pas nulle, on note ainsi

que les états jnki n�ont pas d�équivalent classique. On peut évidemment imaginer d�autres
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états du champ électromagnétique représentés par des combinaisons linéaires jni. Nous

avons indiqué précédement au x2:3 que a n�est pas hermétique donc les valeurs propres

de a sont a priori complexes. Soit � l�une de ces valeurs propres et j�i le vecteur propre

d�où :

â j�i = � j�i (*)

� est un nombre complexe quelconque � = j�j ei  

Déterminer le ket j�i, c�est trouver son développement sur une base de l�espace des

états, par exemple l�ensemble des jni. Introduisant ce développement donné par [21] :

j�i =
1X
n=0

cn jni

Dans l�équation des valeurs propres, on a :

â j�i =
1X
n=0

cn
p
n jn� 1i (2.b)

De : (�) ; (2:a) et (2:b) on trouve :

�
1X
n=0

cn jni =
1X
n=1

cn
p
n jn� 1i ; (�c0 = c1

p
1; :::::�cn�1 = cn

p
n)

Nous en déduisons la récurrence : cn =
�

�p
n

�
cn�1 ; pour n > 0, qui se résout explici-

tement en :

cn =

�
�np
n!

�
c0. Puisqu�on a : (�nc0c1c2::::cn�1 = c1c2c3:::::cn

p
n!)

Les kets propres de â sont donc de la forme :
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j�i = c0

1X
n=0

�np
n!
jni

Pour trouver c0, on doit normaliser j�i pour avoir :

h�j�i = 1 =
��c20�� 1X

n=0

�2n

n!
hn jni =

��c20�� ej�j2, puisque : ex = 1X
n=0

xn

n!

Ici posons : x = jzj2, donc : c0 = e
�j �j2

2 . Nous obtenons ainsi l�expression :

j�i = e
�j �j2

2

1X
n=0

�np
n!
jni (2.58)

Ces étas quantiques de l�opérateur d�annihilation sont appelés états cohérents.

Propriétés des états cohérents :

�Propriétés algebriques : Parmi les propriétés des états cohérents [21; 29] : Le pro-

duit scalaire de deux états cohérents h�j �i n�est pas nul :

Posons :

j�i = e
�j �j2

2

1X
n=0

�np
n!
jni

h�j = e
�j �j2
2

1X
n=0

��lp
l!
hlj

Donc :

h�j �i = e
� 1
2 (j�j2+j�j2)X

n

X
l

�n��lp
n!l!

hl jni

Si : n=l :
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X
n

�n��np
n!n!

= e��
� ) h�j �i = e

[� 1
2 (j �j2+j �j2)+���] 6= 0

Et si : � = � :

h�j�i = e
[� 1

2 (j �j2+j �j2)+j�j2]
= 1

Les états cohérents ne sont pas orthogonaux mais normalisés à 1.

L�action de l�opérateur â sur j�i s�exprime simplement :

â j�i = e
�j �j2

2
X
n

�np
n!
â jni

= e
�j �j2

2
X
n

�np
n!

p
n jn� 1i

= e
�j �j2

2
X
n

�n�1p
(n� 1)!

jn� 1i

Ainsi :

â j�i = � j�i (2.59)

De même :

h�j â+ = h�j�� (2.60)

La valeur de n dans un état j�i n�est pas dé�nie de façon précise :

hni = h�j â+â j�i = j�j2

Il nous reste donc d�aller voir si le champ électrique est bien déterminé autour de sa

valeur moyenne ; et pour cela à calculer l�écart quadratique (la variation du nombre de

photons) [21] :
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(�n)2� = h�j (n� h�jn j�i)
2 j�i =



n2
�
�
� hni2� (2.61)

Où :



n2
�
�
= h�j â+ââ+â j�i = h�j â+

�
1 + â+â

�
â j�i = j�j4 + j�j2

Ainsi :

(�n)2� = j�j
2 , et la dispersion : (�n)� = j�j

La dispersion du nombre de photons relative à sa valeur moyenne [21; 23] :

(�n)�
hni�

=
1

�
=

1p
hni�

(2.62)

Tend vers 0 lorsque le paramètre �!1 de l�état cohérent (hni� !1) :

�Propriétés physiques : Considérons maintenant la valeur moyenne de
�!̂
E . A l�instant

t l�état du système est représenté par le vecteur : j� (t)i :

L�évolution est donnée par l�équation de Schrödinger :

i~
@

@t
j� (t)i = Ĥ j� (t)i

Donc :

j� (t)i = e�
i
~ Ĥt j�i

j� (t)i = e�
i
~ [~!(n+

1
2)]t � e� 1

2
j�j2
X
n

�np
n!
jni

j� (t)i = e�i(n+
1
2)!t � e� 1

2
j�j2
X
n

�np
n!
jni
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La moyenne de
�!̂
E dans l�état j� (t)i est donnée par [21] :

h�j
�!̂
E j�i = i~"

r
~!
2"0v

�
�ei(kr�!t) � ��e�i(kr�!t)

2i

�
h� j�i

h�j
�!̂
E j�i = �2~"

r
~!
2"0v

j�j sin (kr � !t+  ) (2.63)

De même :

h�j Ê2 j�i = h�j 4"2
 r

~!
2"0v

j�j sin (kr � !t+  )

!2
j�i

= 4

�
~!
2"0v

�
j�j2 sin2 (kr � !t+  ) h� j�i+ h�j "2 j�i

= 4

��
~!
2"0v

�
j�j2 sin2 (kr � !t+  )

�
+
~!
2"0v

h�j Ê2 j�i = ~!
2"0v

�
1 + 4 j�j2 sin2 (kr � !t+  )

	
Et l�écart quadratique [21] :

(�E)2 = h�j Ê2 j�i �
�
h�j Ê j�i

�2
=
~!
2"0v

(2.64)

est indépendant de �. On voit que si j�j ! 1; l�incertitude dans la mesure de ~E

décroît comme 1
j�j . Le champ devient de mieux dé�ni lorsque l�amplitude de sa valeur

moyenne croit par rapport à �E =
q

~!
2"0v

:

A la limite j�j ! 1, on retrouve la situation classique dans laquelle, amplitude et

phase sont simultanément déterminées [21]. Notons que �E =
q

~!
2"0v

=
�
h0j Ê2 j0i

� 1
2
,

peut être considéré comme la �uctuation de champ électrique associé à un mode donné

dans l�état du vide j0i.
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2.3.2 Description quantique du rayonnement du corps noir :

Nous avons précédemment considéré des états purs du champ élecromagnétique re-

présentés par un ket jni ou j�i. De même il faut décrire des situations où l�état du champ

électromagnétique est indéterminé et où l�on connaît seulement la probabilité pour qu�il

soit dans tel ou tel état. Pour décrire cet état, on utilise l�opérateur densité qui est donné

par [21; 30] :

D̂ =
X
�

j �i q� h �j

Où q� est la probabilité pourque le système soit représenté par le vecteur j �i :

Considérons un mode j du champ élecromagnétique en équilibre thermique à la tem-

pérature T. Pour un tel état [21] :

Dj =
1

Zj
exp

�
� Hj

KT

�
Où :

Ĥj = ~!j
�
a+j aj +

1

2

�
Et :

Zj = Tr exp

�
� Hj

KT

�
Dans la base jni des états propres de l�énergie, nous obtenons :
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D̂j =
X
n

jni hnj D̂j jni hnj

D̂j =
X
n

jni
�
1

Zj

�
exp

�
�~!j
KT

�
n+

1

2

��
hnj

D̂j =
X
n

jni

0@ 1

Tr exp
n
� Hj
KT

o
1A exp��~!j

KT

�
n+

1

2

��
hnj

Utilisant d�après [15] :

X
xm = (1� x)�1 , d�où : x = exp

�
�~!j
KT

�

Soit :

D̂j =
X
n

jni
�
1� exp

�
�~!j
KT

��
exp

�
�n~!j
KT

�
hnj (2.65)

Les divers modes du champ constituent un ensemble de systèmes indépendants repré-

senté par l�opérateur densité :

D̂ = D̂1 
 D̂2 
 :::::
 D̂j 
 ::::::

L�énergie moyenne d�un tel ensemble est :

W = Tr
�
D̂Ĥ

�
=
X
j

TrD̂jĤj =
X
j

X
n

�
n+

1

2

�
~!j exp

�
�n~!j
KT

��
1� exp

�
�~!j
KT

��

W =
X
j

~!j

8<: 1�
exp

n
~!j
KT

o
� 1
� + 1

2

9=; (2.66)

55



Fig. 2-2 �L�accord parfait entre la théorie quantique et l�expérience du rayonnement du
corps noir.

Où la somme j porte sur tous les modes de champ électromagnétique contenus dans

le volume v.

Si on néglige le terme qui correspond aux �uctuations de vide ~!j
2
, on obtient pour

la densité d�énergie du rayonnement thermique par unité de volume, et par unité de

fréquence :

Wj =
P

j ~!j
�

1�
exp

n~!j
KT

o
�1
�
�
.

Et d�autre part, on a : p (�) = 2 �W � dN
d�
, où N est la densité de modes, égale à :
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4�( �c )
3

3
, dans ce cas : dN

d�
= 4��2

c3
Ainsi :

p (�) =
8�h�3

c3
�
exp

�
h�
KT

	
� 1
� (2.67)

Qui est l�expression dûe à Planck de la densité d�énergie du corps noir [31].

Soit encore pour la densité d�énergie par unité de longueur d�onde :

p (�) d� = p (�) d�, où : � =
c

�
=) d� =

����� c

�2

���� d� et : p (�) = p (�)

����� c

�2

����
Ainsi :

p (�) =
8�hc

�5
�
exp

�
h�
KT

	
� 1
� (2.68)

Interprétation de la courbe de la �gure (2. 2) :

La �gure (2.2) [31] représente les résultats expérémentaux et le graphe de l�expression

(2.68) qui est la densité d�energie du corps noir. La longueur d�onde � est inversement

proportionnelle à la densité d�energie p (�), on dit qu�il ya un accord parfait entre la

théorie et l�expérience ce qui fournit une con�rmation essentielle de la théorie quantique

du champ électromagnétique.

2.3.3 Considérations sur les photons :

Nous avons montré précédemment que le champ électromagnétique pouvait se dé-

composer en un ensemble d�oscillateurs harmoniques : les modes propres dont l�énergie

est quanti�ée. On appelle photon le quantum d�énergie d�un tel mode propre. Ainsi on

dira que dans l�état jnki le mode k possède nk photons. D�après ce qui précède, on note

que la description du champ en terme de photons exclut toute information sur la phase

du champ. Il est parfois commode de traiter les photons comme des corpuscules et de

faire ainsi apparaître une dualité onde-corpuscule [14] pour le champ électromagnétique
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comme pour la matière. Considérons comme précédemment un volume v et les modes

propres sont des ondes planes monochromatiques de vecteur d�onde ~k et de fréquence

�k =
j~kjc
2�
:

L�énergie Wk d�un tel mode est quanti�ée :

Wk = h�k

�
nk +

1

2

�

De même pour l�impulsion :

~Sk =
~k���~k���Wk

c

=
~k���~k��� h�kc

�
nk +

1

2

�
=

~k���~k���
h
���~k��� c
2�c

�
nk +

1

2

�

Donc :

~Sk = ~~k
�
nk +

1

2

�
Ainsi les photons du mode ~k possèdent l�énergie :

E = h�k (2.69)

Et l�impulsion :

~p = ~~k (2.70)

Ces quantités satisfont à la relation : ~E = h
j~kjc
2�
= ~c

���~k��� = c j~pj [25] ; qui implique que

la masse au repos du photon, considérée comme un corpuscule, soit nulle.

On voit que ces photons apparaissent comme les quantas des oscillations du champ,

ils doivent ainsi obéir à la statistique de Bose-Einstein [21], chaque mode du champ

électromagnétique constitue une cellule dans l�espace de phase. Il lui correspond donc un

volume de cet espace donné par [21] :
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V � (�pX) � (�pY ) � (�pZ) = V (�kX�kY�kZ) � ~3 = h3

On peut accumuler dans cette cellule de l�espace de phase autant de photons qu�on

le désire. Ces propriétés sont bien celles des bosons.

Montrons �nalement que les photons considérés comme corpuscules satisfont les rela-

tions d�incertitude d�Heisenberg. Cela, nous conduit à localiser transversalement le photon

au moyen d�une fente de largeur �x, voir la �gure (2.3) [22].

Fig. 2-3 �Localisation transversale du photon au moyen d�une fente de largeur �x:

Le mode correspondant sera déformé par la di¤raction. Il se présentera comme une
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superposition d�ondes planes dont les vecteurs d�ondes font un angle � avec la direction

~k0. La largeur à mi-intensité de cette distribution d�après la théorie de la di¤raction est

donnée par [31] :

� =
�

�x

qui correspond à une incertitude sur la composante transversale de l�impulsion du

photon déduite comme :

�pX = �p = �

�
h

�

�
=

�

�x

h

�
=

h

�x

2.4 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons rappelé l�un des faits expérémentaux qui imposent la

quanti�cation du champ électromagnétique, nous avons montré qu�elle répond également

à une nécessité théorique, puis nous décrivons la procédure de quanti�cation dans laquelle,

nous avons étudié des états quantiques dit "états cohérents" et nous avons donné une

description quantique du rayonnement du corps noir.
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Chapitre 3

Traitement quantique de

l�interaction atome-champ :

3.1 Introduction :

Nous allons, dans ce chapitre, donner une autre description des échanges d�énergie

entre les atomes et le champ. Ce sujet a été déjà abordé dans le premier chapitre de façon

semi-classique. Nous adoptons ici, au contraire un point de vue entièrement quantique

dans laquel le milieu atomique et le champ seront traités quantiquement. Ce chapitre est

ainsi divisé en cinq paragraphes principeaux :

� Un mode du champ électromagnétique peut, en interagissant avec un atome, perdre

ou gagner des quanta. L�atome, initialement dans un état jii, absorbe ou émet des pho-

tons en e¤ectuant des transitions vers des états jfi tels que l�énergie totale du système

(atome+champ) soit conservée. Ce sont ces processus d�absorption et d�émission que nous

allons étudier dans le premier paragraphe, en rappelant quelques résultas de la théorie

des perturbations [22].

� Dans le deuxième paragraphe, nous allons appliquer cette théorie à l�étude des

processus élémentaires : émission spontanée, émission stimulée et absorption [22].

� Le troisième paragraphe est consacré à l�étude de l�émission spontanée dans laquelle,
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on va trouver sa probabilité de transition.

� De même pour le quatrième paragraphe qui est consacré à l�étude de l�émission

stimulée et d�absorption.

� En�n, nous terminerons ce chapitre par une étude des divers mécanismes qui déter-

minent le pro�l spectral d�une transition [23; 31].

3.2 Rappels sur la théorie des perturbations :

Nous considérons un champ électromagnétique contenu dans un volume v et décrit,

comme nous l�avons précédemment indiqué, par sa décomposition suivant les modes

propres
�
"̂k; ~k

�
. Son hamiltonien est :

ĤR =
X
~k

h�k

�
â+k âk +

1

2

�
(3.1)

Où la notion est celle du chapitre précédent. Nous avons vu que les états propres de

ĤR étaient les états jfnkgi dé�nis par la relation (2.52). Dans tel état, le nombre nk de

quanta de chaque mode est bien dé�ni, ainsi que l�énergie totale du champ :

Efnkg =
X
~k

h�k

�
nk +

1

2

�
(3.2)

Le système atomique est décrit par un hamiltonien ĤA, possédant des états propres

jjai d�énergie Eja. Le hamiltonien de système total comporte un terme représentant

l�interaction du champ avec l�atome HI . Classiquement, on montre que l�énergie d�un

système atomique neutre placé dans un champ ~E(t) est donné par l�expression :

W = � ~E:~p

Où ~p est le moment dipolaire du système :
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~p =
X
i

qi~ri (3.3)

Où qi et ~ri désignent respectivement la charge et la position des diverses particules.

En théorie quantique, nous dé�nirons un opérateur moment dipolaire :

�!̂
p =

X
i

qi
�!̂
ri (3.3�)

Et nous postulerons que le hamiltonien représentant l�interaction peut s�écrire, par

analogie avec l�expression classique :

ĤI = �
�!̂
E :
�!̂
p (3.4)

En exprimant le champ à l�aide des opérateurs a et a+(L�équation (2.55)) :

ĤI = �i
r

~
2"0v

X
~k

p
!k

��!̂
p :~"k

� �
âk � â+k

�
=
X
~k

ĤI;~k (3.5)

Le hamiltonien du système total s�écrit :

Ĥ = ĤR + ĤA + ĤI (3.6)

Considérons un système �ctif dans lequel il n�y aurait pas d�interaction entre le champ

et l�atome. Un tel système est représenté par le hamiltonien :

ĤO = ĤR + ĤA (3.7)

Ses états propres sont de la forme :

jjai 
 jfnkgi
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Placé à l�instant : t=0 dans un de ces états, le système total va évoluer. Sous l�in�uence

de l�interaction représentée par ĤI , il e¤ectuera des transitions vers les autres états

propres de ĤO. Nous pouvons déterminer les probabilités de ces transitions en utilisant

la méthode de perturbations [22]. Ainsi, supposons le système placé dans un état propre

j1i d�énergie E1 et de ĤO, la probabilité pour qu�il se trouve au bout du temps t dans

un autre état propre j2i d�énergie E2 de ĤO, est donnée par [21] :

p1�!2 =
1

~2
���h2j ĤI j1i

���2�sin (E2 � E1) t =2~
(E2 � E1) =2~

�2
(3.8)

Nous supposons que
���h2j ĤI j1i

���2, c�est-à-dire l�intensité du champ, est su¢ samment
faible pour que la condition p1�!2 � 1 soit satisfaisante.

3.3 La probabilité de la désexcitation d�un atome :

Dans la désexcitation du système, c�est-à-dire le cas où l�énergie de l�atome dans l�état

j2i est inférieure à celle qu�il possède dans l�état j1i. Nous avons :

j1i = jii 
 jfnkgi

j2i = jfi 
 jfn0kgi

Avec : Eia � Efa . Considérons maintenant l�élément de matrice :

���h2j ĤI j1i
��� =X

~k

���h2j ĤI;~k j1i
���

Il est non nul si un seul mode du champ possède des nombres d�occupation dans

les états j1i di¤érents de cels qui se trouve dans l�état j2i. Ainsi, une transition de

désexciation comporte une émission de photons dans un seul mode au premier ordre de
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perturbation. Dans ce cas et si on néglige l�indice ~k, on obtient :

���h2j ĤI j1i
��� = �ir ~!

2"0v
hij ~p:~" jfi

np
n�n;n0+1 �

p
n+ 1�n;n0�1

o
(3.9)

L�émission correspond à n�=n+1, avec :E2 � E1 = Ef + ~! � Ei et :

p1�!2 =
!

2~"0v

���hij �!̂p :~" jfi���2 (n+ 1)�sin (E2 � E1) t =2~
(E2 � E1) =2~

�2
(3.10)

Où
�p

n�n;n0+1 �
p
n+ 1�n;n0�1

	2
= n�2n;n+2 + (n + 1)�

2
n;n � 2

p
n
p
n+ 1�n;n+2�n;n =

n+ 1:

L�expression (3.10) appelle quelques remarques :

a) Tout d�abord notons que p1�!2 est proportionnelle à
���hij �!̂p :~" jfi���2 : La désexcitation

d�un état jii ne pourra s�accompagner d�une transition vers un état jf i que si l�élément

de la matrice correspondant n�est pas nul. C�est ce que l�on appelle la règle de sélection

.

b) p1�!2 est maximum pour E2 � E18t. L�énergie totale est conservée à la relation

d�incertitude �E:�t � ~
2
près, et la fréquence du photon émis est : ! = Ei�Ef

~ = !if

c) La probabilité de transition est proportionnelle à (n+1), c�est-à-dire à peu près

au nombre du photons qui comprend le mode et à l�intensité du champ. L�absence du n

donne alors lieu à un autre phénomène dans lequel, la désexcitation d�un atome est faite

en absence du champ électromagnétique c�est ce que l�on appelle l�émission spontanée

d�un photon que nous allons l�étudier au suivant .

3.4 L�étude de l�émission spontanée :

Supposant un atome plongé dans le vide en l�absence du champ électromagnétique :

~nk = 0;8~k, et se trouve dans l�état jii. Il a une probabilité pour se désexciter vers un état

jfi en émettant un photon dans le mode
�
~"k; ~k

�
. Cette probabilité p1�!2 s�obtiendra en

sommant l�expression (3.10) où l�on fait n=0, ~" = ~"k sur tous les modes du champ. Sup-
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posant comme précédement qu�à un ~k donné sont associés 2~"k unitaires et orthogonaux,

elle est donnée par :

p1�!2 =
1

2~"0v

���hij �!̂p jfi���2X
~k

sin2 �k!k

�
sin (!k � !if ) t =2

(!k � !if ) =2

�2

Où
���hij �!̂p jfi��� est le vecteur de transition, � est l�angle trouvé entre ~k et le vecteur de

transition.

À v ! 1 nous pouvons remplacer cette sommation par une intégration en utilisant

l�expression (2.39) :

N(~k 2 vk) = 2 �
v

(2�)3
�
Z
(~k2vk)

d3~k

(Sans facteur 2, puisque nous avons déjà tenu compte des polarisations) :

p1�!2 =
1

16�3~"0

���hij �!̂p jfi���2 Z d3k sin2 �k!k

�
sin (!k � !if ) t =2

(!k � !if ) =2

�2
=

1

16�3~"0

���hij �!̂p jfi���2 Z d
 sin2 �

Z 1

0

d!
!3

c3

�
sin (!k � !if ) t =2

(!k � !if ) =2

�2

D�où
R
(~k2vk) d

3~k = !3

c3
d!d
: [20]

À (t!if � 1) [23], on peut montrer que :

lim
t!1

sin2 (!k � !if ) t =2

(!k � !if )
2 =4

= 2�t � (! � !if ) (3.11)

D�où :

pi�!f =
!3if

3�~"0c3
���hij �!̂p jfi���2 t (3.12)

Nous avons jusqu�ici supposé que les niveaux Ei et Ef n�étaient pas dégénérés. Pour

tenir compte de la dégénérescence, introduisons les indices si et sf correspondants res-
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pectivement aux états i et f. La probabilité pour qu�un atome trouvé dans le niveau i se

désexcite vers le niveau f s�écrit :

pi�!f =
!3if

3�~"0c3
1

gi

X
si;sf

���hi; sij �!̂p jf; sfi���2 t (3.13)

Les formules (3.12) et (3.13) permettent de dé�nir une probabilité de transition par

unité de temps :

Ai�!f =
!3if

3�~"0c3
1

gi

X
si;sf

���hi; sij �!̂p jf; sfi���2 (3.14)

Ai�!f est appelé coe¢ cient A d�Einstein [15]. On suppose que l�on ait à l�instant

t : n(t) atomes dans l�état i. La probabilité totale de désexcitation d�un atome dans

l�intervalle t, t+dt est dt�
P

f Ai!f . Ainsi :

n(t+ dt) = n(t)� dt(
X
f

Ai!f )� n(t)

D�où dn
dt
= � 1

�R
n et : n = n0e

�t=�R , où :

�R =

 X
f

Ai�!f

!�1
(3.15)

�R appelée durée de vie radiative du niveau i. On notera que Ai�!f est proportionnel

au carré du module de l�élément de matrice hij �!̂p jfi aussi l�état jii se désexcitera facile-

ment. Ai�!f est aussi proportionnel à !3if ce que implique que la durée de vie radiative

dépend fortement de la fréquence des transitions de désexcitation.

L�émission spontanée n�est pas directive, elle a¤ecte tous les modes du champ. L�in-

tensité d�émission dans un mode donné sera déterminée par :

X
si;sf

���hi; sij �!̂p :~"k jf; sfi���2
Les phénomènes de �uorescence [30; 31] nous fournissent quotidiennement des exemples
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d�émission spontanée. Ainsi l�éclairage en "lumière noire" où un rayonnement ultraviolet

porte les atomes dans des états excités à partir des quels ils rayonnent dans le visible.

L�excitation peut également être fournie par une décharge électrique comme dans les

lampes néon utilisées pour l�éclairage public. Elle peut aussi résulter des processus chi-

miques.

3.5 L�étude de l�émission stimulée et d�absorption :

La probabilité de désexcitation obtenue par l�expression (3.9) contenue un terme pro-

portionnel au nombre de photons du mode considéré. Ce terme représente une désexci-

tation induite par le champ. L�émission correspondante à cette désexcitation est appelée

émission stimulée (ou parfois induite) que nous l�examinons maintenant dans laquelle,

nous considérons un mode déterminé du champ et un ensemble d�atomes. la fréquence de

transition !if ne l�est jamais de façon précise, donc il faut faire dé�nir une distribution

p(!if ) (normalisée) [22] qui représente le pro�l spectral de la transition. Cette distribu-

tion permet de trouver des divers mécanismes étudiés au paragraphe suivant, l�émission

spontanée nous fournit un exemple d�un tel mécanisme dans : elle impose une limite su-

périeure �R à la durée de vie de l�état jii dont l�énergie est supérieure à �E = ~
2�R
. Ceci

est valable pour une transition ayant l�état jii pour état supérieur dont la demi-largeur

minimum : �! = ~
2�R
.

Dans ce cas, tous les atomes possèdent le même pro�l spectral : C�est ce que l�on

appelle l�élargissement homogène [23; 31]. Il ya même des atomes di¤érents possèdent

des fréquences de transition di¤érentes, c�est le cas des gaz, c�est ce que l�on appelle

l�élargissement inhomogène par e¤et Doppler [23; 31]. Dans ce cas, la probabilité Pe;~k

d�émission d�un photon dans le mode considéré par l�ensemble des atomes s�obtient en

intégrant l�expression (3.11) où : E2�E1 = ~ (! � !if ) et en introduisant le nombre V:Ni

d�atomes dans l�état jii et contenus dans V , nous obtenons pour Pe;~k :
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Pe;~k =
V:Ni

2~2"0

���hij �!̂p :~"k jfi���2�nk~!k
V

�Z 1

0

d!if p(!if )

�
sin (!if � !k) t =2

(!if � !k) =2

�2
Pour des temps su¢ samment longs, tels que p(!if ) varie peu dans un intervalle de

fréquence � 2
t
ceci donne :

Pe;~k =
�

~2"0
(V:Ni)

���hij �!̂p :~"k jfi���2 nk~!k
V

p(!k):t (3.16)

Où nous avons utilisé la relation [15] :

Z 1

0

dx

�
sin (x� x0) t =2

(x� x0) =2

�2
=

Z +1

�1
dx

�
sin xt =2

x =2

�2
= 2�t

La probabilité de création d�un photon dans le mode
�
~k;~"k

�
par émission stimulée

est proportionnelle au temps et à
�
nk~!k
V

�
qui représente la densité d�énergie électroma-

gnétique présente dans le mode. Elle est également proportionnelle à
���hij �!̂p :~"k jfi���2, ce

qui introduit, comme nous l�avons vu pour l�émission spontanée, des règles de sélection.

Nous avons considéré l�émission d�un photon, c�est à dire le cas où l�état atomique

initial avait une énergie supérieure à l�état �nal. Nous pouvons traiter de façon identique

le processus dans lequel un photon du champ est absorbé, l�atome étant excité. Il su¢ t

échanger les rôles des états jii et jfi, donc pour la probabilité d�absorption d�un photon

du mode
�
~k;~"k

�
où les atomes passants de l�état f vers i :

Pa;~k =
�

~2"0
Nf

���hij �!̂p :~"k jfi���2 nk~!k p(!k):t (3.17)

L�herméticité de l�opérateur, nous permet d�écrire :

���hij �!̂p :~"k jfi���2 = ���hf j �!̂p :~"k jii���2
C�est maintenant le nombre d�atomes dans l�état d�énergie inférieure jfi qui intervient.

Les états jii et jfi seront tous deux peuplés, il existera une compétition entre les processus
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d�absorption et d�émission stimulée dont le bilan sera donné par le taux de création par

unité de temps d�un photon dans le mode
�
~k;~"k

�
:

dnk
dt

=
�

~2"0
(Ni �Nf )

���hij �!̂p :~"k jfi���2 nk~!k p(!k) (3.18)

Considérons en�n le cas où jii et jfi appartiennent à des niveaux Ei; Ef dégénérés.

Nous introduisons à nouveau les indices si et sf , les dégénérescences gi et gf . Ni et

Nf sont les densités de populations des niveaux Ei et Ef , les densités de populations

des états ji; sii et jf; sfi sont respectivement Ni
gi
et Nf

gf
. Nous obtenons immédiatement

les généralisation des expressions (3.17), (3.18) en remplaçant Ni et Nf par Ni
gi
et Nf

gf
et���hij �!̂p :~"k jfi���2parPsi;sf

���hi; sij �!̂p :~"k jf; sfi���2. Le taux de création par unité de temps d�un
photon dans le mode

�
~k;~"k

�
devient :

dnk
dt

=
�

~2"0

�
Ni

gi
� Nf

gf

�X
si;sf

���hi; sij �!̂p :~"k jf; sfi���2 nk~!k p(!k) (3.19)

Et pour un système atomique à l�équilibre thermique :

Ni

gi
=
Nf

gf
e�(Ei�Ef)=KT � Nf

gf
et
dnk
dt

� 0

Remarque :

Si le nombre de photons décroît : l�absorption domine. On peut, toutefois, en plaçant

le système hors d�équilibre et modi�er les populations pour obtenir
�
Ni
gi
� Nf

gf

�
� 0. On

dit qu�il y a alors inversion de population. Dans ce cas : dnk
dt
� 0 , le système atomique

transfère son énergie au champ électromagnétique. L�émission spontanée représentait déjà

un tel transfert est d�autant plus intense que nk est plus élevée. On remarque aussi dans la

relation (3.19) que si les populations seront constantes, le nombres de photons du mode k

croit exponentiellement avec le temps. On peut également introduire la densité d�énergie

Wk dans
�
~k;~"k

�
, à l�aide de laquelle l�expression (3.19) devient :
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dWk

dt
=

�

~"0

�
Ni

gi
� Nf

gf

�X
si;sf

���hi; sij �!̂p :~"k jf; sfi���2 !k p(!k):Wk (3.20)

3.6 Mécanismes d�élargissement spectral :

Dans ce paragraphe, nous allons décrire quelques mécanismes d�élargissement et dé-

terminer la fonction p(!if ) correspondante, c�est un problème fort complexe. Les di¤é-

rents mécanismes de l�élargissement peuvent être classi�és comme nous avons les dé�nié

en deux catégories : élargissement homogène et élargissement inhomogène. Dans le cas

d�élargissement homogène ; on trouve l�élargissement naturel ou l�élargissement par col-

lisions, alors que dans le cas d�élargissement inhomogène, on traite l�élargissement par

e¤et Doppler.

3.6.1 Description de l�élargissement naturel :

C�est l�élargissement dû à l�émission spontanée, dans ce cas, nous négligeons le dé-

placement de l�atome et nous supposons qu�un mode ~l du champ électromagnétique est

occupé. Sa fréquence !L est voisine d�une fréquence !0if de transition entre un niveau

excité i et le niveau de base f du système atomique. Celui-ci est en interaction non

seulement avec le mode k mais avec tous les autres modes du champ électromagnétique.

L�hamiltonien Ĥ
0
A de ce système s�écrit :

Ĥ
0

A = ĤA + Ĥ
0

I + Ĥ
0

R

Où Ĥ
0
I et Ĥ

0
R sont donnés respectivement par les expressions (3.4) et (3.1) où le mode

~k = ~l a été exclu de la sommation.

La diagonalisation de Ĥ
0
A fournit les états propres de l�atome habillé [23] par le champ

électromagnétique. Aux niveaux discrets de l�atome isolé correspondent pour l�atome

habillé une distribution continue de niveaux i et f qui détermine une distribution de
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fréquences de transition :

p(!if ) =
1

�


(!if )

(!if � 
)2 + (
(!if ))2

Où :


(!if ) =
1

2
Ai!f (3.21)

Ai!f est donné par l�équation (3.15). La fréquence [23] : 
 = !0if+� où !
0
if est relatif

à l�atome nu et � représente un déplacement des niveaux de l�atome habillé (Lamb shift)

[11; 23]. Ce déplacement est faible et dans tous les cas que nous considérons peut être né-

gligé. De plus dans le cas d�une transition atomique la largeur spectrale est su¢ samment

faible pour que l�on néglige également la variation de la fréquence dans l�expression de 
.

Nous sommes ainsi conduit à l�expression de la distribution dé�nissant le pro�l spectral :

p(!if ) =
1

�




(!if � !0if )
2 + 
2

(3.22)

qui a une forme dite Lorentzienne [11; 31]. La demi largeur : �! = 
 = 1
2
Ai!f =

1
2�R
.

De même dans le cas général où i peut se désexciter d�autres niveaux et f n�est pas l�état

de base la demi largeur spectrale sera donnée par :

�! =
1

2

�
1

�Ri
+

1

�Rf

�
(3.23)

3.6.2 Description de l�élargissement par collisions :

Dans un gaz, il se passe des collisions aléatoires entre les atomes, en réalité l�atome

n�intéragit non seulement avec le champ électromagnétique mais également avec les autres

atomes, dans tel processus ; des perturbations aléatoires apportées par ces atomes vont

faire ce qu�on appelle les �uctuations des niveaux d�énergie, ce qui nous conduira à un

élargissement de la transition, nous l�examinons maintenant en utilisant le modèle clas-
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sique ou nous allons supposer que lorsqu�un atome est en interaction avec les autres

atomes dans lequel, l�oscillation se trouve soit interrompue, soit déphasée de façon arbi-

traire comme le montre la �gure (3.1) [22]. Dans les deux cas, le champ émis par le gaz

sera une supperposition d�impulsions de durée �R n�ayant aucune relation de phase entre

elle, il est donnée par [32] :

~E(t) = ~E0e
�i!0if t �(t)

Où :

�(t) = e�i' =

8<: 1 si 0 � t � � 0

0 pour t quelconque

9=;

Fig. 3-1 �Collisions déphasées et collisions interrompues.

Introduisons la représentation de Fourier de ~E(t) :

eE(!) = 1

2�

Z +1

�1
dt ~E(t)ei!t

L�intensité détectée I (!; � 0) sera proportionnelle à
��� ~E(!)���2 :

eE(!) = Z � 0

0

dt ~E0e
�i!0if t �(t)ei!t
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Et :

eE(!) =

Z � 0

0

E0e
�i(!0if�!)t dt

eE(!) = E0

"
e�i(!

0
if�!)t

�i(!0if � !)

#� 0
0eE(!) =

E0
�i(!0if � !)

h
e�i(!

0
if�!)� 0 � 1

i

Donc : ��� eE(!)���2 = 4E20 sin2(!0if � !)� 0=2

(!0if � !)2

L�intensité détectée I (!; � 0) sera proportionnelle à
��� ~E(!)���2, ainsi :

I (!; � 0) = I0
sin2(!0if � !)� 0=2

(!0if � !)2

Pour obtenir l�intensité totale, il faut connaître la densité de probabilité correspon-

dante à la durée � 0. Soit dt
�
la probabilité pour qu�un atome subisse une collision durant

l�intervalle dt. On peut montrer que la probabilité pour que l�intervalle entre deux colli-

sions successives soit compris entre � 0 et � 0 + d� 0 est � (� 0) où :

� (� 0) =
1

�
e�

� 0
� (3.24)

D�où :8<:
R1
0
� (� 0) d� 0 = 1R1

0
� 0� (� 0) d� 0 = �

9=;
Où � est le temps moyenne entre deux collisions, ainsi l�intensité totale détectée [32]

sera :

I (!) �

Z
d� 0e�

� 0
� I (!; � 0) �

1

(!0if � !)2 +
�
1
�

�2 (3.25)
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Nous déduisons �nalement l�expression de la distribution spectrale normalisée comme :

p(!if ) =
1

��




(!if � !0if )
2 + 1

�2

(3.26)

Nous retrouvons comme dans le cas précédent un pro�l de Lorentz de demi-largeur

à mi hauteur 1
�
. Notons aussi que le pro�l spectral est inversement proportionnel à la

densité du gaz, le facteur de proportionnalité dépendra de l�atome et de la transition

considérée, de la nature des partenaires de collision (mélange avec un gaz étranger), et de

la température. Notons en�n que le pro�l spectral de tous les atomes du gaz est a¤ecté

de la même façon par les collisions. Selon la dé�nition introduite dans §3.5 de ce chapitre,

l�élargissement dû aux collisions est donc un élargissement homogène.

3.6.3 Description de l�élargissement par e¤et Doppler :

Dans un gaz, les atomes se déplacent de façon aléatoire, quand un atome au mouve-

ment intéragit avec un champ électromagnétique, la fréquence apparante est di¤érente

de celle "vue" par un atome �xe c�est ce que l�on appelle l�e¤et Doppler et c�est la cause

de l�élérgissement par e¤et Doppler.

Nous avons dans ce qui précède négligé l�in�uence de la vitesse d�un atome sur sa

fréquence d�émission (ou d�absorption) dans le repère du laboratoire. Nous l�étudions

maintenant. Raisonnons comme précédemment en émission. Soit un atome isolé, de masse

M, se trouvant initialement dans le niveau i avec une impulsion ~�i, il émet un photon de

fréquence !, d�impulsion ~~k, et passe dans le niveau f avec une impulsion ~�f . Au cours

de ce processus, l�énergie et l�impulsion doivent être conservées. Ceci nous fournit les

relations :

Ei +
1

2M
~�2i = Ef +

1

2M
~�2f + ~! (3.27)

Ei = ~�f + ~~k (3.28)
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Auxquelles il faut adjoindre :

Ei � Ef = ~!0if

Où !0if est la fréquence d�émission de l�atome dans un repère lié à son centre de masse.

En éliminant ~�f entre (3.27) et (3.28) nous obtenons :

~
�
! � !0if

�
=

1

2M

�
2~~�:~k � ~2~k2

�
Dé�nissant l�axe z suivant la direction de propagation ~k du photon émis, nous obte-

nons :

! = !0if + viz
!

c
� ~!2

2Mc2

Dans les situations que nous aurons à étudier, posant : viz
c
= 10�5; ~!

2Mc2
= 10�9 et le

dernier terme peut être négligé. La relation entre fréquence émise ! et fréquence naturelle

!0if prend ainsi la forme bien connue [23] :

! = !0if

�
1 +

viz
c

�
(3.29)

Si nous considérons maintenant le rayonnement émis par l�ensemble des atomes du gaz

nous devons tenir compte de la distribution statistique de Maxwell [33] et la probabilité

pour qu�un atome ait une vitesse vz comprise entre vz et vz + dvz est :

dvz

r
M

2�kT
exp� M

2kT
v2z

On déduit à l�aide de (3.29) la probabilité d�émission d�un photon dans l�intervalle

!; ! + d! c�est-à-dire, la distribution spectrale du rayonnement émis :

De (3.29) :

! = !0if

�
1 +

viz
c

�
) vz =

�
! � !0if

�
c

!0if
et dvz =

c

!0if
d!
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p (!) =
1

!0if

r
Mc2

2�kT
exp�Mc2

2kT

 
! � !0if
!0if

!2
(3.30)

Qui représente un pro�l gaussien [31] centré à la fréquence naturelle !0if et de demi-

largeur à mi-hauteur [23] :

�!D = !0if

r
(2 log 2)

kT

Mc2
= !0if � 3:56 10�7

s
T

masse atomique
(3.30�)

Dé�nissons une vitesse thermique moyenne [23] : vt =
q

2kT
M
: �!D
!if

=
p
log 2vt

c
= 0:83vt

c

Remarque :

Notons que le pro�l Doppler dépend de la température mais non de la densité du

gaz, donc tous les atomes du gaz ne sont pas a¤ectés da la même façon. Des atomes

possédants des vitesses di¤érentes émettent à des fréquences di¤érentes. L�élargissement

Doppler est alors inhomogène.

Nous avons précédement négligé l�in�uence des collisions et ignoré l�e¤et Doppler, en

pratique les trois causes d�élargissement se manifesteront simultanément. Pour déterminer

le pro�l spectral de ce cas, supposons que l�élargissement naturel soit négligeable, et il

nous reste de déterminer le pro�l spectral résultant des collisions et de l�e¤et Doppler.

Nous allons d�abord déterminer le pro�l spectral d�une famille d�atomes de vitesse vz. Il

est donné par (3.26) où !0if est remplacé par la fréquence d�émission ! = !0if
�
1 + viz

c

�
.

Pour obtenir le pro�l spectral de l�ensemble des atomes il nous su¢ t d�intégrer sur la

distribution des vitesses c�est-à-dire de !(3:29) :

p(!if ) =
1

!0if��

r
Mc2

2�kT

Z +1

�1
d!

1

(!if � !)2 + 1
�2

exp�Mc2

2kT

 
! � !0if
!0if

!2
(3.31)

Généralement, un des e¤ets dominera les autres et imposera sa forme au pro�l spec-
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tral. Dans les situations que nous considérons ce ne sera jamais la largeur naturelle,

parfois les collisions et le plus souvent l�e¤et Doppler. Pour �xer les idées considérons

une transition de vibration rotation HF entre les niveaux v=0, j=2 et j=3 dénotée par

R(2) et située à 4030cm�1. Sa demi-largeur Doppler à 300
�
K est d�après (3.30)0 :

�!D = !0if�3; 56:10�7
s

T

masse atomique
= 4030�3; 56:10�7

s
300 + 273

M(HF )
= 5; 5:10�3cm�1

La demi-largeur dûe aux collisions est proportionnelle à la pression et donnée par :

�!c =
1

�
= 5; 3:10�4cm�1=torr

Nous voyons qu�au dessus de 10 torr l�élargissement par collision dominera, l�e¤et

Doppler détermine le pro�l spectral pour les faibles pressions [22].

3.7 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons traité les processus d�absorption et d�émission (stimulée

et spontanée) par la théorie quantique où nous avons déterminé la probabilité de tran-

sition de chaque processus, de même, nous avons étudié les mécanismes d�élargissement

spéctral, on peut donc conclure qu�on peut pas traiter l�interaction rayonnement-matière

d�une manière satifaisante qu�avec une théorie entièrement quantique.
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Conclusion générale :
Dans ce mémoire, nous avons traité l�interaction rayonnement-matière de manière

semi classique : la matière était quanti�ée et le rayonnement traité classiquement. Nous

avons pu ainsi décrire un grand nombre des phénomènes, en particulier le fonctionnent

des lasers. Nous nous sommes cependant heurtés aux limites de ce modèle : il ne peut

pas rendre compte de façon rigoureuse du phénomène aussi important que l�émission

spontanée, que l�on ne peut déduire des premiers principes que dans le cadre d�une

théorie quantique du rayonnement (il en est de même de certains processus de di¤usion).

Cependant, il est possible d�introduire de façon phénoménologique la durée de vie des

niveaux atomiques, et le formalisme semi classique est alors capable de rendre compte

de façon simple d�un très grand nombre d�aspects de l�interaction atome-rayonnement,

y compris ceux à la base de l�e¤et laser, même si certains e¤ets associés à l�émission

spontanée, ainsi que les domaines nouveaux des "états non classiques de la lumière" et

de " l�électrodynamique quantique en cavité" échappent au traitement semi-classique

(par exemple les états comprimés [21]) de la lumière.

De manière plus fondamentale, l�approche semi-classique ne peut e¤ectuer que la

moitié du chemin vers une théorie cohérente de l�interaction rayonnement-matière, qui

ne peut être que complètement quantique.

Au-delà de cet intérêt important, l�approche totalement quantique nous a permis de

traiter le problème fondamental de l�émission spontanée de lumière par un atome, et

d�obtenir la distribution statistique du photon....etc ; comme nous avons montré dans ce

mémoire. Le tableau ci-dessous permet de conclure les principales descriptions du laser

avec ses avantages et aussi ses inconvenients.
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Principales descriptions du laser  

  Rayonnement 
         Classique                                 Quantique 

 

 

 

 

 

Matière 

      

Classique 

Microscopique 

TKporie de l’oscillateur 

harmonique classique : 
Avantages : 

Description de l’interaction  

En termes d’indice de réfraction  

et d’absorption. 

Inconvénients : 

Description ne contenant 

 pas l’émission stimulée et 

ne conduisant pas à l’effet laser. 

 

Phénoménologique 

TKporie d’(instein : 

Avantages : 

Simplicité et efficacité. 

Inconvénients : 

1écessité de postuler l’existence 

de coefficients d’interaction 

onde-matière. Aucun 

renseignement concernant le 

contenu physique de ces 

coefficients.  

 

Quantique 

 

Théorie semi classique: 

Avantages : 

Description correcte de 

l’émission stimulée� variation 

temporelle de l’intensité laser� 

saturation, compétition inter-

modes. 

Inconvénients : 

L’émission spontanée� et ses 

conséquences concernant le 

démarrage de l’oscillation� sa 

largeur spectrale ultime ne sont 

pas traitées. 

 

Théorie quantique : 

Avantages : 

Description très 

complète de l’ensemble 

de la physique du laser. 

Inconvénients : 

Lourdeur du 

formalisme. 

Source classique : 

Emission spontanée. 
Source Laser : 

Emission stimulée.   

)orme de l’onde classique : 

 

   













z

X

VV
Z yi

z
EzyxE

2

2210 2exp,,   

6uperposition d’onde sphérique issue des 

points différents de la source et de phase 

aléatoire. 

)orme de l’onde /aser : 
 

     e
yx

y
z

X

VV

ZLii
z
EzyxE 2

22

2

2210 2exp
2

exp,, 


















  

Onde quasi sphérique = onde sphérique terme Gaussien. 
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 Abstract: 

      The aim of this memory is to treated the operation of laser in the 

theoretical way, in particular the interaction radiation-matter, one started with 

the semi classical approach, in which the radiation is described classically by 

the Maxwell's equations, Whereas the matter is described quantiquement by 

the Bloch’s equations, the coupling between the two provides us the 

equations of Maxwell-Bloch; who are rich in information on the behaviour of 

the laser. 

     Nevertheless; the semi classical formalism is able to give an account of a 

simple way for a very great aspects number of the radiation-matter 

interaction, including those at the base of the laser effect, even if certain 

effects associated with the spontaneous emission and also statistical 

distribution of the photons, and only a very quantum approach in which the 

radiation and the matter are quantified; allows to give an account of these 

phenomena and to study the various mechanisms of spectral broadening. 

 

Key words: laser, interaction atom-field, semi classical theory, quantum 

theory, spontaneous emission. 

 

 



 

:ملخص  

 

                 ًبانضبطنظشيت، مؼانجت مبذأ ػمم انهيضس بطشيقت انيذف من ىزه انمزكشة ىٌ           

، و التي يتم فيها وصف الإشعاع كلاسيكيا شبو كلاسيكيتلا مادة،  حيث بذأنا باننظشيت  – انتفاػم إشؼاع

بمعادلات ماكسىال، أما المادة فيتم وصفها كىانتيا بمعادلات بلىك، التزاوج بين الاثنين يعطينا معادلات 

.ماكسىال بلىك وهي غنية بمعلىمات عن سلىك الليزر  

دساست بسيطت نؼذد كبيش جذا من ػهى  قادسةكلاسيكيتشبو لا رنك؛ اننظشيت ًمغ                      

 فييا تهك انمتؼهقت بالإسسال انتهقائي ًأيضا انتٌصيغ الإحصائي بمامادة، – إشؼاع  مظاىشانتفاػم

 كم من الإشؼاع ً انمادة، فتؼطي اػتباسا نذساست ىزه  تكميمانكٌانتيت أين يتم  اننظشيتنهفٌتٌنٌناث، ًفقط

.انظٌاىش ًدساست مختهف آنياث انتٌسيغ انطيفي  

، اننظشيت انشبو كلاسيكيت، اننظشيت انكٌانتيت، الإسسال مادة–  إشؼاع   نيضس، تفاػم:الكلمات المفتاحية

. انتهقائي    

 

  



Résumé :  

      Le but de ce mémoire est de traiter le fonctionnement du laser de façon 

théorique, en particulier l’interaction rayonnement-matière, on a commencé 

par l’approche semi classique, dans laquelle le rayonnement est décrit 

classiquement par  les équations de Maxwell, alors que  la matière est décrite 

quantiquement par les équations de Bloch, le couplage entre les deux nous 

fournit les équations de Maxwell-Bloch; qui sont riches en renseignements sur 

le comportement du laser. 

 

    Néanmoins; le formalisme semi classique est capable de rendre compte de 

façon simple d'un très grand nombre d'aspects de l'interaction  rayonnement-

matière, y compris ceux à la base de l'effet laser, même si certains effets 

associés à l'émission spontanée et aussi la distribution statistique des photons, 

et seule une approche tout quantique dans laquelle le rayonnement et la 

matière sont quantifiés; permet de rendre compte de ces phénomènes et 

d’étudier les différents mécanismes d’élargissement spectral. 

 

Mots clés : laser, interaction  atome-champ, théorie semi classique, théorie 

quantique, émission spontanée. 




