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Chapitre 1

Introduction

La mécanique quantique est le cadre théorique permettant de décrire le comportement de la

matière (et de la lumière) aux échelles atomique et subatomique. Cependant, à peine énoncée

cette dé�nition parait éminemment restrictive : elle semble ignorer les phénomènes quantiques

macroscopiques, comme le super�uidité ou le supraconductivité qui ont aussi contribué au suc-

cès de la théorie quantique dans la second moitié du 20iéme siècle. Cette dé�nition permet de

toucher du doigt la nécessité d�un abandon des concepts de la physique dite classique (la méca-

nique newtonienne et l�électromagnétisme) lorsque nous nous intéressons aux échelles atomique

et subatomique. En e¤et, les notions qui font le socle de la physique classique ont été forgées

à partir de notre expérience immédiate. Or si nous pouvons deviner les lois fondamentales qui

régissent le mouvement des corps matériels en analysant ce mouvement, il n�y a à priori pas de

raison évidente pour que ces lois s�appliquent encore dans le monde atomique et subatomique.

Il n�est donc pas surprenant que la description du comportement des atomes requiert d�autres

concepts que ceux utilisés pour analyser la dynamique d�un corps macroscopique.

La mécanique quantique a été construite sur la base d�une analogie avec la théorie hamil-

tonienne de la mécanique classique. La raison réside dans le fait que la notion classique de

coordonnées et d�impulsions canoniques comporte un analogue quantique très simple, avec la

conséquence que la totalité de la théorie hamiltonienne classique peut être transposée avec tous

ses détails dans le contexte de la mécanique quantique.

Il existe aussi une formulation alternative de la dynamique classique obtenue à partir du

lagrangien. Celle-ci exige de considérer les coordonnées et les vitesses plutôt que les coordonnées
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et l�impulsion. Bien évidemment il existe de fonts lieus entre les deux formalismes mais il y a

des raisons de croire que le formalisme du lagrangien est le plus fondamental.

En premier lieu, la méthode lagrangienne permet de regrouper toutes les équations de mou-

vement et de les exprimer comme une propriété stationnaire d�une certaine fonction d�action.

(Cette fonction d�action est justement l�intégrale temporelle lagrangien). Il n�existe pas de prin-

cipe d�action correspondant exprimé en fonction des coordonnées est des impulsions dans la

théorie hamiltonienne. En second lieu, l�approche lagrangienne peut aisément être exprimées

dans un formalisme relativiste en tenant compte du fait que la fonction d�action est un in-

variant relativiste alors que l�approche hamiltonienne est essentiellement non relativiste puis

qu�elle exprime une variable temporelle particulière comme la conjuguée canonique de la fonc-

tion hamiltonienne.

La mécanique quantique a commencé avec deux formulations mathématiques tout à fait

di¤érentes : l�équation di¤érentielle de Schrödinger et l�algèbre des matrices de Heisenberg. Les

deux approches, apparemment dissemblables, sont mathématiquement équivalentes. Ces deux

points de vue sont en fait complémentaires et ont été uni�és dans le cadre de la théorie de la

transformation de Dirac.

Dés la �n des années 1940, Feynman a élaboré une nouvelle formulation de la théorie quan-

tique non relativiste. Cette formulation a été suggérée par certaines remarques de Dirac concer-

nant la relation entre l�action classique et la mécanique quantique. Une amplitude de probabilité

est associée à la totalité du mouvement d�une particule en fonction du temps, plutôt que simple-

ment à la position de la particule à un instant donné. Il fait appel au langage des fonctionnelles

qui permet de déduire les équations du mouvement lagrangiennes à partir des intégrales de

chemin. Il a fallu une vingtaine d�années pour que cette nouvelle approche (l�intégrale de che-

min) arrive à maturité mais elle est devenue incontournable, avec des applications dans de très

nombreux domaines de la physique comme la di¤usion des atomes, des molécules et des noyaux,

la mécanique statistique et le mouvement brownien. Elle a également apporté un nouvel éclai-

rage sur la théorie quantique. Ainsi l�intégrale de chemin permet aux physiciens de présenter

un formalisme simple et riche qui transcrit aussi directement que possible les phénomènes phy-

siques et tout particulièrement les phénomènes quantiques. Il introduit des notions élémentaires

telle que l�action S, le lagrangien L, la trajectoire classique,. . . , c�est-à-dire que les outils de la
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mécanique classique.

Le présent travail concerne principalement la maîtrise des techniques de l�intégrale de chemin

à travers des applications diverses.

Le Mémoire est divisé en deux parties. La première partie représente l�application de l�in-

tégrale de chemin dans l�espace plat, alors que la seconde est une extension de cette approche

au traitement de potentiels super intégrables dans l�espace courbe.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons une description des systèmes quantiques non

relativiste selon la méthode de Feynman qui porte le nom de l�intégrale de chemin et montre que

l�intégrale de chemin peut se mettre sous deux dé�nitions explicites : la première dite la forme

hamiltonienne ( l�intégrale de chemin dans l�espace des phases), et la deuxième, est la forme

lagrangiènne. Le propagateur caractérisé par l�action quadratique est complètement exprimé

par la trajectoire classique. Nous aussi illustré d�une manière simple le rôle joué par la notion

de trajectoire dans l�évaluation des amplitudes de probabilité de transition d�un point espace-

temps à un autre et les avantages de l�intégrale de chemin lorsque les systèmes possèdent un

nombre in�ni de degrés de liberté.

Dans le troisième chapitre, nous traitons le problème bien connu de Pöschl-Teller comme

application. Il n�y a, en conséquence, aucun résultat fondamentalement nouveau. Cependant,

c�est toujours agréable de retrouver des acquis anciens à partir d�un nouveau point de vue. Le

nouveau point de vue que nous avons adopté s�avère plus directe. Grâce à des relations ma-

thématiques simples, nous avons évalué, dans l�espace de con�gurations, le propagateur associé

au potentiel de Pöschl-Teller pour deux cas di¤érents à savoir � = k et � et k quelconques.

De plus, nous avons construit la fonction de Green pour ce même potentiel dans l�espace des

phases en utilisant la méthode connue sous le nom de la fonctionnelle delta de Dirac. Les

spectres d�énergie et les fonctions d�onde déduits sont exacts et concordent parfaitement avec

ceux de la littérature.

- La deuxième partie est une application de l�intégrale de chemin dans l�espace courbe. La

formulation de l�intégrale de chemin est reconsidérée dans ce cas et fait l�objet du quatrième

chapitre. La courbure de l�espace est prise en compte au moyen du potentiel e¤ectif. Comme

application, nous avons traité, dans le cinquième chapitre, une classe de potentiels superinté-

grables dépendant des variables (r; �; ') et contenant une fonction radiale arbitraire f (r). Nous
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avons e¤ectué le calcul du propagateur en adoptant la prescription dite « l�ordre de Weyl »

et en utilisant les coordonnées polaires dans les espaces sphérique et hyperbolique à 3D. Par

conséquent, nous avons séparé les parties angulaires en � et ' de la partie radiale. Le potentiel

de Smorodinsky-Winternitz comme le potentiel de Kepler-Coulomb appartiennent à cette classe

de potentiel. Pour le potentiel de S-W , l�intégrale de chemin associée à la partie radiale est

identi�ée avec les propagateurs radiales de Pöschl-Teller ( dans l�espace sphérique ) et Pöschl-

Teller modi�é (dans l�espace hyperbolique à 3D). Cependant, pour le potentiel de K-C, elle

est identi�ée avec les potentiels de Rosen-Morse trigonométrique ( dans l�espace sphérique ) et

Manning-Rosen ( dans l�espace hyperbolique ). Les spectres d�énergie et les foncions d�onde ont

été déduits.
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Chapitre 2

La Formulation des Intégrales de

Chemin

2.1 Introduction

L�intégrale de chemin est une formulation de la mécanique quantique équivalente aux formu-

lations standards [1], o¤rant une nouvelle manière de regarder le sujet qui est, contestablement,

plus intuitif que les approches habituelles. La base du formalisme fonctionnel est la relation

profonde entre l�action classique et la mécanique quantique.

Ce chapitre repose sur les notions d�intégrale de chemins, c�est -à- dire sur la formulation

�lagrangienne� de la mécanique quantique, introduite par Feynman. Nous allons dériver une

expression intégrale de chemin pour le propagateur dans la mécanique quantique, et pour plus

de simplicité, nous considérerons des particules se déplaçant dans une dimension.

2.2 Fondation du concept d�intégrale de chemin

En 1933, Dirac a fait l�observation que l�action joue un rôle central dans la mécanique

classique (il a considéré que la formulation du lagrangien de la mécanique classique est plus

fondamentale que celle de l�hamiltonien), mais qu�elle a semblé n�avoir aucun rôle important en

mécanique quantique. Il a spéculé sur la façon dont cette situation pourrait être recti�ée, et il est

arrivé à la conclusion que (en langage plus moderne) le propagateur dans la mécanique quantique
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"correspond à" exp iS=~, où S est l�action classique évaluée le long du chemin classique.

En 1948, Feynman a développé la suggestion de Dirac, et a réussi à dériver une troisième

formulation de la mécanique quantique, basée sur le fait que le propagateur peut être écrit

comme une somme sur tous les chemins possibles (pas simplement un classique) entre les points

initial et �nal. Chaque chemin contribue exp iS=~ au propagateur. Ainsi tandis que Dirac consi-

dérait seulement le chemin classique, Feynman a prouvé que tous les chemins contribuent dans

un sens, la particule quantique prend tous les chemins, et les amplitudes pour chaque chemin

s�ajoutent selon la règle de la mécanique quantique habituelle pour combiner des amplitudes.

Feynman a postulé [2] que le calcul du propagateur revient à calculer la quantité hqb; tb j qb; tbi

qui représente l�amplitude de probabilité pour que la particule, au point qa à l�instant ta, se

trouve au point qb à l�instant tb et qui est constituée par une somme de contributions, une pour

chaque chemin d�espace-temps reliant (qa; ta) à (qb; tb):

2.3 Amplitude de probabilité

La probabilité d�arriver à un point q en empruntant deux chemins di¤érents n�est pas la

somme de la probabilité d�emprunter le premier chemin plus celle du deuxième [3]. En fait la

courbe P (q) est connue ; il s�agit de la même courbe que celle de la dispersion d�une onde par

deux fentes. Le plus facile pour représenter des amplitudes d�onde est d�utiliser les nombres

complexes. Nous pouvons énoncer la loi pour P (q) en disant que P (q) est la valeur absolue au

carré d�une certaine quantité complexe � (q) qu�on appelle amplitude de probabilité d�arriver

en q. De plus � (q) est la somme de deux contributions : �1, l�amplitude d�arriver par le chemin

1 plus �2 l�amplitude d�arriver par le chemin 2. En d�autres termes, nous avons les nombres

complexes �1 et �2 tels que

p = j�j2 ; (2.1)

� = �1 + �2;

p1 = j�1j2 ;

p2 = j�2j2 :
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2.4 L�amplitude en mécanique quantique

Maintenant nous devons savoir comment chaque trajectoire contribue à l�amplitude totale

pour aller de qi à qf . En mécanique quantique, ce n�est pas seulement le chemin pour le-

quel l�action est maximale qui est important mais tous les chemins possibles. Ils contribuent

de façon égale à l�amplitude totale mais avec des phases di¤érentes. La probabilité P (qf ; qi)

d�aller du point qi à l�instant ti au point qf à l�instant tf est la valeur absolue au carré�
P (qf ; qi) = jK(qf ; qi)j2

�
d�une amplitude K(qf ; qi) pour aller de qi à qf . Cette amplitude est

la somme des contributions de chaque chemin.

Fig (1) - transition entre deux états de localisation pour qi = 0; qf = xt

K(qf ; qi) =
X

sur tous les chemins de

qi à qf

� [q (t)] : (2.2)

La contribution de chaque chemin possède une phase proportionnelle à l�action S :

�[q(t)] = const e(
i
~ )S[q(t)]: (2.3)

2.5 Propagateur de l�équation de Schrödinger

Rappelons que dans le point de vue de Schrödinger, les vecteurs d�état qui représentent le

système physique, j 	(t) i , dépendent du temps. Les observables, A, par contre, sont indépen-
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dantes du temps.

Dans la représentation des positions Q, le vecteur j 	(t) i est représenté par sa fonction

d�onde

hq j 	(t) i =	(q; t) : (2.4)

L�évolution du vecteur d�état j 	(t) i peut être décrite à l�aide de l�opérateur d�évolution

U(tf ; ti) qui est unitaire (conséquence du fait que la translation dans le temps est une opération

de symétrie) :

j 	(tf ) i =U(tf ; ti) j 	(ti) i: (2.5)

Reportant (2:5) dans (2:4) et insérant la relation de fermeture sur les positions q :

Z
dqi j qiihqi j= I; (2.6)

nous trouvons que l�expression (2:4) prend la forme :

	(qf ; tf )=

Z
dqi hqf j U(tf ; ti) j qii 	(qi; ti) : (2.7)

Dans ce formalisme, l�amplitude de probabilité s�écrit :

hqf ; tf j qi; tii = hqf j U(tf ; ti) j qii = K(qf ; tf ; qi; ti); (2.8)

où K(qf ; tf ; qi; ti) est le propagateur retardé du système puisque tf iti:

Feynman s�est rendu compte qu�en raison de la loi fondamentale de composition de l�opéra-

teur d�évolution du temps [4], l�amplitude (2:8) pourrait être décomposée en un grand nombre

de produits , (N + 1) expressions, d�opérateurs d�évolution du temps, chacun agissant le long

d�un intervalle in�nitésimal de temps de largeur " � tn � tn�1 = (tf � ti) = (N + 1) i 0 .
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Fig (2) - un chemin d�espace-temps (x � q)

hqf ; tf j qi; tii = hqf j U(tf ; tN )U(tN ; tN�1):::::

::::U(tn; tn�1)::::U(t2; t1)U(t1; ti) j qii; (2.9)

avec tf = tb = tN+1, ti = ta = t0:

En insérant un ensemble complet d�états entre chaque paire de U

Z
dqn j qnihqn j= I; n = 1; ::::; N; (2.10)

l�amplitude devient un produit de N intégrales

K(qf ; tf ; qi; ti) = hqf ; tf j qi; tii =
NY
n=1

�Z
dqn

� N+1Y
n=1

hqn; tn j qn�1; tn�1i

=

NY
n=1

�Z
dqn

� N+1Y
n=1

K(qn; tn ; qn�1; tn�1): (2.11)

La fonction à intégrer est le produit des propagateurs élémentaires pour les intervalles

in�nitésimaux du temps, qui admet l�expression suivante
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K(qn; tn ; qn�1; tn�1) = hqn j exp
�
� i"
~
H

�
j qn�1i; (2.12)

où H est l�opérateur hamiltonien

2.6 Intégrales de Chemin

Ici nous allons �démontrer� la méthode d�intégration fonctionnelle à partir de la quanti�-

cation canonique [5], dans le cas d�un système à un degré de liberté, celui d�une particule de

masse m se déplaçant dans un potentiel V (q). L�hamiltonien de ce système est indépendant du

temps

H =
p2

2m
+ V (q) , [q ; p] = i~: (2.13)

Rappelons que les opérateurs sont ici représentés par une lettre majuscule, alors que les

quantités classiques correspondantes (ou les valeurs propres) le sont par une lettre minuscule.

L�opérateur d�évolution temporelle est donné par

U(t) = exp

�
� i
~
Ht

�
: (2.14)

Ce qui nous intéresse ici est le propagateur, c�est-à-dire l�élément de matrice de l�opérateur

d�évolution dans la base des positions

K(qf ; tf ; qi; ti) = hqf j exp
�
� i
~
(tf � ti)H

�
j qii

=

NY
n=1

�Z
dqn

� N+1Y
n=1

K(qn; tn ; qn�1; tn�1): (2.15)

Étant donné une particule observée au point qn�1 et au temps tn�1; le propagateur

K(qn; tn ;qn�1; tn�1) donne l�amplitude de probabilité pour que la particule soit observée au

point qn, au temps tn. Commençons par calculer le propagateur pour un temps in�nitésimal

" = tn � tn�1. Les calculs seront faits au premier ordre en ". Premièrement, en utilisant la
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relation de Campbell-Baker-Hausdor¤, on trouve

hqn j exp
�
� i
~
"H

�
j qn�1i ' hqn j exp

�
� i
~
"V

�
exp

�
� i
~
"K

�
exp

�
�"

2

~
[K;V ]

�
j qn�1i;

(2.16)

où K = P 2=2m est l�énergie cinétique. Au premier ordre en ", on peut négliger le dernier

facteur. On insère ensuite une relation de complétude sur les impulsions

hqn j exp
�
� i
~
"H

�
j qn�1i �

Z
dpn hqn j exp

�
� i
~
"V

�
j pnihpn j exp

�
� i
~
"K

�
j qn�1i

�
Z
dpn exp�

i"

~

�
p2n
2m

+ V (qn)

�
hqn j pnihpn j qn�1i; (2.17)

on introduit la relation suivante :

hq j pi = 1p
2�~

exp

�
i

~
pq

�
:

Il s�ensuit que le propagateur pour un temps in�nitésimal s�écrit :

K(qn; tn; qn�1; tn�1) �
Z
dpn
2�~

exp
i

~

�
pn (qn � qn�1)� "

�
p2n
2m

+ V (qn)

��
; (2.18)

où

H (pn; qn; tn) =
p2n
2m

+ V (qn) : (2.19)

Substituons le résultat obtenu (2:18) dans l�expression (2:15), et faisantN �!1 ou " �! 0;

les termes en "2; "3; :::; sont négligeables selon la formule de Trotter

exp

�
� i
~
(tf � ti)H

�
= lim
N�!1

�
e�

i
~ "V e�

i
~ "T
�N+1

:
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L�expression du propagateur prend la forme suivante :

K(qf ; tf ; qi; ti) = lim
N�!1

NY
n=1

�Z
dqn

� N+1Y
n=1

�Z
dpn
2�~

�
exp

�
i

~
AN
�
; (2.20)

avec

AN =

N+1X
n=1

[pn (qn � qn�1)� "H (pn; qn; tn)] : (2.21)

L�expression (2:20) représente la formulation de l�intégrale de chemin dans l�espace des

phases sous forme discrète. Aussi on peut la mettre sous forme compacte comme suit

K(qf ; tf ; qi; ti) =
ZZ

Dq (t)Dp (t) exp

�
i

~

Z tf

ti
[p _q �H (p; q; t)]

�
: (2.22)

Partons de l�expression (2:20) , en complétant le carré et en calculant l�intégrale gaussienne

sur pn.

1Z
�1

dpn
2�~

exp
i

~

�
pn (qn � qn�1)� "

�
p2n
2m

+ V (qn)

��
=

r
m

2�i~"

exp
i

~

nm
2"
(qn � qn�1)2 � "V (qn)

o
:

(2.23)

Ce dernier calcul n�est valide que si " a une petite partie imaginaire négative. La quantité

entre accolades n�est rien d�autre que l�action in�nitésimale S(qn�1; qn; ") associée au passage

du système de la position qn�1 à la position qn dans un temps ". Au premier ordre, on peut

donc écrire

K(qn; tn ; qn�1; tn�1) =

r
m

2�i~"
expS(qn�1; qn; "): (2.24)

Il se trouve, en fait, que le propagateur (2:15) admet une forme lagrangienne (ou intégrale

de chemin dans l�espace de con�guration) en replaçant le résultat de l�intégration sur pn (2:23),
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qui est dé�ni par

K(qf ; tf ; qi; ti) = lim
N�!1

n m

2�i~"

oN+1
2

NY
n=1

�Z
dqn

�

exp
i

~

(
N+1X
n=1

hm
2"
(qn � qn�1)2 � "V (qn�1)

i)

= lim
N�!1

n m

2�i~"

oN+1
2

Z NY
n=1

dqn exp
i

~
S [q] ; (2.25)

où S[q] est l�action associée à la trajectoire discrète qn; n = 1; 2; ::::; N + 1.

Si on dé�nit la mesure d�intégration fonctionnelle suivante

Dq (t) = lim
N�!1

n m

2�i~"

oN+1
2

NY
n=1

dqn; (2.26)

alors, le résultat fondamental peut s�écrire comme suit

K(qf ; tf ; qi; ti) =
Z
Dq (t) exp

i

~
S [q] ; (2.27)

où l�action est, bien entendu, donnée par

S [q] =

Z
dt

�
1

2
_q2 � V (q)

�
: (2.28)

L�interprétation de (2:27) est la suivante. Chaque trajectoire possible allant de qi à qf dans

un temps t contribue à l�amplitude K(qf ; tf ;qi; ti) avec un poids égal à l�exponentielle complexe

de son action. En gros, on peut dire que les trajectoires qui contribuent appréciablement à

l�amplitude sont celles dont l�action ne di¤ère de l�action classique S[qc] que par un terme d�ordre

� ~. La limite classique est obtenue quand l�action de la trajectoire classique est beaucoup plus

grande que ~ : S[qc]� ~. C�est le principe de correspondance.
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2.7 Expression de K(qf ; tf ; qi; ti) en fonction des états propres

de H

Le propagateur peut être utilisé pour exprimer l�amplitude de probabilité qu�un état j 	ii

évolue dans un temps t vers un autre état j 	f i. En e¤et

h	f j U(tf � ti) j 	ii =
Z
dqidqf 	

�
f (qf )	i (qi) hqf j U(tf � ti) j qii; (2.29)

où 	i (q) = hq j 	ii est la fonction d�onde de l�état j 	ii (idem pour 	f (q) = hq j 	f i).

Signalons en�n que, dans la base des fonctions propres de l�hamiltonien, le propagateur a

une forme particulièrement simple :

K(qf ; tf ; qi; ti) = hqf j exp�
i

~
H (tf � ti) j qii

=
X
n

hqf j nie�
i
~En(tf�ti)hn j qii

=
X
n

e�
i
~En(tf�ti)�n (qf ) �

�
n (qi) : (2.30)

Connaissant le propagateur exactement, on peut donc en extraire les niveaux d�énergie En

et les fonctions propres �n de l�hamiltonien, à une phase arbitraire près.

2.8 Propagateur dépendant de l�énergie

D�après l�équation (2:15), le propagateur K dépend seulement de la di¤érence des périodes,

c.-à-d.

K(qf ; tf ; qi; ti) = K(qf ; qi ; T ) , T = tf � ti: (2.31)

Il est souvent plus simple d�utiliser la fonction de Green dépendante d�énergie G(qf ; qi;E)

au lieu du propagateur K(qf ; qi ; T ). Les deux sont reliés par la transformation de Fourier [6] :
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G(qf ; qi;E) =
1

i~

1Z
�1

dT e
i
~ET K(qf ; qi;T )

=
1

i~

1Z
0

dT e
i
~ET K(qf ; qi;T ); (2.32)

(puisque K(qf ; qi; 0) = 0 pour T h0). L�intégrale (2:32) peut toujours être faite pour conver-

ger si l�énergie E devient légèrement complexe avec une petite partie imaginaire positive

(la prescription i�) :

La transformation (2:32) de la série (2:30) donne le développement pour la fonction de Green

dépendante de l�énergie

G(qf ; qi;E) =
X
n

�n (qf ) �
�
n (qi)

E � En
: (2.33)

Puisque le spectre de H est réel, les singularités surgissent quand ImE = 0: Pour un spectre

discret, nous admettons que les pôles de G sont les états liés et les résidus correspondants aux

fonctions d�ondes d�état lié. Pour un spectre continu de H, la fonction G a une coupure.

2.9 Action quadratique

La classe la plus simple de systèmes dont la solution par l�intégrale de chemin est exacte est

celle caractérisée par l�équation quadratique de l�action dans les coordonnées et les vitesses [7].

Par conséquent, elles fournissent de bons exemples pour la compréhension appropriée de diverses

étapes mathématiques impliquées dans le calcul explicite des intégrales de chemin. D�ailleurs,

elles sont également utilisées comme première approximation pour étudier des systèmes ca-

ractérisés par une action particulièrement complexe. Il est, donc, très souhaitable d�avoir des

expressions explicites pour les propagateurs liés à des actions spéci�ques généralements utilisées

dans des calculs pratiques.

Entre deux points (qi; ti) et (qf ; tf ) il existe toujours une trajectoire classique qc (t). On peut

donc décomposer une trajectoire arbitraire q(t) ainsi : q(t) = qc(t) + y(t), où y(ti) = y(tf ) = 0.

On peut considérer le passage de q(t) à y(t) comme un changement de variables fonctionnel,
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mais un changement très simple, puisqu�en chaque instant la nouvelle variable ne di¤ère de

l�ancienne que par une constante qc(t). Le jacobien de ce changement de variable est donc égal

à l�unité, c�est-à-dire que [dq] = [dy]. De plus, on a le développement de Taylor suivant :

S[q] = S[qc] +

Z
dt

�S

�q (t)
y (t) +

1

2

Z
dt dt�

�2S

�q (t) �q (t�)
y (t) y (t0) + ::::: , (2.34)

où toutes les variations sont calculées par rapport à la trajectoire classique qc. Par dé�nition

de qc, le deuxième terme est donc nul. Au deuxième ordre, on peut donc écrire

K(qf ; tf ; qi; ti) = e
i
~S[qc]

Z
[dy] exp

�
i

2~

Z tf

ti

dt dt0 �2S

�q (t) �q (t�)
jc y (t) y

�
t�
��

: (2.35)

Dans le cas d�une action quadratique en q(t), comme celle d�une particule libre ou d�un

oscillateur harmonique, cette approximation au deuxième ordre est exacte. Écrivons l�action

quadratique générale

S[q (t)] =

Z
dt
�
a _q2 + bq _q + cq2 + d _q + ex+ f

�
; (2.36)

où a; b; :::; f sont en général des fonctions de t. Nous supposerons cependant que a; b et c sont

indépendants du temps. Le développement au deuxième ordre donne

K(qf ; tf ; qi; ti) = e
i
~S[qc]

Z
[dy] exp

�
i

~

Z tf

ti

dt
�
a _y2 + by _y + cy2

��
= e

i
~S[qc] f (T ) ; (T � tf � ti) : (2.37)

où f(T ) est une fonction de l�intervalle de temps écoulé seulement, puisque le lagrangien, en

fonction de y, ne dépend pas explicitement du temps t. Toute la dépendance dans les conditions

initiale et �nale se retrouve dans S[qc].

Le résultat exprimé par (2:37) est d�importance fondamentale et implique que la dynamique

des systèmes quantiques caractérisés par l�action quadratique est complètement exprimée par

la trajectoire classique.
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2.10 Conclusion :

Nous avons présenté dans ce chapitre une nouvelle description des systèmes quantiques non

relativistes selon la méthode de Feynman qui porte le nom l�intégrale de chemin. Et nous avons

montré que l�intégrale de chemin peut se mettre sous deux dé�nitions explicites. La première

dite la forme hamiltonienne (l�intégrale de chemin dans l�espace des phases), et la deuxième,

est la forme lagrangienne. Aussi, on a pu arboré que le propagateur caractérisé par l�action

quadratique est complètement exprimé par la trajectoire classique.

Cette méthode possède les avantages suivants :

- Elle est plus intuitive, car la notion de trajectoire reprend quelques uns de ses droits.

- Elle donne un sens physique plus clair à la correspondance entre la mécanique classique

et la mécanique quantique.

- Elle permet certaines manipulations formelles, en particulier des changements de va-

riables, avec une plus grande facilité que la quanti�cation canonique, car elle se fonde sur l�espace

des con�gurations et non sur l�espace des phases.

- On raisonne dans l�espace-temps, ce qui permet un passage à la relativité très aisé

dans la formulation lagrangienne, par contre, dans la formulation hamiltonienne le temps est

très privilégié et la covariance relativiste des équations n�est pas apparente.

- Le point de vue est global, c�est-à-dire, au lieu de considérer des amplitudes de proba-

bilité pour un état à un instant donné, on associe une amplitude de probabilité à une histoire

entière, ou chemin, du système. Ce point de vue se révèle souvent plus fructueux et plus inté-

ressant.

En pratique les avantages de l�intégrale de chemin deviennent apparents lorsqu�on considère

des systèmes ayant un nombre in�ni de degrés de liberté.
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Chapitre 3

Traitement du Mouvement d�une

Particule Soumise au Potentiel de

Pöschl-Teller

3.1 Introduction

La résolution de l�équation de Schrödinger stationnaire pour un potentiel arbitraire peut se

révéler délicate techniquement. Néanmoins, il est souhaitable de connaître tous les potentiels

pour lesquels nous pouvons résoudre l�équation de Schrödinger et exprimer ses solutions en

termes de celles des équations di¤érentielles que nous pouvons actuellement résoudre car il

est essentiel pour la physique d�avoir des solutions analytiques exactes a�n d�expliquer avec

certitude certaines expériences.

Les potentiels exactement solubles sont des exceptions dans la théorie quantique [8]. Seules

certaines classes de potentiels admettent des solutions exactes (on dit alors que le problème

est intégrable). Nous trouvons en e¤et parmi ceux-ci des potentiels solubles d�intérêt certain,

pensons en particulier aux potentiels unidimensionnels harmoniques, de Pöschl-Teller et de

Morse. Une des raisons d�une telle popularité est que leurs études modélisent la situation très

fréquente où le système est au voisinage de l�équilibre. Les résultats obtenus pour ces potentiels

pourront s�appliquer à l�étude des vibrations d�une molécule diatomique, des vibrations de
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molécules plus complexes ou même des solides.

Dans l�approche de Feynman [9; 10], l�évaluation du propagateur a joué un rôle central

dans un grand nombre de problèmes de la physique quantique non relativiste ; citons le cas des

potentiels singuliers à l�origine pour lesquels des solutions analytiques sont hautement désirables

et cela quelle que soit leur forme fonctionnelle.

Les transformations sur l�espace est sur le temps étaient l�outil mathématique puissant per-

mettant de Contourner beaucoup de di¢ cultés rencontrées en utilisant le formalisme de Schrö-

dinger [11]. Depuis, les résultats obtenus dans cette voie sont spectaculaires et sont parfaitement

identiques à ceux trouvés par la résolution de l�équation de Schrödinger [12].

Dans ce chapitre, nous allons analyser, par l�intégrale de chemin, le comportement d�une

particule de masse m dans un puits de potentiel de Pöschl-Teller unidimensionnel [13].

Le potentiel qui régit le mouvement est dé�ni par :

V PT (x) =
~2

2m

�
k (k � 1)
sin2x

+
� (�� 1)
cos2x

�
, 0 < x <

�

2
; (3.1)

� et k sont deux paramètres réels et � > 1 ; k > 1:

Le problème en question a été étudié pour la première fois par Pöschl et Teller [14]. Une

discussion détaillée, dans le cadre de l�équation de Schrödinger, est disponible dans le livre «

problems in quantum mechanics » de Constantinescu et Magyari [12]. L�étude de ce poten-

tiel symétrique dans le formalisme de l�intégrale de chemin a été e¤ectuée suivant di¤érentes

approches [13; 15; 16]. L�approche développée dans ce chapitre consiste à traiter ce problème

pour � = k et � et k quelconques le plus naturellement et le plus simplement possible dans

l�espace de con�gurations et aussi bien dans l�espace des phases en utilisant la technique de la

fonctionnelle delta de Dirac [17].
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3.2 Calcul du propagateur dans l�espace de con�gurations :

Nous nous proposons donc d�évaluer l�intégrale de chemin associée à ce problème dans deux

cas di¤érents en l�occurrence le cas particulier où k = � et le cas général où � et k sont

quelconques.

La construction du propagateur nous permettra d�obtenir directement le spectre de l�énergie

et les fonctions d�onde convenablement normalisées des états liés.

3.2.1 Le propagateur dans le cas particulier, k = �

Dans ce cas le potentiel dé�ni par l�équation (3:1) se réduit à :

V (x) = 2V0k(k � 1) sin�2 2x; (3.2)

où V0 =
~2

m
; k > 1 ; et x 2] 0; �2 [

Suivant Feynman, le propagateur relatif à une particule de masse m en mouvement dans un

espace à une dimension soumise au potentiel (3.2) s�écrit formellement

K
�
x00; x0;T

�
=

Z
Dx (t) exp

�
i

~

Z T

0
L (x; _x) dt

�
; (3.3)

avec le lagrangien du système

L (x; _x) =
1

2
m _x2 � 2V0k(k � 1) csc2 2x; (3.4)

et explicitement sous forme discrète

K
�
x00; x0;T

�
=

lim

N !1

� m

2�i"~

�N=2 Z N�1Y
j=1

dxj

NY
j=1

exp

�
i

~
S (j; j � 1)

�
; (3.5)

où S (j; j � 1) est l�action élémentaire qui s�écrit en adoptant le principe du mid-point :
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S (j; j � 1) =
m

2"
(�xj)

2 � "V (~xj)

=
m

2"
(�xj)

2 � 2V0k(k � 1)" csc2 2~xj ; (3.6)

avec ~xj =
xj + xj�1

2
:

Développons les quantités sinxj sinxj�1 et cosxj cosxj�1 autour du point moyen et retenons

seulement les termes d�ordre 2 en �xj , c�est- à- dire d�ordre " de sorte que

sinxj sinxj�1 = sin2 ~xj

 
1� (�xj)

2

4 ~x2j

!
;

cosxj cosxj�1 = cos2 ~xj

 
1� (�xj)

2

4 ~x2j

!
:

Il est tout de même utile de rappeler que les termes qui contribuent à l�action sont de l�ordre de

": Dans ces conditions, nous remplaçons sin2 ~xj par sinxj sinxj�1 et cos2 ~xj par cosxj cosxj�1,

l�action élémentaire s�écrit

S (j; j � 1) = m

2"
(�xj)

2 � 2V0k(k � 1)" csc(2xj) csc(2xj�1); (3.7)

avec xj = x (tj) ; t0 = t0 , t00 = tN , " = T
N , T = tN � t0, x0 = x (t0), x00 = x (tN ).

Pour simpli�er, nous faisons le changement de variable �j = 2xj , �j 2] 0; � [ . Les équations

(3:5) et (3:7) se transforment en

K
�
�00; �0;T

�
=

lim

N !1 (2)1�N
� m

2�i"~

�N=2 Z N�1Y
j=1

d�j

NY
j=1

exp

�
i

~
S (j; j � 1)

�
; (3.8)

et

S (j; j � 1) = m

8"
(��j)

2 � 2V0k(k � 1)" csc(�j) csc(�j�1): (3.9)

A�n d�exprimer l�action en fonction de cos��j , nous utilisons le développement limité de
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la fonction cosinus et retenons les termes d�ordre 4 en ��j :

cos��j = 1�
(��j)

2

2 j�
+
(��j)

4

4 j�
;

d�où

(��j)
2 = 2

 
1� cos��j +

(��j)
4

4 j�

!
; (3.10)

donc, l�expression (3:9) se réécrit

S (j; j � 1) = m

4"
(1� cos��j) +

m

96"
(��j)

4 � 2V0k(k � 1)"
sin �j sin �j�1

: (3.11)

A l�aide de la formule suivante [15]

qZ
�q

exp
h
��y2 + �y4 + ��y4 +O

�
y6
�i
dy =

qZ
�q

exp

�
��y2 + �y4 + 3

4
����2 +O

�
��3

��
dy;

(3.12)

valable pour � grand et q �!1; nous pouvons remplacer le terme (��j)4 par son correspondant

quantique

(��j)
4 ! �48~

2

m2
"

l�action élémentaire (3:11) devient

S (j; j � 1) = m

4"
(1� cos��j)�

~2

2m
"� 2V0k(k � 1)"

sin �j sin �j�1
: (3.13)

En utilisant la propriété de la fonction cosinus

cos��j = cos �j cos �j�1 + sin �j sin �j�1; (3.14)

et en remplaçant V0 =
~2

m
, l�expression (3:13) prend la forme suivante
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S (j; j � 1) =

�
m

4"
� ~2

2m
"

�
�
�m
4"
cos �j cos �j�1

�
�

�
�
m

4"
sin �j sin �j�1 +

2"~2

m

k(k � 1)
sin �j sin �j�1

�
: (3.15)

Alors, nous aboutissons à l�exponentielle de l�action élémentaire

exp

�
i

~
S (j; j � 1)

�
= exp

�
im

4"~
� i~
2m
"

�
exp

� m

4i"~
cos �j cos �j�1

�
exp

�
m

4i"~
sin �j sin �j�1 �

2i"~
m

k(k � 1)
sin �j sin �j�1

�
: (3.16)

Utilisant maintenant la formule asymptotique suivante [10]

Ijj (z) =
jzj�!1

(2�z)�1=2 exp

�
z � 1

2z

�
2 � 1

4

��
, jarg zj < �

2
; (3.17)

où Ijj (z) sont les fonctions de Bessel modi�ées, l�équation (3:16) devient :

exp

�
i

~
S (j; j � 1)

�
= exp

�
im

4"~
� i~
2m
"

�
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� m
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�
�
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m
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�1=2
Ik� 1

2

� m

4i"~
sin �j sin �j�1

�
: (3.18)

substituons le résultat (3:18) dans l�expression (3:8) du propagateur, nous obtenons :

K
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N !1 (2)1�N
� m
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�N
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�
im
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Ik� 1

2
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sin �j sin �j�1

�
: (3.19)
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A ce niveau, insérons la relation suivante [7]

(sin� sin�)1=2�k Ik� 1
2
(z sin� sin�) exp (z cos� cos�)

=
22k [� (k)]2p

2�z

1X
l=0

(k + l) � (l + 1)

� (2k + l)
Ik+l (z)C

k
l (cos�)C

k
l (cos�) ; (3.20)

où Ckl sont les polynômes de Gegenbauer, dans l�équation (3:19), le propagateur devient
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(sin �0 sin �N )

k Ckl1 (cos �0) C
k
lN
(cos �N )

�Z
0

�
sin2 �1

�k
Ckl1 (cos �1)C

k
l2 (cos �1) d�1:::::::::::::

::::::::::::::::

�Z
0

�
sin2 �N�1

�k
CklN�1 (cos �N�1)C

k
lN
(cos �N�1) d�N�1:

(3.21)

Pour l�intégration par rapport à la variable �j , utilisons la relation d�orthogonalité des

polynômes de Gegenbauer [18]

1Z
�1

Ckn (t)C
k
m (t)

�
1� t2

�k�1=2
dt =

�21�2k� (n+ 2k)

n j� (k + n) [� (k)]
2
�n;m: (3.22)

L�intégration sur la variable �j dans le cas j = 1, donne :
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�k�1=2
dt

=
�21�2k� (l1 + 2k)�
l1
j
�

�
(k + l1) [� (k)]

2
�l1;l2 : (3.23)

Ainsi, après avoir e¤ectué toutes les intégrations sur les variables angulaires, nous aboutissons

à l�expression du propagateur suivante
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(2)2k (2�)
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� (2k + l) [� (k)]�28<:
NY
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�
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� m
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�9=; (sin �0 sin �N )k
Ckl (cos �0)C

k
l (cos �N ) : (3.24)

Finalement, en remplaçant Ik+l
�
m
4i"~
�
par la relation (3:17) ; le propagateur peut être alors écrit

sous la forme

K
�
x00; x0;T

�
=

(2)2k

�
(sin 2x0 sin 2xN )

k
1X
l=0

exp

�
�i~ 2

m
(l + k)2 T

�
(k + l) � (l + 1)

� (2k + l) [� (k)]�2
Ckl (cos 2x0)C

k
l (cos 2xN ) : (3.25)

3.2.2 Spectre d�énergie et fonctions d�onde des états liés :

Nous avons vu, au deuxième chapitre, que le propagateur peut se développer sur les états

propres de l�hamiltonien comme suit
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K
�
x00; x0;T

�
=

1X
n=0

	n
�
x00
�
	�n
�
x0
�
exp

�
� i
~
EnT

�
: (3.26)

Par identi�cation, il découle que le spectre discret de l�énergie est alors donné par la relation

En =
2~2

m
(n+ k)2 ; (3.27)

Aussi, les fonctions d�onde normalisées des états liés peuvent être facilement déduites

	n (x) = 4k� (k)

�
(k + n) � (n+ 1)

�� (2k + n)

�1=2
(sinx cosx)kCKn

�
1� 2 sin2 x

�
: (3.28)

En tenant compte de la relation entre les polynômes de Legendre et de Gegenbauer [18]

Ckn (t) =
� (2k + n) � (k + 1=2)

� (2k) � (n+ 1)

�
1

4

�
t2 � 1

��1=4�k=2
P
1=2�k
k+n�1=2 (t) ; (3.29)

ainsi que de la propriété de la fonction gamma

� (2k) =
22k�1p
�
� (k) �

�
k +

1

2

�
; (3.30)

nous pouvons donner aux fonctions d�onde l�expression suivante :

	n (x) =

�
4 (k + n) � (n+ 2k)

� (n+ 1)

�1=2
(sinx cosx)1=2P

1=2�k
k+n�1=2

�
1� 2 sin2 x

�
: (3.31)
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3.2.3 Le propagateur dans le cas général, k et � quelconques

Dans ce cas le lagrangien régissant la dynamique du système physique est dé�ni par

L ( _x; x) =
1

2
m _x2 � ~2

2m

�
k (k � 1)
sin2 x

+
� (�� 1)
cos2 x

�
: (3.32)

La présentation discrète du propagateur s�écrit en notation standard comme suit

K
�
x00; x0;T

�
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lim

N !1

� m

2�i"~

�N=2 Z N�1Y
j=1

dxj

NY
j=1

exp

�
i

~
S (j; j � 1)

�
; (3.33)

où S (j; j � 1) est l�action élémentaire développée autour du point moyen

S (j; j � 1) = m

2"
(�xj)

2 � ~2

2m
"

�
k (k � 1)
sin2 ~xj

+
� (�� 1)
cos2 ~xj

�
: (3.34)

En utilisant la moyenne géométrique à la place de la moyenne arithmétique c�est- à- dire, en

remplaçant sin2 ~xj par sinxj sinxj�1 et cos2 ~xj par cosxj cosxj�1, cette action devient

S (j; j � 1) = m

2"
(�xj)

2 � ~2

2m
"

�
k (k � 1)

sinxj sinxj�1
+

� (�� 1)
cosxj cosxj�1

�
: (3.35)

Au moyen du changement de variable �j = 2xj , les équations (3:33) et (3:35) se transforment

en
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; (3.36)

et

S (j; j � 1) = m
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"
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sin
�j
2 sin

�j�1
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�j
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#
: (3.37)

Le développement à l�ordre 4 en ��j de la fonction cosinus

�
��j
2

�2
= 2

 
1� cos ��j

2
+
1

4 j�

�
��j
2

�4!
; (3.38)

nous permet d�écrire l�action (3:37) sous la forme
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Suivant la relation (3:12), nous e¤ectuons la substitution suivante m
24"

�
��j
2

�4
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2

8m
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l�expression de l�action qui devient
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La correction quantique
�
� ~

2

8m

�
joue le rôle d�une pseudo-énergie.

Insérons ensuite la propriété de la fonction cosinus (3:14), l�action élémentaire prend la

forme suivante
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dont l�exponentielle est
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A l�aide de la formule asymptotique (3:17), l�équation (3:42) se ramène à la décomposition
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suivante :

exp

�
i

~
S (j; j � 1)

�
= exp

�
im

"~
� i~
8m
"

��
2�m

i"~

��
sin

�j
2
sin

�j�1
2

� 1
2
�
cos

�j
2
cos

�j�1
2

� 1
2

Ik� 1
2

�
m

i"~
sin

�j
2
sin

�j�1
2

�
I�� 1

2

�
m

i"~
cos

�j
2
cos

�j�1
2

�
: (3.43)

D�après la relation existante entre la fonction de Bessel et celle de Bessel modi�ée [18]
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�(�2 )�iJ�
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; (3.44)

valable pour
h
�� < arg z 6 �
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où nous avons posé y = m ei
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Maintenant, il est facile de s�assurer que
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(3.47)

En tenant compte du lien entre les fonctions de Bessel et les fonctions hypergéométriques [10]

z

2
J� (z sin� sin�) J� (z cos� cos�) = (z sin� sin�)� (z cos� cos�)�
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F
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�
, (3.48)

Et en utilisant la relation existante entre les fonctions hypergéométriques et les polynômes de

Jacobi [18]

P (�;�)n (x) =
� (�+ n+ 1)

n j�� (�+ 1)
F

�
�n; �+ � + n+ 1; �+ 1; 1� x

2

�
; F � 2F1 (3.49)

l�expression (3:47) admet l�écriture suivante :
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(3.50)

En substituant le résultat obtenu (3:50) dans l�expression (3:36) , le propagateur relatif au

potentiel (3:1) se met alors sous la forme :
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(3.51)
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Nous envisageons, à présent, l�intégration sur les �j en utilisant la relation d�orthogonalité

du polynôme de Jacobi [18]

1Z
�1

(1� x)� (1 + �)� P (�;�)n (x)P (�;�)m (x) dx =
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; (3.52)

avec
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l =

2�+�+1
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: (3.53)

Si nous considérons le cas j = 1, le résultat de l�intégration sur �1 via le changement de variable

x1 = cos �1 est
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(3.54)

Après intégration sur la variable angulaire �, il est clair que le propagateur devient alors
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(3.55)

Grâce à la relation
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avec ei�l = (�1)l pour l entier, le propagateur associé au potentiel de Pöschl-Teller peut être
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�nalement ramené à la forme appropriée suivante :
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3.2.4 Spectre d�énergie et fonction d�onde des états liés

Le spectre discret de l�énergie s�évalue de la même manière que dans le premier cas (� = k).

Nous obtenons dans ce cas

El =
~2

2m
(2l + k + �)2 : (3.58)

Les fonctions d�onde normalisées correspondantes à ces états liés sont directement déduites et

valent :
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3.3 Traitement du potentiel de Pöschl-Teller dans l�espace des

phases

Dans cette partie, nous reconstruisons le propagateur associé au potentiel de Pöschl-Teller

par une représentation intégrale basée sur l�action hamiltonienne et dé�nie sur des chemins dans

l�espace des phases. Le potentiel en question est analysé sous l�angle d�une approche qui utilise

la fonctionnelle delta de Dirac. Cette approche s�inspire des critiques formulées par Katz [19]

Concernant les méthodes de calcul jugées trop laborieuses et contenant trop de détails inutiles.

Cette méthode a été par la suite développée par un des auteurs [20] et reformulée par Arlem

Anderson et Scott B. Anderson [17].

Le problème du potentiel de Pöschl-Teller (3:1) a été reconverti dans les deux cas (k = �

, � et k sont quelconques) à celui du potentiel de Morse. Le spectre d�énergie et les fonctions

d�onde des états liés ont été alors obtenus exactement.

3.3.1 Présentation de la technique de la fonctionnelle delta de Dirac

L�approche de la fonctionnelle delta de Dirac est un outil puissant pour l�évaluation des in-

tégrales de chemin pour des systèmes quantiques possédant un hamiltonien linéaire par rapport

à la variable q(t) qui caractérise la position de la particule au temps t, car elle met en �uvre

des techniques de calcul simples. Pour les hamiltoniens plus généraux, la stratégie générale pour

appliquer cette approche est de faire des transformations canoniques et autres qui permettent

de donner à l�action une forme linéaire. A ce niveau, l�intégrale sur les variables de la position

est directe et fait apparaître une fonction delta dont l�argument est l�équation di¤érentielle du

mouvement de la variable d�impulsion p(t). Par conséquent, l�intégrale sur les moments conju-

gués est facile à manipuler et se réduit à une intégrale ordinaire sur une variable impulsion p0

qui représente la condition initiale de la solution de l�équation du mouvement correspondant

à un temps initial convenablement choisi. Notons que l�intégration sur les moments conjugués

donne naissance à un facteur appelé facteur de composition dépendant des temps initial et �nal

et de la dernière variable d�intégration p0 (voir appendice A).
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3.3.2 Calcul du propagateur pour k = �

Le propagateur associé à une particule de masse (m � 1) en mouvement dans un espace

unidimensionnel et soumise au potentiel de Pöschl-Teller pour k = � s�écrit dans l�espace des

phases

K (b; T ; a; 0) =

Z �
dp dq

2�

�
exp

��
i

Z T

p
�
q � 1

2
p2 � 1

2
k(k � 1) sin�2 2q

�
dt

�
; (3.60)

et explicitement sous forme discrète

K (b; T ; a; 0) = lim
N!1

Z
N�1Q
n=0

dpn
N�1Q
n=1

dqn (2�)
�N

exp

(
i

N�1X
n=0

�
pn (qn+1 � qn)�

1

2
p2n "�

1

2
k(k � 1) sin�2 2qn "

�)
; (3.61)

où " = T
N , q0 = q (ti = 0) = a , qN = q (tf = T ) = b:

Suivant l�approche de la fonctionnelle delta de Dirac, commençons par linéariser l�Hamilto-

nien en q (t). Pour cela e¤ectuons, en premier lieu, la transformation canonique dé�nie par

Q = cos 2q:

Il s�en suit que la mesure dq se transforme en f 0 (Q) dQ: En tenant compte du changement

(q; p)! (Q;P )

q =
1

2
arccosQ = f (Q) ; p =

P

f 0 (Q)
; g

1
2 (Q) = f 0 (Q) = � 1

2
p
1�Q2

,

où P est le moment conjugué à _Q .

Un préfacteur métrique apparaît dans la nouvelle expression de l�intégrale de chemin relative

aux nouvelles variables (Q;P ) :

[g (B) g (A)]
�1
4 = 2

��
1�B2

� �
1�A2

���1
4 ;

où B = cos 2b et A = cos 2a:
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Ce changement conduit aussi à un potentiel e¤ectif Ve donné par

Ve = Ve (Q) =
9g0 2

32g3
� g00

8g2
(3.62)

=
1

2 (1�Q2) �
3

2
:

En rassemblant ces résultats, le propagateur (3:60) s�écrit, en fonction des nouvelles variables

(P;Q), comme suite :

K (B; T ;A; 0) = (g (A) g (B))
�1
4

Z �
dP dQ

2�

�
exp

�
i

Z T �
P
�
Q� 1

2

�
P 2

g

�
� V (Q)� Ve (Q)

�
dt

�
= (g (A) g (B))

�1
4

Z �
dP dQ

2�

�
exp

"
i

Z T
 
P
�
Q� 2P 2

�
1�Q2

�
�
2
�
k � 1

2

�2
(1�Q2)

+
3

2

�
dt

�
: (3.63)

Le terme
1

(1�Q2) peut être éliminé en changeant le moment P !
�P de sorte que

P = �P � i ke
(1�Q2) : Le propagateur se met alors sous la forme :

K (B; T ;A; 0) = (g (A) g (B))
�1
4

Z �
d �P dQ

2�

�
exp

�
i

Z T �
�P
�
Q� i ke

(1�Q2)
�
Q� 2 �P 2

�
1�Q2

�
+ 4ike �P +

3

2

�
dt

�
; (3.64)

où ke =
�
k � 1

2

�
;

L�intégrale du second terme se calcule aisément :

TZ
0

ke
�
Q

(1�Q2)dt = ke (arcth B � arcth A) :
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Ce qui donne pour le propagateur (3:64)

K (B; T ;A; 0) = C

Z �
d �P dQ

2�

�
exp

�
i

Z T �
�P
�
Q� 2 �P 2

�
1�Q2

�
+4ike �P +

3

2

�
dt

�
: (3.65)

où C = (g (A) g (B))
�1
4 exp [ke (arcth B � arcth A)] :

A ce niveau, nous remarquons que l�action n�est pas encore linéaire en Q(t). Nous allons

pour celà insérer, en deuxième lieu, l�identité suivante

+1Z
�1

d�b

Z
[dx]

�b
0 exp

�
�i
Z T

0

_x2

2
dt

�
= 1: (3.66)

Cette identité représente l�intégrale sur toutes les positions possibles du point �nal du propa-

gateur d�une particule libre.

Ensuite, appliquons le changement
�
x! �

x+2 �PQ qui conduit à un potentiel e¤ectif ~Ve = �
3

2
et reportons le résultat dans (3:65) . Le propagateur devient alors

K (B; T ;A; 0) = C

+1Z
�1

d�b

Z
[dx]

�b
0

Z �
d �P dQ

2�

�
exp

�
i

Z T �
�1
2
_x2 + �P

�
Q

�2 �P 2 � 2 �PQ _x+ 4ike �P
�
dt
�
: (3.67)

Intégrons par partie le 2�eme terme de l�action

TZ
0

�P _Qdt = �P (T )B � �P (0)A�
TZ
0

:
�PQdt;
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ainsi, l�expression (3:67) prend la forme suivante

K (B; T ;A; 0) = C

+1Z
�1

d�b

Z
[dx]

�b
0

Z �
d �P

2�

�
exp

�
i
�
�P (T )B � �P (0)A

��
�

� exp
�
i

Z T �
�1
2
_x2 � 2 �P 2 + 4ike �P

�
dt

� Z
[dQ]

� exp

24i TZ
0

�
�
:
�P � 2 �P _x

�
Qdt

35 : (3.68)

Maintenant, il est évident que l�intégration sur les Q (t) s�e¤ectue directement et produit

une fonction �
� :
�P + 2 �P _x

�
de Dirac. Sa substitution dans l�équation (3:68) donne pour le pro-

pagateur l�expression suivante :

K (B; T ;A; 0) =
C

2�

+1Z
�1

d�b

Z
[dx]

�b
0

Z �
d �P
�
exp

�
i
�
�P (T )B � �P (0)A

��
exp

�
i

Z T �
�1
2
_x2 � 2 �P 2 + 4ike �P

�
dt

�
�
� :
�P + 2 �P _x

�
: (3.69)

Suivant l�approche exposée explicitement dans l�appendice A , l�intégrale fonctionnelle sur

les moments �P (t) se réduit à une intégrale ordinaire sur la variable �P0:Il su¢ t de remplacer la

variable �P (t) par la solution de l�équation di¤érentielle du mouvement
:
�P + 2 �P _x = 0 dont la

solution est

�P (t) = P0 exp (�2x) ; (3.70)

pour la condition initiale �P (t = 0) = �P0 � P0 avec x (t = 0) = 0; et x (T ) = �b.

Dans ces conditions, le facteur de composition est donné par

�
d �P (T )

dP0

d �P (0)

dP0

� 1
2

= exp
�
��b
�
: (3.71)
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Il découle de ce résultat que le propagateur (3:69) peut être alors écrit sous la forme :

K (B; T ;A; 0) =
C

2�

+1Z
�1

d�b exp
�
��b
�+1Z
�1

dP0 exp
h
iP0

�
Be�2

�b �A
�i

Z
[dx]

�b
0 exp

�
�i
Z T �1

2
_x2 + 2P 20 e

�4x � 4ikeP0e�2x
�
dt

�
: (3.72)

Nous voyons facilement que l�intégrale fonctionnelle sur la variable x (t) s�identi�e au com-

plexe conjugué du propagateur décrivant l�évolution d�une particule (m = 1) sous l�action d�un

potentiel de Morse inversé (inverted Morse potential) à une dimension ; V (x) = V0
�
e�4x � 2�e�2x

�
;

où V0 = �2P 20 et 2�V0 = 4ikeP0 :

Il est bien connu que le potentiel de Morse inversé (inverted Morse potential) ne possède pas

d�états liés en dessous du demi-plan supérieur. Cette di¢ culté peut être contourné en modi�ant

le contour d�intégration sur P0 par rotation ; ainsi le contour modi�é est formé d�un quart d�un

cercle décrit dans le sens direct, centré en 0 et compris entre l�axe réel positif et l�axe imaginaire

positif. Il n�existe pas de pôles P0 situés à l�intérieur du contour fermé et l�intégrale sur l�arc

tend vers zéro quand le rayon de cet arc tend vers l�in�ni. De ce fait, la rotation opérée sur

le contour d�intégration change le potentiel de Morse inversé au potentiel de Morse standard.

L�intégration sur les valeurs négatives P0 est écartée car sa contribution est nulle (il n�existe

pas d�états liés pour P0 < 0).

Autrement dit

I
C
f (P0) dP0 =

Z R

0
f (P0) dP0 +

Z
C
f (P0) dP0 +

Z 0

iR
f (P0) dP0: (3.73)

Comme aucun pôle P0 n�est inclu dans C, l�intégration sur le contour fermé est nulle, de

plus l�intégration sur l�arc est nulle quand l�arc tend vers 1 .

Z 1

0
f (P0) dP0 = �

Z 0

i1
f (P0) dP0 =

Z 1

0
f (iP0) idP0:
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Le propagateur (3:72) devient alors

K (B; T ;A; 0) =
C

2�

+1Z
�1

d�b exp
�
��b
�+1Z

0

idP0 exp
h
�P0

�
Be�2

�b �A
�i

Z
[dx]

�b
0 exp

�
�i
Z T �1

2
_x2 � 2P 20 e�4x + 4keP0e�2x

�
dt

�
; (3.74)

avec V0 = 2P 20 et � = keP
�1
0 ,

ou encore

K (B; T ;A; 0) =
C

2�

+1Z
�1

d�b exp
�
��b
�+1Z

0

idP0 exp
h
�P0

�
Be�2

�b �A
�i

K�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
; (3.75)

représente le complexe conjugué du propagateur associé au potentiel de Morse standard. Le

calcul de ce propagateur a été donné par Anderson [17] :

K�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
=

+1Z
�1

dE

2�
eiET

+1Z
0

idS

sin (S)
e�2ikeS exp

h
�iP0 cot (S)

�
e�2

�b + 1
�i

I2�

 
� i2P0e

��b

sin (S)

!
; (3.76)

où 2� =
�
�8E�2

�1=2
= (�2E)

1
2 ; ( = 2) avec Re (2�) i �1 , cela est satisfait pour

�� 6 arg (E) 6 0 si 0 6 arg () 6 �

2
ou � 6 arg () 6 3

2� (mod 2�) :

L�étape suivante dans le calcul du propagateur K�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
consiste à faire les change-

ments suivants

y = �2P0e�2
�b ; x = �2P0; z = e�i2S ;

et

sin (S) =
z�

1
2 (1� z)
i2

; cos (S) =
z�

1
2 (1 + z)

2
;
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nous obtenons alors

K�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
=

+1Z
�1

dE

2�
eiET

+1Z
0

�2dSe�i(2ke+1)S

�
1

(1� z) exp
�
�1
2

(1 + z)

(1� z) (x+ y)
�
I2�

��2pxyz
(1� z)

��
: (3.77)

À l�aide de la formule de Hille-Hardy [10]

1

(1� z) exp
�
�1
2

(1 + z)

(1� z) (x+ y)
�
I

�
2
p
xyz

(1� z)

�

=
1X
n=0

znn
j
�

exp

�
�1
2
(x+ y)

�
� ( + n+ 1)

(xyz)

2 Ln (x)L


n (y) ; (3.78)

valable pour jzj h 1; où Ln (x) sont les polynômes de Laguerre, le propagateur K�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
peut s�écrire maintenant de la manière suivante

K�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
=

+1Z
�1

�dE
2�

eiET

8<:2
1X
n=0

n
j
�
exp

h
P0

�
e�2

�b + 1
�i

� (2�+ n+ 1)�
�2P0e�2

�b
��
(�2P0)� L2�n

�
�2P0e�2

�b
�
L2�n (�2P0)D (E)

o
; (3.79)

où les variables x , y et z ont été séparées.

avec

D (E) =

+1Z
0

dS e�i(2n+2�+2ke+1)S : (3.80)

Substituons le résultat obtenu dans l�expression (3:75) ; le propagateur associé au potentiel de

Pöschl-Teller s�écrit,

K (B; T ;A; 0) =

+1Z
�1

dE

2i�
eiET

8<:C�
+1Z
�1

d�b exp
�
��b
�+1Z

0

dP0 exp
h
�P0

�
Be�2

�b �A
�i
�

�
1X
n=0

n
j
�
exp

h
P0

�
e�2

�b + 1
�i

� (2�+ n+ 1)

�
�2P0e�2

�b
��
(�2P0)� �

�L2�n
�
�2P0e�2

�b
�
L2�n (�2P0)D (E)

o
: (3.81)

45



Pour ramener l�intégrale sur la variable P0 à une forme connue, nous suivons la même

démarche utilisée pour changer
Z +1

�1
dP0 . Dans ce cas, nous changeons

Z +1

0
dP0 en choi-

sissant comme contour d�intégration le demi cercle dans le demi plan supérieur. Il s�ensuit

que Z 1

0
f (P0) dP0 = �

Z +1

0
f (�P0) dP0 ;

et en changeant E par �E, le propagateur (3:81) prend la forme

K (B; T ;A; 0) =

+1Z
�1

dE

2i�
e�iET

8<:�C�
+1Z
�1

d�b exp
�
��b
�+1Z

0

dP0 exp
h
P0

�
Be�2

�b �A
�i
�

�
1X
n=0

n
j
�
exp

h
�P0

�
e�2

�b + 1
�i

� (2�0 + n+ 1)

�
2P0e

�2�b
��0

(2P0)
�0 �

�L2�0n

�
2P0e

�2�b
�
L2�

0
n (2P0)D (�E)

o
; (3.82)

avec 2�0 = (2E)
1
2 :

3.3.3 Fonction de Green :

La forme de l�équation (3:82) indique que le propagateur admet manifestement l�écriture

suivante

K (B; T ;A; 0) =

+1Z
�1

dE

2i�
e�iETGPT (B;A;E) ; (3.83)

où GPT (B;A;E) et la fonction de Green associée au potentiel de Pöschl-Teller ; transformée

de Fourier inverse du propagateur

GPT (B;A;E) =
�C
�

+1Z
�1

d�b exp
�
��b
� 1Z
0

dP0 exp
h
P0

�
Be�2

�b �A
�i 1X

n=0

n
j
�

exp
h
�P0

�
e�2

�b + 1
�i

� (2�0 + n+ 1)

�
2P0e

�2�b
��0

(2P0)
�0

L2�
0

n

�
2P0e

�2�b
�
L2�

0
n (2P0)D (�E) ; (3.84)

L�intégration sur la variable �b est possible en faisant le changement de variable
�
z = 2P0e

�2�b
�
,
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et en utilisant la formule suivante [18]

+1Z
0

e�Stt�L�n (t) dt =
� (� + 1)� (� + n+ 1)

n j� � (� + 1)
S���1F

�
�n; � + 1; � + 1; 1

S

�
; (3.85)

valable pour [Re�i � 1; ReSi0] :

Un calcul immédiat donne le résultat suivant

+1Z
�1

d�b exp
�
��b
�
exp

h
P0Be

�2�b
i
exp

h
�P0e�2

�b
i �
2P0e

�2�b
��0

L2�
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�
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�2�b
�

=
1

(8P0)
1
2
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�
�0 + 1

2

�
� (2�0 + n+ 1)

n j� � (2�
0 + 1)

�
1

2
� B
2

��(�0+ 1
2)

F

 
�n; �0 + 1

2
; 2�0 + 1;

�
1

2
� B
2

��1!
: (3.86)

Maintenant, l�intégration sur P0 peut être faite de la même manière que l�intégration sur �b en

changeant 2P0 ! y et en appliquant la relation (3:85) de sorte que

+1Z
0

dP0 exp [�P0A] exp [�P0] (2P0)�
0 1

(8P0)
1
2

L2�
0

n (2P0)

=
1

4

�
�
�0 + 1

2

�
� (2�0 + n+ 1)

n j� � (2�
0 + 1)

�
1

2
+
A

2

��(�0+ 1
2)

F

 
�n; �0 + 1

2
; 2�0 + 1;

�
1

2
+
A

2

��1!
: (3.87)

En suite, en utilisant les deux propriétés concernant la fonction spéciale gamma et la fonction

hypergéométrique successivement

� (2z) =
22z�1� (z) �

�
z + 1

2

�
p
�

; (3.88)

F (�; �; 2�; z) =
�
1� z

2

���
F

 
�

2
;
�

2
+
1

2
; � +

1

2
;

�
z

2� z

�2!
; (3.89)

Nous aboutissons alors à l�expression de la fonction de Green exprimée en fonction des anciennes
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variables a et b :

GPT (b; a; E) =
C

4

1X
n=0

(�1)n+1 � (2�0 + n+ 1)
n j�2

4�0+2n�2 (�0 + 1)
[cos 2a cos 2b]n

�
cos2 a sin2 b

��(�0+n+ 1
2) F

�
�n
2
;
�n
2
+
1

2
; �0 + 1;

1

cos2 2a

�
F

�
�n
2
;
�n
2
+
1

2
; �0 + 1;

1

cos2 2b

�
D (�E) : (3.90)

3.3.4 Spectre d�énergies et fonctions d�onde des états liés

A�n d�obtenir le spectre d�énergie et les fonctions d�onde, considérons la fonction de Green

donnée par l�expression (3:90). L�intégration sur la variable S génère des pôles dans le plan de

l�énergie

D (�E) =
+1Z
0

dS e�i(2n+2�
0+2ke+1)S =

1

�i (2n+ 2�0 + 2ke + 1)
; (3.91)

le spectre discret de l�énergie est alors donné par l�équation 2n+2�0+2ke+1 = 0: Il se trouve

en fait

En = 2 (n+ k)
2 : (3.92)

Les fonctions d�onde se déduisent directement à partir des résidus correspondants aux pôles

c�est -à -dire

	n (b)	
�
n (a) = lim

E!En

E � En
i

GPT (b; a; E) : (3.93)

Après un simple calcul, nous aurons �nalement

	n (b)	
�
n (a) =

(�1)n 22(n+2k)�1� (�n� 2k + 1)
n j��

2 (�n� k + 1)
exp [ke (arcth B � arcth A)] [sin 2a sin 2b]

1
2
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;
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2
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2
;�n� k + 1; 1

cos2 2b

�
: (3.94)
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3.3.5 Propagateur pour k et � quelconques

Considérons dans ce paragraphe le propagateur correspondant au potentiel de Pöschl-Teller

pour le cas � et k quelconques,

K (b; T ; a; 0) =

Z �
dp dq

2�

�
exp

��
i

Z T

0
p _q � 1

2
p2 � 1

2

�
k(k � 1) sin�2 q + � (�� 1) cos�2 q

� �
dt

�
;

(3.95)

ou encore en utilisant quelques relations des fonctions trigonométriques

K (b; T ; a; 0) =

Z �
dp dq

2�

�
exp

��
i

Z T

0
p _q � 1

2
p2 � k2e (1� cos 2q)

�1 � �2e (1 + cos 2q)
�1

+
1

2

�
1� cos2 2q

��
dt

�
; (3.96)

avec " = T
N , q0 = q (t0 = 0) = a , qN = (tN = T ) = b ; ke =

�
k � 1

2

�
; �e =

�
�� 1

2

�
.

Le calcul de ce propagateur est basé de nouveau sur la procédure décrite dans l�appendice A.

De ce fait, nous commençons par linéariser l�Hamiltonien par rapport à la variable q. Pour celà,

nous appliquons la même transformation canonique Q = cos 2q , utilisée dans le cas précédent

où k = �:

Comme il s�agit de la même transformation canonique ; la nouvelle mesure, le préfacteur

métrique est le potentiel e¤ectif (V e) gardent les mêmes expressions que celles trouvées dans le

cas où k = �:

Il s�ensuit alors que le propagateur peut être mis, en fonction des nouvelles variables (P;Q),

sous la forme

K (B; T ;A; 0) = (g (A) g (B))
�1
4

Z �
dP dQ

2�

�
exp

�
i

Z T

0

�
P _Q� 1

2

�
P 2

g

�
� V (Q)� Ve (Q)

�
dt

�
= (g (A) g (B))

�1
4

Z �
dP dQ

2�

�
exp

�
i

Z T

0

�
P _Q� 2P 2

�
1�Q2

�
� k2e
(1�Q)�

� �2e
(1 +Q)

+
3

2

�
dt

�
: (3.97)
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où g
1
2 (Q) = � 1

2
p
1�Q2

, [g (B) g (A)]
�1
4 = 2

��
1�B2

� �
1�A2

���1
4 et B = cos 2b ,

A = cos 2a .

Nous remarquons que l�action n�est pas encore linéaire en Q à cause de la présence des termes
1

(1�Q) et
1

(1 +Q)
. Le procédé direct pour les faire disparaître est de changer le moment P

en �P via la relation P = �P � i ke
2 (1�Q) � i

�e
2 (1 +Q)

. Par suite le propagateur devient

K (B; T ;A; 0) = (g (A) g (B))
�1
4

Z �
d �P dQ

2�

�
exp

�
i

Z T

0

�
�P _Q� i ke

2 (1�Q)
_Q� i �e

2 (1 +Q)
_Q�

�2 �P 2
�
1�Q2

�
+ 2i (ke � �e) �PQ+ 2i (ke + �e) �P + �eke�

�2e
2
� k

2
e

2
+
3

2

�
dt

�
: (3.98)

Il est commode d�intégrer immédiatement le deuxième et le troisième termes par rapport

au temps
TZ
0

ke _Q

2 (1�Q)dt =
�ke
2
ln

�
1�B
1�A

�
;

TZ
0

�e _Q

2 (1 +Q)
dt =

�e
2
ln

�
1 +B

1 +A

�
;

Ce qui conduit à

K (B; T ;A; 0) = C

Z �
d �P dQ

2�

�
exp

�
i

Z T

0

�
�P _Q� 2 �P 2

�
1�Q2

�
+ 2i (ke � �e) �PQ

+2i (ke + �e) �P + �eke �
�2e
2
� k

2
e

2
+
3

2

�
dt

�
: (3.99)

où nous avons posé C = (g (A) g (B))
�1
4

�
1�B
1�A

��ke=2 �
1+B
1+A

��e=2
pour alléger l�écriture.

Pour rendre l�action complètement linéaire en Q, nous pouvons insérer l�identité (3:66) après

avoir changer _x en _x+ 2 �PQ+ i (ke � �e) ce qui donne un potentiel e¤ectif ~Ve = �
3

2
.
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En substituant cette identité, le propagateur aura pour forme

K (B; T ;A; 0) = C

+1Z
�1

d�b

Z
[dx]

�b
0

Z �
d �P dQ

2�

�
exp

�
i

Z T

0

�
�1
2
_x2 + �P _Q� 2 �P 2 � 2 �PQ _x

+2i (ke + �e) �P � i (ke � �e) _x
�
dt
�
: (3.100)

Les résultats de l�intégration par partie du 2éme terme et de l�intégration du dernier terme :

TZ
0

�P _Qdt = �P (T )B � �P (0)A�
TZ
0

�
�PQdt;

TZ
0

i (ke � �e) _xdt = i (ke � �e)�b;

nous permettent d�écrire le propagateur comme suit

K (B; T ;A; 0) = C

+1Z
�1

d�b exp
�
(ke � �e)�b

� Z
[dx]

�b
0

Z �
d �P

2�

�
exp

�
i
�
�P (T )B � �P (0)A

��

exp

24i TZ
0

�
�1
2
_x2 � 2 �P 2 + 2i (ke + �e) �P

�
dt

35
Z
[dQ] exp

24i TZ
0

�
�
�
�P � 2 �P _x

�
Qdt

35 : (3.101)

A ce niveau, l�intégration sur les variables Q se fait sans di¢ culté et donne une fonction

delta de Dirac �
� �
�P + 2 �P _x

�
de sorte que le propagateur (3:101) devient

K (B; T ;A; 0) =
C

2�

+1Z
�1

d�b exp
�
(ke � �e)�b

� Z
[dx]

�b
0

Z �
d �P
�
exp

�
i
�
�P (T )B � �P (0)A

��
exp

�
i

Z T

0

�
�1
2
_x2 � 2 �P 2 + 2i (ke + �e) �P

�
dt

�
�

� �
�P + 2 �P _x

�
: (3.102)

Suivant la technique d�Anderson, l�intégration sur les moments �P se fait en remplaçant la

dépendance en �P par la solution de l�équation di¤érentielle du mouvement
�
�P + 2 �P _x = 0 qui
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admet comme solution

�P (t) = P0 exp (�2x) ; (3.103)

avec la condition initiale appropriée P0 � �P (t = 0) et le facteur de composition suivant

�
d �P (T )

dP0

d �P (0)

dP0

� 1
2

= exp
�
��b
�
: (3.104)

Par substitution, le propagateur apparaît maintenant sous la forme

K (B; T ;A; 0) =
C

2�

+1Z
�1

d�b exp
�
(ke � �e � 1)�b

�+1Z
�1

dP0 exp
h
iP0

�
Be�2

�b �A
�i

Z
[dx]

�b
0 exp

�
�i
Z T

0

�
1

2
_x2 + 2P 20 e

�4x � 2i (ke + �e)P0e�2x
�
dt

�
:

(3.105)

Il est claire que grâce à l�identité (3:66), le calcul du propagateur relatif au potentiel (3:1) a

été ramené au calcul du potentiel relatif à un problème à une dimension qui peut être identi�é

avec un puits inversé de Morse dont l�expression est V (x) = V0
�
e�4x � 2�e�2x

�
; où V0 = �2P 20

et 2�V0 = 2i (ke + �e)P0: Un calcul identique à celui du cas précédent (Pöschl-Teller pour k = �)

nous conduit à l�expression suivante du propagateur

K (B; T ;A; 0) =

+1Z
�1

dE

2i�
e�iET

8<:�C�
+1Z
�1

d�b exp
�
(ke � �e � 1)�b

�+1Z
0

dP0 exp
h
P0

�
Be�2

�b �A
�i

1X
n=0

n
j
�
exp

h
�P0

�
e�2

�b + 1
�i

� (2�0 + n+ 1)

�
2P0e

�2�b
��0

(2P0)
�0

L2�
0

n

�
2P0e

�2�b
�
L2�

0
n (2P0)D (�E)

o
; (3.106)

avec Re (2�) i �1; 2� = (�2E)
1
2 ; 2�0 = (2E)

1
2 et

D (�E) =
+1Z
0

dS e�i(2n+2�
0+ke+�e+1)S : (3.107)
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3.3.6 Fonction de Green :

Selon l�expression (3:106), le propagateur s�écrit sous la forme suivante

K (B; T ;A; 0) =

+1Z
�1

dE

2i�
e�iETGPT (B;A;E) ; (3.108)

où GPT (B;A;E) est la fonction de Green, transformée de Fourier du propagateur associé au

potentiel de Pöschl-Teller

GPT (B;A;E) =
�C
�

+1Z
�1

d�b exp
�
(ke � �e � 1)�b

� 1Z
0

dP0 exp
h
P0

�
Be�2

�b �A
�i

1X
n=0

n
j
�
exp

h
�P0

�
e�2

�b + 1
�i

� (2�0 + n+ 1)

�
2P0e

�2�b
��0

(2P0)
�0

L2�
0

n

�
2P0e

�2�b
�
L2�

0
n (2P0)D (�E) : (3.109)

Considérons maintenant les intégrations sur les variables �b et P0. Là aussi, le même procédé

de calcul utilisé dans le cas précédent (k = �) su¢ t pour trouver les résultats suivants :

+1Z
�1

d�b exp
�
(ke � �e � 1)�b

�
exp

h
P0 (B � 1) e�2

�b
i �
2P0e

�2�b
��0

L2�
0

n

�
2P0e

�2�b
�

=
1

2 (2P0)
1
2
(�e�ke+1)

�
�
�0 + 1

2 (�e � ke + 1)
�
� (2�0 + n+ 1)

n j� � (2�
0 + 1)

�
1

2
� B
2

��(�0+ 1
2
(�e�ke+1))

F

 
�n; �0 + 1

2
(�e � ke + 1) ; 2�0 + 1;

�
1

2
� B
2

��1!
; (3.110)

et

+1Z
0

dP0 exp [� (A+ 1)P0] (2P0)�
0 1

2 (2P0)
1
2
(�e�ke+1)

L2�
0

n (2P0)

=
1

4

�
�
�0 + 1

2 (ke � �e + 1)
�
� (2�0 + n+ 1)

n j� � (2�
0 + 1)

�
1

2
+
A

2

��(�0+ 1
2
(ke��e+1))

F

 
�n; �0 + 1

2
(ke � �e + 1) ; 2�0 + 1;

�
1

2
+
A

2

��1!
: (3.111)
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Et par voie de conséquence en portant les équations (3:110) et (3:111) dans l�équation (3:109),

l�expression �nale de la fonction de Green en fonction des anciennes variables est

GPT (b; a; E) =
�C
4�

1X
n=0

� (2�0 + n+ 1)

n j� �
2 (2�0 + 1)

�

�
�0 +

1

2
(ke � �e + 1)

�
�

�
�0 +

1

2
(�e � ke + 1)

�
�
cos2 a sin2 b

��(�0+ 1
2)
�
sin2 b

cos2 a

�(ke��e)
F

�
�n; �0 + 1

2
(�e � ke + 1) ; 2�0 + 1;

1

cos2 b

�
F

�
�n; �0 + 1

2
(ke � �e + 1) ; 2�0 + 1;

1

cos2 a

�
D (�E) : (3.112)

3.3.7 Spectre d�énergie et fonctions d�onde des états liés

Les pôles de la fonction de Green s�obtiennent à partir de l�intégration sur S

D (�E) =
+1Z
0

dS e�i(2n+2�
0+ke+�e+1)S =

1

�i (2n+ 2�0 + ke + �e + 1)
; (3.113)

le spectre discret de l�énergie pour le potentiel en question est alors donné par l�équation sui-

vante

En =
1

2
(2n+ k + �)2 : (3.114)

Les fonctions d�ondes s�obtiennent à partir de l�expression intégrée de la fonction de Green

	n (b)	
�
n (a) =

1

2�

� (�n� �� k + 1)
n j� �

2 (�2n� �� k + 1)
�

�
�n� �+ 1

2

�
�

�
�n� k + 1

2

�
[cos a sin b] 2(n�1)

�
sin2 b tan a

�k �
cos2 a cot b

��
F

�
�n;�n� �+ 1

2
;�2n� �� k + 1; 1

cos2 a

�
F

�
�n;�n� k + 1

2
;�2n� �� k + 1; 1

cos2 b

�
: (3.115)
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3.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons calculé par les intégrales de chemin le propagateur relatif au

potentiel de Pöschl-Teller pour k = � et k et � quelconques dans deux espaces di¤érents à

savoir l�espace de con�guration et l�espace des phases et avons obtenu le spectre d�énergie et

les fonctions d�onde des états liés. Il convient de mentionner que le traitement de ce problème

dans l�espace de con�guration est exceptionnellement clair et direct du point de vue mathéma-

tique contrairement aux méthodes poursuivies par de nombreux auteurs. Nous avons montré

que la construction du propagateur ne nécessite que la mise en �uvre de certaines relations

mathématiques simples. En ce qui concerne l�étude de ce système physique dans l�espace des

phases, nous avons adopté la démarche de la fonctionnelle delta de Dirac où la transformation

canonique est à la base de la formulation de son intégrale de chemin.
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Deuxième partie

Etude de Systèmes Quantiques Non

Relativistes dans l�Espace Courbe
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Chapitre 4

Formulation de l�Intégrale de

Chemin dans l�espace courbe

4.1 Introduction

La représentation intégrale de chemin de l�amplitude de transition pour une particule se

déplaçant dans un espace courbe a présenté des dé�s inattendus depuis l�introduction des in-

tégrales de chemin par Feynman. Beaucoup de problèmes de la physique théorique le rendent

souhaitable pour la bonne modélisation des phénomènes physiques réels. La théorie générale

existe grâce aux e¤orts de DeWitt [21], McLaughlin et Schulman [22], Mizrahi [23] et d�autres.

Le résultat principal de leurs discussions est le suivant : nous devons soustraire du lagrangien

original L une certaine correction quantique �V � ~2 ; Leff = L��V où Leff est l�expression

correcte du lagrangien utilisée pour construire les intégrales de chemin sur l�espace courbe.

Malheureusement, les expressions de la correction �V dérivées par les auteurs cités ci-dessus ne

conviennent pas apparemment. Cette confusion provient principalement des di¤érentes dé�ni-

tions utilisées de l�intégrale de chemin ; par exemple, DeWitt préfère une formulation basée sur

le pré-point, tandis que Mizrahi et Lee adoptent le point moyen. Pour remédier à ce problème,

une prescription générale est imposée pour dériver l�intégrale de chemin et calculer la correction

quantique �V [24].

Le plan de notre étude est le suivant : Dans le paragraphe suivant nous construisons en

détails l�intégrale de chemin dans l�espace courbe où le propagateur a été formulé suivant deux
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prescriptions à savoir la prescription dite " l�ordre de Weyl " et la prescription " forme produit

". Nous terminons le chapitre par une conclusion.

4.2 Intégrale de chemin dans un espace courbe général

La description quantique d�un système dynamique classique est en général compliquée. Les

complications surgissent dans l�approche canonique standard comme dans l�approche de l�inté-

grale de chemin [7]. Dans l�approche canonique, l�ambiguïté est dûe au problème d�ordre des

opérateurs qui ne commutent pas (le correspondant quantique d�une expression classique exige

un ordre particulier des opérateurs). Concernant la di¢ culté relative à l�approche de l�intégrale

de chemin, nous l�exposons dans les paragraphes qui suivent.

4.2.1 Quanti�cation de l�Hamiltonien classique

Considérons un système dynamique décrit par un lagrangien général doté d�une métrique

gab et un élément de ligne ds2 = gabdqadqb de la forme

Lcl =
m

2

�
ds

dt

�2
� V = m

2
gab _q

a _qb � V; (4.1)

le potentiel V est en fonction des coordonnées qa (a = 1; 2; ::::; n). La convention habituelle

d�addition est prise en compte c�est-à-dire, l�indice répété implique une somme sur l�indice. Le

lagrangien (4:1) décrit le mouvement d�une particule non relativiste dans un espace Riemannien

homogène de métrique gab.

Nous commençons d�abord par écrire l�hamiltonien correspondant à l�équation (4:1). Les

moments canoniques généralisés s�écrivent

pa =
@L

@
:
q
a = gab _q

b; (4.2)

et par conséquent, l�hamiltonien se met sous la forme

H = pa _q
a � L = 1

2m
gab pa pb + V: (4.3)

où
�
gab
�
est l�inverse de la matrice (gab).
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Avant de construire l�intégrale de chemin, nous présentons brièvement le procédé de quan-

ti�cation de l�hamiltonien classique (4:3). Dans la mécanique quantique, les coordonnées et

les moments conjugués sont des opérateurs hermitiens notés par q̂ et p̂ respectivement. Dans

la représentation de Schrödinger, nous introduisons les états propres (jq; ti) et (jp; ti) de ces

opérateurs de sorte que

q̂i (t) jq; ti = qijq; ti, p̂i (t) jp; ti = pijp; ti ; (4.4)

avec q �
�
q1; :::; qn

�
et p � (p1; :::; pn). Ces opérateurs satisfont les relations de commutations

suivantes h
q̂a (t) ; q̂b (t)

i
= [p̂a (t) ; p̂b (t)] = 0; [q̂a (t) ; p̂b (t)] = i~ �ab ; (4.5)

tandis que les états propres (jq; ti) constituent un ensemble orthonormé fermé c- à- d

hq00; tjq0; ti = g�1=2
�
q0
�
�
�
q00 � q0

�
;

Z
g1=2 (q) dnq jq; tihq; tj = 1: (4.6)

avec g(q) est le déterminant du tenseur métrique et � (q) est la fonction delta de Dirac à n

dimensions et l�élément de volume est g1=2 (q) d1q:::dnq . Les vecteurs propres de l�opérateur

moment dans la représentation des coordonnées ont la structure d�une onde plane c-à-d

hq; tjp; ti = hqjpi = (2�~)�n=2 (f (p) g (q))�1=4 exp

�
i

~
(p:q)

�
; (4.7)

où (p:q) = paq
a et f(p) est une fonction arbitraire choisie pour dé�nir [f(p)]1=2dnp comme

élément de volume dans l�espace des moments.

L�équation (4:7) nous aide à obtenir les éléments de matrice pour n�importe quelle fonction

des opérateurs moments. Ainsi

hq0; t j (p̂a)r j q; ti =
Z
[f (p)]1=2 dnq hq j (p̂a)r j pihp j qi
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=
�
g (q) g

�
q0
���1=4 Z

(2�~)�n dnp (pa)r exp

�
i

~
p
�
q0 � q

��
:

(4.8)

L�opérateur moment p̂ admet, dans la représentation des coordonnées, l�écriture suivante

p̂a = �i~
�
@a +

1

2
�a

�
; �a = �

k
ka = @a ln

p
g; (4.9)

avec la notation standard @a = @=@qa et �kab est la connexion a¢ ne où le symbole de Christo¤el

de deuxième espèce est dé�ni par

�cab =
1

2
gcd (@agbd + @bgad � @dgab) : (4.10)

La dynamique quantique est maintenant décrite par l�équation de Schrödinger dépendante

du temps

i~
@

@t
	(q; t) = Ĥ 	(q; t) ; (4.11)

où Ĥ est l�hamiltonien quantique. Comme Ĥ est hermitien, la norme de la fonction d�onde est

h	 j 	i =
Z
g1=2 (q) dnq j	(q; t)j2 : (4.12)

Puisque nous considérons le cas non relativiste, la fonction d�onde est une grandeur scalaire.

La question qui s�impose est la suivante : quelle est la forme de Ĥ ? En l�absence de l�évidence

expérimentale nous n�avons aucune réponse exacte. Une prétention normale à faire est que Ĥ

soit invariable sous les transformations de coordonnées générales. En outre, si nous supposons

que l�opérateur hamiltonien dans l�espace courbe possède la même forme que dans l�espace plat,

alors l�hamiltonien quantique du système prend la forme

Ĥ = � ~
2

2m
�LB + V; (4.13)

où �LB est l�opérateur de Laplace-Beltrami

�LB = g
�1=2@a

�
g1=2 gab @b

�
: (4.14)
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L�expression (4:13) peut maintenant être écrite sous forme d�opérateurs avec l�aide de la

relation (4:9) :

Ĥ =
1

2m
g�1=4 (q̂) p̂a g

1=2 (q̂) gab (q̂) p̂b g
�1=4 (q̂) + V (q̂) : (4.15)

Cette forme de l�hamiltonien correspond à un ordre particulier des opérateurs q̂ et p̂.

4.2.2 Dérivation de l�intégrale de chemin

Dans le deuxième chapitre nous avons vu comment construire l�intégrale de chemin de

Feynman dans un espace plat où l�Hamiltonien possède une forme simple H = T (p) + V (q) .

Cependant, dans le cas de l�espace courbe doté d�une métrique arbitraire gab , la formulation

de l�intégrale de chemin n�est pas aussi facile [28]. La première investigation à l�origine de la

formulation de l�intégrale de chemin pour un ordre particulier d�opérateurs est dûe à Dewitt

(1957). Ce dernier dé�nit le propagateur comme suit

K (qf ; qi;T ) =

Z q(t00)=q00

q(t0)=q0

p
gDDewq (t)

� exp
(
i

~

Z t00

t0

�
m

2
gab (q) _q

a _qb � V (q) + ~
2R

6m

�
dt

)

= lim
N�!1

� m

2i�~"

�Nn
2
N�1Y
j=1

Z q
g
�
q(j)
�
dnqj

� exp

8<: i~
NX
j=1

hm
2
gab

�
q(j�1)

�
�qaj�q

b
j � "V

�
q(j�1)

�
+
"~2

6m
R
�
q(j�1)

���
; (4.16)

avec

R = gab
�
�cab;c � �ccb;a + �dab �ccd � �dcb �cad

�
; �cab;c =

@�cab
@qc

; (4.17)

est la courbure scalaire.

La correction quantique�VDew=~2R
6m est indispensable pour le propagateur (4:16) qui consti-
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tue la solution de l�équation de Schrödinger associée à l�espace courbe

~
i

@

@t
	(q; t) =

�
� ~

2

2m
�LB + V (q)

�
	(q; t) ; (4.18)

où	(q; t) est l�état d�évolution dans le temps écrite par l�intermédiaire du propagateurK (qf ; qi;T )

	
�
q(f); tf

�
=

Z
ddq(i)

q
g
�
q(i)
�
K
�
q(f); q(i);T

�
	
�
q(i); ti

�
: (4.19)

Les termes de la métrique contenus dans l�expression de l�action sont évalués au pré-point

q(j�1): Notons que l�intégrale de chemin (4:16) peut être dé�nie en adoptant d�autres points,

comme le post-point q(j) ou le mid-point q(j) =
1
2

�
q(j) + q(j�1)

�
. La correction quantique �V

change selon le point adopté. En réalité, les di¤érentes formes de l�intégrale de chemin selon

le point où elle est évaluée correspondent à un ordre d�opérateurs particulier de l�hamiltonien

quantique.

Maintenant, nous allons présenter deux prescriptions connues sous le nom " l�ordre de Weyl"

et "forme produit" pour construire le propagateur.

4.2.3 Prescription de " l�ordre de Weyl "

La dé�nition de l�intégrale de chemin obtenue par le choix du point moyen nous ramène à

la même théorie quantique décrite par l�opérateur hamiltonien en suivant la règle de l�ordre de

Weyl. Dans le cadre de cette règle, si nous considérons une quantité classique qm pn, l�ordre

de Weyl de l�expression quantique (q̂m p̂n)w est juste la moyenne arithmétique de tout ordre

possible des facteurs q̂ et p̂ par exemple

(F (bq) bp)w = 1

2
[F (bq) bp+ bp F (bq)] ; (4.20)

�
F (bq) bp2�

w
=
1

4

�
F (bq) bp2 + 2bp F (bq) bp+ bp F (bq)� : (4.21)
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A l�aide de ces relations, il est facile de montrer que

(bqm bpn)Weyl =

�
1

2

�m mX
l=0

mcl bqm�l bpn bql; (4.22)

=

�
1

2

�m mX
l=0

m!

l! (m� l)! bqm�l bpn bql:
Nous construisons maintenant l�opérateur de l�ordre de Weyl correspondant à l�équation

(4:3). Pour celà, notons que

(V (bq))w = V (bq) ; (4.23)

d�autre part, il est facile de véri�er que

h
gab (bq) bpabpbi

W
=

1

4

hbpabpbgab (bq) + 2bpagab (bq) bpb + gab (bq) bpabpbi
= �~

2

4

�
4gab

�
@a@b + �a@b +

1

2
(@a�b) +

1

4
�a�b

�
+

+4
�
@ag

ab
��

@b +
1

2
�b

�
+
�
@a@bg

ab
��

= �~2
�
�+

1

4
R+

1

4
gab�cad�

d
bc

�
; (4.24)

où � est l�opérateur de Laplace-Beltrami dé�ni par (4:14) et

R = gabRab; (4.25)

est la courbure scalaire. Le tenseur de Ricci Rab = Rcab;c est dé�ni par

Rab = @b�
c
ac � @c�cab + �dac�cbd � �dab�ccd . (4.26)

Substituons les relations (4:23) et (4:24) dans l�équation (4:3), nous pouvons écrire l�opérateur

hamiltonien relatif à l�ordre de Weyl par

Ĥw =
1

2m

�
gab (bq) bpabpb�

w
+ (V (bq))w

= � ~
2

2m
�+ V (bq)� ~2

8m

�
R+ gab �cad �

d
bc

�
: (4.27)
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En comparant l�expression ci-dessus avec l�opérateur hamiltonien Ĥ de l�Eq (4:13), nous

déduisons que Ĥw et Ĥ sont liés par la relation

Ĥ = Ĥw +�Vw; (4.28)

où �Vw représente la correction quantique donnée par

�Vw =
~2

8m

�
R+ gab �cad�

d
bc

�
=

~2

8m

�
gab �a�b + 2

�
gab �a

�
;j
+ gab;ab

�
: (4.29)

Cette correction est proportionnelle à ~2 et disparaît à la limite classique (~! 0).

A ce niveau, l�équation (4:28) représente le résultat central pour la construction de l�intégrale

de chemin dans l�espace courbe.

Construction du propagateur :

Nous utilisons maintenant la procédure standard pour dériver une intégrale de chemin basée

sur la formule du produit de Kato-Trotter (voir chapitre 2). Le propagateur est l�amplitude de

transition pour une particule repérée par le point initial q(i) à l�instant ti et le point �nal q(f)

à l�instant tf . Il s�écrit

K
�
q(f); tf ; q(i); ti

�
=


q(f)
�� exp��i

~
(tf � ti) Ĥ

� ��q(i)� ; (4.30)

où Ĥ est dé�ni par (4:13) :

Subdivisons l�intervalle de temps [tf ; ti] en N intervalles in�nitésimales (N grand) et

utilisons la relation de fermeture (4:6) pour écrire le propagateur (4:30) comme suit

K
�
q(f); tf ; q(i); ti

�
= lim
N!1

Z
N�1Q
k=1

�
g
�
q(k)
�� 1

2 dnq(k)
NQ
j=1



q(j)
�� exp��i

~
"Ĥ

� ��q(j�1)� ; (4.31)

où " = (tf � ti)=N et q (ti) = q(i), q (tN ) = q(f).
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Notre tâche est d�évaluer le propagateur pour un intervalle de temps in�nitésimaux

K
�
q(j); q(j�1); "

�
=


q(j)
�� exp��i

~
"Ĥ

� ��q(j�1)� ; (4.32)

à cette �n, il est convenable d�écrire Ĥ sous la forme (4:28) et de ne garder que les termes

d�ordre " par rapport au temps. Il découle que le propagateur in�nitésimal (4:32) devient

K
�
q(j); q(j�1); "

�
'


q(j)
�� �1� i

~
"

�
1

2m

�
gcd (bq) bpcbpd�

w
+ V (bq) + �V (bq)�� ��q(j�1)� . (4.33)

Maintenant, nous utilisons les relations (4:22) et (4:8) pour dériver la formule suivante



q(f)
�� (bqm bpr)w ��q(i)� = �g �q(f)� g �q(i)��� 1

4

Z
dnp

(2�~)n
pr
�
q(f) + q(i)

2

�m
exp

�
i

~
p
�
q(f) � q(i)

��
:

(4.34)

Ce résultat peut être généralisé comme



q(f)
�� (F (bq) bpr)w ��q(i)� = �g �q(f)� g �q(i)��� 1

4 F

�bq(f) + bq(i)
2

�Z
dnp

(2�~)n
pr exp

�
i

~
p
�
q(f) � q(i)

��
:

(4.35)

La dérivation de la formule (4:35) exige d�écrire F (q̂) sous forme d�une série de Taylor en

puissances de q̂ pour ensuite évaluer chaque terme en utilisant la relation (4:34). Avec l�aide de

ce résultat, il est maintenant facile d�écrire l�expression du propagateur (4:33) comme

K
�
q(j); q(j�1); "

�
=

�
g
�
q(j)
�
g
�
q(j�1)

���1
4

Z
dnp

(2�~)n

�
�
1� i

~
"

�
1

2m
gcd
�
�q(j)
�
pc pd + V

�
�q(j)
�
+�V

�
�q(j)
���

�

exp

�
i

~
p
�
q(j) � q(j�1)

��
=

�
g
�
q(j)
�
g
�
q(j�1)

���1
4

Z
dnp

(2�~)n
exp

�
i

~
�
p
�
q(j) � q(j�1)

�
� "Heff

�
�q(j); p

���
;

(4.36)
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avec �q(j) =
�
q(j) + q(j�1)

�
=2 et Heff

�
�q(j); p

�
est l�hamiltonien e¤ectif

Heff = H +�V =
1

2m
gcd pc pd + V +�V (4.37)

évalué au point moyen �q(j). Heff est une fonction des variables qc et pc et s�identi�e à l�hamil-

tonien classique à la di¤érence d�un terme supplémentaire dépendant de la constante de Planck

(�V ). La forme de �V est similaire à celle de (4:29).

Après insertion de (4:36) dans (4:31) , le propagateur intégral prend la forme suivante

K
�
q(f); q(i);T

�
= lim

n!1

�
g
�
q(f)
�
g
�
q(i)
���1

4

Z
N�1Q
k=1

Z
dnq(k)

NQ
j=1

�Z
dnp(j)

(2�~)n
�

� exp

8<: i~"
NX
j=1

"
pj

�
q(j) � q(j�1)

�
"

�Heff
�
�q(j); p(j)

�#9=; : (4.38)

L�expression (4:38) est la représentation de l�intégrale de chemin dans l�espace des phases. Elle

peut être écrite sous forme compacte comme

K =
�
g
�
q(f)
�
g
�
q(i)
���1

4

Z
D [q (t)] D [p (t)] exp

�
i

~

Z tf

ti

dt [p _q �Heff ]
�
; (4.39)

où

D [q (t)] =
Q
t
dnq (t) ; D [p (t)] =

Q
t

�
dnp (t)

(2�~)n
�
; ti � t � tf : (4.40)

L�arrangement d�opérateurs par la règle de Weyl a mené au choix naturel du principe de

point moyen pour désigner le point auquel les fonctions vont être évaluées dans le contexte de

l�intégrale de chemin.

A�n d�obtenir la formulation lagrangienne de l�intégrale de chemin, nous e¤ectuons l�inté-

gration sur les moments en utilisant le résultat de l�intégrale Gaussienne :

Z 1

�1
dx exp

�
�ax2 � bx

�
=

r
�

a
exp

�
b2

4a

�
; (4.41)
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ce qui donne

Z
dnp exp

�
� i"

2m~
gcd pc;(j) pd;(j) +

i

~

�
�qc(j):pc;(j)

��
=

�
2m�~
i"

�n
2 p

det (gcd)

exp

�
im

2~"
gcd �q

c
(j) �q

d
(j)

�
:(4.42)

Finalement, nous obtenons l�intégrale de chemin suivant la prescription de " l�Ordre de Weyl "

dans l�espace de con�gurations par rapport au mid-point (MP ) :

K
�
q(f); q(i);T

�
=
�
g
�
q(f)
�
g
�
q(i)
���1

4

Z q(tf)=q(f)

q(ti)=q(i)

p
g DMP [ q (t)] exp

"
i

~

Z tpp

tp
Leff (q; _q) dt

#
;

(4.43)

ou encore sous forme discrète

K
�
q(f); q(i);T

�
=

�
g
�
q(f)
�
g
�
q(i)
���1

4 lim
n!1

� m

2�~i"

�Nn
2
N�1Q
j=1

�Z
dq(j)

�
NQ
j=1

q
g
�
�q(j)
�

� exp

8<: i~
NX
j=1

hm
2"
gcd

�
�q(j)
�
�qc(j) �q

d
(j)�

�"V
�
�q(j)
�
� "�VW

�
�q(j)
��	

: (4.44)

4.2.4 Prescription de la " forme produit " :

L�adoption de cette dernière prescription est par fois très utile pour la formulation des

intégrales de chemins sur l�espace courbe. Cette prescription est basée sur l�hypothèse que le

tenseur métrique gab soit réel et symétrique et de rang n [29]: De ce fait, nous pouvons le mettre

sous la forme

gab (q̂) = ha (q̂) hb (q̂) ; (4.45)

où ha et hb sont deux matrices n�n réelles, symétriques et satisfont la relation ha hb = �ba:

La racine carrée du déterminant de gab et les symboles de Christo¤el �a sont dé�nis par

p
g = dethab = h ; �a =

h;a
h

; h;a=
@h

@qa
, (4.46)
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donc, le moment P̂a s�écrit sous forme

P̂a =
~
i

�
@

@qa
+
h; a

2h

�
; (4.47)

l�opérateur de Laplace-Beltrami exprimé en hab est donné par

�LB = g�1=2@a
�
g1=2 gab @b

�
�
ha hb

@2

@qa @qb
+

�
@ha

@qa
hb + ha

@hb

@qa
+
h;a
h
ha ha

�
@

@qb

�
: (4.48)

A l�aide de l�opérateur de moment (4:47) ; nous dérivons l�hamiltonien suivant la prescription

de la forme produit comme

H =
1

2m
ha (q̂) p̂a p̂b h

b (q̂) + V (q̂) + �VPF (q̂) ; (4.49)

avec la correction quantique correspondante

�VPF (q̂) =
~2

8m

�
4ha hb ;ab+2h

a hb
h;ab
h

+2ha
�
hb;b

h;a
h
+ hb;a

h;b
h

�
� ha hb h;a h;b

h2

�
: (4.50)

Construction du propagateur :

En suivant le même procédé de calcul utilisé dans le paragraphe précédent, nous parvenons

à la construction des intégrales de chemin suivant la prescription de la " forme produit " comme

suit :

Reconsidérons l�expression du propagateur (4:36)

K
�
q(f); tf ; q(i); ti

�
=



q(f)
�� exp��i

~
(tf � ti) Ĥ

� ��q(i)�
= lim

N!1

Z
N�1Q
k=1

�
g
�
q(k)
�� 1

2 dnq(k)
NQ
j=1



q(j)
�� exp��i

~
"Ĥ

� ��q(j�1)� ;
(4.51)

dans ce cas, Ĥ est l�hamiltonien correspondant à la forme produit (4:49) :
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Développons exp
�
�i
~ "Ĥ

�
en série en ne gardant que les termes d�ordre ". Alors, le propa-

gateur in�nitésimal s�écrit



q(j)
�� exp��i

~
"Ĥ

� ��q(j�1)� '


q(j)
�� �1� i

~
"Ĥ

� ��q(j�1)� =
=



q(j)
�� �1� i

~
"

�
1

2m
ha (q̂) p̂a p̂b h

b (q̂)

+V (q̂) + �VFP (q̂)])
��q(j�1)� (4.52)

Nous utilisons maintenant les propriétés (4:6) et (4:7) pour obtenir le résultat suivant



q(j)
�� �1� i

~
"Ĥ

� ��q(j�1)� =

�
g
�
q(j)
�
g
�
q(j�1)

���1
4

(2�~)n
Z
exp

�
i

~
p
�
q(j) � q(j�1)

��
dnp

� i"

2m



q(j)
��ha (q̂) p̂b p̂b hb (q̂) ��q(j�1)�

� i"
~


q(j)
�� (V (q̂) + �VFP (q̂)) ��q(j�1)� ; (4.53)

où



q(j)
�� (V (q̂) + �VFP (q̂)) ��q(j�1)� =

�
g
�
q(j)
�
g
�
q(j�1)

���1
4

(2�~)n
�
V
�
q(j)
�
+�VFP

�
q(j)
��

Z
exp

�
i

~
p
�
q(j) � q(j�1)

��
dp; (4.54)

et



q(j)
��ha (q̂) p̂a p̂b hb (q̂) ��q(j�1)� = ha

�
q(j)
�
hb
�
q(j�1)

�
�

�
Z
dnp dnq



q(j)
�� p̂a p̂b jpi hpj qi hq ��q(j�1)� (4.55)

= ha
�
q(j)
�
hb
�
q(j�1)

� �g �q(j)� g �q(j�1)���14
(2�~)n

�
Z
exp

�
i

~
p �q(j)

�
pa pb d

np; (4.56)

La substitution des expressions (4:54) et (4:55) dans l�équation (4:43) nous permet de déduire
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que



q(j)
�� exp��i

~
"Ĥ

� ��q(j�1)� '
�
g
�
q(j)
�
g
�
q(j�1)

���1
4

(2�~)n
Z
dnp
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�
i

~
p �q(j) �
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2m~
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�
q(j)
�
hb
�
q(j�1)

�
pa pb

� i"
~
�
V
�
q(j)
�
+�VFP

�
q(j)
���

: (4.57)

En utilisant la formule de Trotter, nous arrivons à la formulation hamiltonienne du propa-

gateur dans la prescription de la " forme produit "

K
�
q(f); q(i);T

�
=

�
g
�
q(f)
�
g
�
q(i)
���1

4 lim
N!1

N�1Q
j=1

�Z
dq(j)

�
NQ
j=1

�Z
dp(j)

(2�~)n
�

� exp

8<: i~
NX
j=1

h
p �q(j) �

"

2m
ha

�
q(j)
�
hb
�
q(j�1)

�
pa;(j) pb;(j)

�"
�
V
�
q(j)
�
+�VFP

�
q(j)
���	

: (4.58)

L�intégration sur les moments p; nous donne la formulation lagrangienne du propagateur

dans cette même prescription " forme produit "

K
�
q(f); q(i);T

�
= lim

n!1

� m

2�~i"

�Nn
2
N�1Q
j=1

Z q
g
�
q(j)
�
dq(j)

� exp
(
i

~

NX
J=1

h "
2m
ha

�
q(j)
�
hb
�
q(j�1)

�
�qa(j) �q

b
(j)

�"
�
V
�
q(j)
�
+�VFP

�
q(j)
���	

: (4.59)

4.3 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons rappelé d�une manière détaillée la dé�nition de l�intégrale de

chemin sur un espace courbe dans deux prescriptions à savoir la prescription dite " l�ordre de

Weyl " et la prescription " forme produit ".
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Chapitre 5

Etude du Mouvement d�une

Particule sous l�action d�un Potentiel

Super intégrable à trois Dimensions

U (r; �; ') Dépendant d�une Fonction

Radiale arbitraire f (r)

5.1 Introduction

La théorie des systèmes super-intégrables représente un des domaines les plus actifs de la

physique mathématique. Elle réunit des idées et des méthodes très variées allant de l�analyse

fonctionnelle classique à la géométrie algébrique. Elle est également riche en applications aux

problèmes concrets d�origine physique et technique. Dans sa version moderne, la théorie des

systèmes super-intégrables réunit les puissantes méthodes analytiques avec les méthodes algé-

briques de la théorie des groupes et l�algèbre de Lie (surtout en dimension in�ni).

Au cours des dernières décennies la liste des systèmes super-intégrables s�est considérable-

ment enrichie par des exemples fournis par la géométrie di¤érentielle : surfaces à courbure

moyenne constante, applications harmoniques dans les espaces symétriques, surfaces Lagran-
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giennes hamiltoniennes stationnaires dans les espaces hermitiens symétriques, etc.

Dans ce qui suit, nous allons donner une courte introduction historique sur les modèles

super-intégrables en commençant par les dé�nir.

Les systèmes super-intégrables sont les systèmes dont les solutions exactes s�expriment sous

formes de quadratures, c�est-à-dire par un nombre �ni de calculs d�intégrales et d�autres opé-

rations algébrique. Au �delà de la possibilité d�obtenir la solution exacte du système lui-même,

ces systèmes se prêtent beaucoup mieux à l�analyse qualitative et à la généralisation aux pro-

blèmes où les solutions ne peuvent être trouvées que par des méthodes numériques approchées

ou même à des systèmes possédant une solution exacte mais qui ne s�exprime pas en quadra-

tures. C�est pour ces raisons que les systèmes super- intégrables jouent un rôle particulier en

physique mathématique classique. Généralement, dans un espace à n dimensions, on réunit tous

les exemples de modèles super-intégrables dans le cadre général d�un système hamiltonien pos-

sédant le nombre maximal d�intégrales du mouvement. Si ce nombre est égal à (2n-2) (l�énergie

comprise) ce système est dit super-intégrable « minimally » . Cependant si ce nombre est égal

à (2n-1), le système est dit super-intégrable «maximally » . Sur cette base, une classi�cation

des systèmes super-intégrables classiques sur un espace Euclidien tridimensionnel avec tous les

systèmes de coordonnées permettant la séparation des variables a été établie par Evans [30].

L�objectif de ce chapitre est d�étudier un de ces systèmes dont le potentiel est dé�ni par

Ue = f (r) +
B1
x2
+
B2
y2
+
B3
z2
; (5.1)

Ce potentiel sera traité dans les coordonnées polaires à 3D dans deux espaces Riemanniens

à courbure constante à savoir l�espace sphérique S3 et l�espace hyperbolique H3 [31]. De ce fait,

Ue =)

8>><>>:
Us = f(r) +

1

sin2 r

�
B1
cos2 �

+
B2

sin2 � cos2 '
+

B3

sin2 � sin2 '

�
; sur S3 (5:1:a)

Uh = f(r) +
1

sinh2 r

�
B1
cos2 �

+
B2

sin2 � cos2 '
+

B3

sin2 � sin2 '

�
, sur H3 (5:1:b)

avec � et ' 2] 0; �2 [ :

Le propagateur sera construit en adoptant la prescription dite « l�ordre de Weyl » dans S3

et H3 (paragraphes 5.2 et 5.3 ). Le calcul explicite sera e¤ectué dans deux cas particuliers :

� Le potentiel de Smorodinsky-Winternitz (SW)
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pour

f(r) =

8>>><>>>:
�0 tan

2 r; sur SN ; r 2] 0; �2 [

�0r
2; sur EN ; r > 0:

�0 tanh
2 r, sur HN ; r > 0:

(5.2)

� Le potentiel de Kepler-Coulomb généralisé (GKC)

pour

f(r) =

8>>><>>>:
�k̂= tan r; sur SN ; r 2] 0; � [

�k̂=r; sur EN ; r > 0:

�k̂= tanh r, sur HN ; r > 0:

(5.3)

Le spectre ainsi que les fonctions d�onde normalisées sont déduits.
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5.2 Calcul du propagateur dans l�espace sphérique à 3 dimen-

sions

En suivant la prescription de l�ordre de Weyl, le propagateur (4:46) relatif à une particule

soumise au potentiel

Us = f (r) +
1

sin2 r

�
B1
cos2 �

+
B2

sin2 � cos2 '
+

B3

sin2 � sin2 '

�
; (5.4)

dont la métrique

gab = diag
�
1; sin2 r; sin2 r sin2 �

�
; (5.5)

avec

g =
p
det gab = sin

2 r sin �; (5.6)

et un élément de ligne

ds2 = dr2 + sin2 r d�2 + sin2 r sin2 � d'2; (5.7)

est donné comme suit :

Ks (rN ; r0; �N ; �0;'N ; '0;T ) =
h
(sin rN sin r0)

2 (sin �N sin �0)
i�1

2
lim

N�!1

�
M

2�~i"

� 3N
2

Z N�1Y
j=1

drj d�j

N

d'j
Y
j=1

�
sin2 �rj sin ��j

�

exp

8<: i~
NX
j=1

A (j; j � 1)

9=; ; (5.8)
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avec l�action élémentaire

A (j; j � 1) =

�
M

2"

�
�r2j + sin

2 �rj ��
2
j + sin

2 �rj sin
2 ��j �'

2
j

�
�

� ~
2"

2M

"
f (�rj) +

1

sin2 �rj

 
B1

cos2 ��j
+

B2

sin2 ��j cos2 �'j
+

B3

sin2 ��j sin
2 �'j

!
+�~VW

�
�rj ; ��j

�io
; (5.9)

où

�VW =
~2

2M
�~VW ; �~VW = �

�
1 +

1

4 sin2 �r
+

1

4 sin2 �r sin2 ��

�
: (5.10)

Notre objectif est la séparation des variables pour arriver à une forme intégrable du propaga-

teur. A cette �n, nous utilisons la moyenne géométrique à la place de la moyenne arithmétique

pour l�intégrale fonctionnelle dépendante de la variable ', c�est-à-dire, nous remplaçons sin2 �'j

par sin'j sin'j�1 et cos
2 �'j par cos'j cos'j�1. Par conséquent, l�action élémentaire devient :

A (j; j � 1) =

�
M

2"

�
�r2j + sin

2 �rj ��
2
j + sin

2 �rj sin
2 ��j �'

2
j

�
�

� ~
2"

2M

"
1

sin2 �rj

 
B1

cos2 ��j
+

B2

sin2 ��j cos'j cos'j�1
+

B3

sin2 ��j sin'j sin'j�1

!
+ f (�rj) + �~VW

io
; (5.11)

de plus, nous utilisons le développement de la fonction cosinus :

�'2j = 2

 
1� cos�'j +

1

4 j�
�'4j

!
; (5.12)

alors, l�expression (5:11) admet l�écriture suivante

A (j; j � 1) =

�
M

2"

�
�r2j + sin

2 �rj ��
2
j + 2 sin

2 �rj sin
2 ��j � 2 sin2 �rj sin2 ��j cos�'j

+
1

12
sin2 �rj sin

2 ��j �'
4
j

�
� ~2"
2M

�
f (�rj) + �~VW ++

1

sin2 �rj
�

�
 

B1
cos2 ��j

+
B2

sin2 ��j cos'j cos'j�1
+

B3

sin2 ��j sin'j sin'j�1

!#)
: (5.13)

Maintenant, nous allons séparer la variable ' des variables r et � . Pour celà, nous remplaçons
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�'4j par son correspondant quantique, en utilisant la formule suivante :

qZ
�q

exp
�
��y2 + �y4 + �0y4 +O

�
y6
��
dy =

qZ
�q

exp

�
��y2 + �y4 + 3

4
�0��2 +O

�
��3

��
dy;

(5.14)

d�où
M

24"
sin2

�
rj sin

2
�
�j�'

4
j �! � ~2"

8M sin2 �rj sin
2 ��j

.

Ensuite, à l�aide de la relation

cos�'j = cos'j cos'j�1 + sin'j sin'j�1, (5.15)

l�action prend la forme suivante

A (j; j � 1) =

�
M

2"

�
�r2j + sin

2 �rj ��
2
j + 2 sin

2 �rj sin
2 ��j

� 2 sin2 �rj sin2 ��j cos'j cos'j�1 � 2 sin2 �rj sin2 ��j sin'j sin'j�1

� ~2"
2M

�
f (�rj) + �~VW +

1

4 sin2 �r sin2 ��j
+

1

sin2 �rj
�

�
 

B1
cos2 ��j

+
B2

sin2 ��j cos'j cos'j�1
+

B3

sin2 ��j sin'j sin'j�1

!#)
:(5.16)

Pour alléger les calculs, nous posons

zj =
M

i~"
sin2 �rj sin

2 ��j cos'j cos'j�1;

yj =
M

i~"
sin2 �rj sin

2 ��j sin'j sin'j�1;

et

B2 =

�
2 � 1

4

�
=)  = �

r
B2 +

1

4
;

B3 =

�
�2 � 1

4

�
=) � = �

r
B3 +

1

4
;
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alors l�exponentielle de l�action élémentaire (5:16) s�écrit

exp

�
i

~
A (j; j � 1)

�
= exp

�
i M

~2"
�
�r2j + sin

2 �rj ��
2
j + 2 sin

2 �rj sin
2 ��j
�
� i~"
2M

[f (�rj)

+�~VW +
1

4 sin2 �r sin2 ��j
+

1

sin2 �rj

�
B1

cos2 ��j

���

exp

8>><>>:zj �
�
2 � 1

4

�
2zj

9>>=>>; exp
8>><>>:yj �

�
�2 � 1

4

�
2yj

9>>=>>; : (5.17)

A ce niveau, nous remarquons que l�expression ci-dessus peut être exprimée en fonction des

fonctions de Bessel modi�ées grâce à la formule asymptotique (3:17) : Alors, l�équation (5:17)

se ramène à la forme suivante :

exp

�
i

~
A (j; j � 1)

�
= exp

�
i M

~2"
�
�r2j + sin

2 �rj ��
2
j + 2 sin

2 �rj sin
2 ��j
�
� i~"
2M

[f (�rj)

+ �~VW +
1

4 sin2 �r sin2 ��j
+

B1

sin2 �rj cos2 ��j

��
n
2� (zj yj)

1=2 I (zj) I� (yj)
o
: (5.18)

En remplaçant �~VW par son expression (5:10), nous obtenons la forme suivante

exp

�
i

~
A (j; j � 1)

�
= exp

�
i

~

�
M

2"
�r2j �

~2"
2M

�
f (�rj)�

1

4 sin2 �rj
� 1
���

exp

�
i

~

�
M

2"

�
sin2 �rj ��

2
j + 2 sin

2 �rj sin
2 ��j
�
� ~2"
2M

B1

sin2 �rj cos2 ��j

��
n
2� (zj yj)

1=2 I (zj) I� (yj)
o
: (5.19)

Pour plus de simplicité, nous posons :

B (�rj) = exp

�
i

~

�
M

2"
�r2j �

~2"
2M

�
f (�rj)�

1

4 sin2 �rj
� 1
���

; (5.20)

et

C
�
�rj ; ��j

�
= exp

�
i

~

�
M

2"

�
sin2 �rj ��

2
j + 2 sin

2 �rj sin
2 ��j
�
� ~2"
2M

B1

sin2 �rj cos2 ��j

��
: (5.21)
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Maintenant, nous utilisons la relation qui lie les fonctions de Bessel modi�ées I� (x) aux fonctions

de Bessel J� (x) :

I� (x) = e
�(��i)=2 J�

�
e(i�)=2 x

�
; pour

h
�� < arg x 6 �

2

i
; (5.22)

il en résulte que l�équation (5:19) se met sous la forme suivante

exp

�
i

~
A (j; j � 1)

�
=

h�
B (�rj)C

�
�rj ; ��j

�
2� e��i(�+)=2

�i�M
i~"

sin2 �rj sin
2 ��j

�
�
cos'j cos'j�1

�1=2 �
sin'j sin'j�1

�1=2
J

 
Me�i=2

i~"
sin2 �rj sin

2 ��j cos'j cos'j�1

!

J�

 
Me�i=2

i~"
sin2 �rj sin

2 ��j sin'j sin'j�1

!
: (5.23)

Après avoir posé xj =
Me�i=2

i~"
sin2 �rj sin

2 ��j , il se trouve, que l�exponentielle de l�action totale

prend la forme suivante

NY
j=1

exp

�
i

~
A

�
=

NY
j=1

h�
B (�rj)C

�
�rj ; ��j

�
4� e��i(�++1)=2

�i
NY
j=1

h�
sin'j sin'j�1

� 1
2
�
cos'j cos'j�1

� 1
2

i
nx1
2

J (x1 cos'1 cos'0) J� (x1 sin'1 sin'0) ::::

:::
xN
2

J
�
xN cos'N cos'N�1

�
J�
�
xN sin'N sin'N�1

�o
: (5.24)

A ce niveau, nous remarquons que les variables 'j , rj et �j ne sont pas encore séparées. Dans

ce sens, nous utilisons la formule suivante :

z

2
J� (z sin� sin�) J� (z cos� cos�) = (z sin� sin�)� (z cos� cos�)�

1X
l=0

(�1)l

(�+ � + 2l + 1)
� (�+ � + l + 1) � (� + l + 1)

l j��
2 (� + 1)� (�+ l + 1)

J�+�+2l+1 (z) 2F1
�
�l; �+ � + l + 1; � + 1; sin2 �

�
2F1

�
�l; �+ � + l + 1; � + 1; sin2 �

�
, (5.25)
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et à l�aide de la relation qui lie les fonctions hypergéométriques 2F1 (�; �; ;x) aux fonctions de

Jacobi P (�;�) (x)

P (�;�)n (x) =
� (�+ n+ 1)�
n j�

�
� (�+ 1)

2F1

�
�n; �+ � + n+ 1; �+ 1; 1� x

2

�
; (5.26)

Il en résulte, que l�équation (5:24) admet l�écriture suivante

NY
j=1

exp

�
i

~
A

�
=

NY
j=1

h�
B (�rj)C

�
�rj ; ��j

�
4� e��i(�++1)=2

�i
h
(sin'0 sin'N )

�+ 1
2
�
cos'j cos'j�1

�+ 1
2

i
N�1Y
j=1

h�
sin2 'j

� 1
2
+� �

cos2 'j
� 1
2
+
i 1X
l1;::::;lN=0

8<:
NY
j=1

(�1)lj

( + �+ 2lj + 1)

�
lj
j
�

�
� ( + �+ lj + 1)

� ( + lj + 1)� (�+ lj + 1)

J+�+2lj+1 (xj) P
(�;)
lj

�
cos 2'j

�
P
(�;)
lj

�
cos 2'j�1

�o
: (5.27)

L�intégration sur 'j peut être e¤ectuée maintenant par un simple calcul en utilisant la

relation d�orthogonalité des polynômes de Jacobi

Z N�1Y
j=1

d'j

NY
j=1

exp

�
i

~
A

�
=

NY
j=1

h�
B (�rj)C

�
�rj ; ��j

�
4� e��i(�++1)=2

�i
h
(sin'0 sin'N )

1
2
+� (cos'0 cos'N )

1
2
+
i

1X
l=0

(�1)Nl 2N�1
NY
j=1

(J+�+2l+1 (xj))

( + �+ 2l + 1)

�
l j�

�
� ( + �+ l + 1)

� ( + l + 1)� (�+ l + 1)

P
(�;)
l (cos 2'0)P

(�;)
l (cos 2'N ) : (5.28)
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A ce niveau nous allons nous occuper de l�intégration par rapport aux variables �j :

Z N�1Y
j=1

d�j

N

d'j
Y
j=1

�
sin2 �rj sin ��j

�
exp

(
i

~
NP
j=1
A (j; j � 1)

)

=
NY
j=1

h�
B (�rj) 4� e

��i(�++1)=2
�i 1P

l=0

(�1)Nl 2N�1 ( + �+ 2l + 1)

�
l j�

�
� ( + �+ l + 1)

� ( + l + 1)� (�+ l + 1)h
(sin'0 sin'N )

1
2
+� (cos'0 cos'N )

1
2
+
i
P
(�;)
l (cos 2'0)P

(�;)
l (cos 2'N ) M

�
�rj ; ��j

�
;

(5.29)

où

M
�
�rj ; ��j

�
=

Z N�1Y
j=1

d�j

NY
j=1

sin2 �rj sin ��jC
�
�rj ; ��j

�
J+�+2l+1 (xj) ; (5.30)

nous substituons C
�
�rj ; ��j

�
et xj par leurs expressions, nous aurons :

M
�
�rj ; ��j

�
=

Z N�1Y
j=1

d�j

NY
j=1

sin2 �rj sin ��jJ+�+2l+1

 
Me�i=2

i~"
sin2 �rj sin

2 ��j

!

exp

�
i

~

�
M

2"

�
sin2 �rj ��

2
j + 2 sin

2 �rj sin
2 ��j
�
� ~2"
2M

B1

sin2 �rj cos2 ��j

��
:

(5.31)

Dans le but de découpler les variables rj et �j ; nous adoptons un raisonnement analogue à

celui utilisé pour la variable ' . De ce fait, nous remplaçons sin2 ��j par sin �j sin �j�1, cos2 �j

par cos �j cos �j�1 , ��2j par 2

 
1� cos��j +

1

4 j�
��4j

!
, cos��j par l�équation (3:14), et ��4j

par son correspondant quantique. Cela permet d�écrire M
�
�rj ; ��j

�
sous la forme suivante :

M
�
�rj ; ��j

�
=

NY
j=1

2 (2�)
1
2 e�i�(k+1)=2

�
i~"
M
sin2

�
rj

� 1
2

exp

�
i

~

�
M

"
sin2 �rj �

~2"
8M sin2 �rj

��
Z N�1Y

j=1

d�j

NY
j=1

(sin �j sin �j�1)
1=2 (cos �j cos �j�1)

1=2

�
Gj
2
J� (Gj sin �j sin �j�1) Jk (Gj cos �j cos �j�1)

�
; (5.32)
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où  + �+ 2l + 1 = � , k = �
r
B1 +

1

4
, et Gj =

Mei�=2

i~"
sinh2

�
rj :

Finalement, l�intégration sur les variables �j se calcule de la même manière que l�intégration

sur les variables 'j , et nous obtenons :

M
�
�rj ; ��j

�
= (cos �0 cos �N )

1
2
+k (sin �0 sin �N )

1
2
+�

8<:
NY
j=1

2 (2�)
1
2 e�i�(k+1)=2

�
i~"
M
sin2 �rj

� 1
2

exp

�
i

~

�
M

"
sin2 �rj �

~2"
8M sin2 �rj

��)
1X
n=0

(�1)nN (k + � + 2n+ 1)

�
n j�

�
� (k + � + n+ 1)

� (k + n+ 1)� (� + n+ 1)

P (�;k)n (cos 2�0)P
(�;k)
n (cos 2�N )

NY
J=1

Jk+�+2n+1

 
Me�i=2

i~"
sin2 �rj

!
:

(5.33)

L�insertion de l�expression ci-dessus dans (5:29) nous conduit à :

Z N�1Y
j=1

d�j

N

d'j
Y
j=1

�
sin2 �rj sin ��j

�
exp

(
i

~
NP
j=1
A (j; j � 1)

)

= (2�)3N=2 (2)N+1 (sin'0 sin'N )
1
2
+� (cos'0 cos'N )

1
2
+ (cos �0 cos �N )

1
2
+k

1P
l=0

1P
n=0

(�1)N(l+n)

(k + � + 2n+ 1) ( + �+ 2l + 1)

�
l j�n

j
�

�
� ( + �+ l + 1)� (k + � + n+ 1)

� ( + l + 1)� (�+ l + 1)� (k + n+ 1)� (� + n+ 1)

(sin �0 sin �N )
1
2
+� P

(�;)
l (cos 2'0)P

(�;)
l (cos 2'N )P

(�;k)
n (cos 2�0)P

(�;k)
n (cos 2�N )

NY
j=1

e��i(�+++k+1)=2
�
i~"
M
sin2 �rj

� 1
2

Jk+�+2n+1

 
Me�i=2

i~"
sin2 �rj

!
�

� exp
�
i

~

�
M

2"
�r2j +

M

"
sin2 �rj �

~2"
2M

(f (�rj)� 1)
��
: (5.34)

D�après la relation suivante (3:56) :

J�

�
ei�=2x

�
=
�
2�ei��x

�1=2
exp

�
x� �

2 � 1=4
2 x

�
;

et
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e�il = (�1)l ; l entier;

l�expression �nale du propagateur (5:8) devient :

Ks (rN ; r0; �N ; �0;'N ; '0;T ) = (sin r0 sin rN )
�1 (sin'0 sin'N )

1
2
+� (cos'0 cos'N )

1
2
+

(cos �0 cos �N )
1
2
+k

1P
l=0

1P
n=0

(k + � + 2n+ 1) ( + �+ 2l + 1)

l j�n
j
�� ( + �+ l + 1)� (k + � + n+ 1)

� ( + l + 1)� (�+ l + 1)� (k + n+ 1)� (� + n+ 1)

(sin �0 sin �N )
� P

(�;)
l (cos 2'0)P

(�;)
l (cos 2'N )

P (�;k)n (cos 2�0)P
(�;k)
n (cos 2�N ) Ys (r̂; T ) : (5.35)

où Ys (r̂; T ) est la partie du propagateur dépendante de la variable radiale r (r̂ � (rN ,r0)) dont

l�expression est

Ys (r̂; T ) = lim
N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj

NY
j=1

exp

�
i

~

�
M

2"
�r2j�

~2"
2M

(f (�rj)� 1)
�
� i~"
2M

(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4
sin2 �rj

)
: (5.36)

Après avoir construit le propagateur associé au potentiel (5:4) , nous passons au calcul

explicite de l�intégrale de chemin pour les cas particuliers de la fonction radiale f (r) citée dans

le premier paragraphe.

5.2.1 Calcul du propagateur pour le potentiel de Smorodinsky-Winternitz

(SW) sur S3 :

Dans ce cas, la fonction radiale est de la forme

f (r) = �0 tan
2 r: (5.37)
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Le propagateur Ys (r̂; T ) s�écrit :

YSW
s (r̂; T ) = lim

N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

~2"
2M

�
�0 tan

2 �rj � 1
��
� i~"
2M

(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4
sin2 �rj

)
: (5.38)

Pour ramener ce propagateur à une forme familière, nous utilisons la relation suivante :

tan2 x =
1

cos2 x
� 1; (5.39)

le propagateur YSW
s (r̂; T ) admet la forme

YSW
s (r̂; T ) = exp

�
i~
2M

(�0 + 1)T

�
lim

N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

� ~
2"

2M

 
(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4

sin2 �rj
+

�0
cos2 �rj

!#)
: (5.40)

Il est clair que le noyau radial s�identi�e à celui relatif au potentiel de Pöschl-Teller (voir

section 3.2.2) dont la solution est bien connue

YSW
s (r̂; T ) = exp

�
i~
2M

(�0 + 1)T

�
KPT (r̂;T )

=
1P
m=0

exp

�
�i
~
~2

2M

�
(2m+ �+ �)2 � �0 � 1

�
T

�
(�+ � + 2m)

2
�
m j
�

�
� (� + �+m)

�
�
�+m+ 1

2

�
�
�
� +m+ 1

2

� (sin r0 sin rN )� (cos r0 cos rN )�
P
(�� 1

2
;�� 1

2)
m (cos 2r0)P

(�� 1
2
;�� 1

2)
m (cos 2rN ) ; (5.41)

où � = k + � + 2n+ 3
2 et � =

1
2 �

q
�0 +

1
4 :

Finalement, la substitution de ce résultat dans l�expression du propagateur relatif au pro-
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blème traité (5:35) conduit à l�expression �nale suivante :

Ksw
s

�
r̂; �̂; '̂;T

�
=

1P
l=0

1P
n=0

1P
m=0

exp

�
�i
~
~2

2M

�
(2m+ �+ �)2 � �0 � 1

�
T

�
(sin r0 sin rN )

�1 (sin r0 sin rN )
� (cos r0 cos rN )

� (sin �0 sin �N )
�

(sin'0 sin'N )
1
2
+� (cos'0 cos'N )

1
2
+ (cos �0 cos �N )

1
2
+k

(k + � + 2n+ 1) ( + �+ 2l + 1) (�+ � + 2m)

2
�
m j
�

��
l j�

��
n j�

�
� (� + �+m)

�
�
�+m+ 1

2

�
�
�
� +m+ 1

2

�
� ( + �+ l + 1)� (k + � + n+ 1)

� (�+ l + 1)� (k + n+ 1)� (� + n+ 1)

P
(�;)
l (cos 2'0)P

(�;)
l (cos 2'N )P

(�;k)
n (cos 2�0)

P (�;k)n (cos 2�N )P
(�� 1

2
;�� 1

2)
m (cos 2r0)P

(�� 1
2
;�� 1

2)
m (cos 2rN ) :

(5.42)

5.2.2 Spectre d�énergie et fonctions d�onde des états liés

Les énergies est les fonctions d�onde peuvent être déduites à partir du développement du

propagateur sur les états propres de l�hamiltonien

Ksw
s

�
r̂; �̂; '̂;T

�
=

1P
l=0

1P
n=0

1P
m=0

e�
i
~En;l;mT ��l;n;m (rN ; �N ; 'N ) �l;n;m (r0; �0; '0) ; (5.43)

où

�l;n;m (r; �; ') = (sin r)
�1 Sl;n (�; ')	

PT
n (r) : (5.44)

Par conséquent, le spectre d�énergies et les fonctions d�onde sont donnés par

	PTm (r) =

"
2 (�+ � + 2m)

m j
� � (� + �+m)

�
�
�+m+ 1

2

�
�
�
� +m+ 1

2

�#1=2
(sin r)� (cos r)� P

(�� 1
2
;�� 1

2)
m (cos 2r) ; (5.45)
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Sl;n (�; ') = [(k + � + 2n+ 1) ( + �+ 2l + 1)

l j�n
j
�� ( + �+ l + 1)� (k + � + n+ 1)

� ( + l + 1)� (�+ l + 1)� (k + n+ 1)� (� + n+ 1)

#1=2
(sin')

1
2
+� (cos')

1
2
+ (cos �)

1
2
+k (sin �)�

P
(�;)
l (cos 2')P (�;k)n (cos 2�) : (5.46)

et

En;l;m =
~2

2M

�
(2m+ �+ �)2 � �0 � 1

�
: (5.47)

5.2.3 Calcul du propagateur pour le potentiel de Kepler-Coulomb généralisé

(GKC) sur S3

Considérons maintenant le cas du potentiel généralisé de Kepler-Coulomb (GKC). Ce po-

tentiel est dé�ni dans l�espace sphérique par

f (r) = �k̂= tan r . (5.48)

En insérant cette fonction dans l�expression de la partie radiale du propagateur Ys (r̂; T ) ,

nous obtenons

YGKC
s (r̂; T ) = exp

�
i~
T

2M

�
lim

N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

� ~
2"

2M

 
�k̂ cot �rj +

(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4
sin2 �rj

!#)
: (5.49)

Il est évident que ce noyau est bien celui du potentiel de Rosen-Morse trigonométrique (voir

Appendice B.1). Sa solution se trouve dans plusieurs articles [32]. Par conséquent, l�expression

(5:49) se met sous la forme suivante

YGKC
s (r̂; T ) = exp

�
~
i

T

2M

�
KRMt (r̂;T )

= exp

�
~
i

T

2M

� 1X
m=0

e�
i
~EmT	�RMt

m (r0) 	
RMt
m (rN ) (5.50)

Sachant que le potentiel (GKC) est formé par le potentiel propre de Kepler-Coulomb avec
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un paramètre k̂ et deux autres termes constituant deux barrières centrifuges ; alors, nous posons

(B3 = 0) dans l�expression du propagateur relatif au problème étudié. De ce fait, nous obtenons

le résultat suivant

KGKC
s

�
r̂; �̂; '̂;T

�
=

1P
l=0

1P
n=0

1P
m=0

exp

�
�i
~

�
Em �

~2

2M

�
T

�
(sin r0 sin rN )

�1 (sin'0 sin'N )
1
2
+� (cos'0 cos'N )

1
2
+ (cos �0 cos �N )

1
2
+k

(sin �0 sin �N )
� (k + � + 2n+ 1) ( + �+ 2l + 1)

l j�n
j
� � ( + �+ l + 1)� (k + � + n+ 1)

� (�+ l + 1)� ( + l + 1)� (k + n+ 1)� (� + n+ 1)

P
(�;)
l (cos 2'0) P

(�;)
l (cos 2'N ) P

(�;k)
n (cos 2�0) P

(�;k)
n (cos 2�N )

	�RMt
m (r0) 	

RMt
m (rN ) (5.51)

5.2.4 Spectre d�énergie et fonctions d�onde des états liés

Il est facile de remarquer que le propagateur ci-dessus peut admettre l�écriture suivante

KGKC
s

�
r̂; �̂; '̂;T

�
=

1P
l=0

1P
n=0

1P
m=0

e�
i
~En;l;mT ��l;n;m (rN ; �N ; 'N ) �l;n;m (r0; �0; '0) ; (5.52)

où

�l;n;m (r; �; ') = (sin r)
�1 Sl;n (�; ')	

RMt
n (r) : (5.53)

Il vient que les fonctions d�onde et l�énergie sont donnés par

	RMt
m (r) = e�r

�m
2
�
1 + cot2 r

��m
2 C

(�m;�m)
m (cot r) ; (5.54)

Sl;n (�; ') est donnée par l�équation (5:46) :

et

En;l;m = Em �
~2

2M

= � ~2

2M

"�
m+ k + � + 2n+

3

2

�2
+

k̂2

4
�
m+ k + � + 2n+ 3

2

�2 + 1
#
; (5.55)
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avec �m = �
�
m+ k + � + 2n+ 3

2

�
et �m =

k̂

(m+k+�+2n+ 3
2)
.
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5.3 Calcul du propagateur dans l�espace hyperbolique à 3 di-

mensions

Considérons maintenant le traitement du problème dans l�espace hyperbolique à 3 dimen-

sions. La particule est soumise à un potentiel dé�ni par

Uh = f (r) +
1

sinh2 r

�
B1
cos2 �

+
B2

sin2 � cos2 '
+

B3

sin2 � sin2 '

�
; (5.56)

dont la métrique est

gab = diag
�
1; sinh2 r; sinh2 r sin2 �

�
; (5.57)

avec

g =
p
det gab = sinh

2 r sin �; (5.58)

et un élément de ligne

ds2 = dr2 + sinh2 rd�2 + sinh2 r sin2 �d'2: (5.59)

Le propagateur s�écrit en adoptant la même prescription « l�ordre de Weyl » comme suit :

Kh (rN ; r0; �N ; �0;'N ; '0;T ) =
h
(sinh rN sinh r0)

2 (sin �N sin �0)
i�1

2
lim

N�!1

�
M

2�~i"

� 3N
2

Z N�1Y
j=1

drj d�j

N

d'j
Y
j=1

�
sinh2 �rj sin ��j

�

exp

8<: i~
NX
j=1

A (j; j � 1)

9=; ; (5.60)
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avec l�action élémentaire

A (j; j � 1) =

�
M

2"

�
�r2j + sinh

2 �rj��
2
j + sinh

2 �rj sin
2 ��j�'

2
j

�
�

� ~2"
2M

"
f (�rj) +

1

sinh2 �rj

 
B1

cos2 ��j
+

B2

sin2 ��j cos2 �'j
+

B3

sin2 ��j sin
2 �'j

!
+�~VW

�
�rj ; ��j

�io
; (5.61)

où

�VW =
~2

2M
�~VW et �~VW =

�
1� 1

4 sinh2 �r
� 1

4 sinh2 �r sin2 ��

�
: (5.62)

D�après l�expression du propagateur (5:60) , nous pouvons directement remarquer que l�in-

tégrale de chemin dans l�espace hyperbolique H3 pour le potentiel (5:1:b) admet une expression

identique à celle associée au potentiel (5:1:a) dans l�espace sphérique S3: Il su¢ t de remplacer la

fonction trigonométrique par la fonction hyperbolique dans la partie dépendante de la variable

radiale r.

Kh (rN ; r0; �N ; �0;'N ; '0;T ) = (sinh r0 sinh rN )
�1 (sin'0 sin'N )

1
2
+� (cos'0 cos'N )

1
2
+

(cos �0 cos �N )
1
2
+k

1P
l=0

1P
n=0

(k + � + 2n+ 1) ( + �+ 2l + 1)

l j�n
j
�� ( + �+ l + 1)� (k + � + n+ 1)

� ( + l + 1)� (�+ l + 1)� (k + n+ 1)� (� + n+ 1)

(sin �0 sin �N )
� P

(�;)
l (cos 2'0)P

(�;)
l (cos 2'N )

P (�;k)n (cos 2�0)P
(�;k)
n (cos 2�N ) Yh (r̂; T ) ; (5.63)

où Yh (r̂; T ) est dé�nie, dans ce cas, par :

Yh (r̂; T ) = lim
N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj

NY
j=1

exp

�
i

~

�
M

2"
�r2j�

~2"
2M

(f (�rj) + 1)

�
� i~"
2M

(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4
sinh2 �rj

)
: (5.64)
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A ce niveau, nous allons calculer l�intégrale de chemin pour deux cas particuliers de la

fonction radiale f (r) correspondant à deux potentiels à savoir le potentiel de Smorodinsky-

Winternitz (SW) et le potentiel généralisé de Kepler-Coulomb (GKC):

5.3.1 Calcul du propagateur pour le potentiel de Smorodinsky-Winternitz

(SW) sur H3

D�après la métrique de l�espace hyperbolique, le potentiel de Smorodinsky-Winternitz (SW)

a la forme suivante

f (r) = �0 tanh
2 r . (5.65)

Le propagateur (5:64) associé au potentiel ci-dessus s�écrit

YSW
h (r̂; T ) = lim

N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

~2"
2M

�
�0 tanh

2 �rj � 1
��
� i~"
2M

(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4
sinh2 �rj

)
: (5.66)

A�n d�avoir une écriture plus adéquate du noyau YSW
h (r̂; T ), nous utilisons la relation suivante

tanh2 r = 1� 1

cosh2 r
; (5.67)

qui nous permet d�aboutir à la forme suivante

YSW
h (r̂; T ) = exp

�
~
i

(�0 + 1)

2M
T

�
lim

N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

� ~
2"

2M

 
(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4

sinh2 �rj
� �0
cosh2 �rj

!#)
: (5.68)

Nous remarquons que le propagateur (5:68) correspond au potentiel de Pöschl-Teller modi�é.

Par conséquent, d�après [13] (voir Appendice B:2) la partie radiale YSW
h (r̂; T ) du problème
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sous considération est donnée par

YSW
h (r̂; T ) = exp

�
~
i

(�0 + 1)

2M
T

�
KPTm (r̂;T )

= exp

�
~
i

(�0 + 1)

2M
T

�(GmaxX
m=0

e
�i
~ EmT	�m (r0)	m (rN )+

+

Z 1

0
dh e

�i
~

h2

2M
T	�h (r0)	h (rN )

�
; (5.69)

Finalement, en faisant appel aux solutions relatives au potentiel de Pöschl-Teller modi�é,

nous obtenons une expression compacte du propagateur associé au système traité contenant les

états liés et les états continus

Ksw
h

�
r̂; �̂; '̂;T

�
=

1X
l=0

1X
n=0

(
GmaxX
m=0

e
�i
~ En;l;mT��n;m;l (rN ; �N ; 'N ) �n;m;l (r0; �0; '0)

+

Z 1

0
dhe

�i
~ EhT��n;h;l (rN ; �N ; 'N ) �n;h;l (r0; �0; '0)

�
: (5.70)

5.3.2 Spectre d�énergie et fonctions d�onde

Les fonctions d�onde ainsi que le spectre d�énergie admettent, d�après l�équation (5:70) ; les

expressions suivantes :

- Pour les états discrets :

Les fonctions d�onde s�écrivent comme

�n;m;l (r; �; ') = (sinh r)
�1	m (r)Sl;n (�; ') ; (5.71)

où

Sl;n (�; ') =

"
l j�n

j
�� ( + �+ l + 1)� (k + � + n+ 1)

� ( + l + 1)� (�+ l + 1)� (k + n+ 1)� (� + n+ 1)

(k + � + 2n+ 1) ( + �+ 2l + 1)]
1
2 (sin')

1
2
+� (cos')

1
2
+

� (cos �)
1
2
+k (sin �)� P

(�;)
l (cos 2')P (�;k)n (cos 2�) ; (5.72)

et
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	m (r) =

 
2 m j

� (2�� 1) � (2��m� 1)
� (2� +m) � (2�� 2� �m)

!1=2
(sinh r)2��1=2 (cosh r)2m�2�+3=2

P [2��1;2(����m)�1]
�
1� sinh2 r
cosh2 r

�
; (5.73)

avec Gmaxh�� � � 1=2 , � = 1
2

h
1� (�0 + 1=4)1=2

i
et � = 1

2 [1� (k + � + 2n+ 1)] :

Le spectre d�énergie discret est donné par

En;l;m = Em + (�0 + 1)

=
~2

2M

h
(�0 + 1)� [2 (�� � �m)� 1]2

i
: (5.74)

- Pour les états continus :

Les fonctions d�onde admettent l�expression suivante

�n;h;l (r; �; ') = (sinh r)
�1	h (r)Sl;n (�; ') ; (5.75)

où

	h (r) = Nh (cosh r)
2��1=2 (sinh r)2��1=2

2F1

�
�+ � � h�; �+ � + h�� 1; 2�;� sinh2 r

�
; (5.76)

avec

Nh =
1

�� (2�)

�
h sinh�h

2

�1=2 h
�
�
�+ � � h�

�
�
�
��+ � + h�

�
�
�
�+ � + h�� 1

�
�
�
��+ � � h�+ 1

�i1=2
Sl;n (�; ') est la même que l�équation (5:72) :

Le spectre d�énergie des états continus est donné par

Eh =
~2

2m

�
h2 + �0 + 1

�
: (5.77)
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avec h�= 1
2 (1 + ih) et h est un réel positif:

5.3.3 Calcul du propagateur pour le potentiel de Kepler-Coulomb généralisé

(GKC) sur H3

Considérons à nouveau le potentiel généralisé de Kepler-Coulomb (GKC). Dans l�espace

hyperbolique à 3D ce potentiel a pour expression

f (r) = �k̂= tanh r (5.78)

En substituant f (r) dans l�équation (5:64) ; la partie radiale du propagateur en question

prend la forme suivante :

YGKC
h (r̂; T ) = exp

�
~
i

T

2M

�
lim

N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

� ~
2"

2M

 
�k̂ coth �rj +

(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4
sinh2 �rj

!#)
: (5.79)

La forme de YGKC
h (r̂; T ) est reconnue comme le potentiel de Manning-Rosen. Sa solution

a été discutée dans [33] et s�écrit comme (voir Appendice B:3)

YGKC
h (r̂; T ) = exp

�
~
i

T

2M

�
KMR (r̂;T )

= exp

�
~
i

T

2M

�DmaxX
m=0

e�
i
~EmT	�MR

m (r0) 	
MR
m (rN ) (5.80)

Par conséquent, le propagateur KGKC
h

�
r̂; �̂; '̂;T

�
pour (B3 = 0) admet l�expression sui-

vante

KGKC
h

�
r̂; �̂; '̂;T

�
=

1P
l=0

1P
n=0

DmaxP
m=0

e�
i
~En;l;mT ��l;n;m (rN ; �N ; 'N ) �l;n;m (r0; �0; '0) ; (5.81)

où

�l;n;m (r; �; ') = (sin r)
�1 Sl;n (�; ')	

MR
m (r) : (5.82)
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5.3.4 Spectre d�énergie et fonctions d�onde des états liés

Les fonctions d�onde et l�énergie de ces états sont respectivement donnés par

	MR
m (r) =

��
1 +

4M j�j
~ (s+ 2m+ 1)2

�
(2q � 2m� s� 2)

m j
�� (2q �m� 1)

� (m+ s+ 1)� (2q � s�m� 1)

#1=2
�
1� e�2r

�(s+1=2)
e
�2r (q�s)

(s�m�1) P (2q�2m�s�2;s)m

�
1� 2e�2r

�
: (5.83)

où Dmaxh
p
M�=2=~� 1

2 (s+ 1) ; � =
~2
2m k̂; ; q =

�
1 + (s+ 2m+ 1) =2 + 2M�=~2 (s+ 2m+ 1)

�
2

; s = 2 (k + � + 2n+ 1) , m+ 1=2� qh0 et Sl;n (�; ') est identique à l�expression de l�équation

(5:72) :

Le spectre d�énergie est donné par

En;l;m = Em +
~2

2M

=

�
� ~2

8M
(s+ 2m+ 1)2 � 2M�2

~2 (s+ 2m+ 1)2
+
~2

2M

�
. (5.84)
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5.4 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons montré que le propagateur associé à une famille de poten-

tiels super intégrables, peut être calculé par l�approche des intégrales de chemin dans l�espace

Riemannien à courbure constante notamment sur l�espace sphérique et hyperbolique à 3D en

utilisant le système des coordonnées polaires: L�intégrale de chemin a été e¤ectuée dans le cadre

de la prescription de l�ordre de Weyl d�une manière simple et élégante. Nous avons pu ramener

le calcul de l�intégrale de chemin sur un espace courbe dépendant de trois variables (r; �; ') au

calcul d�une intégrale de chemin unidimensionnelle radiale (r) sur un espace plat. Nous avons

traité deux cas particuliers pour la fonction f (r) en l�occurrence le potentiel de Smorodinsky-

Winternitz et le potentiel généralisé de Kepler-Coulomb (sur S3 et H3). L�intégrale de chemin

pour le potentiel SW se ramène à celle relative aux potentiels de Pöschl-Teller et Pöschl-Teller

modi�é dans les espaces sphérique et hyperbolique respectivement. Concernant le potentiel de

KC, nous aboutissons aux intégrales de chemin relatives aux potentiels de Rosen-Morse trigo-

nométrique et Manning-Rosen dans les espaces sphérique et hyperbolique respectivement. Le

spectre d�énergies et les fonctions d�ondes sont exactement déduits .
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Chapitre 6

Conclusion

Dans ce travail nous avons traité certains problèmes de la mécanique quantique nom re-

lativiste au moyen de l�approche des intégrales de chemin de Feynman. Comme une première

application, nous avons analysé dans l�espace Euclidien le problème bien connu de Pöschl-Teller.

Grâce à des relations mathématiques simples, nous avons évalué, dans l�espace de con�gura-

tions, le propagateur pour deux cas di¤érents à savoir � = k et � et k quelconques. De plus, nous

avons construit la fonction de Green pour ce même potentiel dans l�espace des phases en utili-

sant la méthode connue sous le nom du fonctionnelle delta de Dirac. Les spectres d�énergie et

les fonctions d�onde déduits sont exacts et concordent parfaitement avec ceux de la littérature.

La deuxième partie est une application de l�intégrale de chemin dans l�espace courbe. La

formulation de l�intégrale de chemin est reconsidérée dans ce cas et fait l�objet du quatrième

chapitre. La courbure de l�espace est prise en compte au moyen du potentiel e¤ectif. Comme

application, nous avons traité, dans le cinquième chapitre, une classe de potentiels super inté-

grables dépendant des variables (r; �; ') avec en plus une fonction radiale arbitraire f (r). Nous

avons e¤ectué le calcul du propagateur en adoptant la prescription dite « l�ordre de Weyl »

et en utilisant les coordonnées polaires dans les espaces sphérique et hyperbolique à 3D. Par

conséquent, nous avons séparé les parties angulaires en � et ' de la partie radiale. Le poten-

tiel de Smorodinsky-Winternitz comme le potentiel de Kepler-Coulomb appartiennent à cette

classe de potentiels. Pour le potentiel de (SW), l�intégrale de chemin associée à la partie radiale

est identi�ée avec les propagateurs de Pöschl-Teller (dans l�espace sphérique) et Pöschl-Teller

modi�é (dans l�espace hyperbolique). Cependant, pour le potentiel de K-C, elle est identi�ée
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avec les potentiels de Rosen-Morse trigonométrique (dans l�espace sphérique) et Manning-Rosen

(dans l�espace hyperbolique). Les spectres d�énergie et les foncions d�onde ont été déduits.
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Appendice A

exposition de la technique de la fonctionnelle delta de Dirac

Considérons l�intégrale de chemin dans l�espace des phases correspondant à un Hamiltonien

linéaire en q (t)

K (b; T ; a; 0) =

Z �
dp dq

2�

�
exp

�
i

Z �
p
:
q � f (p) q � h (p)

�
dt

�
; (A.1)

sa représentation discrète dé�nie en mid-point en q s�écrit

K (b; T ; a; 0) = lim
N!1

Z
N�1Q
n=0

dpn
N�1Q
n=1

dqn (2�)
�N

exp

(
i
N�1X
n=0

�
pn (qn+1 � qn)�

1

2
f (pn) (qn+1 + qn) "� h (pn) "

�)
;(A.2)

avec la notation standard suivante " = T
N = tn � tn�1 , q (t0 = 0) = q0 = a , q (tN ) = qN = b:

Le pn est le moment situe au temps entre qn et qn+1. L�intégration sur les dqn nous donne

un produit des fonctions delta de Dirac de la variable impulsion pn. Il s�en suit que, l�équation

(A:2) devient

K (b; T ; a; 0) = lim
N!1

Z
N�1Q
n=0

dpn (2�)
�1 N�1Q

n=1
�

�
pn�1 � pn �

1

2
f ( pn�1) "�

1

2
f (pn) "

�
� exp

(
i (pN�1 b� p0 a)� i

N�1X
n=0

h (pn) "

)
: (A.3)

Il est clair que l�expression (A:3) contienne une intégrale dpn de plus que les fonctions delta.

De ce fait, l�intégrale fonctionnelle sur les moments conjugués p(t) se réduit en une intégrale

ordinaire. Le moment relatif à un point quelconque le long du chemin peut être choisi comme

variable d�intégration supplémentaire maintenue. Ce moment servira de condition initiale pour

résoudre l�équation du premier ordre du mouvement.

Choisissons d�intégrer sur tous les p sauf sur pk .
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Considérons d�abord l�intégration sur dpk+1 , Nous devons alors intégrer la fonction delta

suivante

�

�
pk � pk+1 �

1

2
f (pk+1) "�

1

2
f (pk) "

�
:

Or, l�argument de cette fonction delta est une fonction de pk+1 . Pour cela, nous devons utiliser

l�identité suivante

� (g (p) ) =
X

r 2 racines

� (p� pr)
jg0 (pr)j

; (A.4)

où pr sont les racines de l�équation g (p) = 0 pour que la fonction delta retrouve sa forme linéaire

en pk+1 :

Supposons que l�équation du mouvement de la variable impulsion représentant l�argument

de la fonction delta en question admet une seul racine, dans ce cas la fonction delta se réduit à

� (pk+1 � F (pk ; (k + 1) "))
1 + 1

2 f
0 ( pk+1) "

;

Il est facile de déduire que l�intégration sur l�intervalle des moments conjugués pk+1 ; pk+2 ; :::;

pN�1 donne, pour un ordre n, la fonction delta suivante

� (pn � F (pk ; n "))
1 + 1

2 f
0 ( pn) "

; (A.5)

où F [ pk ; n "] est la solution de l�équation en impulsion du mouvement au temps n " et qui

donne le moment initial pk au temps k ":

Dans l�intervalle des moments conjugués inférieurs ou égales à pk�1, le même procédé de

calcul conduit au résultat suivant

� (pn � F (pk ; n "))
1� 1

2 f
0 ( pn) "

: (A.6)

Notons que le changement de signe dans l�équation ci-dessus est dû au changement de signe

dans l�argument de la fonction delta correspondante.

En reportant le résultat de l�intégration sur les moments p(t) dans (3:62), il s�en suit que le
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propagateur peut être écrit sous la forme

K (b; T ; a; 0) = lim
N!1

Z
dpk
(2�)

exp

(
i (pN�1 b� p0 a)� i

N�1X
n=0

h (pn) "

�1
2

N�1X
n=k+1

f 0 (pn) "+
1

2

k�1X
n=1

f 0 (pn) "

)
; (A.7)

où pn = F ( pk ; n ") est la solution de l�équation du mouvement au temps n " et pk est la

condition initiale au temps k ":

A la limite N !1; la somme sur f 0 (pn) devient une intégrale

�1
2

Z T

tk

f 0 (p) dt+
1

2

Z tk

0
f 0 (p) dt: (A.8)

Puisque
:
p= � f (p) est l�équation du mouvement en p (t), l�équation (3:67) s�intègre directement

et donne
1

2
ln

�
f (p (T )) f (p (0))

f (pk)
2

�
; (A.9)

Et en tenant compte de la relation dp(t)
dt = dp(t)

dpk

dpk
dt ,nous pouvons écrire f (p (T )) =

dp(T )
dpk

f (pk) :

De plus l�exponentielle de l�équation (3:68) donne le Facteur de Composition suivant

�
dp (T )

dpk

dp (0)

dpk

� 1
2

: (A.10)

Finalement, nous obtenons pour une intégrale de chemin linéaire par rapport à la variable

position q(t), le résultat général suivant :

K (b; T ; a; 0) =

Z
dpk
2�

�
dp (T )

dpk

dp (0 )

dpk

� 1
2

exp

�
i [p (T ) b� p (0 ) a]� i

Z T

0
h (p) dt

�
: (A.11)
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Appendice B

Solution par l�intégrale de Chemin de :

B.1. Le Potentiel de Rosen-Morse trigonométrique :

La solution via les intégrales de chemins pour le potentiel de Pöschl-Teller se trouve dans

[32]:

KMRt (r̂;T ) = lim
N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

� ~
2"

2M

 
�k̂ cot �rj +

(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4
sin2 �rj

!#)
:

=
1X
m=0

e�
i
~EmT	�RMt

m (r0) 	
RMt
m (rN ) (B.1.1)

avec (0 h r h�) :

Les fonctions d�onde et le spectre d�énergie des états liés sont donnés par

	RMt
m (r) = e�r

�m
2
�
1 + cot2 r

��m
2 C

(�m;�m)
m (cot r) ; (B.1.2)

et

ERMt = �
~2

2M

"�
m+ k + � + 2n+

3

2

�2
+

k̂2

4
�
m+ k + � + 2n+ 3

2

�2 + 1
#
; (B.1.3)

avec �m = �
�
m+ k + � + 2n+ 3

2

�
et �m =

k̂

(m+k+�+2n+ 3
2)
.

B.2. Le Potentiel de Pöschl-Teller modi�é :

Le cas du potentiel de Pöschl-Teller modi�é est traité dans [13] :
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KPTm (r̂;T ) = lim
N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

� ~
2"

2M

 
(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4

sinh2 �rj
� �0
cosh2 �rj

!#)

= :

(
GmaxX
m=0

e
�i
~ EmT	�m (r0)	m (rN ) +

Z 1

0
dh e

�ih2
2M

T	�h (r0)	h (rN )

�
;(B.2.1)

où r i 0:

Les fonctions d�onde ainsi que le spectre d�énergie sont donnés par :

- Pour les états discrets

	m (r) =

 
2 m j

� (2�� 1) � (2��m� 1)
� (2� +m) � (2�� 2� �m)

!1=2
(sinh r)2��1=2 (cosh r)2m�2�+3=2

P [2��1;2(����m)�1]
�
1� sinh2 r
cosh2 r

�
; (B.2.2)

Les P (�;�)n sont les polynômes de Jacobi, et Gmaxh� � � � 1=2, � = 1
2

h
1� (�0 + 1=4)1=2

i
,

� = 1
2 [1� (k + � + 2n+ 1)] :

Le spectre discret s�écrit comme

Em = �
1

2M
[2 (�� � �m)� 1]2 : (B.2.3)

- Pour le cas continu

les fonctions d�onde ont pour expression

	h (r) = Nh (cosh r)
2��1=2 (sinh r)2��1=2

2F1

�
�+ � � h�; �+ � + h�� 1; 2�;� sinh2 r

�
; (B.2.4)
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où

Nh =
1

�� (2�)

�
h sinh�h

2

�1=2 h
�
�
� + �� h�

�
�
�
� � �+ h�

�
�
�
� + �+ h�� 1

�
�
�
� � �� h�+ 1

�i1=2
; (B.2..5)

les 2F1 (�; �; ; r) sont les fonctions hypergéométriques.

Le spectre continu est donné par l�équation

Eh =
~2

2M
h2; (B.2..6)

avec h�= 1
2 (1 + ih) :

B.3. Le Potentiel de Manning-Rosen :

Nous pouvons trouver la solution de l�intégrales de chemins pour le potentiel de Manning-

Rosen dans [33] :

KMR (r̂;T ) = lim
N�!1

�
M

2�~i"

�N
2
Z

N�1Q
j=1

drj exp

(
i

~
NP
j=0

�
M

2"
�r2j�

� ~
2"

2M

 
�k̂ coth �rj +

(k + � + 2n+ 1)2 � 1=4
sinh2 �rj

!#)
:

=

DmaxX
m=0

e�
i
~EmT	�MR

m (r0) 	
MR
m (rN ) ; r i 0: (B.3.1)

Les fonctions d�onde et le spectre d�énergie sont donnés par

	MR
m (r) =

��
1

4M j�j
~ (s+ 2m+ 1)2

�
(2q � 2m� s� 2)

m j
�� (2q �m� 1)

� (m+ s+ 1)� (2q � s�m� 1)

#1=2
�
1� e�2r

�(s+1=2)
e
�2r (q�s)

(s�m�1) P (2q�2m�s�2;s)m

�
1� 2e�2r

�
: (B.3.2)

Les P (�;�)n sont les polynômes de Jacobi, avecDmaxh
p
M�=2=~� 1

2 (s+ 1) ; � =
~2
2m k̂; s = 2�;
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q =
�
1 + (s+ 2m+ 1) =2 + 2M�=~2 (s+ 2m+ 1)

�
=2 et m+ 1=2� qh0:

Le spectre s�écrit comme

Em = �
~2

8M
(s+ 2m+ 1)2 � 2M�2

~2 (s+ 2m+ 1)2
: (B.3.3)
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Appendice C

Présentation du concept de l�espace courbe

C.1. Espace courbe

La notion d�espace (intrinsèquement) courbe a mis beaucoup de temps avant de s�imposer.

Pour la dé�nir il convient de dépasser le premier modèle de géométrie systématiquement déve-

loppée qu�est la géométrie d�Euclide [25]. De ce point de vue, l�émergence au début du XIXe

siècle des géométries non-euclidiennes a joué un rôle déterminant, qui a été encore ampli�é par

l�oeuvre révolutionnaire de Bernhard Riemann en 1854. Ce contexte mathématiquement riche

sera complété par la reconnaissance par Albert Einstein qu�il pouvait servir de cadre à sa théo-

rie de la Relativité Générale, qui identi�e les e¤ets gravitationnels à la courbure de l�espace.

Le sujet n�a cessé de se développer tout au long du XXe siècle, avec notamment la recherche

de conséquences sur la topologie globale de l�espace d�hypothèses sur la courbure véri�ée en

chaque point sur la topologie globale de l�espace. A partir des années 1970 la considération

systématique d�espaces moins réguliers a été un important moteur de la recherche.

Le concept d�espace courbe est aujourd�hui utilisé pour modéliser des réalités très diverses

[26]. Il apparaît par exemple dans l�étude des défauts cristallins en physique du solide. Il joue

également un rôle important dans des appareils de technologie avancée comme le �Global Posi-

tioning System�(= GPS), qui permettent déjà de localiser un récepteur GPS à quelques mètres

près, et qui doivent pour cela prendre en compte des e¤ets complexes de relativité générale eux-

mêmes lies à la courbure de l�espace.

La relativité générale ajouta à cette vision que la présence de matière pouvait déformer

localement l�espace-temps lui-même (et non pas juste les trajectoires. voir Figure 1), de telle

manière que des trajectoires dites géodésiques c�est à dire intuitivement de longueur minimale à

travers l�espace-temps ont des propriétés de courbure dans l�espace et le temps. Les géodésiques

sont les trajectoires véri�ant le principe de moindre action, suivies par les particules test (c�est

à dire dont l�in�uence sur le champ de gravitation dans lequel elles se déplacent est négligeable,

ce qui est le cas par exemple d�un satellite arti�ciel autour de la Terre ou bien d�un photon

passant à côté du Soleil mais pas d�une étoile orbitant autour d�une autre dans un système
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binaire oscillant rapidement), elles ont donc une importance pratique très importante pour la

compréhension intuitive d�un espace courbe.

Figure 3. Représentation schématique à 2 dimensions de la courbure de l�espace induite par

une planète

C.2.Géométrie non-euclidienne

La description géométrique de la théorie physique due à Einstein trouve ses origines dans

les avancées de la géométrie non euclidienne, qui résultent des di¤érentes tentatives au cours

des siècles de démontrer le cinquième postulat d�Euclide, qui énonce que : « par un point on

ne peut mener qu�une parallèle à une droite donnée » . Ces e¤orts culminèrent au XIXe siècle

avec la découverte par les mathématiciens Nicolaï Ivanovitch Lobatchevsky, János Bolyai et

Carl Friedrich Gauss que ce postulat pouvait être remplacé par un autre (plusieurs parallèles

possibles, ou pas de parallèle du tout), et ne constituait donc qu�un axiome arbitraire. Les

géométries non-euclidiennes sont toutes les géométries qui satisfont non nécessairement tous

les axiomes de Hilbert mais sans en contredire aucune (contrairement aux anciens axiomes

d�Euclide et en particulier celui sur les parallèles).

Une représentation particulière de ce type de géométrie consiste à dé�nir les points comme

étant répartis sur la surface d�une sphère (ce sont les intersection des diamètres de la sphère

avec la surface), et les lignes, pour généraliser le concept de droite, (nous disons maintenant

"géodésique"), comme les intersections de la surface de la sphère avec les plans contenant le

centre de la sphère. Deux points dé�nissent alors de façon unique une ligne et un point est

toujours donné par l�intersection de deux lignes. Cependant, dans cette géométrie, si nous nous

donnons une ligne AB et un point P, il n�existe aucune ligne passant par P et ne coupant pas
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AB. Ainsi, le cinquième postulat d�Euclide n�est pas satisfait car en P nous ne pouvons tracer

aucune parallèle à AB (voir Figure 4).

Figure 4

En géométrie, une géodésique désigne le chemin le plus court, ou l�un des plus courts chemins

s�il en existe plusieurs, entre deux points d�un espace pourvu d�une métrique (un moyen de

mesurer les distances). Les di¤érentes géométries peuvent être caractérisées par une quantité

appelée courbure. Les espaces plats sont de courbure nulle (�gure1). La sphère étant l�exemple

typique de surface à courbure positive (�gure 4, 6), comme celle de Riemann (1867) (somme des

angles d�un triangle supérieure à 180�, parallèles se rejoignant aux pôles), les espaces avec de

telles courbures sont appelés sphériques. En�n il existe des espaces à courbure négative (�gure

7), comme celle de Lobatchevsky (1829) et Bolyai (1832) (somme des angles d�un triangle

inférieur à 180�, nombre in�ni de parallèles possibles à une droite par un point), que l�on

appelle espaces hyperboliques.

Figure 5. Surfaces à courbure nulle : cylindre et cône.
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Figure 6. Surfaces à courbure positive : ellipsoïde, maximum local, minimum local.

Figure 7. Surfaces à courbure négative : col, hyperboloïde à une nappe.

La géométrie communément appelée « géométrie de Riemann » est un espace sphérique

à trois dimensions, espace �ni et cependant sans bornes, à courbure régulière, alternative au

postulat euclidien des parallèles.

Le système de coordonnées de Riemann est une géométrie adaptée aux espaces courbes qui

fait intervenir une composante appelée le tenseur dont la réalité physique ne change pas et dont

les lois sont invariantes par Rapport à un certain nombre de transformation �ses propriétés de

symétrie sont préservées, mais dont les composantes, les valeurs des grandeurs, se modi�ent en

fonction du référentiel. Ce tenseur représente les composantes de chaque point de l�espace.

Dans les quatre dimensions d�un espace- temps euclidien repéré par une métrique minkows-

kienne, il faut quatre paramètres pour connaître l�intervalle entre deux événements. Le déve-

loppement de cette somme se traduit par une équation di¤érentielle de 16 termes en chaque

point !

Dans l�espace de Riemann ou les axes de coordonnées sont des courbes variables, le fameux

"mollusque" qu�a¤ectionnait Einstein il faut pouvoir déterminer l�angle de courbure. Sans cette

détermination l�équation du rayon vecteur ds n�est plus un invariant. Pour retrouver cette inva-

riance le système de coordonnées de Gauss s�impose. En appliquant des lois de transformation

sur la composante g�� , le tenseur métrique de rang deux du tenseur du courbure de Riemann
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�Christo¤el, on obtient une relation dérivée covariante.

Le tenseur de Riemann-Christo¤el, dit tenseur de courbure et le tenseur-clé de la théorie

généralisée d�Einstein. Il dispose de quatre indices et est symbolisé par R���k (l,m,n et K en

notation latine). Le tenseur de courbure R��[��] se décompose en deux parties, le tenseur de

Weyl, C[��][�� ] et le tenseur de Ricci, R�� comportant chacun 10 composantes, 10 rayons de

courbure di¤érents [27] !

C.3.Les composantes du tenseur métrique

Dans un espace à 2 dimensions, le tenseur métrique g�� à 3 composantes indépendantes,

il y en a 6 dans un espace à 3 dimension et 10 dans l�espace�temps à 4 dimensions, cela par

application de la de la formule N(N + 1)=2 ou N est le membre de dimension de l�espace

considéré.

Utilisons le théorème de Pythagore pour mesurer l�intervalle ds2 qui sépare deux à la surface

d�une sphère d�un espace à 2 dimensions :

ds2 = dx2 + dy2; (C.1)

ds2 = gXX (x; y) dx
2 + gXY (x; y) dxdy + gY X (x; y) dydx+ gY Y (x; y) dy

2;

ds2 = g11dx
2 + g12dxdy + g21dydx+ g22dy

2:

Les trois fonctions gXX (x; y),gXY (x; y) et gY X (x; y) sont appelées les composantes du

tenseur métrique.

Dans un espace �temps à 2 dimensions, si les fx1; x2g forment le système de coordonnées,

l�équation de Pythagore s�écrit :

ds2 =
2X

�;�=1

g�� (x) dx
�dx� : (C.2)

Disposons les composantes g�� du tenseur métrique dans une matrice carrée :

g11 = 1; g12 = 2;

g21 = 3; g22 = 1:
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Si l�espace-temps se courbe, les axes ne seront plus perpendiculaires entre eux et nous

devrons utiliser les produits dxdy dans l�équation (C:1) car les composantes g12 et g21 seront

di¤érentes de 0.
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Abstract 
 

 
 
 
 
 
       This work is devoted to the study of non-relativistic movements in the context of Feynman 
path integral formalism. While placing itself initially, in Euclidean space, and in second place, in 
a Riemannian space. 
      In the first part, we study the behaviour of a particle being driven in a potential of Pöschl-
Teller in a Euclidian space, for (λ=k and λ and k unspecified), in the space of configuration and 
the space of the phases. In this last, the functional technique of delta of Dirac was adapted. The 
spectrum and the functions of wave were obtained using certain mathematical relations and are 
exactly identical to those obtained by the resolution of the equation of Schrödinger. 
 
      In the second part, we treat, in space Riemannian with a constant curve, the movement of a 
particle subjected to a class of superintegrable potential, dependent on an arbitrary radial f(r) 
function. The study was made in spherical and hyperbolic with 3D spaces, by using the system of 
polar coordinate where the system admits a separation of variables. The propagator was evaluated 
by adapting the prescription called "the order of Weyl" and by applying some mathematical 
formulas. With an elegant and more natural manner one could bring back the path integral in a 
curved space dependent on the variables (r, θ, ϕ)  has an path integral dependent only on the (r) 
variable in a flat space. 
 
      We treated two particular cases of f(r), namely the potential of Smorodinsky-Winternitz and 
the potential of Kepler-Coulomb (in each space mentioned above). The path integrals for the case 
of the Smorodinsky-Winternitz potential, in spherical and hyperbolic with 3D spaces, were 
brought back to the path integrals relating to the potentials of Pöschl-Teller and modified Pöschl-
Teller respectively. For the potential of Kepler-Coulomb, we brought back the problem to those 
of trigonometrical Rosen-Morse and Manning-Rosen respectively. The energies spectra and the 
wave functions are exactly deduced. 
 
 
Key Words:  Path Integral, Propagator, Green function, Spectrum, Energy, Superintegrable 
Potential, Space, Metric, Curvature. 
 
 
 
 
 



  
  
  
  

 ملخص
 
  
 في فضاء Feynmanـ نسبية في إطار نظرية تكامل المسالك للالة دراسة الحرآات غير تخص هذه الرسا  

 .في فضاء ريمان ثم، اقليدس

باستعمال . اقليدسفي فضاء  Pöschl-Tellerخل آمون افي الجزء الأول، تم دراسة سلوك جسيم يتحرك د

قد تم ل .Diracلـال تقنية الدالة دالتا ، تم استعمفي هذا الأخير.الأطوارفضاء ثم في  فضاء الإحداثيات تمثيل

عن طريق استخدام بعض العلاقات الرياضية وهي المرافقة الحصول على طيف الطاقة و دوال الموجة 

 .شرود نجرلتلك التي تم الحصول عليها عن طريق حل معادلة  تماما مطابقة

 التكامل،فائق  آمون لفئة ضعجسيم يخحرآة  ابت،ثندرس في فضاء ريمان ذو انحناء  الثاني،في الجزء 

ة ثلاث ذو الزائد القطعفضاء  وفي الفضاء الكروي الدراسة  أجريت .rf)( اختياريةة قطريتعلق بدالة ت

 Weyl نظام"تسمى  خاصية من خلاله إن الناشر تم تقيم .ةيظام الإحداثيات القطبن، وذلك باستخدام أبعاد

ة ثلاثذو  أنيقة تم تحويل الناشر في الفضاء المنحني ةقيبطر. بعض الصيغ والمعادلات الرياضية ، بتطبيق"

ϕθ( أبعاد ,,r (أحادي البعد قطري ناشر ىلإ )r (في الفضاء المستوي.  

-Kepler و آمون Smorodinsky-Winternitzآمون  هماrf)(لـ تينحالتين خاص لقد عالجنا

Coulomb ) تكامل المسالك في حالة آمون ). أعلاه ينالمذآورين ئفضاالفيSmorodinsky-

Winternitz, الك المتعلقة تكامل المسإلى  تحويلهمقد تم , في الفضاء الكروي و فضاء القطع الزائد

-Keplerآمون فيما يخص . على التوالي Pöschl-Teller Modifiéو  Pösch-Tellerبكمون 

Coulomb,  بكمون  ةتعلقالمإلى تلك لقد تم تقليص المسألةRosen-Morse و  المثلثيManning-

Rosen أطياف الطاقة ودوال الموجة استنتاج  في آلتا الحالتين قد تمل. الترتيب على. 
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Résumé 
 
 
 
      Ce mémoire est consacré à l’étude de mouvements quantiques d’une particule non relativiste 
dans le cadre du formalisme des intégrales de chemins de Feynman. En se plaçant en premier 
lieu, dans un espace Euclidien, et en deuxième lieu, dans un espace Riemannien. 
 
      Dans la première partie, nous étudions le comportement d'une particule se mouvant dans un 
potentiel de Pöschl-Teller dans un espace Euclidien, pour (λ=k et λ et k quelconques), dans 
l’espace de configuration et l'espace des phases. Dans ce dernier, la technique fonctionnelle de 
delta de Dirac a été adoptée. Le spectre et les fonctions d’onde ont été obtenus à l’aide de 
certaines relations mathématiques et sont exactement identiques à ceux obtenus par la résolution 
de l’équation de schrödinger. 
 
      Dans la deuxième partie, nous traitons, dans l’espace Riemannien avec une courbure 
constante, le mouvement d’une particule soumise à une classe de potentiels super intégrable, 
dépendante d'une fonction radiale arbitraire f(r). L’étude a été faite dans les espaces sphérique et 
hyperbolique  à 3D, en utilisant le  système  de  coordonnées polaires où  le  système  admet  une  
séparation  de variables. Le propagateur a été évalué en adoptant la prescription dite " l'ordre de 
Weyl " et en appliquant successivement quelques formules mathématiques. Avec une manière 
élégante et plus naturelle on a pu ramener l'intégrale de chemin dans un espace courbe 
dépendante des variables (r, θ, ϕ) a une intégrale de chemin dépendante seulement de la variable 
(r) dans un espace plat.  
 
      Nous avons traité deux cas particuliers de f(r), à savoir le potentiel de Smorodinsky-
Winternitz et le potentiel de Kepler-Coulomb (dans chaque espace mentionné ci-dessus).  
Les intégrales de chemin Pour le cas du potentiel de Smorodinsky-Winternitz, dans l'espace 
sphérique et hyperboliques à 3D, ont été ramenées aux intégrales de chemin relatives aux 
potentiels de Pöschl-Teller et Pöschl-Teller modifié respectivement. Pour le potentiel de Kepler-
Coulomb, le problème s’est converti à ceux de Rosen-Morse trigonométrique et Manning-Rosen 
respectivement. Les spectres d'énergie et les fonctions d'ondes sont exactement déduits. 
 
 
 
 
Mots  clés :  Intégrales de Chemin, Propagateur, Fonction de Green, Spectre, Energie, Potentiel 
Superintégrable, Espace, Métrique, Courbure. 


