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Chapitre 1

Introduction

La mécanique quantique est le cadre théorique permettant de décrire le comportement de la
matiére (et de la lumieére) aux échelles atomique et subatomique. Cependant, & peine énoncée
cette définition parait éminemment restrictive : elle semble ignorer les phénomeénes quantiques
macroscopiques, comme le superfluidité ou le supraconductivité qui ont aussi contribué au suc-
cés de la théorie quantique dans la second moitié du 20iéme siécle. Cette définition permet de
toucher du doigt la nécessité d’un abandon des concepts de la physique dite classique (la méca-
nique newtonienne et I’électromagnétisme) lorsque nous nous intéressons aux échelles atomique
et subatomique. En effet, les notions qui font le socle de la physique classique ont été forgées
a partir de notre expérience immeédiate. Or si nous pouvons deviner les lois fondamentales qui
régissent le mouvement des corps matériels en analysant ce mouvement, il n’y a a priori pas de
raison évidente pour que ces lois s’appliquent encore dans le monde atomique et subatomique.
Il n’est donc pas surprenant que la description du comportement des atomes requiert d’autres
concepts que ceux utilisés pour analyser la dynamique d’un corps macroscopique.

La mécanique quantique a été construite sur la base d’'une analogie avec la théorie hamil-
tonienne de la mécanique classique. La raison réside dans le fait que la notion classique de
coordonnées et d’impulsions canoniques comporte un analogue quantique trés simple, avec la
conséquence que la totalité de la théorie hamiltonienne classique peut étre transposée avec tous
ses détails dans le contexte de la mécanique quantique.

Il existe aussi une formulation alternative de la dynamique classique obtenue & partir du

lagrangien. Celle-ci exige de considérer les coordonnées et les vitesses plutot que les coordonnées



et 'impulsion. Bien évidemment il existe de fonts lieus entre les deux formalismes mais il y a
des raisons de croire que le formalisme du lagrangien est le plus fondamental.

En premier lieu, la méthode lagrangienne permet de regrouper toutes les équations de mou-
vement et de les exprimer comme une propriété stationnaire d’une certaine fonction d’action.
(Cette fonction d’action est justement I'intégrale temporelle lagrangien). Il n’existe pas de prin-
cipe d’action correspondant exprimé en fonction des coordonnées est des impulsions dans la
théorie hamiltonienne. En second lieu, 'approche lagrangienne peut aisément étre exprimées
dans un formalisme relativiste en tenant compte du fait que la fonction d’action est un in-
variant relativiste alors que ’approche hamiltonienne est essentiellement non relativiste puis
qu’elle exprime une variable temporelle particuliére comme la conjuguée canonique de la fonc-
tion hamiltonienne.

La mécanique quantique a commencé avec deux formulations mathématiques tout a fait
différentes : ’équation différentielle de Schrodinger et 1'algébre des matrices de Heisenberg. Les
deux approches, apparemment dissemblables, sont mathématiquement équivalentes. Ces deux
points de vue sont en fait complémentaires et ont été unifiés dans le cadre de la théorie de la
transformation de Dirac.

Dés la fin des années 1940, Feynman a élaboré une nouvelle formulation de la théorie quan-
tique non relativiste. Cette formulation a été suggérée par certaines remarques de Dirac concer-
nant la relation entre 'action classique et la mécanique quantique. Une amplitude de probabilité
est associée a la totalité du mouvement d’une particule en fonction du temps, plutéot que simple-
ment & la position de la particule & un instant donné. Il fait appel au langage des fonctionnelles
qui permet de déduire les équations du mouvement lagrangiennes a partir des intégrales de
chemin. Il a fallu une vingtaine d’années pour que cette nouvelle approche (I'intégrale de che-
min) arrive & maturité mais elle est devenue incontournable, avec des applications dans de tres
nombreux domaines de la physique comme la diffusion des atomes, des molécules et des noyaux,
la mécanique statistique et le mouvement brownien. Elle a également apporté un nouvel éclai-
rage sur la théorie quantique. Ainsi 'intégrale de chemin permet aux physiciens de présenter
un formalisme simple et riche qui transcrit aussi directement que possible les phénomeénes phy-
siques et tout particulierement les phénoménes quantiques. Il introduit des notions élémentaires

telle que I'action S, le lagrangien L, la trajectoire classique,. .., ¢’est-a-dire que les outils de la



mécanique classique.

Le présent travail concerne principalement la maitrise des techniques de I'intégrale de chemin
a travers des applications diverses.

Le Mémoire est divisé en deux parties. La premiére partie représente 'application de I'in-
tégrale de chemin dans I’espace plat, alors que la seconde est une extension de cette approche
au traitement de potentiels super intégrables dans ’espace courbe.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons une description des systémes quantiques non
relativiste selon la méthode de Feynman qui porte le nom de l'intégrale de chemin et montre que
Iintégrale de chemin peut se mettre sous deux définitions explicites : la premiére dite la forme
hamiltonienne ( l'intégrale de chemin dans I'espace des phases), et la deuxiéme, est la forme
lagrangiénne. Le propagateur caractérisé par l'action quadratique est complétement exprimé
par la trajectoire classique. Nous aussi illustré d’une maniére simple le réle joué par la notion
de trajectoire dans I’évaluation des amplitudes de probabilité de transition d’un point espace-
temps & un autre et les avantages de l'intégrale de chemin lorsque les systémes possédent un
nombre infini de degrés de liberté.

Dans le troisieme chapitre, nous traitons le probléme bien connu de Poschl-Teller comme
application. Il n’y a, en conséquence, aucun résultat fondamentalement nouveau. Cependant,
c’est toujours agréable de retrouver des acquis anciens & partir d’un nouveau point de vue. Le
nouveau point de vue que nous avons adopté s’avére plus directe. Grace & des relations ma-
thématiques simples, nous avons évalué, dans I'espace de configurations, le propagateur associé
au potentiel de Poschl-Teller pour deux cas différents a savoir A = k et A et k& quelconques.
De plus, nous avons construit la fonction de Green pour ce méme potentiel dans ’espace des
phases en utilisant la méthode connue sous le nom de la fonctionnelle delta de Dirac. Les
spectres d’énergie et les fonctions d’onde déduits sont exacts et concordent parfaitement avec

ceux de la littérature.

- La deuxiéme partie est une application de l'intégrale de chemin dans ’espace courbe. La
formulation de l'intégrale de chemin est reconsidérée dans ce cas et fait 'objet du quatriéme
chapitre. La courbure de I'espace est prise en compte au moyen du potentiel effectif. Comme
application, nous avons traité, dans le cinquiéme chapitre, une classe de potentiels superinté-

grables dépendant des variables (7, 0, ¢) et contenant une fonction radiale arbitraire f (r). Nous



avons effectué le calcul du propagateur en adoptant la prescription dite « 'ordre de Weyl »
et en utilisant les coordonnées polaires dans les espaces sphérique et hyperbolique a 3D. Par
conséquent, nous avons séparé les parties angulaires en 6 et ¢ de la partie radiale. Le potentiel
de Smorodinsky-Winternitz comme le potentiel de Kepler-Coulomb appartiennent & cette classe
de potentiel. Pour le potentiel de S-W | l'intégrale de chemin associée & la partie radiale est
identifiée avec les propagateurs radiales de Poschl-Teller ( dans I’espace sphérique ) et Poschl-
Teller modifié (dans lespace hyperbolique a 3D). Cependant, pour le potentiel de K-C, elle
est identifiée avec les potentiels de Rosen-Morse trigonométrique ( dans ’espace sphérique ) et
Manning-Rosen ( dans I’espace hyperbolique ). Les spectres d’énergie et les foncions d’onde ont

été déduits.
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Chapitre 2

La Formulation des Intégrales de

Chemin

2.1 Introduction

L’intégrale de chemin est une formulation de la mécanique quantique équivalente aux formu-
lations standards [1], offrant une nouvelle maniére de regarder le sujet qui est, contestablement,
plus intuitif que les approches habituelles. La base du formalisme fonctionnel est la relation
profonde entre I'action classique et la mécanique quantique.

Ce chapitre repose sur les notions d’intégrale de chemins, c’est -a- dire sur la formulation
“lagrangienne” de la mécanique quantique, introduite par Feynman. Nous allons dériver une
expression intégrale de chemin pour le propagateur dans la mécanique quantique, et pour plus

de simplicité, nous considérerons des particules se déplagant dans une dimension.

2.2 Fondation du concept d’intégrale de chemin

En 1933, Dirac a fait I'observation que I'action joue un role central dans la mécanique
classique (il a considéré que la formulation du lagrangien de la mécanique classique est plus
fondamentale que celle de ’hamiltonien), mais qu’elle a semblé n’avoir aucun role important en
mécanique quantique. Il a spéculé sur la facon dont cette situation pourrait étre rectifiée, et il est

arrivé a la conclusion que (en langage plus moderne) le propagateur dans la mécanique quantique



"correspond a" expiS/h, ou S est 'action classique évaluée le long du chemin classique.

En 1948, Feynman a développé la suggestion de Dirac, et a réussi & dériver une troisiéme
formulation de la mécanique quantique, basée sur le fait que le propagateur peut étre écrit
comme une somme sur tous les chemins possibles (pas simplement un classique) entre les points
initial et final. Chaque chemin contribue exp iS/h au propagateur. Ainsi tandis que Dirac consi-
dérait seulement le chemin classique, Feynman a prouvé que tous les chemins contribuent dans
un sens, la particule quantique prend tous les chemins, et les amplitudes pour chaque chemin
s’ajoutent selon la régle de la mécanique quantique habituelle pour combiner des amplitudes.
Feynman a postulé [2] que le calcul du propagateur revient a calculer la quantité (g, ty | v, tp)
qui représente ’amplitude de probabilité pour que la particule, au point ¢, & l'instant t,, se
trouve au point gp & 'instant ¢, et qui est constituée par une somme de contributions, une pour

chaque chemin d’espace-temps reliant (gq,tq) & (gp, tp)-

2.3 Amplitude de probabilité

La probabilité d’arriver & un point ¢ en empruntant deux chemins différents n’est pas la
somme de la probabilité d’emprunter le premier chemin plus celle du deuxiéme [3]. En fait la
courbe P(q) est connue; il s’agit de la méme courbe que celle de la dispersion d’une onde par
deux fentes. Le plus facile pour représenter des amplitudes d’onde est d’utiliser les nombres
complexes. Nous pouvons énoncer la loi pour P(q) en disant que P(q) est la valeur absolue au
carré d’'une certaine quantité complexe ® (¢) qu’on appelle amplitude de probabilité d’arriver
en ¢. De plus @ (¢) est la somme de deux contributions : ¢, ’amplitude d’arriver par le chemin
1 plus ¢5 'amplitude d’arriver par le chemin 2. En d’autres termes, nous avons les nombres

complexes ¢; et ¢, tels que

= |¢l%, (2.1)
¢ = ¢+,
no= 6%,
P2 = ool
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2.4 L’amplitude en mécanique quantique

Maintenant nous devons savoir comment chaque trajectoire contribue a I’amplitude totale

pour aller de ¢; & gy. En mécanique quantique, ce n’est pas seulement le chemin pour le-

quel Paction est maximale qui est important mais tous les chemins possibles. Ils contribuent

de fagon égale a I'amplitude totale mais avec des phases différentes. La probabilité P(qy,q;)

d’aller du point ¢; a linstant ¢; au point ¢y a linstant ¢; est la valeur absolue au carré

(P(Qf, ¢) = | K(qf, qi)\Q) d’une amplitude K(qy,q;) pour aller de ¢; a gy. Cette amplitude est

la somme des contributions de chaque chemin.

Xy

Fig (1)- transition entre deux états de localisation pour ¢; = 0, qf = x;

K(qr,q:) = > o q(t)].
sur tous les chemins de
qi & qf

La contribution de chaque chemin posséde une phase proportionnelle a ’action S :
®[q(t)] = const e(i)51a0)],

2.5 Propagateur de I’équation de Schrédinger

(2.2)

(2.3)

Rappelons que dans le point de vue de Schrodinger, les vecteurs d’état qui représentent le

systéme physique, | ¥ (¢)) , dépendent du temps. Les observables, A, par contre, sont indépen-

11



dantes du temps.
Dans la représentation des positions @, le vecteur | W (¢)) est représenté par sa fonction

d’onde

(g V() =¥(g1). (2.4)

L’évolution du vecteur d’état | W (¢)) peut étre décrite & I'aide de 'opérateur d’évolution

Ul(ts,t;) qui est unitaire (conséquence du fait que la translation dans le temps est une opération
de symétrie) :

| W (tp)) =Ulty,ta) | W (t:)). (2.5)

Reportant (2.5) dans (2.4) et insérant la relation de fermeture sur les positions g :

/in | @i)(qi |=1, (2.6)

nous trouvons que 'expression (2.4) prend la forme :

W (gy.t5) = / dgi {ay | Uts ) | ai) @ (i t:). (2.7)

Dans ce formalisme, ’amplitude de probabilité s’écrit :

(ar,ty | qinti) = (qp | U(ty, t:) | @i) = K(qp.ty; qiti), (2.8)

ot K(qs,ts; q,t;) est le propagateur retardé du systéme puisque ¢7)t;.

Feynman s’est rendu compte qu’en raison de la loi fondamentale de composition de ’opéra-
teur d’évolution du temps [4], "amplitude (2.8) pourrait étre décomposée en un grand nombre
de produits , (N + 1) expressions, d’opérateurs d’évolution du temps, chacun agissant le long

d’un intervalle infinitésimal de temps de largeur e = ¢, —t,—1 = (ty —t;) /(N +1)) 0.

12



|
i
Y
PR

=ty Iy L ta=h

Fig (2)- un chemin d’espace-temps (z = q)

(ap,ty [ ity = (qp | Uty tN)U(EN,EN-1) o0

U (b tpt) o U (t2, 1)U (t1,1) | @3), (2.9)

avec tf = tb = tN+17 t’L = ta = tO

En insérant un ensemble complet d’états entre chaque paire de U

/dqn | gn){qn |=1, n=1,...,N, (2.10)

I’amplitude devient un produit de N intégrales

N N+1
n=1 n=1
N N+1
= H |:/dQn:| HK(thn§ Qn—latn—l)- (2-11)
n=1 n=1

La fonction & intégrer est le produit des propagateurs élémentaires pour les intervalles

infinitésimaux du temps, qui admet ’expression suivante

13



i€
K(qn,tn; @n-1,tn—1) = (qn | exp <—hH> | gn—1), (2.12)

oul H est 'opérateur hamiltonien

2.6 Intégrales de Chemin

Ici nous allons ‘démontrer’ la méthode d’intégration fonctionnelle a partir de la quantifi-
cation canonique [5], dans le cas d’un systéme & un degré de liberté, celui d’une particule de
masse m se déplagant dans un potentiel V' (¢). L’hamiltonien de ce systéme est indépendant du

temps

H= an +Viq), l[q, p] =ih. (2.13)

Rappelons que les opérateurs sont ici représentés par une lettre majuscule, alors que les
quantités classiques correspondantes (ou les valeurs propres) le sont par une lettre minuscule.

L’opérateur d’évolution temporelle est donné par

Ut) = exp (—2Ht> . (2.14)

Ce qui nous intéresse ici est le propagateur, c’est-a-dire 1’élément de matrice de 'opérateur

d’évolution dans la base des positions

1
Klaptssat) = Gy low (~5 ¢ -0 8) o)
N N+1
= H {/ dQn:| HK(Qnatn§ Qn—htn—l)- (2‘15)
n=1 n=1

Etant donné une particule observée au point g,_1 et au temps t,_1, le propagateur
K (gn,tn ;qn—1,tn—1) donne amplitude de probabilité pour que la particule soit observée au
point ¢, au temps t,. Commencons par calculer le propagateur pour un temps infinitésimal

€ = t, — tn_1. Les calculs seront faits au premier ordre en . Premiérement, en utilisant la

14



relation de Campbell-Baker-Hausdorff, on trouve

9

{qn | exp (—;.LSH) | Gn—1) > (gn | exp (—2@‘/) exp (—;_LaK) exp < ; K, V]) | gn-1),
(2.16)

ou K = P?/2m est 'énergie cinétique. Au premier ordre en ¢, on peut négliger le dernier

facteur. On insére ensuite une relation de complétude sur les impulsions

ol exw (< et ) Lans) = [ o Gl oxw (= 52V) [t [ exp (=3 ) Lanca)

ie [ p3
~ [dp e =T {22 4V @) [ padon ). @217

on introduit la relation suivante :

(¢ p) = \/2:,1771@(13 [;_lpq] :

Il s’ensuit que le propagateur pour un temps infinitésimal s’écrit :

dpn i P
K(Qna tn; Gn—1, tnfl) ~ % exp ﬁ DPn (Qn - anl) — £ % +V (Qn) s (218)
ou
p2
H (P, Gnitn) = 57 n) - 2.1
(Prs nitn) = 5~ +V (an) (2.19)

Substituons le résultat obtenu (2.18) dans ’expression (2.15), et faisant N — oo oue — 0,

2

les termes en €2, €3, ..., sont négligeables selon la formule de Trotter

] i i N+1
exp (—; (tr —t;) H> = lim (efﬁsv 6755T> .

—00

15



L’expression du propagateur prend la forme suivante :

N N+1

. dpn, 1
K(qs, tys qinti) = th H [/ dqn] H [/ 2])71] exp{hAN} , (2.20)
e n=1 n=1 i
avec
N+1
AN = Z [Pn (G — Gn—1) — €H (Pny Gni tn)] - (2.21)
n=1

L’expression (2.20) représente la formulation de l'intégrale de chemin dans ’espace des

phases sous forme discréte. Aussi on peut la mettre sous forme compacte comme suit

KGptgsat) = [P0, 00 {2 [Mpi-Hea).  22)

Partons de I’expression (2.20) , en complétant le carré et en calculant l'intégrale gaussienne

Sur py.
7 &XP 7 |PnQn —4n-1) — o n = -
2mh P h Pnid n—1 2m 4 2mihe

i

exp - {% (gn — Gn-1)® — €V (qn)} :

(2.23)

Ce dernier calcul n’est valide que si € a une petite partie imaginaire négative. La quantité
entre accolades n’est rien d’autre que l'action infinitésimale S(g,—1,qn;€) associée au passage

du systeéme de la position ¢,_1 & la position ¢, dans un temps €. Au premier ordre, on peut

m
K(Qna tn; Qn—1, tnfl) = \/;exp S(anly qn; 5)- (224)

Il se trouve, en fait, que le propagateur (2.15) admet une forme lagrangienne (ou intégrale

donc écrire

de chemin dans l’espace de configuration) en replagant le résultat de I'intégration sur p,, (2.23),
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qui est défini par

Katsian) = Jim {2} T[]

kN /Hd% exp — S [q] , (2.25)

ou S[q| est 'action associée a la trajectoire discréte ¢, n =1,2,....., N + 1.

Si on définit la mesure d’intégration fonctionnelle suivante

N+1 N
D, () = Nli—n>1oo {2772715} qu"’ (2.26)

alors, le résultat fondamental peut s’écrire comme suit

K(qr,tr; girts) /D exp — S’[ 1, (2.27)

ol 'action est, bien entendu, donnée par

Sl = [ a (;«f - V<q>> . (2.28)

L’interprétation de (2.27) est la suivante. Chaque trajectoire possible allant de g; a ¢y dans
un temps ¢ contribue a amplitude K (qy,ts ;g;,t;) avec un poids égal a 'exponentielle complexe
de son action. En gros, on peut dire que les trajectoires qui contribuent appréciablement &
Pamplitude sont celles dont ’action ne différe de I’action classique S[g.] que par un terme d’ordre
~ h. La limite classique est obtenue quand ’action de la trajectoire classique est beaucoup plus

grande que h : S[g.] > h. C’est le principe de correspondance.
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2.7 Expression de K(qs,tf; ¢;,t;) en fonction des états propres
de H

Le propagateur peut étre utilisé pour exprimer 'amplitude de probabilité qu’'un état | ;)

évolue dans un temps t vers un autre état | ¥¢). En effet

(Up | Uty —t;) | W) :/inde % (qr) Wi (ai) {ap | Uty —t) | @), (2.29)

ot ¥; (q) = (¢ | ¥;) est la fonction d’onde de ’état | ¥;) (idem pour Wy (q) = (q | ¥y)).
Signalons enfin que, dans la base des fonctions propres de I’hamiltonien, le propagateur a

une forme particuliérement simple :

7
K(qr,tys aits) = (a7 | eXP*%H(tf —ti) | @)

= > gy [ mye i B 0 | )

n

= > e i En(t=t) @, (qp) @7 (q5). (2.30)

n

Connaissant le propagateur exactement, on peut donc en extraire les niveaux d’énergie F,

et les fonctions propres ®,, de I’hamiltonien, & une phase arbitraire preés.

2.8 Propagateur dépendant de 1’énergie

D’apres I’équation (2.15), le propagateur K dépend seulement de la différence des périodes,

c.-a-d.

K(qp.tys qiti) = K(qr,q; T) T =ty —t;. (2.31)

Il est souvent plus simple d’utiliser la fonction de Green dépendante d’énergie G(qy,¢;; E)

au lieu du propagateur K(qy,q;; T'). Les deux sont reliés par la transformation de Fourier [6] :
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G(qr, 9 FE) = dT ei®T K(qz,q:;T)

SIS
j—

1 ]
= aT e K(qs,4:;T), (2.32)

0\8

(puisque K (qf,¢;;0) = 0 pour 7°(0). L’intégrale (2.32) peut toujours étre faite pour conver-
ger si ’énergie F devient légérement complexe avec une petite partie imaginaire positive
(la prescription in) .

La transformation (2.32) de la série (2.30) donne le développement pour la fonction de Green
dépendante de ’énergie

Glap i B) = 320 (;f)_ %:L (@) (2.33)

n

Puisque le spectre de H est réel, les singularités surgissent quand Im £ = 0. Pour un spectre
discret, nous admettons que les poles de GG sont les états liés et les résidus correspondants aux

fonctions d’ondes d’état lié. Pour un spectre continu de H, la fonction G a une coupure.

2.9 Action quadratique

La classe la plus simple de systémes dont la solution par I'intégrale de chemin est exacte est
celle caractérisée par I’équation quadratique de I’action dans les coordonnées et les vitesses [7].
Par conséquent, elles fournissent de bons exemples pour la compréhension appropriée de diverses
étapes mathématiques impliquées dans le calcul explicite des intégrales de chemin. D’ailleurs,
elles sont également utilisées comme premiére approximation pour étudier des systémes ca-
ractérisés par une action particulierement complexe. Il est, donc, trés souhaitable d’avoir des
expressions explicites pour les propagateurs liés a des actions spécifiques généralements utilisées
dans des calculs pratiques.

Entre deux points (g;,t;) et (qr,ts) il existe toujours une trajectoire classique g. (). On peut
donc décomposer une trajectoire arbitraire ¢(t) ainsi : ¢(t) = q.(t) + y(t), ou y(t;) = y(ty) = 0.

On peut considérer le passage de ¢(t) & y(t) comme un changement de variables fonctionnel,
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mais un changement trés simple, puisqu’en chaque instant la nouvelle variable ne différe de
Pancienne que par une constante ¢.(¢). Le jacobien de ce changement de variable est donc égal

a l'unité, c’est-a-dire que [dg] = [dy]. De plus, on a le développement de Taylor suivant :

Slgl = Slge] + | dt——= 05 y(t) + L /dt dt ) (t)y (tr) + (2.34)
q] = S|q - ———y )y () + ..... , .

‘ sg ) 72 dq (t) dq (t)
ou toutes les variations sont calculées par rapport a la trajectoire classique g.. Par définition

de ¢., le deuxiéme terme est donc nul. Au deuxiéme ordre, on peut donc écrire

K(qp,ts; gints) = eid qcl/ dy] exp{ / dt dt/- S OO, (t)} (2.35)

Dans le cas d’une action quadratique en ¢(t), comme celle d’une particule libre ou d’un
oscillateur harmonique, cette approximation au deuxiéme ordre est exacte. Ecrivons l'action

quadratique générale

Slq (t)] = /dt (aq2 + bqq + c¢* + dg + ex + f), (2.36)

ol a,b, ..., f sont en général des fonctions de t. Nous supposerons cependant que a,b et ¢ sont

indépendants du temps. Le développement au deuxiéme ordre donne

i ) 23
K(qp,tr; qinty) = endlael / [dy] exp {;i/ dt (ag® + byy + cy2)}
t;

= enSlal (1), (T =ty—t;). (2.37)

ou f(T') est une fonction de l'intervalle de temps écoulé seulement, puisque le lagrangien, en
fonction de y, ne dépend pas explicitement du temps ¢. Toute la dépendance dans les conditions
initiale et finale se retrouve dans S[q.].

Le résultat exprimé par (2.37) est d’importance fondamentale et implique que la dynamique
des systémes quantiques caractérisés par l'action quadratique est complétement exprimée par

la trajectoire classique.
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2.10 Conclusion :

Nous avons présenté dans ce chapitre une nouvelle description des systémes quantiques non
relativistes selon la méthode de Feynman qui porte le nom l'intégrale de chemin. Et nous avons
montré que l'intégrale de chemin peut se mettre sous deux définitions explicites. La premiére
dite la forme hamiltonienne (I'intégrale de chemin dans ’espace des phases), et la deuxiéme,
est la forme lagrangienne. Aussi, on a pu arboré que le propagateur caractérisé par ’action
quadratique est complétement exprimé par la trajectoire classique.

Cette méthode posseéde les avantages suivants :

- Elle est plus intuitive, car la notion de trajectoire reprend quelques uns de ses droits.

- Elle donne un sens physique plus clair a la correspondance entre la mécanique classique
et la mécanique quantique.

- Elle permet certaines manipulations formelles, en particulier des changements de va-
riables, avec une plus grande facilité que la quantification canonique, car elle se fonde sur I’espace
des configurations et non sur ’espace des phases.

- On raisonne dans ’espace-temps, ce qui permet un passage a la relativité trés aisé
dans la formulation lagrangienne, par contre, dans la formulation hamiltonienne le temps est
trés privilégié et la covariance relativiste des équations n’est pas apparente.

- Le point de vue est global, c’est-a-dire, au lieu de considérer des amplitudes de proba-
bilité pour un état & un instant donné, on associe une amplitude de probabilité & une histoire
entiére, ou chemin, du systéme. Ce point de vue se révéle souvent plus fructueux et plus inté-
ressant.

En pratique les avantages de l'intégrale de chemin deviennent apparents lorsqu’on considére

des systémes ayant un nombre infini de degrés de liberté.
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Chapitre 3

Traitement du Mouvement d’une

Particule Soumise au Potentiel de

PoOschl-Teller

3.1 Introduction

La résolution de I’équation de Schrodinger stationnaire pour un potentiel arbitraire peut se
révéler délicate techniquement. Néanmoins, il est souhaitable de connaitre tous les potentiels
pour lesquels nous pouvons résoudre ’équation de Schrodinger et exprimer ses solutions en
termes de celles des équations différentielles que nous pouvons actuellement résoudre car il
est essentiel pour la physique d’avoir des solutions analytiques exactes afin d’expliquer avec
certitude certaines expériences.

Les potentiels exactement solubles sont des exceptions dans la théorie quantique [8]. Seules
certaines classes de potentiels admettent des solutions exactes (on dit alors que le probléme
est intégrable). Nous trouvons en effet parmi ceux-ci des potentiels solubles d’intérét certain,
pensons en particulier aux potentiels unidimensionnels harmoniques, de Poschl-Teller et de
Morse. Une des raisons d’une telle popularité est que leurs études modélisent la situation trés
fréquente ot le systéme est au voisinage de 1’équilibre. Les résultats obtenus pour ces potentiels

pourront s’appliquer & I'’étude des vibrations d’une molécule diatomique, des vibrations de
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molécules plus complexes ou méme des solides.

Dans l'approche de Feynman [9, 10], I’évaluation du propagateur a joué un réle central
dans un grand nombre de problémes de la physique quantique non relativiste ; citons le cas des
potentiels singuliers & I'origine pour lesquels des solutions analytiques sont hautement désirables
et cela quelle que soit leur forme fonctionnelle.

Les transformations sur ’espace est sur le temps étaient I’outil mathématique puissant per-
mettant de Contourner beaucoup de difficultés rencontrées en utilisant le formalisme de Schro-
dinger [11]. Depuis, les résultats obtenus dans cette voie sont spectaculaires et sont parfaitement
identiques a ceux trouvés par la résolution de I’équation de Schrédinger [12].

Dans ce chapitre, nous allons analyser, par l'intégrale de chemin, le comportement d’une
particule de masse m dans un puits de potentiel de Poschl-Teller unidimensionnel [13].

Le potentiel qui régit le mouvement est défini par :

yPr gy = L TRE=D  AQ-D] . (3.1)

2m | sin’z cos2z

A et k sont deux paramétres réelset A > 1, k > 1.

Le probléme en question a été étudié pour la premiére fois par Poschl et Teller [14]. Une
discussion détaillée, dans le cadre de ’équation de Schrodinger, est disponible dans le livre «
problems in quantum mechanics » de Constantinescu et Magyari [12]. L’étude de ce poten-
tiel symétrique dans le formalisme de l'intégrale de chemin a été effectuée suivant différentes
approches [13, 15, 16]. L’approche développée dans ce chapitre consiste a traiter ce probléme
pour A = k et A et k quelconques le plus naturellement et le plus simplement possible dans
I’espace de configurations et aussi bien dans I'espace des phases en utilisant la technique de la

fonctionnelle delta de Dirac [17].
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3.2 Calcul du propagateur dans ’espace de configurations :

Nous nous proposons donc d’évaluer I'intégrale de chemin associée a ce probléme dans deux
cas différents en 'occurrence le cas particulier ou k& = X et le cas général ou A\ et k sont
quelconques.

La construction du propagateur nous permettra d’obtenir directement le spectre de 1’énergie

et les fonctions d’onde convenablement normalisées des états liés.

3.2.1 Le propagateur dans le cas particulier, £ = A

Dans ce cas le potentiel défini par I’équation (3.1) se réduit a :

V (z) = 2Vok(k — 1) sin™2 2z, (3.2)

h2
oulVop=—,k>1,et z€]0,7|
m

Suivant Feynman, le propagateur relatif & une particule de masse m en mouvement dans un

espace & une dimension soumise au potentiel (3.2) s’écrit formellement

K (2",2';T) :/Dx (t) exp (; /OTL(x,j:) dt>, (3.3)

avec le lagrangien du systéme

1
L(z,z)= §mj:2 — 2Vok(k — 1) csc? 2z, (3.4)

et explicitement sous forme discréte

Koy = (" )Nﬂ/ﬁd ﬁ LS —1) (3.5)
T TN S 00 \2mieh = B Uk '

ou S (7,7 — 1) est laction élémentaire qui s’écrit en adoptant le principe du mid-point :
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.. m ~
SU-1) = o (Axj)? — eV (&)
- % (Az;)? — 2Vpk(k — 1)z csc? 25, (3.6)
Tj + xj—l.

2
Développons les quantités sin z; sinz;_1 et cos x; cos x;_1 autour du point moyen et retenons

avec rj =

seulement les termes d’ordre 2 en Az, c’est- a- dire d’ordre € de sorte que

o | (A’
SlIlfL’]SlIlIIZ‘J_l = sm fL’] ‘%2 5

4
Az;)?
COSTjCOSTj_1 = cos? Z; (1— (42]2) >
J

Il est tout de méme utile de rappeler que les termes qui contribuent a ’action sont de I'ordre de
.. 2~ . . 2 ~
e. Dans ces conditions, nous remplacons sin“ Z; par sinz; sinx;_1 et cos®Z; par cos z; cos T;_1,

Paction élémentaire s’écrit

S(,j—1) = 2@8 (Az;)? — 2Vok(k — 1)e cse(2a;) ese(2wj_1), (3.7)

avec v; =z (), t =ty , t' =ty ,e =%, T =ty —to, 2’ =z (ty), 3" =z (ty).
Pour simplifier, nous faisons le changement de variable 6; = 2xz; , ; €]0, 7 [. Les équations

(3.5) et (3.7) se transforment en

K (9// 0T ) Nlinoo (2)17N 27”571 N/2/ HdQJH exp [ 1)] , (3.8)
et
SG,j—1) = ;ﬁg (A0;)% — 2Vpk(k — 1)e csc(6;) cse(6;_1). (3.9)

Afin d’exprimer l'action en fonction de cos Af;, nous utilisons le développement limité de
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la fonction cosinus et retenons les termes d’ordre 4 en A6 :

(A6))* n (A0))"

cosAf; =1 — ,
2! 4l
d’ot A
(A0;)* =2 (1 —cos A0 + (Afj) ) , (3.10)

done, I'expression (3.9) se réécrit

=" VT (agys ZVok(E = De
S(,g—1)= = (1 —cos AB;) + 06e (AB;) Snd; smnf, (3.11)
A Taide de la formule suivante [15]
q q 3
/exp [—ayz + Byt + B8yt +0 (yﬁ)] dy = /exp [—ayz + Byt + Zﬁ'oz_z +0 (a_3) dy,
—q —q
(3.12)

valable pour « grand et ¢ — o0, nous pouvons remplacer le terme (AHJ-)4 par son correspondant

quantique

4872
(Aej)4 = Tz

Paction élémentaire (3.11) devient

K2 2Vok(k—1
S(,j—1)= 4@5 (1—cosAgy) — 1 g 2Vok(k = L. (3.13)

2m sinf; sinf;_q

En utilisant la propriété de la fonction cosinus

cos Af; = cosfjcostj_1 +sinb;sinf;_q, (3.14)

2
et en remplacant V) = —, l'expression (3.13) prend la forme suivante
m
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. m  h? m
S(,i—1) = (46 - 2m€) - (4—6 cos; cost,l> -

2¢h?  k(k—1) (3.15)
m sinf; sinf;_1 /) '

m . .
— <4€ sinf;sinf;_1 +
Alors, nous aboutissons a ’exponentielle de ’action élémentaire

7 m ih m
- i1 — o1 o . .
P [ 507 )] P <45h 2m€) P (4ish cos 0 cos b 1)

h
m . . 2ieh  k(k—1)
——sin6; ;-1 — . 1
P <4ish St Yy sbj-1 m sinf; siné’jl) (3.16)

Utilisant maintenant la formule asymptotique suivante [10]

I, (2) = (2m2) "% exp [z 1 <72 - le)] , larg z| < g, (3.17)

\z|—>oo 2z

ot I}, (z) sont les fonctions de Bessel modifiées, I’équation (3.16) devient :

i . m ih m
exp |:h S(]7] — 1):| = exp <45h — 27’n€> exXp <m COS 0_7 COS ej_1>
1/2
(271—4Zh sin §; sin9j_1> Ik_% (% sin 6 sinHj_1>. (3.18)

substituons le résultat (3.18) dans ’expression (3.8) du propagateur, nous obtenons :

. . ) N-1
lim m \ N im ih
K (0,0;T) = )N — = / db;
(0",057) N — oo P (2i5h> “P\aen " 2m” JUI J
N m
(sinf; sin 9]-,1)1/2 exp (M cos 6 cos 93-,1)
j=1
Ik—% (% sin 6 sinej_1> . (3.19)
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A ce niveau, insérons la relation suivante [7]

(sin asin B)1/27* Ik_; (zsin asin 3) exp (z cos a cos f3)

2%[ 2§: (k+1) T(+1)

T2kt 1) T;41 (2) CF (cosa) CF (cos B) , (3.20)

=0

ol Cf sont les polynomes de Gegenbauer, dans 1’équation (3.19), le propagateur devient

" onl. . lim _ m \N m ih 22k[F(/€)]2
K (¢",657) = Nﬁoo@)”{(m) o <4n‘m5)<2wm}

(k+1) T'(ly +1) (k+1Iny) T'(Iv+1)
Z Z NZ L(2k+1) 7 I (2k + Iy)

11=012=0

m m . . k
Ik+l1 <m) ..... Ik—i-lN (m> (Slneo S GN) Cécl (COS 90) CfN (COS 9]\[)

™

/ (sin? Ql)k CJ. (cos 1) Cﬁ (cosBy)db.............

™

................ / (sin2 HN_l)k CZFI (COS HN—l) C;CN (COS 0]\7_1) deN—l-
0
(3.21)

Pour l'intégration par rapport a la variable 6;, utilisons la relation d’orthogonalité des

polynéomes de Gegenbauer [18]

1
k k 2 k—1/2 - 7r21_2kF (n + Qk)
_/Cn t)Cy, () (1 —¢%) dt = TGhrm T (k)]25”’m' (3.22)

L’intégration sur la variable 65 dans le cas j =1, donne :
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™

/(sin 91)% Cf‘; (cos b)) CZ (cosby)db, = /C (1 — t2)k_1/2 dt
0

71'21 2KD (1 + 2k
= (1 ) (5l1,l2' (323)

() e+ 1) 0 2

Ainsi, apreés avoir effectué toutes les intégrations sur les variables angulaires, nous aboutissons

a Pexpression du propagateur suivante

lim mo\% N o= (k+DT(I+1)
K 9”,«9/;T — 92 2k 27) 2 1
( ) N — oo (2ieh) (2)7 (2m) lz(:) rk+0r (k)]_2
im  ieh m ) . i
.H o <4eh 2m> Tt (i)  (inosin )
CF (cosBp) CF (cosOy). (3.24)

Finalement, en remplagant I (%) par la relation (3.17), le propagateur peut étre alors écrit

sous la forme

2)2 > 2
K (2", 25T) = 2 (sin2upsin2en)" —ih— (1 +k)*T
(z",2";T) (sin 2z sin 2z ) Zexp i m( + k)

™

(k+1) T(I+1)
T (2k+10) [T (k)]

5 CF (cos 2x9) CF (cos 2zy) . (3.25)

3.2.2 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états liés :

Nous avons vu, au deuxiéme chapitre, que le propagateur peut se développer sur les états

propres de ’hamiltonien comme suit
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(", 2';T) Z\IJ (2') exp <—;EnT> : (3.26)

Par identification, il découle que le spectre discret de 1’énergie est alors donné par la relation

2h2
E, = k 3.27
—(nt k), (327)

Aussi, les fonctions d’onde normalisées des états liés peuvent étre facilement déduites

(k+n) T'(n+1)]"?
7l (2k +n) ]
(sinz cosz)” CK (1 —2sin*z). (3.28)

U, () = 4’“F(k)[

En tenant compte de la relation entre les polynomes de Legendre et de Gegenbauer [18]

T2k +n) T(k+1/2) (1 VAKIZ ek
k _ (42—
Cri(t) = T k) Tt D) 1 (t*—1) P (), (3.29)
ainsi que de la propriété de la fonction gamma
22]671 1

I'(2k) = NG k)T <k: + 2) , (3.30)

nous pouvons donner aux fonctions d’onde I’expression suivante :

4(k+n) T(n+2k)]"% 1/2—k :

U, (z) = T (>n Y } (sinz cosz)'/? Pkin 12 (1 —2sin*z). (3.31)
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3.2.3 Le propagateur dans le cas général, k£ et A\ quelconques

Dans ce cas le lagrangien régissant la dynamique du systéme physique est défini par

L(i,z)=-mi* — — 5 (3.32)

sin® & cos? x

1 ., A [k(k—1)+)\()\—1)]‘

La présentation discréte du propagateur s’écrit en notation standard comme suit

N — o0 2msh

K (o, 2/;T) = fim mn N/2/ Hdajoexp[ j—l)}, (3.33)

ou S (7,7 — 1) est 'action élémentaire développée autour du point moyen

h? k(k—1)+)\()\—1)]. (334)

S0 -1) = o (0 - e |

2m sin® Z; cos? Z;

En utilisant la moyenne géométrique a la place de la moyenne arithmétique c’est- a- dire, en

2

. 2 ~ . . ~ . .
remplacant sin” Z; par sinz; sinx;_1 et cos” Z; par cosx; cosx;j_1, cette action devient

m 2 _ B

o (3.35)

sinx;sinz;_1  COST;jCOST;j_1
Au moyen du changement de variable 6; = 2z, les équations (3.33) et (3.35) se transforment

en

N/2

(9// 0T ) Nlinoo (2)1—N 27m€h / HdOJH exp [ (4,7 — 1):| , (3.36)

et

A K2 k(k— ) A(A=1)
S(j,5—1 ( > - —c + . 3.37
( )= 2¢ 2 2m | gin 02 sin ]2 cos b 9 2 ( )

Le développement & I'ordre 4 en Af; de la fonction cosinus

A AG; 1 (A0
<2> =2 (1 — COS T + J <2> s (338)

nous permet d’écrire I’action (3.37) sous la forme
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Ab; AG:\ 2
SGJi—-1) = ?<1cos]>+m<5> _

2 24¢ 2
h? k(k—1 A(A—1
_ . ; 2 T ; 2 . (3.39)
2m | gin o sin =5+ cos 5 cos 5+
: . o m (A0 h?
Suivant la relation (3.12), nous effectuons la substitution suivante 53- — ] 7 Tt dans
m
I’expression de ’action qui devient
m Af; h?
S@G,j—1) = l—cos =2 ) -~ c—
h? k(k—1 A(A—1
e ; 2 + ; 2 . (3.40)
2m | gin 4 sin -5+ cos - cos

2
La correction quantique <_8) joue le role d’une pseudo-énergie.
m

Insérons ensuite la propriété de la fonction cosinus (3.14), 'action élémentaire prend la

forme suivante

2 0. 0, 2 .
S(Jg—-1) = (m—hs)—<7:cos]cos J 1—|—h€)‘()‘)>_

5 &m 2 2 2m CcOS 97] cos 9j2*1
0, 0,1 % k(k—1
B U O L G R (3.41)
€ 2 2 2m gin %J sin 9a£1

dont 'exponentielle est

) ] ih 0 0._ ieh  A(A—1
exp[;S(]}j—l)} = exp(T—%a)exp(%cos]cos o1 ieh A ) >

h 8 ic 2 2 2M cos % cos 97‘24
exp 2 sin b sin b1 _ @M . (3.42)
ieh 2 2 2m gin % sin %1

A Taide de la formule asymptotique (3.17), I’équation (3.42) se raméne & la décomposition
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suivante :

1 1
' ' h 2 0, . 6;i_1\2 6, 0,i-1\?2
exp [; S(j,5— 1)] = exp <ZZ — 817715) < Z:;:) (sin;sin j21> <cos chos j21>
m . 0; . 0;4 m 0, 01
I i ' J I — 2 i 4
k-1 <i5h sin - sin = > Al <i5h CO8 - €08 ) (3.43)

D’apres la relation existante entre la fonction de Bessel et celle de Bessel modifiée [18]

I (2) = e_(g)”ij,, (e(%)iz> , (3.44)

s
valable pour [—7? <argz < 5} , nous pouvons mettre I’équation (3.43) sous la forme

) m ih 2mm o
v s s _ e ue 1T (A k—1)
exp [ S (4,7 1)} = exp <€ 3 5) < i ) e 2

1 1
0. 0. 1\ 2 . o\ 2
sin - sin 2 ! costg—]cosh
2 2 2 2

B0 . 0 3 0; 0
Jk_% (me * sin 4 sin 1) J/\_% <me ;m cosjcosjl> , (3.45)
ie

2 2

Ol NOUs avons pose¢ y = =, —=—.

ou encore

N

1
' ' ' . 0; . 0;_1\2 0; 0
exp [; 5,7 — 1)} = exp <Z€TZ - ;Thn€> (47) e OAFR) <sin Ej sin 721> <cos Ej cos 321>
y .05 0 0 b
{ka_é (ysm 5 Sin =5 JA_% ycos 5 cos —o— | o (3.46)

Maintenant, il est facile de s’assurer que
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. N , .

l . _in tm ih

| | exp [h S (4,5 — 1)} = | | (47) e 2 OHR) exp (Eh - SmE)
=1

Jj=1 Jj=

1 1
0. 0. 1\ 2 0. 0. 1\ 2
sin -2 gin —2 ! cos - cos —Z !
2 2 2 2
Ly ysinﬁsine—o Jy_1 ycosﬁcose—0 .........
2" k=3 2 2 )"z 2 2

Ly sin O sin On-1 J cos O cos on-1
......... 9 k*% ) 9 )\*% Yy 2 2 '

2
(3.47)

En tenant compte du lien entre les fonctions de Bessel et les fonctions hypergéométriques [10]

(e o]

%Jy(zsinasinﬁ)J“(zcosacosﬁ) = (zsinasin )" (z cos acos B)* Z (—1)!
=0

Fp+v+i+1) T'(v+1+1)
D2+ )T (p+1+1)
Jusvro (2) F (=L p+v+1+1,v+ 1;sin’a)

(w+v+20+1)

F(-lp+v+1+1v+1sin’p) , (3.48)
Et en utilisant la relation existante entre les fonctions hypergéométriques et les polynémes de

Jacobi [18]

r 1 1-

pled) ()= LOFnED o Bt natla+ i), F=oR (349)

n |
n!T (o +1) 2

Pexpression (3.47) admet P’écriture suivante :
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N . N
Hexp [;_L S]} |:H (4m)e —iZ (A+k) exp <Zm _ )] Z Z l1+l2+,..+lN

1h=0 In=0
DT +k+10)
Fk+h+3H)T(A+h+3)7"

A+ k4 201) oo (A + o+ 21y)

In! T+ k+1y)
P(k—i-lN‘i‘%)F()\-i-lN"F%

2
0.\ " 6.\
201 2 U1
{3 ()

k A 11 1,1
..{<s1n2 0N2_1> <0052 0N_1> P(k 2 2>(cos@zv_l)Pzgf,lwA 2)(00891\/_1)}-

) a2ty (Y) oo Jetat2iy (¥)

A 1,1 1,1
Plgk 3A—3) (COSGO)PZS\f 2 2)(COS€N)

1 1

P( “373) (cos@l)Pl(zk_i’/\_i) (00501)} .....

En substituant le résultat obtenu (3.50) dans l'expression (3.36) , le propagateur relatif au

potentiel (3.1) se met alors sous la forme :

N . .
" opl. _ lim 1-N m_\N/2 —(%)i(A+k) me ﬂ
K("6:T) = v, @ (27riah) [ 1 @mye s P\oh T am”

DY (=N (N p B 20) (A ko 208) Tiagat () Ty (U)
11=0 In=0

LT +k+0) IN TN+ k+1y)
Fk~|—l1+ DT A+h+5) 7 T(k+Iv+3)T (A +iv+1)

sm—sm— ' COSH—OCOSQ—N '
2 2
k A 1 1
/d91 <Sin2 01) ((3052 91) k=3A3)
2 2
0

k A _ly_1 1,1
/d9N< 2Nl> <(3052 6N2_1> P(k R (cos@z\/_l)Plg\/?_lz’A 2) (cosOn_1).

P(k_l A= 1)

l1

1,1
(cosby) P Evk 2 2)(00891\7)

k—L1 -1

P( (cosby) P, l(2 2 2)((:086’1) ............

l1

In
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Nous envisageons, a présent, l'intégration sur les 0; en utilisant la relation d’orthogonalité

du polynome de Jacobi [18]

o « [e% 5n,m
/(1 —2)* (14 ) P9 (a) P () de = 22 (3.52)
—1 n
avec
20 +B+1 Fn+a+1)T(n+B+1)

(3.53)

N2 =
" onla+stim) To+B+a+l)

Si nous considérons le cas j = 1, le résultat de I'intégration sur 6y via le changement de variable

T1 = cosfq est

™

k A
/dﬂl <sin2 91) <cos2 01)
2 2

0

1 1
k—1a-1

1 1
2) (cosbq) Pl(k A

—ia-1 )
Pl(1 ) 27 2)(C0891) — 27()\+k) ll,l2.

Apreés intégration sur la variable angulaire 6, il est clair que le propagateur devient alors

, lim 1—-N m Nz N —(E)i(k—‘rk) m ih
K(G,G;T) = (2) — H(47r)e 2 exp | - — g€
j=1

N — o0 2mig; 8m
- |
UT(AN+E+1)
DN N k2 : J, N
o . ONN* [ 60 0N\ (-ia-d 1l
(sin 50 sin ;V> <cos 50 Cos g) PI(LC A1) (cos ) Pl(k A1) (cosOy) .
(3.55)
Gréace a la relation
(%) —imv\—1/2 1 2 1
Jy (e 2 z) = (2mze™"™) exp |z — ("= |, (3.56)

avec '™ = (—l)l pour [ entier, le propagateur associé au potentiel de Poschl-Teller peut étre
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finalement ramené & la forme appropriée suivante :

h
K (zi,z1,T) = Z exp <_i2m 20+ k+\)? T) A+ k+210)

(sin zg sin 2y )" (cos zg cos )
k—iA—1

2) (1 —2sin’zy). (3.57)

3.2.4 Spectre d’énergie et fonction d’onde des états liés

Le spectre discret de ’énergie s’évalue de la méme maniére que dans le premier cas (A = k).
Nous obtenons dans ce cas

h? 5
E=—2l+k : :
1= 5 (2 E+A) (3.58)

Les fonctions d’onde normalisées correspondantes & ces états liés sont directement déduites et

valent :
TN+ k+10) V2
U (z) = [(2)A+k+20) '
T(k+1+3)T(A+1+3)
1,1
(sinz)" (cos ) Pl(k 3A73) (1 —2sin*z) . (3.59)
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3.3 Traitement du potentiel de P6schl-Teller dans ’espace des

phases

Dans cette partie, nous reconstruisons le propagateur associé au potentiel de Poschl-Teller
par une représentation intégrale basée sur ’action hamiltonienne et définie sur des chemins dans
I’espace des phases. Le potentiel en question est analysé sous ’angle d’une approche qui utilise
la fonctionnelle delta de Dirac. Cette approche s’inspire des critiques formulées par Katz [19]
Concernant les méthodes de calcul jugées trop laborieuses et contenant trop de détails inutiles.
Cette méthode a été par la suite développée par un des auteurs [20] et reformulée par Arlem
Anderson et Scott B. Anderson [17].

Le probléeme du potentiel de Poschl-Teller (3.1) a été reconverti dans les deux cas (k = A
, A et k sont quelconques) a celui du potentiel de Morse. Le spectre d’énergie et les fonctions

d’onde des états liés ont été alors obtenus exactement.

3.3.1 Présentation de la technique de la fonctionnelle delta de Dirac

L’approche de la fonctionnelle delta de Dirac est un outil puissant pour I’évaluation des in-
tégrales de chemin pour des systémes quantiques possédant un hamiltonien linéaire par rapport
a la variable ¢(t) qui caractérise la position de la particule au temps t, car elle met en ceuvre
des techniques de calcul simples. Pour les hamiltoniens plus généraux, la stratégie générale pour
appliquer cette approche est de faire des transformations canoniques et autres qui permettent
de donner & l'action une forme linéaire. A ce niveau, 'intégrale sur les variables de la position
est directe et fait apparaitre une fonction delta dont 'argument est 1’équation différentielle du
mouvement de la variable d’impulsion p(t). Par conséquent, 'intégrale sur les moments conju-
gués est facile & manipuler et se réduit & une intégrale ordinaire sur une variable impulsion pg
qui représente la condition initiale de la solution de I’équation du mouvement correspondant
& un temps initial convenablement choisi. Notons que l'intégration sur les moments conjugués
donne naissance & un facteur appelé facteur de composition dépendant des temps initial et final

et de la derniere variable d’intégration py (voir appendice A).
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3.3.2 Calcul du propagateur pour k = \

Le propagateur associé a une particule de masse (m = 1) en mouvement dans un espace
unidimensionnel et soumise au potentiel de Poschl-Teller pour & = A s’écrit dans ’espace des

phases

dp d r .1 1
K (b,T;a,0) = / [ Zﬂ_q] exp [<z/ pq — §p2 — ik:(k‘ —1)sin"22q > dt] , (3.60)

et explicitement sous forme discréte

N-1 N-1

K (b,T;0,0) = lim [ [ dpy [T dgn (2m)"
—o0 n=0 n=1
N-1 1 1
exp {z Z |:pn (QnJrl - Qn) - 5]72 €= ik(k - 1) sin~? 2qn, 5:| } ) (361)
n=0

01‘15:%,qozq(tizo):a,qN:q(tf:T):b.
Suivant I’approche de la fonctionnelle delta de Dirac, commengons par linéariser I’Hamilto-

nien en ¢ (t). Pour cela effectuons, en premier lieu, la transformation canonique définie par
@ = cos 2q.

Il s’en suit que la mesure dq se transforme en f’(Q)dQ. En tenant compte du changement

(¢,p) = (@, P)

1 1 o _
qzia’rCCOSQ:f(Q) y P = g (Q)_f(Q)_ 2\/@7

ol P est le moment conjugué a Q .
Un préfacteur métrique apparait dans la nouvelle expression de I'intégrale de chemin relative

aux nouvelles variables (Q, P).

ol B = cos2b et A = cos2a.



Ce changement conduit aussi a un potentiel effectif V, donné par

99/ 2 gl/
e i ‘/’e = _— . 2
_ 1 3
o 2(1-Q?) 2

En rassemblant ces résultats, le propagateur (3.60) s’écrit, en fonction des nouvelles variables

(P,Q), comme suite :

K (B, T;4,0) = (9(A)g(B))*

e[ (0 4(2) v @ -via)a

{dp dQ] exp [z /T (PQ —2P%(1- Q%) - 20— 3)”

27 (1-@?)
3
2 al. (3.63)
1 o =
Le terme m peut étre éliminé en changeant le moment P — P de sorte que
_ k
P=P-— zm . Le propagateur se met alors sous la forme :

KB.1:40) = GWe@)T [ [ enl [ (Po-itemo-2r (- @)

2w Q?)
+ 4ik.P + > dt] (3.64)
1
ol ke = (IC - 2> y
L’intégrale du second terme se calcule aisément :
T
/ 1 _eQ2 = k. (arcth B —arcth A).
0
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Ce qui donne pour le propagateur (3.64)

K (B,T; A,0) = G/[dp dQ} exp [z/T (PQ2P2 (1-@%

21

4k P + g) dt] . (3.65)

onC=(g(Agyg (B))_Tl exp [ke (arcth B — arcth A)].
A ce niveau, nous remarquons que ’action n’est pas encore linéaire en @(t). Nous allons

pour cela insérer, en deuxiéme lieu, I'identité suivante

oo _ T .2
/db/[das]gexp <—z/0 % dt> = 1. (3.66)

Cette identité représente 'intégrale sur toutes les positions possibles du point final du propa-
gateur d’une particule libre.

. . _ - 3

Ensuite, appliquons le changement © — x4 2P qui conduit a un potentiel effectif V, = —3

et reportons le résultat dans (3.65) . Le propagateur devient alors
o - [ [dP dQ T/ :
K(B,T;A,00 = C / db/ [dx]g/ {27‘_] exp [z/ (—23&2 + PQ
—00
—2P% — 2PQi + 4ik.P) dt] . (3.67)

Intégrons par partie le 2¢™¢ terme de I’action

T

T
/PthZP(T)B—P(O)A—/Pth,
0

0
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ainsi, 'expression (3.67) prend la forme suivante
K (B,T:A,0) — C’/db/ /[ ]exp[ (P(T) B - P(0) 4)] x

xexp{ / (—;x 2P2+4ikeP> dt] / [dQ]

T
X exp z/ (—P - 2]3:1'8) Qdt| . (3.68)

0
Maintenant, il est évident que Uintégration sur les @ (t) s’effectue directement et produit
une fonction & (15 + 2]5:1':) de Dirac. Sa substitution dans ’équation (3.68) donne pour le pro-

pagateur 1’expression suivante :

K (B,T;A,0) = Q
7T

/ / /[dp]exp[ (P(T) B~ P(0) 4)]

—00

T .
exp [z / (—;ﬁ —9p? 4 4@k615> dt] 5 (15 + 2135:) . (3.69)

Suivant ’approche exposée explicitement dans 'appendice A |, I'intégrale fonctionnelle sur
les moments P (t) se réduit & une intégrale ordinaire sur la variable Py.Il suffit de remplacer la
variable P (t) par la solution de I'équation différentielle du mouvement P + 2Pi = 0 dont la

solution est

P(t) = Pyexp (—2z), (3.70)

pour la condition initiale P (t = 0) = Py = Py avec z (t = 0) = 0, et x (T') = b.
Dans ces conditions, le facteur de composition est donné par

1

{d];](goT) df;ﬁ;))] = exp (—b) . (3.71)



I1 découle de ce résultat que le propagateur (3.69) peut étre alors écrit sous la forme :

K (B,T:A,0) = % 7Od5 exp (—b) 7OdP0 exp [z'PO (36—2‘3 . A)]

—00

_ T
dz)? exp |—1 li:Q +2P2e™% — 4ik Pye % ) dt| . 3.72
el 4% + 2P,

Nous voyons facilement que l'intégrale fonctionnelle sur la variable x (¢) s’identifie au com-
plexe conjugué du propagateur décrivant I’évolution d’une particule (m = 1) sous laction d’un
potentiel de Morse inversé (inverted Morse potential) a une dimension; V (z) = Vp (e7** — 2Xe™%7) ,
ot Vg = —2P% et 2A\Vp = 4ik. Py

I1 est bien connu que le potentiel de Morse inversé (inverted Morse potential) ne posséde pas
d’états liés en dessous du demi-plan supérieur. Cette difficulté peut étre contourné en modifiant
le contour d’intégration sur Py par rotation ; ainsi le contour modifié est formé d’un quart d’un
cercle décrit dans le sens direct, centré en 0 et compris entre I’axe réel positif et I’axe imaginaire
positif. Il n’existe pas de podles Py situés a l'intérieur du contour fermé et 'intégrale sur l'arc
tend vers zéro quand le rayon de cet arc tend vers l'infini. De ce fait, la rotation opérée sur
le contour d’intégration change le potentiel de Morse inversé au potentiel de Morse standard.
L’intégration sur les valeurs négatives Py est écartée car sa contribution est nulle (il n’existe
pas d’états liés pour Py < 0).

Autrement dit

R 0
%Cf(Po)dPo —/0 f(Po)dPy +/Cf(Po)dP0 +/in(Po)dP0- (3.73)

Comme aucun podle Py n’est inclu dans C, l'intégration sur le contour fermé est nulle, de

plus l'intégration sur ’arc est nulle quand ’arc tend vers oo .

fo'e) 0 00
/0 f (Po)dPy = — /ioof(Po)dpo— /0 f (iPy) idPy.
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Le propagateur (3.72) devient alors

+oo +o00
K(B,T;A,0) = QC/dl_)exp (—b) /idpgexp [_po (Be—zé_A)}
T
oo o
_ T /1
/[dfc]gexp [—z/ <2m'2 —2P%e 17 4 4/£ePoe_2I> dt} . (3.74)

avec Vp = 2P02 et A\ = kePo_l,

ou encore

/ id Py exp [—PO (Be—% - A)}

K3, (6,T50,0), (3.75)

c +o00 +oo
K(BT:A0) = o+ / dbexp (—B)
s
—00 0

représente le complexe conjugué du propagateur associé au potentiel de Morse standard. Le
calcul de ce propagateur a été donné par Anderson [17] :

—+00 “+oo

0

—00

I
Ina (—ZQPOG ) (3.76)

sin (.5)

ol 2a = (— - =(— %, =2) avec Re(2a) ) —1, cela est satisfait pour
20 = (—8By2)"* = (=2E)2, (v

—r<arg(E) <0 si 0<arg(y) <= oun<arg(y) < 3m (mod2r).

0
2 —
L’¢tape suivante dans le calcul du propagateur K3, (b, T:0, 0) consiste a faire les change-

ments suivants

Yy = —2Poe_26 , x = —2F,, z=e 29,

et
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nous obtenons alors

Kiy (b,T;0,0) = 70 %JET 70 —9dSe (ke +1)S
—oo 0
(e s g o] (F55)) om

A T’aide de la formule de Hille-Hardy [10]

(1—2) 2(1-2) (1—-2)
o jew|-getn]
= > " Thtntl (zyz)? Ly, (z) Ly, (y) (3.78)

valable pour |z|( 1, ou L;, (z) sont les polynomes de Laguerre, le propagateur K%, (B, T;0, 0)

peut s’écrire maintenant de la maniére suivante

+oo —2b
B _dE . s |exp{P0(e —1—1”
K (b, T; = [ P42
i (6,T30,0) / 5 ¢ nz:;]@ 2o+t 1)

(—zpoe*ﬂ’)a (—2P)™ L2 (—21306*25) L2 (—2P) D (E)} . (3.79)

ol les variables x , y et z ont été séparées.

avec

“+oo
D(E) = / dS ¢~ 12nt+2a+2ke+1)S (3.80)
0

Substituons le résultat obtenu dans I'expression (3.75), le propagateur associé au potentiel de

Poschl-Teller s’écrit,

K (B,T;A,0) = TZfreiET f 70d5exp (—b) 7OdP0 exp [—PO (Be—% — A)} x
S oo 0
o —2b
S oy o
x L2 (—2Poe’25> L2 (—2R) D (E)} . (3.81)
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Pour ramener l'intégrale sur la variable Py a une forme connue, nous suivons la méme
+00 +oo

dPy . Dans ce cas, nous changeons / dPy en choi-
oo 0
sissant comme contour d’intégration le demi cercle dans le demi plan supérieur. Il s’ensuit

démarche utilisée pour changer /

que
—+00

/Ooof(Po)dPO =/ f(=Po)dPFy

et en changeant E par —FE, le propagateur (3.81) prend la forme

+00 E c +o00 +o00
K(B,T;A,0) = / %e_iET - / dbexp (—5) / dPy exp [PO (Be_2b — A)} X
—0o0 —o0 0

exp [—Po (6—25 + 1)}

Xy n
. /
= I'(20/ +n+1)

L2 <2Poe’2l_’> L2 (2P) D (—E)} , (3.82)

(2P0€_25> : (2P0)a/ X

NI

avec 2o/ = (2F)2.

3.3.3 Fonction de Green :

La forme de ’équation (3.82) indique que le propagateur admet manifestement 1’écriture

suivante
+00

K(B,T;A,O):/

— 00

dB

—iET
5i-¢ “TCGpr(B,AE), (3.83)

ou Gpr(B,A,E) et lafonction de Green associée au potentiel de Psschl-Teller ; transformée

de Fourier inverse du propagateur

Gpr(B,AE) = /dbexp /dPoexp [P()( )}Zn

xp [_PO (e_% + 1)] P2\ (o’
2Pye~ ) P
T (2 +n+1) ( 0¢ (25)

L2 (2P06*2’_’> 12 (2P,) D (~E), (3.84)

L’intégration sur la variable b est possible en faisant le changement de variable (z = 2Poe_25> ,
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et en utilisant la formule suivante [18]

+oo
IDENC) 1 1
/ e SUPLO () dt = LE+HTO+n+ >5—ﬁ—1F <—n,5 + 1,04 1; > , (3.85)
/ n! T(641) S
valable pour [Re8) — 1, ReS)0].
Un calcul immédiat donne le résultat suivant
+00 ,
/ dbexp (—B) exp [PoBe*Qb] exp [—Poe*%} <2Poe*2b> Lio‘l <2Poe*2b>
1 F(a’—l—%)f‘(?o/—l—n—i—l) (1 B)(a’+%)
(8P)? nl T (20/ + 1) 2 2
1 1 B\
- "+ 22d +1; [ = — = . .
( n,a+2,a+ ,(2 2) ) (3.86)

Maintenant, 'intégration sur Py peut étre faite de la méme maniére que l'intégration sur b en

changeant 2Py — y et en appliquant la relation (3.85) de sorte que

+o0

o 1 o
/ dPyexp [~ PyA] exp [~ Py] (2P) T L2 (2P)
0 (8P0)2

1T () +3)T(2¢/ +n+1) (1 N A>(a/+%)
4 n! T (20 +1)

1 1 A\!
F (—n,o/ + 5,20/ +1; <2 + 2) ) . (3.87)

En suite, en utilisant les deux propriétés concernant la fonction spéciale gamma et la fonction

2 2

hypergéométrique successivement

92z-1p (z)\/; (z+ %)7 (3.88)

AN a a 1 1 z 2
F(.8,26:2) = (1-7) F<2,2+2,ﬁ+2;<2_z)>, (3.59)

Nous aboutissons alors a I’expression de la fonction de Green exprimée en fonction des anciennes

I'(2z) =
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variables a et b :

D" T2 +n+1)

Gpr (b,a,E) = — cos 2a cos 2b]"
( ZO |24a +2n12 (a + 1) [ ]
_ ! 1 — 1
[C082a sin? b] (o +n+2)F (271 —n+ - +1;7COS2 2a>
oY (L VAN TR S I YA ) (3.90)
— W — 4+ -« —— —-E). )
27 2 2’ " cos? 2b

3.3.4 Spectre d’énergies et fonctions d’onde des états liés

Afin d’obtenir le spectre d’énergie et les fonctions d’onde, considérons la fonction de Green

donnée par Uexpression (3.90). L’intégration sur la variable S génére des poles dans le plan de

I’énergie
+oo 1
D(—E) = ds —i(2n+2a’+2ke+1)S _ 3.91
(=E) / ¢ Zi2n+ 20/ + 2k +1) (3:91)
0

le spectre discret de I’énergie est alors donné par I’équation 2n + 2o/ + 2k, +1 = 0. Il se trouve

en fait

E,=2(n+k)?>. (3.92)

Les fonctions d’onde se déduisent directement a partir des résidus correspondants aux poles

c’est -a -dire

W, (b) U (a) = lim E_E"GPT (b,a,E). (3.93)

E—E, )

Apreés un simple calcul, nous aurons finalement

1" 22(n+2k)711'\ —n—9 1
U, (b)Y (a) = (=1) (n—2k+1) exp [ke (arcth B — arcth A)] [sin 2a sin 2b]%
nT2(=n—k+1)

1 -n —n 1 1
5 bl 2 2,k z)F LI - 1, ——
[cos2a cos2b]" [cos® a sin® b 51y T k+ " c0s2 2

-n -n 1 1
Fl—,—+2 —k+1; 94
(2 " Ty * cos22b> (3:94)
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3.3.5 Propagateur pour k et A\ quelconques

Considérons dans ce paragraphe le propagateur correspondant au potentiel de Poschl-Teller

pour le cas A et k quelconques,

K (b,T;a,0) = / {dg;lq} exp [(z/Oqu' — %pz _ % [k(k —1)sin 2 g+ A(A — 1) cos 2 q] ) dt] ,
(3.95)

ou encore en utilisant quelques relations des fonctions trigonométriques

dp d T 1
K(,T;a,0) = / [ gﬂ_q] exp [(z/ DG — 5])2 — k2 (1 - coqu)_1 -1+ Coqu)_1
0
L1
2

(1 — cos® 2q)> dt] : (3.96)

aveCEZ%,q():q(tg:0):a,qN:(tN:T):b,ke:(k—%) ,)\e:()\—%) )

Le calcul de ce propagateur est basé de nouveau sur la procédure décrite dans 'appendice A.
De ce fait, nous commencons par linéariser ’Hamiltonien par rapport a la variable q. Pour cela,
nous appliquons la méme transformation canonique Q = cos2q , utilisée dans le cas précédent
ou k =\

Comme il s’agit de la méme transformation canonique; la nouvelle mesure, le préfacteur
meétrique est le potentiel effectif (Ve) gardent les mémes expressions que celles trouvées dans le
cas ol k = A.

I1 s’ensuit alors que le propagateur peut étre mis, en fonction des nouvelles variables (P, @),

sous la forme

kB.ra0 = oWsm? [l [ (ro-}(2) v @-v.@)d
= e [[5E) el [ (Po-2r -0 - -
A2 3
(1+Q) + 2) dt} ‘ (3.97)
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ot g (Q) = ————, [9(B) g(A) T =2[(1-B?) (1-42)]7 et B = cos2b,

C2/1- Q2

A =cos2a .
Nous remarquons que 'action n’est pas encore linéaire en () & cause de la présence des termes
1 1
et . Le procédé direct pour les faire disparaitre est de changer le moment P
(1-Q)  (1+Q)

ke o A
210-Q) 2(1+Q)

en P via la relation P = P — i

. Par suite le propagateur devient

-1 [[dPd rr_. ke -~ X
K140 = G@e@)7 [ |50 eoli [ (Po-is 50 iz X po-
—9P% (1 Q%) + 2i (ke — Ae) PQ +2i (ke + A) P+ Acke—

2 2 2

k2 3\ ]
e—€+>dt. (3.98)

Il est commode d’intégrer immédiatement le deuxiéme et le troisiéme termes par rapport

T .

kQ . —ke (1-B
/2(1—@)‘”‘ 2 1“(1—A>’
0

T .

AQ . A, (1+B
/2(1+Q)dt_2ln<1+A)’
0

au temps

Ce qui conduit &

D T
K (B,T;A,0) = C/[‘UZ:Q] exp [1/0 (PQ—2P2 (1— Q%) +2i(ke — ) PQ
+2i (k +A)P+Ak—)\—g—k—g+§ dt (3.99)
e e e’'ve 2 2 2 . .

N . =1 g\ Re2 1\ Pe/? . P
ot nous avons posé C' = (g (A)g(B))™ (ﬂ) (ﬂ) pour alléger Iécriture.

Pour rendre I'action complétement linéaire en @), nous pouvons insérer l'identité (3.66) apres

_ ~ 3
avoir changer & en z 4 2PQ + i (ke — \¢) ce qui donne un potentiel effectif V. = —5
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En substituant cette identité, le propagateur aura pour forme

400 ) _ T
K (B,T;A,0) = C / db/[dm]g/ [dp dQ} exp {1/ (—1¢2—|—]5Q—2]52—2PQ$'
0

21 2

+2i (ke + Ae) P — i (ke — M) &) dt] - (3.100)

Les résultats de l'intégration par partie du 2éme terme et de 'intégration du dernier terme :

T T
/PthZP(T)B—P(O)A—/Pth,
0 0

T

/z’(ke A ddt = i (ke — AV D,

0

nous permettent d’écrire le propagateur comme suit
o 5 [ [dP
K(B,T;A,00 = C / dbexp [(ke — Ae) b] / [dw]g/ [27‘_} exp [i (P (T)B — P (0) A)]

1 _ _
exp z/ <—23;~2 —2P% 4 2i (ke + \e) P> dt
0

/[dQ] exp 17 <—P - 2P:b> Qdt| . (3.101)
0

A ce niveau, l'intégration sur les variables @) se fait sans difficulté et donne une fonction

delta de Dirac ¢ (]3 + 2]53'7) de sorte que le propagateur (3.101) devient

K(B,T;A,0) = ;le_)exp (ke — M) B] / W]g/ [dP] exp [i (P (T) B — P (0) A)]
exp [z /OT <—;5g2 — 2P% 4 2i (ke + o) P) dt] ) <15 + 2153';) . (3.102)

Suivant la technique d’Anderson, 'intégration sur les moments P se fait en remplacant la

dépendance en P par la solution de I’équation différentielle du mouvement P + 2Pi = 0 qui
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admet comme solution

P(t) = Pyexp (—2z), (3.103)

avec la condition initiale appropriée Py = P (t = 0) et le facteur de composition suivant

dP (T)dP (0
dP,  dP,

)] ’ = exp (—b) . (3.104)

Par substitution, le propagateur apparait maintenant sous la forme

—+o00 “+o00
K (B,T;A,0) = % / dbexp [(ke — A — 1) D] / APy exp [in (Be—%—A)}

_ T
/[dx]g exp [—z/ <;az2 +2P2e™ 4 — 2i (ke + \e) Poe_2m> dt] :
0
(3.105)

Il est claire que grace a l'identité (3.66), le calcul du propagateur relatif au potentiel (3.1) a
été ramené au calcul du potentiel relatif & un probléme & une dimension qui peut étre identifié
avec un puits inversé de Morse dont 'expression est V (z) = Vp (e 747 — 2ne=2") , ou Vp = —2F}
et 2nVo = 2i (ke + Ae) Po. Un calcul identique a celui du cas précédent (Poschl-Teller pour k = \)

nous conduit a ’expression suivante du propagateur

dE C - _ _
K(B,T;A,0) = / —e T — / dbexp [(ke — Ae — 1) b] / dPy exp [Po (Be_% - A)]
2im us
oo Y 0
< e [P (e A1) e
Zn ; <2P0€_ ) (2P0)a
S I'2a/ +n+1)
12" (2Pye™) 12 (2Py) D (<) } (3.106)
avec Re (2a) ) —1, 2a = (_QE)% , 20 = (2E)% et
+00
D(-E) = / dS et nt20’ ket A1) (3.107)
0
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3.3.6 Fonction de Green :

Selon ’expression (3.106), le propagateur s’écrit sous la forme suivante

+oo
ar

K(B,T;A,O)—/2

—00

- e E1Gpr (B, A, E), (3.108)
7'['

ou Gpr (B, A, FE) est la fonction de Green, transformée de Fourier du propagateur associé au

potentiel de Péschl-Teller

[e.9]

Gpr(B,A,E) = _ﬂc/dbexp (ke — Ae — 1)b /dPgexp P Z_’—A>]
0

exp [~ (e +1)]

2P, *25)a 2Py)*
nzon' I'2a/ +n+1) < 0¢ (25)
L2 (2POe—25) L2 (2Py) D (—E). (3.109)

Considérons maintenant les intégrations sur les variables b et Py. La aussi, le méme procédé

de calcul utilisé dans le cas précédent (k = \) suffit pour trouver les résultats suivants :

+o0

/ dbexp [(ke — Ae — 1) b] exp [PO (B—1) e—ﬂ (2P06_2B>a L2 <2POe—2‘3)
B 1 I’(O/Jr%()\e—k€+1))F(2a’+n+1) <1 B>(a’+é()\eke+l))
- 2 (2P)2 e —hetD) n! (20 +1) 2 2
1 1 B\!
Fl-nad+=MNe—ke+1),2d +1;(=— : (3.110)
2 2 2
et
400 1
dPyexp [— (A + 1) By (2Py)” L> (2P,
{ 0 exp [— ( ) Po] (2P) 2(2P0)%(/\"‘_ke+1) (2F0)
B 1F(o/—|—%(ke—)\e+1))F(2a'+n+1) <1 A)(a/+é(k6)\e+1))
-4 n! (20 + 1) 2 2
1 1 A\!
F(—n,a’+2(ke—)\e+1),2a’+l; (2+2) > (3.111)
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Et par voie de conséquence en portant les équations (3.110) et (3.111) dans 1’équation (3.109),

I’expression finale de la fonction de Green en fonction des anciennes variables est

—C T (2 1
Gpr(b,a,E) = g Z (Pi(;;ili ( +2(k: — A +1)>F<o/+2(/\e—ke+1)>
[cos?a sin®b] "~ sin” b )\E)F —n,a + = (>\ —ke+1),20" +1; !
cos? a cos?b
F< n,o —i-;(k —Ae +1),20 +1; ) D(-E). (3.112)

"cos?a

3.3.7 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états liés

Les poles de la fonction de Green s’obtiennent & partir de I'intégration sur S

“+o00
. , 1
D(—E) = ds —i(2n+2a'+ke+Ae+1)S _ 3.113
(=E) / ¢ —i(2n+ 20 + ke + he + 1) (3.113)
0

le spectre discret de I’énergie pour le potentiel en question est alors donné par ’équation sui-

vante

1
== (2n+k+ N>, (3.114)

By
5 (

Les fonctions d’ondes s’obtiennent & partir de ’expression intégrée de la fonction de Green

Uy, (b) W7, (a) = L _Lin-A—k+l) r —TL—)\—I-1 r —n—k‘—l—1 [cos asinb] 2"V
2r ! T2 (=2n — A=k +1) 2 2

1 1
[Sinzbtana]k[ coszacotb]AF (—n,—n—)\—i— “2n—-A-k+1;— >
2’ cos

1
F(—n,—n—k+ ,—2n—A—k+1; 2b> (3.115)
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3.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons calculé par les intégrales de chemin le propagateur relatif au
potentiel de Poschl-Teller pour £k = X et k& et A quelconques dans deux espaces différents a
savoir I'espace de configuration et ’espace des phases et avons obtenu le spectre d’énergie et
les fonctions d’onde des états liés. Il convient de mentionner que le traitement de ce probléme
dans ’espace de configuration est exceptionnellement clair et direct du point de vue mathéma-
tique contrairement aux méthodes poursuivies par de nombreux auteurs. Nous avons montré
que la construction du propagateur ne nécessite que la mise en ccuvre de certaines relations
mathématiques simples. En ce qui concerne 1’étude de ce systéme physique dans 'espace des
phases, nous avons adopté la démarche de la fonctionnelle delta de Dirac ou la transformation

canonique est & la base de la formulation de son intégrale de chemin.
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Deuxiéme partie

Etude de Systémes Quantiques Non

Relativistes dans ’Espace Courbe
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Chapitre 4

Formulation de I'Intégrale de

Chemin dans I’espace courbe

4.1 Introduction

La représentation intégrale de chemin de 'amplitude de transition pour une particule se
déplacant dans un espace courbe a présenté des défis inattendus depuis 'introduction des in-
tégrales de chemin par Feynman. Beaucoup de problémes de la physique théorique le rendent
souhaitable pour la bonne modélisation des phénomeénes physiques réels. La théorie générale
existe grace aux efforts de DeWitt [21], McLaughlin et Schulman [22], Mizrahi [23] et d’autres.
Le résultat principal de leurs discussions est le suivant : nous devons soustraire du lagrangien
original L une certaine correction quantique AV ~ h?; L, tf=L—AV ou L.y est 'expression
correcte du lagrangien utilisée pour construire les intégrales de chemin sur l’espace courbe.
Malheureusement, les expressions de la correction AV dérivées par les auteurs cités ci-dessus ne
conviennent pas apparemment. Cette confusion provient principalement des différentes défini-
tions utilisées de 'intégrale de chemin ; par exemple, DeWitt préfére une formulation basée sur
le pré-point, tandis que Mizrahi et Lee adoptent le point moyen. Pour remédier & ce probléme,
une prescription générale est imposée pour dériver I'intégrale de chemin et calculer la correction
quantique AV [24].

Le plan de notre étude est le suivant : Dans le paragraphe suivant nous construisons en

détails I'intégrale de chemin dans ’espace courbe ou le propagateur a été formulé suivant deux
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prescriptions & savoir la prescription dite " I'ordre de Weyl " et la prescription " forme produit

". Nous terminons le chapitre par une conclusion.

4.2 Intégrale de chemin dans un espace courbe général

La description quantique d’un systéme dynamique classique est en général compliquée. Les
complications surgissent dans I’approche canonique standard comme dans ’approche de I'inté-
grale de chemin [7]. Dans l'approche canonique, ’ambiguité est dtie au probléme d’ordre des
opérateurs qui ne commutent pas (le correspondant quantique d’une expression classique exige
un ordre particulier des opérateurs). Concernant la difficulté relative a ’approche de l'intégrale

de chemin, nous I'exposons dans les paragraphes qui suivent.

4.2.1 Quantification de I’ Hamiltonien classique

Considérons un systéme dynamique décrit par un lagrangien général doté d’une métrique

gap €t un élément de ligne ds? = gabdq“dqb de la forme

m (ds)? m
L = — _ - o 5b 4.1
el 2<dt> V= ZSgwd d" =V, (4.1)
le potentiel V est en fonction des coordonnées ¢ (a = 1,2,....,n). La convention habituelle

d’addition est prise en compte c’est-a-dire, I'indice répété implique une somme sur l’indice. Le
lagrangien (4.1) décrit le mouvement d’une particule non relativiste dans un espace Riemannien
homogeéne de métrique gqp.

Nous commengons d’abord par écrire ’hamiltonien correspondant a I’équation (4.1). Les

moments canoniques généralisés s’écrivent

oL .
Pa = W = Jab qb7 (4-2)
q

et par conséquent, I’hamiltonien se met sous la forme

, 1
H =p, q“—LZTQ“bpa o+ V. (4.3)
m

oi (¢™) est linverse de la matrice (gap).
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Avant de construire I'intégrale de chemin, nous présentons briévement le procédé de quan-
tification de ’hamiltonien classique (4.3). Dans la mécanique quantique, les coordonnées et
les moments conjugués sont des opérateurs hermitiens notés par ¢ et p respectivement. Dans
la représentation de Schrodinger, nous introduisons les états propres (|g,t)) et (|p,t)) de ces

opérateurs de sorte que
@' () lg,t) = d'la,t), 5 () |p,t) = pilp,t) (4.4)

avec q = (ql, ...,q”) et p = (p1,...,pn). Ces opérateurs satisfont les relations de commutations

suivantes

[0 (1,3 0] = [P ()2 (0] =0, [d" (&) 0 (8)] = 0 55 (45)

tandis que les états propres (|g,t)) constituent un ensemble orthonormé fermé c- a- d

<q”,t\q’,t> _ 971/2 (q/) 5 (q// _ q/) 7

/91/2 (q) d"q lg,t)(g,t| =1. (4.6)

avec g(q) est le déterminant du tenseur métrique et § (¢) est la fonction delta de Dirac & n
dimensions et ’élément de volume est gl/ 2(q) d'q...d"q . Les vecteurs propres de l'opérateur
moment dans la représentation des coordonnées ont la structure d’une onde plane c-a-d
—n/2 —1/4 i
(0.tt) = ) = (200) ™ (£ 0) 9 (@) exp |1 ). (4.7
ol (p.q) = paq® et f(p) est une fonction arbitraire choisie pour définir [f(p)]*/2d"p comme
élément de volume dans I’espace des moments.

L’équation (4.7) nous aide a obtenir les ¢éléments de matrice pour n’importe quelle fonction

des opérateurs moments. Ainsi

<¢t@Jw%w=/w@W”ww@Hmrmmwm
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— [g(q) g ()] /(27771)" d"p (pa)" exp [;p (¢ — q)} :
(4.8)

L’opérateur moment p admet, dans la représentation des coordonnées, ’écriture suivante
. . 1 k
Do = —th | Oy + ifa , Iy =T}, =0,In/g, (4.9)

avec la notation standard d, = 9/09¢® et I'¥, est la connexion affine ot le symbole de Christoffel

de deuxiéme espéce est défini par

1
ab = 59“ (9agbd + Obgad — Oagab) - (4.10)
La dynamique quantique est maintenant décrite par I’équation de Schrédinger dépendante
du temps

O (q,1) = H W (q,1). (4.11)

ol H est Phamiltonien quantique. Comme H est hermitien, la norme de la fonction d’onde est

(W W) = / 02 (q) d'q |9 (q.0)). (4.12)

Puisque nous considérons le cas non relativiste, la fonction d’onde est une grandeur scalaire.
La question qui s’impose est la suivante : quelle est la forme de H ? En Dabsence de I'évidence
expérimentale nous n’avons aucune réponse exacte. Une prétention normale & faire est que H
soit invariable sous les transformations de coordonnées générales. En outre, si nous supposons
que 'opérateur hamiltonien dans I’espace courbe posséde la méme forme que dans ’espace plat,

alors ’hamiltonien quantique du systéme prend la forme

A K2
H=—-——A V. 4.13
9y LB +V, (4.13)
ol Ay p est 'opérateur de Laplace-Beltrami
App =g %0, (gl/ 2 g% 8b) . (4.14)
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L’expression (4.13) peut maintenant étre écrite sous forme d’opérateurs avec l'aide de la

relation (4.9) :

1

—g (@) Da 9% Q) 9™ (@) P9V (@) +V (@) (4.15)

H=
2m

Cette forme de 'hamiltonien correspond & un ordre particulier des opérateurs ¢ et p.

4.2.2 Dérivation de l’intégrale de chemin

Dans le deuxiéme chapitre nous avons vu comment construire 'intégrale de chemin de
Feynman dans un espace plat ot ’'Hamiltonien posséde une forme simple H = T (p) + V (q) .
Cependant, dans le cas de 'espace courbe doté d’une métrique arbitraire gqp , la formulation
de l'intégrale de chemin n’est pas aussi facile [28]. La premiére investigation a l'origine de la
formulation de 'intégrale de chemin pour un ordre particulier d’opérateurs est die a Dewitt

(1957). Ce dernier définit le propagateur comme suit

q(t'")=q
K(Qﬂ‘]i;T) = / \fDDer( )

/

X exp

¢ h2R
ca b
@ -V + —| dt

(i
= (WJ
LEE

X exp
eh?
6mR (Q(] 1))] } y (4.16)

avec

) e _ TG

b
R= ga (ng,c cb a T Fab Fcb ab,c — dq° ) (417)

est la courbure scalaire.

La correction quantique AVDew:%%R est indispensable pour le propagateur (4.16) qui consti-
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tue la solution de ’équation de Schridinger associée a 1’espace courbe

2
Lov = [+ @] v, (a.15)

ot ¥ (g, t) est I'état d’évolution dans le temps écrite par I'intermédiaire du propagateur K (qs, ¢;; 1)

U (q(p)tr) = / a4y \ 9 (a) K (a)» 90 T) ¥ (a0, ti) - (4.19)

Les termes de la métrique contenus dans ’expression de ’action sont évalués au pré-point
q(j—1)- Notons que l'intégrale de chemin (4.16) peut étre définie en adoptant d’autres points,
comme le post-point ¢(;) ou le mid-point g(;) = % (q(j) + q(j_l)) . La correction quantique AV
change selon le point adopté. En réalité, les différentes formes de l'intégrale de chemin selon
le point ou elle est évaluée correspondent & un ordre d’opérateurs particulier de I’hamiltonien
quantique.

Maintenant, nous allons présenter deux prescriptions connues sous le nom " I'ordre de Weyl"

et "forme produit" pour construire le propagateur.

4.2.3 Prescription de " I’ordre de Weyl "

La définition de l'intégrale de chemin obtenue par le choix du point moyen nous rameéne a
la méme théorie quantique décrite par I'opérateur hamiltonien en suivant la régle de 'ordre de
Weyl. Dans le cadre de cette régle, si nous considérons une quantité classique g™ p”, 'ordre
de Weyl de I'expression quantique (¢™ p"),, est juste la moyenne arithmétique de tout ordre

w

possible des facteurs ¢ et p par exemple

(F@ )= 5 F@ p+5 F @), (4.20)
(F@ )= [F@ P+%F@ 5+ F@). (421)
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A Taide de ces relations, il est facile de montrer que
N\ &
@ Pwen = (3) 2 "a 5 (4.22)
=0
_ " - m! ~m—l =n A
- e Zl!(m—l)! ¢ T
1=0

Nous construisons maintenant ’opérateur de l'ordre de Weyl correspondant & ’équation

(4.3). Pour cela, notons que

V@), =V (@, (4.23)

d’autre part, il est facile de vérifier que

o~ | PO N on N~ o~
9t @Baps| = 7 [Pubug™ @ + 28ug™ @ P+ 9" @ Pu
2

h 1 1
= -7 (4g“b [aaab +Tads + 5 (9alo) + 41“an} +

4 (8ag“b) <ab + ;rb> + (8a8bg“b))

1 1
= —p? (A + R+ 4gabrgdrgc) , (4.24)
ou A est l'opérateur de Laplace-Beltrami défini par (4.14) et

R = ¢® R, (4.25)

est la courbure scalaire. Le tenseur de Ricci Ry, = R, . est défini par

Ray = OyTge — 0Ty + TacThy —ToyTey - (4.26)

a

Substituons les relations (4.23) et (4.24) dans I’équation (4.3), nous pouvons écrire 'opérateur

hamiltonien relatif & 'ordre de Weyl par

: U (b o ~
Hy = 5= (9@ pas) +(V @),
& -~ & ab e 1d
= AV (@) — o (R4 g™ Teg TR ) - (4.27)
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En comparant ’expression ci-dessus avec l'opérateur hamiltonien H de I'Eq (4.13), nous

déduisons que H,, et H sont liés par la relation
H = Hy, + AV, (4.28)
ou AV, représente la correction quantique donnée par

AV, = 2 (R4 I8,

2
&m
2

3
- " (gab T+ 2 (gab ra> T g“bab> . (4.29)
8m J ’

Cette correction est proportionnelle & h? et disparait & la limite classique (A — 0).
A ce niveau, I’équation (4.28) représente le résultat central pour la construction de I'intégrale

de chemin dans ’espace courbe.

Construction du propagateur :

Nous utilisons maintenant la procédure standard pour dériver une intégrale de chemin basée
sur la formule du produit de Kato-Trotter (voir chapitre 2). Le propagateur est 'amplitude de
transition pour une particule repérée par le point initial ¢(;) a l'instant ¢; et le point final gy
a l'instant ¢y . Il s’écrit

— R
K (agp)s 540y 1) = (aep | exp (h (b —t:) H ) lai)) (4.30)
oit H est défini par (4.13).
Subdivisons l'intervalle de temps [t¢ ,¢;] en N intervalles infinitésimales (N grand) et

utilisons la relation de fermeture (4.6) pour écrire le propagateur (4.30) comme suit

] N-1 E N —7 A
Kapytriaants) = Jim [ 11 g (aw)]* da I (9] exp (h5H> |aG-1)),  (431)

ot e = (t; —t;)/N et q(t;) = q) 4 (tn) = q7)-
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Notre tache est d’évaluer le propagateur pour un intervalle de temps infinitésimaux

— .
K (40),9-1)5€) = (aj)| exp <th> l9G-1)) » (4.32)

a cette fin, il est convenable d’écrire H sous la forme (4.28) et de ne garder que les termes

d’ordre e par rapport au temps. Il découle que le propagateur infinitésimal (4.32) devient

i (1 g . A
K (a),4-vyi€) = (4| [1 — e <2m (g (@) pcpd)w +V (@) +AV (q)ﬂ lg—1)) - (4.33)

Maintenant, nous utilisons les relations (4.22) et (4.8) pour dériver la formule suivante

1 d" +ain\" 1
{an @ P law) = l9 (ar)) 9 (a)] / (Wgnp’" <qm 5 q()> exp [hp (acp) —%))]-
(4.34)

Ce résultat peut étre généralisé comme

R (G + d i
{an | (F @ Py law) = [9(a) 9 (a)]* F <q(f) - )> / (%%n P’ exp [hp (acs) —%‘))] :
(4.35)

La dérivation de la formule (4.35) exige d’écrire F'(§) sous forme d’une série de Taylor en
puissances de § pour ensuite évaluer chaque terme en utilisant la relation (4.34). Avec 'aide de

ce résultat, il est maintenant facile d’écrire I'expression du propagateur (4.33) comme

=1 d"p
K (ageag-ni) = [o(0) 9(ag-0)]* [ oo

Z‘ —
exp {h [P (ag) = a-1)) = eHeys (4G)-p)] } :

(4.36)
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avec q(j) = (Q(j) + q(j,l)) /2 et Hepy (cj(j),p) est hamiltonien effectif
1
Hepp = H+ AV = o—g™ pepa+ V + AV (4.37)

évalué au point moyen g(j). Hers est une fonction des variables g, et p. et s’identifie a 'hamil-

7
tonien classique a la différence d’un terme supplémentaire dépendant de la constante de Planck
(AV). La forme de AV est similaire & celle de (4.29).

Apres insertion de (4.36) dans (4.31) , le propagateur intégral prend la forme suivante

. 2 [ [ g 17 ([ EPG)
K (96 T) = lim [ (ar) 9 ()] / pis / ) 11 ( / (%h)n)
9

. N o .
xexp{ ey [Pj((](])w_ﬂeff (%')ap(j))] - (4.38)

L’expression (4.38) est la représentation de I'intégrale de chemin dans l’espace des phases. Elle

peut étre écrite sous forme compacte comme

K = [g(ap) g(qu))]‘*I/D[q ()] Dlp(t)] exp <;1 /t_fdt [p Q—Heff}> : (4.39)
Dl =T s D] =TT (o0 ) t<t<t (4.40)

L’arrangement d’opérateurs par la régle de Weyl a mené au choix naturel du principe de
point moyen pour désigner le point auquel les fonctions vont étre évaluées dans le contexte de
I'intégrale de chemin.

Afin d’obtenir la formulation lagrangienne de l'intégrale de chemin, nous effectuons l'inté-

gration sur les moments en utilisant le résultat de 'intégrale Gaussienne :

o'} b2
/ dx exp (—a:c2 + bx) = \/Zexp <4a> , (4.41)
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ce qui donne

. e i (. 2mmh 2
/ d"pexp [—thg Pe.(j) pd,(j)+h<AQ(j)-pc,(j)):| = ( - > det (gea)

exp (% 9ed Aq(j) Aq(])>(4 42)

Finalement, nous obtenons I'intégrale de chemin suivant la prescription de " ’Ordre de Weyl "

dans 'espace de configurations par rapport au mid-point (M P) :

1 palty)=a i [t
) = o) o] [ 5 0 e [ [ s il
q(ti)=q 13
(4.43)

ou encore sous forme discréte

K (a9 T) = 9(ar) 9 (('))]“lnlglgo(%n;ie)?]vnl (/C%))ﬁ 9(40))

. N
i d
X exp E [ Ged Q(g Aq(g) Aq(j)_
=1

~<V (dg) — =AViw ()]} (4.44)

4.2.4 Prescription de la " forme produit " :

L’adoption de cette derniére prescription est par fois trés utile pour la formulation des
intégrales de chemins sur ’espace courbe. Cette prescription est basée sur 'hypothése que le
tenseur métrique gqp soit réel et symétrique et de rang n [29]. De ce fait, nous pouvons le mettre

sous la forme

YGab (Cj) = hav (‘j) hbw (‘j) ) (4-45)

oll hgy et hyy sont deux matrices n x n réelles, symétriques et satisfont la relation hqy b = 52.

La racine carrée du déterminant de g,; et les symboles de Christoffel I', sont définis par

ha oh

ﬁ:dethab:h » Fa: no h?(l:aqa )

(4.46)
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donc, le moment P, s’écrit sous forme

~ h( 0 h,a
p,="1 = 4.4
{ <6q“ + 2h> (447)

lopérateur de Laplace-Beltrami exprimé en h® est donné par

Arg = g ', <91/2 g 8b>

o2 Oh ohr  h 0
Ry pbY RYY 4 per 2 D pey pay) 2L 4.48
{ a o [ g T e T h } 8qb} (4.48)

A Taide de l'opérateur de moment (4.47), nous dérivons ’hamiltonien suivant la prescription

de la forme produit comme

1 N A . . .
H = 5 @) fa o B (@) +V (d) + AVir (0), (4.49)

avec la correction quantique correspondante

12 Ry
AVpr(d) = - {‘Wm WY +2077 W’T”
h h By h
a b Yol b sb a b 'a sb
+2h™ <h7;h + h’gh> —h* h VT : (4.50)

Construction du propagateur :

En suivant le méme procédé de calcul utilisé dans le paragraphe précédent, nous parvenons
a la construction des intégrales de chemin suivant la prescription de la " forme produit " comme

suit :
Reconsidérons I'expression du propagateur (4.36)

—1

K (qep)stso46yts) = <Q<f>}exp< = (ts —ti)ﬁ> la6))

' N-1 1 N —1
= Jim [T [9(9)]* d"aw TT (ag)] exp <h€H> laG-1)) +
—0o0 k=1 j=1

(4.51)

dans ce cas, H est ’hamiltonien correspondant & la forme produit (4.49).
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Développons exp (%’EI:I ) en série en ne gardant que les termes d’ordre €. Alors, le propa-

gateur infinitésimal s’écrit

i P
(4| exp (th> laG-1)) = <Q<j>\<1—h€H> laG-1) =

= () (1 - 1 [;nh‘” (@) P 17 (@)
+V (§) + AVep (@) |ag-1)) (4.52)

Nous utilisons maintenant les propriétés (4.6) et (4.7) pour obtenir le résultat suivant

ol (1 - %gﬁ ) laG-1) = L (%‘))(;ﬂ g_lq)g—l))] / exp <;p (a6 = q(j—l))) d"p

—% {ay| B (@) Po o K7 (@) |agj-1))

| (V@ + AVer @) ). (159

9 (ag)) 9 (q(jﬂ))]_Tl
(2rh)"

/ oxp <;~LP (2) — q(j—l))> dp, (4.54)

{aip| (V (@) + AVrp (@) ag-1)) = [V (a¢)) + AVrp (4())]

et

<CI(]')‘ h* ((D Da Db hb’y ((j) ‘Q(jfl)> = h" (CI(])) hb’y (Q(jfl)) X

X /dnp d"q{a¢y| Pa o P} (Pl @) {q |qi—1)) (4.55)

9 (ap) 9(a5-1)] *
(2wh)"

= 7 (q)) W (9G-1))

i
X / exp <hp Aq(j)> Pa Py d"p, (4.56)

La substitution des expressions (4.54) et (4.55) dans 'équation (4.43) nous permet de déduire
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que

—1
i 9 (9)) 9(aG-0)]* [ .
(97| exp <h5H> laG-1) = : (%h - /d

O [;p Adq) — 551 (a) B (a6-1) P s
5
% (V (Q(j)) + AVpp ( ))] (4.57)

En utilisant la formule de Trotter, nous arrivons a la formulation hamiltonienne du propa-

gateur dans la prescription de la " forme produit "

K (4w T) = o) 9(ap)] ™ Jim ]:ﬁll ( / de(j)> ﬁ ( / (:f:%)n>

7j=1
i N
xexp gz [p Agy) - 7’% “(am) B (aG-1) Pa i) Poo)

—f@w%3+AwP< M- (459

—_

L’intégration sur les moments p, nous donne la formulation lagrangienne du propagateur

dans cette méme prescription " forme produit "

N"N 1
K (¢, 96y T) = nllnéo<27rma / \/7dq
N

o (V (a) + AViep (a))]}- (1.59)

4.3 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons rappelé d’une maniére détaillée la définition de I'intégrale de
chemin sur un espace courbe dans deux prescriptions a savoir la prescription dite " 'ordre de

Weyl " et la prescription " forme produit ".
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Chapitre 5

Etude du Mouvement d’une
Particule sous ’action d’un Potentiel
Super intégrable a trois Dimensions
U (r,0,p) Dépendant d’une Fonction
Radiale arbitraire f (r)

5.1 Introduction

La théorie des systémes super-intégrables représente un des domaines les plus actifs de la
physique mathématique. Elle réunit des idées et des méthodes trés variées allant de ’analyse
fonctionnelle classique & la géométrie algébrique. Elle est également riche en applications aux
problémes concrets d’origine physique et technique. Dans sa version moderne, la théorie des
systémes super-intégrables réunit les puissantes méthodes analytiques avec les méthodes algé-
briques de la théorie des groupes et ’algeébre de Lie (surtout en dimension infini).

Au cours des derniéres décennies la liste des systémes super-intégrables s’est considérable-
ment enrichie par des exemples fournis par la géométrie différentielle : surfaces a courbure

moyenne constante, applications harmoniques dans les espaces symétriques, surfaces Lagran-
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giennes hamiltoniennes stationnaires dans les espaces hermitiens symétriques, etc.

Dans ce qui suit, nous allons donner une courte introduction historique sur les modeéles
super-intégrables en commencgant par les définir.

Les systémes super-intégrables sont les systémes dont les solutions exactes s’expriment sous
formes de quadratures, c’est-a-dire par un nombre fini de calculs d’intégrales et d’autres opé-
rations algébrique. Au —dela de la possibilité d’obtenir la solution exacte du systéme lui-méme,
ces systémes se prétent beaucoup mieux a ’analyse qualitative et & la généralisation aux pro-
blémes ou les solutions ne peuvent étre trouvées que par des méthodes numériques approchées
ou méme a des systémes possédant une solution exacte mais qui ne s’exprime pas en quadra-
tures. C’est pour ces raisons que les systémes super- intégrables jouent un role particulier en
physique mathématique classique. Généralement, dans un espace a n dimensions, on réunit tous
les exemples de modéles super-intégrables dans le cadre général d’un systéme hamiltonien pos-
sédant le nombre maximal d’intégrales du mouvement. Si ce nombre est égal & (2n-2) (I’énergie
comprise) ce systéme est dit super-intégrable « minimally ». Cependant si ce nombre est égal
a (2n-1), le systéme est dit super-intégrable «maximally ». Sur cette base, une classification
des systémes super-intégrables classiques sur un espace Euclidien tridimensionnel avec tous les
systémes de coordonnées permettant la séparation des variables a été établie par Evans [30].

L’objectif de ce chapitre est d’étudier un de ces systémes dont le potentiel est défini par
By By  Bs

+ 5t

Ue=F 1)+ 05+ (5.1)

Ce potentiel sera traité dans les coordonnées polaires & 3D dans deux espaces Riemanniens

A courbure constante & savoir I’espace sphérique S? et 'espace hyperbolique H? [31]. De ce fait,

1 Bl Bg BS
Us = + + + , S3 5.1.

o= () sin? r <C082 6  sin?fcos?2¢  sin?fsin? gp) S (5.L-a)
B Bs Bs

U, —
sinh? 7 <C082 6  sin®?fcos2¢  sin?fsin?

Up = f(r)+ , sur H3 (5.1.b)

avec 0 et ¢ €]0,5[.
Le propagateur sera construit en adoptant la prescription dite « I'ordre de Weyl » dans S>
et H? (paragraphes 5.2 et 5.3 ). Le calcul explicite sera effectué¢ dans deux cas particuliers :

« Le potentiel de Smorodinsky-Winternitz (SW)
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pour

By tan?r, sur SV, r €]0,% |
f(r) =19 Bor?, sur EV, r > 0. (5.2)
Botanh?r, sur HY, r > 0.

« Le potentiel de Kepler-Coulomb généralisé (GKC)

pour
—k/tanr, sur SN, r €0, 7]
flry=4 —k/r, sur EV, r > 0. (5.3)

—k/tanhr, sur HY, r > 0.

Le spectre ainsi que les fonctions d’onde normalisées sont déduits.
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5.2 Calcul du propagateur dans 1’espace sphérique a 3 dimen-

sions

En suivant la prescription de l'ordre de Weyl, le propagateur (4.46) relatif & une particule

soumise au potentiel

1 B B B
Uy = f(r)+ 2r< L 2 + 3 )

sin cos?0  sin?6 cos2¢  sin?6 sin?

dont la métrique

Jap = diag (1, sin? 7, sin? r sin® 0) ,

avec

g = \/det ggp = sin®r sinb,

et un élément de ligne
ds® = dr? + sin®r d6? + sin® r sin? 0 dy?,
est donné comme suit :

-1
K, (rn,r0;0n,00; 05, 00; T) = [(sinrN sinr0)2 (sinfn sinﬁg)} > lim

N—o0

N-1 N
/Hdrj dfj dy; H (sin2 Tj sinéj)
Jj=1 J=1

. N
1 ..
expq = A@i—1) ¢,
=1

St
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avec l'action élémentaire

M _
A(j,j—1) = { (Arjz + sin? Tj AG? + sin? Tj sin? 0; Acpjz) -

2e
h28 _ 1 B1 B2 B3
oM () + sin? 7 (COS2 0; * sin26; cos? ?; M sin?6; sin’ ?;
+ Ay (75,05)] } (5.9)
ou
AV —h—zAV AV = — (14— 4 ! (5.10)
W= om =W W 4sin?7  4sin®7 sin?6 ) '

Notre objectif est la séparation des variables pour arriver a une forme intégrable du propaga-
teur. A cette fin, nous utilisons la moyenne géométrique a la place de la moyenne arithmétique
pour I'intégrale fonctionnelle dépendante de la variable ¢, c’est-a-dire, nous remplacons sin? ®;
par sing; sinp;_; et cos? $; par cosp; cosp;_;. Par conséquent, l’action élémentaire devient :

M _
A, j—1) = {25 (ATJQ- + sin? T AHJQ- + sin? T sin? 0; Agp?) —

e | 1 B By N Bs
2M sinzfj cos29j sin29j COS ; COS P;_1 sin29j sin p; sinp;_;

+ f (7)) + AVw} } (5.11)

de plus, nous utilisons le développement de la fonction cosinus :

1
Ap? =2 (1 — cos Ap; + 4|A¢§> , (5.12)

alors, 'expression (5.11) admet I’écriture suivante

M _ _
A(j,i—-1) = {25 (Ar?- + sin? Tj AG? + 2sin? Tj sin? 0; — 2 sin’ Tj sin? 0 cos Ay,
he

2M

1 _
+ 12 sin? Tj sin? 0; Ago?) —

[f(fj>+AVw++.12 x

S Tj

B B B
| =5+ —=—— + g — (5.13)
cos?f;  sin®0; cosp;cosp;_1  sin“f; sinp;sing; 4

Maintenant, nous allons séparer la variable ¢ des variables r et § . Pour celd, nous remplagons
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Ago? par son correspondant quantique, en utilisant la formule suivante :

q q
3., _ _
/exp [—ozy2 + Byt + B'y* + O (yﬁ)] dy = /exp [—ozy2 + Byt + Zﬁla 2+0 (oz 3) dy,
—q —q
(5.14)
d’ou
M .92 — . 9 - 4 h2€
falied . 0.ApA - — .
24c " T TISYI T TG sin? 7, sin? 0,
Ensuite, a ’aide de la relation
cos Ap; = cosp;cosp,_q +sinp;sing;_q, (5.15)

I’action prend la forme suivante

M _
AQ,j—1) = {25 (Arjz + sin? 7 AQJZ + 2sin?7; sin? 6,

— 2sin

h2e [

2 _ . 27 .92 . 27 . .
Tj sin“f; cosp;cosp;_ 1 —2sin”7; sin”6; sinp;sing; 4
_ ~ 1 1
fE)+ AW + 55—+ ——5— X
4sin“7 sin“6@;  sin®7;

S 2M

B B B
x LI — 2 by (5.16)
cos?f;  sin®0; cosp;cosp; 1 sin“f; sing;sing; 4

Pour alléger les calculs, nous posons

;o= %s'n%‘ sin? 6 cos v, cos
Zj= ppg STy sl P COSPj—1,
the
y; = —sin’F; sin?0; singp,sinp;
J ihe J J 7 J—1

et

1 1

By = (Y-~ )= v=%\/Bo+~
2 <’7 4> Y 2+47
By = )\2—1 — \=+4/B +1
3 4 — 3 47
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alors I’exponentielle de 'action élémentaire (5.16) s’écrit

2M

: oY )
exp [;A(j,j — 1)} = exp {%25 (Arjz- + sin? T AHJQ- + 25sin? Tj sin? Hj) —

- 1 1 B 1
AT + _ 4 _
W 4sin? 7 sin? 0; sin’7y <cos2 9j>_}

<72 B ‘11) <A2 _ ‘11) | , (5.17)

exX i —
QZJ‘ P yj Qyj

[ (75)

exp | zj —

A ce niveau, nous remarquons que ’expression ci-dessus peut étre exprimée en fonction des
fonctions de Bessel modifiées grace a la formule asymptotique (3.17). Alors, 1’équation (5.17)

se rameéne a la forme suivante :

o © M .o _ L9 . 9z the _
exp [hA (7,7 — 1)} = exp {h2€ (Ar?- + sin? 7; AGJQ- +2sin®7; sin®6;) — Y [f (75)
~ 1 By
AWy — _
Tavwr 4sin?7 sin?0; + sin?7; cos? 6’]} }
{27 () 1 (z) D)} (5.18)

En remplacant AVyy par son expression (5.10), nous obtenons la forme suivante

i _ i [M 5, Re [, _ 1
e 4G5 0] = oo {3 (3o - g (100 - e 1)
[ M - h? B
exp {z [ (sin2 Tj AQJQ- + 2sin? Tj sin? Hj) — El}}

k|2 2M sin? T cos? éj

{27 (5 0)" L (z) L)} (5.19)

Pour plus de simplicité, nous posons :

i [M h? 1
B (7)) = exp {h [%Ar? — ﬁ (f (75) — m - 1)] } ) (5.20)

et

_ = ) M, . _ . _ . = hzg Bl
C (T],QJ) = exp {h |:2€ (Sln2 Tj AQ? + 281112 Tj Sln2 9]) — WM] } . (521)
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Maintenant, nous utilisons la relation qui lie les fonctions de Bessel modifiées I, (x) aux fonctions

de Bessel J, (z) :

I, (z) = e~ (™12 J, ((2("”)/2 CL‘) ,  pour |:—7[' <argzr < g} , (5.22)

il en résulte que 'équation (5.19) se met sous la forme suivante

) _ . M _
exp [;A (4,5 — 1)] = [(B (rj)C (Fj, Gj) 2 e_m()"W)/Qﬂ <h sin? Tj sin? 0j>
the
/2 . . 1/2
(COS SO] (¢0):} ‘Pj—l) / (Sln@j Sln@j_l) /
Me™i/2 B
J7< ;is sinQFj sin? 0 cosy; cosg0j1>
MeTi/2 _
I\ ( iehe sin? 7; sin®f; sin p;sin g0j1> : (5.23)
Mewi/Q _
Aprés avoir posé x; = — sin? Tj sin? 0; , il se trouve, que '’exponentielle de I'action totale
the

prend la forme suivante

;) C (fj, @) 47 efﬂi()‘+’7+1)/2>}

|

Jy (21 cos pq cos pg) Jy (21 sin ¢ singg) ...

=

—
o
Sl

N i
H exp {hA} =
7j=1

<.
Il
—

D=

1
[(sin ;sin <pj,1) 2 (COS pj Ccos 903‘71)

=p

s
&‘\"\§

vo| S

Jy (N cos gy cospy_1) Jx (2 sin gy sin @N_l)} . (5.24)

A ce niveau, nous remarquons que les variables ¢; , r; et 6; ne sont pas encore séparées. Dans
ce sens, nous utilisons la formule suivante :

[e.9]

gjy(zsinasinﬁ)Jﬂ(zcosacosﬁ) = (zsinasinf)” (z cos acos §)" (—1)!
1=0

Fp+v+l+1) T'(v+1+1)
M2+ DT (u+1+1)
Jytvt241 (2) 2F1 (—l,u—l—v—i—l—i—l,u—i—l;sinQ a)

(p+v+20+1)

oy (—l,u+y+l+1,u+1;sin25), (5.25)
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et a ’aide de la relation qui lie les fonctions hypergéométriques 2 F7 (v, 8,7; x) aux fonctions de

Jacobi P§a’5) (x)

P (@) =

Il en résulte, que Iéquation (5.24) admet Pécriture suivante

N i
H exp {hA}
j=1

szﬁ <—n,a+ﬁ+n+1,a+l;1_$>, (526)
(n))r(@+1) 2

N .

[T[(B ) C (1,0,) 4m emmi012) |

j=1

[(sin ©o sincpN)AJ“% (cos p; cos <pj_1)7+%}

N-1 1Ly L 00 N

[(in ) (eos? )27 3 STT 0"
Jj=1 I1,....,In=0 | j=1

(M)F@+A+g+n
P(’y+lj+1)F()\+lj+l)
Jyiat2r;+1 (25) PlgAm (COS 2803') Pl(jAm (COS 2%‘—1)} . (5.27)

(Y+A+2[+1)

L’intégration sur ¢; peut étre effectuée maintenant par un simple calcul en utilisant la

relation d’orthogonalité des polynémes de Jacobi

N

N-1 N .
/ Hd%HeXP{;A} = TL[(BG)C(5.0) am emOrr012)]
j=1  j=1

—_

<

sin g sin 3+ COS (P COS Y 2t
0 N 0 N

—

N

Z (_1)1\” QN*IH (Sytag241 ()

1=0 j=1

QQF@+A+Z+U
(Y+I+ )T (A+1+1)

Pl(’\ﬁ) (cos 2¢y) Pl(/\’w (cos2¢p) . (5.28)

(7+A+2L+UF
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A ce niveau nous allons nous occuper de 'intégration par rapport aux variables 6; :

N-1 N i N
.92 _ . 1 ..
/ H do; dp; H (sin®7; sinf;) exp {h S A5, — 1)}
e . =1

o B (l!)r(7+>\+l+1)
1:”( (7y) dm e (/\+’Y+l)/2>]l§(—l)Nl2N LA ) e T T )

[(sin oy sin o) 2 (cos i cos o) 27| B (cos 2) PO (cos 20) M (75,85

(5.29)
ou
M (7,6, / HdHJH sin®7; sin0;C (75,0;) Jyras2it1 (75), (5.30)
nous substituons C (Fj, @-) et x; par leurs expressions, nous aurons :
N-1 ;
_ Me™i/2 _
M(fj,Oj) /]HldQJJHl sin? T sin 6 J7+,\+21+1< z'ehs sin? T sin? 9j>
) M . 2 _ 2 .92 . 27 h2€ Bl
exp {h [25 (sm 7; A0S + 2sin”7; sin Hj) — mm .
(5.31)

Dans le but de découpler les variables r; et 6;, nous adoptons un raisonnement analogue a

. e . . 27 . . 2
celui utilisé pour la variable ¢ . De ce fait, nous remplacons sin“6; par sin6;sin6;_1, cos®0;

1
par cosf;cosf;_1 , AG? par 2 (1 —cos Af; + 4|A9§), cos Af; par I'équation (3.14), et AQ?

par son correspondant quantique. Cela permet d’écrire M (Fj, 9j) sous la forme suivante :

N 1 .
- 1 1he 2 i (M ., h2e
M (7;,0;) = HQ (2m)2 emm D2 < a7 S TJ) P [h (651112 T M sin? rj>]
N— N
/H I_I(S.inﬁjsinej_l)l/2 (cos.ﬁjcosﬁj_l)l/2
j=1  g=1

{(; (Gjsinfjsing;_1) Ji (Gjcosfjcosf;_ 1)} (5.32)
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1 Miﬂ'/2 _
oﬂ’y+)\+2l+1:§,k:j:wquLZ?et G; = z'ehs sinhQTj.

Finalement, I'intégration sur les variables 6; se calcule de la méme maniére que I'intégration

sur les variables ¢;, et nous obtenons :

N
M (7;,0;) = (cosfpcos HN)%H“ (sin by sinGN)%Jr§ H2 (2%)% e~ (k+1)/2
j=1

)
M Sin 7"] €Xp h c S1n TJ 8M Sin2 f]

\
o (n>rw+§+n+n
2, (1) k&t 2+ D) T e+ n 1 1)

n=0

) f N Meﬂ'i/2 )
PL&F) (cos 200) PEF) (cos 20) }_[1Jk+§+2n+1 T sin”7; | .

(5.33)

L’insertion de l'expression ci-dessus dans (5.29) nous conduit & :

N—-1 N B i N
/ ]1_[1 do; dp; r[jl (sin2 7; sin Qj) exp {hJ§1A (4,7 — 1)}

= (2m)*M2 ()N (sin g sin ) 7 (cos g cos ) 3T (cos B cos ) 2 S0 S0 (—1)N )
1=0n=0
@nDFW+A+l+UPw+§+n+U
(Y+HI+DTA+I+D)T(E+n+ DT (E+n+1)

(sin O sin 9]\/)%Jr£ PZ(’\’w (cos2¢y) Pl(/\’V) (cos 20 ) PEF) (cos 200) PEF) (cos 20 )

N : 3 A

' he 3 M i /2
He*“%(/\+v++k+1)/2 <ZM sin? Tj) Jk+etant1 ( ;hg sin® Tj) X
j=1

(h+&+2m+1)(y+A+2+1) ¢

[ M M h?
X exp {7}1 [%Ar? + ~ sin? T — ﬁ (f (75) — 1)] } . (5.34)

D’apreés la relation suivante (3.56) :

, . 2 _1/4
Jy (e”/Qm) = (2me'™z) 1/2 exp <£L’ e 5 x/ > ,

et
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emil = (—l)l, [ entier,
Pexpression finale du propagateur (5.8) devient :

K (ry,ro;0n,00; 05, 00: T) = (sinrosinrN)fl(singoosincpN)%H‘(coscpocosgoN)%+7

(cosfpcosON)2TF S5 (k4 €+2n+1) (v + A +20+1)
1=0n=0
UnlT(y+ A +1+ DT (k+£64+n+1)
T(v+I+ )T A+i+ )T (k+n+ 1)L (E+n+1)
(sin O sin O ) Pl(/\’V) (cos 2¢y) Pl()‘ﬂ) (cos2py)

PR (cos200) PEF) (cos20n) Y (7,T). (5.35)

ou Y, (7,T) est la partie du propagateur dépendante de la variable radiale r (7 = (ry ,rg)) dont

I’expression est

ihs(k+§+2n+1)2—1/4}' (5.36)

oM (f (fj) B )] oM sin? Tj

Apres avoir construit le propagateur associé au potentiel (5.4) , nous passons au calcul
explicite de I'intégrale de chemin pour les cas particuliers de la fonction radiale f (r) citée dans

le premier paragraphe.

5.2.1 Calcul du propagateur pour le potentiel de Smorodinsky-Winternitz
(SW) sur S? :

Dans ce cas, la fonction radiale est de la forme

f (r) = By tan®r. (5.37)
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Le propagateur Y, (7,T) s’écrit :

N
M 2 N-1 s N M
YW Ty = 1 dr. - —Ar?—
s (BT N2£n<mmm> £L73wp{h2;[% "
h2e ) ihe (k+€+2n+1)% —1/4
— t ri—1)| ——— . 5.38
aar (Jotan™7; )} oM sin?7; (5.38)
Pour ramener ce propagateur a une forme familiére, nous utilisons la relation suivante :
fan’z = ——— 1 (5.39)
cos?2x ’

le propagateur YW (7, T) admet la forme

h M % N-1 N TM
YW (7, T) = exp [22]\4 (Bo+ 1) T} th (271%25) / ]1;[1 drjexp {Zh > [%Ar?—
2
_Ws<m+§+2n+n —1/4 @)>]}' (5.40)

2M sin? T cos? T

Il est clair que le noyau radial s’identifie & celui relatif au potentiel de Poschl-Teller (voir

section 3.2.2) dont la solution est bien connue

YSVET) = e g (o DT| KT ET)

%) o 2
- Z_Oexp[hlgjw(@m-i-u-i-n) —50—1)7} (A + 7+ 2m)

2QM)FM+u+m)
T(p+m+HT(n+m+l)
Pﬂ(ﬁ‘%v”‘%) (cos 2r¢) P(“ 27-3) (cos2ry), (5.41)

mu:k+§+%+%an:%i¢gig

Finalement, la substitution de ce résultat dans I’expression du propagateur relatif au pro-

(sinrgsinry)* (cosrgcosry)”
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bléme traité (5.35) conduit & 'expression finale suivante :

ww [~ 5 . 00 00 00 —i B2 B
Ks(ﬁH;%T) = ZE:Zpr[hmw(@m+u+n)ﬁoQ71
1=0n=0m=>0
(sinrosinry) ! (sinrgsinry)* (cosrg cos )" (sin Oy sin 6 )°
(sin g sin goN)%J”\ (cos g cos cpN)%JW (cos 6 cos HN)%“LIC
(

E+&+2n+1)(v+A+20+1) (A +n+2m)

2 (m‘) (l') (n‘.)l“(n—i-,u—i-m)
T(p+m+3)T(n+m+3)
T(y+A+I+ DT (k+E+n+1)

TO+I+ )T (ktn+t DL (E+n+1)

Pl()‘ﬂ) (cos 2¢g) Pl(’\ﬁ) (cos 2¢x) PR (cos 26,)

11 11
P&k (COSQQN)PT(HM 31"3) (COSQT’O)PT(HM 31"3) (cos2ry).

(5.42)

5.2.2 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états liés

Les énergies est les fonctions d’onde peuvent étre déduites & partir du développement du

propagateur sur les états propres de I’hamiltonien

N 0O 00 00 i
K3 (5 05 i) = 50 3 e H0ntnT @ (O, 9) @rm (10,00, 20), (5.43)
1=0n=0m=0

ou

D 1m (1,6, ) = (sin 7")_1 Sin (6,9) \IlﬁT (r). (5.44)

Par conséquent, le spectre d’énergies et les fonctions d’onde sont donnés par

| 1/2
m' I'(n+p+m
vt (r) = [2(A+n+2m) A
P(p+m+3)T (n+m+3)
1,1
(sinr)” (cosr)" P,glu 513) (cos2r), (5.45)
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Sin(0,0) = [(k+&+2n+1) (v +A+20+1)

| 1/2
I T (y+ A+ 1+ )T (k+E+n+1)

TY+I+ DT A+ l+ DD (k+nt DT (E+n+1)

(sin @)%H‘ (cos gp)%Jr7 (cos 0)%“6 (sin6)*

Pl()w) (cos 2¢) PR (cos 26) . (5.46)
et

h? 5
En,l,m - m ((2m +p+ 77) - /BO - 1) . (547)

5.2.3 Calcul du propagateur pour le potentiel de Kepler-Coulomb généralisé

(GKC) sur S

Considérons maintenant le cas du potentiel généralisé de Kepler-Coulomb (GKC). Ce po-

tentiel est défini dans I’espace sphérique par
f(r)=—k/tanr . (5.48)

En insérant cette fonction dans l'expression de la partie radiale du propagateur Y, (7,7") ,

nous obtenons

N
T M \z oM L[ M
VOKC (5 7y — PO Bt drs z AP
s (ra ) €Xp (1 2M NE)IOO 27Thi€ jl;Il ’rj exp hj:() 2e T]

2
—5\; (—l%cotfj + (k+§+2n2+ D 1/4>] } (5.49)

Sin ’I"j

11 est évident que ce noyau est bien celui du potentiel de Rosen-Morse trigonométrique (voir
Appendice B.1). Sa solution se trouve dans plusieurs articles [32]. Par conséquent, ’expression

(5.49) se met sous la forme suivante
YSRC (7, T) = exp [} KRME(7:T)
i
h .
- L m} S e BTG ERME () WRME () (5.50)

Sachant que le potentiel (GKC) est formé par le potentiel propre de Kepler-Coulomb avec
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un parameétre k et deux autres termes constituant deux barriéres centrifuges ; alors, nous posons

(B3 = 0) dans l’expression du propagateur relatif au probléme étudié. De ce fait, nous obtenons

le résultat suivant

|

GKC (4. 4. o o —t H?
K (T; 0; so;T) = ZZ;ZO ZoeXp - (Em2M> T}
AR (cos ¢ cos goN)%J“V (cos B cos GN)%H“

(sin 7o sinry) ! (sin g sin @)
(sinfosinfn)s (k+&+2n+1)(y+A+20+1)
Unl T+ A+ 1+ DT (k+E+n+1)
TA+I+D)C(y+Il+ DT (k+n+ 1)L (E+n+1)
Pl( ) (cos 2¢g) Pl(’\”) (cos2¢y) PR (cos20g) PR (cos20y)
(5.51)

WEEME (pg) WRME ()

5.2.4 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états liés

Il est facile de remarquer que le propagateur ci-dessus peut admettre ’écriture suivante
(5.52)

R 00 00 00 i .
KEKC (727 97 ()bv T) = Z Z Z e_ﬁEn’LmT q)l,n,m (rNa 9]\77 (PN) (I)lm,m <T07 907 900) )
[=0n=0m=0

ou
Pinm (1,0, 0) = (sinr) ™" Sy (60,0) TN (r). (5.53)
Il vient que les fonctions d’onde et I’énergie sont donnés par
WEME () — e (1 + cot®r) ki ClgmoBm) (cotr), (5.54)
Sin (0, ¢) est donnée par 1'équation (5.46) .
et
h2
(5.55)

En,l,m = Em_QM
2 3 2 k,?
(m+k+§+2n+> + —+1,
2 4(m+k+E+2n+3)

- oM
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_ 3 -k
avec am = — (m+k+&+2n+3) et B, = (mtk+ét2nts)
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5.3 Calcul du propagateur dans ’espace hyperbolique a 3 di-

mensions

Considérons maintenant le traitement du probléme dans ’espace hyperbolique & 3 dimen-

sions. La particule est soumise & un potentiel défini par

Up=1(r)+ — (Bl+ B, D )

sinh?r \cos?0 = sin?6 cos?2¢  sin?6 sin?p

dont la métrique est

Jap = diag (1, sinh? 7, sinh? 7 sin? 9) ,

avec

g = /det ggp = sinh®rsin 6,

et un élément de ligne

ds* = dr® + sinh? rdf? + sinh? r sin? Ad?.

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

Le propagateur s’écrit en adoptant la méme prescription « 'ordre de Weyl » comme suit :

;1
Ky, (ry,r0;0n,00; 05, 00; T) = [(sinhT‘NsinhrU)2 (sin9Nsin90)} > lim

N—o0

N-1 N
/Hdrj df; dp; H (sinh2fjsin§j)
J=1 Jj=1
;N
exp > AGi—1) ¢,
j=1
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avec l'action élémentaire

M _
A(j,j—1) = {25 (Ar? + sinh® 7;A0% + sinh® 7; sin® 0; A7) —
h%e ~ 1 By By Bs
oM )+ sinh? 7 (cos2 0; * sin26; cos? P; * sin? 6, sin’ ®;
+ AViy (75, éj)} } : (5.61)
ou
AVy = ﬁ—?m? et AV = <1 S ! > (5.62)
T Ve v 4sinh®7  4sinh?Fsin?0) '

D’apreés l'expression du propagateur (5.60) , nous pouvons directement remarquer que l'in-
tégrale de chemin dans I’espace hyperbolique H? pour le potentiel (5.1.b) admet une expression
identique & celle associée au potentiel (5.1.a) dans ’espace sphérique S3. 11 suffit de remplacer la
fonction trigonométrique par la fonction hyperbolique dans la partie dépendante de la variable

radiale r.

K, (70308, 003 9 90; T) = (sinhrg sinhry) ™" (sin g sin ) 2 (cos gy cos gy )2+

(COSHOCOSHN)%M YoX (k+E+2n+ 1) (y+FA+20+1)
I=0n=0
UnlD(y + X+ 1+ DT (k+&+n+1)
T +I+ DT A +I+ )L (ktn+ )L (E+n+1)
(sin B sin O ) Pl()‘ﬁ) (cos 2¢y) P;Aﬁ) (cos2py)

PR (cos 200) PEF) (cos 20n) Y, (7,T), (5.63)

ou Yy, (7, T) est définie, dans ce cas, par :

N N .
M \2z [N-1 i [M
Y, (7 = i : L2 A2
W T) = fim <27rhz'a> / jnld”g“p{h [25 "
h2e ihe (k+€&+2n+1)>—1/4
—Z(fFE)+)] ——— . 64
2M (f (T]) * )] 2M sinh? Tj (5.64)
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A ce niveau, nous allons calculer I'intégrale de chemin pour deux cas particuliers de la
fonction radiale f (r) correspondant & deux potentiels a savoir le potentiel de Smorodinsky-

Winternitz (SW) et le potentiel généralisé de Kepler-Coulomb (GKC).

5.3.1 Calcul du propagateur pour le potentiel de Smorodinsky-Winternitz
(SW) sur H?

D’apres la métrique de ’espace hyperbolique, le potentiel de Smorodinsky-Winternitz (SW)

a la forme suivante

f(r) = Botanh®r . (5.65)

Le propagateur (5.64) associé au potentiel ci-dessus s’écrit

N
) ) M \2 [Nz i N[ M
YEW (r,T) = N@OO (271_7:”,5) jl;[l dr; exp {hjzo |:2€A7']2._
h?e

— (,6’0 tanh? T — 1)]

2M

he (k on+1)2—1/4
2M sinh” 7

Afin d’avoir une écriture plus adéquate du noyau Y;? W (#,T), nous utilisons la relation suivante

1

tanh?r =1 — 7
cosh”r

(5.67)
qui nous permet d’aboutir & la forme suivante

N
N h(By+1) , M \2 [N=1 i N (M
YW (R, T) = 0T / dr; -3 | =Ar-
we (1) eXp[z‘ oM | N oo \ 2rhiic L drjem 72 |50 A7

e (ot )]} -

2M sinh? T cosh? T

Nous remarquons que le propagateur (5.68) correspond au potentiel de Poschl-Teller modifié.

Par conséquent, d’aprés [13] (voir Appendice B.2) la partie radiale YEW (7,T7) du probléme
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sous considération est donnée par

YW (R T) = exp[ on)T] KPT™ (7,7)

oo —1 L2
+ / dh e 2 T} (1) Uy, (TN)}, (5.69)
0

Finalement, en faisant appel aux solutions relatives au potentiel de Poschl-Teller modifié,
nous obtenons une expression compacte du propagateur associé au systéme traité contenant les

états liés et les états continus

KiSLw <A; ) ZZ{ixe; nlmTq)nml(TNveN?@N) (E”,m’l (TO’00’<‘00)

=0 n=0

+/ dhe%EhTé;kl,h,l (rn, 0N, on) Pont (105 0o, %)} : (5.70)
0

5.3.2 Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Les fonctions d’onde ainsi que le spectre d’énergie admettent, d’apres ’équation (5.70) , les
expressions suivantes :
- Pour les états discrets :

Les fonctions d’onde s’écrivent comme

oot (1,0, ) = (sinhr) ™ W, (1) S (6,) (5.71)
ou
S (6.0) = UnlD (v + X+ 1+ DT (k+€+n+1)
b D+ I+ DDA+ I+ )T (k+tn+ DT (E+n+1)
(k+&+2n+1)(y +A—|—2l+1)]%(sirup)%J”\(cosgo)%”L7
X (cos )2 2tk (sin6)* P( ) (cos 2¢) P&F) (cos 26) (5.72)
et
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1/2
2 ml (2u—1) I'(2u—m —1) . 2n—1/2 2m—2p+3/2
U, (r) = ( T 20+ m) T (2 — 2 —m) (sinhr) (coshr)

1 — sinh?r
2n—1.2(p—m—m)—1
plrimym i (L), (5.73)

aveC Gmax(n—n—1/2, u:%[li(ﬁo—i-l/él)l/ﬂ et n=31+(k+&+2n+1)].

Le spectre d’énergie discret est donné par

En,l,m = Em + (50 + 1)
h2

= o B+ D= 2(n—n—m)—1P]. (5.74)

- Pour les états continus :

Les fonctions d’onde admettent I’expression suivante

Oy, (r,0,0) = (sinhr) ™" Ty, (1) Sy (0,0) (5.75)
ou
U, (r) = Nj (coshr)?~1/2 (sinhr)21~1/2
o Fy (,u+77 — W, 41+ h —1,2n; —sinh? 7") , (5.76)
avec
Ny = — L (hsimhh'? D (ntn=h)T (=ptn+0)T (ptn+h=1)T (~p+ —h’+1)r/2
h_ﬂF(QU) B Hn Hn B+ Hn

Sin (6, 9) est la méme que I’équation (5.72).

Le spectre d’énergie des états continus est donné par

n: o,
Ep =5 (W +Bo+1). (5.77)
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avec b = 1 (1 +ih) et h est un réel positif.

5.3.3 Calcul du propagateur pour le potentiel de Kepler-Coulomb généralisé

(GKC) sur H?

Considérons a nouveau le potentiel généralisé de Kepler-Coulomb (GKC). Dans 'espace

hyperbolique & 3D ce potentiel a pour expression
f(r) = —k/tanhr (5.78)

En substituant f (r) dans I’équation (5.64), la partie radiale du propagateur en question

prend la forme suivante :

N
h T M \z [N i N[M
YCKC (i Ty — n li / ‘ - AR
noo (7T) exp [2 QM] i <27rhi€> j];[l drjexp ﬁ];) 5 A7

e (—l%cothfj+ (k+§+2”+1)2_1/4>”. (5.79)

sinh? Tj

La forme de Y,?K C(#,T) est reconnue comme le potentiel de Manning-Rosen. Sa solution

a été discutée dans [33] et s’écrit comme (voir Appendice B.3)

. h'T .
Y}CL;KC(T,T) = exp [12M] KME (.7
h T Dax .
- [z 2M] mzoe_ﬁEmT‘I’%MR (ro) W3 (r) (5.80)

Par conséquent, le propagateur K }?KC (f; 0; ;T ) pour (Bs = 0) admet I'expression sui-

vante

00 00 Dmax

KO (75 0 ¢iT) = 3250 30 e 1T @, (rv, 03, 08) @um (10,00, 20), (5:81)
1=0n=0m=0

ou

B (1,0, 0) = (sinr) ™ i (6,0) U7 (r) . (5.82)
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5.3.4 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états liés

Les fonctions d’onde et I’énergie de ces états sont respectivement donnés par

GME () = [(1 t G f;?'i'r 1)2) (2q — 2m — s — 2)

m!F(Qq—m—l) 12
F'm+s+1)I'(2¢g—s—m—1)

(1 _ 6727“) (s+1/2) 6—27”% P7512q72m7572,s) (1 _ 26727‘) . (583)
. 1+ (s+2m+1) /24 2Ma/h?(s+2m+ 1
ol Dmax<\/m/h—%(8+1),a:%k”q: ( (s+2m+1)/ . a/h® (s +2m ))
,s=2k+E{+2n+1) , m+1/2—q(0et Sy, (0, ¢) est identique a I'expression de 1'équation
(5.72).

Le spectre d’énergie est donné par

h2
En,l,m = Em + m
12 ) 9Ma? 12 >
= ——(s+2m+1)" — + — . 5.84
< sar ¢ ) R (s+2m+1)%  2M (5:84)
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5.4 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons montré que le propagateur associé & une famille de poten-
tiels super intégrables, peut étre calculé par 'approche des intégrales de chemin dans I’espace
Riemannien & courbure constante notamment sur I’espace sphérique et hyperbolique & 3D en
utilisant le systéme des coordonnées polaires. L’intégrale de chemin a été effectuée dans le cadre
de la prescription de 'ordre de Weyl d’une maniére simple et élégante. Nous avons pu ramener
le calcul de l'intégrale de chemin sur un espace courbe dépendant de trois variables (7,0, ) au
calcul d’une intégrale de chemin unidimensionnelle radiale (r) sur un espace plat. Nous avons
traité deux cas particuliers pour la fonction f (r) en P'occurrence le potentiel de Smorodinsky-
Winternitz et le potentiel généralis¢ de Kepler-Coulomb (sur S3 et H3). L’intégrale de chemin
pour le potentiel SW se raméne a celle relative aux potentiels de Poschl-Teller et Poschl-Teller
modifié dans les espaces sphérique et hyperbolique respectivement. Concernant le potentiel de
KC, nous aboutissons aux intégrales de chemin relatives aux potentiels de Rosen-Morse trigo-
nométrique et Manning-Rosen dans les espaces sphérique et hyperbolique respectivement. Le

spectre d’énergies et les fonctions d’ondes sont exactement déduits .
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Chapitre 6

Conclusion

Dans ce travail nous avons traité certains problémes de la mécanique quantique nom re-
lativiste au moyen de I'approche des intégrales de chemin de Feynman. Comme une premiére
application, nous avons analysé dans I’espace Euclidien le probléme bien connu de Pischl-Teller.
Grace a des relations mathématiques simples, nous avons évalué, dans ’espace de configura-
tions, le propagateur pour deux cas différents a savoir A = k et A et k quelconques. De plus, nous
avons construit la fonction de Green pour ce méme potentiel dans ’espace des phases en utili-
sant la méthode connue sous le nom du fonctionnelle delta de Dirac. Les spectres d’énergie et
les fonctions d’onde déduits sont exacts et concordent parfaitement avec ceux de la littérature.

La deuxiéme partie est une application de 'intégrale de chemin dans ’espace courbe. La
formulation de l'intégrale de chemin est reconsidérée dans ce cas et fait 'objet du quatriéme
chapitre. La courbure de I'espace est prise en compte au moyen du potentiel effectif. Comme
application, nous avons traité, dans le cinquiéme chapitre, une classe de potentiels super inté-
grables dépendant des variables (r, 0, @) avec en plus une fonction radiale arbitraire f (). Nous
avons effectué le calcul du propagateur en adoptant la prescription dite « 'ordre de Weyl »
et en utilisant les coordonnées polaires dans les espaces sphérique et hyperbolique & 3D. Par
conséquent, nous avons séparé les parties angulaires en 6 et ¢ de la partie radiale. Le poten-
tiel de Smorodinsky-Winternitz comme le potentiel de Kepler-Coulomb appartiennent a cette
classe de potentiels. Pour le potentiel de (SW), l'intégrale de chemin associée a la partie radiale
est identifiée avec les propagateurs de Poschl-Teller (dans l'espace sphérique) et Poschl-Teller

modifié (dans l’espace hyperbolique). Cependant, pour le potentiel de K-C, elle est identifiée
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avec les potentiels de Rosen-Morse trigonométrique (dans 1’espace sphérique) et Manning-Rosen

(dans l’espace hyperbolique). Les spectres d’énergie et les foncions d’onde ont été déduits.
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Appendice A

exposition de la technique de la fonctionnelle delta de Dirac

Considérons l'intégrale de chemin dans I’espace des phases correspondant & un Hamiltonien

linéaire en ¢ (t)

K 0.1500) = [ |28 e i [ -1 6) 0= 0] at}, (A1)

sa représentation discréte définie en mid-point en g s’écrit

N-1 N—1 N
I dpn I] dgn (27)

n=0 n=1

K (b,T;a,0) = A}im

N-1
. 1
exp {Z Z [ n (1 — Qn) — ) f(Pn) (gn+1+gn)e —h(pn) 5} }(;A-Q)
n=0
avec la notation standard suivante € = % =tp—th-1,q(to=0)=qg=a,q(ty) =qn =0.
Le p;, est le moment situe au temps entre ¢, et g,+1. L’intégration sur les dg, nous donne
un produit des fonctions delta de Dirac de la variable impulsion p,. Il s’en suit que, I’équation

(A.2) devient

) N-1 _1 N-1 1 1
K (,T;a,0) = i F_[O dpn (27) Ul d <pn—1 P g f(pn-1)e— 5/ (pn)e >

n=0

N-1
x eXp{i(pzv_l b—poa)—i Y hipn) 6}- (A.3)

Il est clair que lexpression (A.3) contienne une intégrale dp,, de plus que les fonctions delta.
De ce fait, l'intégrale fonctionnelle sur les moments conjugués p(t) se réduit en une intégrale
ordinaire. Le moment relatif & un point quelconque le long du chemin peut étre choisi comme
variable d’intégration supplémentaire maintenue. Ce moment servira de condition initiale pour
résoudre ’équation du premier ordre du mouvement.

Choisissons d’intégrer sur tous les p sauf sur py .
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Considérons d’abord l'intégration sur dpg.1 , Nous devons alors intégrer la fonction delta

suivante

0 (pk — Dk4+1 — % f(pryr)e —é f(pk)6> )

Or, Pargument de cette fonction delta est une fonction de pgy1 . Pour cela, nous devons utiliser
I'identité suivante

5 (g ) )= W, (A.4)

T € racines
ou p, sont les racines de I’équation g (p) = 0 pour que la fonction delta retrouve sa forme linéaire
en pPry1 -

Supposons que I'équation du mouvement de la variable impulsion représentant ’argument

de la fonction delta en question admet une seul racine, dans ce cas la fonction delta se réduit a

0 (prr1 — F(pr , (k+1) €))
L+ 5 f'(prera)e

11 est facile de déduire que 'intégration sur l'intervalle des moments conjugués pr+1 , Dk+2 5 -

pny_1 donne, pour un ordre n, la fonction delta suivante

§(pn — F(pr ,m€))
1+ % f(pn)e

(A.5)

ou F'[pi, n e est la solution de 1’équation en impulsion du mouvement au temps n € et qui
donne le moment initial p; au temps k €.
Dans l'intervalle des moments conjugués inférieurs ou égales a pr_1, le méme procédé de

calcul conduit au résultat suivant

§(pn — F(pr ,ne))
1_%f,(pn)5 ‘

(A.6)

Notons que le changement de signe dans 1’équation ci-dessus est di au changement de signe
dans 'argument de la fonction delta correspondante.

En reportant le résultat de 'intégration sur les moments p(¢) dans (3.62), il s’en suit que le
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propagateur peut étre écrit sous la forme

N-1
. d . .
K (b,T;a,0) = ]\}E)noo %exp {z(pN_l b—poa)—1i Z h(pn) €
n=0

| Nl =

b Z f,(pn)5+22f/(pn)5}> (A7)
n=k+1 n=1

ou p, = F( pr, ne) est la solution de I’équation du mouvement au temps n € et py est la

condition initiale au temps k €.

A la limite N — oo, la somme sur f’(p,) devient une intégrale

LT, [,
—5 [ fdt+5 [ f(p)dt. (A.8)
te 0

Puisque p = — f (p) est ’équation du mouvement en p (t), ’équation (3.67) s’intégre directement
et donne

1 T

L (L0 S0y, (A9)

2 [ (pk)
Et en tenant compte de la relation dZ—(tt) = dzfz) dﬁ%’“ ,nous pouvons écrire f (p (7)) = % f (pr) -

De plus I'exponentielle de I’équation (3.68) donne le Facteur de Composition suivant

dp(T) dp(0) 13
[ dpy,  dpy } ' (4.10)

Finalement, nous obtenons pour une intégrale de chemin linéaire par rapport & la variable

position q(t), le résultat général suivant :

K(b,T;a,O):/(g)f [dpdg)dzg)rexp{i[p(:r)b—p<0)a]—i/0Th(p) dt}. (A11)
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Appendice B

Solution par 1’intégrale de Chemin de :

B.1. Le Potentiel de Rosen-Morse trigonométrique :

La solution via les intégrales de chemins pour le potentiel de Poschl-Teller se trouve dans

[32].

MRt [ i M % Ate
EERT) = Jim | e L drjexp
e (. (k+§+2n+1) —1/4
—5i7 (—k cotr; + Sin2 7
_ Ze—%EmT\IIinRMt (ro) WEM (p0) (B.1.1)
m=0

avec (0 (7 (m).

Les fonctions d’onde et le spectre d’énergie des états liés sont donnés par

WEME (1) — e*TﬂTm (1 + cot? r)a?m C’,(,?m”gm) (cotr), (B.1.2)
et
2 3\° k2
Eryve = — 577 <m+k+£+2n+> + +1f, (B.1.3)
2M 2)  4(m+k+e+2mtd)
avec ap = — (m+k+&+2n+3) et B, = k

(m+k+e+2n+3) °

B.2. Le Potentiel de Poschl-Teller modifié :

Le cas du potentiel de Poschl-Teller modifié est traité dans [13] :
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vl

KPT™ (#:T7) = lim < M )

Nfld 7 N MA 9
Voo \ 2mhie [ drjexp | 32, [25 i

J=1 Jj=0

Gmax . o0 a2
= {Z e En T (1) W, (ry) +/ dh e 7% (1) Uy, (rN)(}3,.2.1)
0

m=0

_We<%+£+2n+nz—ﬂ4_ By )

2M sinh? T cosh? T

our ) 0.
Les fonctions d’onde ainsi que le spectre d’énergie sont donnés par :

- Pour les états discrets

1/2
2ml Qu—1) T @u-—m-1) _— _
(r) < T 20+ m) T (2 — 2 —m) (sinhr) (coshr)
)
pRn—1.2(p—n—m)—1] 1 — sinh7r (B.2.2)
cosh? r ’ o

Les P}f*’ﬂ) sont les polynomes de Jacobi, et Guax(t — n — 1/2, p = % [1 + (By + 1/4)1/2 ,
n=31+t(k+&+2n+1)].

Le spectre discret s’écrit comme

Em:—ﬁgBW—n—m%JF. (B.2.3)

- Pour le cas continu

les fonctions d’onde ont pour expression

Uy (r) = Nj (coshr)? /2 (sinhr)?1—1/2

o Fy (,u—i—n—h’,,u—l—n—i—h'— 1, 27; — sinh? T’) , (B.2.4)
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ou

T

. , 1/2
I’(n—l—,u—{—h—l)I’(n—,u—h—i—lﬂ ,
les o F («, B,7v;7) sont les fonctions hypergéométriques.
Le spectre continu est donné par ’équation

h2
Ep = —h?
h M )

avec h = £ (1 +1ih).

B.3. Le Potentiel de Manning-Rosen :

fquh')

(B.2..5)

(B.2..6)

Nous pouvons trouver la solution de I'intégrales de chemins pour le potentiel de Manning-

Rosen dans [33] :

N
M \2 [N-1 i N[M
KMR (a.y — | dr = A
(r7 ) NE}OO <27Th2€> jl;ll T] exp{h]‘zo |:2€ TJ
e [, (k+&42n+1)°—1/4
——— | —kcothr; .
2M( cothr; + sinthj
Dmax )
= ) e i EmTwEME (o) GME (1), r)0. (B.3.1)
m=0

Les fonctions d’onde et le spectre d’énergie sont donnés par

TMER (1) = [<1h<8 fi‘ﬂr 1)2> (2q — 2m — 5 — 2)

m!T (2 —m —1) V2
F'm+s+1)I'(2¢g—s—m—1)

(1 - 6727’) (s+1/2) 6—27’% PT(an72m7872,s) (1 o 26*27‘) . (B.3.2)

Les P\ sont les polynomes de Jacobi, avec Diax(\/Ma/2/h—5 (s + 1), o0 = %l;:, s =2,

104



g= (14 (s+2m+1)/24+2Ma/h? (s +2m+1)) /2 et m +1/2 — ¢(0.

Le spectre s’écrit comme

K2 2M a2

E,=— s+2m+1)2 — .
( ) h2 (s +2m+1)?

i (B.3.3)
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Appendice C

Présentation du concept de ’espace courbe

C.1. Espace courbe

La notion d’espace (intrinséquement) courbe a mis beaucoup de temps avant de s’imposer.
Pour la définir il convient de dépasser le premier modéle de géométrie systématiquement déve-
loppée qu’est la géométrie d’Euclide [25]. De ce point de vue, ’émergence au début du XIXe
siecle des géométries non-euclidiennes a joué un role déterminant, qui a été encore amplifié par
I’oeuvre révolutionnaire de Bernhard Riemann en 1854. Ce contexte mathématiquement riche
sera complété par la reconnaissance par Albert Einstein qu’il pouvait servir de cadre & sa théo-
rie de la Relativité Générale, qui identifie les effets gravitationnels a la courbure de l'espace.
Le sujet n’a cessé de se développer tout au long du XXe siécle, avec notamment la recherche
de conséquences sur la topologie globale de ’espace d’hypothéses sur la courbure vérifiée en
chaque point sur la topologie globale de 'espace. A partir des années 1970 la considération
systématique d’espaces moins réguliers a été un important moteur de la recherche.

Le concept d’espace courbe est aujourd’hui utilisé pour modéliser des réalités trés diverses
[26]. Il apparait par exemple dans I’étude des défauts cristallins en physique du solide. 11 joue
également un role important dans des appareils de technologie avancée comme le “Global Posi-
tioning System” (= GPS), qui permettent déja de localiser un récepteur GPS a quelques métres
pres, et qui doivent pour cela prendre en compte des effets complexes de relativité générale eux-
mémes lies & la courbure de ’espace.

La relativité générale ajouta a cette vision que la présence de matiére pouvait déformer
localement ’espace-temps lui-méme (et non pas juste les trajectoires. voir Figure 1), de telle
maniére que des trajectoires dites géodésiques c’est a dire intuitivement de longueur minimale &
travers 1’espace-temps ont des propriétés de courbure dans I’espace et le temps. Les géodésiques
sont les trajectoires vérifiant le principe de moindre action, suivies par les particules test (c’est
& dire dont I'influence sur le champ de gravitation dans lequel elles se déplacent est négligeable,
ce qui est le cas par exemple d’un satellite artificiel autour de la Terre ou bien d’un photon

passant a coté du Soleil mais pas d’une étoile orbitant autour d’une autre dans un systéme
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binaire oscillant rapidement), elles ont donc une importance pratique trés importante pour la

compréhension intuitive d’un espace courbe.

Figure 3. Représentation schématique & 2 dimensions de la courbure de ’espace induite par

une planéte

C.2.Géométrie non-euclidienne

La description géométrique de la théorie physique due & Einstein trouve ses origines dans
les avancées de la géométrie non euclidienne, qui résultent des différentes tentatives au cours
des siécles de démontrer le cinquiéme postulat d’Euclide, qui énonce que : « par un point on
ne peut mener qu’une paralléle & une droite donnée ». Ces efforts culminérent au XIXe siécle
avec la découverte par les mathématiciens Nicolai Ivanovitch Lobatchevsky, Jénos Bolyai et
Carl Friedrich Gauss que ce postulat pouvait étre remplacé par un autre (plusieurs paralléles
possibles, ou pas de parallele du tout), et ne constituait donc qu'un axiome arbitraire. Les
géomeétries non-euclidiennes sont toutes les géométries qui satisfont non nécessairement tous
les axiomes de Hilbert mais sans en contredire aucune (contrairement aux anciens axiomes
d’Euclide et en particulier celui sur les paralleles).

Une représentation particuliére de ce type de géométrie consiste a définir les points comme
étant répartis sur la surface d’une sphére (ce sont les intersection des diameétres de la sphére
avec la surface), et les lignes, pour généraliser le concept de droite, (nous disons maintenant
"géodésique"), comme les intersections de la surface de la sphére avec les plans contenant le
centre de la sphére. Deux points définissent alors de fagon unique une ligne et un point est
toujours donné par l'intersection de deux lignes. Cependant, dans cette géométrie, si nous nous

donnons une ligne AB et un point P, il n’existe aucune ligne passant par P et ne coupant pas
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AB. Ainsi, le cinquiéme postulat d’Euclide n’est pas satisfait car en P nous ne pouvons tracer

aucune parallele & AB (voir Figure 4).

Figure 4

En géométrie, une géodésique désigne le chemin le plus court, ou I’'un des plus courts chemins
s’il en existe plusieurs, entre deux points d’un espace pourvu d’une métrique (un moyen de
mesurer les distances). Les différentes géométries peuvent étre caractérisées par une quantité
appelée courbure. Les espaces plats sont de courbure nulle (figurel). La spheére étant 'exemple
typique de surface a courbure positive (figure 4, 6), comme celle de Riemann (1867) (somme des
angles d’'un triangle supérieure a 180°, paralléles se rejoignant aux poles), les espaces avec de
telles courbures sont appelés sphériques. Enfin il existe des espaces a courbure négative (figure
7), comme celle de Lobatchevsky (1829) et Bolyai (1832) (somme des angles d’un triangle
inférieur a 180°, nombre infini de paralléles possibles & une droite par un point), que 'on

appelle espaces hyperboliques.

Figure 5. Surfaces a courbure nulle : cylindre et cone.
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Figure 6. Surfaces a courbure positive :

Figure 7. Surfaces a courbure négative : col, hyperboloide & une nappe.

La géométrie communément appelée « géométrie de Riemann » est un espace sphérique
a trois dimensions, espace fini et cependant sans bornes, a courbure réguliére, alternative au
postulat euclidien des paralléles.

Le systeme de coordonnées de Riemann est une géométrie adaptée aux espaces courbes qui
fait intervenir une composante appelée le tenseur dont la réalité physique ne change pas et dont
les lois sont invariantes par Rapport & un certain nombre de transformation — ses propriétés de
symétrie sont préservées, mais dont les composantes, les valeurs des grandeurs, se modifient en
fonction du référentiel. Ce tenseur représente les composantes de chaque point de I’espace.

Dans les quatre dimensions d’un espace- temps euclidien repéré par une métrique minkows-
kienne, il faut quatre parameétres pour connaitre l'intervalle entre deux événements. Le déve-
loppement de cette somme se traduit par une équation différentielle de 16 termes en chaque
point !

Dans l'espace de Riemann ou les axes de coordonnées sont des courbes variables, le fameux
"mollusque" qu’affectionnait Einstein il faut pouvoir déterminer I’angle de courbure. Sans cette
détermination I’équation du rayon vecteur ds n’est plus un invariant. Pour retrouver cette inva-
riance le systéme de coordonnées de Gauss s’impose. En appliquant des lois de transformation

sur la composante g, , le tenseur métrique de rang deux du tenseur du courbure de Riemann
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— Christoffel, on obtient une relation dérivée covariante.
Le tenseur de Riemann-Christoffel, dit tenseur de courbure et le tenseur-clé de la théorie

généralisée d’Einstein. Il dispose de quatre indices et est symbolisé par R (Lm,n et K en

prk
notation latine). Le tenseur de courbure R® Bluo] S€ décompose en deux parties, le tenseur de
Weyl, Clagjjur) €t le tenseur de Ricci, Rg, comportant chacun 10 composantes, 10 rayons de

courbure différents [27]!

C.3.Les composantes du tenseur métrique

Dans un espace a 2 dimensions, le tenseur métrique g,, & 3 composantes indépendantes,
il y en a 6 dans un espace & 3 dimension et 10 dans I'espace—temps & 4 dimensions, cela par
application de la de la formule N(N + 1)/2 ou N est le membre de dimension de l'espace
considéré.

Utilisons le théoréme de Pythagore pour mesurer U'intervalle ds? qui sépare deux a la surface

d’une sphére d’un espace a 2 dimensions :

ds®* = da®+dy?, (C.1)
ds* = gxx (z,9)dz* + gxy (z,y) dvdy + gy x (z,y) dydz + gyy (z,y) dy?,
ds®* = gndz? + giadady + gordydx + goody?®.

Les trois fonctions gxx (z,y),9xy (z,y) et gyx (x,y) sont appelées les composantes du
tenseur métrique.
Dans un espace —temps & 2 dimensions, si les {z!, 22} forment le systéme de coordonnées,

I’équation de Pythagore s’écrit :

2
ds* = Z Guv (z) daztdz” . (C.2)
w,r=1

Disposons les composantes g, du tenseur métrique dans une matrice carrée :

g1 = 1,  g12=2,

go1 = 3, goo = 1.
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Si l'espace-temps se courbe, les axes ne seront plus perpendiculaires entre eux et nous
devrons utiliser les produits dzdy dans ’équation (C.1) car les composantes g2 et go1 seront

différentes de 0.
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Abstract

This work is devoted to the study of non-relativistic movements in the context of Feynman
path integral formalism. While placing itself initially, in Euclidean space, and in second place, in
a Riemannian space.

In the first part, we study the behaviour of a particle being driven in a potential of Poschl-
Teller in a Euclidian space, for (A=k and A and k unspecified), in the space of configuration and
the space of the phases. In this last, the functional technique of delta of Dirac was adapted. The
spectrum and the functions of wave were obtained using certain mathematical relations and are
exactly identical to those obtained by the resolution of the equation of Schrodinger.

In the second part, we treat, in space Riemannian with a constant curve, the movement of a
particle subjected to a class of superintegrable potential, dependent on an arbitrary radial f(r)
function. The study was made in spherical and hyperbolic with 3D spaces, by using the system of
polar coordinate where the system admits a separation of variables. The propagator was evaluated
by adapting the prescription called "the order of Weyl" and by applying some mathematical
formulas. With an elegant and more natural manner one could bring back the path integral in a

curved space dependent on the variables (r, 6, @) has an path integral dependent only on the (r)
variable in a flat space.

We treated two particular cases of f(r), namely the potential of Smorodinsky-Winternitz and
the potential of Kepler-Coulomb (in each space mentioned above). The path integrals for the case
of the Smorodinsky-Winternitz potential, in spherical and hyperbolic with 3D spaces, were
brought back to the path integrals relating to the potentials of Pdschl-Teller and modified Pdschl-
Teller respectively. For the potential of Kepler-Coulomb, we brought back the problem to those
of trigonometrical Rosen-Morse and Manning-Rosen respectively. The energies spectra and the
wave functions are exactly deduced.

Key Words: Path Integral, Propagator, Green function, Spectrum, Energy, Superintegrable
Potential, Space, Metric, Curvature.
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Résumé

Ce mémoire est consacré a 1’étude de mouvements quantiques d’une particule non relativiste
dans le cadre du formalisme des intégrales de chemins de Feynman. En se plagant en premier
lieu, dans un espace Euclidien, et en deuxiéme lieu, dans un espace Riemannien.

Dans la premiére partie, nous étudions le comportement d'une particule se mouvant dans un
potentiel de Pdschl-Teller dans un espace Euclidien, pour (A=k et A et k quelconques), dans
I’espace de configuration et I'espace des phases. Dans ce dernier, la technique fonctionnelle de
delta de Dirac a été adoptée. Le spectre et les fonctions d’onde ont été obtenus a ’aide de
certaines relations mathématiques et sont exactement identiques a ceux obtenus par la résolution
de I’équation de schrodinger.

Dans la deuxiéme partie, nous traitons, dans I’espace Riemannien avec une courbure
constante, le mouvement d’une particule soumise a une classe de potentiels super intégrable,
dépendante d'une fonction radiale arbitraire f(r). L’étude a été faite dans les espaces sphérique et
hyperbolique a 3D, en utilisant le syst¢éme de coordonnées polaires ou le systéeme admet une
séparation de variables. Le propagateur a été évalué en adoptant la prescription dite " 'ordre de
Weyl " et en appliquant successivement quelques formules mathématiques. Avec une maniere
¢légante et plus naturelle on a pu ramener l'intégrale de chemin dans un espace courbe

dépendante des variables (r, 6, @) a une intégrale de chemin dépendante seulement de la variable
(r) dans un espace plat.

Nous avons trait¢ deux cas particuliers de f(r), a savoir le potentiel de Smorodinsky-
Winternitz et le potentiel de Kepler-Coulomb (dans chaque espace mentionné ci-dessus).
Les intégrales de chemin Pour le cas du potentiel de Smorodinsky-Winternitz, dans I'espace
sphérique et hyperboliques a 3D, ont été ramenées aux intégrales de chemin relatives aux
potentiels de Poschl-Teller et Poschl-Teller modifié respectivement. Pour le potentiel de Kepler-
Coulomb, le probléme s’est converti a ceux de Rosen-Morse trigonométrique et Manning-Rosen
respectivement. Les spectres d'énergie et les fonctions d'ondes sont exactement déduits.

Mots clés : Intégrales de Chemin, Propagateur, Fonction de Green, Spectre, Energie, Potentiel
Superintégrable, Espace, Métrique, Courbure.



