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Chapitre 1

Introduction

En 1933, Dirac a fait l�observation que l�action joue un rôle central en mécanique

classique. Il a considéré que la formulation lagrangienne de la mécanique classique est

plus fondamentale que la formulation hamiltonienne, mais celle ci semblait n�avoir aucun

rôle important en mécanique quantique comme on la connaît à cette époque. Il a pensé

sur la façon dont cette situation pourrait être recti�ée, et il est arrivé à la conclusion que

(en langage plus moderne) le propagateur de la mécanique quantique est proportionnel à

la quantité exp
�
i
~S
�
, où S est l�action classique évaluée le long du chemin classique [1].

En 1948, Feynman a développé la suggestion de Dirac, et a réussi à dériver une

troisième formulation de la mécanique quantique, basée sur le fait que le propagateur,

solution de l�équation de Schrödinger et qui dé�nit l�amplitude de la probabilité d�évo-

lution d�une particule du point ~r1 à l�instant t1 au point ~r2 à l�instant t2, peut être écrit

comme une somme d�une in�nité d�amplitudes partielles associées à chacun des chemins

noté � qui relie (~r1; t1) et (~r2; t2). Chaque chemin contribue au propagateur par la quan-

tité exp
�
i
~S�
�
, où S� est l�action classique calculée le long du chemin �, c�est à dire

S� =
R
(�)
L
�
~r; ~P ; t

�
dt; où L

�
~r; ~P ; t

�
est le Lagrangien de la particule. Feynman inclut

dans cette action le principe de moindre action [2] pour ignorer les chemins autres que

ceux très proches du chemin classique �0 où l�action est minimale. Ainsi, tandis que Di-

rac considérait seulement le chemin classique, Feynman a prouvé que tous les chemins
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contribuent, dans un sens où la particule quantique peut suivre tous les chemins, et les

amplitudes associées à ces chemins s�ajoutent selon le principe de superposition habituel

de la mécanique quantique. Ses idées étaient apparues dans sa première publication [3]

en 1948. Elles sont intéressantes en ce qui concerne l�établissement du lien entre la méca-

nique quantique et la mécanique classique, et puisque le raisonnement a été inscrit dans

l�espace-temps, la formulation des intégrales de chemin est devenue un outil indispensable

dans divers domaines de la physique [11], tels que la physique des particules, la physique

atomique et moléculaire.

En raison de la di¢ culté bien connue d�obtenir une forme gaussienne pour un grand

nombre de systèmes physiques quantiques, cette technique n�a pu connaître un dévelop-

pement appréciable qu�après 1978 quand Duru et Kleinert ont pu donner une solution

exacte pour le système coulombien [4], en calculant la fonction de Green à l�aide d�une

transformation canonique qui donne la forme Gaussienne dans l�espace des phases en pa-

ramétrisant le parcours d�intégration via l�introduction d�un nouveau paramètre temps,

et à l�aide de la transformation de Kustaanheimo-Stiefel [5]. Duru et Kleinert ont pu

transformer l�intégrale de chemin de l�atome d�hydrogène en coordonnées polaires dans

R3 en une intégrale de chemin dans l�espace R4 relative à deux oscillateurs harmoniques

indépendants à deux dimensions [6]. Depuis, cette technique a permis de résoudre des

problèmes plus compliqués dans divers systèmes de coordonnées [7]. Des exemples de

problèmes non relativistes résolus exactement par cette transformation de Duru-Kleinert

sont donnés dans les références [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15].

Des généralités sur ce formalisme sont présentées dans le deuxième chapitre où nous

avons fait un rappel succinct concernant l�introduction d�une transformation spatio-

temporelle dans l�écriture du propagateur a�n de le rendre calculable. Dans le troisième

chapitre, nous abordons le problème d�une particule soumise au potentiel de Coulomb

entouré d�un nouveau potentiel en forme d�anneau en appliquant la transformation de

Kustaanheimo-Stiefel. La fonction de Green est construite sous une forme compacte. les

spectres d�énergie ainsi que les fonctions d�onde correspondant aux états liés et aux états
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continus sont respectivement obtenus à partir des pôles et des résidus de la fonction de

Green. Ensuite, dans le quatrième chapitre, nous donnons un traitement pour le potentiel

écranté e¤ectif déformé. A l�aide d�une transformation spatio-temporelle appropriée, et

en particulier pour q � 1, nous construisons la fonction de Green à partir de laquelle le

spectre d�énergie et les fonctions d�onde des états liés sont déduits. Le potentiel de Hul-

thén est considéré comme un cas particulier. Le cinquième chapitre concerne l�étude d�un

potentiel déformé dépendant de quatre paramètres qui sert comme modèle de description

des interactions inter-atomiques dans les molécules diatomiques. Suivant les valeurs du

paramètre de déformation q, deux cas peuvent se présenter. Pour les valeurs positives de

q, nous retrouvons une généralisation du potentiel de Hulthén déformé. En particulier

pour q � 1, et à l�aide de la même transformation spatio-temporelle utilisée dans le cha-

pitre précédent, la fonction de Green est construite. A partir des pôles et des résidus de

cette dernière, nous déduisons le spectre d�énergie et les fonctions d�onde correspondants

aux états liés. Une forme générale du potentiel de Woods-Saxon déformé est obtenue pour

q < 0. Dans ce cas, en suivant la même procédure que dans le cas précédent avec une autre

transformation spatio-temporelle, les fonctions d�onde non normalisées sont déduites de

l�expression de la fonction de Green. L�équation donnant le spectre d�énergie relatif au

potentiel de Woods-Saxon généralisé est obtenue en imposant aux fonctions d�onde des

conditions aux limités bien déterminées. Le sixième chapitre est consacré à la discus-

sion du comportement des solutions pour une particule relativiste sans spin soumise à

l�action d�un potentiel vecteur et d�un potentiel scalaire du type Rosen-Morse déformé.

En supposant le potentiel scalaire égal au potentiel vecteur, la fonction de Green est

explicitement construite. Le spectre d�énergie discret ainsi que les fonctions d�onde sont

obtenus. Le puits de potentiel de Rosen-Morse standard, le potentiel d�Eckart et leurs

versions PT -symétriques sont tous considérés comme des cas particuliers. Le septième et

dernier chapitre est destiné au traitement exact du problème d�une particule relativiste

sans spin dans un potentiel vecteur et un potentiel scalaire du type Hulthén déformé.

Nous évaluons d�abord la fonction de Green pour des potentiels réels, en utilisant une
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transformation de Duru-Kleinert appropriée. Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde

des états liés sont alors déduits. Dans ce cas, les potentiels vecteur et scalaire de Hul-

thén standard et le potentiel vecteur de Hulthén standard sont traités comme des cas

particuliers. En�n, nous terminons ce chapitre par la discussion des versions complexes

du potentiel vecteur de Hulthén déformé.
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Chapitre 2

Formalisme des intégrales de chemin

2.1 Introduction

Le but principal de ce chapitre est de familiariser le lecteur avec l�approche des inté-

grales de chemin qui o¤re un point de vue alternatif aux méthodes standard de Schrö-

dinger et d�Heisenberg. Une approche qui est devenue essentielle à une compréhension

profonde de la théorie quantique des champs et de ses applications qui vont de la phy-

sique des interactions fondamentales à la mécanique statistique des transitions de phase

ou aux propriétés des gaz quantiques.

L�intégrale de chemin est un outil très puissant pour l�étude de la mécanique quan-

tique. Elle établit un lien très explicite entre la mécanique classique et la mécanique

quantique.

La formulation de la mécanique quantique basée sur l�intégrale de chemin peut pa-

raître plus compliquée du point de vue mathématique, mais elle est bien adaptée à l�étude

de systèmes à un grand nombre de degrés de liberté où un formalisme du type équation

de Schrödinger est beaucoup moins utile.

Dans ce qui suit, nous allons présenter la construction d�une intégrale de chemin pour

une particule soumise à l�action d�un potentiel V (x) quelconque dans l�espace des phases

à l�aide de la procédure de transformation spatio-temporelle.
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2.2 Le Propagateur

2.2.1 Dé�nition

Considérons une particule en mouvement sous l�action d�un potentiel V (x) allant du

point A(x0; t0) au point B(x00; t00). Le chemin de la particule est représenté par une fonction

du temps x (t) avec x (t0) = x0 et x (t00) = x00. Le mouvement de la particule est régi par

le Lagrangien

L =
1

2
m _x2 � V (x; t) : (2.1)

Le chemin classique noté par �x (t) est celui pour lequel l�action de la particule donnée

par

S =

t00Z
t0

L (x; _x; t) dt; (2.2)

est minimale. En d�autres termes, la variation de l�action

�S � S [�x+ �x]� S [�x] ; (2.3)

s�annule au premier ordre en �x. Or

S [x+ �x] =

t00Z
t0

L (x+ �x; _x+ � _x; t) dt

=

t00Z
t0

�
L (x; _x; t) + � _x

@L

@ _x
+ �x

@L

@x

�
dt

= S [x] +

t00Z
t0

�
� _x
@L

@ _x
+ �x

@L

@x

�
dt. (2.4)

Donc

�S = �x
@L

@ _x

����t00
t0
�

t00Z
t0

�x

�
d

dt

@L

@ _x
� @L

@x

�
dt; (2.5)
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où le terme �x@L
@ _x

��t00
t0
s�annule du fait que x (t0) = x (t00) = 0. Comme �x est arbitraire,

nous obtenons
d

dt

@L

@ _x
� @L

@x
= 0; (2.6)

qui est l�équation d�Euler-Lagrange du mouvement de la particule.

Au lieu de considérer seulement la trajectoire classique, nous allons maintenant consi-

dérer tous les chemins possibles que peut empreinter la particule pour aller du point A

au point B. On associe à chacun de ces chemins une amplitude de probabilité partielle

�� [x (t)] donnée par

�� [x (t)] = N exp

�
i

~
S� [x (t)]

�
; (2.7)

où N est une constante de normalisation et S� est l�action associée au chemin �:

Par dé�nition, l�amplitude totale de la probabilité de transition du point A au point

B, dit propagateur et noté par K (B;A), est la somme de toutes les amplitudes partielles

associées aux di¤érents chemins. Nous écrivons donc

K (B;A) =
X
�

�� [x (t)] ; (2.8)

et la probabilité de transition est donnée par

P (B=A) = jK (B;A)j2 : (2.9)

Comme les chemins sont très proches les uns des autres, la somme peut être remplacée

par une intégrale. Ainsi, nous obtenons l�expression du propagateur

K (B;A) =

Z
�

D��� [x (t)]

=

x(t00)Z
x(t0)

Dx (t) exp

�
i

~
S� [x (t)]

�
; (2.10)
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où D� représente la mesure.

2.2.2 Forme discrète du propagateur

Le propagateur qui gouverne l�évolution d�une particule de masse m entre les points

A (x0; t0) et B (x00; t00) a été dé�ni par Feynman de la façon suivante [3] :

K (x00; t00;x0; t0) =

Z
Dx (t) exp

24 i
~

TZ
0

L (x; _x; t) dt

35 ; (2.11)

où T = t00 � t0 et le Lagrangien L est donné par

L (x; _x; t) =
m

2
_x2 � V (x) : (2.12)

En subdivisant l�intervalle de temps T en (N + 1) intervalles élémentaires égaux tel

que " = tn � tn�1 = T= (N + 1), et en utilisant les notations habituelles �xn = xn �

xn�1; �x =
xn + xn�1

2
et x00 = x (tN+1) ; x

0 = x (t0), l�expression du propagateur (2.11)

prend la forme

K (x00; t00;x0; t0) = lim
N!1

N+1Y
n=1

� m

2i�~"

� 1
2

NY
n=1

�Z
dxn

�
exp

�
i

~
AN

�
; (2.13)

avec l�action

AN =
N+1X
n=1

hm
2"
�x2n � "V (xn)

i
=

TZ
0

dt
hm
2
_x2 � V (x)

i
: (2.14)

2.3 Intégrale de chemin dans l�espace des phases

L�évolution d�une particule soumise à un potentiel V (x), et qui est repérée par les

positions x0 et x00 aux instants �xés t0 et t00 respectivement, peut être décrite en dé�nissant

le propagateur comme étant l�amplitude de probabilité de transition exprimée à l�aide de

11



l�opérateur d�évolution [16]

K (x00; t00;x0; t0) = hx0j Û (t00 � t0) jx00i�(t00 � t0) (2.15)

avec

�(t00 � t0) =

�
1 pour t00 > t0

0 pour t0 > t00
: (2.16)

En divisant l�intervalle de temps T = t00� t0 en N+1 intervalles in�nitésimaux égaux,

on peut décomposer l�opérateur d�évolution en N + 1 opérateurs élémentaires

Û (t00 � t0) = Û (tN+1 � tN) Û (tN � tN�1) :::Û (tn � tn�1) :::Û (t1 � t0) ; (2.17)

où tN+1 = t00; t0 = t0 et T = " (N + 1) :

En insérant ensuite N relations de fermeture entre les opérateurs d�évolution in�ni-

tésimaux
+1Z
�1

dxn jxni hxnj = 1; n = 1; 2; :::N , (2.18)

le propagateur peut être écrit sous la forme d�un produit de N +1 propagateurs élémen-

taires

K (x00; t00;x0; t0) = hx00; t00jx0; t0i

= lim
"!0

Z N+1Y
n=1

hxn; tnjxn�1; tn�1i
NY
n=1

dxn; (2.19)

où

hxn; tnjxn�1; tn�1i = hxnj Û (tn � tn�1) jxn�1i

= hxnj exp
�
i"Ĥ=~

�
jxn�1i ; (2.20)

x0 = x0 et xN+1 = x00.
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L�opérateur Hamiltonien Ĥ de la particule est donné par

Ĥ (x; p; t) = T̂ (p; t) + V̂ (x; t) ; (2.21)

où T̂ (p; t) est l�opérateur énergie cinétique et V̂ (x; t) l�opérateur énergie potentielle.

Pour " très petit, on peut appliquer la formule de Baker-Hausdor¤ [11]

e�
i
~ "Ĥ = e�

i
~ "V̂ e�

i
~ "T̂ e�

i
~ "

2X̂ ; (2.22)

où l�opérateur X̂ représente le développement suivant

X̂ =
1

2

h
V̂ ; T̂

i
� "

~

�
1

6

h
V̂ ;
h
V̂ ; T̂

ii
� 1
3

hh
V̂ ; T̂

i
; T̂
i�
+ :::: (2.23)

Si on néglige tous les termes d�ordre supérieur ou égal à "2 et on insère les deux relations

de fermeture suivantes :

+1Z
�1

dxn jxni hxnj = 1;
+1Z
�1

dpn
2�~

jpni hpnj = 1; (2.24)

dans l�expression (2.20), on obtient

hxnj e�
i
~ "Ĥ(tn) jxn�1i =

+1Z
�1

dx hxnj e�
i
~ "V̂ (x̂;tn) jxi hxj e�

i
~ "T̂(P̂ ;tn) jxn�1i

=

+1Z
�1

dx hxnj e�
i
~ "V̂ (x;tn) jxn�1i

�
+1Z
�1

dpn
2�~

exp

�
i

~
[pn (x� xn�1)� "T (pn; tn)]

�
: (2.25)
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En tenant compte de l�élément de matrice

hxnj e�
i
~ "V̂ (x;tn) jxi = � (xn � x) e�

i
~ "V (xn;tn); (2.26)

on aura

hxnj Û (tn � tn�1) jxn�1i =

+1Z
�1

dpn
2�~

exp

�
i

~
[pn (xn � xn�1)

� " [T (pn; tn) + V (xn; tn)]]g : (2.27)

Par substitution de (2.27) dans (2.19) et en dé�nissant la fonction de Green via la

transformation de Fourier nous obtenons

G (x00; x0;E) =

+1Z
0

dT exp

�
i

~
ET

�
K (x00; t00;x0; t0)

=

+1Z
0

dT lim
N!1

Z NY
n=1

[dxn]

Z N+1Y
n=1

�
dpn
2�~

�
exp

�
i

~
AN

�
; (2.28)

avec l�action

AN =
N+1X
n=1

[pn (xn � xn�1)� " (T (pn; tn) + V (xn; tn)� E)] : (2.29)

et T = t00 � t0.

2.4 Procédure de transformation spatio-temporelle

Considérons une particule repérée par les positions A et B aux instants �xés t0 et

t00 respectivement. Dans l�espace des phases, le propagateur qui gouverne son évolution
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dans le potentiel V (x) est dé�ni par l�intégrale de chemin de Feynman

K(x00; t00;x0; t0) =

Z
Dx(t)Dp(t) exp

�
i

~
(p

:
x�H)dt

�
; (2.30)

avec l�Hamiltonien

H =
p2

2m
+ V (x): (2.31)

Supposons que le potentiel V (x) est aussi compliqué qu�une évaluation directe de

l�intégrale de chemin ne soit pas possible. Souvent, il est nécessaire d�e¤ectuer une trans-

formation de coordonnée x �! � représentée par x = g(�); accompagnée d�une trans-

formation temporelle t �! s dé�nie par dt = f(x)ds. Pour mettre en oeuvre une telle

transformation spatio-temporelle combinée dans le calcul de l�intégrale de chemin, on

commence par écrire l�opérateur résolvante

bR = i~
E �H + i0

= fr(x)
i~

fl(x)(E �H + i0)fr(x)
fl(x); (2.32)

où fl(x) et fr(x) sont des fonctions de la variable x, multipliant à gauche et à droite,

respectivement, l�opérateur (E �H + i0) et sont telles que fl(x)fr(x) = f(x).

En exprimant l�opérateur i~
fl(x)(E�H+i0)fr(x) dans la représentation de Schwinger [17],

on peut associer à l�opérateur résolvante (2.32) un élément de matrice appelé amplitude

de transition pour une énergie �xée ou fonction de Green

G(x00; x0;E) = hx00j R̂ jx0i =
Z 1

s0
ds00 hx00j ÛE(s00 � s0) jx0i ; (2.33)

où ÛE(S) est l�opérateur pseudo-temporel d�évolution dé�ni par :

ÛE(S) = fr(x)e
� i
~Sfl(x)(H�E)fr(x)fl(x): (2.34)

On peut maintenant convertir l�expression (2.33) en une intégrale de chemin en sub-

divisant la variable temporelle S en N + 1 intervalles in�nitésimaux et en insérant N
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relations de fermeture pour arriver à la représentation intégrale approximée de la fonc-

tion de Green,

G(x00; x0;E) � (N + 1)

Z 1

0

d"s hx00j ÛNE ("s((N + 1)) jx0i ; (2.35)

avec l�intégrale de chemin pour l�amplitude pseudo-temporelle sous forme discrète donnée

par :

hx00j ÛNE ("s((N + 1)) jx0i = fr(x
00)fl(x

0)

NY
j=1

�Z
dxj

�N+1Y
j=1

�Z
dpj
2�~

�
exp

�
i

~
ANE

�
; (2.36)

où ANE est l�action exprimée sous forme discrète ainsi

ANE =
N+1X
j=1

[pj4xj � "sfl(xj)(H(pj; xj)� E)fr(xj�1)] : (2.37)

avec ds = "s = "=fl(xj)fr(xj�1) = dt=fl(xj)fr(xj�1):

En e¤ectuant l�intégration sur les variables pj, nous obtenons l�intégrale de chemin

dans l�espace des con�gurations

hx00j ÛNE ("s((N + 1)) jx0i =
fr(x

00)fl(x
0)p

2i�~"sfl(x00)fr(x0)=m

NY
j=1

�
m

2i�~"s

� 1
2

�
NY
j=1

"Z
dxjp
f(xj)

#
exp

(
i

~

N+1X
j=1

�
m(4xj)2

2"sfl(xj)fr(xj�1)

� "sfl(xj)(V (xj)� E)fr(xj�1)]g : (2.38)

En faisant tendre N vers l�in�ni et en choisissant fl(x) = fr(x) = f
1
2 (x), nous pouvons

écrire la fonction de Green comme une intégrale

G(x00; x0;E) =

Z 1

0

dSPE(x00; x0;S); (2.39)
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avec l�intégrale de chemin

PE(x00; x0;S) = [fr(x
00)fl(x

0)]
1
4 lim
N!1

N+1Y
j=1

�
m

2i�~"s

� 1
2

�
NY
j=1

"Z
dxjp
f(xj)

#
exp

(
i

~

N+1X
j=1

"
m(4xj)2

2"s
p
f(xj)f(xj�1)

� "s(V (xj)� E)
q
f(xj)f(xj�1)

��
: (2.40)

Ce noyau est calculable moyennant une fonction f (x) appropriée.
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Chapitre 3

Potentiel coulombien plus un

nouveau potentiel en forme d�anneau

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de traiter, par l�intermédiaire de la transformation de

Kustaanheimo-Stiefel [5], dans le cadre des intégrales de chemin de Feynman, un sys-

tème quantique soumis au potentiel de Coulomb plus un nouveau potentiel en forme

d�anneau. Ce nouveau potentiel en forme d�anneau est obtenu en remplaçant la partie

carrée inverse en forme d�anneau dans l�expression du potentiel de Hartmann [18] par

un nouveau terme cot2 �=r2. Ce potentiel physique non central est dé�ni en coordonnées

sphériques (r; �; �) par :

V (r; �) = ��
r
+ �

cos2 �

r2 sin2 �
; (3.1)

où � et � sont des constantes réelles positives. Comme le potentiel de Hartmann, ce

potentiel (3.1) se réduit aussi au potentiel de Coulomb dans le cas où � = Ze2 et � = 0.

Ce potentiel appartient à une classe de potentiels avec deux ensembles d�intégrales pre-

mières. L�existence de deux paires d�intégrales premières ou constantes de mouvement

[19], entrainera la séparation des variables en coordonnées sphériques (r; �; �) et en co-
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ordonnées paraboliques rotationnelles (�1; �2; �). Ce potentiel a été récemment discuté

dans une formulation basée sur l�équation de Schrödinger [20].

Le plan de notre étude est organisé comme suit : dans le deuxième paragraphe, nous

construisons l�intégrale de chemin au moyen des variables de Kustaanheimo-Stiefel (K-S)

et d�une transformation temporelle appropriée. Dans une première étape, nous ignorons le

potentiel décrivant la barrière centrifuge pour séparer la partie angulaire. Ensuite, cette

barrière est réintroduite pour donner l�expression de la fonction de Green sous forme

compacte. Dans le troisième paragraphe, nous nous intéressons aux états liés. Le spectre

d�énergie et les fonctions d�onde normalisées sont extraits respectivement des pôles et

des résidus de la fonction de Green. Dans le quatrième paragraphe, l�évaluation de la

contribution des états continus à la fonction de Green est obtenue. Les fonctions d�onde

normalisées des états de di¤usion sont alors déduites. Le dernier paragraphe sera une

conclusion.

3.2 Fonction de Green via la transformation (K-S)

La fonction de Green associée au potentiel (3.1) s�écrit

G(~r 00; ~r 0;E) =

1Z
0

exp

�
i

~
ET

�
K(~r 00; ~r 0;T )dT: (3.2)

Puisque, dans la représentation canonique, le propagateurK(~r 00; ~r 0;T ) est donné par l�in-

tégrale de chemin de Feynman, il est facile d�exprimer (3.2) sous la forme d�une intégrale

de chemin,

G(~r 00; ~r 0;E) =

1Z
0

P (~r 00; ~r 0;T )dT; (3.3)

où

P (~r 00; ~r 0;T ) = lim
N�!1

Z
exp

"
i

~

NX
j=1

Wj

#
NY
j=1

� �

2i�~"

� 3
2

N�1Y
j=1

d~rj; (3.4)

avec l�action élémentaire modi�ée

19



Wj =
�

2"
(4~rj)2 � "Vj + "E: (3.5)

Ici, ~rj = ~r(tj); " = tj � tj�1 et T = N": Pour le potentiel de Coulomb plus un nouveau

potentiel en forme d�anneau (3.1),

Vj = �
�

(x2j + y2j + z2j)
1
2

+ �
z2j

(x2j + y2j + z2j)(x
2
j + y2j)

; (3.6)

où xj = 1
2
(xj + xj�1); etc. La transformation (K-S) : fx; y; zg�!fu1; u2; u3; u4g corres-

pondante à la surjection R4 �! R3 est dé�nie par [5] :8>>><>>>:
x = 2(u1u3 + u2u4);

y = 2(u2u3 � u1u4);

z = �u21 � u22 + u23 + u24:

(3.7)

accompagnée de la condition de contrainte

d� = 2(�u2du1 + u1du2 � u4du3 + u3du4) = 0; (3.8)

permettant de dé�nir une variable auxiliaire

� = 2

Z
(�u2

:
u1 + u1

:
u2 � u4

:
u3 + u3

:
u4)ds: (3.9)

Cette variable auxiliaire est introduite en insérant dans (3.4) l�identité suivante

NY
j=1

� �

2i�~"

� 1
2

Z
exp

�
i�

2~"
�2j

�
d�j = 1 (3.10)

pour réécrire (3.4) ainsi

P (~r 00; ~r 0;T ) =

Z bP (~r 00; �00; ~r 0; 0;T )d�00 (3.11)
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où

bP (~r 00; �00; ~r 0; 0;T ) = lim
N�!1

Z
exp

"
i

~

NX
j=1

cWj

#
NY
j=1

� �

2i�~"

�2 N�1Y
j=1

d~rjd�j; (3.12)

avec cWj =
�

2"

�
(4~rj)2 + �2j

�
� "Vj + "E: (3.13)

Vj étant donné par (3.6). On remarque que (3.12) est une intégrale de chemin à 4 dimen-

sions, mais l�intégration sur �00 dans (3.11) donne la réduction dimensionnelle nécessaire

pour la forme �nale. Nous appliquons maintenant la transformation (K-S) aux points

moyens dans chaque intervalle de l�espace comme il a été fait pour l�atome d�hydrogène

[21],

0BBB@
4x

4y

4z

1CCCA =

0BBBBBB@
u3 u4 u1 u2

�u4 u3 u2 �u1
�u1 �u2 u3 u4

�u2 u1 �u4 u3

1CCCCCCA

0BBBBBB@
4u1
4u2
4u3
4u4

1CCCCCCA ; (3.14)

où u(j)b = 1
2
(u
(j)
b + u

(j�1)
b ) pour b = 1; 2; 3 et 4:

En même temps, nous e¤ectuons la transformation temporelle [4, 6, 22]

" = 4(u(j))2�j; (3.15)

où (u)2 = (u1)2 + (u2)2 + (u3)2 + (u2)2 = (x2 + y2 + z2)
1
2 = r:

Comme résultat de la transformation (K-S) et de la transformation temporelle, l�ac-

tion (3.13) prend la forme :

cWj = 4��j +W
(1)
j +W

(2)
j +

4�j�

(u(j))2
; (3.16)

21



où

W
(1)
j =

�

2�j

h
(4u(j)1 )2 + (4u

(j)
2 )

2
i
+ 4�jE

h
(u
(j)
1 )

2 + (u
(j)
2 )

2
i

� �j�

(u
(j)
1 )

2 + (u
(j)
2 )

2
(3.17)

et

W
(2)
j =

�

2�j

h
(4u(j)3 )2 + (4u

(j)
4 )

2
i
+ 4�jE

h
(u
(j)
3 )

2 + (u
(j)
4 )

2
i

� �j�

(u
(j)
3 )

2 + (u
(j)
4 )

2
: (3.18)

La mesure dans l�expression de l�intégrale de chemin se transforme alors de la manière

suivante :

NY
j=1

� �

2i�~"

�2 N�1Y
j=1

d~rjd�j =
NY
j=1

� �

2i�~"

�2 N�1Y
j=1

(2u(j))4d4u(j)

=
1

4r00

NY
j=1

�
�

2i�~�j

�2 N�1Y
j=1

d4u(j): (3.19)

Il est clair que l�intégrale de chemin (3.12) se compose de deux systèmes à deux dimen-

sions, l�un associé aux variables (u1; u2) et l�autre aux variables (u3; u4) et comprend un

potentiel attractrif additionnel
h
� 4�

(u(j))2

i
; qui est convenablement paramétrisé sous la

forme d�une barrière centrifuge

Vextra =
~2l2extra
2�(u(j))2

; (3.20)

où le carré du moment angulaire vaut

l2extra = �
8��

~2
: (3.21)
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Si nous ignorons, pour un moment, la barrière centrifuge Vextra, la solution de l�intégrale

de chemin (3.2) peut immédiatement s�écrire sous la forme :

G(~r 00; ~r 0;E) =

+1Z
0

dS exp

�
4i�S

~

� eK(u00; u0;S); (3.22)

avec l�intégrale de chemin transformée

eK(u00; u0;S) = 1

4r00

+1Z
�1

eK1(u
00
1; u

00
2; u

0
1; u

0
2;S)

eK2(u
00
3; u

00
4; u

0
3; u

0
4;S)d�

00; (3.23)

où les noyaux eK1=2(S) ont la forme :

eK1(u
00
1; u

00
2; u

0
1; u

0
2;S) = lim

N�!1

Z
exp

"
i

~

NX
j=1

W
(1)
j

#
NY
j=1

�
�

2i�~�j

�N�1Y
j=1

du
(j)
1 du

(j)
2

=

Z
Du1(s)

Z
Du2(s) exp

�
i

~

Z S

0

��
2
(
:
u
2
1 +

:
u
2
2)

+ 4(u21 + u22)�
�

u21 + u22

�
ds

�
; (3.24)

et

eK2(u
00
3; u

00
4; u

0
3; u

0
4;S) = lim

N�!1

Z
exp

"
i

~

NX
j=1

W
(2)
j

#
NY
j=1

�
�

2i�~�j

�N�1Y
j=1

du
(j)
3 du

(j)
4

=

Z
Du3(s)

Z
Du4(s) exp

�
i

~

Z S

0

��
2
(
:
u
2
3 +

:
u
2
4)

+ 4(u23 + u24)�
�

u23 + u24

�
ds

�
: (3.25)

Apparemment, chacun des propagateurs eK1(S) et eK2(S) peut être identi�é avec le pro-

pagateur d�un oscillateur harmonique à deux dimensions placé dans un potentiel carré

inverse. Pour évaluer ces propagateurs, nous pouvons transformer les variables (K-S) en

coordonnées doubles polaires dé�nies par :
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8<: u1 = �1 cos�1; u2 = �1 sin�1; �1 > 0; 0 � �1 � 2�;

u3 = �2 cos�2; u4 = �2 sin�2; �2 > 0; 0 � �2 � 2�:
(3.26)

Nous obtenons alors

eK1(u
00
1; u

00
2; u

0
1; u

0
2;S) =

Z
�1D�1(s)

Z
D�1(s) exp

�
i

~

Z S

0

��
2
(
:
�1
2
+ �21

:

�1
2
)

+ 4E�21 �
~2

2�

2��
~2 �

1
4

�21

!
ds

#

=
1

2�
p
�01�

00
1

+1X
�1=�1

exp [i�1(�
00
1 � �01)]

�
Z
D�1(s) exp

"
i

~

Z S

0

 
�

2

:
�
2
1 + 4E�

2
1 �

~2

2�

2��
~2 + �21 � 1

4

�21

!
ds

#

=
�!

2�i~ sin(!S)

+1X
�1=�1

exp [i�1(�
00
1 � �01)]

� exp
�
i�!

2~
(�0021 + �021 ) cot(!S)

�
I�1

�
�!�01�

00
1

i~ sin(!S)

�
; (3.27)

avec ! = 2
q
�2E

�
et �1 =

q
2��
~2 + �21.

Le propagateur eK2(S) est donné de façon similaire en remplaçant simplement tous

les indices 1 par 2.

Pour e¤ectuer l�intégration sur la variable �00, nous utilisons les coordonnées polaires8>>><>>>:
u1 =

p
r sin �

2
cos �+�

2
; u2 =

p
r sin �

2
sin �+�

2
;

u3 =
p
r cos �

2
cos ���

2
; u4 =

p
r cos �

2
cos ���

2
;

0 � � � �; 0 � � � 2�; 0 � � � 4�;

(3.28)

et nous identi�ons

�1 =
p
r sin

�

2
; �2 =

p
r cos

�

2
; �1 =

�+ �

2
; �2 =

�� �

2
: (3.29)
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Il est facile de montrer à partir de (3.8) que d�00 = r00d� et que l�intégration sur la

variable � conduit à 4���1;��2 : Il s�ensuit que la fonction de Green (3.22) peut s�écrire

ainsi

G(~r 00; ~r 0;E) =
1

2�

+1X
m=�1

exp [im(�00 � �0)]Gm(r
00; �00; r0; �0;E); (3.30)

avec

Gm(r
00; �00; r0; �0;E) =

1

2

��!
i~

�2 Z 1

0

dS

sin2(!S)
I�

 
�!
p
r00r0

i~ sin(!S)
cos

�00

2
cos

�0

2

!

�I�

 
�!
p
r00r0

i~ sin(!S)
sin

�00

2
sin

�0

2

!

� exp
�
i

~

h
4�S +

�!

2
(r00 + r0) cot(!S)

i�
; (3.31)

où m = �1 = ��2 et � = �1 = �2:

Les termes dépendant de la variable angulaire peuvent être séparés de ceux dépendant

de la variable radiale à l�aide de la formule de développement de Bateman [23]

1

2
zI�(z sin� sin �)I�(z cos� cos �) = (sin� sin �)�(cos� cos �)�

�
1X
l=0

(� + �+ 2l + 1)
l!�(� + �+ l + 1)

�(� + l + 1)�(�+ l + 1)

�I�+�+2l+1(z)P (�;�)l (cos(2�))P
(�;�)
l (cos(2�)): (3.32)

La fonction de Green (3.31) devient alors

Gm(r
00; �00; r0; �0;E) =

+1X
l=0

Gl(r
00; r0;E)	

(�;�)
l (�00)	

(�;�)
l (�0); (3.33)

avec

	
(�;�)
l (�) =

�
(2�+ 2l + 1)

�(2�+ l + 1)

l!�(�+ l + 1)

� 1
2

P��l+�(cos �); (3.34)

où nous avons utilisé les formules suivantes (Ref. [24], p. 1037, Eq. (8.962.4), p. 1031, Eq.

(8.936.1)) :
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C�n(x) =
�(n+ 2�)�(� + 1

2
)

�(2�)�(n+ � + 1
2
)
P
(�� 1

2
;�� 1

2
)

n (x); (3.35)

C�n(t) =
�(n+ 2�)�(�+ 1

2
)

�(2�)�(n+ �+ 1
2
)

�
1

4
(t2 � 1)

� 1
4
��
2

P
1
2
��

�+n� 1
2

(t): (3.36)

La fonction de Green radiale a la forme :

Gl(r
00; r0;E) =

�!

i~
p
r00r0

Z 1

0

dS

sin(!S)
exp

�
i

~

h
4�S +

�!

2
(r00 + r0) cot(!S)

i�
�I2�+2l+1

 
�!
p
r00r0

i~ sin(!S)

!
: (3.37)

A ce niveau, nous incorporons la barrière centrifuge additionnelle via le remplacement

2(�+ l) + 1 �! 2el + 1 �q2(((�+ l) + 1)2 + l2extra (3.38)

dans l�expression (3.37) pour représenter la fonction de Green radiale relative au potentiel

(3.1),

Gel(r00; r0;E) =
�!

i~
p
r00r0

Z 1

0

dS

sin(!S)
exp

�
i

~

h
4�S +

�!

2
(r00 + r0) cot(!S)

i�
�I2el+1

 
�!
p
r00r0

i~ sin(!S)

!
: (3.39)

Pour e¤ectuer l�intégration sur la variable temporelle S, nous utilisons la formule (Ref.

[24], p. 729, Eq. (6.699.4))

Z 1

0

dq
e�2pq

sinh q
exp

�
�1
2
(u+v) coth q

�
I2

�p
uv

sinh q

�
=
�(p+  + 1

2
)

�(2 + 1)
p
uv
M�p;(u)W�p;(v);

(3.40)

valable pour Re(p +  + 1
2
) > 0; Re() > 0 et v > u; où M�p;(u) et W�p;(v) sont les

fonctions de Whittaker. Ceci donne
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Gel(r00; r0;E) = 1

i!r00r0
�(p+ el + 1)
�(2el + 2) M�p;el+ 1

2
(
�!r0

~
)W�p;el+ 1

2
(
�!r00

~
); (3.41)

où r00 > r0 et p = � 2�
~! :

Par conséquent, nous obtenons la fonction de Green pour le système en question

G(~r 00; ~r 0;E) =
1

2�i!r00r0

+1X
m=�1

+1X
l=0

�
(2�+ 2l + 1)

�(2�+ l + 1)

l!�(�+ l + 1)

�

��(p+
el + 1)

�(2el + 2) exp [im(�00 � �0)] P��l+�(cos �
00)P��l+�(cos �

0)

�M�p;el+ 1
2
(
�!r0

~
)W�p;el+ 1

2
(
�!r00

~
): (3.42)

3.3 Etats liés

Pour déterminer le spectre d�énergie et les fonctions d�onde normalisées des états liés,

revenons à l�expression (3.39) de la fonction de Green radiale et appliquons la formule de

Hille et Hardy (Ref. [24], p. 1038, Eq. (8.976.1)) :

+1X
n=0

n!

�(n+ �+ 1)
L�n(x)L

�
n(y)z

n =
(xyz)�

�
2

1� z
exp

�
�zx+ y

1� z

�
I�

�
2
p
xyz

1� z

�
; jzj<1;

(3.43)

où L�n(x) est un pôlynome de Laguerre (Ref. [24], p. 1037, Eq. (8.970.1)).

A l�aide d�un changement de variables approprié, les pôles de la fonction de Green

(3.39) s�obtiennent en e¤ectuant l�intégration sur S; le spectre d�énergie est de la forme :

Enr;l = �
��2

2~2(nr + el + 1)2 = � ��2

2~2n2
; (3.44)

où
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n = nr + el + 1; (3.45)

et

el = 1

2

24
vuut1 + 4" l +r2��

~2
+m2

! 
l +

r
2��

~2
+m2 + 1

!
� 2��
~2

#
� 1

35 ; (3.46)

avec nr; l; jmj = 0; 1; 2:::.

Nous pouvons obtenir les fonctions d�onde convenablement normalisées à partir des

résidus de l�expression intégrée de la fonction de Green (3.30) (a = ~2
��
est le rayon de

Bohr)

	nr;l;;m(r; �; �) =
1p
2�

1

a(nr + el + 1)2
"

nr!

a�(nr + 2el + 1)
# 1
2

�
 

2r

a(nr + el + 1)
!el
exp

 
� r

a(nr + el + 1)
!

�L2el+1nr

 
2r

a(nr + el + 1)
!
	
(�;�)
l (�)eim�; (3.47)

3.4 Etats continus

Pour évaluer la contribution du spectre continu à la fonction de Green, exprimons

(3.41) sous la forme :

Gel(r00; r0;E) =
i~

4�r00r0�(2el + 2)
I
C

dz

E + i0� ~2z2
2�

�(p+ el + 1)M�p;el+ 1
2
(
�!r0

~
)W�p;el+ 1

2
(
�!r00

~
); (3.48)
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où C est le contour fermé

C :

8<: z = k; k 2 [�R;R] ;

z = Rei�; � 2 (�; 2�) :
(3.49)

A la limite R �! 1; en tenant compte du comportement asymptotique des fonctions

de Whittaker (Ref. [24], p. 1061, Eqs. (8.227) à (8.229)), il est facile de montrer que

l�intégrale sur le demi- cercle est nulle. Nous obtenons donc

Gel(r00; r0;E) =
i~

4�r00r0�(2el + 2)
Z +1

�1

dk

E + i0� ~2k2
2�

�(p+ el + 1)M�p;el+ 1
2
(�2ikr0)W�p;el+ 1

2
(2ikr00): (3.50)

En utilisant les formules suivantes (Ref. [24], p. 1061, Eq. (9.231.2), p. 1062, Eq. (9.233.2)) :

M�;�(z) = e�i�(�+
1
2
)M��;�(�z); (2� 6= �1;�2;�3; :::); (3.51)

et

M�;�(z) = �(2�+ 1)e
i��

�
W��;�(�z)
�(�� �+ 1

2
)
+ e�i�(�+

1
2
) W��;�(z)

�(�+ �+ 1
2
)

�
; (3.52)

valable pour arg z 2
�
�3�

2
; �
2

�
; 2� 6= �1;�2;�3; :::; et le lien entre la fonction de Whit-

takerM�;�(z) et la fonction hypergéométrique con�uente (Ref. [24], p. 1059, Eq.(9.220.2)

)

M�;�(z) = z�+
1
2 e�

z
2 F (�� �+

1

2
; 2�+ 1; z); (3.53)

l�expression (3.50) devient

Gel(r00; r0;E) = i~
Z +1

0

dEk
E + i0� Ek

	�
k;el(r0)	k;el(r00); (3.54)

avec le spectre d�énergie
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Ek =
~2k2

2�
; (3.55)

et les fonctions d�onde radiales

	k;el(r) =
� �

4�~2k

� 1
2

����(1 + el � i��
~2k )

���
�(2el + 2) e

���

2~2k (2kr)
el eikr

�F (1 + el � i��

~2k
; 2el + 2;�2ikr): (3.56)

A�n de déterminer le déphasage �0l, étudions la forme asymptotique de la fonction d�onde

(3.54). Le développement asymptotique des fonctions hypergéométriques con�uentes est

donné par (Ref. [24], p.1059, Eq.(9.220.2) et p.1062, Eq.(9.233.1) et 2)

F (�; ; z) �!
jzj�!1

�()

�(�)
ezz�� +

�()

�( � �)
e�i��z��; (3.57)

où les signes �+ �et �� �correspondent respectivement à��
2
<arg z<3�

2
et�3�

2
<arg z<�

2
.

Quand z = �2ikr = jzj e� i�
2 , l�équation (3.56) est alors réexprimée ainsi

F (�; ; z) �!
jzj�!1

�()

�(�)
ez jzj�� e� i�

2
(��) +

�()

�( � �)
jzj�� e� i�

2
�; (3.58)

de laquelle, nous avons

F (1 + el � i��

~2k
; 2el + 2;�2ikr) �!

r�!1
�(2el + 2)

�
 
e�2ikr

(2kr)�(1+
el+ i��

~2k
)

�(1 + el � i��
~2k )

e
i�
2
(1+el+ i��

~2k
) +

(2kr)�(1+
el� i��

~2k
)

�(1 + el + i��
~2k )

e�
i�
2
(1+el� i��

~2k
)

!
: (3.59)

Posons

�(1 + el � i��

~2k
) =

�����(1 + el � i��

~2k
)

���� ei�el ; (3.60)

alors

�(1 + el + i��

~2k
) =

�����(1 + el + i��

~2k
)

���� e�i�el ; (3.61)
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où

�el = arg �(1 + el � i��

~2k
) (3.62)

est un nombre réel. Il s�ensuit que l�équation (3.59) devient

F (1 + el � i��

~2k
; 2el + 2;�2ikr) �!

r�!1

�(2el + 2)e� ���

2~2k e�ikr����(1 + el + i��
~2k )

��� (2kr)el+1
�2 sin

 
kr + �el �

el�
2
+
��

~2k
ln(2kr)

!
: (3.63)

En substituant l�équation (3.63) dans l�équation (3.56) nous obtenons

	k;el(r) �!r�!1

� �

4�~2k

� 1
2 � 2

r
sin

 
kr + �el �

el�
2
+
��

~2k
ln(2kr)

!
: (3.64)

Nous savons que l�expression asymptotique des fonctions d�onde radiales des états conti-

nus pour le potentiel de Coulomb s�écrit

Rk;l(r) �!
r�!1

� �

4�~2k

� 1
2 � 2

r
sin

�
kr + �l �

l�

2
+
�Ze2

~2k
ln(2kr)

�
: (3.65)

Notons que la normalisation des fonctions d�onde est à l�échelle de Ek (voir Eq.(3.56)).

Comme le potentiel, dont il est question ici, est le potentiel de Coulomb entouré par le

potentiel carré inverse en forme d�anneau à courte portée, l�expression asymptotique des

fonctions d�onde radiales pour r �! 1 ne sera pas a¤ectée par la présence du terme

additionnel carré inverse en forme d�anneau. Il s�ensuit que l�expression asymptotique des

fonctions d�onde radiales pour le potentiel (3.1) est égale à celle relative au potentiel de

Coulomb quand r �!1 , c�est à dire

	k;el(r) �!r�!1

� �

4�~2k

� 1
2 � 2

r
sin

�
kr + �0l �

l�

2
+
��

~2k
ln(2kr)

�
: (3.66)

En comparant (3.63) et (3.65) et compte tenu de (3.62), il vient
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�0l = �el + (l � el)�2 = arg �(1 + el � i��

~2k
) + (l � el)�

2
: (3.67)

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un système de potentiels composé du potentiel de

Coulomb et d�un nouveau potentiel en forme d�anneau par l�approche des intégrales de

chemin de Feynman en utilisant la transformation (K-S) et une transformation temporelle

appropriée. Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde des états liés et des états de

di¤usion ainsi que les déphasages sont alors obtenus. Il nous semble que cette méthode est

une alternative, particulièrement estimable, à la résolution de l�équation de Schrödinger

[20] et à la variante de Milshtein et Strakhovenko [25] de l�algèbre de Lie so(2,1).
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Chapitre 4

Potentiel e¤ectif écranté déformé

4.1 Introduction

La généralisation par la q-déformation de la classe de potentiels de Pöschl-Teller a été

d�abord introduite par Arai [26] dans le cadre de la mécanique quantique supersymétrique.

Ensuite, elle a été discutée par Levai [27]. Lemieux et Bose [28] ont étudié cette classe

dans le contexte des solutions générales de l�équation hypergéométrique. Recemment, ces

potentiels ont été aussi discuté par Egrifes et ses collaborateurs [29]. Grosche [30], en

travaillant dans le cadre des intégrales de chemin, a donné le spectre d�énergie ainsi que

les fonctions d�onde normalisées d�un ensemble de potentiels hyperboliques q-déformés.

Dans ce chapitre, nous voulons analyser une généralisation d�un potentiel e¤ectif

écranté contenant le potentiel de Hulthén standard et le potentiel Coulombien comme

cas particuliers. Ce potentiel e¤ectif écranté déformé est dé�ni par :

V q
eff (r) =

�� �

e�r � q
+

�

(e�r � q)2
; (4.1)

avec �; � et � sont des constantes réelles et positives telles que � = �Ze2 et � =
�2l (l + 1)

2M
. La charge du noyau étant Ze2.

Cette généralisation est basée sur une déformation q introduite dans l�expression du
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potentiel. Nous supposerons sans perte de généralité q > 0. L�introduction de ce para-

mètre q peut servir comme un paramètre additonnel dans la description des interactions

inter-atomiques. En étudiant ce problème, nous pouvons voir comment ce paramètre

a¤ecte les caractéristiques des niveaux d�énergie du système.

Le plan de notre étude est le suivant : dans le second paragraghe, nous construisons la

fonction de Green par l�approche des intégrales de chemin en ramenant, au moyen d�une

transformation spatio-temporelle appropriée, le potentiel en question au potentiel général

de Rosen-Morse exprimé à l�aide des fonctions hyperboliques q-déformées. Ensuite, dans

le troisième paragraphe, nous en déduisons le spectre d�énergie et les fonctions d�onde

des états liés. En�n, dans le dernier paragraphe, en �xant l = 0, nous considérons une

généralisation du potentiel de Hulthén standard.

4.2 Fonction de Green

La fonction de Green pour une particule de masse M dans le potentiel écranté déformé

(4.1) s�écrit en coordonnées sphériques ainsi

G(~r 00; ~r 0;E) =
1

r00r0

1X
l=0

2l + 1

4�
Gl(r

00; r0;E)Pl(cos �); (4.2)

où Pl(cos �) est le polynôme de Legendre et � = (~r 00; ~r 0). La fonction de Green radiale

est dé�nie par :

Gl(r
00; r0;E) =

Z 1

0

dT hr00j exp
�
�iT
~
(Hl � E)

�
jr0i ; (4.3)

où l�Hamiltonien Hl est donné par :

Hl =
P 2r
2M

+ V q
eff : (4.4)

Suivant la procédure décrite dans le paragraphe (2.4) du chapitre 2, la fonction de

Green radiale (4.3) se met sous la forme d�une intégrale de chemin ainsi
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Gl(r
00; r0;E) =

Z 1

0

dSPEl (r
00; r0;S); (4.5)

avec

PEl (r
00; r0;S) = [fr(r

00)fl(r
0)]

1
4 lim
N!1

N+1Y
j=1

�
M

2i�~"s

� 1
2

�
NY
j=1

"Z
drjp
f(rj)

#
exp

(
i

~

N+1X
j=1

"
M(4rj)2

2"s
p
f(rj)f(rj�1)

� "s(V
q
eff (rj)� E)

q
f(rj)f(rj�1)

��
: (4.6)

Avant de passer à l�évaluation de l�intégrale de chemin (4.6), nous devons examiner

la variation du potentiel V q
eff (rj) suivant les valeurs du paramètre q. Deux cas peuvent

se présenter. Si 0 < q < 1, V q
eff (rj) est continu dans tout l�intervalle [0;1[. Mais si

q > 1, V q
eff (rj) présente une forte singularité au point r = r0 =

1
�
ln q et dans ce cas, nous

avons deux régions distinctes, l�une dé�nie par l�intervalle ]0; r0[ et l�autre par l�intervalle

]r0;1[. Ceci nous amène à évaluer l�expression (4.6) dans les trois intervalles et suivant

les valeurs de q séparément.

Une étude complète de ce potentiel est en cours de réalisation, mais dans ce chapitre,

nous nous limitons au cas où q > 1 et r2 ]r0;1[ :
A l�aide de la transformation spatiale r!�, r2 ]r0;1[ et �2 ]�1;+1[ ; dé�nie par :

r =
1

�
ln [exp (2��) + q] : (4.7)

La fonction de transformation appropriée est alors dé�nie par :

f [r (�)] =
exp (2��)

cosh2q (��)
= [g0 (�)]

2
: (4.8)

35



Compte tenu des expressions (4.7) et (4.8) nous obtenons

Pl (r
00; r0;S) =

exp
�
�
2
(�00 + �0)

�
[cosh (��00) cosh (��0)]

1
2

lim
N!1

N+1Y
j=1

�
M

2i�~"s

� 1
2
NY
j=1

�Z
d�j

�

�exp
(
i

~

N+1X
j=1

�
M

2"s

�
��j
�2
+
M

8"s

�
g00 2

g0 2
� 2
3

g000

g0

��
��j
�4

+"s
�� qE

cosh2q
�
��j
�+2"s(E + �

q
)tanhq

�
��j
�
+2"s(E�

�

q
)

#)
: (4.9)

Dans les équations (4.8) et (4.9), nous avons introduit les fonctions hyperboliques

déformées qui sont dé�nies par [26]

coshq x =
1

2

�
ex + qe�x

�
; sinhq x =

1

2

�
ex � qe�x

�
; tanhq x =

sinhq x

coshq x
; (4.10)

où q est un paramètre réel positif.

Notons que le terme en
�
��j

�4
dans (4.9) fournit une correction quantique à l�intégrale

de chemin. Celle-ci peut être estimée en utilisant la formule [31]

+1Z
�1

exp
�
��x2 + �x4

�
dx =

+1Z
�1

exp

�
��x2 + 3�

4�2

�
dx; (4.11)

valable pour Re f�g > 0 et j�j grand. Ceci conduit à

Pl (r
00; r0;S) =

exp
�
�
2
(�00 + �0)

�
[cosh (��00) cosh (��0)]

1
2

Z
D� (s) exp

8<: i

~

SZ
0

"
M

2

:

�
2

+

�
2(E � �

q
)� �2~2

4M

�
+

�
2(E +

�

q
) +

�2~2

4M

�
tanhq (��)

+

�
�� qE � q

�2~2

8M

�
1

cosh2q (��)

#
ds

)
: (4.12)
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En e¤ectuant le changement de variables spatio-temporelles suivant

� ! y

�
(4.13)

et

s! �

�2
ou S =

�

�2
(4.14)

et si nous dé�nissons u = y � lnpq 2 <, nous obtenons pour la fonction de Green

l�expression suivante :

Gl (r
00; r0;E) =

1

�

exp
�
1
2
(u00 + u0)

�
[coshu00 coshu0]

1
2

1Z
0

d�

Z
Du (�) exp

8<: i

~

�Z
0

�
M

2

:
u
2
+

 
2(E � �

q
)

�2
� ~2

4M

!
+

 
2(E + �

q
)

�2
+
~2

4M

!
tanhu

+

�
1

�2

�
�

q
� E

�
� ~2

8M

�
1

cosh2 u

�
d�

�
: (4.15)

Ceci ramène le calcul de la fonction de Green pour le potentiel e¤ectif écranté déformé

à celui de la fonction de Green associée au potentiel de Rosen-Morse standard:

L�expression (4.15) prend alors la forme

Gl (r
00; r0;E) =

1

�

exp
�
1
2
(u00 + u0)

�
[coshu00 coshu0]

1
2

GRM (u
00; u0;E) ; (4.16)

où

GRM (u
00; u0;E) =

1Z
0

d�

Z
Du (�) exp

8<: i

~

�Z
0

�
M

2

:
u
2

+

 
2(E � �

q
)

�2
� ~2

4M

!
+

 
2(E + �

q
)

�2
+
~2

4M

!
tanhu

+

�
1

�2

�
�

q
� E

�
� ~2

8M

�
1

cosh2 u

�
d�

�
(4.17)
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est la foncton de Green associée au potentiel de Rosen-Morse général [12], dont l�intégrale

de chemin a été analysée par plusieurs auteurs [14, 32, 33, 34].

Comme il a été montré dans la littérature [11, 34], la fonction de GreenGRM (u00; u0;E)

est reliée à la fonction de Green relative au mouvement d�une masse ponctuelle soumise

à une barrière angulaire près de la surface d�une sphère à 4-dimensions pour (�00 < �0)

par

GRM 0 (u00; u0;E) =
1p

sin �00 sin �0
G (�00; �0;EPT 0)

=
M

i~
�(m1�lE) �(lE�m1+1) d

lE
m1;�m2

(�00��)dlE�m1;m2
(�0); (4.18)

avec tanhu = � cos �, � 2 [0; �], u 2
i
1
�
ln
q

1+q
q
;+1

h
et u00 > u0. EPT 0 est l�énergie

d�une particule soumise à un potentiel du type Pöschl-Teller de forme plus générale [34].

De plus, nous avons posé

�
lE = �1

2
+
�
1
16
+ 2M

~2 EPT 0
� 1
2 ;

EPT 0 =
1
�2

�
�
q
� E

�
� ~2

32M
;

(4.19)

et

m1 =

r
�2ME

�2~2
+

s
1

4
+
2M�

�2~2q
, m2 =

r
�2ME

�2~2
�

s
1

4
+
2M�

�2~2q
(4.20)

Les valeurs de m1 et m2 sont retenues par des considérations de convergence de la

fonction d�onde du système. Il s�ensuit que la fonction de Green radiale (4.15) s�écrit pour

�00 < �0

Gl (r
00; r0;E) =

M

i~�
� (m1 � lE) � (lE �m1 + 1)

�
exp

�
1
2
(u00 + u0)

�
[coshu00 coshu0]

1
2

dlEm1;�m2
(�00 � �)dlE�m1;m2

(�0); (4.21)
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4.3 Spectre d�énergie et fonctions d�onde

Les pôles de la fonction de Green (4.18) correspondent aux valeurs permises de l�éner-

gie des états liés du système. Ces pôles sont justement ceux de la fonction d�Euler

� (m1 � lE) qui se trouvent quand m1 � lE = �nr pour nr = 0; 1; 2; :::.Ils sont donnés

par l�équation

r
�2ME

�2~2
+

s
1

4
+
2M�

�2~2q
�

s
2M

�2~2

�
�

q
� E

�
= �nr: (4.22)

De cette équation (4.22), nous déduisons que le spectre d�énergie relatif au potentiel

e¤ectif écranté déformé est de la forme :

Eqnr;l = �
~2�2

8M

�h
nr +

1
2

�
1 +

q
1 + 8M�

�2~2q2

�i2
� 2M

�2~2

�
���
q
+ �

q2

��2
h
nr +

1
2

�
1 +

q
1 + 8M�

�2~2q2

�i2 : (4.23)

Les fonctions d�onde normalisées correspondantes peuvent être trouvées par approxi-

mation près des pôles m1 � lE = �nr :

� (m1 � lE) � (�1)nr

nr!

1

m1 � lE + nr

=
(�1)N

nr!

~2�2

MN

p
�a
�p
�a+N

�
E � EqN;l

; (4.24)

avec

p
�a = 1

2

�
2M

�2~2N

�
�� �

q
+
�

q2

�
�N

�
;N = nr +

1

2

 
1 +

s
1 +

8M�

�2~2q2

!
: (4.25)

En utilisant le comportement (4.24) et la relation de symétrie suivante des fonctions

de Wigner [35]

dLM1;M2
(�) = (�1)L�M1dLM1;�M2

(� � �); (4.26)
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nous obtenons la contribution des états liés à l�expression de la fonction de Green (4.21)

pour �00 < �0 :

Gl (r
00; r0;E) = i~

NmaxX
N=1

�
p
�a
�p
�a+N

�
E � EqN;l

exp
�
1
2
(u00 + u0)

�
[coshu00 coshu0]

1
2

�dlEm1;�m2
(�00 � �)dlE�m1;m2

(�0);

= i~
NmaxX
N=1

�q�N;l(r
0)�qN;l(r

00)

E � EqN;l
: (4.27)

Les fonctions d�onde normalisées pour le système soumis au potentiel e¤ectif écranté

déformé sont alors données par :

�qN;l (r) =
�
�
p
�a
�p
�a+N

�� 1
2

� expu
coshu

� 1
2
d
� 1
2
+N+

p
�a

1
2
+l+

p
�a;� 1

2
�l+

p
�a (�) : (4.28)

En utilisant le lien entre les fonctions de Wigner et les fonctions hypergéométriques

[35]

dLM1;M2
(�) =

�
� (L+M1 + 1)� (L�M2 + 1)

� (L�M1 + 1)� (L+M2 + 1)

� 1
2

� 1

� (M1�M2+1)

�
1�cos �
2

�M1�M2
2
�
1+cos �

2

�M1+M2
2

� 2F1

�
�L+M1;L+M1+1;M1�M2+1;

1�cos �
2

�
; (4.29)

et en transformant les variables �; u; y; � en la variable radiale (4.12), nous pouvons aussi

exprimer (4.27) sous la forme :

�qN;l (r) =

"
2�
p
�a
�p
�a+N

�
�
�
N + 2

p
�a+ l + 1

�
� (N + l + 1)

�
�
N � 2

p
�a� l

�
� (N � l)

#1
2

� 1

� (2l + 2)

�
1� qe��r

�l+1 �
qe��r

�p�a
� 2F1

�
1�N;N + 2

p
�a+ 1; 2; 1� qe��r

�
: (4.30)
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Pour que la solution (4.30) soit acceptable physiquement pour le problème des états

liés, elle doit véri�er les conditions aux limites (régularité à l�origine et évanescence à

l�in�ni) :

�qnr;l (r) = 0; quand r = 0; (4.31)

�qnr;l (r) = 0; quand r !1: (4.32)

La deuxième condition (4.32) est satisfaite quand
p
�a > 0, c�est à dire

2M

�2~2N

�
�� �

q
+
�

q2

�
�N > 0: (4.33)

Par conséquent le paramètre q doit être nécessairement positif. Plus exactement,

l�équation (4.33) détermine le nombre de ces états liés. La valeur de Nmax est donnée par

Nmax =

�
1

�~

r
2M

�
���
q
+ �

q2

��
=le plus grand entier inférieur à

1

�~

r
2M

�
���
q
+ �

q2

�
.

Nous pouvons remarquer que le nombre des états liés augmente pour 0 < q < 1 et

diminue pour q � 1. Par ailleurs, on voit que l�introduction du paramètre q � 1 force

le mouvement quantique à avoir lieu dans di¤èrents intervalles du demi axe r > 0. Cela

ressemble à l�introduction d�un mur �ni et inpénétrable au point r = r0.

4.4 Le potentiel de Hulthén déformé

En posant � = 0, c�est à dire l = 0 dans l�expression (4.1), nous obtenons le potentiel

de Hulthén déformé :

Veff (r) = V (r) = � �

e�r � q
: (4.34)

Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde correspondant uniquement aux états s

sont alors

EqN;0 = �
~2�2

8M

�
2M�

~2�2qN
�N

�2
;N = 1; 2; 3; :::; Nmax =

8<:
q
2M �

q

~�

9=; ; (4.35)
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�qN;l (r) =

"
2�
p
�a
�p
�a+N

�
�
�
N + 2

p
�a+ 1

�
�
�
N + 2

p
�a
� # 1

2 �
1� qe��r

�
�
�
qe��r

�p�a
2F1

�
1�N;N + 2

p
�a+ 1; 2; 1� qe��r

�
: (4.36)

Pour la valeur particulière q = 1, le potentiel de Hulthén déformé se réduit au potentiel

de Hulthén standard.

4.5 Conclusion :

Nous avons présenté une solution simple par l�approche des intégrales de chemin

pour le potentiel écranté déformé pour q > 1 et r 2 ]r0;1[ ; en ramenant ce dernier

au problème du potentiel général de Rosen-Morse à l�aide d�une transformation spatio-

temporelle appropriée. Nous avons déterminé la fonction de Green sous forme compacte.

Le spectre de l�énergie et les fonctions d�onde normalisées des états liés ont été évalués

de manière directe. La solution du potentiel de Hulthén déformé a été obtenue comme

cas particulier. Les résultats obtenus sont en accord parfait avec ceux de la littérature

(q = 1) [36, 37].
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Chapitre 5

Potentiel déformé à quatre

paramètres

5.1 Introduction

Parmi les potentiels centraux qui ont toujours joué un rôle particulier dans des trai-

tements exacts ou approximatifs de problèmes d�intérêt physique, plusieurs potentiels

exactement résolubles sont des fonctions exponentielles de la coordonnée spaciale et lar-

gement utilisés dans di¤érentes branches de la physique. En 1999, Sun [38] a introduit une

fonction énergie potentielle dépendant de quatre paramètres pour interpréter les spectres

des molécules diatomiques en physique moléculaire et en chimie quantique. L�évaluation

des niveaux d�énergie des états de vibration-rotation présente un degré de précision plus

élevé avec ce type de potentiel que celle qui est obtenue en utilisant comme modèle le

potentiel de Morse.

Par la fonction énergie potentielle à quatre paarmètres, Sun veut dire un potentiel à

une dimension de la forme

v (r) =
De (e

� � �)2

(e�r � �)2
� 2De (e

� � �)

e�r � �
; (5.1)
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où De est la profondeur du puits de potentiel, re est la distance d�équilibre entre les deux

noyaux, � = �
re
, � et � sont des paramètres réels. Ce potentiel est construit de telle sorte

qu�il se réduit au potentiel de Morse par élimination de la déformation décrite par le

paramètre �.

Récemment Jia et ses collaborateurs [39] ont tenté d�obtenir le spectre d�énergie exact

relatif à ce potentiel en utilisant l�approche de l�invariance de forme et l�approximation

WKB supersymétrique. Ce potentiel déformé est plutôt compliqué en ce qui concerne

la formulation propre de la condition de quanti�cation. Dans le cas où le paramètre de

déformation � est négatif, l�invariance de forme du potentiel n�est pas véri�ée comme

on peut le voir facilement en examinant les équations obtenues par ces auteurs. Dans ce

cas il est requis de résoudre une équation transcendante pour déterminer le spectre de

l�énergie.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de discuter ce potentiel dans le cadre de

l�approche des intégrales de chemin.

Le plan de notre discussion est le suivant : dans le second paragraphe, nous construi-

sons l�intégrale de chemin associée au potentiel de Hulthén général pour � � 1 et dans

l�intervalle ]r0;+1[. La fonction de Green est donnée sous forme compacte ; à partir de

laquelle nous obtenons le spectre d�énergie et les fonctions d�onde normalisées. Dans le

troisième paragraphe, l�intégrale de chemin relative au potentiel de Woods-Saxon général

(� < 0) est à son tour construite de façon similaire au cas précédent. La condition qui

permet de déterminer le spectre d�énergie et les fonction d�onde non normalisées est aussi

obtenue. En�n, le dernier paragraphe sera une conclusion.

5.2 Potentiel de Hulthén général :

Quand le paramètre de déformation � est positif, la fonction potentielle (5.1) est une

généralisation du potentiel de Hulthén déformé. C�est une combinaison de deux potentiels
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centraux :

V (r) =
2m

~2
v (r) =

a

(e�r � �)2
� b

e�r � �
; (5.2)

où nous avons introduit les nouvelles constantes a = 2m
~2 A, b =

2m
~2 B et m est la masse

réduite du système physique.

Pour trouver le spectre d�énergie exact et les fonctions d�onde des états s, nous pou-

vons utiliser le formalisme des intégrales de chemin comme une alternative à la technique

de l�invariance de forme et à l�approximation WKB supersymétrique.

On commence par construire la fonction de Green pour l = 0,

G0 (r
00; r0;E) =

1

r00r0

1Z
0

dS P0 (r
00; r0;S) ; (5.3)

Suivant la procédure décrite dans le paragraphe (2.4) du chapitre 2, le noyau P0 (r00; r0;S)

est donné par :

P0(r
00; r0;S) = [fr(r

00)fl(r
0)]

1
4 lim
N!1

N+1Y
j=1

�
m

2i�~"s

� 1
2

�
NY
j=1

"Z
drjp
f(rj)

#
exp

(
i

~

N+1X
j=1

"
m(4rj)2

2"s
p
f(rj)f(rj�1)

� "s(V (rj)� E)
q
f(rj)f(rj�1)

��
: (5.4)

Avant de passer à l�évaluation de l�intégrale de chemin (5.4), nous devons examiner

la variation du potentiel V (rj) suivant les valeurs du paramètre �. Deux cas peuvent

se présenter. Si 0 < � < 1, V (rj) est continu dans tout l�intervalle [0;+1[. Mais si

� > 1, V (rj) présente une forte singularité au point r = r0 =
1
�
ln� et dans ce cas, nous

avons deux régions distinctes, l�une dé�nie par l�intervalle]0; r0[ et l�autre par l�intervalle

]r0;+1[. Ceci amène à évaluer l�expression (5.4) dans les trois intervalles et suivant les

valeurs de � séparément.

Une étude complète de ce potentiel est en progression, mais dans ce chapitre, nous
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nous restreignons au cas où � > 1 et r2 ]r0;+1[ :
A l�aide de la transformation spatiale r!�, r 2 ]r0;+1[ et � 2 ]�1;+1[ ; dé�nie

par :

r =
1

�
ln [exp (2��) + �] : (5.5)

La fonction de transformation appropriée ou fonction régulatrice est alors dé�nie par :

f [r (�)] =
exp (2��)

cosh2� (��)
= [g0 (�)]

2
: (5.6)

En e¤ectuant le développement de la mesure et de l�action autour du point moyen, le

terme en
�
��j

�4
peut être évalué et remplacé par :

D�
��j

�4E
=

Z
d
�
��j

� �
��j

�4� m

2i�~"s

� 1
2

exp

�
im

2~"s
�
��j

�2�
= 3

�
i~"s
m

�2
: (5.7)

Finalement, la fonction de Green (5.3) peut s�écrire ainsi

G0 (r
00; r0;E) = [f (r00) f (r0)]

1
4

1Z
0

dS exp

�
i

~
ERMS

�
PRM (�

00; �0;S) ; (5.8)

où

ERM = 2

�
E � ~2

2m

�
a

�2
+
�2

4

��
(5.9)

et

PRM (�
00; �0;S) =

Z
D� (S) exp

8<: i

~

SZ
0

ds
hm
2
_�
2

+2

�
E +

~2

2m

�
a

�2
+
�2

4

��
tanh� (��)

+

�
~2

2m

�
a

�
+ b� �2�

4

�
� �E

�
1

cosh2� (��)

��
: (5.10)
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Ce noyau représente l�intégrale de chemin associée au potentiel de Rosen-Morse [12]

dépendant du paramètre de déformation �. Pour ramener les fonctions hyperboliques

�-déformées aux fonctions hyperboliques habituelles, nous e¤ectuons les transformations

spatiale et temporelle suivantes

� =
y

�
! u = y � ln

p
�;

ds =
d�

�2
ou S =

�

�2
.

(5.11)

Sous ces changements de coordonnée et d�echelle temporelle, la fonction de Green

(5.7) devient

G0 (r
00; r0;E) =

[f (r00) f (r0)]
1
4

�r00r0
GRM

�
u00; u0; ~E

�
; (5.12)

avec la fonction de Green GRM
�
u00; u0; ~E

�
donnée par :

GRM 0

�
u00; u0; ~E

�
=

1Z
0

d�exp

�
i

~
ERM

�

�2

�Z
Du (�) exp

8<: i

~

�Z
0

d�
hm
2
_u2

� 2
�2

�
E +

~2

2m

�
a

�2
+
�2

4

��
tanhu

+
1

�2

�
~2

2m

�
a

�2
+
b

�
� �2

4

�
� E

�
1

cosh2 u

��
; (5.13)

avec ~E =
ERM
�2

. Sa forme compacte est bien connue dans la littérature [11]

GRM 0 (y00; y0;E) =
m

i~
�(M1�LE) �(LE�M1+1) d

LE
M1;�M2

(�00��)dLE *
M1;M2

(�0); �00 < �0;

(5.14)

où dLEM1;M2
(�) est la fonction de Wigner [35] avec tanhu = � cos �, � 2 (0; �). Les indices
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LE, M1 et M2 sont dé�nis par

LE = �
1

2
+

s
a

�2�2
+

b

�2�
� 2mE
�2~2

; (5.15)

M1 =
1

2

s
1 +

4a

�2�2
+

s
�2mE
�2~2

; (5.16)

M2 = �
1

2

s
1 +

4a

�2�2
+

s
�2mE
�2~2

: (5.17)

Le spectre d�énergie pour les états liés peut être obtenu à partir des pôles de la

fonction de Green (5.14). Ces pôles sont justement ceux de la fonction � (M1 � LE) qui

se présentent quand

M1 � LE = �nr (5.18)

pour nr = 0; 1; 2; 3; ::: .

En tenant compte des équations (5.15), (5.16) et (5.18) les niveaux d�énergie s�écrivent

ainsi

Enr = �
~2

8m�2

 
(P + nr��)

2 � a� b�

(P + nr��)

!2
; (5.19)

où

P =
��

2

 
1 +

s
1 +

4a

�2�2

!
: (5.20)

Pour trouver les fonctions d�onde, e¤ectuons l�approximation de la fonction � (M1�LE)

au voisinage des pôles (5.18) ainsi

� (M1 � LE) � (�1)nr

nr!

1

M1 � LE + nr

=
(�1)nr

nr!

~2�
m

Q (P + nr���Q�)

(P + nr��) (E � Enr)
; (5.21)

avec

Q =
(P + ��nr)

2 � a� b�

2� (P + ��nr)
; (5.22)
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et utilisons la propriété de symétrie suivante de la fonction de Wigner [35] :

dLM1;M2
(�) = (�1)L�M1dLM1;�M2

(� � �): (5.23)

Ceci nous permet d�écrire la partie discrète de la fonction de Green (5.12) comme suit

G0 (r
00; r0;E) = �i~ [f (r

00) f (r0)]
1
4

r00r0

nmaxX
n=1

�
Q (P + ��nr �Q�)

nr! (P + ��nr) (E � Enr)

�d�
1
2
+nr� P

��
�Q
�

� 1
2
+ P
��
�Q
�
; 1
2
� P
��
�Q
�

(�00)d
� 1
2
+nr+

P
��
�Q
�

� 1
2
+ P
��
�Q
�
; 1
2
� P
��
�Q
�

(�0)

= i~
nrmaxX
nr=1

���nr(r
0)��nr(r

00)

E � Enr
: (5.24)

Il en résulte que les fonctions d�onde normalisées correspondantes au spectre d�énergie

discret (5.19) sont

�qnr (r) =

�
�Q (P + nr�� � �Q)

nr! (P + nr��)

� 1
2 f

1
4 (r)

r
d
� 1
2
+ P
��
�Q
�
+nr

� 1
2
+ P
��
�Q
�
; 1
2
� P
��
�Q
�

(�) : (5.25)

En utilisant la relation entre les fonctions de Wigner et les fonctions hypergéométriques

[35]

dLM1;M2
(�) =

�
� (L+M1 + 1)� (L�M2 + 1)

� (L�M1 + 1)� (L+M2 + 1)

� 1
2

� 1

� (M1�M2+1)

�
1�cos �
2

�M1�M2
2
�
1+cos �

2

�M1+M2
2

� 2F1

�
�L+M1;L+M1+1;M1�M2+1;

1�cos �
2

�
; (5.26)
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et en revenant à la variable initiale, nous obtenons �nalement

��nr (r) =

24�Q (P + nr�� � �Q)

(P + nr��)

�
�
nr +

2P
��

�
�
�
nr +

2P
��
� 2Q

�

�
nr!�

�
nr � 2Q

�
+ 1
�

35
1
2

� 1

�
�
2P
��

� �1� �e��r
� P
��
�
�e��r

��Q
�

� 2F1

�
�nr; nr +

2P

��
� 2Q

�
;
2P

��
; 1� �e��r

�
: (5.27)

A�n que ��nr (r) reste �nie pour r ! 1, on doit imposer la condition Q < 0. Alors,

compte tenu de (5.22) et (5.20), la valeur de nrmax dans (5.24) est �xée par :

nrmax =

(
�1
2

 
1 +

s
1 +

4a

�2�2

!
+
1

��

p
a+ b�

)
: (5.28)

Ici fkg signi�e le plus grand entier inférieur à k.

En posant A = 0, B = V0 et � = 1 dans l�expression (5.1), nous obtenons le potentiel

de Hulthén standard :

V (r) = � V0
e�r � 1 : (5.29)

Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde sont alors

EN = �
~2�2

8m

�
2mV0
~2�2N

�N

�2
; N = 1; 2; 3; :::;

�p
2mV0
~�

�
; (5.30)

�1N (r) =

�
�PN

�
N +

1

2
PN

�
(N + PN)

� 1
2 �
1� e��r

�
�e�

�PN
2
r
2F1

�
1�N;N + PN + 1; 2; 1� e��r

�
; (5.31)

avec PN = 2mV0
~2�2N �N .

Ces résultats coincident avec ceux de la littérature [40, 36, 37].
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5.3 Potentiel de Woods-Saxon général

Si maintenant nous supposons que le paramètre de déformation � est négatif, la

fonction potentielle (5.1) est cette fois-ci une généralisation du potentiel de Woods-Saxon

déformé. Nous réécrivons (5.1) sous la forme

V (r) =
2m

~2
v (r) =

a

(e�r + �)2
� b

e�r + �
; (5.32)

où nous avons fait absorber le signe moins dans le paramètre � qui devient par conséquent

positif. Pour ce type de potentiel, on peut procéder de la même manière que dans le para-

graphe précédent pour construire la fonction de Green mais il plus commode d�e¤ectuer

les transformations spatiale et temporelle dé�nies par :

r =
1

�
ln [exp (2��)� �] ; (5.33)

dt

ds
= f (r (�)) ; (5.34)

avec la fonction de stabilisation donnée par :

f [r (�)] =
exp (2��)

sinh2� (��)
: (5.35)

Ces transformations nous permettent, après quelques calculs simples, d�écrire la fonc-

tion de Green sous la forme

G0 (r
00; r0;E) = [f (r00) f (r0)]

1
4

1Z
0

dS exp

�
i

~
EMRS

�
PMR (�

00; �0;S) ; (5.36)

où

EMR = 2

�
E � ~2

2m

�
a

�2
+
�2

4

��
(5.37)
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et

PMR (�
00; �0;S)=

Z
D� (S) exp

8<:i~
SZ
0

ds

�
m

2
_�
2
+2

�
E+

~2

2m

�
a

�2
+
�2

4

��
coth� (��)

�
�
~2

2m

�
a

�
� b� �2�

4

�
� �E

�
1

sinh2� (��)

��
: (5.38)

C�est le propagateur associé au potentiel de Manning Rosen [41] dé�ni en termes des

fonctions hyperboliques déformées. Pour simpli�er cette intégrale (5.38), nous allons in-

troduire la nouvelle variable y, liée à � par la relation :

y = �� � ln
p
� (5.39)

et nous posons

ds =
ds0

�2
ou encore S =

S 0

�2
: (5.40)

En reportant ces changements dans l�intégrale (5.38), nous obtenons la forme familière

pour le propagateur relatif au potentiel de Manning-Rosen

PMR (y
00; y0;S 0) =

Z
Dy (S 0) exp

8<:i~
S0Z
0

ds0
�
m

2
_y2+

2

�2

�
E+

~2

2m

�
a

�2
+
�2

4

��
coth y

� ~2

2m�2

�
a

�2
� b

�
� �2

4
� 2mE

~2

�
1

sinh2 y

��
: (5.41)

La solution par l�intégrale de chemin de ce potentiel est bien connue [11]. Explicite-
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ment, la forme compacte de la fonction de Green est donnée par :

G (r00; r0;E) =
m

i~�

�
exp � (�00 + �0)

sh��
00 sh��

0

� 1
2 � (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�

2

1+coth y0
2

1+coth y00

�M1+M2+1
2

�
coth y0�1
coth y0+1

coth y00�1
coth y00+1

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1�LE; LE+M1+1;M1+M2�1;

coth y0�1
coth y0+1

�
� 2F1

�
M1�LE; LE+M1+1;M1�M2+1;

2

1+coth y00

�
; (5.42)

où nous avons introduit les notations :

LE = �
1

2
+
1

2

s
4a

�2�2
+ 1; (5.43)

M1;2 =

s
a

�2�2
� b

��2
� 2mE
~2�2

�

s
�2mE
~2�2

: (5.44)

En tenant compte de la transformation (5.33), il résulte de l�expression de la fonction

de Green (5.42) que les fonctions d�onde des états liés s�expriment en termes de la fonction

hypergéométrique ainsi :

� (r) = N

�
1

1 + �e��r

�~�+q�2mE
~2�2

�
�e��r

1 + �e��r

�q�2mE
~2�2

� 2F1

�
1+~�+

q
�2mE
~2�2 �

P
��
; ~�+

q
�2mE
~2�2 +

P
��
; 2
q

�2mE
~2�2 +1;

�e��r

1 + �e��r

�
; (5.45)

où
P

��
=
1

2
+
1

2

s
1 +

4a

�2�2
; ~� =

M1 +M2

2
; (5.46)

et N est une constante de normalisation. Notons que (5.20) et (5.46) sont identiques en

ce qui concerne la valeur du paramètre P adopté dans la référence [39]. Ceci montre que

P est une quantité positive. Par conséquent la deuxième valeur de P obtenue dans la

référence [39] est à écarter. Nous devons véri�er maintenant que ces fonctions satisfont
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aux conditions aux limites :

� (r)! 0 quand r !1 (5.47)

et

� (r) = 0 quand r = 0: (5.48)

Pour simpli�er la véri�cation, e¤ectuons le changement de variable

x =
1

e�(r�R) + q
(5.49)

et posons

� = qe�R , (q > 0) : (5.50)

En reportant (5.49) dans (5.45), nous obtenons

� (r) = N (qx)

r
�2mE
~2�2 (1� qx)

~�

� 2F1

�
1 + ~� +

q
�2mE
~2�2 �

P
��
; ~� +

q
�2mE
~2�2 +

P
��
; 2
q

�2mE
~2�2 + 1; qx

�
. (5.51)

Lorsque r ! 1, c�est à dire quand x ! 0, la fonction d�onde � (r) se comporte

comme

� (r =1)! exp

 r
�2mE
~2

R

!
exp

 
�
r
�2mE
~2

r

!
. (5.52)

Ce comportement asymptotique est correct puisque, pour des raisons physiques, la

fonction d�onde � (r) doit être bornée à l�in�ni. Comme il n�est pas possible de déter-

miner les niveaux d�énergie du spectre discret à partir de cette expression, examinons

la deuxième condition (5.48). Pour déterminer le comportement de � (r) pour r = 0 (ce

qui correspond à x = 1
q

�
1� 1

q
e��R

�
� 1

q
) nous utilisons la formule de transformation de
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Gauss (Ref. [24], p.1043, Eq.(9.131.2))

2F1 (�; �; ; z) =
� () � ( � �� �)

� ( � �) � ( � �)
2F1 (�; �; �+ � �  + 1; 1� z)

+ (1� z)����
� () � (�+ � � )

� (�) � (�)

� 2F1 ( � �;  � �;  � �� � + 1; 1� z) : (5.53)

d�où le résultat

� (r = 0) �N�
�
1+2

q
�2mE
~2�2

�24 �
�
�2~�

�
�
�
1+
q

�2mE
~2�2 �

P
��
�~�
�
�
�q

�2mE
~2�2 +

P
��
�~�
�

+
�
�
2~�
�

�
�
1+
q

�2mE
~2�2 �

P
��
+~�
�
�
�q

�2mE
~2�2 +

P
��
+ ~�
� (1� qx)�2

~�

35 : (5.54)

Pour discuter cette expression, remarquons que puisque ~�
2
< 0, nous pouvons poser

~� = i�; (5.55)

et au voisinage de r = 0, on a, à l�approximation d�ordre zéro

1� qx � 1

q
e��R: (5.56)

En dé�nissant �1, �2 et  tels que8>>><>>>:
�1 = arg �

�
P
��
+
q

�2mE
~2�2 + i�

�
;

�1 = arg �
�
� P
��
+
q

�2mE
~2�2 + i�

�
;

 = arg � (2i�)

(5.57)

et en servant de l�expression (5.54), la condition (5.48), qui détermine le spectre d�énergie
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de notre problème, peut s�écrire sous la forme

�
1

q
e��R

�i�
+exp

242i �2i�1�2i�2�2i arctan
0@ �

� P
��
+
q

�2mE
~2�2

1A35�1
q
e��R

��i�
= 0;

(5.58)

ou aussi bien

cos

24� (�R + ln q) +  � �1 � �2 � arctan

0@ �

� P
��
+
q

�2mE
~2�2

1A35 = 0: (5.59)

Autrement

� (�R + ln q) +  � �1 � �2 � arctan

0@ �

� P
��
+
q

�2mE
~2�2

1A = (2n+ 1)
�

2
; (5.60)

avec n = 0;�1;�2; ::: . Ainsi établie, cette équation nous fournit la relation entre l�énergie

E et les paramètres A; B; et q du potentiel.

En particulier, en posant a = 0; b = V0 et q = 1 ou � = e�R dans l�expression (5.32),

nous obtenons le potentiel de Woods-Saxon

V (r) =
� ~V0

e�(r�R) + 1
: (5.61)

avec ~V0 = V0e
��R .

D�après (5.46), (5.44) et (5.55), on a

P

��
= 1 et ~� =

1

�

s
� ~V0 �

�2mE
~2�2

= i�0; (5.62)
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et dans ce cas l�équation (5.54) devient

(1� x)i�0 +
� (2i�0) �

�
1 +
q

�2mE
~2�2 �i�0

�
�
�q

�2mE
~2�2 �i�0

�
� (�2i�0) �

�
1 +
q

�2mE
~2�2 +i�0

�
�
�q

�2mE
~2�2 +i�0

� (1� x)�i�0 = 0: (5.63)

En dé�nissant les constantes � et  telles que

�
� = arg �

�q
�2mE
~2�2 + i�0

�
;

 = arg � (2i�0) ;
(5.64)

nous pouvons écrire l�équation (5.63) ainsi

exp

24i �2i��i arctan
0@ �0q

�2mE
~2�2

1A35cos
24��0R+ �2��arctan

0@ �0q
�2mE
~2�2

1A35 = 0:

(5.65)

ou encore

��0R +  � 2�� arctan

0@ �0q
�2mE
~2�2

1A = (2n+ 1)
�

2
;n = 0;�1;�2; :::: (5.66)

Ceci représente en e¤et la relation entre l�énergie E et la profondeur du potentiel

V0, pour des valeurs données des paramètres R et �. Remarquons que ce résultat est en

parfait accord avec celui obtenu par Flugge [42].

5.4 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons traité une fonction énergie potentielle dépendant de

quatre paramètres dans le cadre de l�approche des intégrales de chemin de Feynman.

Nous avons présenté une étude rigoureuse qui nous a permis d�obtenir les énergies et les

fonctions d�onde du spectre discret. Le traitement de ce potentiel est rendu possible en
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distinguant le cas où � > 0 de celui où � < 0 contrairement à ce qui est a¢ rmé par Jia et

ses collaborateurs dans l�étude qu�ils ont réalisée en utilisant l�approche de l�invariance

de forme et l�approximation WKB supersymétrique. La solution obtenue par ces derniers

ne peut pas être considérée comme correcte dans le cas où le paramètre � est négatif.

Le superpotentiel dé�ni par Jia et ses collaborateurs dépend de deux paramètres P et

Q. Au paramètre � < 0 correspond une valeur négative du paramètre P et la condition

que la fonction d�onde R (r) reste �nie pour r ! 1 entraine que Q doit être négatif

quelque soit le signe de �. Il s�ensuit que P et Q de signe négatif ne véri�ient pas la

deuxième expression des équations (10) de Jia et ses collaborateurs. Par conséquent la

valeur négative de P n�est pas valable. Ceci signi�e qu�un superpotentiel dépendant d�un

paramètre P négatif n�existe pas. On voit de cette façon que la méthode supersymétrique

ne s�applique pas dans le cas du potentiel de Woods-Saxon général (� < 0).
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Chapitre 6

Particule de Klein-Gordon dans des

potentiels vecteur et scalaire du

type Rosen-Morse déformé

6.1 Introduction

Il est bien connu que les équations de Klein-Gordon et de Dirac admettent des so-

lutions exactes pour un nombre limité de potentiels composés d�un potentiel vecteur et

d�un potentiel scalaire tels que le potentiel de Coulomb et le potentiel scalaire de Lorentz

[43], le potentiel de Coulomb, un potentiel scalaire en 1
r
et le potentiel d�un monopôle ma-

gnétique [44], le potentiel vecteur et le potentiel scalaire du type du potentiel de Hulthèn

[45].

Durant ces dernières années, la recherche des solutions exactes des équations de Klein-

Gordon et de Dirac a reçu un regain d�intérêt. En supposant que le potentiel scalaire soit

égal au potentiel vecteur, plusieurs auteurs avaient déterminé les états liés pour les ondes

s à travers la résolution de l�équation de Klein-Gordon et l�équation de Dirac avec des

potentiels typiques [46, 47], parmi lesquels on peut citer le potentiel de Rosen-Morse

déformé [48] dé�ni par :

59



V (x) = V1 tanhq �x�
V2

cosh2q �x
; (6.1)

où le paramètre sans dimension q est �1 � q < 0 ou q > 0 et � est une constante positive.

A notre connaissance, seul le système relativiste constitué par une particule de Klein-

Gordon dans un potentiel vecteur plus un potentiel scalaire du type Hulthèn a été traité

récemment par l�approche des intégrales de chemin de Feynman [37].

Dans ce chapitre, nous nous proposons d�étendre l�application de l�approche des in-

tégrales de chemin à l�étude du problème d�une particule relativiste sans spin soumise à

l�action d�un potentiel vecteur et d�un potentiel scalaire égaux du type dé�ni par l�expres-

sion (6.1). Dans le second paragraphe, nous évaluons la fonction de Green. Ensuite, dans

le troisième paragraphe, nous déduisons le spectre et les fonctions d�onde des états liés.

Dans le quatrième paragraphe, nous considérons le potentiel de Rosen-Morse standard, le

potentiel d�Eckart standard, la version PT -symétrique du potentiel de Rosen-Morse dé-

formé et celle du potentiel d�Eckart déformé comme des cas particuliers. En�n, le dernier

paragraphe sera une conclusion.

6.2 Fonction de Green

Considérons la fonction de Green G (x00; x0) qui obéit à l�équation de Klein-Gordon

��
~P � e ~A

�2
� (S +M)2

�
G
�
x00�; x

0
�

�
= �2

�
x00� � x0�

�
; (6.2)

où e ~A =
�
V (x)
0

�
et M est la masse d�une particule de charge e dans l�espace-temps plat

de Minkowski muni de la métrique g�� = diag (1;�1). En utilisant la représentation

intégrale de Schwinger [17] , la solution de l�équation di¤érentielle (6.2) peut s�écrire

comme suit :

G
�
x00�; x

0
�

�
=
1

2i

1Z
0

d�


x00�
�� exp� i

2

��
~P � e ~A

�2
� (S +M)2

�
�

� ��x0�� : (6.3)
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ou encore

G (x00; t00;x0; t0) =
1

2i

1Z
0

d� hx00; t00j exp
�
i

2

h
�P 2x + (P0 � V )2

� (S +M)2
�
�
	
jx0; t0i : (6.4)

Notre but est de trouver l�énergie En et la fonction d�onde �qn (x) en évaluant (6.4)

par l�intégrale de chemin. Dans cette représentaton, la fonction de Green est

G (x00; t00;x0; t0) =
1

2i

1Z
0

d�P (x00; t00;x0; t0;�) ; (6.5)

avec P (x00; t00;x0; t0;�) le propagateur donné sous forme canonique compacte par :

P (x00; t00;x0; t0;�) = hx00; t00jexp
�
i

2

�
�P 2x+(P0 � V )2�(S +M)2

�
�

�
jx0; t0i

=

Z
Dx (�)Dt (�)

Z
DPx (�)DP0 (�)

(2�)2
exp

8<: i

2

1Z
0

[�Px _x

+ P0 _t+
1

2

�
�P 2x + (P0 � V )2 � (S +M)2

��
d�

�
: (6.6)

Sous forme discrète, il s�écrit

P (x00; t00;x0; t0;�)= lim
N!1

NY
j=1

[dxjdtj]
N+1Y
j=1

�Z
d (Px)j d (P0)j

(2�)2

�
exp

"
i
N+1X
j=1

Aj

#
; (6.7)

où l�action élémentaire est

A1 (j) = � (Px)j �xj + (P0)j �tj

+"�

�
� (Px)2j +

�
(P0)j � V (xj)

�2
� (S (xj) +M)2

�
: (6.8)

En intégrant tout d�abord par rapport aux variables tj, nous obtenons N distributions
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de Dirac �
�
(P0)j � (P0)j+1

�
. Ensuite, l�intégration sur les variables (P0)j nous donne

(P0)1 = (P0)2 = ::: = (P0)N+1 = E: (6.9)

Le propagateur P (x00; t00; x0; t0;�) devient alors

P (x00; t00;x0; t0;�) =
1

2�

+1Z
�1

dE exp [iE (t00 � t0)]P (x00; x0;�) ; (6.10)

où le noyau P (x00; x0;�) est donné par :

P (x00; x0;�) = lim
N!1

NY
j=1

�Z
dxj

�N+1Y
j=1

�Z
d (Px)j
2�

�
exp

"
i
N+1X
j=1

A2 (j)

#
; (6.11)

avec

A2 (j)=� (Px)j �xj+
"�
2

"
� (Px)2j+ ~E2+

~V1

cosh2q (�xj)
+ ~V2 tanhq (�xj)

#
(6.12)

et

~E2 = E2 �M2; ~V1 = 2 (E +M)V1; ~V2 = 2 (E +M)V2: (6.13)

En substituant (6.10) dans (6.5), nous remarquons que le terme dépendannt du temps

ne contient pas la variable pseudo-temporelle �. Donc, nous pouvons réécrire la fonction

de Green (6.5) sous la forme

G (x00; t00; x0; t0) =
1

2�

+1Z
�1

dE exp [iE (t00 � t0)]G (x00; x0) ; (6.14)

avec

G (x00; x0) =
1

2i

1Z
0

d�P (x00; x0;�) : (6.15)

En intégrant par rapport aux variables (Px)j, l�expression du noyau P (x
00;x0;�) est donnée
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dans l�espace des con�gurations par :

P (x00; x0;�) = lim
N!1

NY
j=1

�Z
dxj

�N+1Y
j=1

�
1

2i�"�

� 1
2

exp

(
i
N+1X
j=1

�
�x2j
2"�

+
"�
2

 
~E2 +

~V1

cosh2q (�xj)
+ ~V2 tanhq (�xj)

!#)
: (6.16)

En changeant (�x; "� ) en
�
u; "s

�2

�
et en posant y = u�lnpq dans le noyau P (x00; x0;�),

nous obtenons

G (x00; x0) =
1

2i�

1Z
0

dS

Z
D (s) exp

8<:i
SZ
0

"
_y2

2
+
~E2

2�2
+
~V2
2�
tanh y

+
~V1
2�2q

1

cosh2 y

#
ds

)
; (6.17)

avec le paramètre S = �2�.

La forme (6.17) représente la fonction de Green associée au potentiel de Rosen-Morse

général [12] étudié par plusieurs auteurs dans le cadre des intégrales de chemin [14, 32,

33, 11].

G (x00; x0) =
1

2i�
GRM 0 (y00; y0;ERM 0) : (6.18)

Suivant l�expression de GRM 0 (y00; y0;ERM 0) donnée dans la littérature [11, 22], la forme

compacte de (6.18) s�écrit pour �00 < �0,

G (x00; x0)=� 1
2�
� (M1�LE) �(LE�M1+1) d

LE
M1;�M2

(�00��) dLE�M1;M2
(�0) ; (6.19)

avec tanh y = � cos �; � 2 (0; �). Compte tenu du lien entre la fonction de Green relative
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au potentiel de Pöschl-Teller de forme plus générale [11], nous avons posé

8>><>>:
LE = �

1

2
+

�
1

16
+ 2EPT 0

� 1
2

;

EPT 0 =
~V1
2�2q

+
3

32

(6.20)

et

M1=
1

2�

�q
~V2� ~E2+

q
� ~V2� ~E2

�
; M2=

1

2�

�q
� ~V2� ~E2�

q
~V2� ~E2

�
: (6.21)

Le choix des valeurs de M1 et M2 est dicté par la condition de convergence de la

fonction d�onde puisque les fonctions de Wigner dLM1;M2
(�) sont reliées aux fonctions

hypergéométriques par la formule :

dLM1;M2
(�) =

�
� (L+M1 + 1)� (L�M2 + 1)

� (L�M1 + 1)� (L+M2 + 1)

� 1
2 1

� (M1 �M2 + 1)

�
�
1� cos �

2

�M1�M2
2

�
1 + cos �

2

�M1+M2
2

� 2F1

�
�L+M1; L+M1+1;M1�M2+1;

1� cos �
2

�
; (6.22)

6.3 Spectre d�énergie et fonctions d�onde

Le spectre de l�énergie pour les états liés peut être obtenu à partir des pôles de la

fonction de Green (6.19), c�est à dire, quand M1 � LE = �n dans la fonction d�Euler

� (M1 � LE), où n = 0; 1; 2; ::: .

En tenant compte de (6.20) et (6.21), les valeurs de l�énergie sont alors données par :

M2 � E2n = �2

 
n+

1

2
� 1
2

s
1 +

8 (En +M)V1
q�2

!2

+
(En +M)2 V 2

2

�2

 
n+

1

2
� 1
2

s
1 +

8 (En +M)V1
q�2

!�2
: (6.23)
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C�est une équation du cinquième degré en En où le nombre quantique n = 0; 1; 2; ::: .

Les fonctions d�onde non normalisées sont

�qn (x) = (coshq (�x))
p+w exp [� (w � p)x]

� 2F1

�
�n; 1� n� 2�;�2w + 1; q

q + e2�x

�
; (6.24)

avec 8>><>>:
p = 1

2

�
n+ � +

(En +M)V2
�2

1

n+ �

�
;

w = 1
2

�
n+ � � (En +M)V2

�2
1

n+ �

�
;

(6.25)

où

� =
1

2
� 1
2

�
1 +

8 (En +M)V1
�2q

� 1
2

: (6.26)

En utilisant le lien entre les fonctions hypergéométriques et les polynômes de Jacobi

(Ref. [24], p. 1043, Eq. (8.962.1))

2F1

�
l + �+ � + 1;�l; 1 + �; 1� t

2

�
= P (�;�)n (t) ; (6.27)

nous pouvons aussi exprimer (6.24) sous la forme

�qn (x) = (coshq (�x))
p+w exp [(w � p)�x]P (�2w;�2p)n (tanhq (�x)) : (6.28)

Notons qu�avec les conditions aux limites :

�qn (x)! 0 quand x! �1 (6.29)

les paramètres p et w doivent être négatifs.
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6.4 Cas particuliers :

6.4.1 Potentiel de Rosen-Morse standard

En choisissant q = 1 et en changeant V2 en (�V2) dans l�expression (6.1), nous obte-

nons le potentiel de Rosen-Morse standard

V (x) = � V1

cosh2 (�x)
+ V2 tanh (�x) ; (6.30)

où V1, V2 et � sont des constantes positives. Ce potentiel était introduit à l�origine par

Rosen-Morse pour discuter les états vibrationnels des molécules polyatomiques [12].

Dans ce cas, les valeurs de l�énergie sont données par l�équation

M2 � E2n =
(En +M)2 V 2

2

�2
1

(n+ �)2
+ �2 (n+ �)2 ; (6.31)

avec

� =
1

2
� 1
2

r
1 +

8 (En +M)V1
�2

: (6.32)

De l�équation (6.28), nous pouvons déduire les fonctions d�onde non normalisées cor-

respondantes aux niveaux d�énergie dé�nis par l�équation (6.31) :

�1n (x) = [cosh (�x)]
(p+w) exp [(w � p)�x]P (�2w;�2p)n (tanh (�x)) ; (6.33)

où 8>><>>:
p = 1

2

�
n+ � +

(En +M)V2
�2

1

n+ �

�
;

w = 1
2

�
n+ � � (En +M)V2

�2
1

n+ �

�
:

(6.34)
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6.4.2 Potentiel d�Eckart

En posant q = �1 et en changeant V1 en (�V1), le potentiel (6.1) se ramène au

potentiel d�Eckart standard [49]

V (x) =
V1

cosh2 (�x)
� V2 tanh (�x) : (6.35)

Le spectre de l�énergie se déduit directement à partir de l�équation (6.24)

M2 � E2n =
(En +M)2 V 2

2

�2
1

(n+ �)2
+ �2 (n+ �)2 ; (6.36)

et les fonctions d�onde non normalisées (6.28) deviennent dans ce cas :

��1n (x) = [sinh (�x)](p+w) exp [(w � p)�x]P (�2w;�2p)n (coth (�x)) : (6.37)

6.4.3 Version PT -symétrique du potentiel de Rosen-Morse dé-

formé

Avant d�aborder l�étude de cette version, rappelons brièvement les propriétés de la

symétrie PT . Un potentiel V (x) est dit PT -symétrique quand

PT V (x) = V (x) PT: (6.38)

Ici P est l�opérateur parité ou re�exion spatiale et T représente l�opérateur renver-

sement du sens du temps. Leurs actions sur les opérateurs associés à la position et à la

quantité de mouvement sont données par :

P :

�
x! �x ou x! � � x;

p! �p; (6.39)
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T :

8>>><>>>:
x! �x;

p! �p;

i! �i:

(6.40)

D�où, explicitement, la condition pour qu�un potentiel soit PT -symétrique est

V (�x) = V � (x) ou V (� � x) = V � (x) : (6.41)

Revenons maintenant au potentiel (6.1) et remplaçons V2 par iV2; nous obtenons la

version PT -symétrique du potentiel de Rosen-Morse déformé :

V (x) = � V1

cosh2q (�x)
� iV2 tanhq (�x) ; (6.42)

où V1; � et q sont des constantes positives.

Dans ce cas, le spectre de l�énergie s�obtient directement à partir de l�équation (6.23)

M2 � E2n = �
(En +M)2 V 2

2

�2
1

(n+ �)2
+ �2 (n+ �)2 : (6.43)

De l�équation (6.24), nous pouvons déduire les fonctions d�onde non normalisées pour la

version PT -symétrique du potentiel de Rosen-Morse déformé correspondant aux niveaux

d�énergie dé�nis par l�équation (6.43),

�qn (x) = [coshq (�x)]
(p+w) exp [(w � p)�x]P (�2w;�2p)n (� tanhq (�x)) ; (6.44)

où 8>><>>:
p = 1

2

�
n+ � + i

(En +M)V2
�2

1

n+ �

�
;

w = 1
2

�
n+ � � i

(En +M)V2
�2

1

n+ �

�
:

(6.45)
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6.4.4 Version PT -symétrique du potentiel d�Eckart déformé

En changeant V1 en (�V1qc) ; V2 en (iV2) et en posant q = �qc et qc = e2�"; dans

l�expression (6.1), nous obtenons la version PT -symétrique du potentiel d�Eckart [49]

V (x) =
V1qc

sinh2qc (�x)
� iV2 cothqc (�x) ; (6.46)

où V1 est une constante réelle positive et 0 < " < �
4
ou ��

4
< " < 0:

Dans ce cas, le spectre de l�énergie et les fonctions d�onde peuvent être déduits des

équations (6.23) et (6.24),

M2 � E2n = �
(En +M)2 V 2

2

�2
1

(n+ �)2
+ �2 (n+ �)2 ; (6.47)

�qcn (x) = [sinhqc (�x)]
(p+w) exp [(w � p)�x]P (�2w;�2p)n (� cothqc (�x)) ; (6.48)

avec p et w dé�nis par les expressions (6.45).

6.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons calculé exactement la fonction de Green relative à une

particule relativiste sans spin soumise à l�action d�un potentiel vecteur et d�un potentiel

scalaire égaux du type du potentiel de Rosen-Morse déformé dans le cadre de l�approche

des intégrales de chemin de Feynman. Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde non

normalisées correspondantes à l�état s sont obtenus. La correction due à la variation re-

lativiste de la masse est incluse dans l�énergie de manière non perturbative. Nos résultats

sont en accord avec ceux obtenus à travers la résolution de l�équation de Klein-Gordon

[48]. Le potentiel de Rosen-Morse standard, le potentiel d�Eckart standard et leurs ver-

sions PT -symétriques déformées ont été tous considérés comme des cas particuliers.
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Chapitre 7

Particule de Klein-Gordon dans des

potentiels vecteur et scalaire de

Hulthén déformés

7.1 Introduction

Durant ces dernières années, les systèmes quantiques caractérisés par des Hamiltoniens

non hermitiens ont été l�objet d�un intérêt considérable pour leur importance pratique

dans des domaines variés de la physique tels que la physique nucléaire [50, 51, 52], la

théorie des champs [53], la matière condensée [54, 55], la physique du solide [56] et la

biologie [57]. Récemment, plusieurs auteurs [58, 59, 60, 61, 62] ont étudié l�équation de

Schrödinger à une dimension pour des systèmes gouvernés par des Hamiltoniens avec

des potentiels complexes invariants sous une transformation PT où P dénote l�opérateur

parité (re�exion d�espace) et T représente le renversement du sens du temps. Ils ont

montré que cette invariance est un critère su¢ sant pour obtenir un spectre d�énergie réel

et positif.

Pour un potentiel complexe non hermitien, la symétrie PT n�est pas une condition

nécessaire pour la réalité du spectre d�énergie [63]. Par la suite, la �-pseudo-hermiticité,
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�H��1 = H+; où � est un automorohisme linéaire hermitien, est un concept proposé

comme condition nécessaire, mais non su¢ sante pour assurer la réalité du spectre d�éner-

gie pour les potentiels complexes non hermitiens [64]: Suivant Mostafazadeh [65] tout Ha-

miltonien qui admet un ensemble complet de vecteurs propres biorthonormaux constitue

une condition nécessaire et su¢ sante pour la réalité du spectre d�énergie. Depuis lors,

de nombreux potentiels complexes ont été analysés en utilisant di¤érentes méthodes.

Comme exemple, nous pouvons citer le potentiel de Hulthén général étudié récemment

à l�aide de la méthode de Nikiforov-Uvarov [66]. Les solutions obtenues à travers la ré-

solution de l�équation de Klein-Gordon ne sont pas satisfaisantes. Par conséquent, nous

nous proposons de réexaminer ce problème dans le cadre des intégrales de chemin.

7.2 Potentiel vecteur et scalaire de Hulthén défor-

més

Les potentiels vecteur et scalaire de Hulthén déformés sont dé�nis par

Vq (x) = �
V0

e�x � q
; Sq (x) = �

S0
e�x � q

; (7.1)

où � est la portée des potentiels et q est un parmètre de déformation. Pour V0; S0 et �

réels et des valeurs particulières de q, ces potentiels se réduisent à des types bien connus.

Ainsi pour q = 1, on a des potentiels de Hulthén standard et pour q = �1, des potentiel

de Woods-saxon.
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7.3 Evaluation de l�intégrale de chemin

Pour obtenir la solution par l�intégrale de chemin des potentiels (7.1), nous considérons

la fonction de Green qui obéit à l�équation de Klein-Gordon

��
~P � e ~A

�2
� (M + Sq)

2

�
G
�
x00�; x

0
�

�
= �2

�
x00� � x0�

�
; (7.2)

où e ~A =
�
Vq(x)
0

�
et M est la masse d�une particule de charge e sur l�espace-temps plat de

Minkowski muni de la métrique g�� = diag (1;�1).

Pour résoudre ce problème, nous remarquons qu�il est possible d�utiliser la formulation

de l�intégrale de chemin relativiste appliquée récemment au problème de Kepler sans spin.

Suivant cette procédure la fonction de Green est exprimée ainsi [67]

G
�
x00�; x

0
�

�
=
1

2
�c

1Z
0

dL

Z
D�� [�]

Z
Ddx�p
�
�d e�A; (7.3)

où A est l�action dé�nie en fonction d�un certain paramètre � (�) de telle sorte que, dans

le contexte classique, elle coïncide avec l�action classique Acl.

L�intégration sur tous les chemins dépend de la longueur

L =

�bZ
�a

� (�) d� (7.4)

qui est invariante suivant un certain choix de jauge. Pour �xer la jauge arbitraire, la

fonction � (�) peut être prise simplement égale à � (�� 1).

Cependant, ce calcul peut être simplement fait en partant de la représentation inté-

grale de Schwinger pour exprimer la fonction de Green, ainsi [17, 68, 15, 69]

G
�
x00�; x

0
�

�
=
1

2i

1Z
0

dS 0


x00�
�� exp� i

2

��
~P � e ~A

�2
� (M + Sq)

2

�
S 0
� ��x0�� : (7.5)
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Avant d�entreprendre le calcul de la fonction de Green (7.5), nous devons examiner

la variation des potentiels Vq(x) et Sq(x) suivant les valeurs du paramètre q. Pour q < 0,

Vq(x) et Sq(x) sont continus sur tout l�intervalle [0;+1[ et pour q > 0; deux cas peuvent

se présenter. Si 0 < q < 1, Vq(x) et Sq(x) sont continus sur tout l�intervalle [0;+1[. Mais

si q > 1, Vq(x) et Sq(x) présentent une forte singularité au point x = x0 =
1
�
ln q et dans

ce cas, nous avons deux régions distinctes, l�une dé�nie par l�intervalle ]0; x0[ et l�autre

par l�intervalle ]x0;+1[. Ceci nous amène à évaluer l�expression (7.5) dans les quatre

intervalles et suivant les valeurs de q séparemment.

Une étude complète de ce potentiel est en cours de réalisation, mais dans ce chapitre,

nous nous limitons au cas où q > 1 et x2 ]x0;+1[ : Notre but est de trouver les valeurs
de l�énergie En et les fonctions d�onde normalisées  n (x) en évaluant (7.5).

A cause de la singularité au point x = x0 =
1
�
ln q, la forme discrète de l�expression

(7.5) n�est pas dé�nie. En ce point il se produit un a¤aissement des chemins. Pour obtenir

une intégrale de chemin stable, nous introduisons une fonction régulatrice appropriée [11]

et nous écrivons (7.5) sous la forme :

G (x00; t00; x0; t0) =
1

2i

1Z
0

dS 0P (x00; t00; x0; t0;S 0) ; (7.6)

où l�intégrale de chemin transformée est explicitement donnée sous la forme canonique

par :

P (x00; t00; x0; t0;S 0) = fR (x
00) fL (x

0) hx00; t00j exp
�
i

2
s0fL (x)

�
�P 2x+

+(P0 � Vq)
2 � (M + Sq)

2� fR (x)	 jx0; t0i
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= fR (x
00)fL (x

0)

Z
Dx (s0)Dt (s0)

�
Z
DPx (s

0)DP0 (s
0)

(2�)2
exp

8<:i
S0Z
0

�
�Px _x+ P0 _t

+
1

2
fL (x)

�
�P 2x+(P0�Vq)

2�(M+Sq)
2� fR (x)� ds0�

= fR (x
00)fL (x

0) lim
N!1

NY
j=1

�Z
dxjdtj

�

�
N+1Y
j=1

�Z
d (Px)j d (P0)j

(2�)2

�
exp
�
iAN1

�
; (7.7)

avec l�action discrète

AN1 =

N+1X
j=1

n
� (Px)j �xj + (P0)j �tj +

"s0

2
fL (xj)

h
� (Px)2j

+
�
(P0)j � Vq (xj)

�2
� (M + Sq (xj))

2

�
fR (xj�1)

�
(7.8)

et

"s0 =
S 0

N + 1
= ds0 =

d�

fL (xj) fR (xj�1)
; d� = "� =

�

N + 1
: (7.9)

La fonction régulatrice a été dé�nie par Kleinert [11] ainsi

f (x) = fL (x) fR (x) = f 1��
0
(x) f�

0
(x) : (7.10)

Nous remarquons d�abord que les intégrations sur les variables tj donnent N distri-

butions de Dirac �
�
(P0)j � (P0)j+1

�
. En intégrant ensuite sur les variables (P0)j nous

trouvons

(P0)1 = (P0)2 = ::: = (P0)N+1 = E: (7.11)
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Le propagateur P (x00; t00; x0; t0;S 0) devient alors

P (x00; t00; x0; t0;S 0) =
1

2�

+1Z
�1

dE exp [iE (t00 � t0)]P (x00; x0;S 0) ; (7.12)

où le noyau P (x00; x0;S 0) est donné par

P (x00; x0;S 0)=fR (x
00) fL (x

0) lim
N!1

NY
j=1

�Z
dxj

�N+1Y
j=1

�Z
d (Px)j
2�

�
exp

�
iAN2

�
; (7.13)

avec

AN2 =
N+1X
j=1

h
� (Px)j �xj +

"s0

2
fL (xj)

h
� (Px)2j + (E � Vq (xj))

2

� (M + Sq (xj))
2� fR (xj�1)� : (7.14)

Par substitution de l�expression (7.12) dans (7.6), nous remarquons que le terme

dépendant du temps t ne contient pas S 0. Donc nous pouvons réécrire la fonction de

Green (7.6) sous la forme

G (x00; t00; x0; t0) =
1

2�

+1Z
�1

dE exp [iE (t00 � t0)]G (x00; x0) ; (7.15)

avec

G (x00; x0) =
1

2i

1Z
0

dS 0P (x00; x0;S 0) : (7.16)

Pour simpli�er le calcul du noyau P (x00; x0;S 0), nous posons �0 =
1

2
, c�est à dire,

nous choisissons un développement autour du point moyen. Le résultat �nal ne dépend

d�aucun point. Alors, en e¤ectuant l�intégration par rapport aux variables (Px)n, nous
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trouvons

P (x00; x0;S 0) =
[f (x00) f (x0)]

1
4

p
2i�"s0

lim
N!1

NY
j=1

"Z
dxjp

2i�"s0f (xj)

#

� exp
(
i
N+1X
j=1

"
(�xj)

2

2"s0
p
f (xj) f (xj�1)

� "s0

2

�
(M + Sq (xj))

2

� (E � Vq (xj))
2�qf (xj) f (xj�1)

��
: (7.17)

7.4 Potentiels de Hulthén déformés

Les potentiels de Hulthén déformés sont obtenus en choisissant q positif. Comme nous

nous limitons ici à l�étude de ces potentiels avec q � 1 et uniquement dans l�intervalle

]x0;+1[, et a�n d�écrire une intégrale de chemin stable, nous opérons la transformation

x! � dé�nie par

x =
1

�
ln [exp (2��) + q] (7.18)

qui permet d�étendre l�intervalle ]x0;+1[ de la variable x en l�intervalle ]�1;+1[ de

lavariable � et nous introduisons la fonction régulatrice appropriée

f (x (�)) =
exp (2��)

cosh2q (��)
= g02 (�) : (7.19)

Sous ces transformations, le noyau (7.17) devient

P (x00; x0;S 0) =
exp

h�
2
(�00 + �0)

i
[coshq (��

00) coshq (��
0)]
1
2

lim
N!1

N+1Y
j=1

�
1

2i�"s0

�1
2

�
NY
j=1

�Z
d�j

�
exp

(
i

N+1X
j=1

"�
��j

�2
2"s0

+
1

8"s0

"�
g00

g0

�2
� 2
3

g000

g0

# �
��j

�4
�"s0�2

�
�2

q2
+ �2

�
+
"s0�

2

2

�
�2

q
+ q�2 + �2

�
1

cosh2q
�
��j
�

+ "s0�
2

�
�2

q2
� �2

�
tanhq

�
��j
���

; (7.20)
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où nous avons posé

� =
1

�

p
M2 � E2; � =

1

�

p
2EV0 + 2MS0 et � =

1

�

q
S20 � V 2

0 : (7.21)

Dans les équations (7.19) et (7.20), nous avons introduit les fonctions hyperboliques

déformées qui sont dé�nies par [26]

sinhq x =
1

2

�
ex � qe�x

�
, coshq x =

1

2

�
ex + qe�x

�
, tanhq x =

sinhq x

coshq x
; (7.22)

où q est un paramètre reel. Quand q est complexe, les fonctions hyperboliques déformées

dé�nies ci-dessus sont appelées fonctions hyperboliques déformées généralisées.

Notons que le terme en (��n)
4 dans le noyau (7.20) contribue signi�cativement à

l�intégrale de chemin. Il peut être évalué en utilisant la formule [31]

+1Z
�1

exp
�
��x2 + �x

�
dx =

+1Z
�1

exp

�
��x2 + 3�

4�2

�
dx (7.23)

valable pour Re (�) > 0 et j�j supposé trés grand. L�intégrale de chemin transformée

(7.20) prend alors la forme :

P (x00; x0;S 0) =
exp

h�
2
(�00 + �0)

i
[coshq (�x00) coshq (�x0)]

1
2

Z
D� (s0) exp

8<:i
S0Z
0

"
_�
2

2

��2
�
�2

q2
+ �2 +

1

4

�
+ �2

�
�2

q2
� �2 +

1

4

�
tanhq (��)

+
�2

2

�
�2

q
+ �2q + �2 � q

4

�
1

cosh2q (��)

#
ds0

)
. (7.24)

En e¤ectuant le changement (��; "s0) en (u; �2�) et en insérant (7.24) dans (7.16),
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nous trouvons

G (x00; x0) =
1

2i�

exp
�
1
2
(u00 + u0)

�
[coshq u00 coshq u0]

1
2

1Z
0

dS 00
Z
Du (S 00) exp

8<:i
S00Z
0

�
_u2

2

�
�
�2

q2
+ �2 +

1

4

�
+

�
�2

q2
� �2 +

1

4

�
tanhq u

+
1

2

�
�2

q
+ �2q + �2 � q

4

�
1

cosh2q u

#
ds00

)
, (7.25)

avec s00 = �2s0.

En posant y = u� lnpq, nous obtenons

G (x00; x0) =
1

2i�

exp
�
1
2
(y00 + y0)

�
[cosh y00 cosh y0]

1
2

GRM 0 (y00; y0;E) (7.26)

où

GRM 0 (y00; y0;E) =

1Z
0

dS 00
Z
Dy (S 00) exp

8<:i
S00Z
0

�
_y2

2
+

�
�2

q2
� �2 +

1

4

�
tanh y

� 1
2q

�
�2

q
+ �2q + �2 � q

4

�
1

cosh2 y
�
�
�2

q2
+ �2 +

1

4

��
ds00
�

(7.27)

est la fonction de Green associée au potentiel général de Rosen-Morse dont l�intégrale

de chemin a été analysée par di¤erents auteurs [32, 33, 14, 34]. Comme il a été montré

dans la littérature [11, 34], la fonction de Green GRM (y00; y0;E) est reliée à la fonction de

Green relative au mouvement d�une masse ponctuelle soumise à une barrière angulaire
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près de la surface d�une sphère à 4 dimensions par

GRM (y
00; y0;E) =

1p
sin �00 sin �0

G (�00; �0;EPT 0)

= �i � (m1 � lE) � (m1 + lE + 1)

� (m1 +m2 + 1)� (m1 �m2 + 1)

�
�
1 + tanh y0

2

�m1�m2

2
�
1 + tanh y00

2

�m1�m2

2

�
�
1� tanh y0

2

�m1+m2

2
�
1� tanh y00

2

�m1+m2

2

� 2F1

�
�lE +m1; lE +m1 + 1;m1 �m2 + 1;

1 + tanh y0

2

�
� 2F1

�
�lE +m1; lE +m1 + 1;m1 +m2 + 1;

1� tanh y00
2

�
(7.28)

avec tanh y = � cos �; � 2 [0; �] ; y 2 ]�1;+1[ et y00 > y0.

Ici la masse ponctuelle et la constante de Planck sont considérées égales à l�unité. En

plus, nous avons posé

lE = �
1

2
+

�
1

16
+ 2EPT 0

�1
2

, (7.29)

EPT 0 =
1

2

�
�2 +

�2

q
+
�2

q2

�
� 1

32
(7.30)

et

m1 = �+ ~� +
1

2
, m2 = �� ~� � 1

2
(7.31)

avec

~�� = �
1

2
�
�
1

4
+
�2

q2

�1
2

. (7.32)

Dans la suite, nous allons prendre ~� = ~�+ pour éviter la chute de la masse sur le

centre [70].
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7.5 Etats liés

En considérant le cas où les paramètres V0; S0 et � qui interviennent dans la dé�nition

des potentiels (7.1) sont tous réels, les pôles de la fonction de Green (7.28) correspondent

aux valeurs permises de l�énergie pour les états liés du système. Ces pôles sont ceux de la

fonction d�Euler � (m1 � lE) qui se présentent quand m1 � lE = �n pour n = 1; 2; 3; ::: .

Ils sont donnés par

� =

�2

q
� (n+ 1)2 � ~� (2n+ 1)

2
�
n+ ~� + 1

� : (7.33)

Ensuite, de (7.33) et en utilisant (7.21), nous trouvons le spectre d�énergie relatif aux

potentiels de Hulthén déformés

Eqn (�; V0; S0)=
1

2

V0(�
2qN � 2S0M)���

r
qMNS0+q2M2N��

2q2N2

4
�2q2N + S20

; (7.34)

où

� = �q (2n+ 1) +
q
�2q2 + 4 (S20 � V 2

0 ); (7.35)

et

N = (n+ 1)2 + ~� (2n+ 1) : (7.36)

Des états liés existent si � est réel, c�est à dire si

V 2
0 � S20 �

�2q2

4
(7.37)

et le nombre nmax des états liés est égal au plus grand entier satisfaisant à l�inégalité

nmax < �
1

2
� 1
2

�
1 +

4�2

q2

�1
2

+
1

�q
[(2Mq + S0 + V0) (2Mq + S0 � V0)]

1
2 (7.38)
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qui est obtenue en imposant la condition

MS0 + qM2 � �2qN

4
> 0: (7.39)

L�existence des deux signes dans l�expression (7.34) est une caratéristique des énergies

en mécanique quantique relativiste. Son interprétation est évidente dans le cadre de la

théorie quantique des champs.

D�autre part, il est évident que, pour les états liés, nous devons imposer la condition

que seules les fonctions d�onde  n (x) qui sont proportionnelles à

2F1

�
�lE +m1; lE +m1 + 1;m1 +m2 + 1;

1

2
(1� tanh y)

�
, avec

lE = �
1

2
+

�
�2 +

�2

q
+
�2

q2

�1
2

et m1 2 R (7.40)

sont permises. Il s�ensuit alors que

�M � S0
q
< En �

V0
q
< M +

S0
q
et �M < En < M: (7.41)

Les fonctions d�onde correspondantes peuvent être trouvées par approximation au

voisinage des pôles m1 � lE � �n ;

� (m1 � lE) � (�1)n

n!

1

m1 � lE + n

=
(�1)n+1

n!

2�n (�n + ~n)�
2

~n (A2 + 1)
�
�E2 � E2

� ; (7.42)

où

�n =
1

�

p
M2 � E2n , A =

V0
�q~n

, ~n = n+ ~� + 1; (7.43)

et

�E = E +
AM

(A2 + 1) ~n

�
S0
�q
� �N

2M

�
: (7.44)
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En utilisant le comportement (7.40), nous obtenons la contribution des états liés à la

fonction de Green (7.28)

GboundRM 0 (y00; y0;E) = 2i�2
nmaxX
n=0

(�1)n

n!

�n (�n+~n)

~n (A2+1)
�
�E2�E2n

� �
�
~n+2�n+~�+1

�
� (2�n+1)�

�
2~�+2

�
�
�
1� tanh y0

2

��n �1 + tanh y0
2

�~�+ 1
2

�
�
1� tanh y00

2

��n �1 + tanh y00
2

�~�+ 1
2

� 2F1

�
�n; ~n+ 2�n + ~� + 1; 2~� + 2;

1 + tanh y0

2

�
� 2F1

�
�n; ~n+ 2�n + ~� + 1; 2�n + 2;

1� tanh y00
2

�
. (7.45)

En insérant (7.43) dans (7.26), nous arrivons à

G (x00; x0) =
nmaxX
n=0

 n (x
00) �n (x

0)

(A2 + 1)
�
�E2 � E2n

� . (7.46)

Nous pouvons déduire les fonctions d�onde normalisées des états liés en revenant à

la variable initiale x en considérant les transformations inverses y ! u ! � ! x et en

utilisant la formule de transformation de Gauss (Ref. [24], p. 1043, Eq.(9.131.2))

2F1 (a; b; c; z) =
� (c) � (c� a� b)

� (c� a) � (c� b)
2F1 (a; b; a+ b� c+ 1; z)

+
� (c) � (a+b�c)
� (a) � (b)

(1� z)c�a�b 2F1 (c�a; c�b; c�a�b+1; 1�z) . (7.47)

Sachant que le second terme de la dernière relation est nul du fait que la fonction

d�Euler � (a) est in�nie (a = �n � 0) et compte tenu du lien entre les fonctions hyper-

géométriques et les polynômes de Jacobi (Ref. [24], p. 952, Eq.(8.406.1))

P
(�;�)
l (t) =

� (l + �+ 1)

l!� (�+ 1)
F

�
l + �+ � + 1;�l; � + 1; 1� t

2

�
, (7.48)
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et de la propriété

F (�; �; ; z) = F (�; �; ; z) (7.49)

nous obtenons �nalement

 n;q (x) =

242��n (~n+ �n)n!� (~n+ 2�n + 1)

~n�
�
~n+ ~� + 1

�
� (n+ 2�n + 1)

35
1
2

�q�n
�
1� qe��x

�~�+1
e��n�xP

(2�n;2~�+1)
n

�
1� 2qe��x

�
(7.50)

Notons que la fonction d�onde  n;q (x) satisfait le comportement asymptotique  n;q (x) s
x!1

e��nx lorsque n satisfait la condition de restriction (7.38).

7.6 Cas particuliers

7.6.1 Premier cas : Potentiels vecteur et scalaire du type Hul-

thén

En posant q = 1 dans les expressions (7.1), nous obtenons les potentiels vecteur et

scalaire de Hulthén :

V (x) = � V0
e�x � 1 , S (x) = � S0

e�x � 1 : (7.51)

Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde convenablement normalisées correspon-

dants seulement aux états s peuvent être déduits des expressions (7.34) et (7.50),

E1n (�; V0; S0) =
MV0

�2N + S20

�
�2N

2M
� S0

�
� �2M

p
N + �2

�2N + S20

�

s
N

M

�
M + S0 �

�2N

4M

�
; (7.52)
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 n;q=1 (x) =

�
2��n (n+ �1 + �n + 1)n!� (n+ �1 + 2�n + 2)

(n+ �1 + 1)� (n+ 2�1 + 2)� (n+ 2�n + 1)

�1
2

�
�
1� e��x

��1+1 e��n�xP (2�n;2�1+1)n

�
1� 2e��x

�
; (7.53)

où 8>><>>:
N = (n+ 1)2 + �1 (2n+ 1) ;

�1 = �
1

2
+

�
1

4
+
1

�2
(S20 � V 2

0 )

�1
2

;
(7.54)

avec

V 2
0 � S20 �

1

4�2
(7.55)

et

nmax < �1
2
� 1
2

�
1 +

4

�2
�
S20 � V 2

0

��12
(7.56)

+
1

�
[(2M + S0 + V0) (2M + S0 � V0)]

1
2 :

Ces résultats coïncident avec ceux obtenus par l�intégrale de chemin [37].

7.6.2 Deuxième cas : Potentiel vecteur de Hulthén déformé

Quand V0 6= 0 et S0 = 0, nous avons un potentiel vecteur pur dit potentiel de Hulthén

déformé. Pareillement, les fonctions d�onde normalisées et le spectre de l�énergie des états

liés peuvent être déduits des expressions (7.50) et (7.34),

 Hulth�enn;q (x) =

�
2��n (n+ �2 + �n + 1)n!� (n+ �2 + 2�n + 2)

(n+ �2 + 1)� (n+ 2�2 + 2)� (n+ 2�n + 1)

�1
2

�q�n
�
1� qe��x

��2+1 e��n�xP (2�n;2�2+1)n

�
1� 2qe��x

�
, (7.57)
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Eqn (�; V0) =
V0
2q
� �

s
M2

4V 2
0 + �2

� 1

16q2
, (7.58)

où 8><>:
� = �q (2n+ 1) +

p
�2q2 � 4V 2

0 ;

�2 = �
1

2
+

�
1

4
� V 2

0

�2q2

�
;

(7.59)

avec

V 2
0 �

q2

4�2
(7.60)

et

nmax < �
1

2
� 1
2

�
1� 4

�2
V 2
0

�1
2

+
1

�

��
2M +

V0
q

��
2M � V0

q

��1
2

(7.61)

Notons que nous retrouvons le spectre d�énergie et les fonctions d�onde normalisées

associés au potentiel de Hulthén standard pour q = 1 .

7.7 Potentiels complexes

Le potentiel de Hulthén déformé prend une forme complexe si au moins l�un des

paramètres est complexe ou imaginaire pur. Pour des raisons de simplicité, nous nous

limitons à l�étude du potentiel vecteur.

7.7.1 Premier cas : � est purement imaginaire

Dans le changement du paramètre � ! i�; l�expression du potentiel vecteur dans

(7.1) devient

Vq (x) = V0
q � cos (�x) + i sin (�x)

q2 � 2q cos (�x) + 1 ; (7.62)

qui est non-hermitienne, mais invariante sous une transformation PT où P est l�opérateur

parité ou re�exion d�espace et T représente l�opérateur renversement du sens du temps.

Compte tenu de la propriété de symétrie PT du potentiel, l�expression spectrale de
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la fonction de Green redé�nie ainsi

G (x00; x0) =
nmaxX
n=0

 PTn (x0) n (x
00)

(A2 + 1)
�
�E2 � E2n

� (7.63)

permet de déterminer les fonctions d�onde correspondantes aux niveaux d�énergie En.

Cependant, en substituant directement � par i� dans les expressions (7.57) et (7.58),

nous obtenons les fonctions d�onde et le spectre de l�énergie des états liés pour le potentiel

complexe (7.62),

 n;q (x) =

����2��n (n+ �a � i�n + 1)n!� (n+ �a � 2i�n + 2)
(n+ �a + 1)� (n+ 2�a + 2)� (n� 2i�n + 1)

���� 12
�q�i�n

�
1� qe�i�x

��a+1
e��n�xP (�2i�n;2�a+1)n

�
1� 2qe�i�x

�
; (7.64)

Eqn (i�; V0) =
V0
2q
�
�
�q (2n+ 1) +

q
�2q2 + 4V 2

0

�
�
vuut 1

16q2
� M2

4V 2
0 �

h
�q (2n+ 1) +

p
�2q2 + 4V 2

0

i2 ; (7.65)

où

�a = �
1

2
+

�
1

4
+

V 2
0

�2q2

�
; (7.66)

et n = 1; 2; 3; :::; nmax =
�
�1
2
+ 1

�q

�p
V 2
0 � 4q2M2 �

q
�2q2

4
+ V 2

0

��
. Ici fkg dénote le

plus grand entier inférieur à k. Nous remarquons que le spectre du potentiel non hermitien

(7.62) est réel avec un nombre in�ni de niveaux d�énergie. La réalité du spectre est une

conséquence de l�invariance par re�exion d�espace et renversement du sens du temps

(PT ).
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7.7.2 Deuxième cas : V0 et q sont purement imaginaires

En remplaçant V0 ! iV0 et q ! iq dans l�expression du potentiel vecteur Vq (x), nous

obtenons la forme complexe suivante

Vq (x) =
e2�x � ie�x

1 + q2e2�x
: (7.67)

Il est clair que cette version du potentiel de Hulthén déformé ne possède pas la

symétrie PT . En e¤ectuant la transformation x ! x + i�
�
au moyen de l�opérateur

linéaire � = e�
�
�
p où � est réel et p = �i d

dx
avec ~ = 1, nous remarquons que le potentiel

dé�ni par l�équation (7.67) satisfait la relation

e�
�
�
pVq (x) e

�
�
p = Vq

�
x+ i

�

�

�
= V �

q (x) : (7.68)

Ceci signi�e que le potentiel complexe (7.67) est un potentiel �-pseudo-hermitien pour

lequel on peut prédire un spectre d�énergie réel.

En faisant les changements des paramètres correspondants dans l�équation (7.57),

nous obtenons les fonctions d�onde des états liés relatives au potentiel (7.67),

 n;q (x) =

�
2��n (n+ �2 + �n + 1)n!� (n+ �2 + 2�n + 2)

(n+ �2 + 1)� (n+ 2�2 + 2)� (n+ 2�n + 1)

�1
2

� (iq)�n
�
1� iqe��x

��2+1 e��n�xP (2�n;2�2+1)n

�
1� 2iqe��x

�
; (7.69)

Le spectre réel du potentiel (7.67) est identique à celui donné par l�équation (7.58).

7.7.3 Troisième cas : V0, q et � sont imaginaires

Si V0 ! iV0; q ! iq et � ! i� dans la dé�nition du potentiel vecteur (7.1), nous

obtenons le potentiel suivant :

Vq (x) = V0
q � sin (�x)� i cos (�x)

q2 � 2q sin (�x) + 1 : (7.70)
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Cette forme de potentiel a une di¤érence de phase égale à �
2
par rapport au potentiel

dé�ni par l�expression (7.62). Si nous dé�nissons ainsi PxP�1 = �
�
� x, alors nous avons

PVq (x)P
�1 = V �

q (x) pour le potentiel complexe donné dans l�équation (7.70). Donc, la

version complexe particulière (7.70) du potentiel vecteur de Hulthén déformé est bien

P -pseudo-hermitienne.

Sous l�action jointe de la re�exion spatiale
�
P : x! �

�
� x
�
et du renversement du

sens du temps (T : i! �i), nous avons PTVq (x) (PT )�1 = Vq (x) pour le potentiel

complexe (7.70). Donc, la version complexe particulière (7.70) du potentiel vecteur de

Hulthén déformé possède la symétrie PT .

Les fonctions d�onde et le spectre discret réel de l�énergie des états liés peuvent être

déduits des équations (7.57) et (7.58),

 n;q (x) =

����2��n (n+ �a � i�n + 1)n!� (n+ �a � 2i�n + 2)
(n+ �a + 1)� (n+ 2�a + 2)� (n� 2i�n + 1)

���� 12
� (iq)�i�n

�
1� iqe�i�x

��a+1
e��n�xP (�2i�n;2�a+1)n

�
1� 2iqe�i�x

�
; (7.71)

Eiqn (i�; iV0) =
V0
2q
�
�q

�2q2 + 4V 2
0 � �q (2n+ 1)

�
�
vuut 1

16q2
� M2

4V 2
0 �

hp
�2q2 + 4V 2

0 � �q (2n+ 1)
i2 ; (7.72)

avec n = 1; 2; 3; :::; nmax <
�
�1
2
+ 1

�q

�p
V 2
0 � 4q2M2 �

q
�2q2

4
+ V 2

0

��
.

7.8 Conclusion

Nous avons explicitement évalué la fonction de Green pour une particule de Klein-

Gordon soumise à l�action de potentiels vecteur et scalaire du type Hulthén déformé

dans le cadre du formalisme des intégrales de chemin. Le spectre d�énergie et les fonc-
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tions d�onde des états liés sont alors déduits. Les résultats obtenus sont exactes et plus

généraux. Nous avons d�abord considérer des potentiels réels, c�est à dire tous les para-

mètres (V0; S0; q; �) sont réels. Dans ce cas, le traitement de ce type de potentiels nous

a permis d�obtenir de manière uni�ée les solutions relatives à un ensemble de poten-

tiels tels que le potentiel vecteur de Hulthén déformé (S0 = 0), les potentiels vecteur et

scalaire de Hulthén standard (q = 1), le potentiel de Hulthén standard (S0 = 0; q = 1).

Nous nous sommes ensuite limité à l�étude du potentiel vecteur de Hulthén déformé

pour discuter des versions complexes de ce potentiel avec au moins un des paramètres

(V0; q; �) imaginaire. Dans le cas où � est purement imaginaire, nous avons une forme

de potentiel non hermitienne qui possède la symétrie PT . Pour V0 et q complètement

imaginaires, nous avons montré que la version complexe obtenue du potentiel de Hulthén

déformé n�admet pas la symétrie PT mais elle est �-pseudo-hermitienne. En�n, dans le

cas où tous les paramètres sont imaginaires, la version complexe particulière obtenue est

P -pseudo-hermitienne et possède la symétrie PT .
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