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CHAPL1IRE 1

INIRODULC I LON ¥ ORGAN1SAI 10N QU TRAVAIL




INTRODUCT 1 ON

ANIROUDUCILUN AU IKRAVALL

Depuirs s0n élaboration, l1e fTormaliome de 1'i1ntégraie Juo
chemin n'a Cesvé d'envahir lus domalnes lus Plue wvarliés de ia
Physique. L'analoyle qul exisle entre les 1ntégrales dJde teynman ot
cCellee du Wiener a Anspairé 1eur utilisation en mMécunaique
slalisllique. Son extension A& la dimenslion intinie lul a Pering o
d'd@tre l¢ langaye le plus 6VOlué w'appliquaiil X c.acmmei.
Lhéorie gquantique des champs. Ses récentles applications a .
théorie quanitique de la gravité conrtirment son eliicacile dans .«
Lrartemenl des problémes physiques Lles plus ardus.

Malylreé Lous cey développementes, 1 'appliicatlion de cel
allerbalive au Liaudillemenl des polenlLiels de la mécanique Quantiquu
ol J1e6lbe Freslreanle aux syslémes quadratiques. Le proildiime
du Loulouwmb quai ful le bUCCEL retentissant de lL'equatian uc
Schirodanger n'a 6LE solutionné qu'en 19/9. Son Ltraillement dgxuac L
Via l1'anléyrale do choemin a @LéE obLLenu pour la premiédre loirs Jsart
Vuru el Nleanuvirk, en anlroduilsant La Lranslormation spatiale K -

bUIViIe d'une Lransiormation temporelle. Uepuls Ce succeds, la liuvlu

des poluntlivls svsolulionnés par la techniquu des Cranstormabion

spallio- Lemporuelles n'a cevsé d'augmenler de Jour aen Jour. Parmi
suUX Cllonse:" Morse Uscillator (1), Lhe ULitrac—-Coulomb problewjs g,
Lhe KRosven Roruve osclrllalor |34)], the Hartmann potentiel |a4),[w1].

the Chiali qu monopole system Lel.L71. Lul, Lhe Dirac dyoni uu.

pIroblem, Lhe Kepler problem an a uniformly Curwved LpPaCe

1Y), Lhe Hul Lhen potentiel Li0) .



INTRODUCTION

L'antégrale de chuemin du propaygateur d'une particule de L.y
en inLeraction avec un champ extérieurysreste de nNos Jours un

probiéme dillicirlie & ailfronter 84 cause du deygré de liberté inLeine

du epi1n. MRais une manieére de contourner ce probléme, consisle &

convertair cetle particule de Darac en une particule A
Kiein-borden, qui lua correspond par l'astuce de Focn
“introduction de ia cinquieme variable® un to.. S hole "o
inteygral”. LCilons parrmi les exemples “"Palh 1nteygral derivation ol
black holes radiance * [11]).

Le butl de ce travail sl d'utiliser la technique des

transtormations spatio-tCempporelles, pour ajouter 4 la liste dus

potentivls solutionnés, le potentiel écranteé ( paru dans
J.Rath.Phye .3 (<), rebruary 1991) et de déterminer lusy
propagateurs d'une particule de spin 0 et 1/2 v souall ¢ A

l'action d'une oide plane e¢n utilisantl 1l'astuce de tock (eoumis )

UDans le premisr chaplilire de ce travall,on examinera cerlain:
avpecle généraux de L1'inléygrale de chemin ,el nous exposeroi
ssulement lew oulile uliles auXx déveleppemuents deo chapitiruu
uitérieurs.

Le svecond cliapllre, sera consacré 4 1'étude du potentiui
écranté wvia Lla variéiLé sSU(l,1), convertie par le moyen d'uns
Crans lormalion spalio—Lemporellie. Leo lonctione d'onde e¢L luo
étieiIryireo ol déduliles pour les cas discret et continu.

Lo Lroisiéme chapilire,lraitera le propagateur de Kleln-uordon
pour une ounde éleclLiromagnélique plane,moyen par lesquel on dédui L

facilemenl le propagyaleur associé & une particule de Dirac. ULone
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chaque cas les lonctions d'onde seront déduites.

Le dernier chapitre jconstituera les conclusions générales de

ce Cravairl.
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INTEGRALE DE CHEMIN

1.1) INIRODUCIIL1ON

A colLé de ia tormulation de Schrodinger et celle d
Her1senberq de la mécanique quantique, 11 existe aussi une
troisiéme version équivalente mais beaucoup plus naturelle,

appelée methode d'intégrale de chemin de Feynman. tvidemment,cette
approche n'apportie raien de nouveau d la mécanique quantique, ma.
elle contient an elle A 1a tolis l'étrange principe <
superposition et la limite classique. C(Ce qui donne 1*impressio;
d'dtre encore proche de la mécanique classique, Lout en étant dan:
la mécanique quantique.tn outre, elle oftre des avantages
mulitiples, par exemple, elle Tacilite la qénbralisation deo
systémes non relativistes 3 des systémes relativistes, l'extens.
du deqré de L1iberté d'un nombre tini & L1'intini et la tormulati:
de la méconique quantique dans des espaces—Lemps courbés. Le coeu
de ce tormalisme est le propagateur qui contient toutes lLe-
intormatlions du sys Léme physique. Lonnaissant le laqranglier
classlique dJu syslédme, ce propagateur est tormulé comme étant une
somme sur Lous les chemins poussibles (principe de supeposition
d'une certaine amplitude dont 1la phase est proportionnelle
1'action du systéme ( spproximation classique ) correspondante a:
chemin.
Le Lut de ce chapitre est de formuler cette approche a 1
teynman & partir dus principes de l1a mécanique quantique B ¢

d'exposer quelques propriétés yénérales de ce tormalisme.
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I11.2) PRINCIPLES GENERAUX UE LA MECANLIQUE QUANI IQUE

Avant d'aborder la tormulation de l'intégrale de chemin, il

est utile, ma8me nécessalre, de rappeler quelques principes

généraux de la mécanique quantique, qui sont 4 la base de ce

formalisme.
tn premier lieu, citons d'abord le principe d’'incertitude
d'Heisenberq dont 1'énoncé 1le plus simple est: &

un lnetant

donné,1a position et 1la vitesse d'une particule quantique ne

peuvent 8tre mesurbes exactement et simultanément. Par conséquent,
ce principe interdit l'existence d'une trajectoire bien determinée

et bien détinie. Ce qui wveut dire que la nature a renoncé A 1lo

description déterministe, capable de prédire le tutur exactement,
en revanche d'une description moins détaillée, qui ne prédit que
1a probabilité des dittérents é&vénementis.

Le principe suivant est qQu'a 1'événement possible est
assoclée une amplitude de probabilité, gqui est en général un
nombre complexe. La probabilité de 1'événement est représentée pa-
le carvré Jdu module de celttlte amplitude, ¢C'est a dlre.évbnement:
particule gquittant le point a a l'ainstant tLa, allant vers le point
b &8 J'inslLant Lb, aveu tb)La. L'ampiitude de probabilité associbe
A celL evenamenlL estl K(b,a). La probabilité de 1'événement est
P(b.a) = |k(b,a)}”

tnsuite vient lLe principe de superposition:

Lorsque 1'événement peut se produire suivant plusieurs voies,

1'amplitude de probabilité de L'événement est donnée par la somme

des ampliludoes de probabilité correspondantes & chaque vole.
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Soit Ki(b,a) l'amplitude de probabilité correspondante & la voie

(1). il vient que:

K(b,a) = z Kl(b.a) (2.1)
]

Si, en outre, la particule emprunte le point ¢ & 1l'instant tc
pour aller de a vers b, avec t.(tc(t6 un autre principe pourra
s'appliquer: L'amplitude de probabilité pour aller de a vers b
¢sl le produitl de 1'amplitude de probabilité d'aller de a vers c
par celle d'aller de c vers b.

K(b,a)| = kK(b.c) K(c,a) (2.2)

Normalement, l'utilisation de ces principes et le recours &
1'approximation classique quil est une caractéristique de la
mécanique quantique, suttiraient a la description "complédte” de la
nature. Cependant,cette analogie classique n'est pas toujours
pussible eL la description Nn'‘est pas aussl bien campldte.
L'exemple le plus convaincant est celui de la particule avec spin.
Le spin n'a pas dJd'analoque classique et 1l ne retrouve sa place
qu'en théorie gquantique relativiste. De ce tait,les développements
ulterieurs de 1'intégrale de chemin seront pour une mécanique
quantique non rejativiste et sans spin.

11.3) FORMULAITION Dt L'INTEGERALLE DE CHEMIN

Contraitrement. 3 18 particule classique qui emprunte des
chemins partliculiers (chemins classiques) pour aller d'un point a
4 un point b, la particule quantique prend tous les chemins

possibles entre ces deux points. Uonc l'amplitude de probabilité



INTEGRAILE DE CHEMIN

d'un tel événement peut 8'écrire, d'aprés le principe de

superposition, cité ci dessus comme

K(b,a) = z ® Lx(t)) (2.3)
:ig:::l Lf:on :"anaro b

ol ¢ Ix(t)] est l'amplitude de Probabilité du chemin x(t) liant
a et b.
Postulons, en Plus, que 1la contribution de chaque chemin ajt

une phase proportionnelle a l'action S(x(t)), quti correspond au

chemin x(uv).

® Ix(L)) = Const oxp[ (1/h) Six(t)]) J (2.4a)
'
b
ou SIx(L)| = j L(x,x,t) dt (2.4b)
t
L ]
et Lix,x,t) le lagrangien du systéme ( La constante de
Nnormalisation de l'amplitude étant convenablement choisie),

tn vérité, ce choix de ¢(x(t)) et S(x(t)) n'est pas arbitraire.
11 résulte d'une Analoqie entre lesg systdmes Quantiques et
leurs correspondants Classiques. C'est & dire quand h — o, 11
esl #isé de wvouir qQue s(x(t)) détinie par 1'&quation (2.4b)
devient 1'aclion tlassique et 1'ampliitude de probablilité prend 1a
torme tlassique K(b,a) = constexp(i/h Scl) ou Scl- S(;) est
) 'action tlassigque, avec x Je chemin classique de 1la particule.

tn ettel, une preuve peut 8tre esquissée en appliquant 1la

méLhode de 1a Phase statlionnaire, qui consiste en ce qQui sujit:
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L'intégrale de la forme suivante:

+@®

F(A) = I dc oxpl—)‘rt(t)J

-®

-e réduirc, Quand A —/— (0, au tacteur dominant suivant:

/ 2RIA

Q) =/ T oxpl% r(t ))

ou tovérltxo l'édquation T'(t)=0.
Vans notre case la méthode nécessite quelques moditications duss

au falt que 5(x(CL)) eet considerée comme étant une tonctionellie

de x(L).

Alorse l'applicatlion de celtte tormule deviendralit

I -—
h — 0 » K(b,a) C expl —S(x(t)))
h
- - o5
ou XxX(L) wvel solullion de ox - O, donc de 1'équation d'tuler -
Lagrange(chhemin claselque), eL C un facteur dependant de lLa

dérivée seconde de S(x(t) ( méthode WKH ).
NoLone enfin, que Jusyu'licl nNous n'avons pas explicité ce que
signitie "vummation sur Lous lee chemine possibles”. Ce que nouun
allons tenter do Taire maintunant.
11.4) LA SURAL SUR 1UUS LES CHEMLNS:

Nous subdivisons d‘'abord 1L1'intervalle de¢ Ctemps (tb—t.) en

N anlervaliese L -

5 tJ_I = & 3 tb—t.- N &€ , avec to = t. et t"- tb.

Ve cettu manidre, chaque chemin peut 8tre détTini discrétement pa:
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une séquence de pointes (xn-a. M 4 o o o o o o @ x ) qui,d 1la

} 1
1 N-1"' N

limite € — 0 , deviendra le chemin continu x(t). Alnsi
L'amplitude du chemin x(Y) sera une tonctlion de la séquence de
points et s'écrira : ¢(xo....... Xy ) qui,a la limite € — 0.

dépendera evssentielilement du chemin continu x(t).

Maintenant, en appliquant le principe donné par 1'équation (2.2),

il vienti que:
N

¢(xn. ...... X ) =T ¢ (xj.x’_') (2.9)
‘.)21

oD ¢(xj.xj_‘) est l'amplitude de probabilité de la partie

du chemin 1limitée par Lles points x et X s QuU'on définera

J j-1
parila sUIte .

Alors, la somme sur tous les chemins est obtenue, en intégrant su-

tous les points (x . x

0 gt e x_ ), les point:

N-1° ]
tinaux a et b édLtant rixés.

Ce qui donne pour L'amplitude 1'écriture grossidre suivante:

N-1 N
K(b,a) = M dx, J] ®(x ,x ) (2.6)
jmr dyaq 4T

tn prensanl la limite ¢ — 0 de celte expression, on aura pri:

en comple Lous les points du chemin et le résultat s'écrirn

correctement, comme:

- ]
K(x ,bL % ,t ) = 1lim Mmdax T§ ®(x .x_ ) (2.7)
h* ' n® a f— 0 J je1 ’3.1 y -

10
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1 i . .
oD ¢(xj.xj_1) - Py exp[ ? 5’("1"‘1-1) J (2.8)
avec A la constante de normalisation de l'amplitude et
s(xj.xj_’) l'action entre les instants tj et tj_1.

Nous exigerons de plus & S(xj.xj_1) d'8tre une action classiqu:

L
|
s(xj.xj_1) = Mini I L(x,x,t) dt (2.9)
L
Jj-1

Ce qui donne ftinalement:

N-1 N
) 1 1 . .
K(xh.th.x”.tn) = fim [ n de n —ry .xp[-—- s(”j'”1-1)] (2.10

£F— 0 je1 fe1 h

ou S(xj.xj_1) est donnée par 1'équation (2.9).
jormellement 1'équation (2.10) s'écrira:
(xh,th) .
i b )
K{x ., x ,L ) = P x(t) expl_ ——I L(X,X,t) dtJ (2.10"
b h a a Fl N
a
(x ,t )
a a

l'expression de S(xj.x'1) détinie par 1'éequation (2.9) n'est pas«
raclle 8 calculer pour & arbitraire. louletfois, une approximation

peut 8Lre talte sur S(xj.

premier ordre en €. tlle deéecoule du Fait qu'une erreur d'ordr

xj1) Qqui consiste & ne retenir que ic

1
supérieur & un en €, 1ie € *A dans s(? .7_1 ). Nne contribuera pi

dans le calcul de 1l'expression (Z.10).L'erreur s'accumelera en un:

oerreur £' 7 (1/6€ ) quir s'‘annule & la limite € — O, od (1/¢)

i1
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désignea le nombre de tacleurs dans |'expression (2.10).
vans le cas d'un lagrangien quadratique en X, un.
bonne approximation de S(xj.xj1) est donnée par:

X +X X - X t ¢t
. - J -1 J J-1 3 J-1
b(xj.‘J") € L ( 2 . C . 2 )

(2.11)

ol 1'on voil déjd apparaitre ce qu'on appelle le principe du mid-
porntLl (voir sectlLion (/7)).
Pour un lagrangien indépendant du temps et ne contenant pas d:

terme linéaire en x, l'expression (l11) pourra se réduire a

S(x ,x 1) = € L(x, ,

Xy e ) (2.12)

c'est le caoas, par exemple, d'une particule soumise au potentiel

scalajire V(x). 2
) - m (xJ—xj_1)

|- 2 €

s(xl.x - € V(xj) (2.13)
Notons, pour Lerminer celte section que de 1l'équation (2.7) 11

découle une propriété interessante de 1l'amplitude:

K(x ,t sx L ) = [ dxc K(xb.th;xc.tc) K(xc.tc;x..ta) (2.14)
pour L~(Ln(th. qui indique que les evenements ont lieo:
successivemenlt dans le temps.

tn etlel, cholsissons dans la subdivasion to.t1......tk......t".un
1nstcant L* quir sovil entlre tnet L'male suttisemment loin d'eux

pour gue les durées Lk—tnot t.'”—t:'r puissent etre mesurables.

C'est & dJire L".....L.....,L*.l

12
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ol k et 1 tendent Lous les deux vers L'intini.

Alors, 1l vient

J k-1 k Kel-1 kel

K(x ,t_ 3% .t ) = fim Mdx T &(x, ,x ) dx ] dx_ T] ®(x ,x )

- b A e €— 0} ja1 Jdya.q 1 171 Yyekerdganer 1 970
(k,1 — ®)

et donc

bzxc-tc) K(xcotc‘x.ot.)

K(xh.th:xa.ta) = J dxc K(xb.t
(ou 1'on a pose tk-tc)
cette relatltion reste valable seulement pour les systdqmes ayant une
action qui veritie la relation de localité:
S(b,a) = S(b,c) + S(c,b)
11.%) FUNCI10ON D*'ONDE

on a vu précédemment que k(xh.tb.x..t.) représente

L'amplilude de probabilité pour que la particule aille de . a

' . h ' - ™
1'anstant L. vers xha 1'instant Lh. ou (x'.t.) et (xb.tb)

désignent respectivement le passé et le tutur de

1'événement.

Oubliant son passé (x..t.). sachant qu'il est quelque par

antérieurement, cette ampiitude de probabilité pourrai:
alors exprimer une amplitude de probabilité de présence au point
X, & l'instant Lh. qu'on appelle gbnéralement la tonction d'onde

de la partlicule.

K(xh.th....)- v(xb.t ).

b

Lles points signilient que le passé est sans importance.

13
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Ainsi dé1ainie, 11 est aisé de voir que cette fd'onde véritic

1'équation 1intégrale suivante:

$®

(x,t) = J K(”otvxovto) V(uﬂ'tﬂ) dxﬂ (2.1%)

-

ol k(x.L.xO.to) est l'amplitude de probabilité d'aller d.
(xn.L“) vers (x,L) dite souvent propaqateur de la particule.

Pour obtenir 1'équation (2.1%) on a qu'd poser dans 1'équation

(2.14)

K(x,t,..)= ¥ (x,L) et K(xo.to....)- v (x t ) , les polnts

désignent un passé antérieur 3 ( X to).

L'équation (21.1%) signitie que connaissant la tonction d'ond:
4 1l'instant t,1l est possible de déterminer son tutur A& l'inst-
ant L)to. lout son passé antérieur a toost contenu dans la

tonctlion d'onde initiale W (xo.to).

Prenant la limile t— to dans l'équation (2.1%); il vient:

+ O

P(x,L) = [ 1im K(x.t.xo.to) v(xo.to) dxo
t — 1

0
~-®

qut montre gue K(x.t;xn.tn) véritie la propriété suivante dite

“"condition de normalisation®.

Lim K(x,t,yx ,C ) = 6(x—x0) (2.16)
L 2
0

11.6) EQUAILUN Dt SCHRODINGER

Dans cette section, nous exposerons le cas d'une

3A
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particule soumise au potentiel scalaire V(x) en utilisa
l'expression (2.14) pour S(xj.xj_l). Par contre, pour le cas d'u
potentiel vecteur, l'introduction du Principe du mid-point est

nécessaire (voir section (7)).

Pour une durée t—to- € —/™ 0, 1l'équation (2.15) et 1'expressic

du propagateur nous lailesent écrire:
2
: (x=-x_) .
1 i m 0
v(x.tn* €) -J A exp[ - L 2 T - € V(x )JJ v(xo.to) dxo

posant x—xo = 1) .to-t. i1 vient

exp[ —'-[-—m __rﬁ _IJ oxpl %‘ﬂ—]wx—n.t)

"(X.t"C) - J dan _
h 2 € h

La premifre exponentielle wvarie rapldement saut Peul @8tre acL

Y ama]
volsinage de n _ 0 tel que N soit de 1l'ordre de / € . Sachant que

les autres tacteurs sont Jlentement varjiable avec N (continuité de
la tonction d'onde Y(x(L))), il wvient Que Jles seuls chemin
qul contribuent dans I*intégrale de chemin sonNt pour lesquels on

ij > ¢y ¢ qQui montre le caractdre Hrownlen du mouvemen

a
quantique (discontinuité de la vitesse -J;L

).
Véveloppons V(x-N,L) en eérie de laylor A L'ordre Z en 11 donc A
1'ordre ) en r Puis intéyrons sur n et développons V(x,t+€) et

expl 41£!111—J a l'ordre 1 en €, on en déduit tacilemer .
h

L'équation de Schridinger pour ¥(x,t), aprés avoir identitié A 3:
[

2RI hE
A = »

1
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(2.17)

Q

ou H = -—E—-* V{x) et P = -1 h

Q
x

Une généralisation au potentiel dépendant du temps V(x,t) est

possible donnant un reésultat analogque & 1‘'équation (2.17). Saut

Lt ot
peut 8tre qu'il ltaudrait utiliser la discrétisation — -1 pour

1'axe des Lemps.
Montrons maintenanti que le propagateur peut 8tre considéré comme

tonction de Green de 1'équation de SchrOdinger.

11 & érvé détini pour tb)t.. comme ftonction d'onde au point

(xh.Lh) alors on peut atftirmer qu'il satistait 1'équation de
Schrodanger (Z.417).

- dK
1h dLh - HhK = 0 pour R’) o

a
tn outre, imposons ia condition k(xb.tb.x..t.)-o. tb( t. qui
exprime le tajt que le propagateur ne propage pas les tonctions
d'onde wvers le passé. Ce qui est contorme & wune théorie non
relativiste,

11 convient de poser alors

i(xb.tb;x. Pt ) = O(t T ) K(x Lt s Lt )

tt on montre facilement, en utilisant la proprietée (2.16) que K

salislail 1'equaltion de Schrddinger suivante.

- AK — - : :
ih ot - H kK = an h(tb—ta) b("b-"-’ (2.18)

Pour un hemiltonien indépendant du temps, les fonctions d'onde

solution de 1'équation de Schrodinger, ont la torme simple:

‘16
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ikt

exp (- )b (x) o les @(x)véritient 1'équation aux valeurs
h

propres He = ¢t ¢ L constituant ainsi un systéme

orthoqonal lermé pour 1'espace de Hilbert “"espace des

tonctions d'onde".

Véveloppouons alors la fonction d'onde sur cette base et comparon:.

l'expression obtenue avec 1'6quatlon(2,lb). on obtiendra la

propriété suivante:

Zl - 1k
O(Xb) ¢ (x.) .XP[-'_E_(tb-t-)] pour tb)t.
K(xh.tb;x..t‘) =

0 pour tb(t.

(2.19)

qul exprime le dbveloppemont du propagateur en fonctions d'onde

le symbole zj désigne une sommation sur les états discrets

et continus.

les développements ettectués Jusqu'ici, sont wvalables pour

des sysilédmes A une dimenslion. Une généralisation 3 une dimension

1 k
quelconque k esut possible, en remplacant x = (Xpeeeiiiox ) et

A = 2R i hF k/2

Dans 1e cas de d particules on aura:

1 k 1  §

1.. ------ .ld..........xd,

17
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2ZNARE w/2 ZRANE k2 ZRANE
osl;ﬂ"("—'m—') (—m— ........(_1__,I(/2
1 2 md
Une tormulation de 1'intégrale de chemin en langaq::
d'upébrateurs équivalente é cuelle d'en dessus eat aussi
postsible, partant de 1'equation de Schrbdinger et vutilisan:

l1'approximalion suivante comme formule de base.
i £ tc. [ ' 2
pxpl-—‘—(IOV)j = e)(p[——_ ! } pr\.—‘—_v } + O(C?)
h h h

Lette approximalion est eéquivalente a ]l'hypotheése (2.9).

V1{) PRAINCILIPLE DU MID POLNT
Nous avons montré dans 1a section ( 11.6 ).

l'expression (2.12) de S(xj.x'_1) 11 érait possible de

qu'avec

retrouver

1"équation de Schrddinger pour une particule soumlise A i

potontiel scalarrev(x). Par contre, dans le cas d'un

veclteur 1'approximation n'est plus valable. La situation

potentirc

n'‘est pas

81 simple cao! 11 n'est pas clair comment éveluer discrétement,

le vLerma dt. Ax présent dans 1'action, atlin de

1'équation de Schradinger suivante.

th —T"— = ----1—-(—aﬁ

ae, om Ix

- —GA)?'lp+V|p
C

loutetloist, 1) «'avére que 1'expression (2.11) de s(xJ

Plus salicslialvenle, du talt qu'elle rentferme en elle

appel e le principe du wmid-point. Nous n'allons pas
L'équation (<2..0) & partir de cette prescription, mais
JustLilaier. ta daillitculté reside dans le ftait suivant:

ULirliser J'égallile survante dans 1'intéqrale de chemin

14

retrouver

(2.20)
xj_1) es:
ce qu'oaorn

démonlrer

Juste 1la
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' N N
b . .

J dt AX = 24 (xj—xj_1)ﬂ(xj) ( ou EL (xj—xj_1)a(xj_1) ) (2.21)
. Jj=1 1=

ntest pas correct, parceque le mouvement de la particule, en

tormulation 1intégrale de chemin,est un mouvement Brownien, (C'est

3 dire, les chemins qui contribuent sont ceux pour
r'—'—-!
lesquels on a: ij - XX e Y €

Ainsi la tormule correcte & appliquer sera:

b P i aA
[ gt Ax = dx A - (172 - 0) dt prpo (2.22)

L
n E. ] ]

avec 0< 0 < |

tn vttsL : boal H({x) une fonction telle que d:x- A(x)
on a: f " dx A = l!(xb) - B(xa)

»

n
tecravons maintenant | H(xh)— U(xn) )] comme sulit :

N
H(x )- B(x ) = 24 L B(xj)— ”("1-1’ J
|=1
Véveloppons la ditltérence | B(xj)— B(xj_i) J en sérle de Taylor
Jusqu'é lL'ordre 2 en Axl donc & l'ordre 1 en & e« 11 vient
6 1 JdA e 2 a

OG- BOx ) = A0 e =% )+ (- - 8) g (X ) Cx mx, )08 )

Les ordres supbrieurs a 2 sont néqligés puisqu'ils donnent une

contrabutlion nulle en intégyrale de chemin.
Avec xﬂ ] Vs 6 < 1

| x'_'4 (xj—xj_1) ou
Sachant que (x‘—ul 1)2 >~ €, on aura alors

19°
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N ~
\‘ 1 - dna 0
Bx, )~ B(x ) ld”(! ) (x *Nj_i)*( >~ &) 24 e (xj)c
"1 j=1
avec 0SS 0 < 1
Ce g1y Justilie 1'équation(2.22).
~ X x
; J*7y-1
vour 0 = 172 donc ’(’- XJ- ':—J
on a : . »
. \ X +x
It A% - (x -x.  ya(——1, (2.23)
‘ L A 1-1 2 :
| | =1

quir est le résultat correct justiliant ainei le principe du

mid-point.

Pour clore cette section, notons que l'utilisation de l'expression

T ¢ e 2 2 =
(¢.23) donnerail 1'Hamiltonien -7;-(p - e A )"+ V dans 1'équation
de Schriidinqger ,alors qQue l'gxpresslon (2.21) donnerait
-2 2e -~ e
} "hami )l Lonien o (p - —Z A p »+ > A ) + V.
c
. .‘ GA»
Lee deux hamillLoumiens sonl dittérents par le Lerme -E;-( ——g p £
gqui nn'est poo Loujours nul.
Nobtong enlfin , que dans le cas du potentiel scalaire la

prescraplLion du maid--point n'est pas nbcessalre, puisque ses apports
sont de 1L'ordre de E“q (a>0) par rapport a celles du

pré-posnL(ta0 ) ebL post-point ( 6=1 ). Dans ce cAas on dir -

que ces Lrois prescraptions de discrétisation sont équivalentes.
Viil ANIEGRALLE DE CHEMIN DANS L'ESPACE DES PHASES
Danu coelle sevction, nous développerons l'intégrale de

theman dons 1'eospace des phases & partir dJdu ftormalisme wusuel

20
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d'opérateurs de 1s mécanique quantique. Ektn considérant touL
d'dbord le propagateur, comme étant 1a représentation position ¢
l'opérateur d'éveolution &(t;to), puis approximant ce dernjier
jusqu'd l1'ordre 1 en €. L'hamiltonjien Correspondant A ﬁ(t;to) est
celur d'un é&lectron soumis 3 un champ électromagnéthue expriméa
par:

1 -~

2 -~
-m (p -

A ) + vV (2.24)

b )

ole

Dane celle expression le couplage classique PA est remplacé par
172 (;;+;; ) dons sa wversion quantique. Il s'ensuit qu ' il lu.
correspond la reqgle de correspondence de Weyl. UVans ce qui suir,
11 el montré qu'd cecie beyae Lo correspondance, ecst associbe
la prescraiption du mid—-point dans L'vspy w2 dJdes phases.

- Nous avons vu que le Propagateur salistaitl jes équations (2.186)

el (Z.18). DLDone il est poesible d'en dédulre leurs anailoques er

formaliome d'opérateurs, comme suit H

- ) - - -
ih ;L T My UCe st ) = b S(E -t ) 4 (2.251)
h
M(Lh;L.) = 9 (2.25'')
avec x(xh,Lh;x.,c~; = ( xh' u(th;tu)lx') (2.26)
od |x ) #“L la représentalion position. tlle est constituéce

"~
des voclLeursg propres de 1'opérateur position x | %) = x I x>.

-
Uane CellLe représentation, l1'opéreteur impulsion p est
Fepr P - J
Presenlée par —-i1n % °
Aing, alors, i1 st aisé de voir Que les relations de

cCommutalion Yyui reyissent la dynamique sent :

'z
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Ix ox = Ip ,p ) = 0 ; Ix .p) = zh (2.27)
Parailélement a cetle représentation, i1 existle auss i 1-
représontation Jdite d'impulsion lp), vecteurs propres de
ltoperateur d'impulsion p |p) = plp) .

La posalLion est representée dans cette représentation

-
par: - 1h ap .
Les relaltions d'orthonormalisation, de termeture et de passaqr
d'une représentation 3 1'autre sont données par H
Cfxt ) = dx—x'); plp*> = S(p-p*) (2.27')
rdx |x)(x|= b : [dp Ip)g 2.27"'")
’ i | 2 (2. /
r_ -

(x|p> = (1/¥2rn ) expl(ifh)px] (2.27°''")
Maintenont., subdivisons l'intervalle de temps tb—t.en N
lntervalles de lonqueur € c'est a dire tb—ta- N €. L'utilisation
de le proprifté du semi-groupe de U sulvante (l'équivalente de
1'équation (s.14a)).

U ; a .t . - 2.28

(L st ) Tt(tb.Ln) H(Ln,t.) pour t ¢ t ( €, (2.28)

nous laisse écrire Ll'expression évidente sulvante:

~ n ~

1[ '_ : = [0 o -.29

{ h.L.) n U(LJ.L1_1) (2 )
I1=1
avec P = : ; t our =1,....,N=-1
ve Ln Lh' Ln C.} t1-1( LJ( Je1 P .

fon sous.entend 1ca que le développement du produit Ml soit ordonné

“Ulvenl les Lemps décroissents )

'NMtrodoruons alois la

relation

~

de termeture correspondante )

22
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Chaque ‘lngtant t [ ] J-lp-o-....,ﬂ—l

X = XL ) jdlexj><x'|- 1 (2.30)

1 osl aisement obltenu de 1'6quat10n(226)

que:
N-1 N

R T = dx MU(r > .
MO ety i X e t) in | 'U1< | AATRATUER] LI (2.31)
In Lendanl cetle procedure o inting (N — o ) il seraijt

possible d'approximer 1'operateuyr 1nf1nitaslma1 par

ﬂ(tj;t ) ¥ L ~ (iE/h) N (N — a)

§-1 (2.32)

~
ot H désigne 1*hamiltonien duy sys téme éq.(2.2a).
Neportant L'équation (2.32) dans (2.31),., on aboutit » l'expression

su.vante du propagateur.

N-1 N .
KOG e byix et ) = lam JJF'U”, 1?1( x| 1 - (iesh) w Ix,_ > (2.33)

En introduirsant, L& encorey la relation de termeture dfétinie suyr

lus p, ( les pj seronl détinies Por la suite)

fdpilp')(p’l - 1 (2.34)

T1 vient alore

-
.

N-1 N -~
K(xh.thsx..ta) = Lim_ j,"quljg1< lepj)(pjll-(lclh) N |u1_1>

(2.3%)
GUthlLuanL maintenant M Par son expression (£2.24), on aura:

23
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(pjlx-ur./ﬁ) H |xj_1> = .xpl(-;c/ﬁ) z(J.J-z)J (pj|xj_1) (2.306)
2
, 1 i rdid ~ ® 2
ou &(J.3-1) = (pj- o P, A g“;‘vj

avec “, = (A'+ A'_1) /] 2 = A(xj) (& Ll'ord-e 1 en €)

et x, = (X’* o ) /2

Les Lermes A LA et V sontl obtenus dans L'équation (2.306) avant
1'introduclion de la relation de termeture (2.34).
Finalement, on obtient l'écriture de propagateur dans

1'rspace des phases en utilisant la relation (2.27°''').

j N-1 N dpj A :
K(x._ ,L 3% ,L )=_1A11m mdox T = expt-:—[p (x -x )—cl(J.J-l)}J
b b a n NA(D je1 ‘1'1 2nh A i | i-1

T

(2.37)
2 2e ~ e >
X(3.a-1) = - A+ A + Vv
oun &(J.J)—1) Fy (Pj el R 2 P ;
C
el Pj(lt"*|_,)"57(J.J—l) est la représentation de 1'action

S(ied-—1) exprxm&v en tonction des wvariablesde 1'espace des phaseas

(.p). tormejlemenl 1'5quatlonpul) s'éecrira comme suit

1
b
MO oL ax L) = P Pp oxpl-%—I Llpx - & JJ (Z2.38)
. ) h t
L]
Lite teprésente 1'intégrale de chemin du propagateur détinie

dans l'espace des phases. La somme sur tous les chemins posesibles
esl éLendue asux Lrajeclolres de cet espage des phases (x,p).

Comment sont. dél’ Jufces trajectoires?

A
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La particule se meut du point x 1au point xj durant le tCemp- .
(t 'tj)' pendant oue 1'impulsion reste constante, éqgale & p..
-1 '

L'intervalle de Utemps sulvant, elle change subitemenl de wvaleur

£ p . -

et devient )

Piea
bonc il y & conLinuité sur les variables X et discontinulités sur

les variables p ( mouvement Hrownienh). Un reconnait aisement icil le

“principe d'incertitude de Heisenberg".

11.9) APPROXIMAI {ON WKH

Partots dans des conditions physiques spécltiques, une
approche sami--classique pourrait éLre salistaisante ] Ja
description guaentique d'une particule., Vans ce cas le comportemenrn!
clossique serail trés dominant. C'est & dire le paquetl d'on:
représentant Ja particule serait trés reslLreint avtour de so
cenlre de gravite (position moyenne) et ne s'étalant pas au cour:
du temps de manidre que 1'évolution soit quasi ment- classique.
Vans !a version 1nLéqgrale de chemin, cette situation se rencontre
quand b —>3 0 el les chemins sur leesquels on somme, sont proches
du chemin classique x & l'ordre 1) (/r—n_). Ve la sorte, o~
dévuloppanL L'aclion ou wvoirsinage du chemin classique, on n
tiendrae comple que de lo wvarialion seconde de |1'action. Le
ordres ocuplirivure A deux seront négligée .
S0aL x 1te chemin classique, développons 1l'action au voisinaqe de x

Lel quu,

X (L) = x o h y(L) , on obtlient?
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- — 6 PN ‘
spa(t)) = Skxtt)y = /f; o n I_ y(r) + (1/2) h ; v ()
b §

Hx X
(2.39,
pu fait que X soit l'action classique et Hh tende vers zérco.

j'action prend le forme suivante?

. ! . Fl (525
six(t)) = bClunslque+ (1/2) 2

Ox

I yz(t) ' (2.40)
Ix

pe telle sorte que Jle propagateur s'écrira comme.

‘ (y=0,¢ 8 >
g C e expl(i/h) s Dy ex (i/2) b s 2 t.-:
K(x oL 3% o’ P Clasalque y P PRE y ( )J
{(y=0,% )
a
(2.41)
h?'s 2
ot ? l y“(L) esl une action quadratique en y et y , donc qui
Ox -
x

P 'L 8Lre exaclement évalufe. Une 6éLude se basant sur le calcui

variationnel montire que :

- [/
v n"h, (‘525 ‘ 2 / i az Sclasnique
by : - — > .4
y uxp l(lfz) 2 y (t)_l Z7h Ix dx (2.42)
Sx b a
(yeD,t )
"

Ainsi,on obtiendra la tformule de "Vvan-Vleck-Paulil"

K /l a?' Sclaseiqun -
S - = h) s
b h‘xa'tn) 21h axbax expl(ilh) bCllnulquo-]
"
(2.43)
Notons que pour les systdmes quadratiques, cette formul.

deviendra un résultLat exact, puisqu'on aura automatiquement

[ §
& 4. .
$,6 b.---......,B.s nulles pour ces systimes. Et que cette

20
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amﬂmxxmaonn resterait valable, au moina, pour un lagranqgien d-
la forme:

L(x,x) = (m/<) 7 e (e/c)x A - V(x) (2.44)

11.9) INTEGRALE DE CHEMIN EN COORDONNELS POLAIRLS

vans le cas d'un potentiel central v(r), le systém
physique posséd ' symélrie dite «phérique c'est 3 dire qu'i.
est invariant pa Les rotations spatiales. Pour trajiter ce
systéme nécanique quarntique, il ost généralemaent admis de

-~

convertir le probléme & des coordonnées adéquates admetltant
cette sym: . rie; €€s coordonnées sont les coordonnées polaires.
la tormulotion de Ll'intéqrale de chemin en coordonnées polaire-
n'rst pas évidente., Lt utiliser t'approximation polygonale (2.11,
prur ces coordonnées n'est pas correct. Le moyen le plus shr
¢ ‘valuer cette 1intégyrale, c'eslL d'écrire le propagateur en
corordonnées cartéviennes puis intruvduire les coordonnées
bolaires por la Lranstormation :

Xz r san cooh; y=r sinf sind; 2z~ r cosl (2.4a%"

Lonsidérons une particule de masse m soumise au potentie

Cenlral V(r); son propagateur s'écril comme:

N-1
, 2
K(xh.th;x..t.) =g Lim_ J ( = )3'”? n dx!exp[——_l_ Zl_ — (x -x )

24 hE TR h

—CV(;')jJ (2.46)
avec fy =V xf ; ;‘J L L N £

Introdussong les coourdonnéee polaires détinlies par (2.4%) pour
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11 vient en premier lieu :

2 ’ 2
(x % ) = r 4+

-1 h] J-1— ‘
j 4

rJrJ-1(°j'.j_1) (2.47)

ot 11 estl taclle de voir que;

("'91_1) = cogﬂj’j_1 - cosGJcosﬂj_t+ sin9151n91_1c03(¢1—0J-1)
~
avec 91.1_1 = (.,t'ej—‘l)

Apres ces changements ,on aura ;

m 2 ~
oxle—Zl —e (X, ) -CV(rJ)JJ -

h e

X m 2 2 2 ~ ' m_
upl-h—ZL 7F (rj+ rj_1 ) -CV(rJ)jj exp[i L rj 1-1"“91,;-11]

=1 1=1 ihe
(2.47")
2
= M 3 (' ( 2.47o|
et dx' v san ’Urj d)j d'#l ( )
Atin de séparer la partiv radiale de la partie angulaire,
utilJisons la tormule d'expansion suivante:
® Ll
D
u -
ex Z cos¥ - —_— ; o
pl cos |'|_'J any > 7 Z‘LLY'..‘(HJ.OJ) Y b j-1'¢j—1)
=) mu-|
() (2.48)

1
V4172

ou ”'._ sont les harmoniques sphériques et l.kest la tonction de

Bessel modil1be.

Insérons Jes équations (2.47'),(2.47'°') et (4a8) dans 1'équation

(:.'b, el utilisons la relation d'orthonormalisation sulvante:
AN

dg dd r 0 - - i _ N1
[ tJ Tea et v (0 ) sin® = B L5 L, dm e

0 n

F3.
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on  obtientl ainsi Ja torme du Propagateur (z.ae) séparée o
partie anqulaire 1'autre radiale;

: .t- st sr . -
“"h"'h x ) Z‘ 2_‘[ K (r . t.) r“m(eb.ob) rl’m(ea.ct’. )}

e me-)

avec Kl le propagateur radial détinti par :

. N-1 N
i N 3JN/2 2
".”h"'h‘r."‘-’ =pLlim_ (an) (*) Jn v'?dr'j n Rl(J.J—l)

2n i he je1 3 J=1

(2.%0)
ob Nl es donne par l'expression sUivante:
inrh 172 i 2 2 ~ ‘
N (3.3-1) = ) exp[-— =2 (rfe v . ) —ever )JJ
2mr r h J 3- 1
I 1-1
m
1 = r r ) (2.%1)
ler/2 ihe 4 1-1
L'antéagrale fonctlionnelle (2.50) peut 8tre simplitiee en

HLilaisant e développement asymptotlique suivant, sachant qu'a 1la

limite on a £ — 02
; 172 1(1+1) 2 . .
1"112(1) 2>Tq (L72m2) expt Z Oy, + 0(1/¢ )J (2.52)

m
avec £ = —_—r r

1 he yo-n

Le qui donne 1mméd1atement apres simplitication des calculs:

N-1
NIZ
L T ) = 1 im ( = I M or
! b b A " . r.r ‘—00 211 he Je1 |
i 2 ~ 1+1)h
n !"P,_—l zr('f_ Tj-1 )~ EV(r ). _‘m}r— ]
| =1 h J -1
(2.53)
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INTEGRATLE DF CHEMIN
quir représente une jintéqrale de chemin d une dJdimension d'ur
particule soumise s potentiel central V(r)

Plus le potentie;

P
1(1+1)h .
centiLrituqe - 5
Zmr

Notons que l'intéyrale de chemin (2.53) s' 1 ntégre sur les
chemins r(l) tels que rzo0.

Remarque :

La tormule asymptotique (2.%2) n'est correcte que si Re(Z))O0.

Dans notre cas cette tormule n'est pas applicable puisque

‘e D_ rjrj_1 ne véritie pas Re(Z))U. Alors i1 est utile de
1hre

prolonger 1a masse par une partie imaginaire positiv

infinitesimale (m — m+in; n > 0 tendant wvers zéro ), de teli

manidre que L salislrasse la condition Re(Z))0.

Une autre maniére de le talrg. c'est de prolonger 1'axe des
temps dons le plan complexe A un Lemps imaginaire ¢t —— - jt
( rotalion de Wick ). Cette rotation rtait passer d'une jinteégrale

de leynman a une 1ntéyrale de Wiener. Ainsi le Z devient re:

verilliant Re(Z))0.
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FRAITEMENT  INTEGRALE DE CHEMIN DU POTENTIEL ECRANTE

111.1) INJIRODUCTIION

Vepuis que la procédure dite de reparamétrisation des

parcours o 6té introduile 1), le nombre de potentie:-

solutxonnéﬁ par 1'approche desg intéqgrales de parcours ne cess,

d'augmenter el cecl1 malqré certaines critiques ([2]. Parmi ce

potentiels, citons le potentiel de Hulthén qui a trouvé sa
soiution, récemment, via 1'intéqration sur le groupe compact SU(2)
l34]. Ur 1les gqroupes non compacts ont aussi leur importance en
physique, parmi lesquels,on & 1le groupe SU(1,1), qui est unec
continuation de 5U(Z). Le potentiel de POschl-leller moditié et
potentiel coulombien dans un espace courbe sont des exemples ¢

potentiels qui ont pu Btre traités trds récemment par intégratio

sur le groupe SU(L,1) (8], S]]

Le bul de ce chapitre est d'utiliser ce groupe au calcul du
propagaeleur relaltit a un potentie)l eltectit écranté. Sa solutio
par 1a mélLhode dite de tactorisation existe depuis longtem;
tée].11 a €Lé auussi analysé dans le cadre de la méthode (WKH) |/
RMinss qu'il a €éL6 aussy solutionné par 1'équation de Lchrodinge
Ly).

11 s'agit d'une combinaison de deux potentiels centraux:

h Aien) -(A-p) u (
v (l) = + V(r) = + 3.1
r
er 2m’ :r -1 (gr -13

et A .1 wL » sont des constaentes réelles positives détinies par:

. 2 2
- ”l”).." - hl'zl(]*l)
m

Le poltentLiel généralise celui de Hulthén dont on sait qu'il a une

W ) U,et Ze la charge du noyau.

<
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importance particulidre en Physique nucléaire l91. tn plus j) peut

CLre consadéré comme générolisation du potentiel coulombien.

A 1'ar1de d'une Lranstormation spatio-temporelle particulidr .

1l est montré que 1la tonction de Green du potentiel en question s

raméne & 1la fonclion de Green du potentiel moditié de POGschl-ilel)ln
écrite sous sa ltlorme stable, due 3 1a présence des exponentiellec
( section 2 ).
Cette fonction de Green est alors déduite de l'intégrale de chemin
détinie sur la variété SU(1,.,1),., par 1'introduction de deux anglr
d'tuler et une autre transtormation spatio-temporelle ( ULrolsieénr
angle d'tuler ) ( section 3 ). Le spectre ainsi que Jles tonction-.
d'onde des é€élals 1iés sont alors obtenus ( section 4 ). Les
tonctions d'ondes des états de dittusion sont aussi trouvées via
Une autlre Lransrormation spatio-Lemporetie ( section o ). Les
Potentliels de Hulthé\et de l'atome dJd'hydroq¥ne, cas particulier-
du probitme du potentiel écranté, sont donc traités ici deo mAanid
unitibe (soeclion L).
111.2) LA FONCILUN DE GRLEEN

Le propaqoaleur réqgissant 1'evolution d'un systéme

Physique se mouvant dans un potentiel central V(r), est donné

habituvllement par 1'intéygrale tonctionnelle de Feynmann

SuUivante:

. T .
K("'..r‘lsl) = J N r(vr) expl(xlh) J Z(r.r) dtJ (3.2,
0

33
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est ie lagrangien du syetéme ( le point (.) désigne la dérivation
par rapport & € ). Sous sa torme discrdte, 1'expression (2) est 1la

lamite quand N — ® ( € —— 0 ) de:

N N-1 -
K(Tr-riil) = 1im J n (m[211h€)3/2 n drjtxpl(l/h) z S(j-J—l)]

N — o Jje1 1=1 i<
avec | = T - L = N E ol nous avons subdivisé l'intervalle de
tempe | en N intervailes.

2 -~
et S(J.J—-1) -(m/ZC)ArJ- Cv(rj) est l'action durant l'intervalle de

temps [tj_1.tjj.

en outre :

Arj - PPy r, = ffj+rji!l

Contormement & la rétérence |10]), la symétrie sphérigque du

2
{ L R B

potentiel incite 4 un développement en ondes partielles du

propagateur (en coordonnees sphériques ).
@
=Y

K(rf.ri;l) = L/(rfri) 24 (21+1)/4an Pl(cos e) Kl(r‘.rl;1) (3.3)
i=0

~~

od @ - (r..r ) est L'angle entre rr.t r e

et

T
u(rf.r‘;l) - J D r(L) oxpl(llh) I; (m/2) P2 - Vere(r) )dt ]

. N 172 N-1
= lim j T (m/2rihe) n drjoxpl(llh) 5: L
=1

N —® Jj=1 =1

2 r +r 1
Y 3 -1 -
(m/jz2e) (r -r, ) - EV oot - )J] (3.4)

®st le propagateur radial, relatit au potentiel ettectit écranté
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(1) que NoOus Nous propoeons de calculer.

Jusqu'‘'i1c1, lLl'antégrale de chemin (3.4) est mal-détinie car le
potentiel Veflf(r) admel une slngularaité & l'origine (r=0) qui y
antroduirrail des divergences ( chute de la particule eur 1le
centre). 11 est donc nécessaire d'éliminer cette singularité pour
avoir une Lntégraic de chemin stCable Ll11). Dans ce but, il est
prérérable d'1soler la singularité en ettectuant une trencature et
alors une redétinition du propagateur. 11 est commode de

reparamélriser le chemin par une fonction f(x) appropriée,

s'annulant 4 l1la si1ingularité telle que

t
oe = t(x). Ainei 1la

singularité se rejJette & 1'intTin1 et 1'1nt6gra10 de chemin devient

sLable.

La procédure usuelle consiste & substituer un potentiel détini

par:
v (ry = V”rr(r) o1 r ) n

vnrr(n) si r = n

au potlentLiel V. ep(r) dans l1'équation (3.a).
A Co polLeuntLiey vn(r) oﬁtnﬁssoc;zmbﬁ'propagntour K?

n

pour lequel

K. = jam K
n— o0
llxntonant. on esl en position de trouver l'expression stable de

la fonction de Green relative au potentiel (3.1).
introduisons d'abord L'énergie t au moyen de la tonction de Green

Partielie.
_(D

“.‘rr-r.tt) “niim, J K? (roor 30) uxpt(llh) E-'J dl (3.5)
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et utilisons, en premier lieu, le transformation spatiale suivante:

{ r — X3 r € J]0,® |; x € jo, @ | detinie par

r = (-2/v) in(th(e"/2)) (3.6)

Pour voir ce que deviennent la mesure et l'action, en tonction de la

nouvelle variable, nous aurons bLesoin des dérivées suivantes:

Y . (-2/v) (& /sn(e™))
dx
dzr x x xn x l x
= (-2/v) e |(Sh(e ) - e th(e ))/(sh“(e")]
ax
d3r

3.(-z/u)e“ Lish?(e*)-3e"ch(e”) sn(e*)+e’*sn?(e*) +202%)/
ax 3 2
(sh (e ))J

En substituant la prumiére dérivée dans la mesure, elle devient:

N /2 MN-1 N 172 N-1 x x
M (m/2nihe) Mar, =M (msznite)’’® 1 (2/v)(e 4 ssn(e ! ))dx,
J=1 j=1 j=1 j=1

Sous soe lorme sym‘tr;quo. elle devient:
[ ] 1z N-1 x" .o 1/2
M (m/2rihe) n drj = (V/2) Lexp(-x —x ) Sh(e ) Sh(e )]

j=1 Jem1
N x X N-1
M L(2m exp(x +x )/ imvlsnce 1) snee 1N )YE T ax (3.7)
alR |
ju1 yo-r T je1

L'équation (3.b) peul 8tre écrile sous une torme plus adéquate, en

taisant apparaitre ce qu'on appelle généralement " promotor " :
®»
@ - n 3.8"
l(rr.rl;t) n£5m0 J ?l (rr.rl;l) dari ( )
o
ou 27 : ' i intégrale
U I re.r i1) est Le promoteur s'exprimant par une intég

de chemin, suivant i1a tormuie:
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" T
?? (reoor, st) = J D r(t) !XPl(llhl I( (m/2) P2 - Vn(r)+E )dt ]
0

N N-1
- 1im J N (m/zmahe)’’? 1 ar uxplu/h) 5: A(.i.j-n] (3.8)
N D ® Jis=1 i=1 . 31
2 r’+:J_‘
avec A(J),J)-1) = (m/Z2€) (rj-rj-i, - € an ( o )-t |
Lors de la tLransformation spatiusle, L'action A().)-1) se transtorme
3
en, (d_g) -
dr 2 z | dx = X, 2
A(Q.2-1) = (m/f2€) ( ax ) ij ll* : (ijllz)]
X ar
3 Cax ) 1-
x

- € Vv r(x ))-t
L n (r¢ j)) ]
La retenue des développements 3 Ll'ordre quatre en ijost due au

fTait que les chemins qui contribuent dans L'intigralo de chemin,
sont pour lesquels on Q:ijﬁ ve . L'action étant symétrisée

Sulvant la prescraiption du mid-point .

En substituant les dérivées par leurs expressions on aura:

- x 2 2 Ax ‘ Zu;
At )-L1) = LZm oxp(ZxJ)/(u sh(e j)) €) léxj . — (1+e -+

12
n— o

N X x x ;1
((2 exp(zk ) / shie 1)) - 3e d(ch(e V) / sh(e ))] -

-~ -~

x x
€ lE + (A - u) Shz(o l/2) - u sn‘(c jIZ)J (3.9)
AVEC les nolLations habituelles:
€ = , - - - - H ” - 2
L, I VLY ij TR TP R (xj*xj_,)/

Le terme cinétique contient une masse variable. Il est possible de
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je moditier et de rendre la masse constante 3 l'aide de la

transformation ltemporelle suivante:

gr . 2 ... 2 x

- (a4 exp(2x)) /(v Sh (e )) (3.10)
en tait elle n'est rien d'autre que;

dat ar 2

as ~ (Tax !

qui s'écrit sous forme discréte
2 xJ X 1
€ = [(401¢xp(x1+xj_1)/ VP Sh(e ") Sh(e ] )] (3.11)

et sOoUsS 6a torme symétriquo.~ollo devient:

PP I x x x
€ x (A& ojoxp(ij))l(va Sha(e j)) {1+ (Ax:ld) ) lL(. j/shz(o j)) -

x x
( thie T)/sn(e ’))JJ (3.12)
ou
0 = s8' -—o'
) J -1
11 esL aisé de véritier que ia mesure et l'action deviennent, en y

wnsérant l1es expressions (3.11) et (3.12), respectivement:

ol w2 L x, V2
M (mz2rmahe) "7 1 drj = (P/2) Lexp(-x -x_) Sh{e ) Sh(e )1
J=1 j=1
N e M1
M t(m/emaho 7 1 dx (3.13)
i=1 - j=1 s
et .
2x
Al.j-1) = (mfz0 ) Bx® + (mdx'/2a0) 11se ' -
n— o 3 ) ! 3
- ) 2
. , 2% e ® (A-E) /v
Coxp(zx) 7 sn(e Y))g + 00 L - + — -
sni(e™s2) ch?(e™?/2)
Z
h“1(1+1) , (5.14)
Zm
Ur le terme en (Ax:) peut étre estimé et remplacé, suivant la
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procédure de Schulman-~Langhlin, par un Potentiel ettectit purement

quantique comme suit:
((Ax:)) x Jd(ij)(Ax]) '“pl(im/Zhoj)A*fJ(MI2!1haj)’Lz -3 1:?1)2

cC® qui donne l'estimation suivante pour notre terme en:

-~ ~

P4 x
mnx]/zaoj) L1ee ! - oxp (2% ) / sh’(e 4))) =

-~ -~

VA
(-h%0 /vm)|1+e " - ( exp(2x.) / Sha(oxj))J (3.16)
) | :

11 en résulte pour l'action l'expression suivante: 2 2
(mE/h v7)s 1/4

A(J.a-1) = (m/s20 ) Bx° + 0 (h%/um) .2“‘[
N— o 3 f i

shé(e®/2)

(Um(t—l)/hzuz)*1/4 2 -
- - (21+1)° - .xp(—ZxJ) J (3.106)

chi(e™y2)

Aprés avoir prie la limite sur N (singularité rejetée 4 1'intint),
la transftformation spatio-temporelie, nous permet alors d'écrire

l'intégrale de chemin ?l(rr.r‘;s‘) sous la torme:
xr 'l 172
Folroor s8') = (P/2) Llexp(~-x_-x ) Sh(e ) Sh(e '))

N oN-1 _
= lim J n (m/zraho )‘|,d n dxjexpl(x./h) S A(J.J-—l)J (3.17)
N - o J=1 i i=1 j=1

ou A(J,3-1) est détinie par 1'équation (3.16).
Remarquone, cependant, que L'Lﬁéz;nt L| ¢t l'instant tr du chemin
sonL laxése, par conséquent les paramétres s et s dépendent du
cChemin . Celte dependance peut 8tre manitestéeu, evidemment, par

* dar

f 2
la - — ‘.
Contrainte 3 Lr I:l - ' ‘( ax ) ds
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A priori, ceci esl possible par L1'introduction d'une identité
déiinie par L1a fonction O de Lirac. Mais un choix de cette
wdentité s'avére délicat. Contormement a la rét L12), ol se trouve
une Justiltication sa};ﬁtgisgfff: _hous choisissons une identité

symétraque.

kn posant ' = 8’ - & la relation entre 9I(rf.rl:-‘) ot

PAr.r 1) est donnée par;

i ®
ar dr * dr .2,
PArer i) = () (53 J G(I—Io (gx) 9s*)
X x " o0
?l(rf.rlso')do'
ou bien
2 Xe x,
?,(r,.rl;n ~ (4/v) lexp(x _+x )/Sh(e )Sh(e ))
* .’ x X 2
J b(l—j t2 @ /Y Shie )) )fi(rr.r‘;s‘)do' (3.184)
0

ou ?'(rr.r‘;g') eul representée par 1l'expression (3.17).

tn ainsérant (3.18) dans (3.5'), on obtient tinalement, aprés

AinLéyracion sur ia variaeable |, la lonction de Gregn:

x x
l 1’2 ’ . L}
ﬁ,trr.r,ah)u(z/v )Lexp(xfox.)ISh(e f)Sh(o ) ¥ J ’E(lf.xlzﬂ ) ds
o
(3.19)
avec
, o’ .2 42 2x
’Etlr.x.;s') = J P x(s') oxpl(xlh)I de‘'L(m/2z)x " +(h"/6m)e
0
» 2 2 &
(8m yh, 7)o 1/a (Bm(t-A)/h' v )er/a 2 _
- - -(21+1) - exp(-2x )}
sh’ce™ - . NI
' (e /2) th (e /2) (3.20)
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La Tonctaion de breen (3.19) exprimée en tonction du noyau
(3.20) represente une intégrale de parcours ol les chemins ne
s'ettondrent pas (pas de s1ingularité). On dit aussi que
1'expression (3.20) représente i'intégrale de chemin stable. En
outre, iLe potentuaei 1nclus dans (3.20) a la Ttorme du potentiel de
POschl-teller modilib, quir a é6té trés réecemment étudié La]).

Nous sommee maintenant en position d'exprimer 1le noyau (3.20) en

termes d'intéygraie de chemin détinie sur la variété SuU(i1,1).

111-3) LNIEGRALE DE CHENWNIN SUR LA VARIEFLE SU(1;31)

ténéralement, quand on veut résoudre un probléme d'intégrale
de freynmann, on essaye de le ramener, par le moyen d'une
transtormation, au cas de l‘'oscillateur harmonique. Par contre, le

potentivi de POschi-leller moditié ne s'aligne pas parmi ceux de

la lisle des convertibles en osclllaleur harmonique . $Sa
résolution tepose sssentivllement sur les propriétés de son
groupe dynamique SuU(1,1), rsomorphe a 1'hyperbololde unité .

Lea conversion du probleéme sur SU(1,1) nécessite une extension de

-

le duimension de 1-'wvspace relatil & l'intégrale de chemin. Son

a4t Luce F'6pove suli” Jo ormuie asymplotigque suivante:

2R

.xplZqu .- 1(;_c°5a)qu o~ (zu/¢)1lzcxp[—(pz— 1/4)/2 1] (3.21)
0

POur ¢ grand et p entier.

P 2 1/2 , hwy 21172
9%0ne d'abord x = | (-8mt)/(tw)°) et 7 = [bm(A-t)/(lw) ]

*t i1ntroduisone deux variables angulaires « et f par le moyen de



TRAITENENT INTEGRALE DE CHEMIN DU POTENTIEL ECRANTE

la tormule(3Z1), sachant que Oj————* g.

»
Le noyau ?E(x .x‘;s‘) devient avec ce choix de constantes.

f

N N-1
’E(xr,xl;s') = Lim J N (m/zuxhoj)llz N ax oxp[(l/h) E
N— ® Jj=1 =1 1 1!
2174

~ - X p—
(m/20 ) Axf - OJ(hZIUn) eszl -

X X 1
sh(e /2 )sn(e 47 1/2)

12—1/4

~

Iy -2x}

J - oj(hzlum) [(21+1)z+o ]

x x

th(e J/2) Ch(e j"/2)

(3.22)
L'application de ia ftormule —-<{3.12) pour les exponentielles

contenantl les constantes X et Y donne respectivement:

2
.xpl “x v J ~ (Amsh(e Yf2)sn(e 'ly2) sz
x x , - ~
amsh(e ‘/z)ysnqe 37V /2) ¢nihexp(2x )0,
xhuxp(zij) oJ
= 3 ¥-1
‘[daj oxpl(xih)(hxu + 4m$h(e~ [2)sh(e L2) (1—cosaj))] (3.23)
o exp(<x ;o ;
l .3 b ¢ _
.xpl ~(y ~1/4) J’ |Aamen e Ys2)chqe ! 'lz)Jalz
: 5, xj-}. 2% hoxp(zi})oj
2 4rmlh(e " /2)th(e Z)
h.xp(2§1) oj
a4 7 ?_1 .
_[dﬂ, 'xvl(um(hw _ Amch(e “fZ)thie — [£) u—co-Ban (3.24)

o exp(2x o

r’.—
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Reportant les équations (3.23) et (3.24) dans l'expression du

noyau (3.22), on obtient:

an 2R
. " 12 01
s (,(r,xl ;6') = 2 drxf dﬂr lim M (m/2xiho ) n dx
E 0 o N—™ ® i=1 J =1 4

N 2 2 2
1 oxpl(ilh)l(mlzoj) ij‘f oj(hmtnml,e
yo1

-

x| -zi; )

L(21+1)2+e ]j]

N N
n (m/zuihexp(ij)oj)llz 1] (1m/thoxp(2;j)oj)ilz
)= j=1

N xj xl_1 172 N-1 N
T Lsh(e ")Sh(e ) n Z2da df n oxp[(l/h)[hxuj+ hrBJ -
J

o A 10
A tence 1zyente 11 2) (l—cosﬂl)—Sh(.xJIZ)Sh(.xJ-112)
oxp(z;(j)oJ
(l—cosaJ)}jJ (3.2%)
A présentl, 1ntroduisons & la place des variables aj ot ﬂj deux
autres variables appelées angles d'Euler 01 € 0,20l et
ve LO.all| détinies par les relations:
A= (1/2) (8w + B0 ) et B o= (1/2) (bv - b)) (3.20)
ot 2N an 2n 14X
[ o[
0 o 0 0
4vec la condition wo - 00 = 0 (3.28)

En remplagant (3.26) et (3.27) dans 1‘'bquation (3.25) et en
$valuant jes termes linésires en A’jﬁt U’J obtenus, et avec la

€ondition (s.28), 11 vient?
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2R 4R
x X
, x 38') = Lsh(e ")sh(e )3V | ao | a -
URE e| 90 exPL(L/2)(X + 1w,
0 0

e (112) (X=M)P ) Po(x W b . x ,0,0;8") (3.29)

N
P (X oW e® X 20,058 )=Lim j n (m/znitvj)”z(m/zuihoxp(zi yo )'/2
N— ©] ja1 1

N-1 x N
(im/zxhexp(zx )0 )2 1 snce Y) ax de aw i oxp[(i/h)[(m/'zo yax?
TR S IS TRI Rt

-~

2%} -z;j x X 1

—aj(hz/um) o L(2i+1)%+e ] - —2® ___ (ch(e J/2)cnce TY2)

x x
(1-cos(1/2)(&¥ -b% ))-sn(e '/2)sh(e "'/z)(1-cos(1/2)(Mj+A¢Jnu]

(3.30)
Ve 13, déliniseoans W(l.,j—-1) par
x ~-2x a

W(J,4-1) = l(mIZOJ)ij-aj(hZIUm) 2™ L(21+1)%¢7Y, - 20

% o

|
b x xj xj_1 '

{Ch(e ’/z)cn(e "112)(1-cos(1/2)(Avj—Aoj))-Sh(o /2)sh(e /2)
(l-cos(j/z)(Apj+A¢‘,)jJ (3.31)

A c¢ sLade, on est pr8t & convertir 1'équation (3.30) en une
intégrale de chemin sur la variété su(1.1)., en introduisant le

Lroisidme angle d'tuler par la trantormation suivante:
X = 1uE

d ’
- = 1€
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sous forme discrdte elie s'é@crait;

{ x = lﬂﬁj
o = Tj/(E jE 5-1’

T = & -8 et T = g -g

et comme d'habitude, aprés un simple calcul, la mesure s'écrira

sous la ftorme:

N
, . -~ -~

n (./zyuhoj)1 z(mlznxhoxp(ij)oj)1,2(1mlzuhoxp(2xj)oj)llz

i=1

N-1 b | N

M snte ’) ax ad aw = (€612 1 (m/zmite ) (1m/antr 1’2

11 ye1 ) )

N-1

M Sn(E)) dE dé av (3.32)

=1

Voyons ce que devient l'action détinie par l*équation (3.31). En

Premier liesu, le terme cinétique s'écrit sous sa torme symétrique,

. © i rreve e e N z

comme b&tant: B dx .2
. (2 ae =
(m/20 ) Ax% = (m/2T ) Aez + (m/8T ) (AE )‘I. 18 L _ 2
( aF ) Iej
3
( d ; ) |~
df £ J
dx
CL TS

U baen, évidemment,aprds avoir remplacé les quantités nécessaires

(m/20 ) A"j = (m/zT ) A&f + (m/8T ) (AEJ)‘[ -11(357) ] (3.33)

q
ME,’ “st approximé comme toujours suivant la procédure de

Schuxman—tanghxxn pars

((A&J)‘) x 3(1h‘tj/.)z
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tn 1neérant les résultats précédents dans l'expression de W(j,j-1)

(3.31) on obtient:

2 Q.. e
(. d-1)=tm/2e,) BE = (N(2L+1)"T f8m)—(am/T )| Ch(E /2)Ch(E _ /2)
(;-cos(L/Z)(ij—b¢j))—sn(Ejlz)Sh(EJ_1/2)(1-coc(1/2)(A¢j+A¢J))]

(3.34)

Remarquons, e oulre, qu'icl aussi le¢ noyau ’é(xr"r'¢r'xn'o'°‘..)

est rel1é au noyasu reparamétrisé par la relation

®

, s
-172)
Po(x W @ .x ,0.0;8') = (E.-€,) Jlb(s‘-f (llﬁz)dt)
o 0
?B(Er.vt.¢f.6l.0.0=s) ds (3.3b)
ﬂ“ﬁr'wr'¢r'&l'o’°;b) étant Le noyau exprimé par:

N
?F(Erowr.'ﬁr.fi‘ ,0,0;8) = lam J N (mlzuihrj)(i-/zlh‘rj)“z
. N— o) =1

N-1 N .
[l sn(& ) dE ud dy ] oxpl(l/h) uu._;-nJ (3.36)
=1 ) b J1-1

ob l'expression de W(J j-1) est donnée par (3.34).

Mrrivée 1d, substiluuns alors (3.36) dans (3.3b) puis (3.3b) dans

(3.29) @L entan (3.29) dans la tonction de Green (3.19)., on aura:
®

-1/2 . . 172
“Jor.rl;L) = (2/0)|5h(£r) Sh(E‘)J ! J ds'[bh(Er) bh(El)J
o

3 AN ®

s
! 2
W | e expLiasz)(x + PP+ (112) (x-t)‘rjj b(v-jo(ue )ds)

,"Ef.vl' p‘br .F‘l .0003.) d..
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aprés antéyration sur ;4 variabi '
p e &', onoobtlont:

- - - - a z 2 -
6, (r .r st) = (zlwlbh(E,) Sh(g, )) 12 J de -xp[(-—ilh, 421;:) h -J

o

?E(Er.ﬁl;s) (3.37)

ob nous avone tait jouer a L€21+1)°N%/um) 1o rBie de 1°'6nergie
(conjuguée Canonique du temps ractit ). En ce sens, nous l'avons

dérinie automatiquement dicrdte Puisque 1=0,1,2,

- 4R

. 172
P L B i8) = LSh(E ) sh(g )1 J d’rJ- W expl(i/2)(x + e -
0 0

N N-1
(1/2) (X~7)®_| Llim Jn (-/zuhtj)(u/zahtj)”z n Sh(E )dE de ay
[+ V]

n— =1 11
N
n -xpl_(xlh) N‘(J.J—UJ (3.38)
1=

avecl
WILaT1) = (m/2T) BET - (Am/T) LCN(E,/2) CN(E,_,/2)

(1-cos(1/2) (MI-MJ))—Sh(EJIZ)Sh(EJ_112)(1-000(1/2)(MJ*MJ)).l

(3.38"')

Par l'astuce de renversement du temps tj——' —tj La), et
2 ]
x x

l'utiistsation du développement , ch(x) = 1 + 2 v 24 ¢ dans

l'équation (3.38), 11 est tacile d'écrire g (¢ .f is) comme étant
une 1ntégrale de chemin sur SU(1,1)
172 a8 .
?E‘Er.gl;s, = (1/8) lSh(Ef)Sh(E,)J expl(-ih"s/32mh) )
R an

Id.rJ AP expi(1/2)(x « W+ (1/2) (X-1)® ) QAx P .$ % .0,0;8)

) 0 (3.39)

'Ya
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(on a tait l'ewslimation ((AEJ)‘) x (AT /n)z )
3

avec a(Ef.vr.O,.E‘.o.o;-) détinie sur SU(1,1) par:

]
N-1
Q€ ¥ P .8 .0.058) = Lim Jn (am/zxht ) (m/zambhe )'2 1 2xlag

~
h)(a - y a
j]-]‘uxpl(Ll )t lnl'rj)ll (llz)lr(gJ)J (3.40)
ou 9, - gjg’-1 sl 1io ' ®€pinor representation " de S5U(1,1) est
paramétriscée de le manidre suivante:
-19/72 ’ -
..t v Ch(E/2) sh(&/2) ] lys2 o
g(eé,g,¥) = 19/2
0 oi® sh(E/2) ch(E/2) o o1¥/2
eL dg = (x/u:uz)sn(ﬁ) df d¢ dy
L'antéyrale de parcours Q(xr.vr.¢r.x‘.0.0;s) se calcule & l'aide

),0 _
des loncliuns de Bargmann du .(E) {13), obtenues par continuation

J .
ahalylique des Jlonctions de Wigner d" . (E) € SU(2). Les fonctions

»

de Bargmann sontL données pour M 2 N:

0!t E) - N L(1eme)l(n-J) ”altrn(E/:e)J'""lSh(E/Z)J""'

L (I'N*J.-N—J,1+H—N3-$h2(§/2)) : (3.41a)

a' £)m M) ) Fga—-n+d)C(-N-J) JHZLCMEIZ)J m.lSh(EIZ)J"'.
wu{S)=LL/AR=M) LI TR )T (-n-3)

2t (140, +M—J,1+R-N};-Sh (E/2)) (3.41b)
J,0 M-N_ 1,0

et Satistont & la propriété de symétrie d“..(E) = (-1) d.'“(f)

POur m ( N.

Suivant l1es valeurs de J on a:

dus séries discrétes si;
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R=l+d b+, ., - - POUr Oms
Ju=LJ2,0,0/02,2,.. .
R=—-U-1,-u-2,... POUr Om-—

et des sorloq continues si:

Pz 0 R=0, 21 22, ... -
re(i12rorp pour O=Q

| PO N=t1/2 ,23/2,... pPoOuUr Om1/2

i1 s'ensuirl que 1'aintégrale de chemin Q devient, voir (annexe 2 3

. T3 - s 2,2
a(gr.vr-Of-E..0.0.s) = (1/2r7) Z { 24 (29+1)expl 1(::;1) hs ]
2)1=0
®
0 -1 - -1(p) % o -1
X, (¢.9 ) =+ J dp <P thR(pP+10) exp[ o Jl-l/z.&p(grg| )
0
(3.42)
. o -1 ),0 1,0 x
ou X, (9.9, ) = z d"‘. (gr) d"’. (9‘)
N, N
},0 J,0o
eL d"‘- (9g) = oxp[-xﬂ‘jd"’u (§) expl—-1iny)
Ctetle eXpression e'‘obtient Lvoir annexe , Z2}),en remplacant

m — 4m puis en revenant 3 l'orientation réellie du temps tictit s

(8 —8 - & ) due & l'astuce ettectube sur G(Er.vr.Or.E‘.o.O;O).

i1 esL clair, que 1le talt d'utiliser des représentations unitaires
et 1'1ntﬁgration sur ‘r et 'r' nous donnent 1l'expression suivante

du nNnoyau relatit au potentiel de POschi-leller moditié:

a -1
172 v ),0 ),0%
75(5,-51;6) = (3/2) LSh(E_)sh(E )] [2‘ (ZJ*I)du‘a-(Er)da‘u-(El)
JaO
@ 2, 2
2, 2 -1 h's
exp | x(::;&) h"s. 1. I dp 2p thR(p+io) expl (gih i
o
-1/2+1p,0 -1/2+¢1p,0n (3.43)
d
@ (€, ,da‘a_ (g, )J

49
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avec:x = (YeXx)/2 °t @ = (y-x)/2
cette équation reste Valable pour « entier ou demi-entier

respectivement si 0 -« ¢ ou 1/2.

111.4) SPECIRE D'ENERGIE ET FONCTIONS D'ONDE CORRESPONDANTS AUX
ETATS LIELES
Nolons d‘'abord qu'a partir de

possible de séparer la partie discrite de 1a partie continue de

Tell ol i8) . Lecl se tait on écrivant ’E(Ef.El;c) Sous la torme:

, . 172 \
?E(Er.fi;s) - hD(ISh(Er)bh(E‘)J )I(Bln)[ (Zl*l)ﬁl(rr.rlst)
10
[~ ]
1(2101)2hzs
oxp| swh ). ap 2p thu(p) 6_1,2"p(rf.r|=E)
o

exp|l (3.44)

-1(p) h%e? J
2mh

La partie containue étant obtenue par continuation analytique de la

Partie daswcréte ( | —— —1/2+ip ) suivant la transtormation de

Sommertelid-watson. Cette écriture peut tacilement se justitier,

o reportant (3.44) dans (3.37).

tnh ettelL: ®
1/2 - _i(21+1)°n%
Greor sk) = (2/vLSh(E )Sh(E )) ")| de expl smh J
0
® 2, 2
p B . i(2re1) h7e
tw(lSh(Er)Sh(gl)j"‘)/(ua.){zd(Zpox)sp(rr.r‘;h)oxpl omh J
p=0
® 2 2
-1(p) h's ]
TP thr(p) 6, lreer sb)expl —— g
v

»0
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Intégrons sur la variable s et utilisons ia tormule:
@®

Lup(mw de = . pla/(aevie)) = pp(1/a)snd(a)
ou p1uc3t une autre lorme dont la contraibution sst fquivalente &

celles apportées par PP(1/a) et RS(a)

distrabutions ).

( équivalence au sens des

@®
bl 2 .
2 = p Y +1/2 -(1+1/2
6 (rp.r, it) ("h""){ )L(JP*I)hp(rf.r‘;t)6(ipz-gh) (1+1/2) )
pe0

»

2 .2
. J dp 2p . ®(P) G (r .r‘;tjé(glp) *(lv2/2) )}

-1/72¢1p" 1 Z2m/h
0
Le ftaatl que P s01L une variable continue réelle donne une

contribution identiquement nulie 3 ia partie continue.

Ve la sorte ,on puut réecrire pour 1la fonction de Green:

@

ﬁl(rf.rl sk) = Z‘(ZPOL)GP(rf.rI ;t)bl(P"l)(P"l’l)J
p=0

Utilisone maintlenant la formule:

O(1(x)) = zd Lb(x-xﬂ)/lt'(xa)l ‘xa racln.‘slnplo de f(xu
o

QUL dans notre case s'écrira;

SL(p-1)(pel+1)) = 1/(20+1){S(p-1)+5(p+is1)} ol 1 est un entier

Positii. Le sommation eur l'entier p porte sur les entiers

POS1Itits, et donc la contribution de 5(p+lisd) est identiquement
Nuile. 0'od alors la justitication de (3.44) par un résultat

Contorme & 1'identité survante:

L 33
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—
hl(rf,l“it‘-) - }_‘“P(rrtr"t,b(p-x) - Gl‘rf‘rl‘g)
p=0

ALNel par une comparaison deus series discrdtes des deux noyaux
(3.43) sL (3.44), on déduitl par identitication 1a condition J=1 ou

pren J entier (3.‘5)

La sommation dans (3.43) porte donc sur des valeurs entidres

L 0 m Ol ydececcnnnn ©. par consébquent, la valeur de O se Tixe & la
valeur 0: O = 0 _ (3.46)
Aver CE@6 Colicliusions, venone—en 2 la partie discrdte du noyau.

tlie se rédurt a: a -1

, - . . . wre .\ ,. 1,+ J,en
P (E, L€ ie) = (1/2)(ISNEISRIE) )}_‘ (29+1)85°g (E D g (E,)

J=O

. 2,2
1(29+12) h's
vmh

expl ] (3.47)

Comme précébdemment, insérant(3.4/) dans (3.37) et ettectuant la
mime procédure d'en haut, nous obtenons ainsi la tonction de

Lreeit comprunant uniquement la partie discréte:

« -1
—— ), ), R .

6 (r _.r it) = (num/hu)z‘ bu_““a@ (E,)du’.a-(c,) (3.48)
J =0

tn aduptant le changement d'indice de sommation suivant J=o_+1-N

= ;x + 1 - N, nous obtenons pour 1la tonction de Green:
3-01
3 . - 1,* 1,+x (3..9)
h.(l'.r.st) - (qsun/hu)z‘ o‘a--“,dn‘a_(et,da‘a_(el)
N=le

Alors de La contraainte deltla, on tire &

b2
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a = S (¥-%X) =N

- (3.%0)
ou encore en tenant compte des équations (3.21'), lee niveaux
d'éneryre s'écrivent comme:
2 . 2 2 2
- - u A/h -
E, (hw) "Jom L(2md/h 07N ) N (3.61)

La ftorme particulidre de Veff(r) entraine l'existence d'un

nombre li1ni: d'états 11és. La condition (3.b0) limite la sommation

sur N Lermes. tn l1ail , cetle limitation est due 3 la torme de

celuidpOschl-teiler transtormé de Veff(r).

Hemarquons, par glllieurs, que la borne Superieure de la sommation
(3.49) compliquerail davantage 1la détermination des tonctions
d'ondu Mols , lo présence de l‘((l_-—J) au dénominateur de la
lonctlion de GLrewun (exprimée en tonction des tonctions hyper-
yeume lLi iques ) devenantl 1ntinie dés Que J ) N+1l, nous autorise
d lasie L'extention de la sommation JusqQu'd 1'intini.

Alot e, conlvimement & ce qu'il a éLé dit, on peut reécrire 1la

lonclion de Gilreen cumme suil;

®
' I, + 1,en . .
L L Y S (qn-/lw;z O (. --N)dq._.(ef "’q.,u‘eu ) (3.52)
Nale
LU ( Quand a = N)

2 2
1l esl a16é de veérrtirer, en plus, que: q = (2zmr) /(h"PN).

Clarrement . ia tonction de Green admet les valeurs E' comme

p8les. 11 wsL donc prétérabile de les faire apparaltre dans son

SXpression (3.L2); vachanl que :

Pl My < ey = aqe-e e

' de
*d wous aevons considéré 1'expression a@ - N comme fonction

53
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1:énergre t. Aprds un calcul simple on arrive 'Y

2.2, 2 2
1(ey) = (amn )/ Lh™p (Q. = N )) nous avons utilisé les égalités

suivantes: T =49, * N

x-q.—u

L'expression (3.5%<) devient alors: ..

@®

. * - ) > - . |.’ .l'

6 (r v, 31 (“uulhv)z‘(b(t e/t (E.)I)dq'..(ﬁr)d‘.r:(ﬁ‘)
Nale1

(3.53)
tflectuons maintenant 1'inté gration sur 1'énergis E s 8T4N

d'oblenir la partie discréte du propagateur suivant la formule:

*»®
Jdt .
l‘:‘..r..-.;', = J d’h Kpl_"lt',hjh‘(rt.rl‘t)

( od 1'andace d.s‘sxgn. ia partie discritg)

l?(r'.r.;l) -.[ -%%F-cup[—xtl/hj(!ln/hv)éd G(t-t.)llt'(t.)l

-® Hale?
(S 1, en
Gl wtEerd wiE,)
[+ Y
- ) l 4 .,0 l," - . h 3.5‘
2_ Ltg, -N )VI(ZN)qu...(Et)dq...(fl)"‘Pl ie 1/0) ( )

Najs

U¢ 1a décomposition blen connue du propagateur en fonctions

d'onde, nous dédulsons:

@

V ‘ 3.50) °
K.(lr.l‘;l) "Lun,l(rr)u:,l(rl, oxp[-u:.llhj ( )

N=tel

172
-or/2
2 i, * 2)=e

Wee Hy 1) -{l}q,’,-nzwuzuu} 4y ut®) o Tn(ED)
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2
Soit @& = (2mk_/(hw)"), de la sorte,

des tonctions dl'+.(5)
Q..
n
deviennent égales 3 ¢
e gz (E)= 1 Ls2(-a) "Suei)r(z(-a) VEn-2)]"?
d i s r
20-a) oN, N 2 (1+N+J)(N-0)
F(z(- f +1)
i a, 172 172
Leh(Er2) g 207% T30 Gn(Esz) )t
/
2", (L—uol.—N—1.1+2(-a)‘ 2:-Shz(EIZ))
Les tonctions d'onde correspondantes aux états liés se

dédursent,en tenant compte de la relation (14):

Fanl(p-a) —a
Zr| (ﬂ.”.,“, - (1-2) Zrl (0-1-5.0*1-ﬂ811(1°1)) *
rp)(y—a
Fant'(a-g) a
(1-¢4) ~ r (B,a-p.Be1-a;1/(1-2))
P (y-g)

Uahs Nolre Ccas lee valeurs «,B,7 et ¢ sont respectivement:?

T = L-N+; P = -N-1; ) A 2(-a)"a; L = -Shz(EIZ)

Kemarquons, en outie, que le deuxiéme terme du développement est
nul 4 causve du lail Que 1la lonctaion d'tuter [(a) est intinie

PUlsyue @ = 1--Ne)l S 0O (N 2 1+1)

Par conséquent la lonction d'onde (3.5%) devient alors:

p 2 172 1
4% (r) = 2“1-6)’IA((‘¢)‘,{’"L} 172
", N Fr(z(-a) +1)

T

. 172 12 -
Jae2(-a) VVinerl'(2(-a) *“—1)J (1-exp(-pr)) ¢ "

Flienea) 1l (N-2)

e a——— . - ® = = MM v » =

»»



TRAITENENT [INTEGRALE DE CHENIN Dy POTENTIEL ECRANTE

(-a)'’/2 C(2(-a)'?2
Lexp(~¥r)/L-exp(~br) | (2(-a) +1)l(-21-1) (1-e~Vr,1-0e1

P(-m-1)r(2(-242 +N-1)

. 172 -
Jty (1-N+1.N+2(-a) +lel , 21e2;1-o "f)

vcirlieons maintenant le rait que, [(1-2) I(z) = X/sin(n2), pour

simpliftier le ftacteur:

F(zie2)l’(-21-1) a (1)1

F'(-N—1)l'(1ene+1)

Nous obLTenons Tinaiement La torme détinitive de la fonction d'onde:

. ) 172 172 172
N-1e¢1 Z - -
T I O A { Pl-e) ((-a) “+N) } (1/(21+1)1)

N
. . 172 172 1/2
I'(LeN+1 )l (2 (-o *Nelel (-a) -
l 4 bisl-e) n 2 J Lexp(-vr)) "% [1-¢7¥";!*?
F(N-1)I"(N- L+2(--a)
. 172 . . -vr
r (1-- N+l ,NeL(-a) *lel  21+2;1-@ ) (3.506)

Z 1

En realaté, Le nombre d'etatls Liés est tini. Cette limitation
'eapparairl daiis Le comportiement asymptotique des tonctions d'onde:

172
. {-a)
“...(l) y 5 oo lexp(-vr)) ( — 0 )

172
Les valeurs de N se¢ limitent alors par N ..~ {(2mr) " “/tw)
“ partie entiere de (z-l)"Q/hv .kn tait , elle est déduite de
l'inegalirLe —-a > V.

Le propagatuur s'écrit détinitivement comme:

| ' * 3.57
“.",-l,;l) = Zd “u,n('r’“n,v('n’ oxp[—xt.l[hj ( )

M=o

L 1
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111.5) SPECIRE D'ENERGLE LI FrONCIL1ONS D'ONDE CORRESPONLDANTS AUX

EIAIS CUNILINUSS

11 esl clair Qqu'au deld de N

~a x + la wvaleur attribuée 3

i'énergyre part de zéro. LU d'aprds la torme du potentiel 1le

mouvement de la particule devient 1llimaté dans i1'espace. Le

speclre deviunt alors continu et doit contribuer dans l'expression

du propaygaleur. tLa transformation de sommerfeld-watson L15], basée

essentieliement sur 1le changemunt z — (1/2i)¢ exp(-1RV) dv

N sinmy ’
permet e&n prancipe d'obtenar les tfonctions d'onde continues.
tependantl , celLle procedure n‘'est pas simple & manipuler .Nous
préterons alors uti1lirser directement l'expression (3.106) en

3
modiTiant uniquement le tTacteur de d"’; pour N entier,

F(rLe+m+0)) ' (m-U)
F(L+N+I)I'(N—-U)

par LsxnnJ/u]zr(1+H+J)F(H—J)F(—N—J)r(1—N+J)
alin d'adopler le lacleur de i1a rét |ib} et en considérant une autre

Liransliormalion spatio—tLemporelle délinie par :

x
o= (/P )an(th(e /Z2))

dL
ds '
Notons, par airlleurs , Que la premiére transtormation n'a pas ftait

(3.58)

Lexp(x)th(e sz)swy”

9Pparailre la partrie continue du propagateur , et la deuxidme
lranstormation rencontrerait des ditticultés quant & la detinition
des e¢ntiers de sa partie discréte. Mais, le jumelage de deux
chns!ormutxons permelttra de retrouver le propagateur tout en
LUL S Y -Physiquement, ceci n'altecte en rien le propagateur , qui,
i, a 1a r1o0rme indépendante des transtformations utilisées. En
¢ITet, eiles sont Jd'aspect mathématique plutét que physique. Pour

Cotte raison, nous nous occuperons que de la partie continue du

% 4
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propagat°”r » lOre de son traitement Par la transtormation (3.%8)

La partie discrdte etant déj3 déduite de 1a transtormation (3.6)

suivant le procédure des sections 2 et 3, il est facile d
e de

montrer Qque 1la slructure de 1ia fonction de Green (3.37) reste 1
. a

meme lOors de la transformation.

Les derivess donl on aura besoin dans le calcul sont fgales 3 ;

X .
TN PR LICWES
ax Ch(e /2)
dzr X Sh(ex/Z) 2
- (e%/0) - + (e“*/2v) (1/ch(e®)2)?
dx Ch(e /2)
ar x sh(e’/2) 2x 5
5 = (e /v) ~ + (3e°%/2v) (1/ch(e®/2)%- (e®* f2ry —Shie [2)
dx Ch(e' /2) ch (5 /2)
La transtormation spatio -temporelle s'écrit sous sa forme

discréte:

rj- (Z/U)Ln(cn(elez))
x X

E = (oj/uﬁ)exp(xj+xj_1)th(e j/Z)th(e 1=

172)

En procedant de la méme manidreeten suivant pas @ pas les sections

¢ oL I, on arrivera a l'expression de i fonction de
¢

" )
reen suivante: expl(x +x )/z)Lsh(e 92)Sh(o 112)1‘12

B (reer sE)=(ayp ) - . —
tch(e Trz)ence 'y2))
(LY

» . . (3.59)
J ?E(xr.xl;s ) ds
o

sd’
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avec 3

. .‘
Polx %, 38°) = _[ P oxtet) "pl.(”h)L de ' L(m/2) %"+ (h? /om) a2 (

2
—(21+1) + 1/4 (Bm(t—l)/ﬁ % )
- . 2 2
L ~(8mt /h"V® ) —axp (-2x )}
2 . 2
sh(e”/s2) th(e*/2)

(3.60)
bonc, apparemment, on a ia méme forme que 1'équation (3.20) saut
qu'on a rempliacé X par 21+1 et ¥ reste inchangée.

2 4 1/2
x = (—gms/h ) — Z21+1 eL ¥ = LUm(l—t)/thzj”z (3.60%)
La CONVOErsisorn de cetLte intégrale en Une intégrale de chemin
dérinie sur SuU (4,1) nécevsite L13 aussl, la méme tormule

d'approximation (3.221) (1ntroduction de deux angles d'Euler)
et la méme tCransiormation spallio—temporelle (introduction du

trois1éme angle d'tuler),

ds '

2
ds = 1/E

x = in€ et

Ainsi, 1l ‘'expression (3.3/) de la tonction de Green est rempiacée

: 1/72 . ®
par LSh(E /2)Sh(E, /2)) E o
ﬁl(fr.rl;t) = (4/V) /2 ds expl(i/h) 3 J
LEh(E /2)Ch(E /2)) o v
3.61
P e .E 38) ( )

ol ’Etﬁr.ﬁi;s) est détrini sur SU(L1,1) par :

>
Jd’rJ‘ dwfﬂxpl(l/")‘x b 7)"'.* (1/2) (x-',¢fj Q(xrnvr.’t.xl.0.0;S)
]

(3.062)
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‘ = 2lel et Y = Bm(A—E hZ 2 t/72
avec L ( )/ v ] et a(xf.vf.of.xl.o.o“)

identiquement é&gale a L'expression (3.40). Ne prenant en compte

que la partie continue et en tixant (0=0) , d'aprd¥s la partie

discrdte dé)3 déduite, l'expression analogue de (3.43) s‘bcrira-

[+ ¥]

, : : 172 - ¢
T (E£,58) = (1/2) LSh(E )sh(E )] Jdp 2p thmp exp| 1(2:;11 =)

0

-1/72+1p0,0 ~1/2+1P,0x
o a (Er)da'a (€ ) (3.63)
— ' -—

thangeons P par k/V dans 1°'équation (3.63) ’ insérons- la dans
1'équation (3.bl), et intéyrons.sur lia variable s pour déterminer
la fTonction de Green. Ceci tait, ertectuons ensuite, l'intégration
sur 1'énergie t de cette fonction pour en déterminer la partie

continue du propagateur. 11 vient ( 1'indice c désigne 1a partie

continue )3

@®

x'(o-,.ri;|)—uu/wsn(ﬁr/z)sn(ﬁl/z;J dk 2k th(ak/v)expl-ih®kZi/2mh]

€

-1/72¢« 1 k7,0 ~1/2¢ i k/P,0n

(E_)d ()
@ o a
et comme précédemment a et o sont respectivement (¥y+Xx)/2
. -
sL(y-x) 2 . . tutain, par 1dentiliication au développement du

Plropayaleur en tonctions d'onde:
: Co. . x -1k _i/h
K'(ar.l 31) = qu “I:,l(rf) uk’l(rl)expl 1k /nl
)

2 .2 . 3.60
o déduil ie spectre contanu t = bk /em ( )

60



TRAITENENT INTEGRALE DE CHEMIN DU POTENTIEL ECRANTE

Lt tinalement, les fonctions d'onde des états continus,

suivant
L'écriture de la rér. (8).
1+1 172
e (r) = (-1) *Taszmy Vi1 zaery )
’ 172 .
N(i+1l-8/f2+(—a) Ll(l+1+812+g—a)1/2) vr 1e1, —vr (-a)'/?
| . 172 l(e" " -1) (e )
I'(z2(-a) )
172 / -
2r1 (l-s/2+1+(—a) .s/2+(—a)1 2+1+1.21+z;1-c vr) (3.66)
ou a = (Zm tk/hzvz) = kzlvz. s = J ot tk > O.

Cette expression eslL obtenue aprés avoir remplacé le tacteur des

1,0
fonctions d"‘" par son analogue ci1té plus haut, ainsi que

l'utillsalion de l1lo relation suivante:

-4
JP B Y L) (3m2) T (a Y -Bayis/(1-2))

172

Le tacleur (1/2ﬂ)1lz Ll/lF(Z(—a) )Ij est une conséquence des

formules suivantes:

=1
'(1-2)1'(£)=~ (Rfe1nns) et |F(1—21k/v)|2 = (2Rk/V)LSh(2rk/V)]

Vétinitivement, le propagateur relatit au potentiel écranté est:

~
max

L | * ~1k_1/h
o AL LNEED B 24 Uy trpu, (e expl e 1/
N=l+1

x

l'..(r-l)eupl_-—u:nl/hj

+ dk u. .(rf) 4

»

bi

T s mes aeam 3
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“ (r) et & sont données par

. les équations (3.56) et (3.51),

¢ () «L £ sont données par les équations (3.66) et (3.65).

»

Le spectre et les JTonctions d'onde sont,

exactement, ceux obtenus

par résolution de 1*'équation de ShrOdinger [b).

111.6) CAS PARIALCULILERS
Premlier cas: le potentiel d'Hulthén

Posons M - o, c.a.d i=0,

dans l'expression (3.1), nous

obLelioris le potentiel de Hulithén

v r) = Ve = (A o)) - (e (1-e7y)

Le speclre dirscrel d'énergie, ains1 que les tonctions d'onde

correspondantis & 1'é6tat s (1=0) se rédursent, alors, a

£, = ﬂ(hu)z/um;L(Zml/hzuzu ) - NJZ N= 1 /tw)

S0t p“ = (zmA/hZuZN ) - N donc t“ = —(hv)z/um [p"j2 ou bien

a = -p; /4. Les lonctions d'onde s'écrivent comme:

172 .
Yy olF) = Lvp (P /2 + N)(p +N)] Texp(-p,r/2) (1-exp(-vr))

) -vr
zr'(1—u.p“+n+1.z;1—e )

Ces résuitats coincident avec ceux de lia réft. |3} obtenus par
l'intégrale de chemin sur la variété sU(2) et par résolution de

l'équation de Shrodanger (17).
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De méme, les .fonctions d'onde relatives au spectre continu sont

données par

172
“.o‘r’ = (—1) (3/2m)

’ _ 1/2 . ) 172 172

1-6/2+(—a) ) T(r+s/2+(-a v - -
' "¢ %/ - —— p) ) |(' r_l, (e ur)(-)
'(2(-a) )
/ -
r‘ (L—b/£+(-d)1 2-512*(—6)112*1.2;1—0 vr)

Deuxidme cas: Le potentiel de Coulomb

Fairsons Lendre v — 0, le potentiel sttectat devient égai 3
2 4 2 v
-Le | « hLQa+d)/2mr , qui sl un potentiel coulombien attractaft
d'i1on hydrogénolde plus un terme centriifuge dépendant de 1.
Le spectre discretl de 1‘'énergie de 1'atome d'hydrogine (Z2=1) et
4 4
b, = (-4/2) (me /h'NT) s NmLl,2,ccccece-s®.

Vans ce cas Yy —a = (mez/hzuN)————ﬂ ®., Et il est tacile de voir

v—> 0
172 . . -vr
que 1am ?rl (L—N+1L ,N+Z(—4a) +l+l1,2142;1—0 ) =
v— 0
. . 2 r
1f1(l-ﬂ*1.£10£;zcrlﬂ) avec ¢ = me /h
Ceci permelL de déduaire, lacilement, la ftonction d'onde de l1l'atome

d'hydrogene pour un état de moment cinétique orbital 1. On trouve

le résuilal bien connu suaivant?

172, . 1+41 —cr/n
g, (r) =/ © [/ N(21+1)! JL(N+1)L/(N-1-2)1)] (zer/N) e

1r1(1—u+1.21+2;ZcrIN)

o3
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Remarquons, «n plus, que N prend ies valeurs 1,2,3,

que N Z Ll+l, c'est & dire que pour N donné on a: i1=0,1,....,M—1.
ALNSl, les élats avec des 1 distincts et N identique ont l1a méme
énergie. Ce qu'on appelle souvent déyénérescence coulombienne.

Les fonctions d'onde des états continus de 1'atome d'hydrogéne se

déduisentl aussi de l'équation (3.66)

. 172 N
g (r) = L)V S zaey P ersic ko | (2kr) ' lexp (- 1kr)
1r1(1+1c/k+1.21+2;21kr)

Ce dernier r‘gultat est en accord avec celui de la littérature au
Tacteour oxp(uc)zk) prés.
414.7) CONCLUSILION

Malygré la présence de 1la singularité d l'origine dans le
potentiel V"rr(r). nous avons écé capables, par un choix
conveneble de la Lransformation spatio-temporelle, de montrer que
la fonction de breen (3.19) pour le potentiel Vefr(r) es L
entiérement détinie par un noyau stable (3.20).
Cepundant, les expressions obtenues (3.19-3.20) ne sont pas
intégrables. Par 1'aintroduction de deux angles d'tuler ( extension

de la dimension de 1l'espace ) ,el en utilisant une transtformation

Bpntxo—t.mporoxlé. nous avons obtenu une tonction de Green stable

o4
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et 1ntégrable.

Le spectre d"nargio ainei que les tonctions d'onde des états

1168 et des étate de diftusion sont slors obtenus. Le Crajtement

du potentiei errectat nous a permis de retrouver les solutions du
potentiel de Hulthén et du probliéme de Kepler dans une manidre

uniatTibe.

[ ]
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CHAPIIRE 1V

ANIEGRALLE LVE CHENIN POUR LES PARIICULES VE SPIN ZERO

&1 L] ODANS LE CHARP U'UNE ONDE VLANE




SPIN O ET 1/2 DANS LE CHANP D’UNE ONDE PLANE

IV-1) INITRODUCIILON

Considérons des particules chargées de spin z26ro et un-demi,
soumises & 1'action d'un champ GLQctromagnithuo d'une onde plane,
(44 proposouns—nous de cCalculer les fonctions de Green
correspondantus dans le formalisme d';nt‘gralo fonctionnelle de
reynman. Les équatlons de Kilein-uwordon et de Dirac, décrivant ses
systimus pPhyeir1quee relativistes, admettent des solutions simples
eL analylaiques |1) el |2Z2). tn elTel, 11 est possible de calculer
leurs fonclLions de Green par ile moyen de i1a technique des
op‘ratuurs. on résoivant les équations de Heisenberg (3], ou en
résolvant directement:

01t l'équation de Klein-Gordon (4]}

P4 2 4
(ub - m )A(xb.x.) - 6 (xb-x.) (8.1)
01l l'équation de Urrac:

. 4 .
(ub - m )b(xh.x.) = O (xb—x.) (a0.2)

ou plutdL sa Torme quadratique:

N

2 . 4 -
y ~ ™ 00/4(0tb)jb1(xb.x.) = O (x, =%_) (8.3)

obtenue par ie changement de ftonctions:

. - n . -
b(xb x.) { " + m )bi(xb u.) _ ) (4.4)
OoU Hous avone ullliséd lee notations usuelies:

u; h = ¢ = }; (0&)-0“”tw;

. H v :
- : + = Jd A -d A .
ot (2/2) LY .7 1} ww uPu %Ry

Les ®solutiuons des équations (4.1) et (4.2) exhibent une

u-ur“; N = 10 -eA
H H H

structure bien connhue, Qqul peut tre uxpliquée naturellement dans

le Tormalisme des 1ntégrales de chemin de reynman. Le but de ce

chapitre est de résoudre les équations (4.1), (3.3) et (4.4) dans

le tormalisme des intégrales fonctionnelles, en laissant (—-’3)

o
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jouer le r0le de 1'énergire et d'utiliser l'astuce de Fock, qui
consiste & convertir une ‘quation hyperbolique en une équation
parabolique dJde type 5chrﬁdingcr. en Antroduisant une cinquidme
dimension— 1.e- un pseudo-temps ( temps tictait ) Qul permet la
reparamétrisation des chemins l9). E&n ettet, pour spin zéro,
l'equation de Klie¢in-Gtordon qulr décraitl une particule dJde masse m
et de chargye e en présence d'un champ 6lectromagnétique Au(x)
est donnée par:
(xdu—el\“)zw x) = @ZW( x)
en changuvantl PY(x) — P(x,A) = exp(xmleZ)v(x)
ob 1'on a i1ntroduit la cinquidme dimension A. 11 est tacile de
véritier que @(x,A) véritie 1'equation de Schridinger suivante:
-g%—- ovec & = (ALIZ)(LOH—OAu)Z

A cetle équation correspond une description lagrangienne donc

un formalisme en 1ntégygrale de chemin. Son propagateur de Feynman

btant déiinis par:

A
K(x ,x ;A) = [ﬂn(s) exp[xI! (X, x)de }
b a 00

avec Zoa (- 1/2) xd~unﬁ. la translorméu de Legendre de &.

La tirensliormée de tourier de K(xb.x..l) dite tonction de

Green eet déiinie par:

I

. 2. .., .. .
h(xh.xu) [mdl exp(—-im llz)k(xh.xn.l)

od 1ca (—nj:) joue le rOie de L'énergre conjuguée canonique de A.

En outre, elie satrsiait L*bquation suivante Lol
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(2-%) (L) = 1 91, ou bien autrement
2 l. . . 4
(, — m )a(xb.x.)lzx =& (xb—x.)

Ainsi,par compardison avec 1"quation (1), i1 vient que A(x ,x )
b a

admet 1a représentation suivante:

A(xb.xa) - h(xb.x.)/21

B(x_ .x% ) =(Lf21) fmol .xp(-meIIZ)K(xb.x.;l) (a.b)
- 0
ou
A
K(xb.x.;l) = |Dx(s) uxp[lfﬁo(x.i)ds (a.0)
ot
20- t—-1/2) kz—uaiz xu- (xo.xl.xz.xa)

xu étant un point de l'espace—temps quadridimenséionnel muni de la

méLrique gu”— dieg(+Li,-2,-1, 1).

Your lee particules de span 172, la représentation

fTonctionneuile,esl la mBme pour 51(xb.x.) d la dittérence du Cterme

en plus, d' 3 1'exi1stence du Span " Louplage Span-Champ - Arns)

on aura:

A
sitxh.x.) =(1/21) del oxp(—xnzl/Z)Jﬁx(s) oxplijtl(x.k)dsj
0

ou “ (4.7)

t‘- (-1/2) xz-onx-(uld)(ar)

Nous pouVvVoOIls bupposelr, sans briser la généralité du probidme,

Que L'onde plane 6lecliomaygnétique est caractérisée par les

telations : & = KkK.x ot K= 0 (4.9)
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de telle sorte que Jle 4—-FPotentiel Ap €0it une ftonction de 1la

variable ¢: Au- “u(¢,

Nous soumellrons, en outre, ce 4-Potentiel & la condition de Jauge

(4.9)

de Lorentz: dpAu- 0
condition équivaiente a k A = 0 (4.10)
(Le terme constant dans A étant inewssentieli )

Vans la seclion 1l1,nous calculerons les eXpressions (4.5-4.0)
dans la représentalion d'espace des phases, en considérant 1la
variable @ i1ndépendante de k x. Il est montré Que le méme résultat
pesul @Lire oblenu par résoiution de 1'équation d'Hamilton-Jacobi
(calcul semi—-cCclassique).

Dane la seclion 114, lé tonction de GLreen est calculée et ies
fonctions d'onde sont expliicirtement déduites pour 1les deux cas,

sans el avec span.

AV—2) FUNLCI1UNS DE GREEN PUUR LES PARILCULES Dt SPIN ZEtRO
L'expression (4.06) du propaeagateur ¢e souvent dite sa

r.pnésunLaonn dans L'espace de conliguration. tt il est possible

de l'expramer patr une représentalion dans 1'espace des phases, en

dx )d du lagrangien X

lin€arisant le Lerme quadratique ( —=

A
X 3A) =|Mx(w) uxp|—xJ (pu+&)deo ) (4.11)
L]

K(x
! 1]

o & (-112)(p—cn)z est L'hamillonien du systéme.

S veirsion discrdte s'€6cirat comme sual:

/3
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4
X jl-‘l‘ N dpj N
K(X, oX 33) = lim Md'x Q1 {-'
b ®a N ® Tl exp{-ijp Ax -€/2
ja1 b ()% o4 P,Ax, —€/2 (
2_, ~ 2 ~2
pj zepjhj + @& nj)j} (4.12)

avec les notations standards Lb).L6])°

J

-

X = x(sj) : xj- x(0); xj- x(A); ij- xJ— x
xj - (xjf xj_i)lz; ;\J- A(k;j) ct:t:-sj

En effet, i'expression (4.12) est tacile 4 retrouver. L'écriture

= A/N.

J-1

discrdte du propagateur (4.6) est donnée par:

L N 372 2 N
K(xb.x.;l) =~11m © ITo xj M (2/2ni€) (1/2RE) n .xp{i[

1=1 J=1 J=1

-(szl’zv) eA Ax )y
| ’ i 3

Cecir bLant, 11 sullit d'utiliser ia tormule de l1inéarisation
sg&vaute:

[ explap”+bp) dp ~ (n/-a)'’'? exp(-b’/aa)
J-®

Son application au terme quadratique exp(-

A .
7 € ij) puis le

Chanyementl de varliabile pjf enj _ pj,donnera le résultat de la
formule (4.12). Nolons biren, que pour le terme dépendant de la
vilesse, ia prescraption du mid-poirint a éLé utilisée fe).lH8]).

tn vérite, la ftorme de la solution donnée par la rérérence
L9), noue laisse anticiper la démarche & suivre dans le traitement
de ce probiléme danhs sa version intégqrale de chemin.
sépar + dans le propagateur sa partie 1libre en x de celle qui

dépend du Champ de 1'onde plane, en considérant ¢ comme variable

Indépendante de Kk x. Ceci est possible, en 1insérant 1'identité
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suivante dans 1l'expression (4.12);
Idobd¢.5(¢:kx.)5(¢b— ¢, ~k(x -x_)) = 1
ou piucdc sa version intégrale de chemin, qui est une

généralisation 3 chacun des intervalles | j- 1,5).
N

[ae, as_& (oK ;f n %, T 5(AbrkAx ) = 3 (8.13)
J=1 J=1
ol 66 - ¢ -9

Cette derpnidre i1dentite peut étre déduite s8isement, de la
premidre identité, en utilisant ia propriécé:
+®

j S(x~a)5(b-x) = S(b-a) ,

-

en intercalant 1'Antervalle la,b]) par 1le point (N-1), pulis
1'intervaille fa,N—-1) par e point (N-2) 2 et ainsi de suite.
tLxpramons mairntenant, l1a ftonction o par sa représentation
integrale:s
5 (6P-kA - (L/2n fa - Ad- KA

(A¢J x,) (1/2m) Pe ®xPLipy ( ¢J x,))
J J

Aineir, L'intéyratle de chemin (4.13) sera repr‘sentoe dans l'espace
des phases. Le pPropayateur (4.12) devient alors
K(xb.x‘;l) = Ju¢bd¢ab(¢:kx.)K(xb.¢b.x..¢';1)
ofi K estl 1le propaqgateur quas Crairtera 1es variables x et ¢

indépendemment 1'une de l'autre, détini par:

A .
i(xb.ob.x_.¢u;1) - J Ix Bp D9 3p¢ exp[ijol-pi+p¢(¢-ki)+pz12—096 +

ezAZ/ZstJ
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suivante dans 1l'expression (4.12);
IdObdo.G(O:kx_)G(Ob— ¢.—k(xb—x.)) - 1
ou plutdt sa version intégrale de chemin, qQui est une

généralisation 3 chacun des intervalles |j-1,j]).

. N-1 N
Jld¢bd¢.6(¢;kxa)fjﬂ1d¢j ,",G(MJ—MXJ) -1 (4.13)
ol A¢J- ¢f— ¢j-1

Cette derpidre identite peut &tre déduite .aisement, de 1la
Premidre identité, en utilisant la propriécé:
+@®
f O(x-a)8(b-x) = o(b-a) ,
-®
én antercalant l'intervalle La,b) par 1le point (N-1), puis
1'intervalle ta,N—1] par le point (N-2) 5 et ainsi de suite.
tLxpramons maintenaont, i1a fonction o par sa représentation
integrale:
] -k = (4 n fd i A¢-kA
(MJ x,) (1/2m) P exPlipy ¢J x, 4
J J
Arnelr, L'intéyrale de chemin (4.13) sera repr‘sentce dans l'espace
des phases. Leé propayateur (4.12) devaient alors;
K(xyox %) = [ad as b(eokx_)K(x, .8, .x_ .6 :A)
o0 K est 1le propagateur qul Craitera 1les variables x et ¢

ind‘pendummont 1'une de 1l‘'autre, dérina par:

A .
i"‘b"’b"‘."’.‘“ - J Ix Dp o 594, cxp[i_l'ol—php‘w—ki)+pzl‘z--ph -

QZAZIZstJ

7%
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N-1 N dbtp w-1 N WPy,
. {
= 11 d x ) I
,Ain J m m Mmae T —
® I=1 . i1=1 (zu)‘ 1=1 j1-1 (2x)
N
oxp{1)  L-p Bx +€/2 (p% - zep A(®.) + 6%AZ (D )ep, (BO—kA
175 1 17 3 °¢j gRax, )l
1=1

(4.14)

avec ¢ = (¢j+ ‘j )12

]
Vans chaque 1ntervalle |Jj-1,.]}]).enchangeant p + Kk p¢ en p et en

-1

A
tenant comptLe de Kk = 0 et de la relation (10), nous obtenons les
changements sulivantis

Pp — Dp; pjh(ij) — p A(ij): pf

2 .

Aprés substitulion, 11 vientL pour le propagateur K:

_ J‘ N-1 N a“pJ N-1 N dpﬁ
K(x. ,P ,x ,® ;A) = _1i Max n Mae N
Bob e VR e ] T T 0 et g e B0

N
A , 2 2.2 _
exp izl—PJANI+(€/£)_pj—60p10(51)+(€/z)e A (3'1)*%]&1'j C(ij)Poj)J}
jm1

(4.1%)

L'antégration sur x est simpiement obtenue du ftait que:

N n-1
=N

Lp (Bx ) = PuX =P, %" Z Le = Py %
=1 j=1

ttiectltuons alors, l'int‘gration sur les (N-1) wvariables xj. on

aura ®
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_ ' N d"pj N-1 4 n-1
K(x, @ ox @ 32) = 1im | Tl M (2%) 8¢(p__.-p,) T] d¢
1=1 (2m) gaa s 4 ga1
. dﬂ,) _ .!, 2 2 2
jq1—TE;T"xpl(-lpnxn’ip,lo){21 (5/2)PJ‘€.PJ0(¢J)*(C/2). A (‘1)
i=1 jl
+p¢JA¢j-€(pjk)p¢JJ (a8.16)

|

La présence de 1a distribution de Dirac refléte la
conservation de leo quadri-impulsion de la particule durant le
mouvementC.

Py= P,= ceen.n. -p,=P

Alors l1le propagatesur K se simplitie &:

4
K . - a9 -3 _ L 029 4
K(Kb.¢b-x..¢..1) J ' JEXPL-1p(x —x )+ip l/zjj” ﬂp‘
(2%)
A N 2 2
oxp{lj[p¢(¢ ~kp)-ephAtre h'/Z]d.} (a.17)
o

od 1'on wvoit dé)3 la séparation, en partie libre et partie
dépendante du champ de 1'onde plane, apparaitre dans le

propageteur. Ilntégrons sur les variables p¢ ,on aura;
J

. 4 N-1
= d 2, .. .
K(x, @ .x_.&_ s}) = J —P—(u),expt—xptxb—x_Hw Az) o Lim g J,IL“’

N
. N
oxp{;}dl—eopn(aj)+(£/2).2A2($J)J} n 5(b¢l—€(Pk)) (4.18)
i=1
jo1

Raantenant, 1'xnt‘gratxon sur les wvariabies 0, montre que la

contribution (4.18) des amplitudes sur tous les chemins (¢}, se

/S
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réduit & 1'intégration sur le chemin décrit par:

”l- (Pk,€= AOZ- (Pk)C‘ . . . . .. . . . .;M.. (pk)c

sous sa forme continue, 1le chemin est

, . J9
ditterentielle: o6 = (p,k)

décrit par l'équation

La résolution de cette équation sous $a torme discrdtce donne:

o, - ¢, - (PK)IE)

C'est & dire, on 1ntégre suivant le chemin droit détini par

1'équation suivante:

.'__0. - (PK)(N €) = (pk) A (4.19)

el Joiynant les points (¢a.0) et (Ob.l).

A¢J
(pk)

se convertira en une Lnt‘grale de Riemann suivant le chemin détini

Sachant que £ vaul: € = » ia sommalion dans 1'exponentielle

par (4.19) el donnera l'expression:

‘b 2 2
I ( -a(ph) . e A
¢

(pk) Z(pk) 19¢

L
Le propagateur K devient, alors

4
. d .
K(xh.x.;l) = Jd#ba¢_ -——£L4b(¢.—kxa)6(¢b—kx.—(pk)l)

(2%)
¢
' b (pPA) efn’
2 e .
cxp[—xp(xb—x.)+;p X/zjexp[—xjkx ( (pk) © Z(pK) )deéj (4.20)

Remarquons, avant tout, que la forme du propagateur (4.20) n‘est

Pas totalement symétrique. Pour qu'on puisse Talre disparaitre

cette dissymétrae, introduisons d'‘'abord l1a représentation

intégrale de la tonctien 87

10
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6‘,b_K,.-(pk)1) = (1/2K8) IdPObG*P[ip¢b(0b-kx.-(pk)l)J

. ar le changement de var) - —_— )

purs P dg iable p P¢.k P et en tenant
} 2

compte des Bquations k=0 et kA = 0, 11 vient:

4
A) = ap
K(xb,x..l) Id¢bd°l 46(¢0—Kx.)6(¢b_kxb) .xpl-lp(xb-l.)flpzl/ZJ

(2R)
kxb 2 2
e(pA) e A
ex -1 -
Pt Lx Y z(pxy 9%
a
finalement, le propagateur et la tonction de Green sont

respectivement donnés par:

kX
4 . b
d 2 iA
l(xb.x.;l)-I'—fJL-‘exPl—lp(xb—x.)+1p LY X Slrvromr v JLO(PR)-'ZAZIZdel
(2%) b aJ kx
(4.21)
at ® 2 2
et A(xb.x.) = (1/2;)Ji——iL‘I dA explid(p - m ) /2]
(2m) "0
*% 2.2
e(pA) e A
expl—-1p(x —x_)-1 ( - = )do)
b s Ikx (pk) 2(pk)

la tonction de Green devient:

kx
b

Aprés intégration sur la variable A,

2 _2
e A

e(pr) __© 2
(k) z(prr ) °M

4
A(xb.x_)-(xf(zx)‘;I : pz oxp[—ip(xb—x.)-ijkx
P

-R +10
(4.22)

o§f nous avons employé la tormule:

i
I exp(aal)dir -611m 0 " avic

(}]

Arrivé 1&, on esL préc 3 ettectusr 1'intégration sur pepour

déduire leu rouchouuwdlondawwlﬂ& 901'3 de la fonction de Green
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sont les ‘ncﬁg;.s positives et négatives respectivement données
par p? = W—1€ et p? - W+ri€ o) W = (pz+mz)1,2

La détermination de 1'1nt‘grale s'ettTectlue, gén‘ralement. en
appliquant le théoréme de Cauchy. Pour 1les énergies positives
pzlc contour sera cholsi en dessous de 1'axe des réels avec t;t.)o
pour que 1'1ntégration pulsse s'annuler & 1'intini. Par contre,
pour 1les énergies négatives p:Je contour sera choisi au dessus de
l'axe avec tb— t.( 0. Ve la sorte, on écrira pour la ftonction de

Gtreen,

A(xb,x‘) = (- L/Z)I-——R—a(llu)expl 1w(L —t ) + 1p(r r.)J

(2xn)
K Xx
oxpl—l———Jlo(uA —pA)-e°A /zjmt} o(e, -t ) —(1/¢)I—La(1/u)
0 Kx - (2R)
Wk —-pk
. kx
oxplxu(tb—tn)+1p(rb—r.)Joxpl e J[e(—wn —ph)—o A Iz]df]e(t —tb)

—wk‘-’-pk ke a

ou bien sous s& lforme compacte, elle devient:

Alxb.x.) = (—-1/2) I-——B- (l/u)expl 1Lw(t —t ) * ip(r r.)}

5 (%)
Kx
- b 0 2 2
cxpl-—ia————J[.(ewn -pA)-6 A /2jd¢j ULC(tb—t.)j
EWk —pk kx. )
"z € € .
= ('A)CZtJUJP VP(Kb)Wp*(x.)elf(tb—t.)J (4.23)

La derniére expression exprime le développement de la tonction de

Green en fonctions d'onde. Par jdentification, nous obtenons les

/8
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ondes convenablement normalisées, solution de l*équation de

Klein-Gordon.Alors, nous déduisons de ces équations les
sonctions d‘'onde normalisées K x

. 2 2
*t‘“b"“’z“’glz"/ZP°)°*Pl+ipx -<i/pk)J le(pA)Fe“ A IZde] (a.24)
P KX

QVBCI;hQ - (pz+mz)“?et kxo une constante quelconque.

11 est 1ntéressant de montrer par une autre méthode semi
classlque, comment le propagateur (4.21) peut 8tre obtenu via une
transtormation canonique.tn ertet, le mouvement dans le systdme
{x,p)., ®8pace des phases, est régi par l'hamiltonien:
Z-(-1/2)(p-wn)”

Soi1t la transtTormation canonique rz(x.P,s) détinie par:

2
(x.p) r »(Q.P) qui transtformera Jl'hamiltonien & en un

nouvel hamiitonien X égal & zéro. La tonction génératrice de

cette transtformation est solution de l'équation d'Hamilton—-Jacobi:

arz arz arz
x - z T - - > - - - —

ou bien, sous une autre forme: =~

drz drz arz » 65
lt—w.x.s) * 3o = (-1/2) (3 +e6Rh) "+ 5 = 0.

La solultion de celte @quation d'Hamililon-Jacobi est alors donnée

par:

KX
rz(x.P.s) = - Px - (llPk)j Lo(PA)—ethIZJd¢ + stlz

solution qu‘on peutl trouver dans |Y].
le lien entre 1es anciennes variables (x,p) et les nouvelles

variables (Q@P) esl alors donné par les ‘quations
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ar
2 2 2
P, = — = P +(k /Pk)le(PA)-e A (2] Q.25
u axH TR (4.25a)
oF _ kX kx
g = - — = x. - P& + (1/Pk)I oA do—(k /(PKk)> ‘a?y:
T} apH M u u U (Pk) )I Le(PA)-e A /2)d®
(&15b)

Aprés avoir tait un peu de m‘canique classique, passonse maintenant
au Calcul du propagateur (4.11) dont la wversion discrdte est
(4.12). Rappelons que les pjsont constants dans chaque intervalle
161_1.511 ( ﬁ(s) est discontinu alors que x(s) est continu ) et
par Volie de cunséquence pjat xlne sont pas réellement des
varirables cadon;ques. Pour passer des (xJ.pJ) aux variables (UJ.PJ),
11 n‘est pas tout & tait clair comment trouver le lien dans le cas
général. Un peut utliliser les relations (4.2%a) et (4.25b) en

remplacant les O par A comme sult |U].

— Nous adoptons le¢ mid-pornt comme prescription

~v M ~ _ M, s
) _ Arz _ rz(xl.xJ.PJ.sJ) rz(xj.xj_1. 1,51)
V' u M u u
ax’, Xy T X
~ L * S _ ~ N
(9 rm - Arz _ fz(KJ.PJ.PJ:1SJ) rz(xJ.PJ.Pj,sJ)
' u M LM
AP] ' 91*1 f
M Fixe, U = V v = 0, L, 2, 3.
qui donnent aprés développement:
- k‘l ~ _ 2 RZ 2
(pl)" (Pj)u . (PIK)L.(PJRJ’ © i 12) +
+ termes d'ordre supérieur en Ax?
KX K
= I , ad— (K /(Pk)z)‘[ LetP A)-e°A’/21ae +
- -_— ehA -
(Q],” (XJ," (PJ,M “.l’ (ij, U H J
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+ Cermes d'ordre bupérxeur en AP“
d(x ,p, )
41 est clair que —J__J

a(QJ'PJ, = 1 + termes d'ordre supérieur .n('AxT

. AP?’ot donc en(A07 .AP?). Les termes d'ordre supérieur en AOT
,Apf ne peuvent &tre négligés dans le cas général, buisqu'ils
psuvent &tre remplacés par un potentiel etftectift en ha.Dans notre
probléme, ce potentiel efrtectit est probablement nui.
Limitons—-nous & wun calcul seemi-classique, C'est 3 dire en

n‘glxgeant ces Lermes d'ordre supérieur.

d(x ,
(JPJ)

d .
(0J J)

Vans Cce¢ Cae 1l jacobien est @gal a un.

Le calcul semi-classique suppose que nous considérons uniquement
la contraibution des chemins Classiques dans ile calcul de
1L'intéyrale (4.11), comme

- -& . = -p A Ar
P ox —&(x .p ) g9y ary

avec rl - rz + PQ pour tout 1ntervalle.Alors le propagateur (4.11)

devient .
) J d Py N-1 A d ﬁj
® . C .
K (X_ ,X ;A)=_l1aim Mmaa explxz {P AQ + Ar }]
b a N—/ ® (27) § =1 j(zn)i 164 i N | i

N-1 .

S1 on 1ntégyre sur les Qj. on Tait apparaltre J] (2n) 6(PJ-PJ’1).
J=1

autrement dit P constant (P1= Paa ....-P"). & cause du tTait que

P -2 L o0

aQ

V' od 1l'expression du propagateur, obtenue par un calcul

sSemi-classique via une transtformation canonique;

a'p

‘oxplxt fz(b)—fz(ﬂ)}J

K..cl(" X ‘1,--[
| b a (2%)
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od

P = Py= P(P.Q .5 )

Notons aussl Que,si on intégre d'abord sur PJ. on tait apparaitre
N-1

4,
N (2n) b(QJ—QJ_‘) ¢l donc Q = constante retlétant la propriété:
1-1

axX . ,
Q =35 = V.Lelte expression du propagateur a été obtenu recemment
L10jJ.Ains1r, ie propagateur obtenu par 1la méthode d'Hamilton-~

Jacobi, devient: ( le cailcul ettectué est donc semi-classique)

K.'CI(x x -1)-J a° expl-1P(x —x )+1P21/2—1J ( e(PA) eZAZ)dO
b a (zn)4 b a kx.(Pk) 2(Pk)
(4.26)

o) p est fonction de P donnée par la relation (4.25-a).

< L 4 4
Un caicul Lres 1luong donne d p = d P. CLependant, pour 1l'éviter
rappelons nous (c1t éq(mZb) Jque pA = PA el pk = Pk et introdulsons

1a transtormation,inverse de (2b-a)y,suivante;

s

P = p - l‘--’-E—-—lt:(b' Ab)— 02 AilZJ,dans 1'6quatxon(*2b). on obtient,

(P k)
. 4 kx‘
d p . 2 2
s.cl A ) = _ _ ¥ > e(pAh) _ e A a

K (% ox_3A) J ‘ L ¥XPL-2p(x —x_)+a1p LY - AJ ( (pk) 2(pk)) L J

(2n) kx‘

2 2 i

—1le(pA-e A /2] h-k(x, -x )/(pk)] (a.27)
Montrons que la condition (pk)r = k(xb - x.) est implicitement
contenue ddns_1“quatxon(4.2b).Pour cela posons W = (pk)A et

ineérons 1a contrainte;

+@® ' dpu
I dw O(w - (pk)Ar) =Idw T oxp[ipu(u-(pk)l)J -1
-
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dans 1'équation(4.2/), on aura alors¢

e.cl ‘[ dqp dpw 2 kx:seﬁ!
K (X_ %X ;A)m dw — oxp[—ip(x —-X _)+ip Af2Z -1 ( -
b a (Zﬂ)‘ 2K b "a kx‘(pk)

2 2 )
e A ; 2.2,,. .
Z(pk) 9% "1iLelpage “n"ll“k‘*b-“.)IGJ+xpu(w—(pk)1)J

Changeant p quk —— et 1ntégrant respectivement sur pu et W,

114 vient

4

d p
s .cl . . & .
K (x .x.;l)-f 4ou é(w—k(xb—xa))exp —1p(xb—x.)+1p ) Y

b

(<%n) -
KX
b 2. 2
. e(pA) e A
-1 ( - = ) do
ka.(Pk) 2(pk) J
x
‘d P . 2. . ik >
=] - A O(N—k(xb—x‘)).xp[—lp(xb-X_)*lp IIZ—W [(e(pA)-
( 2K) 2 2 : b aJ kxa
e A /ZJdOJ
- kab
g p zaz
- J 2 expl—xp(xb-x_)+1921/Z-—T§;7J lB(PR)-”—J%r——]df]
(<Z1nr) kx“
(4.28a)
KX 2 2 _
d p . A
- I expl—xp(x -x )+1pdl/z— L — J Le(pA)- s de}
4 b a KX KX
(ZR) b al kx,
(4.28b)

te résuitat est le méme que celuir obLenu par intégration discréte

( éq.(a8.21).). a(xj.p )

tn outre, 14 conftirme l'attirmation d'en desssus? a(Qi’ﬁ)) = 1

3
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L'expression (4.28-a),obtenue via la transtormation canoniquey,peut
se comparer a l'expression semi-classique habituell o du

propagateur:

U azs 172
dot—i— — exp(1s )
2n  Jdx_Odx o
b a
a
lci sa esC juste rz. le nom ( label ) de la trajectoire classique
2
— i 35«: 172
est représenté par p et la somme z‘ l_dct;zT WJ est
b a
ok
4
dp
remplacbée par 1'intégyrale J .
(2nr)

tinalementl, par i1ntégration sur 1la 4-1mpulsion p, Nnous obtenons la

tfonction de Green pour les particules de spin zéro comme suit:

10(% -x ) KXy . ®
2 . dA 2, ,.
A(x .,x ) = (1/UK )expl— J A dO.J -——-.xp[-(im AJ2)-
b a K{(x —x ) 2
b a Kx J A
a 4]
A(x —-x ) 2 kﬂ, - KXy 2 -
b a 1A e 2 1 .
2 * 2k(x —x ){J. A do - K(x —x )l A d’] }J (4.29)
kx b a ~k&g
b a a
11 esl lac1i1le de véritier que A(xb,x.) g ainsi écrite, véritie

1'&quation de Klein—-Gordon (4.1).
Notons entin, pour Lerminer cette section,que la ftonction de Green
(4.29) s'obtient simplement par un calcul semi-classique. tn efrttet,

81 l'on retient uniquement l1a contlribution des chemins classiques

dans le calcul de 1‘1nt‘gralc (4.6), aliors
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: S 172
— |det L+ —=L exp(is
K Zﬂj axbax. P c)

pour dérLerminer 1le chemin classique, on peut partir soit 4 du

lagrangien eC utiliser 1"quation du mouvement de Lagrange:
. . A
-%;(x+eh) = ek(Xx g¢

dont la résolution s'eftectue par itération grfce 3 la propriété

d x 2

= KX = cste (kA=0;k =0) .

qui en découle k
S$oity,en utilisant 1l'équation d'Hamilton-Jacobi dont la résolution
a été d6)3 larte. Le chemin classique est donné par 1'équation

(8.29-b) avec P,.Q constantes. En utilisant(4.25-b) et les

conditions 1nitiales x.- x(0); x b-x(l),l'expression i scl trouvée

estl Jjuste 1'exposant de toutes les exponentielles de 1'équation

(4.29). . Le calcul du determinant de la matrice
-4

4*4 ( calcul asesez long ) est simplement | -(2M) ']. cCce qui

montre donc 4 que la contraibution principale apportée au

calcul du propagateur (4.6), provient uniquement des chemins

Classilques.

dV—3) LLES FUNCIL1ONS Dt GREEN POUR LES PARTICULLS DE SPIN 1/2
Les @quations (4.6) et (4.7) décrivant respectivement des

Particulies sans spin et avec spin dans un chaemp électromagnétique,

diftérentL seulement par le terme de coupluge" spin—-champ " (O,F).

La ftonction de Gireen Si(xb.xa) se calcule via la méme méthode

utilisée pone A(x.,xa). loutetolrls, nous rajoutons & l'action un
. )

terme supplébentaire décrivant le couplage, de la sorte la

fonction de Ghuon s‘'écrira en notation standard comme

o 8o
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kx.
4 at P . . e(pA) e k2
. 1/(2n - - - -
S 0%y e x =2/ (2 | 2L LR, X ‘_Lx: (pk) " Z(pk) 9

kxb
+* J (e(0.F)/a) de¢)
K x

od il Taut noter que 51(xb.x.) €st une matrice 4*4 ot (OF) d‘pond

seulemenl de ¢

:ow 2 .- - -—
(OoF) fuv' ruu du o av“u ku“u K Au

Le prame 1ndique 1a dérivation pPar rapport a ¢.

ou bien (Ot) = ZikA'old (¢ = Z 7” et nous avons utilisé les

I
>~ A~ A

relations A + UA = Z2(AB), KA'=0D

Alnsi alors, l'expression de la tonction de Green si(xb.x.) devient

kKx, 2 2
d P : e(pA) e A
S, (x e X )=(1/(2%) )f ps oxpl—lp(xb-xa)-xJ ( (PK) 2(pk))dOJ

-- +1i0 Kx,

cxp[(e/Z(pk))k(Ab—Aa)J

-~ A

-~ 2
Le lfaal que [k(ab-nu)j 801t nuli,donne

P

UXPl(OIZ(Pk))k(Gb~Ra)J =1 (OIZ(Pk))K(ﬁb—Ba)

= L1 + (.IZ)(PK))k(ﬁb)Jll - (0/2)(Pk))k(ﬁ.)J

~ ”~ ”~ -~

ou Ab- A(kxb); A.— A(kx. )

Ce qui nous Laisse écrire 51(xb.xn) SOUE la fTorme suivante:
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S (xy o %, )=t1)(2%) )I--B———-II*COIZ)(pk))k(h )ILL-(e/2) (pk)IK(A )]

-m +10
Kk

. 2 2
_ - . o(pnl_ e A
expl Lp(xb x.) xjkx( (pK) Z(pk)
 }

)d¢) (4.30)

La fonction de Green § (X, .x ) est déduite de 1'Squation (4.4)°¢

A

s(xb,x.) = (ub + m )si(xb.xa)

- (1/(2n) )f———ﬂ————11+(-/z)(pk))k(n )iLp+myL1- (o/z)(pk))ktn )]

- +10

Kx

2
expl-xp(xb—xa)-xj (
: KX

e(pA) ezn
(pK) 2(pk)

)yde ) (4.31)

-~ A -~ .~

. 2
ol nous avons utilisé les relations A + BA = 2(AB); k =0;kA=0.
Pour déteminer les fonctions d'ondey 1Lntégrons sur la variable p°
eL utilisons les opérateurs de projection sur les états d'énergies

positives et négatives [11)] détinis par:

A (p) = (p+m)/2zm = Z U(p,s)U(p,s)
b ¢

A (p) = (-p+m)/2m =-iz Y(p.s)¥(p.s) (4.32)

La ftonction de Gireen admel deux pOles: p(:-w—xo et p‘_)--mio. & de
manidre analogue que précédemment, les contours

d'intéygration sont choisis, en dessus pour les energies négatives,
el en dessous pour Lles énergles positives. Nous noterons aussi la
présence da H(LD-LR) pournr p? etﬂ(t"—th) pour p? .Aprds application

du théorueme de Lauchy, 11 wvaientlt:

ana  P*m
S(x ox, )m=d(E - )j-——ﬂ———(m/p YLiv(e/2pK)kA J——] 2~ (-/zpk)ka ]

(zx)”

g/
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Le développement (4.33) est ainsi contorme aux conditions aux
limites 1mpos‘oc par la théorie des trous (holes). Contrairement
au cas de Kloxn—ﬁordon,oﬁ la théorie des trous n'existe pas, les
états de 1régquences négatives sont indisp neables si l'on wveut
obtenir des résultats Physiques correctls tels que le calcul de la

section eftlicace de fhomson.

iv—4) Conciusion

Nous avons calcul$® la ronction de Green pour des particules
de spin zéro et 1/2 en interaction avec une onde électromagnétique
plane. La fonction de Green dane le cas de spin z2&ro a été obtenue
par deux wméthodes , directe sy ®L 4y SEML-Cclassique d 1l'aide des
Lranstormations canoniques. Cette ftonction de Green peut alors
8tre ajoutée 3 Lla liste des fonctions de Green, dont 1l'expression
semi-classlque esl exacte. Pour le cas de spin 1/2, la situation
est plus complexe. Nous avons seulement déduitl sa tonction de
reen & partir de celle de spin zéro.
Les ondes ( wpain ¢6ro ) et Tonctions d'onde ( spin 1/2 ) ont 6été

déduirtes et coincident avec ceux de la lrttérature.
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CONCLUSIONS

CONCLUSIONS:

Dans 1le ¢hapitre 111, nous avons traitée le potentiel ecrante
dans €&a version integrale de chemain, dotee des techniques
nouvelles tCres eéftlicaces. Ces techniques sonl essentieliement 1la

reparametrisation des chemins admettant une singularite, a 1l'aide

des transftormations spatio-—-temporelilies 8t les methodes de la
theorie des groupes appliquee a 1'i1ntegrale de parcoures.
En premier lieu, nous avons cholsi une transtormation

spatio—temporelle qui a pu rejeter la singularite a 1'infini
(integrale de chemin stable). Aboutissant ainsl1 au potentiel de
POschel-leller dont le traitement a necessite une extension de la
dimension de l'espace ( conversion du probleme a la ps.udo—sph.rc‘
unite de tz,z)' Lt entin de l'utilisation des methodes de 1la
theorie Jdes Yroupes o resulte le propagateur relatit au potentiel
ecrante. Pour chaque partie, discrete eL continue, du propagateur
nous avons choisl des transtormations 1ndependantes. Cependant,
une transftformation commune aux deux poarties pourrait exister.

Danse le chapitre 1V, 1'astuce de Fock nous a permis de
reduilre lL'equation de Klein-Gordon o une equation de SchroOdinger.
Chemin par lequel, 1l'estude de la fonction de Green d'une particule
de spin zero soumlse au champ d'une onde¢ plane, a ete tCres
ailsee. un calcul seml-classlque nous a montre que les
contrabutaions apportees a la fonctaion de Green sont dues
essentillement aux chemins classiques. Pour 1la particule de spin

1/2, l1a tonction de 6Green est deduite de celle de zero. C'est a

dire qu'on a utilise l'squation quadratique de Dirac au 1lieu de

91
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l‘equation linoairo,co qui laisse l'etude du probleme critiquable.
La solution du probleme pourrait etre satistaisante dans le cadre
du modele de Barut et Duru (degre de liberte interne du spin).
LDane notre travail nous avons traite donc deux problemes de
la mecanique quantique, 1 'un non relativiste et 1'autre
relativiste. LU nous avons essaye de montrer et de contirmer, 1la
encore, l'eftticacite et 1la simplicite des methodes tonctionnelles

dans l'etude de ces probi;mié;
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ANNEXES

A}) LE GROUPE SU(1;1) EI SES REPRESENTATIONS

Le groupe 5SU(L1,1) pr‘sente beaucoup de similarités avec 1le
groupe 3SU(2) et 11 est, voire m&me, son proliongement analytique.
Le Tail que 35U(1,1) soit non compactl, 11 s'ensuit qu'il posséde
une série conlLinue de representations unitaires. tEt les tonctions
de Wigner qui s'introdulisent dans SU(Z2) sont remplacbes par les

fronctiovons de Bargmenn dans SU(1,1).

141) DESCRIPILON I PARARLIKILISATION

SU(L1L,1) est 1l'ensembie des matrices du second ordre de 1la

forme:
o B
2 2
_ a avec lal -1l "=l
[+ o
ArLnsir, SU(L1,1) muni1 Jde la multiplication des matrices, forme un

groupe appelrb groupe des matrices unimodulaires et quasi-unitaires
du second ordre.

11 esbt lacile de véritlier que,si g € SU(l,1),alors:

1 0

o —1 J. g' étant 1'adjointe de g

Yy ®& g+ = 5 od & = l
Ilnversemenltl, s1 g & g+ = v et del g = +1_,alors,g € SU(1,1).

Comme 11 exlste entre SU(Z) et SU(3) " groupe des rotations dans
ha realisé sur une sphere “un épimorphisme , 11 exlste aussi un
‘pxmorphxsme entre SU(l,1) et SH(3) " groupe des rotations dans Ea

reallsé sur une hyperbololde ou un cOne ". Ceci laisse voir

beoucoup d'applications du groupe SU(1,1), surtout en physique.
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Une paramétrisation Plus adéquate utilise les angles d'tuler
qui sont,dans le cas général,des nombres complexes.

Comment: puisque presque toute matrice de SL(2,C) *“ groupe des
matrices complexes unimodulaires du second ordre " se présente

$ous la lforme suivante: 4 € s5L(2,C)
cos(0/2) expl-L(P+y) /2] 1 s1n(0/2)expir(v-¢) /2]

i san(0/2) expli(®-w) /2] cos(0/2)expli(P+¥) /2)

.

ou 0,9,9 sont lLes angles d'tuler complexes.

11 est tTacilie d'en retrouver celle de SU(1,1) sachant que:

B

o B
pour 4 € j5U(i,1); 4 € §5L(2,C) avec U = l }

Ce qui donne aprés identiftication @ imaginaire pur, ¢ et Y réels.’

remplagons alors O par T = i 6 resel, alors 4« prend la fTorme

suivante 4 € SU(L;:;1)3;

Ch(B/2) explL-1(P+p)/2) Sh(0/2)expli(v—9)/2)
Sh(B/2) expli(e-9)/2] Ch(9/2)expli(®+y) /2]

avet les domalines de variations
O < ¢ ¢ 2n
O £ 1T ( ®
O s P ¢ an . : , L e
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qui assurent des relations binuvoques entre les paramétres et les

éléments de SU(L1,1).

La formule (1) peutl 8tre aussi écrite sous l1a ftorme:

o 1¥/2 Ch(T/2) Sh(T/2) e 1¥P/2

(A.2)
0 o1¥/2 Sh(T/2) Ch(T/2) 0 elV/2

12) RESURE INVARIANIL

Le groupe SU(L1l,1) étant localement compact, il posséde une

mesure i1nvariante,c'est a dire:

I f(g) dg = J T(g 9,) dg ; ¢

ol Tt estT une fTonction continue &

o et g € SuU(1,1)

support compact detinie sur

SU(1,1).
o B
Soirt g € SU(L,1), 9 = . -
B 0 ¢
ao BO
multaplions—1e 3 droi1te par 1'éi1ément 9,= _ _ € SU(1.,1).
g o
o
i1 vaent . ,
« p a ﬂo o p
9.-990- _— — _— - - ] JE |
4] a B [ B a
0
avec x ' = ﬂoﬂ + ﬂ ‘_,0
B ' = « ﬂo + B o
puirsqQue 906 SuU((1,1), 1a transtformation précédente a pour

determinant 1,il s'ensuilt que sur SU(l,1), dg = dax da df df est

Anvariante relativement & 1la multiplication & droite par des

9%
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d1éments de SU(1,1).

La tormule (A.1l) permet d'écrire:

{ Q@ = r Ch(T/2)expl—i(®+y)/2) { A = r Ch(T/2)exp[i(®+9) /2]

B = r Sh(T/2)explLi($¢-w)/2] B = r sn(t/2)expi-1(¢-¥)/2]

-

avec la contrainte r = 1 qui est &équivalente a det g = 1.

Aprés un calcul simple on arrive a:

dg = shT dT d¢ dy (A.3)

16N

Ceci est retrouvé aprds l'introduction de la contrainte 8(r-1).

icli le racteur est choisi arbitrairement puisque le volume

1M

du groupe est inTini.
L13) L'ALGEURE DE L1k ASSOCILE

I.'a.l.gibr;o de Lie asecociée a $SU(1,1) est realisée par les
trois sous groupes & un paramétre respectivement composés des

matrices suivantes:

Ch(L/2) -Sh(t/2) Ch(t/2) ish(t/z) o it/2 .
-sh(t/2) ch(L/2) -iSh(t/2) ch(t/2) 0 e1t72

dont les matltrices Langentes sont respectlivement:

4] 1 0 ' b § [+
(r/2) i (a/2) i (0/2) .
'\ 0 e § 0 0 1

tiies peuvent 8tre réduites aux matrices:
0 2 0 1 1 o |
2= | a U 3,0,= -3 o 3 Oy= 0 ~1 | e biimedkd-S)
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appol‘as matrices de Pnhuli relatives au groupe SU(1,1).
Ces matrices 6étant linearement ind‘pondantos. elles torment une

base de L‘alqibro de Lie associde a SU(1,1). leurs relations de

commutation sont données par:

(0,; 9,1 = - 2 10, ; 19,3 0,1 = - 2 10.;3{0,; 0,)=2 i 0, (A.YH)
14) REPRESENTAILONS UNITAIRES IRREDUCTIBLES DE SU(1;1)
11 est bien connu que les représentations unitaires

er‘dutxblas,uho(g) de SU(1;1)ou 1 complexeet ¢ vaut 0 ou un-demi,
peuvent &tLre divisées en deux sérivs l1ondamentales et une série
dite complémentaire (dans un certain espace de Hllbert)-ﬂn sait,
en plus, que dans la décomposition d'une tonction détinie sur
SU(l1;3;1) et de carré intégrable, il ne tTigure que des 6léments de
représentations unitaires irréductibles. tt de plus, elles
n'appartiennent qu'aux séries fondamenales. LCe tTait ne nous laisse

s'1ntéressuer qu'd ces dernieres: Ul’o(g)

1 p = 0 m-o.tlptz..oo pour O=0

. c -

Séries continues: 1 > ip P >0 meti/2.23/2....pour O=1/2
N m = l+1,1+2,.... pour O=+

S€ries discrétes: 1= A N Cl-1.-1-2....pour o=

(A.06)

Venons—en maintenant aux éléments des matrices de ropr‘s.ntatlons.

En utilisant la décomposition (A.2) des éléments de SU(1;1) et
1,0

4*action de {4g) sur l1‘'espace de Hilbert ( espace de la

ropr‘soncatxon J)o 11 est possible de montrer que les élédments de

9/
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matrices sont donnfe par:

g 1,0 .
d;'n(g) = exp(-1mb) d ’ (T) exp(-iny) (A.7)
a
ou d&in (1v) sont les fonctions de Bargmann obtenues par

une continuation analytique, en 0 eten indicell g des tonctionse
1,0 ’

de Wigner dm;n (0) € SU(Z).Cette propriété découle du tTait que

SU(1;1) est considéré comme continuation analytique de SU(Z).

Pour men:

4 1/2
1, - _ C(rem+41 ) (m-1) . -m-n_ m-n
d_.n(T) L1/ (m ﬂ)lJL T(1en+1)T(n-1) J LCh(t/2)) (sh(t/2)]
2F1 (1—n+1.—n—1.1+m—n;—$hz(t/2)) (A.8)

C(1-n+1)l(-n—-1)
F'(1-m+1)I'(-m-1)

4172
al* (t)=11/(m-n)y1) J ten(e/zyg ™M isn(rs2))™ "

b

2F1 (1+m+1.+m-1.1+m—n;—8hz(t/2)) (A.9)

1,0 n-n
m.n(t) = (=1) dn.m
I, -

m.m(t)

Pour nZm on a: d
1

avec d "(t) - d
m.m

Les sériws continues s‘obtannent par continuation analytique;

1
1 — - + 1
2 P

A1) ANALYSE UE FOURLER SUR LE GROUPE SU(1;1)
Toute t1onction de carré 1ntegrable dérinie sur SU(1;1) admet
unedécomposition en éiéments matriciels de représentations,

essentieliement constituée des séries Tondamentales, continues et
1

discrédtes.( les series U 2

»

(9) sont exclues ).Ces 6éléments

matriciels torment ainsi un systdme orthogonalil sur SU(1;31).

Une telle orthogonalisation s'exprime par les relations suivantes:

Al erimmma -y



1.0 1,0 (ol.l'on.n‘ én,n')/(ZI*l) pour ged
Jdm.n. (g)dm'n (g) dg=
SU(L,1)

(0(p-p*)d .6  ,)/(2pthr(p+io))

pour 0 = 0,1/2

>

De la sorte,on aura la décomposition en sfries de Fourier de toute

tfonction de carré int‘grablo détinie sur SU(l1;1),comme suit:

® (e
A ) _ . ~ o 1,0
r(g)= Z {l L (21+1)+| ap 2p thu(peio)}) f_'ncg)dm_n(g)}
21=0 > ST nn
g 1,0x
ou '_,n(g)-Jttg)d-'n (g) dg
SU(L,1)

Pour ia partie continue,on ettTectuera le remplacement
1— - L.
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A 11) INIEGRALE DE CHEMIN SUR LA VARIETE SU(1;31)

Vane le but de construire 1le propagateur détini sur 1la
variété sSuU(l;l), nous utiliserons l‘isomorphisme existant entre

SU(1;1) et la sphdre detinie dans 1l'espace pseudo-euclidien Ez 2°

muni de la méLlLrique guv- diag {(+1,+1,-1,-1}. tt donc d'un produit

3.2
x

scalaxr‘e:(x.x)-(xl)?'o-(xz)z-( ) -(x‘)z.

En outre pour la régularisation des lnt‘gralos.on ajoutera:
- Une petitLe partie imaginaire positive a la masse, pour
1 2

lee composantes compactes (x ,x )

- Une pelile partie imaginaire négative 8 l1la masse, pour lee
) 3 4

composantles non—-compactes (x , x )

411) ASONMORPHISHE ENTRE SU(131) ET LA SPHERE.

Soient (xl.xa.xa.xq) les coordonnées dans E définies par:

2,2°
Xx'm r Ch(T/Z)cos|(d+w) /2] x%m r Ch(T/2)sin| ($+9) /2]

X = r S5h(t/2)cos(®-¥)/2) x‘- r sh(t/2)sinl (¢-w)/2])

avec: (A.10)
O S ¢ ( 2n
O $ ¥ ( ®
O S 9 ( an

0O 2 r (@
Arnel définivs, 11 est aisé@ de voir que ces relations établissent

1'isomorphisme entre S$U(1,1) et la sph¥re unité détinie dans

ta’z Par:(x,x) = 1

112) Propagateur de rFeynman sur S$uU(i,1)
L'action 6élémentaire d'une particule libre est détinie

d s -
ans k_ _par:

» ° ER S

S(Jed—-L)=(m/2€) l(Ax;)zttbxf)z-(bx?)z-(bx:)zj (A.21)
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Le propagateur de reynman relatit 4 cette particule dans cet
espace est donné par 1'1ntégralc fonctionnelle suivante:

x(xb. x..tb.t:.) - Iﬂx(t).xp{iS(b.a)} (A.12)

tb
ou S(b.a)-I L(x,x)dt
ta

Qui s'écrit sous la Torme discrbdte comme suit:

N N-1 N
K(xb.x..tb.t.) = Jim J MM (m/2ri€e) (im/2xe) ] d‘x M explis(i,.ij-1)])
®J J

N — =1 J=1 Jj-l

(A.13)

ou S(j.J-1) est Ll'action donnée par la Tormule (A.11).
La constanlte de normalisation est cholsie de maniére & satistaire

la conditaon: lam K(xb. x..tb.t‘) - 6(xb~x.) (A.14)

t —
b a

Lxpramant le propagateur en tonction dese paramétres détinis par

les reiations (A.10) ,il wvient;

N N-1
K(xb.x..l- .t.'.) = Jlim Jn (m/2ri€) (im/2nE) n _:_ra dr
®J 3

b N — =1 J=1 ) i

N
Sh(t ) dTt do dyp T[] exple(J.j—l)] (A.186)
7 { \“_J { }4_1

ou S(J,J-1) est exprimée aussi comme,

S(J.J—L)-(m/ZC)Arf-(m/C)rJr 1[1—(oj.o )] (A.16)

J- j-1
le wvecteur position est représenté en coordonées sphériques
retatives 3 L'espace pseudo-euclidien bk, _parix=( ret,9.,¥ ).

En vertu de lL'isomorphisme exlstant entre SU(1;1) et la

pseudo-sphire unité, i1 est possiblie d'écrire: Y WP
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1 . 2 K 4
e ~ie e —1ie
9(‘{‘.“’)‘[ ) 2 J

4 1
e +1@ e +lie
- 011 - 1[0203+ .301+ .‘a’j (A.17)
1 2 3 4
ou e ,0 ,¢ ,@® sont les composantes de e dans t et

2,2 7
1,0, 0,, O, sont les géndrateurs de 1'algdbre de Lie de SU(1;1).
Par un saimple calcul, 11 est aisé de véritier que le produitc

scalaire s'éerit:

(s.8')= —— IrLg(®.T,.¥) g ' (&',T",¥)) (A.18)

Alnel donc e'écrira L'action 6iémentaire?

S€1.d-1)=(m/2e)Bri-(m/E)r r 1= irg ] (A-19)

J 2

-1
= 9.9

ou g@,= 4(® .t ¥ ) et g 195-1

Pour qu'on puisse réaliser le propagateur sur la variété
SU(L:1), on doit Cenir compte de la contrainte r = 1, c.3d.d, se

s$ituer sur la pseudo-sphére unité de t, ,- Une manidre de le faire

esl de poser:

c{*moaxpl(xm/ZC)ArTJ-(anC/m)1126(r1—rj_1) (A.20)

Alore,en antégrant évidemment , 1'expression (A.1%) sur les

’

varlables rj. on oblLient:®

N N-1
e N— ®] j=1 1=1
peeudo ephére unité
N
n -xplxs(J.J—l)] (A.21)
1=1
avec dgj la mesure détinie sur SU(L1;1)
a
d - 5 .022
'j (1/406N )bh(tj) dIJdOJGOJ ( )
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1 -
et S(J,J-1) = (MIc)ll-';-lrQJJ

Ou l'on wvoait maintenant que 1l‘'action peut 8tre considerée comme
tonction déftinie sur SU(131). ve €e tait, elle admettra le

développement suivant?

T(g)= Z {L 2' (21+1)+]| dp 2p thu(p+ia)JZ ;_an(q)d
210 S

1,0
m, N

(9)} (A.23)

En outre,elle est tonction centralie,c.a.d., f(qslggo) = T(g).

Le développement est restreint alors,aux caractéres des
représentations notoc‘ux}fo(g;-m-”“
Un aura,alors;
® ®
.
oxpl-(22/2) ir(g))= Z ['24 (21+1)+| dp 2p thm(p+io))])
21=0 :

. ] ] 1,0
Z (ZMOHIK,, GO+ K, 1216l %)
(A.24)
L'expression précédente se déduit de:
o _ _ » : ;
'.'ntl)-(dlﬂt)lKZ"1(11)4(—1) KZl’i(—xl)jO.”‘ (A.25)

Les ﬁ ropr‘suﬁt.nt les Tonctions de HBessel modifi‘os.

Prorxtons,du fait que € — Oypour ne garder que ie d‘v.loppenont;

2
g Y g2y 4 - . ; 172 X (214+1) " -1/a 2
t - —ig-
m ntd) (bn‘n/zn JIZR/iL) (210 /2) oxp{ i2~1 >7 +0(1/2 )}
(A.20)
11 est & noter qQue pour cette lormule ,il y a distinction entre

les sbries discrdtes et continues.

1°) les «fries discrétes sonti{a conséquence des composantes
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compactes,la masse r‘gularlsant. esl alors m+il) donc 1lmz >0.
2v)1les sériee continues sontlacons‘quence des composantes non
compactes, iLa masse régularisante est alors m - iN donc 1lmz(O0.

On obtient immédiriatement l'expression suivante,en appliquant(A.Zb){

® o .

expl-(1m/€) (1-—— Ir(g))]= Z {1 L (21+1)+J dp 2p thu(peio) ]
) 2i=0 o

Lm

. 2
(1/zuz)(zue/1m)(z;ue/n)1’2oxp{—1“lf" _1/'5} x"o(g)} (A.27)

A ce stade, insérons ce développement dans la tormule (A.21), on

aura:
® ®
N-1 N -
K(X_,%X ,t ,t ) = 1im M dg. 11 Z: 12(21 +1)+Jdp 20 thr(p +10 )]
b a b . N — QI Jm1 11_1{ J J J i ] J
J znj-o o

2
ey 2 _(213+1) -1 /4 1,0} -1
(1/2m )oxp{ i m e} X (9,9,_, )}

De i1'orthogonelit® de la fonction caractdre, il vient:

¢ (3 S(A.A')

l.o -1 1, - » . 1, -1
I X (o 'g " Hx? (90 ¢ Myagra 2 od x? (g™t
Su(1, 1) A
(A.29)
ou
o . cas discret
S(A.A')m A.A
S(A=A") cas continu
et
f 2i+4 cas discret
dl-
LPLthR(p+10) cas continu
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1L est clair que 1l'expression (A.28) se simplitie a:

®

2 o 1,0 -

K(xb.x..tb.t.) =(4 /2R )Z {l Z‘ (21+1)X (qbsl.‘) oxp{-itl(tb— t.)}
21=0

- J dp 2P thR(Pp+io)X ( g,9.") -xp{—u:‘_, (t, - t.)} J}
(4] 2

-1/72+190,0

(A.30)
&£1+1)z—1[4

avec: h|- T et t_1 = ¢t -1
—5-+lp l-—;-flp

tinaiement, 11 ne reste que la s‘paration des parties initiales et
tinales. tile résuite - essentisllement de 1‘orthogonalité des

Eléments matriciels des r.pr‘sontations du groupe SU(1,1):

l‘o -1 l)o l)o
1'% (gpu;hy =) 4l gy al? *(q)
m’n
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