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INTROUUCTION GENERALE:

Les simulaticns numériques de processus physiques continus constitiuer.t un
moyen trés efficace pour la connaissance de l'évoliution de certairs ihéno~
ménes physiques trés complexes, telsque le traitement d'image; le domaine

nucléaire; 1'aérodynamique et jleg systémes automatiques.

Devant un tel probléme, en l1'occurence la simulation 4'un phéncméne (pro-
cessus) physique, trois points dolvernt constituer le centre de nos préoc-
cupations, il s'agit: de 1la contrainte de temps réel, de la précision du

calcul et en®in, le modéle du processus physique 3 simuler lui-méme.

En ce gqui concerne le temps réel, il 8'agit en fait de se doter d'un cal-
Culateur assez puissant en vitesse de calcul, et en taille mémoire, capa-
ble de suivre 1'évolution de notre processus physique dans la resure on ce

dernier évolue rapidement.

Dans le cas contraire, une différence notable apparattra entre le proces—
sus physique et le modale; 1le développement de la technologie des micro-
processus a permis d'associer -es derniers, cbtenant ainsi des arcritec-
tures de calculateurs dont les performances répondent aux exigences de 1la

contrainte du temps réel.

Le modéle mathématique étant régi par un systéme d'équatiors différen-
tielles qu'il s'agit de résoudre; pour cela, plusieurs méthodes d'inté-
gration numériques ont vu le Jour, suivant la nature du probléme A inté-
grer (équations différentielles ordinaires, raides, implicites différen-
tielles... etc.). Partant de 13, suivant la nature du probléme a résou-

dre, il s'agit de choisir une mé&thode qui lui soit adéquate.

Les méthodes qui permettent d'obtenir dee solutions avec une grarde pré-
cision, seront privilégiées afin d'atteindre 1l'objectif d'une simulation

qui permet une bonne analyse du processus.



Par ailleurs, le moddle &tant stable (les systdmes A& modales inastables,
présentant peu d'intér8t), la stabilité de méthodes d'intégration est
trés importante, elle permet & 1a méthode de suivre la solution réelle du
systéme m&me en présence de perturbations externes, pourvu que celles-ci

soient de valeurs bornées au cours du temps.

Enfin, au cours de la simulation, on peut toujours (ce qui est d'ailleurs
le but d'une simulation), étudier 1'effet de la possible modification de
certains paramétres intervenant dans le modéle. Cela permet une ne.llevr o
connaissance du processus réel. lLe probléme de la conception d'une arch -
tecture pour s'affranchir de la contrainte de temps réel a été étudié por
de nombreux auteurs entre-autres (G.B.). Dans notre travail, nous nous
sommes attelés A contribuer 3 la résolution de deux derniers problémes
(précision du calcul et modification de paramétres). Lors d'une simula-
tion d'une commande adaptative appliquée a un robot manipulateur rigide,
dont le modéle mathématique est régi par un systéme d'équations différen-

tielles ordinaires de la forme:

d Y (t) = F (t,y (v))
dt
Y (to) = Yo donnée dans R"

La solution de ce systdme traduit en fait le comportement dynamique de
notre manipulateur rigide sous 1l'effet de la commande adaptative.

Ce travail & priori simple, ne peut &tre mené A bien que s8i on s'assure

trois conditione principales:
- le modéle mathématique représente assez fidélement le processus phy-
sique;

- les algorithmes de résolution doivent &tre tras performants du point
de vue précision et stabilité;

~ les algorithmes doivent &tre compatibles avec la nature du probléme

mathématique A résoudree.



Notre travail sera présenté en deux grandes parties:

— Dans la premiére partie, on étudiera des algorithmes de résolution 2
base de méthodes numériques classiques permettant d'approcher 'a solu-
tion d'un probléme différentiel bien conditionné. Notre choix -'est por-
té sur deux méthodes considérées comme les plus efficaces, et les plus
utilisées pour ce genre de problémes 1'une multi-pas, c'est la méthode
d'ADAMS BASHFORTH-MOULTON; 1'autre, mono-pas, c'est la méthode de RUNGE
KUTTA, classique. Ces méthodes sont dcrites avec un pas et un ordre va-

riables; ceci correspond a un double but:

1) Minimiser le cofit de la résolution pour une précision donnée;

2) Adapter la méthode a la régularité de la solution.

Enfin, un chapitre est consacré a 1'étude du comportement effectif Jde
ces méthodes, en traitant certains exemples importants et en montrant
l'avantage acquis par la méthode de RUNGE-KUTTA 3 pas variable sur celle

a pas constant.,

- Dans la deuxidme partie, on abordera tout d'abord, la modelisation du
processus physique, soit dcnc le calcul du modédle dynamique du maripu-
lateur. Ensuite, on passera d la simulation du comportement uynamique
de ce dernier au cours d'un transport de charge variable, sous 1'effet

d'une commande adaptative.

Nous montrerons qu'en fait, la commande n'est pas améliorée par 1'iden-
tification en ligne, car celle-ci est trés mauvaise lors d'un déplace~
ment rapide du manipulateur. Mais qu'une commande robuste vis-a-vis des
phénoménes qui apparaissent en réaction au mouvement peut 8tre synthé-
tiséeen utilisant de grand-gains permettant de réduire les effets des

erreurs de modelisation.

Pour finir, nous présenterona une conclusion relative 2 l'ensemble de

nos travaux.



PARTIE A: ALGORITHME D' INTEGRATION NUMERIQUE:

INTRODUCTION:

Notre travail consiste en la résolution numérique du probldme differen-

tiel suivant:

¢ vy() = F(ymw) t eI = Qorl
dt (1)
Y (0) = Yo donne dans R"

ou: F (t,y (t)) est continue, définie sur [O.T] x R™ & valeur

dans Rm.

Nous dirons que ce probléme est "BIEN CONDITIONNE" si la foncticn F est
uni formément lipschitzienne, c'est-a-dire, qu'il existe une constante L

telle que:

vzer" [l F(t,y) - F(e,2ff ¢L Wty - zl} (2

on sait alors que le probléme (1) admet une solution unique, de m&me que

le probléme perturbé:

d yg(t) = F (t, YE (L) + g (v)
Tdt

Y(0O) = Yo + Gto

on obtient alors la majoration suivante:
t L (t-8)

LT
Yy - ye) lte€Weo | S . e HE (s) Wes

Qui permet d'affirmer que Y€ tend vers Y uniformément, dés que les

termes de perturbation E'o.) £(.) tendent vers zéro.



Actuellement, les méthodes numériques les plus efficaces pour approcher
la solution du probléme différentiel (1), sont les méthodes de RUNGE-KUTTA
et les méthodes d'ADAMS.

Ces méthodes marchent bien tant que l'hypothése (2) est vérifiée m2Zme loca-

lement ‘1 ] .

Elles sont écrites avec un nombre et une taille de pas variables pour mieux
adapter la méthode 3 la régularité de la solution, contrairement aux métho-

des classigues qui utilisent des pas constants en nombre et de taille fixe.



CHAPITRE 1I: MISE EN OEUVRE DES METHODES DE RUNGE-KUTTA A PAS VARIABLES:

I.1 Généralités:

Pour approcher la solution du probléme différentiel (1), choisissons

une subdivision de I = [o.'l‘] :

0( t"tzcununn‘tn (tn+1‘.....--‘tﬂ = T

tel que: hn = th + 4 - tn et h = max hn
O4NLN

Le principe consiste, partant d'une approximation Yn de Y f{tn) pri
se & 1'instant tn, a calculer une approximation Y¥Yn + 1 de Y (tn + 1y
a 1'instant tn + 1 au moyen d'une relation de récurrence d'ordre 1 de

la forme:

Yn + 1 = Yn + hn.¢ (tn, Yn, hn)

Yo = 4 § donnée dans Rm (3.1)

ou ¢ est une fonction continue de [o,'r]x R" x to.h'] tel que
h* >o.

Cependant, remplacer le systéme (1) par le schéma, ne va pas sans in-
troduire un terme d'erreur appelée erreur de dis;rétisation. L'étude
de cette derniére de par son effet sur l'approximation de la solution
du probléme différentiel (1), nous améne A définir les notions de:

- consistance,
- stabilité,

- convergence
du schéma (I.31).



I.1.1

Consistance:

L'erreur de consistance ou de troncature est l'erreur qu'on commet

en remplagant le systéme (1) par le schéma (I.1)

y (t)e avec y (t) solution de
y (1)
y ' (t) =F (t,y ()
yn + 1
yn = y(tn) y (tn) = ¥n

tn hn tn+l t
Soit donc:
Y (tn +1) =Y (tn) + tn, @ (tn,y (tn), ) + En (1.2)
N -1 N -1

d'ol: ‘ y (tn + 1) - y (tn) - -hn.¢ (tn,y (tn), hn)‘ =Z‘£n‘
= o n =o

n

dire que le achéma (I.1) eat consistant avec le systdme différentiel

(1), revient a dire que:

N -1

z| sn'__.; O dasque  he—PO

n =aq

Stabilité:

Cette notion est intrinséque au schéma de ré&solution numérique, dé-
finie comme étant la propriété qui falt que toute petite perturba-
tion sur les données du schéma n'entraine qu'une petite perburbatic
sur la solution. Ceci nous permet de pallier 4 l'effet des erreurs

d'arrondis et leur propagation au niveau de la résolution.



Soit donc:
Yn + 1 = ¥Yn + hn.? {tn, Yn, hn) Yo fixée

Zn +1 = 2Zn + hn , (‘(tn.Zn,hn») +€p) Zo fixée

La stabilité de la méthode est affirmée si pour tout:

h& ho, (ho pas maximum), il existe deux constantes M1 et M2 indépendantes

de h, Zo, Yo et &n tel que:

Max { Yn - znleMi | Yo ~2o] + M2 Max {€n |

ce résultat a &té établi par CROUZEIX, et MINGNOTen [1], GEAR [ 2].

I.1.3 Convergence:

Ecrivons que:

Y (tn) est la solution réelle

et Yn est la solution calculée & partir du schéma (I.1)

Alors l'erreur sera définie comme suit:

€n =y (tn) - Y¥n

La convergence est alors assurée si:

Max [ €n | - Max | Y (tn) - Ynl._.O
h = Max hn ——$ 0O
o:ﬁnjsN

1.2 Schéma général des méthodes de RUNGE-KUTTA & q pas intermédiaires:

Le schéma général de RUNGE-KUTTA 3 g pas intermédiaires est:

q
Yn,i = Yn + hn .z aijof (tn,J ) ¥Yn,j) i=1,q (I.3 a)
1.3 *3=1
a
Yn + 1 =Yn + hn—Z b€ (tn,j; ¥n,§) (1.3 b)

J=1



¥n étant aupposée connue, le calcul de 4 quantités auxiliaires Yn,§ déri--
nies comme solutions de 4 é&quations (I.3.a) lorsque aprds permutation éven
tuelle des indices, la matrice g._ des éléments a.ij devient strictement
triangulaire inférieure (i.e Aij = o 81 1£j), le calcul de Yn,i ne deman
de que des évaluations de f, il en est de mé@me pour Yn + 1 d'aprés (I.3 b
la méthode est alors explicite.

Il est plus aisé de montrer que le schéma (I.3) vérifie les propriétés

précédemment annoncées.
- partons de cll. LZ]:
[€n £ knPn (1.4)

et comme la méthode de RUNGE-KUTTA est d'ordre P >1, alors:

't'\' ——$p 0 dés que hn —PpoO

— Etudions la sensibilité du schéma face aux perturbations (dont

les valeurs sont bornées dans l'espace et le temps):

Q
Zn,i = 2n + hn.'z dije £ (tn,j J Zn.j)
j=1
i=1,, 9
q
Zn + 1=Zn + hn . Z bje £ (tn,j j zn,3) + hn €n
=1

On démontre (voir annexe B4) » le résultat suivant:

cr
||Yn-2n||¢ e,ll Yo-Zo“+ B m"ﬂn" (X.5)

C

Ce qui montre la stabilité du schéma avec:

cT
m=-C ot e = € _3




~-10 _

La convergence est déduite directement de (I.4) et (1.5)

pour cela, il suffit de poser:

Y (to) = Zo = Yo et Y (tn) = 2Zn

et comme le schéma est consistant, on obtient alors le résultat recher-

ché, a savoir, la convergence du schéma (I.1)

CT

flenll =lvn -y emllc e | o feall—p 0 (=.6)

c

gd h _ —P o)

I.3 Comportement -asymptotique de l‘'erreur:

Pour adapter la méthode a la régularité de la solution, minimiser
son colit calcul, et détecter les &ventuelles "SINGULARITES" du pro-
bléme différentiel. La mise en oceuvre des méthodes de RUNGE-~KUTTA,
se fait avec contrdle de pas. Les singularités du probléme différen-
tiel sont les points ol le schéma a du mal & approcher la solution
de ce dernier. Le contrfle du pas permet alors de choisir au voisi-
nage de ces points un pas hn suffisamment petit pour atteindre la
précision exigée ou de constater 1l'impossibilité de 1'obtenir (la
précision demandée). Le changement du pas obeTt a une technique ex-
Plicite basée sur le comportement asymptotique de 1l'erreur, donc
sur son estimation locale.

Y (t)

Régime transitoire : Régime permanent

. Pas assez grand

Pas assez petit .
. o ¢

Le schéma permet de montrer comment le pas doit évoluer compte-tenu

des é&volutions de Y (t).

N.B.: La relation (1.6) nous permet de constater que contr8ler 1l'erreur
locale revient donc essentiellement 3 contr8ler l'erreur de consis-

tance ELn.



{
Go (t) =Rf (t,y (£))F o (t)

- 11 -

Expression de 1'erreur:

Pour connaitre le comportement de l’erreur, il faut d'abord trouver
son expression, pour cela, donnons-nous une fonction e{t) continue,

lipschitzienne sur I telle que:

odB(t) €1 et hn = h (&(t) + o (h))

sachant que pour une méthode d'ordre p, l'erreur de discrétisation

obeIt 4 la relation suivante:

1
€n=Y (tn) -Yn = KPC1 (tn) + M- §o (tn) + o (hn ) (1.7

ou:

G o et G1 sont solutions des équations différentielles suivantes.

Ny

Go (to) = 1 (1.7.a) 0 1 (to) =0 (1.7.8)

Ce résultat est &tabli dans CROUZEIX, MIGNOT [1] avec:

- hp 6-1 (tn) erreur due & la méthode

~ (N - Nh)G o (tn) due 3 1l'imprécision sur les conditions initiales.

Notre préoccupation réside dans le choix du pas hn, de sorte gue

l'erreur soit aussi faible que possible.

Choix optimal du Pas hn:

Le pas optimal est celui qui nous permet d'avoir une erreur:
€n =Y (tn) - Yn

voigine d'un certain seuil de tolérance.

Le choix du pas donc, celui de U (t) n'influe pas sur le terme
(N - Nh)Go (tn), par contre, il joue un r8le prépondérant dans

l'erreur de méthode.

G‘], (t) =,?_§ (t.y (t))ﬁ'l (t) +9(t)"|'/p(t_3.\'u,)
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Sachant que le colit de la méthode en nombre du pas est:

to+T
=ho + hl 4...+ hn-1 =1 } ho + hl +... hn-l ds + o (1)
ho hi hn-1 h |6(%o) B(t1) O (tn-1) O(S)

On se demande alors pour un colt donné N comment choisir les points tn,
de sorte que l'erreur finale | Y (tn) - Yn | soit la plus faible possible.
Ce qui revient A dire:

P
+T
Pour: 1 ds fixé trouver h et ¥ tel que:
h - &(8S)
to

1.8)

nP? 6'1 (tn) moit minimum

L
Posons t"(‘l:) = h®(t) et cherchons d'abord 1'expression de 61 (tn).

A partir de (1.7 a) et (1.7b), on démontre (voir Annexe B

t .
01 (v) =G0 (v) BP)\Wp (s,y () as
G‘; (8)
(o]
(I.8) devient alors:
i to+T
94 = N fixé
()
to
f to+T
o}
o4 $)Yp "A.x m)u Minimum
\ (f?)(t)
to
.

Sous l'hypothase quer (J,y (l)) ne s'annule pas et gmg un signe
constant sur I on aura:
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-
Y =hos) = A E—LQ'L_}p%I
Yo(s.y(d) résultat &tablit
Avec: to+T 1 dans [1]
A=1 ,Vg (s,y (4)_)‘5*_1 a6 |
Go (8)
to

d'autre part, la formule de TAYLOR nous donne:

p+1 P+2
€n =y (tne1) -y (tn) - hnd(tn,¥n,hn) = hn ¥ p(en,¥(tn)) + o (hn)

digl gn tire:
p+2 p+1l p+2

p+l
En =t A Go(tn)+o(hn)~r§?t)=:h + o (hn)
o{tn

On peut donc en conclure que le choix optimal du pas conduit au résultat

suivant:

fin reste asymptotiquement constant.
6o(tn)

I.4 ContrSle du pas:

La connaissance de l1l'erreur locale permet le contrg}e du pas. Ce
dernier nécessite le calcul d'une valeur approché iin de cette erreur

qul sera utilisée dans le programme numérique sur calculateur.

I.4.1 Estimation de 1l'erreur:

Nous avons vu que la formule de TAYLOR nous donnait:
p+l p+2
Sn =h ¥p (tn.y (tn))+ o (hn)
Ce qui nous améne & prendre:

~ P+l
&En =nn Wp (tn,¥n)
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La différence entre l'erreur et l'erreur approchée nous donne:

P+l
P+2

-~ . -
£n -&n = hn [‘l’p (tn,Y(tn)) -"Vp (tn.Yn)] + 0 (hn)

Le théoréme des accroissements finis nous raméne a:

P+l P+2

&n “&“ = hn (D;tg (tn,Yn) [Y (tn) - Yn] + 0 (hn)
y
P

Or: y (tn) -~ yn = 0 (hn)

On obtient alors:

g 2 P < 2 P
€n-En-mn 0 () wwEn=En+hn 0 (hn)

o
d'ol Sn est une bonne approximation de Sn.

I.4.2 Contr8le du pas:

o~/
Une fois la valeur approchée ?,n de l'erreur &n estimée, posons:
r¥4
P+l
8" = hn Vp (tn,Yn) =<3

Comparons cette valeur & la précision exigée, deux cas peuvent
se présenter: l

P
- %n supérieure d& la précision exigée, alcors on diminue le pas.

-~
- E;n inférieure & la précision exigée, alors on augmente le pas,

pour cela, nous noterons:

o
6“ = r-:"Vp (tn,Yn) = }

»
L'erreur obtenue avec le pas hn et qui répond & la précision
exigée. Le changement du pas se fera grice 4 la relation suivante:
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R ¢ Dl

»
si ’ S o alors hn & hn

»*
si B & %3 alors hn > hn

I.5 Schéma final de RUNGE-KUTTA adopté:

Le schéma final adopté est basé sur deux méthodes de RUNGE-KUTTA
emboftées, l'une d'ordre P, l'autre d'ordre au moins pl- P+ 1. ce

Pl
choix est dQ au fait qu'il permet le calcul de iin & un cofit moindre.

Dans le programme que nous avons mis en oeuvre sur calculateur, nous
avons utilis€ RKpp' avec p = 3 et p' = 4, la méthode d'ordre 3 per-
met le calcul de ¥n solution approchée de y (tn), celle d'ordre 4
permet l'estimation de l'erreur. Pour faciliter la programmation de

la méthode, nous la résumons grfce aux é&quations suivantes:

q
f Kn,i = £ (tn,ij ¥n « hn +® @ijeKn,j) i =1,—,q
J=1

q
4< Yo + 1 =Yn + hne 3 H}KH.J
J=1

ou Kn,i est vue comme approximation de y' (tn,1i).

I.§.1 Calcul des coefficients de la méthode:

Les coefficients suivants ont &té calculés par [1], pour la méthode
d'ordre 4, disposés sous forme de tableau, les coefficients sont:
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[ ]
‘ o 0 o 0 0 : o
f,c', 2/7 2/7 0 0 0 I o
[} alij
a/7 - 8/35 a/s 0 0 i 0 »
)
6/7 29/42 - 2/3  s/6 0 .0
[ ]
[}
[ ]
[
1 1 !
/6 1/6 5/12 1/4 : —» b'j
. 0
]
[]
11 Z 35 7 S bj
96 24 96 48 'o12
[ ]

Pour la méthode d'ordre 3, il suffit de supprimer la dernidre ligne et
la dernidre colonne, soit donc: (&'ij, b'j, C'1i).

I.5.2 Estimation de En:

- Soit: En =Y (th+l) - ¥ (tn) - hn.f (tn, ¥y (tn),.hn)

Pour la méthode d'ordre 3.
* »
- et soit: En =Y (tn+l) = Y (tn) - hn-# (tn, y (tn),hn)

Pour la méthode d'ordre 4.

En faisant la différence des deux expressions de l'erreur, on
obtient [47]:

» 2 P
8 n = E.n + hn 0 (hn)
* »*
avec: €n = ? (tn,y (tn), hn) - 4) (tn,y (tn), hn)

1.6 Différents types de contrS§le d'erreur:

Nous allone décrire les différents types de contr8le d'erreur em—

Ployés dans le programme de résolution implanté sur calculateur.



.6.1

- 17 -

ler type de contr8le d'erreur [4]:

P

Basé sur le fait que ﬁn 80oit minimum constant. Donnons-nous
Go(tn)

un paramétre Al qui tend vers zéro, et calculons & chague pas

o o
©n et €6 (tn).

Valeur approchée de 0o (tn) et de la sorte, on ajuste h de telle

maniére que:

gn \:y.

o(tn)

Nous avons d'autre part:

~ = 1
E,n P+1 LVp (tn, yn) e hn = M\p—:{

- W p(tn,yn)

mais alors si *’p (tn, yn) vient a s'annuler, on aura un pas tres

grand et de la la relation:

P 2 P
8n=£n+hn0(hn)

2 P
n'‘est plus valable du moment que le terme hn O (hn) ne peut plus

étre négligé, afin d'éviter cela, on impose:

~ 1
\ e et nnei1o (péo (tn))Pe1
\Q_o(tn) -

d'un point de vue pratique, l'algorithme est décrit comme suit:

1
On part avec le pas ho = (ﬂpﬁ:f et on passe de th & tn + 1
ainsi:

tai étant connu pour le pas précédent, on calcule:

« ~
Yn +1, i;n , Go (tn)



rd

- Si: 0,9 M & o?tn) < 1,1 4 alors hn + 1 = hn on conserve le pas.
P - l o~ 1

- 8 n_ . 0,9M alors hn+l = inf (m QE_,_HO(W) pol 10“0—°(‘“))m)
o(tn) & |

~ o
~ Si: 4,1,“‘ n € 1,2 X alors hn + 1 = hn \Go (tn“ 1
(tn) r ‘ gn\ P+l

P
- Si: 1,2 en \ alors on rejette le pas hn, et la valeur
hS(tn) Yn + 1 et on démarre avec:

0,9 #\6% (tn)\ 5=

h; = hn P+1
1 €n |
REMARQUE:

L'utilisateur peut choisir les coefficients (0,9 - 1,1 - 1,2) en fonc~

tion de la précision souhaitée.

1.6.2 Deuxidme type de contrSle de 1'erreur [1]:

Cette fois le contr8le d'erreur est relatif sur l'intervalle
d'intégration r_tn -1, tn]. on cherche A rendre la quantité

o

| s | =Y

ou 0 est un paramdtre qui tend vers zéro, ensuite, on procéde

de la m8me manidre que dans le cas précédent, en remplacant:

1 .
P
v -V
o
1.6.3 Choix de g~o (tn) : on va donner les choix possibles de Gz(tn)
valeur approchée de G o (tn):
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P4
-Go (tn) = 1

Il s'agit de rendre 1l'erreur de consistance, abosolue
constante.

- &% (tn) ={vn|

Il s'agit de rendre 1l'erreur de consistance, relative
constante; pour cela, il faut d'abord s'assurer au préa-—

lable que | Yn | ne s'annule pas sur 1'intervalle I = [p.T].

- Gkb {tn) &tant définie comme la sBolution de:

Go' (tn) .-:11'_ (tn,yn)+G o (tn)
DYy

Go (to) = 1
Nitn

or: “Vf = aij alors 0o (tn) = 231 -
) i

On peut prendre par exemple pour (J o (tn), la valeur:

-
G~0 (tn) = e’h maxtn

Cela est justifié par le rdle de A\ max.

1.6, 4 Troisiame type de contrSle d'erreur:

L'évolution de la solution se traduit par celle de sa dérivée,
on va exploiter ceci pour concevoir une méthode du réajustement
du pas, elle est basée essentiellement sur des considérations

expérimentales:

Supposons que la solution y (t) évolue suivant la figure (2).
y (t)

Région (1) Région (2)

Pas assez grand

Pas assez petit

b o P o o 0o aome

Fig. 2



- 20 -

Région (1): Evolution rapide qui peut traduire un régime transitocire par
exemple, la dérivée est alors trds grande en valeur absolue.

Région (2): Evolution lente (régime permanent) qui traduit une solution
assez régulidre, d'ol une dérivée trés faible en valeur ab-

solue.

Soit (p cette dérivée; et ho le pas maximum autorisé, l'expression du réa-

Justement du pas est la suivante:

hn = ho
1l «+ l ‘
Si: \¢‘ b9 Y alors hn &€ ho
Si: ‘¢' < alors hn & ho

Si: ‘¢ ‘: O alors hn = ho



‘- 21 -

I.?7 ORGANIGRAMME:

L'organigramme suivant résume les différents types de contr8le
de l'erreur:

e e ot i e -~ =

. Initialisetion
u ) ;’ , ho, yo
tL —— L
Rejet de hn et
choiins%un nou- Calcul de Yn+l
veau pas au moyen du schéma Rkpp' avec
aa P=3 et P'=P+1 = 4
calcul Calcul
de ler ou 28| Choix du type 3ame du
-~ de contr8le nouveau
Ei ] d'erreur Pan _1
Etape Sauvegarde :
réussie de {
Yn+1 i
Sauvegarde hn+1Z & une cer- NON Intégratior
de .
———1 taine valeur mi-
Yn+l et . . termir ~e
choix de nimale fixée
hn + 1 — -
th L Draat
Printer ST P !
STOP
END
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CHAPITRE II: MISE EN OEUVRE D'UN SCHEMA D'ADAMS A PAS ET ORDRE VARIABLES,
EXPRIME A L'AIDE DES DIFFERENCES DIVISEES:

lLes méthodes multi-pas d'ordre I permettent de calculer une valeur approchd:

Yn + 1 de y (tn+l) en utilisant les valeurs approchées Yn, Yn=1,____, Yn - r:
contrairement aux méthodes mono-pas (telle que la méthode de RUNGE-K'ITTA), Qv

n'utiiisent que la valeur approchée Yn pour pouveoir calculer Yn:l. Four -
méme précision fixée, les premidres permettert une résolution de- équa'ions

différentielles ordinaires avec un colt plus faible.

Parmi ces méthodes, celles d'ADAMS sont les plus connues pour leur précision
leur efficacité dans l'intégration d'un systéme d'équations différentielles o
dinaires non raides. Pour les exprimer, on choisit la formulation de Eﬂégﬂ ba
sée sur la décomposition des polyndmes a l'aide des différences divisées. Le
choix de cette formulation est motivé par le fait qu'elle diminue le nombre dec-
calculs & faire, SHAMPINE et GORDON [3?] ont décrit cette formulation pour 1
schéma prédicteur-correcteur PKECk+1E, tel que le schéma prédicteur d'ordre K
est celui d'ADAMS-BASHFORTH et le schéma correcteuar d'ordre (K+1) est celui
d'ADAMS-MOULTON avec K variant de 1 a 12.

Dans ce chapitre, nous définissons un programme correspondant au schéma PkECK'
K variant de 1 & 12, avec une procédure assez fine pour le démarrage de 1'int -
gration, nécessaire pour la précision dans cette phase, surtout dans l'intégr .-

tion des systéemes différentiels instables.

IT.1 Méthode d'ADAMS d'ordre (r+1) A pas variable:

Afin de résoudre le probléme différentiel (1), on utilise le schéma

suivant:

Une subdivision:

TO = Octn ¢ t2<€....... th <€ tn+l<€.....€tn = T de 1l'intervalle
I = [p.T] est choisie;
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on note alors hn = tn + 1 - tn VnE[O,N-l]

les quantités fo,...... «fn (n > r) étant des valeurs approchées de Y'(to. .
sectees » ¥' (tn) que 1l'on suppose connues, on calcule alors une valeur app

chée Yn + 1 de Y (tn + 1) au moyen de la relation:

tn + 1

Yn + 1 =Yn + R (t) dt (X1.1)
tn

ol R (t) est 1'un des polyndmes Pr,n (t) ou Qr,n (t) de degrés inférieur
ou égal & r tel que:

et Qr,n (tn - i) = fn - 4§ i ==l r =1
Ces polynames sont définis par les relations:

r
Pr,n (t) = z Ln,r.i (t)efn - i
i=0

r-1

Qr,n (t) = z Ln + 1,r,i (t)efn - 1
i=-1

ou L.n,r.i (t) est le polynome de LAGRANGE tel que:

r

Ln!rli (t) = T (t - tn-j) /(tn-i - tn-J)
j=0
143
Deux schémas sont alors obtenus & partir de (II.1)

- Dans le preaier cas ou R (t) = Pr,n (t), le schéma eat celui d'ADAMS-
BASHFORTH:

r

Yn + 1 =Yn + hn.}E bn,ifmn - 1 (11.2)
i=o

fn +1 =¢ (tn+l, yn+l)
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avec: tn+l
bn,i = 1 Ln.r.i (t) dt
hn

tn

c'est donc un schéma explicite.

- Dans le deuxiéme cas ou R (t) = Qr,n (t), le schéma est celui
d'ADAMS-MOULTON:

r-1
yn+1=Yn¢hn~2 bn,i-fn - i

i=-1

fn + 1 m f (tn+l, yn+l)

avec: . tn+l .
bn,i = 1 n+l,r,i (t) at
et:

n+1
* » r-1
hn ;tn J=0 (tnel-tn—j)

on aura alors:
r-1

» - L, atité.
Yn + 1 = hn.bn ¢f (tn+l, yn+l) = Yn ¢ hnebn,i«fn - ilQ NI Y
i=o

la résolution de 1l'équation en Yn + 1 n'est pas immédiate, c'est ionc

un schéma implicite.

II.2 Méthode d'ADAMS emplcoyée sous forme Prédicteur-Correcteur:

La méthode d'ADAMS-MOULTON est plus précise que la méthode d'ADAMS-
BASHFORT‘LQ], [3], mais son caractére implicite rend son emploi plus
délicat: il s'agit en fait de résoudre l'équation en Yn + 1 suivante:

r-1
. . , tité.
Ynel® hnebnef(tnel, ynel) = Yn 4 2 habn,iefn-i (Q=°°* connue).
i=o0

Or, dans la majorité des cas, cette résolution nécessitera l'emploi

d'une méthode itérative.



P

Pour initialiser cette derniére, on calcule Yn + 1, une valeur approchée
au moyen d'un schéma explicite appelé schéma prédicteur, puis on obtient

£P (tn+l, yn+l) par une évaluation de f.

Enfin, les valeurs approchées de Yn+l et fn+l, sont obtenues au moyen

d'un schéma implicite appelé schéma correcteur.

Dans notre cas, les schémas prédicteur—correcteur sont respectivement

les méthodes d'ADAMS-BASHFORTH et d'ADAMS-MOULTON de m&me ordre, cet ordre

peut maintenant varier a chaque pas.

I1.2.1

Définition du schéma:

Soit kn = rn + 1 1l'ordre & l1'instant. tn + 1 et K =r + 1

l'ordre maximal.

* gchéma Prédictew d'ordre (r+l1)

La valeur prédite de la solution est donnée par le schéma expli-

cite d'ADAMS-BASHFORTH.

™m

(P)

(Prédiction) Yn + 1 2 ¥Yn 4 hn. bn,ifn - 1§

i=0

Apréds une évaluation de f, on obtient:
(P) (P)

(Evaluation) fn + 1=f (tn + 1, Yn + 1)

» gchéma correcteur d'ordre (r+l1)

Les approximations suivantes de Yn+l et fn+l sont obtenues a

1'aide du schéma implicite d'ADANS-MOQULTON:
rn-1

] P
(Correction) Yn + 1 =Yn® hnbn fn + 1 ¢ hn.z bn,i-fn - i

i=o
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aprés une évaluation de f on obtient:

(Evaluation) fn + 1 =f (tn + 1, yn + 1)

I1II1.2.2 Ordre et stabilité du schéma:

On définit l'erreur de consistance du schéma par:

L (p) m-l »
E,n =y (tn+ 1) =y (tn) -— hnebn f (tn + 1, Zn + 1) = hn-z bn,i.fn,i
i=0o
avec:

rn

P

Zn + 1 =y (tn) + hn zbn.i.y' (tn - 1)
i=o

(4 ¢
Soit: Gn et i,n les erreurs de consistance correspondant respective-

ment au schéma prédicteur et au schéma correcteur d'ordre kn = rn.

P rn |
E,n =y (tn+l) - y (tn) - hnoz bn,iley'(tn-i) =y (tn + 1) = Zn + 1
ise
m-=1

83 -y (tn+l) -y (tn) -~ hn-b;oy' (tn+l) - hnoz b::,i y' (tn - 1)

i=o0
En_écrivant que:
m-1
- P .
6:\ =y (tn+l) - y (tn) = hnebnef (tn+l, Zn+l) - hne bn,iey’ (ta-1) +
imo

* L
hnebney' (tn-1i) - hnebney (tn-i)

On obtient alors:

P
Sn = ‘c'.r'{ + hn.b:l (f (tn+1, vy (tn+1))- r (tna1, anl)

Or:

£ (b) - f (a) = (b -a) £ (c)



c. P P 2
%n n + hn 3_ r (tn+1, yn+1) En + 0 (gn) bn
Yy

-

. P P2
i,:+ hn bn 2__ f (tn+l, yn+l) ©n + o (hn (8"))
Vy

4 )
)
"

or, les schémas prédicteur-correcteur sont tous deux d'ordre kn = rn - °

on a:

< kn+1 . P kn+1
€n =0 (hn ) J€n=o(hn )

résultats établis dans [1] et [33

on obtient alors:

e kn+2
f,n = €n 4o (hn )

on remarque alors que le schéma prédicteurecorrecteur conserve 1l'ordre
kn et que sa précision est celle du schéma correcteur, en l'occurrence

celui d'ADAMS~-MOULTON.

Pour la stabilité, on a le résultat suivant [1]:

on suppose qu'on intégre avec le schéma PKEGKE (Prédicteur—Correcteur
tous deux d'ordre K), depuis to et soit r = k - 1, si l'hypothese sui-

vante est vérifiée:
il existe trois (3) constantes 9, B ) K tel que:

r-1
Pour n 2 o %]bn,i‘{: 9_; Z lb?x.i \{._ﬁet hn‘b;\ | <h Y (117.40

i=o i=-1

ou h est la valeur maximale du Pas, on obtient dans ce cas:

K(h) (tn-to) . tn K(h){(tn- &) e

'Y(tn)-Yn|L e max'Y(to)-Yo‘oCh (P lYU)dﬂ
- to



2
avec K (h) =ﬁ|.+ I\\'gL constante de stabilité ou L est la constante de
LIPSCHITZ.

REMARQUE :

L'hypothése (II1.4) n'est vérifiée que si 1l'augmentation du pas est bornée,

c'est-a-dire:

I1.3

.h_u—l-f S,vn:ol—,N-l
hn

Formulation du schéma prédicteur—-correcteur & l'aide des différences
divisées:

F )
La formulation de KRQGH permet d'écrire les méthodes d'ADAMS sous
une forme adaptée & l'implantation sur calculateur, surtout lorsqu'on

souhaite contr8ler l'ordre et le pas.

Cette formulation a été entidrement décrite par SHAMPINE et GORDON [3]
pour le schéma PKECk+l E, on reprend ici la m@me démarche pour le sché-

ma PKECKE, du fait que les erreurs estimées sont celles & l'ordre K.

Dans la formulation naturelle du schéma (décomposition des polyndomes
sur les polynSmes de LAGRANGE.vu précédemment), les coefficients
(bn,i) et (bﬁ.i) resteront constants, d'un pas a4 1l'autre, tant que
l'ordre kn est conservé, et si le pas est constant depuis kn étapes.
Dans le cas contraire, tous les coefficients sont & calculer. Par
contre, la formulation de gaﬁgu réduit le nombre des calculs & faire
puisque un changement d'ordre n'affecte pas les coefficients et 1'uti-

lisation de pas constants dans les dernidres étapes réduit notablement

leurs calculs.

11.3.1 Expression du schéma et choix des variables:

Introduisons quelques définitions utiles pour la suite:
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hi = t1 - ti -1

Yi.n+1=tn+1-tn+1-1 i

v
—

= hn + 1 + hn +.....+ hn + 2 - §{

Bi,n+1=Y1, naaeee..Wic) ne1 = Tin (tne1) {22 (IL.%)

Yl. n-“rz,n Yi—l,n Ti. n-1 (tn)

i =t Cnl
¢i.n ="’1,n....‘1ji-1,n f [tn....,tn-i+1] =-“-1.n-1(tn)f[tn.__,tr.-;+1]

f [to.tl.._... trJ = g_Ltl,_.., tr] - f Lto,_!tr-lj
tr - to

différence divisée d'ordre r au point to,ti,m=, tr qui va nous
permettre d'écrire le polynome Pr,n (t) représenté par les Quan-

tités (fn-i) { = o,r aux points (tn-i) 1 = o,r.

Schéma prédicteur d'ordre K = P + 1

Nous avons vu que cette méthode se traduit par les équations sui-
"alaes :
n+l P

Pn +1 =Yn + Pr,n (t) avec Pn + 1 =Yn + 1 (I1.6)
tn

Exprimé sous forme de différence divisée Pr,n (t) devient:

& tn-q44+ ]
Pr,n (t) = 121 Ta.t (2) £ [tn, tn -4 —, (11.7)
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1=2
avec: n,d (£) = (t=tn) (t-tn-1) —fn-tn-i+2)a T (t-tn-j) i
Jmo
-“'nnl (t) =1
3 partir des définitions précédentes (II.7) devient:
r+l
Pr,n (t) = Z n,i (t) ?i.n ° ‘TrnLi (tn+1)
so1 Tn-1,1i(tn) Tn,i (tn+D)
Scit donc:
————— r+l -
Pean (1) = 5 Chun (0 @ i.n (11.8)
i=1

Ci,n (t) = u n,i (t)
Tn,i (tn+1)

*
qbi,n = 4£51,n + 1 ¢bi,n

Fortons: (I1.8) dans (II.6), on aura le schéma suivant:

r+l1 . tn+
Pn + 1 = Yn + 7_ ¢i,n Ci,n (&) d4
- i=l tn
Finalement on obtient:
F r+l »
Pn+1=Yn+hn+l'§_ gi.n'¢i.n
i=1 (I1.9)
tn+1l
avec hnegi,n .f Ci,n(4) d4
L tn

Nous verrons plus loin, comment calculer les coefficients gi,n.

[N )
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11,3.1.2 Schéma correcteur d'ordre K =r + 1:

Dans ce cas le schéma est le suivant:

tn+l

Yn + 1 =Yn + Qr,n (t) dt
tn

P
,tn=1+1) +-“-r+1 n(t)r (tn+1 ) ey EN=T

r
or: Qr,n(t) = z Trn.i(t)(tn,
i=1

de la méme maniére que précédemment, on obtient:

P
Qr,n (t) = Pr,n (t) + Cr + 1,n (%) pr +2,n + 1

Soit donc:

e oo
P
Yn+l = Yn+l + hnedegr+l,n 9b r +2,n +#1
n+l . (11.10)
hn.gr+l,n = Cr + 1,n (8) d4
tn

P
Il faut maintenant trouver le moyen de calculer ¢i,n+1 et ¢i.n +1 pour

compléter le pas.

a partir de:
H i P .
¢1+1.n+1 = {li+1,n+1(t) £ [tn,+1.....tn—1+1]

et en utilisant les définitions (I11.5) précédentes, on aura:

] P M (1I1.11)
?i-c—l. n+sl = ¢i.n+1 - ¢i.n

de la m8me facon on aboutit a:

»

Q’ i+l,n+l = 9‘i,n+1 - i,n (11.12)



Connaissant les Quantités ¢1,n+1 = fn+l et ¢ l,n+l = fn+l, on déter-

minera les autres termes, pour tout i = 1, s '+ 1.

En écrivant que:

P »

P
¢i,n+1 = ¢1+1,n+1+¢1,n
P

Il nous faut trouver ¢ r+ 2, n+ 1 qui découle directement de (II.11

r+l

4 4 .
¢r+2,n+1=¢1,h+1_ igl ¢i,n

La différence entre (II.11) et (I1.12), nous améne a:

P P P
¢i+1, n+l - ¢i+1.n+1 ) Pi,nel = ¢i,n+1 + (fn+l - ¢1.n+1)

1l _reste maintenant & déterminer la Quantité:

r+l
*
Z ¢1,n
i=1
e
Pour cela, introduisons une nouvelle variable ¢i.n+1 différence divisés
de Pr+l1,n (t) aux instants tn+l, tn..... utilisant fﬁ +1atn+ 1,

ce qui va nous permettre de passer des:

* L3
¢i,n+1 LQuax ¢i. n +1 au moyen de la relation

e e *
¢i+'1,n+1 -¢i.n+1 -¢1.n

Homologue de la relation de (11.11) qui devient:

e »
¢i,n +1 = ¢1 +1, n+1 + ¢1.n f=r+l,r, —h.,l

comme Pr + 1,n (t) est un polyn3me de degrés < r soit donc:

e
¢r+2.n+1 = O



On obtient alors & partir de (Z):

r+l
& *
¢i,n+1 - Z @i.n
i=1
Finalement on obtient:
P P

¢r+2.n+1

e

9t)i,n + 1 = gb:,n + 1 + (fn + 1 - ’5:,n + 1)

Les différentes &tapes que nous venons de décrire seront résumées dans le

paragraphe suivant.

I11.3.1.. Expression du schéma PKECKE et résumé des opérations a une ETAPE:

En utlisant les nouvelles variables pour exprimer le schéma et en

posant K =r + 1, on obtient:

i=1,2, s K + 1

CALCUL DES COEFFICIENTS ; gli.,n

P: (PREDICTION):

*

¢i.n - )i,n+1.¢i'n i = 1.2 camenswn—— § K
K

*»
Pn+l = Yn + hn+l oz gi.,n o« ¢i,n

i=1

e
k+l, n+sl = o

e e * )
¢i.n+1 = ¢i+1. n+l + ¢1.n {1 = K, K=l gy &

E: EVALUATION: P

fn +g= £ (tn + 1, fne+)



C: (CORRECTION):

e
P
Yn+1=Pn+1+hn+lgk.n(f‘n+1-—¢1.n+1)

E: (EVALUATION) :fp 4+ 1 = ¢ (tn + 1, yn + 1)

e

9bk:+ 1, n+1="fna+1 - 961.n .1
e
gﬁbi.n +1 =:1951.n + 1 4-|’§k + 1, n+1 1 = k,k=1,.,1
On_remarque que les calculs sont réalisés de maniére & ce que les Quantités:

* e
¢i,n)' ¢i,n j¢1.n + 1y ¢i,n + 1 puissent &tre suc-—

cessivement stockées dans le m@8me emplacement mémoire, ce qui permet une op-

timisation de l‘'espace mémoire.

I1.3.2: CALCUL DES COEFFICIENTS (gi,n) i > 1:

Nous avons établi (Relation (II.9) ; (II.10)} Qque:

thn+l
hn + 1 gi,n =j' Ci,n (4) d4 . avec Ci,n (t) =_“-n.i (t)
tn Th,i (tn-1)
Soit donc: tn+l
gl,n =1 Ci,n (4) dé
hn+1 tn
En posant: (1) n+l1
Ci,n (t) = Ci,n (8) aé (11.13)
tn-
(1)
On a: gi,n = _1 ci,n (tn + 1)
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ET: tn+1 (g-1)
qQ
Ci,n (tn + 1) = Ci,n (&) de (11.14)

tn

de 14 on tire:

(q)
gi.,a = (a-1) ! ci,n (tns1) 2 (I7.15)

hn+l

I1 suffit de voir que pour g = 1 , on retombe sur (I1.14), alors la

relation de récurrence suivante est &tablie dans [3] .

gi,q = gi-1l,q - Qi—l. n+l gi-1, q+1 avec Qi+1,n+1 = hn+l (IT.1
Yj—l’n"l

Nous allons d'abord calculer gi,q et g2,q qui sont indépendanr=s du pas

choisi.

D'aprés (II1.15), on aura:

(q)
@q-1) ) cin(tn+1) _2

hﬂol

gi,q

q

q
1 =¢Ci,n (tn+1) = (tn+1-—tn) ;

"

OR: C4,n (t)

en reportant dans (1I.15), on obtient:

gi,.g = .
q

pour calculer g2,q, on reporte dans (II.16) en remarquant que:

€,n+1=1 =ep 8£,9 = 1
3 ql{q+1)



Comme coefficients gi,q, on aura donc:

1 i = 1
q
gi.q 1 ilw 2
- (qel)q
gi-1,q - @i-1, n+s1l gi-1, q+1 1>3

D'aprés (II.14), nous n'aurons besoin que des gi,l (gi,n = gi,1).

En disposant les coefficients gi,qg sous forme de tableau, on _a la régle

de construction suivante:

i ®
1 2..".... (t)l.... ........... ".K+1
q
1 1 x g ..-natuanno ----- 31.1=gi|n
2 1
2
: 3
q qQ gi,qe e gi+l,q
q+l 1 gi,gi,q+l @
q+l
K+1

ALGORITHME DE CALCUL DES COEFFICIENTS:

Introduisons deux vecteurs de coefficients utiles pour la suite [3], [1] :

-4
gi.n = hn et ﬁ.n - (1-1)!!1:/ 1r1.n (tn+1) i>1

)
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11 s'agit donc de construire:

(Yi.n i=1,K (d1,n) 1 =1,K J' (pi,n)i = 1,KJ° (G'i,n)i=1,|(+15 (gi,n)

i=1'K+1

Avant de décrire les algorithmes permettant la construction de tels coef-
ficients, on calcule leur valeur lorsque le pas est constant depuis quel-~
ques &tapes, puisque la formulation choisie (formulation de KROGH) 1l'a

justement été& pour réduire ces calculs.
On suppose que hn = hn = 1 = . = hn +1 - nd

ou nd est un entier supérieur a 1 est inférieur ou égal A K + 1, dans

cette situation on a:

"i"i.namn J 9inm=1/1 J pinn=1 Pour i = 1, —— ,nd

ET:

G—i.nzl Pour 1 2 1, comem ,nd + 1

La relations (I1.16) devient:

i-1

Alors l'algorithme devient comme suit:

Pour i =1, nd | Pour i = ng jem——,; X
Bi,n = 1 ji+1,n = Bi,n - Yi.n
i,n-1

G‘i,n = 1 G-ia»l,n = G'i.n i Qi.n

\Yi.n = ihn Y1+1,n- Vi.n-l + hn

ii.n 1 31+1.n = hn/Yi+1,n
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Dans la construction du tableau (gi,q), il nous reste a générer les co-
lonnes de i = ng + 1 jusqu'ad i = K + 1, il ne sera donc pas nécessaire

de stocker tout le tableau, mais seulement sa bordure (elle restera inva-

riante sl le prochain pas est égal au précédent). Cette bordure sera sto-

ckée dans un vecteur V., n de la maniére suivante:

vgq,n = gné ,q Pour q@ = 1,0—o, K+1 - no "PARTIE VERTICALE"

Vgen = gk+l - n,q Pour gq K+l - nd ,—,K "PARTIE OBLIQUE"

1 Vo'l app w(l) = gi,n

v. ’n

Le vecteur W est un vecteur de travail de m8me dimenssion que Ve,n et
qui permet de calculer gi,g de i =108 + 1,——K + 1 & partir des va-

leurs stockées dans W par l'algorithme.

Pour: q =1,K Faire wq = Vgq,n -1
Pour: i =né+1, K+ 1
Faire: .

Pour: q =K+ 2 + 1, i, -1
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guatre 54) situations peuvent se grésenter:

® gi l'ordre et le pas sont conservés, alors la bordure du vecteur

Ve .n correspond au vecteur W obtenu pour i = né + 1

® gi la pas a €té conservé mais l'ordre a augmenté d'une Unité, on doit
décaler la partie oblique par l'algorithme:

K=K+ 1 (Augmentation d'l Unité)

Vk,n = 1/K (k+1) (honologue ag2,q= 1 )
q(q+1)

Pour: q=XK-1, K+2-nd, -1

vVq,n = Vq,n -1 - K+l - q, n ¢ Vq + 1,n

g
®

* gi la pas est resté constant et si 1'ordre a dimuné d'une unité,

alors on conserve la partie oblique du vecteur V.

# le pas est changé alors Ve ,n = gf,q

I1.4 CONTROLE DE L'ORDRE ET DU PAS:

Le contrdle du pas et de l'ordre sont nécessaires pour permetire au

schéma de suivre la régularité de la solution.

I1.4.1 Valeurs approchées des erreurs de consigtance:

A
(dans la formulation de KROGH )

Il n'existe pas actuellement de méthode pour contr8ler 1'ordre
et le pas & partir d'une expression de l1'erreur globale. Cepen-
dant, une méthode efficace de choix du pas, consiste a rendre

1l'erreur de troncature locale \Qn\ < EPS sur l'intervalle d'in-

tégration.
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D'autre part, pour choisir l'ordre, il est nécessaire de éonna!tre des
estimations des erreurs locales (troncature) A l'ordre courant K et aux
ordres (K + 1) et (K - 1).

On note respectivement ces erreurs cn, e:\. E,r-x. on montre dans (3) les

résultats suivants:

P
€n (K) = hn (g K+1,1 - gK,1) o ¢x+1.n
_ P
8:\ (K=1) = hn (gK,1 - gK-1,1) . ¢K,n
* R k
E’; (K+1) = hn KK-&-I [v fnel - v ﬂ\]
k
od: V¥ fn est la différence divisée d'ordre K & l'instant tn

Lorsque le pas est constant, on a:

»*

gi,1 - g3,1 = UJ

Soit donc:

- P
ERK = hn o G-K«tl'UK . ¢K+1.n
P

*»

ERKM1 hn « Ok - k-1 -¢ K,n

Le principe est donc d'accepter ou de refuser le pas s8i ‘En ‘ <4 EPS

nous avons donc deux possibilités:

- le pas est un échec (\Enl) EPS), il faut donc_savoir quelle erreur

on peut avoir si on répdte 1'intégration avec un autre pas.

- le pas est pris (lﬁnl‘ EPS), et 1la aussi il faut savoir quelle erreur
avec un pas hn + 1

on obtient avec un autre pas & l'étape tn + 1

et un ordre K

L'idée émise par SCHAMPINE et GORDON E: est la suivante:
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P
€n+ 1 (K) =hn + 1o(fke1 , 1 -gk,1) e DK +1,n+1

Avec: p

_S_i._: hn + 1 = rh et hn = h on aura:

P P
¢K+1,n+1 = (rh) (2rh).......(krh) £ [tnel, L tne1 - x]

K P
= rf.61(4-1, n + 1 q$KZ+ i, n+ 1

[ ]
r: quant le pas est constant ®n a gK + 1,1 - gk, 1 = ¥§K

k+1 » P
= En + 1(K) = r hlK €K+1. n+l ¢K+1. n+l

de 13 l'erreur & l'étape tn + 1 devient:

k+1 « P

€Enel (X) =ERK o r

Il en serait de m&me pour le cas ol il y a ECHEC au pas.

II.4.2 ALGORITHME EN PHASE NORMALE DE FONCTIONNEMENT:

Aprés une phase de démarrage décrite au paragraphe suivant,

P
¢K+10 n+1 = Ylln + 1 [ Ooo'ot"YK.n+1 f (tn + 1.__ » tn+1

avec ERK =‘hn G x+1, n+s1 €K #K*’l' n+l|

l1'intégra-

tion atteint un régime de crolsiére, oll le pas et l'ordre sont ajustés

en fonction desg variations de la solution.

* Contr8le du pas:

On a vu qu'un choix efficace du pas consiste pour une valeur de toleé-

rance EPS fixée & imposer la condition suivante pour accepter 1'étape

en tn:
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\En| < eps (ou \ERK| & EPS si le pas est constant)

on recherche ensuite un pas hn + 1 = r hn pour l'étape suivante, tel

que:
k+l
8" + 1 = I ERK < 0.5 EPS =$ r =(0.5 EPS k+l
ERK

Ce principe admis, 11 faut maintenant en préciser les limites d'applica-
tion. En effet, pour assurer la stabilité du schéma lorsque 1l'ordre est

supérieur a l, on impose un maximum au rapport hn + 1/ hn, pratiquement

le pas sera au plus doublé d'une étape a 1'autre.

D'autre part, les séquences de pas constant étant particulidrement recher-
chées pour l'allégement qu'elles engendrent dans le calcul des coefficients,

on augmentera le pas que lorsqu'il est possible de le doubler.

k+l
Soit donc: 0.5 EPSZZ . ERK

Par contre, il n'y a aucune restriction sur les réductions du pas, sauf

celle qu'impose le calculateur (r > a la précision de la machine) .

+ Traitement d'un échec:

Ssi lihml > EPS (ou ERK > EPS pour un pas constant), on res-

titue les informations et on procdde comme suit:

- 81 c'est le ler ou le 2é&me ECHEC, le pas est réduit de moitié et

l'ordre conservé;

- 81 c'est le 323me ECHEC, le pas est ré&duit de moitié et l'ordre

est réduit A 1.

* Contr8le de l'ordre:

L'ordre &tant limité & 12
11 nous faut trouver un ordre pour lequel:



|&nl < wv  (J€F] . J&nD)

En fait, on recherche localement le meilleur ordre A partir d'un ordre
donné & plus ou moins une unité, mais rien n'assure qu'un ordre supérieur
ne soit pas meilleur. Cette considération nous incite & favoriser la montée
en ordre qui en général accroft la précision; mais d'un autre c8té, on doit

éviter de passer trop facilement sur des "ACCIDENTS' de la solution (point

anguleux, asymptote verticale... etc), car la suite des calculs en serait

trés altérée.

De plus, lorsque l'ordre et le pas augmentent rapidement (surtout en phase
de démarrage), il vaut mieux parfois réduire l'ordre pour partir sur des va-

leurs trés fiables.

On est ainsi devant le dilemme suivant:

* la montée en ordre est favorisé et les résultats obtenus sont trés précis

et trés efficaces dans le cas régulier.

* pour mieux suivre le cas a ''ACCIDENTS", la descente en ordre est souhaitée,

et cela devient souvent une politique trés cofllteuse.

Partant de ce raisonnement, on ne peut changer l'ordre que si l'erreur pré-

dite est réduite; A chaque &tape, on considére alors la réduction de 1'ordre
Si K > 2 lenl ¢« 1 €nl

Si K= 2 [6n] < 05 |€En]

Dans le cas od il n'y a pas d'ECHEC et le pas est constant depuis K étape,

+
on posséde alors une estimation de 'f,n \

1€:) < wn (1€l , 1E51)



- Aggmentation de l'ordre:

si | gnl <JEnl < |€al 14 K < 12
si 16nl £ o.s |£n' K= 1

* ALGORITHME:

L'algorithme de la phase normale de fonctionnement est alors le

suivant:
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1

CALCUL DES COEFFICIENTS
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i NON

+
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ALGORITHME EN PHASE DE DEMARRAGE ~ CHOIX DU ler PAS:

Le schéma est auto-démarrant si on choisit A la premidre étape

l'ordre 1 (on a besoin que de la valeur initiale Yo pour démarrer

1'intégration). Dans ce cas, il faut choisir un pas ho tel que:

3:3_ |Y(2)(An| £ EPS/2 od 4 E [!:o.tl]

en démarrant 3 l'ordre 2, on aurait & choisir ho tel que:

3 4 (3
e |y wlnzcerse o s14<u

Ainsi, dans un cas on aura choisi:

1
ho = (&PS / ‘Y(Z) (51)|) 2

et dans l'autre cas:
ho = (6 EPS/‘Y(a) (82) I) j};

(3

(2) )
Si on suppose que'Y (Jl)l et l Y (Jz)| sont tous deux non

nulles et de m&me ordre de grandeur, on constate le gain réalisé sur
la taille du ler pas en démarrant 3 1'ordre 2 surtout pour EPS trés

petit.

2
Pour pouvoir démarrer a l'ordre 2, on choisit la méthode P1 (EC2) E
qui possdde la méme erreur de consistance que le schéma correcteur,

il nous reste la difficulté de l'estimation de l'erreur du schéma:

Celle—ci s'exprime en fonction de la dérivée d'‘ordre 3 de la solution.

Pour cela, on compere les résultats du schéma & un autre du mé&me ordre;

le schéma du point-milieu défini par [4]



Yn+1= Yn+hn (f(tn-vhn,yn«rhn;.".))

Oon note:

(1)
Yn + 1 et Yn + 1 les solutions aprés la lédre et la 2&8me correction

2 o/
du schéma Pl (EC2)'E et par yn + 1 1la solution du schéma du point-

milieu dont l'erreur de consistance est donnée en [4]

(1) ~ 4
En = (mm+1 + yn+1 - 2yn+1) / 6 + 0 (hn) (II.17)

# Choix du ler pas:

11 faut maintenant choisir le ler pas pour pouvoir démarrer 1'in-
tégration); c'est-a-dire, la valeur du pas ho qQui nous donnerait:

| €of < eps

2
On a le résultat suivant établi par 512:
¢ » k+1 (kel) k+2
81(1) = SK,n hn Y (tn) + O (bhn)
k+2

'S
La relation: Sn = Sn + 0 (hn ) nous donne:

. k+l (k+1) k+2
E,nz ¥k,n hn ly (en) J+ O (hn)

Avec un autre pas h'n constant on aurait:

kel (k+l) k+2
8!1:5; h'n ‘Y(tn)'+ o (hn )
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En négligeant le terme d'ordre (K + 2), on obtient:

. . A
h'n = (§k,n EPs/2 ¥k, | €Enl) ®*1 nn (I1.18)

Tel que:

]
|&nl 2 Eps
2

Finalement, on procéde comme suit:

- On estime €0 par la relation (I11.17) ngr accepter ou refuser le pas
et avolr une estimation correcte de | Y Ltg}l.

- Cette estimation doit permettre de choisir & nouveau un premier pas pour

la formule:

2 hO' = (EPS/Z lﬁo\)%.ho

Cette formule découle directement de (II.18). Or, & 1'étape suivante,
l'ordre est maintenu a 2 et le pas doublé; on ne doit donc prendre que
la moitié de cette valeur (2 ho'/2).

La correction sur le choix du ler pas aura lieu si ho est trop grand

ou trop petit. On a donc deux cas.

ler CAS - ho est trop grand:

Si avec le pas 2ho il y a échec au pas, cela se traduit pzv.

3 (3)
E,'o = (2 ho) §Xx,n Y (to)

_-_-gfc‘) - (2 ho) \_8_95L > FEPS

(3) ho
Eo = K'.le h’) Y (to)

l1€ol > s
8

o
0
4
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2éme CAS - ho est trop petit:

Si avec le pas (4 ho), 11l n'y a pas eu échec, cela se traduit

par:
’ 3
EO- (4 ho) 'EO' < EPS
3 -_
ho
D'Ou: ‘EEO‘ ‘rggg
64 .

- _
OR; Kl'(,n - UK si h reste constant d'od le ler pas est accepté.

SI: s < l€ol o mps

64 8

Y(3)

‘ 4
OR: ‘go' - ho (to) en négligeant le terme d'ordre ho

12

1

1
3 =
=D (g EPS/ ‘Y3(t°),)3£ ho < (g eps/ | Y (to) l)s (11.19)
3 2.

(3) :
Si on affecte & priori la valeur 1 & | Y (to) ‘ alors le ler pas est:

1
ho = 3 EPS)3

2
REMARQUE :

Si la dérivée d'ordre 3 vient 3 s'annuler en to, le pas serait infini
(Relation 1II.19).

Pour cela, l'utilisateur du programme doit définir une borne supérieure

pour le choix du ler pas.
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» DESCRIPTION DE LA PHASE DE DEMARRAGE:

Dans cette phase on double le pas et on augmente 1l'ordre d'une unité
@ chaque étape. L'opération se poursuivra jusqu'a ce Que l'erreur de
consistance que l'on obtiendrait avec le pas constant h (8gale au dou-

ble du pas actuel) et 2 1l'ordre supérieur soit plus grande que EPS/2.

Cette erreur 83 ne peut 8tre calculée que sous l'hypothadse que

‘ Y(k+1) ‘Y(k+2)

o/
(tn)‘ = (tn)\ . De ce fait, cette valeur ne sera

pas calculée par contre & chaque &tape. La diminution de l'ordre est

envisagée, elle prend effet dés qu'elle est retenue, c'est-d-dire, dés

que:

len | < |enl

Ceci permet d'améliorer la précision Qea calculs.
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CHAPITRE III: COMPORTEMENT EFFECTIF DES METHODES:

Les deux méthodes décrites dans les CHAPITRES précédents ont été implantées
gur calculateur, grice 3 deux programmes rédigés en FORTRAN.

Le programme contenant la méthode de RUNGE-KUTTA & pas variable A pour nom
SIMUL. Il est appelé a chaque pas avecC un pas proposé, et il rend la main

avec de nouvelles valeurs pour le pas suivant.

Par contre, la méthode PgECeE a été implantée dans un sous-programme ap-
pelé ITER. Aprés chaque pas d'intégration, il donne de nouvelles valeurs

de l'ordre et du pas pour la prochaine intégration (pas et ordre variables).

L'évaluation de la dérivée est trés coliteuse, elle constitue une grande par-
tie du travail effectué lors d'une intégration. De ce fait, le coQt d'une

méthode est estimé grBce au nombre d'évaluations de la dérivée lors de l'in-
tégration. Dans notre cas, nous avons au minimum deux (2) évaluations par pas

d'intégration.

1) EXEMPLES TRAITES:

Dans les tableaux suivants, on donne pour chaque valeur de EPS fixe
(erreur de tolérance), le nombre d‘'é&évaluations nécessaires pour l'inté-

gration, la solution, et la valeur maximale de l'erreur absolue ou rels-

tive commise durant l'intégration.

a) Comportement de la méthode PoECKE

a.1 On désire intégrer le systéme suivant:

Y'a(t) = Ya(t) « Y8 (t) Ye(0) = 0.0

(1) Y'L(t) mew(t). Y3 (t) avec Ya(0) = 1.0

Y'3(t) =~0.51 Ya (t)YS (t) Y3(0) = 1.0
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Sur une période T dont le quart de la période est:

EF = 1,862640802332739 avec une précision BEPS = 10—5
les solutions du systame (1) sont:

Y (t) = Oe
Y2 (t) = 1
Y3 (t) = 1

L'intégration sur calculateur du systéme (1) sur 4,40, 400 et 4000 pas

fournit les résultats suivants:

Erreurs Nbre. dt'év .
Nbre. de Pas Solution calculée ]
commises luations
-4
Pour 4,40 Ya (t) = - 0.5120307 E - 04 0.51210
-5
et 400 Pas Y (t) = 0.1001184 E + 01 11810 113
Yy (t) = 0.1000293 E + 01 291075
Pour Ya (t) = 0.1802303 E + 07 0.18 10
-6
4000 Pas Ys (t) = 0.1000002 E + O1 210 881
-6
Ys (t) = 0.1000000 E + 01 £ 10

a.2 Intégration du syst2me (2) sur [0.5 - 1[ avec contrdle d'erreur

relative:

Y (t) = 2 v(t) / (1-t)

()

avec Y (0.5) = 4

2
la solution du systdme (2) est Y(t) = 1/(1-t) elle admet donc une
asymptote verticale en t = 1.



Pour EPS = 1072

1'intégration a progressé jusqu'd t = 0.9999999999995035
avec comme dernier Pas réussi hn = 0.9443 E - 13
Les résultats obtenus sont:
t Solution calculée Erreurs Nombre
commises d'évaluations
0.5 4 0 0
0.6 0.6244%67 E + 01 0.0054 30
0.7 0.1103490 E + 02 0.07% a2
0.8 0.249877% E + 02 0.012 52
0.9 0.999804% E + 02 0.019 62
1 ECHEC AU PAS AVEC T = 0.1000000 E + Ol

a.3 Intégrons le systéme (3) aurgcg:dl avec contr8le d'erreur absolue:

(3)

La solution est alors

y'(t) =

Y (0) =

o+ 10 &

Y(t)

1 - 2 (t-4) (y-t)

2
=t + 10 Cxp (-(t-4))et Y(4) = 14

Les résultats fournis par 1'intégration sont:

Nombre Erreur

EPS Solution calculée Abselue
d'évaluations
1073 a2 0.8475248 E + 01 5.525
10_5 87 0.1318956 E + 02 0.82
1077 149 0.1388510 E + 02 0.12
-3

10716 506 0.1400049 E + 02 0.49 10




si on avait annulé la condition initiale (i-e Y(0) = 0), la solution se-
rait Y(t) = t, en perturbant cette dernidre de € = 10 Cls 4 156. la
solution est alors Y(t) = t « 10 exp [- (t-4)2]' soit donc & t = 4 on
passe de Y (4) = 4 & YL (4) = 14, le systdme (3) est donc un systime

instable.

D'aprads le tableau précédent, la solution du systéme instable ne peut 8tre
correctement suivie que si l'erreur de tolérance EPS est suffisante pour
prendre en compte la valeur initiale. De ce fait, la précision au début de

1'intégration est primordiale.

a.4 Intégration sur [0 - 0.810-3:] avec contrfle d'erreur relative du sys-—

tdme (4) suivant:

5 5
Y'(t) = - 10 Y(¢) =10t
solution Y(t) = [
(4)
-3 o
Y (0) =1 Y(oa0") = 0.000
Nombre Solution
EPS
d'évaluations calculée
-3
10 468 0.1814498 E — 34
1072
685 0.1760527 E — 34

Le systame (4) est raide (STIFF), la solution décrolt pendant une

-4
phase transitoire tras rapide jusqu'a la valeur 0.4510 ', puls elle

atteind son régime permanent avec une valeur pratiquement nulle.

les systémes STIFF, la résolution

Bien que le programme ne résoud pas
jdeur (STIFFNESS)

du systdme différentiel précédent revient & ce que la ra
‘un tras court instant pendant lequel la préci-

de ce dernier ne dure qu
uite de 1'inté-

sion est plus importante que 1a stabilité pour la pours

gration.
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p) Comportement de la méthode de RUNGE-KUTTA & pas variable comparée

avec la méthode a pas constant:

Dans ce paragraphe, nous allons comparer les deux méthodes de RUNGE-KUTTA:
l'une a pas constant, et l'autre, & pas variable, tant du point de vue colit

calcul que précision des résultats en intégrant les systémes suivants:

COMPORTEMENT EFFECTIF DE LA METHODE COMPAREE A CELLE DE RUNGE-KUTTA
CLASSIQUE:

Résolution de dy/dt = - Y avec Y (0) = 1

En utilisant le I contrfle d'erreur

hn Y(n,1) Z1 T Neval

0.2208679 E + 00 0.4488230 E = 04 0.4483642 E —~ 04 0.1001249 E + 02 230

ERREUR ABSOLUE = 0.458813929 E - 07

Résolution de dy/dt = - Y avec Y (0) =1

En utilisant le 2 contdle d'erreur

hn Y(n,1) zZ1 T Neval

0.1175846 E + O1 0.4071327 E - 04 0.2598865 E - 04 0.105578% E + 02 65

ERREUR ABSOLUE = 0.147248210 E - O4

Résolution de dy/dt = - Y avec Y (0) =1

En utilisant le 3 contrble d'erreur

hn Y(n,1) z1 T Neval

0.9999487 E - 01 0.4410748 E - 04 0.4410470 E - 04 0.1002894 E + 02 550

!!!EUR ABSOLUE = c.277697776 E - 08
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Résolution avec la méthode de RUNGE-KUTTA classique:

hn Y(1) 21 T Neval
0.1000000 E + 00 0.4%40034 E - 74 0.4539984 E - 04 0.1000000 E + 02 400
ERHEUR ABRSOQLUE = 0.4973%94 E - 09

L'importance du ler contrdle d'erreur est mise en évidence sur les solu-
tions trés réguliéres, il permet d'approcher la solution avec une grande
précision pratiquement la méme que celle (précision) obtenue avec la mé-
thode de RUNGE-KUTTA classique. Mais 1'avantage réside dans le moindre
cofit ol nous avons 230 contre 40C évaluations. La valeur de hn dans le
premier contrdle d'erreur est pius que le double de celle de nn obtenue
avec la méthode de RUNGE-KUTTA classique, donc ce contrdle d'erreur

adapte la méthode a la régularité de la solution.

Résolution de dy/dt = — 10 * Y avec Y (0) =1

En utilisant le ler contrdle d'erreur

hn Y{n,1) z1 T Neval
0.2650886 E + 00 0.383245%4 E - 04 0.4217010 E - 18 0.423099%9E + O1 240

ERREUR ABSOLUE = 0.383245388 E - 04

Résolution de dy/dt = — 10 * Y avec Y (O) =1

En utilisant le 22me contrdle d'erreur

143

Echec au contr8le du pas. hn = 0.2132



Résolution de dy/dt = = 10 * Y avec Y (0) = 1

En utilisant le 3éme contrfle d'erreur

hn Y(n,1) YAl T Neval

0.1000000 E + OO 0.9888700 E - 17 0.2774812 E - 17 0.4042595 E + 01 230

ERREUR ABSOLUE = 0.711388810 E = 17

Résolution avec la méthode de RUNGE-KUTTA classique

ho Y(1) z1 T Neva:

0.5000000 E - 01 0.4385062 E - 17 0.4248468 E - 17 0.3999997 E + Ol 320

ERREUR ABSOLUE = O. 1365941 E - 18

Dans ce cas, l'équation est 1légérement raide, on remarque alors l'im-
portance du 3&me contrSle d'erreur qui permet d'obtenir un résultat
avec une treés grande précision pour un coit trés faible, soit 230 éva-

luations de la dérivée contre 320 évaluations avec la méthode de RUNGE ~
KUTTA classique.



PARTIE B: SIMULATION NUMERIQUE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE D'UN MANIPULA-
TEUR RIGIDE ET ALGORITHME DE COMMANDE ADAPTATIVE:

INTRODUCTION:

Nous nous intéressons au probléme de la commande d'un robot manipulateur
rigide. Ce problédme semble A priori difficile, du fait de la non-linéarité

des relations entrées-sorties de ce dernier.

Les stratégies simples de commande peuvent toujours &tre appliquées tant
que la non-linéarité du probléme peut &tre négligée (manipulateur trans-
portant un objet connu a faible vitesse). Dans le cas contraire, 1'étude

de commandes plus élaborées egt justifiée.

Ces commandes se feront en boucle fermée, du fait que la soluticn par retour
d'état est trés pratique en raison de l'insensibilité vis-3-vis des perturba-

tions externes qu'elle apporte.

Nous allons simuler le comportement dynamique d'un manipulateur en exploi-

-
tant un algorithme de commande adaptative proposé par TOMIZUKA et HOROWITZ [.J.

Nous montrerons que les résultats obtenus sont la conséquence de l'utilisati.s
de grand-gains, soit donc les bons résultats enregistrés sont plutdt diis a 1

robustesse de la commande qu'd l'adaptativité.

. . )
Pour pouvoir mener & bien le travail que nous nous sommes proposcs d'effectus:,

nous avons eu besoin du mod2le dynamique du manipulateur.
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CHAPITRE I: COMMANDE DYNAMIQUE DE MANIPULATEUR:

La simulation d'une commande dynamique d'un manipulateur exige la résolu-

tion des équaticns du modéle mathématique de ce dernier.

Obten+tion du modele dynamigue 2'un robot manipulateur:

Le modéle dynamique des robots manipulazeurs permet 1'étude d= leur
comportement sous l'action des couples ou des forces développés par

les moteurs, grice aux moyens de la simulation. La mise en oeuvre d‘'un
algorithme de commande est nécessaire dans ce cadre. Ce modéle peut 8tre
déduit a partir des équations de LAGRANGE, qui sont les plus usicées, du

fait de leur manipulation aisée.

1. Forme générale du modeéle dynamique (2] :

Tout manipulateur rigide est un systéme mécanique invariant dans le
temps, son énergie cinétique est une forme quadratique définie posi-

tive par rapport aux vitesses généralisées (vitesse articulaire).

Si M (q) est la matrice d'une telle forme ou matrice d'inertie du

manipulateur est T (q ﬁ) 1'énergie cinétique alors:

T

T (g, q = M (q) §_ (B.1)

§as
‘.

N

en posant Q = [oi J i = 1,N vecteur de forces généralisées {(cou-
ples ou forces s'exercant sur les articulations du manipulateur exer-

cées par les moteurs, dfis A la gravité, aux frottements, ... etc).

gt en appliquant les équations de LAGRANGE:

Qi =d_ Vr - T i =14aN
dt 'D(.ll “vai




a 1'équation (B.1), aprés avoir développé et regroupé les termes, on re-

trouve la forme générale du modéle dynamique:

1O
I
=

£
Fel
+
|z
)
12

ou:

* M (q): matrice symétrique définie positive et pour raison de struc-
ture d'un manipulateur, aucune de ses valeurs propres ne tend
vers zéro.

L4 ° T ° .
* N (a.q) = % Bq: vecteur des forces de coriolis et centrifuges,
& composantes réelles, continu' en q,q et bornées uniformément.
REMARQUE:

Les coefficients des matrice M et B dépendent des ‘_l_i_ d'une facon fortement

non-linéaire.

2. ALGORITHME [3]:

Le manipulateur est considéré comme un ensemble de corps Ci ou seg-

ments articulés (FIGURE 1).

systéme

- main-charge
n. liaison

L]
'
(]
Base '
[]
[}

Manipulateur A chaine cinématique simple
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L'Energie cinétique Ti d'un corps Ci peut 8tre vue comme étant la
somme de son énergie cinétique de translation (masse ponctuelle) et d'une

énergie cinétique de rotation autour d'un axe Z passant par le centre de

masse. A
—
/& wi
Vi
2 i
Ti =1mi vei + Wi T~ wi
2
REMARQUE: - Les vitesses VGi sont exprimées dans le repére Ri lié au

corps Ci, pris par rapport a Ro

i
= I” représente le tenseur d'Inertie.

L'énergie cinétique totale est donc:

N 2 i
T= > (im ver +» wil wi
i=1 2

Une fois cette énergie définie, 1'algorithme est le suivant:

* Les matrices de transformation des repéres (passage de Ri (@i,Xi,Yi,Zi)

lié au corps Ci & Ri+1 (Oi+l, Xi+l, Yi+l, Zi+1) 1ié au corps Ci + 1),

dans le cas d'une rotation sont:

1 0 ¢)
i+l
Mi = o Cosqi - Sin qi
0 Singi Cos qi

4 une permutation des lignes et des colonnes pras, suivant l'axe de

rotation.



* trapsformation des vitesses de translation lorsque les degrés de liber-
té sont des rotations:

(o) (o) (o) -
voi + 1 (Ri) = voi + Wi (R$) A 0i 0i +1 (Ri)

(o) (i+1) (o)
yoi + 1 (Ri}) = Mi voi + 1 (Ri + 1)

# transformation de la vitesse de rotation d'un repére:

(o) + i=1 i T (o)
wi (Ri) = Wi (R1I -1) + (Mi-1) wi-1 (Ri-1)

+ i-=1

u: Wi (Ri-1) est la vitesse de rotation du repdre Ri/Ri-1,

exprimée dans le repdre Ri-1.

N.B.: Nous avons omis de parler des translations du fait que tous

les degrés de liberté de notre manipulateur sont des rotations.
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CUMMANDE ADAPTATIVE:

Nous avons v le m m t est
forme:

M (Xp) Xp + N (Xp, Xv) = Q (t) (B.2)
ouU:

: vecteur position

&

vecteur vitesse

>
g

Les commandes adaptatives sont utilisées entre-autres pour deux

1)

2)

raisons:

L'évolution de la structure du robot, intervenant lors de la prise

d'objet, conduit 3 une inadéquation du modéle aussi complexe soit-

il & la réalité physique.

L'importance de l'identification approchée de la structure afin de
déterminer les caractéristiques essentielles du manipulateur indé-

pendamment de la configuration prise par ce dernier.

Leur principe consiste en 1'identification en ligne des matrices
A ~

M et N. On utilise les matrices identifiées M et N dans le schéma

de commande pour obtenir une commande dite indirecte: il stagit

d'identifier le modéle du systéme tout en commandant le systéme.

Malheureusement, la complexité et les difficultés de l'identifi-

cation ne favorisent pas l'application d'une méthodologie générale.
Cependant, une technique consiste a estimer récursivement (estima-

tion implicite) un vecteurOde paramétre constant ou lentement ve-

riable au moyen d'une relation de la forme:

[ J83)

T
® (t) ¥ () (B.3)
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Yy (t) : vecteur de "mesure' connu

’T(t)

matrice d'observation connue de dimenssion compa-

tible avec elle de y {t) et "(t).

L'équation (B. 3) est obtenue aprés paramétrisation de 1'équation (B.2).
TOMIZUKA et HOROWITZ [1] proposérent en 1980, un gchéma de commande adap-

tative indirecte appelé schéma MRAC (commande adaptative avec modale de

référence).

Le probléme est donc de générer une commande LJ’Xp(t), Xv(t),t) qui per-
mette aux trajectolires (Xp(t), Xv(t)) de "suivre" les trajectoires
(xpr(t), er(t)) &laboréee 3 partir d'un modéle de référence d'équation:

ipr (t) = u r (t)

ITI. SCHEMA MRAC continy [1] :

C*est un schéma de commande adaptative avec modéle de référence. Il

assure un découplage entre les différents joints d'articulations (les

degrés de l1iberté), et une compensation non-linéaire.

1)
Tel que:

Compensation non iinéaire et découplage:

En négligeant les forces de frottements difficilement modélisa-

bles et de gravité souvent compengées par contre-poids, 1l'équation

(B.2) devient:

M) ¥ + ¥ (X, xv) = Q%) (B.4)

La loi de commande permettant d'atteindre cet objectif est:

Q(t) = M (xp) W) + vV (Xp , Xv) (B.S)

v () = U (v (B.6)



L'équation (B.6) représente trois double intégratéurs découplés. De ce fait,
le premier terme du second membre de 1l'équation (B.S5) sert & découpler les
interactions entre les différents degrés de liberté, alors que le second
terme sert & compenser le terme V (Xp,Xv) dans 1'équation (B.4) du manipula-

teur (compensation des forces de coriolis et centrifuges).

Pour utiliser la loi de commande (B.5), il faut connaltre au préalable, les
valeurs de M(Xp) et V(Xp, Xv) qui seront calculées et stockées pour chaque
valeur de Xp et Xv, ce qui représente un travail trés colteux en temps cal-
cul et place mémoire. Un moyen de contourner la difficulté et d'utiliser une
commande adaptative (il s'agit d'ajuster les paramétres dans la loi de com-
mande jusqu'd ce que les dynamiques du manipulateur convergent vers celles

décrites par 1'équation (B.6), utilisant le schéma MRAC continu qui se résu-

me comme sult:

- MODELE DE REFERENCE

Il est défini par les équations suivantes:

Xpr (£) = Xvr ()

(B.7)
XVr (£) = U ()

11 sert surtout au découplage adaptatif ans ce cas, le coyple d'entrée

est alors:

» A
Q(t) M(t) Ur(t) + V(t Xv) - E; £o(t) - Fv «fv(t) (B.'

AVEC:
Xp(t) - Xpr(t) 1lterreur de poursuite en position

ip(t)

Evit)
ﬁ(t) et G(t.Xv) seront ajustées par un algorithme d'adaptation, Ep et Fv,

Xv(t) - Xvr(t) 1l'erreur de poursuite en vitesse

deux matrices qui garantissent la stabilité du schéma rebouclé.

L'utilisation d'un calculateur pour le traltement et le stockage de l'infor-
mation nous impose une commande numérique, de ce fait $dr(t) sera une commas.a:

échantillonnée.
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COMMANDE ECHANTILLONNEE:

Quand on simule le comportement d'un systéme physique, on a accés a

toutes les grandeurs intervenant dans le moddle du systéme.

Cet accds aisé aux divers paramétres et variables, est d'ailleurs une
source d'erreurs, si on ne prend pas la précaution de bien séparer les
variables internes du modéle des variables accessibles aux mesures.

1'écriture du modéle sous forme d'équation d'états, et d'équations de

mesures permet d'éviter cet écueil, soit donc:

X(t) = g_(g(_(t)._‘_J(t))

Y =CX avec c=I dans notre cas. Ou 1 est la ma-

trice identité.

L'équation d'état étant:

x(t) = £(x(v), Ux))

La commande U(t) varie d'une fagon discontinue et reste constante pen-
dant la période d'échantillonnage'Ti , les mesures ne sont effectuées
qu'aux instants k'T-E (kEN), dans ce cas, 1'éguation de mesure est

alors discréte.

Yk = g (X (k[E)

La valeur de la commande entre 1l'instant KVE et l'instant (k+1)TE
est calculée & partir des mesures disponibles a l'instant kK VE soit dcnc:

Uk = n (Yk)

h pouvant contenir des termes décrivant un mécanisme adaptatif. Conra: -
sant l'état Xk A l'instant k_rE pour le déterminer & l'instant (k+1fTE-nu

intégre 1l'é&quation différentielle suivante:

x(v) = r(xto, Uw)
X(kTE) = Xk
¢ E [« VE, (k+1)TE]
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CHAPITRE II: SIMULATION NUMERIQUE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE D'UN MANIPU-
LATEUR RIGIDE PAR LE BIAIS D'UNE COMMANDE ADAPTATIVE:

Nous allons simuler le compcrtement dynamique d'un manipulateur rigide 2
trois degrés de liberté& (FIGURE I ), transportant trois chargesdifférentes
S kg, 10kg et 20kg, er utilisant une loi de commande adaptative,

Soit donc:

M(Xp) Xp + V(Xp, Xv) = Q (t)

Qu: Q(t) = H(£) Ur(t) + Y(t,xv) - Fp&p(t) - v Ev(t)
D'ol: w“ o \
Xp(t) = M(xp) [:g(t; - Vixp, :_gv)] (8.9)

Xp = /fl‘l-l(z(p) Q(t) - V(Xp, Xv) dt (B.10)

Au cours de plusieurs études de simulation, il s'est avéré [}]«mnzlz terme
A
non-linéaire V{(Xp, Xv) est secondaire, de ce fait, négliger le terme V(t,Xv)

ne cause aucun changement essentiel dans la réponse du manipulateur.

De la, l'équation (B.10Q) devient:

Xp = jm—l(?_tp) [g(t)] dt (B.11)
Qlt

) = M(t) Ur(t) - Fp Epl(t) - Fv Ev(t)

Le modéle retenu est donc de la forme:

M (Xp) Xp = Q(t) (B.12)

Qu: () = M T(Xp) . Q(t)

La transformation canonique suivante permet d'exprimer l'éguation (B.12)

Bous forme d'équation d'état:




En posant:

Xp(t)

g
-

Xv(t)

Xv(t) = U(t)

On obtient alors le systéme suivant:

- =g

de la mé&me maniére, on

-

_xy + ....‘p.a...'.J
-1
Xv M " (Xp)
- —

g(t)

écrit le modeéle de référence sous forme:

03
03

—
¥prl
Evr

03 LRl
O3 Xvr

SYNOPTIQUE DU SCHEMA MRAC CONTINU:

O3

1Is

Ur(t)

Le schéma synoptique sur lequel nous avons travaillé est extrait de
celui proposé par TOMIZUKA et HOROWITZ t}] avec de légéres modifica-

tions, notamment la suppression de l'algorithme d'adaptation donnant

A
le vecteur V(t, Xv).

1) Commande en consigne:

Cette commande est définie par l'équation suivante:

Ur(t)

= 9()((:' - Xp)

- J'xv

Résultat établi dans [4] .

Dans notre cas, on a:

Urs) = k3 (xc(d) - Xp(8)) - KpXp(#) - Kv Xv(4) = Xp(4)

= 6% = K1 (Xc - Xp(s)) - Kpe Xp(d) - Kva® Xpld)



/BOUCLE 17

L%
MANIPULATEUR e

Hmu m<u T

/BOUCLE 11/
ALGORITHME
[ =)
D'ADAPTATION
MODELE DE
RETERENCE

"l"'l"'ll"ll'll"'""l'

SCHEMA SYNOPTIQUE DE LA COMMANDE ADAPTATIVE

N.B.: L'encadre constitue le schéma MRAC continu
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Apreés regroupement, on trouve:

Xp (S) = KT Yo = Kz Xe
S3+KvS2+kpS+K1 (a—5)(s2 + b8 + <)

La constante de temps et le dépassement de la réponse indicielle se réglant
par le choix des constantes Kz , Kp, Kv.donc, ces derniéres sont déterminées

entiérement par la dynamique du ralliement de la consigne.

2) Stabilité du schéma MRAC:

La stabilité du schéma rebouclé (Boucle II)} est asymptotique, c'est-3a-dire

que:

lim  Gpl(t) — 0

t —Pp &£

Si la fonction de tranafert G(S) définie par:

G(S) = Cp + C€Cv S
MSZ+FVS+Fp

est strictement réelle positive (résultat établi dans [1]

cecl suppose que la matrice M (Xp) reste constante pendant 1l'adapta-

tion.

Les matrices Fp, Fv, Cp, Cv qui dcivent satisfaire la condition de posi-
tivité de G(S), mont obtenues & partir du lemme de stabilité de:

YAKUBOVITCH - KALMAN -~ POPOV

3. Algorithme d'adaptation:

~
L'algorithme d'adaptation permettant d'ajuster la matrice M(t) est dorn~- =

par TOMIZUKA et HORowITZ [1] :

m = - Kij = 1,2, J =1,2,3 (B.13)
_g_{ [mij(t)] kij [vi er_j] i=1,2,3et 1
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Avec: Y(t) = Cp&(t) + CVQV(t) et Kij>O

Tel gue:
K = K3 = K#ig = 5 ) Kad = K28 = 0.01

Et K3 = 7

II. RESULTATS DE SIMULATION:

Avant de donner les résultats de simulation, nous allons d'abord pré-
ciser le schéma de la commande Ur(t) ainsi que celui de l'algorithme

d'adaptation que nous avons implantés sur calculateur.

N'ayant aucun moyen afflmlogique pour parfaire l'intégration continue,

nous sommes passés au systéme discret.

- Schéma de commande {Jr(t)

En posant:
Ur(s) = U(s) - v(s)
Avec: V(S) = Kp Xp(S) + .Kv Xv(S)
et
U(s) = Kz (xc - Xp(s)) (B.14)
S

L'équation (B..1§) correspond au schéma suivant:

On a alors:

s u(s) = Kt (%c (s) - Xp (S)



En passant 3 l'équation temporelle, on aura:

U'(t) = K& (Xc - Xp(t)) = _4f(tns1) - M(tn)

tn+l - tn
Pour: Un (tn+l - tn) trés petit
U (tn+1) = U (tn) + 6t Kz (Xe - Xp (t) )
= )
U(to )= 0 et 4t = tn+l - ¢tn
En fait:
bt = tn+l ~ tn = (K+1)TE - kle = Te

période d'échantillonnage qui sera trés petite pour assurer la constance

des coefficients dynamiques sur une période (pour raison de stabilité).

- ALGORITHME D‘*ADAPTATION -

Partant de 1'équation:

e [myw] = - kg [vixery]
at

la dérivée d'une fonction F _au point X o est:

F (Xo+h) - F (o) = F' (Xo)
&Co+h) - Xo

Appliquée A 1'équation précédente, cela permet d'obtenir:

A
d [?llij(t.‘)] = aij (tB) - mij (td) avec tp = t9+ hp
tp - t3

]

A A A
=3 hp a [mij (x3) mij (£P) - mij (£3)
p o [ 0]

=D :1J (t})zgij (¢t9) - '\} Kij [Yi erj] (B.15)
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Avec:

——

t}‘[KTE. (K+1)TE] et }a' : pas d'intégration,pour initia-
jiser l1'équation (B.15), nous avons utilisé les valeurs suivantes:

T T
ﬁ (to) = M (0) avec '[Xp4 ,» Xp3 Xp;] = [0.0.0] rd

dans le cas ou la charge est de 5 kg.

Les éléments de la matrice d'inertie M (Xp) du modéle du manipulateur que
nous avons implanté sur machine sont donnés en Annexe (B.Z). La matrice
d'inertie est fonction du vecteur position Xp ainsi que de la masse varia-

ble de la charge transportée et qui vaut 5kg, 10kg, et 20kg.

REMARQUE :

Comme Y et Xvr ne sont connues qu'aux instants KTE (KEN) alors l'équa-
tion (B.15) s'écrira pour tBE [KTE, (K+1)TE]

”~ A
nis (6B) = mij (¢3) -hp kg [ v «Te)e xvry kT ]
- RESULTATS:
La simulation que nous avons effectuée sur l'ordinateur VAX 785 du centre

de calcul a permis d'obtenir les courbes de la FIGURE (‘) avec les coef-

ficients de simulation suivants (ce sont des Matrices Constantes):

-3 _2 "'1
Ke 3000 1 & Kp = 600 1 & Kv = 40I &

Fp = Fv = 201 Cp =1 Cv = 151

Od I est la matrice identité.

La FIGURE (2) montre la réponse du manipglatour pour un vecteur consigne
échelon d'entrée de valeur | 0.5, 1.5,1] rd quand la charge transportée
est Skg, 10kg et 20kg. '

Ces courbes sont pratiquement confondues.
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-~ INTERPRETATICN

L'efficacité d'une commande adaptative doit 8tre &valuée d'aprds deux

critéres:

- la stabilité du systéme rebouclé,

- la convergence du modéle identifié vers le vrai modéle, malheureuse-

ment, dans l'exemple présenté par TOMIZUKA et HOROWITZ [}] » le deu-

xiéme critére n'est manifestement pas respecté; nous pouvons expliquer

cela bar deux causes principales:

i)

ii)

Au vu des courbes précédentes, les paramétres que 1l'on cherche a
identifier varient trop rapidement; or, tous les ajgorithmes d'iden-
tification sont concus pour identifier des paramétres constants ou
lentement variables. En aucun cas on ne peut "SUIVRE" des paramétres
variables rapidement.

»

Si on est en présence de tels paramétres (qui varient rapidement),

i1 faut modeliser cette variation et identifier les coefficients de

ce modéle. .

Ces paramdtres dépendent de la commande par l'intermédiaire de Xp et
Xv et la commande adaptative dépend elle-m&me des paramdtres estimés.
De ce fait, le probléme d'identification de la paramétrisation pré-

senté par TOMIZUKA et HOROWITZ [1] est mal conditionné.

Malgré les performances médiocres de 1'identification, les commandes

adaptatives avec modéle de référence gardent de bonnes performances

lorsque les gains Kz, Kp et K¢ sont grands, la trajectoire de réfé-
e de la commande 2

rence est bien suivie; cela est di & la robustess
samson [3] .

grand gain, théorie développée entre-autres par Claude

Pour &étayer ce résultat, nous allons effectuer une autre. gimulation

en supposant que l'identification a 6té parfaite.



I1I.

-76 -

SCHEMA DE COMMANDE AVEC ADAPTATION PARFAITE:

Nous avons vu que l'équation du modéle dynamique implantée sur cal-
culateur, est la suivante:

M (Xp) Xp = Q (%)

Avec:

Q (t)

M (t)Ur (t) - Fp &p (t) - Fviv (%)

Seit donc:

o -1 " -
% (t) = M lxp) Mo Mr (8) - N (xp) (Fp&p(t) + FvER(Y)

Supposer que 1l'adaptation a été parfaite (de ﬁ), cela revient & dire gque:

-1 ~
M (Xp) M (t) = I

Donc:
L_J

-1
% (1) = I Ur (8) - M (xp) (Fp &p(t) + Fv Ev(t)

=
(a4

Xp(t) dt

Xp (t)

I11.1 Résultats de simulation:

Les résultats obtenus sont présentés sous forme de courbes

dans la FIGURE (3).

Ces résultats ont été obtenus pour les coefficients de simu-

lation suivante:
-3 -1
Kz = 2 0001 & Kp = 4001 Kv = 251 &

Fp=”1 Fv = QI Cp = ol Cv = OI

00 I est la matrice d'identité.
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CONCLUSION:

Au vu des deux simulations effectuées, on peut déjd citer deux
résultats importants:

- Les gains K3 , Kp et Kv sont beaucoup plus grands dans le cas

ol l'identification est mauvaise que dans le cas contraire;

Dans le cas d'une identification parfaite, les résultats sont

beaucoup plus performants (1l'erreur statique autour de la posi-

tion terminale est éliminée, on ne remarque aucun dépassement

de la réponse indicielle.

D'ol on peut en conclure gue:

1)

2)

11 est trés difficile d'affirmer que la commande est amélio—

rée par 1'identification (par l'adaptation).

Les grand-gains permettent un bon rattrapage de l'erreur par

rapport au modéle de référence.

Ce sont donc les qualités de robustesse de la commande qui
sont la cause des bons résultats obtenus piutdt que l'adapta-
tivité. En ce qui concerne 1'outil d'intégration pour notre
simulation, nous avons utilisé la méthode de RUNGE-KUTTA &
pas variable, vu que le systéme & réscudre était de faible
ordre (6 équations). Cetle méthode est trés stable et treés

précise, sa stabilité nous permet de dire que nous avons fait

une bonne intégration mé@me en présence de perturbations exter—

nes (quand elles sont bornées dans le temps)
en effet, & ce moment 1a, les

. Sa précision nous

facilite l'anaiyse des résultats;

ns ou mauvals que du c8té de la comman-

résultats seront jugés bo

de, du moment que nous nous sommes assurés de leur précision.
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CONCLUSION GENERALE:

La simulation numérique de processus physiques continus conduit & la réso-
lution des moddles mathématiques les représentants. Pour mener & bien ce

travail, on doit s'assurer trois conditions:

-~ La validité du modéle dans le domaine requis pour la simulation;

- Un calculateur assez rapide et puissant (notamment pour une simulation

en temps réel):

- Des méthodes d'intégration numériques trés stables et trds précises.

On peut donc schématiser cela comme suit:

MODELE

CALCULATEUR SIMULATION METHODES
NUMERIQUES

RESULTATS

Les résultats et les propriétés d'une simulation sont donc 1iés aux

trols facteurs cités précédemment:

1) Calculateur:

Nous avons utilisé un calculateur treés puissant et trés rapide,

c'est le VAX 785 du centre de calcul.

2) Le modadle mathématique:

On a simulé le comportement dynamique d‘'un robot manipulateur en
utilisant un algorithme de commande adaptatif. La modélisation
d'un robot est un probléme trés complexe, en raison de l'existence
de certains termes non modélisables (frottement sec - frictions,

aspect aléatoire des usures de piéces dans le %semps... etc).
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Ce probléme peut 8tre rendu moins crucial si on arrive & synthétiser une

commande robuste peu sensible vis-a-vis des erreurs de modélisation.

Notre attention s'est portée sur une commande adaptative permettant d'iden-
tifier ce modéle en ligne, malheureusement, cette identification ne peut
8tre assurée parfaitement que dans certaines conditions, notamment les pa-
ramétres & identifier doivent &tre constants, ou tout au plus, lentement
variables. Dans le cas contraire, il faut modeliser les variations rapides,
ce gqui nous raméne toujours donc a la modelisation; dans ce cas, il est
possible de faire appel a une commande robuste. Nous avons alors montré
qu'il suffit d'utiliser de grands gains pour contrebalancher les effets
d'erreurs de modelisation (ou d'identification). L'utilisation de grands-
gains peut conduire a 1'augmentation de la bande passante du systéme, d'ob
des mesures trés bruitées; pour cela, CLAUDE SAMSON [M] propose des gains
non-linéaires variables qul prennent des valeurs importantes dans les zones

névralgiques de la trajectoire.

METHODES NUMERIQUES:

Les problémes que nous avons eus A résoudre sont des problémes bien condi-
tionnés (les fonctions f(t,Y (t)) sont uniformément lipschitzienneg. or,
seules les méthodes classiques peuvert résoudre ce genre de problémes,
nous avons alors vu l'avantage acquis tant du point de vue précision que
temps de calcul en utilisant ces méthodes avec un nombre et une dimension

des pas variables pour mieux suivre 1'évolution de la solution.

L'efficacité de la méthode multi-pas (METHODE D ' ADAMS-BASHFORTH-MOULTON)
& résoudre les exemples instables, eat due a4 la phase de démarrage qui
permet d'avoir une trés grande précision au début de 1'intégration, per—

mettant de partir sur des valeurs trés fiables.

L'avantage de la méthode de RUNGE-KUTTA A pas variable relativement a

celle A pas constant, est due essentiellement A 1'estimation de l'erreur

et A son contr8le trds performant.
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Les exemples traités dans le CHAPITRE 11Yde la PARTIE A, montrent claire-
ment l'avantage de l'une sur l'autre. Dans notre simulatior, nous avors
utilisé la méthode de RUNGE-KUTTA & pas variables, les méthodes d'ADAMS
(méthodes multi-pas), assurent pour la m8me précision fixée que la métho-
de de RUNGE-KUTTA, un temps d'exécution relativement court. De ce fait,
elles pourront @tre utilisées chaque fois que le systéme & résoudre est

d'ordre trés élevé, soit entre 10 et 20 équations.

Nous avons donc essayé de limiter les conséquences des erreurs de modeli-
sation, tout en assurant la précision, la stabilité et le moindre cofit a
l'outil d'intégration, le choix d'un caleulateur rapide et puissant. Compte

tenu de ceci, on pourra s'assurer de bonnes performances de la simulation.

En conclusion, nous pensons qu'il faut peut @tre orienter les recherches
vers d'autres aspects importants. En effet, en dehors des travaux qui
consistent & appliquer sur analyse des méthodes de commandes, mises au
point dans un tout autre contexte, aux robots manipulateurs, les études

sur le plan théorique de nouvelles commandes sont rares et difficiles.

Ce qui serait intéressant, ce serait de passer a des applications prati-
ques, mais cela demande de gros moyens et nécessite que soit résolu un
certain nombre de problémes, notamment au niveau de la programmation, des
processus de calcul, de l'intégration des modules extérioréceptifs. Il y
a 12 tout un domaine de recherche qui fait intervenir essentiellement

des techniques liées & 1'informatique, aux réseaux, aux architectures spé-

cialisées, aux langages et A& l'intelligence artificielle.

Dans le domaine mécanique, les recherches sont aussi nécessaires pour amé-

liorer les performances des manipulateurs.
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ANDNEXE Bl

Soit le schéma le schéma:

Yn,i = Yn + hn . z &ijef(tn,} ; ) n,3)
J=1
1 - 1. lq
q
Yn+l = Yn + hn ., z bj-f(tn,] )' In,s)
=1
et soit le schéma perturbé associé au schéma (1)
q
Zn,i =Zn + hne F 3ij.1(tn, 5 zn,J)
j=1 N N
(2) q - &
Zn+l = Zn + hn. Z bj.f(tn,‘j; Zn.J) +> hncen
j=1
Posons : =
- -
Zn..l }
[E jom= | b |5 &=
Yn, , .
n,q LZn q ] | 1l ]

Nous avons alors:

q
Il ¥n,1 - zn,al < Bzl 4+ L z aij - vn,5 - zn,g 1l
J=1

Soit donc:

lYn-Zn‘ é“Yn—Zn“ + L-hnla-“Yn—Zn‘

On en déduit par récurrence:
P +1
lvn - znl < Wy - zall (2« Lanl 3l — 4 () PIR 1 P)€ +(L10) Ta | ¥n-znl

d'ol pour P_;_. + o® (passage 3 la limite) _

-1 _
(3) lYn - zn| < "Yn - Zn“ (I - Lho lal)& od ho est le pas maximum
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d'oQ en vertu de (3)

T -1
Wyns1 - znaall € livn - zoll Gemn Llv | (1-ho L 1IQDE ) + pall €nll
En_posant C =1L’y (1-nor l@&HL

On obtient:

“Yrul - Zn+1 " £ (1+4C nhn) " Yn - Zn " + hn“ gn “

d'ol en vertu du lemme cité dans [1] ' [2] » [3] ,

CT CT
Win-zolle Elyo_ 20l &+ € - 1 wxll €&l
n

C
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ANNEXS (B,)

Déterminstion de 1'expression de Z,(t)s

Soit:

{-?: (¢) = Dﬂ ?(h\a(ﬂ) 2a(e) ezt).fp(h Y©)
L) o

et o = Dy Rk ywm) 2ote)
{ Lib)= 4

t , t
L (2.(;) - \?(5,3(.,)210))4, : Sb LORTTSEN
k
Jt (3(}) = };L:)(i‘w)éb = L BPLa) \fPLb,‘a(A)) cla

r (:z\imz.u)-zlm\(».))gh 5: St ) |
k Za(p) 2o(p)

L4

Jh( %‘3)""“ S:; ew‘ﬁg_»gb)& 2 2‘(4;).

Zo(a) 5;\1 FXTY)
'(b) Y (s, A))
: A)- 2 SE S QT
= (&) (&) g ENTS
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ANNEXE (B3)

calcul du modele dynamique du manipulateur
rigide articule

L4=0.914

M3=6.71

MP=5 ,10,20 kg

A=M3+MP

A2=( (MP*L4)A%2) /A

g e e A Ak e e ek gk g ok ok ok e ok e e ok e ek Ak e A A sk ek

* CALCUL DE LA MATRICE A
h***!‘!k***kﬂkﬂAﬁﬂ*ﬁ*k*k*ﬁ************
C232=(COS(Q1/2)+1735)))k*2
C22=(C05(Ql(2?})**2
S22=(8IN(QL(2 ) *rl
CZC23=CGSzQ1(2)2*C0$(Ql(2)+01(3))
S232=(SIN(QI(Z)+)1{3) ) a*k2
S73C23-SIN(0L(2Y+L(3))ACCS(QL(2)+Q1(3))
C23=COS it 21tQ1:2))
S23=SIN(OL 12 +0Q1(5))
C2S8S2=COR¢T et 2 i xS8IR(QL1(2))
C2=COsSi{git.;)

2=SINIQr 2
Cax=COS(CIt3})
c32=(CO& 1(3)) :A~2
S32=(SINt¢31{=); 1 %x%2
Al=(6.36R+0.7A2KkA #xC22+0.1452C2
A3=(0.9/4+n?)*€232+0.1*5232+0.04*323C23
Ad=) BT TAMPACZCZ3+4C . 14522
AARRAKARS n kAN AAmarkARARARKAAAARK
* CALCUL 10 MATRICE M A
ARRFAAAPD fA MR b sk rhi A fkkAkAAdkdkhk
MLO),1)cAl+Al+Ad
Hl(],2)=C.05*52¢0.S*C2+D.02*523+0.1*C23
MI(1,2)=0.0eAR2340.214C23
Nl(2,2)=6.368+A210.792*A*(532+C32)+1.627*HP*C3+0.924
M1(2,2)=0.9.4-22+0.8]135~MPAC3+2.3
Ml(3,3)-0C.S924+A242.3
Mi(2,1)=M1(1.2}
M1(3,1)=M14(1,3)
M1(3,2)=M1(2,3)
ML1(1,4)=0.
Ml(2,4)=0,
M1(3,4)=0.
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