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Introduction 

 

 Au cours de ces dernières années, la convection naturelle dans des enceintes fermées 

de différentes formes remplies de nanofluides et soumises à différentes conditions de 

chauffages a fait l’objet de nombreuses études aussi bien théoriques qu’expérimentales ce qui 

leur permet d’être utilisées dans une multitude d’applications en ingénierie : l’industrie 

automotrice, le génie biomédical, le refroidissement des composants électroniques…etc.   

  Notre travail a pour objectif l’étude et la comparaison de la convection naturelle, 

laminaire et permanente dans différentes enceintes bidimensionnelles, remplies de 

nanofluides eau-Cu et soumises à trois différents types de condition de chauffage qui 

sont : premier cas (les parois horizontales des enceintes sont adiabatiques, et les parois 

verticales sont isothermes maintenues aux températures froide Tc et chaude Th), deuxième cas 

(les parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc froide, et 

les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et de bas sont maintenues 

isothermes à une température chaude constante Th), troisième cas (Les parois verticales des 

enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc froide, et les parois horizontales de 

haut sont considérées adiabatiques et de bas sont maintenues à une température sinusoïdale).  

  Etant donné l’abondance des travaux concernant le phénomène de convection naturelle 

au sein des nanofluides pouvant se dérouler dans des enceintes fermées, nous illustrons dans 

le premier chapitre, une riche étude bibliographique qui nous a permis de situer notre travail 

et de dégager une problématique.  

  Dans le deuxième chapitre nous établissons les équations de mouvement et du transfert 

de chaleur par le biais de la formulation vorticité-fonction de courant. Pour cela nous 

adoptons les hypothèses de bidimensionnalité de l’écoulement et l’approximation de 

Boussinesq. Pour faciliter l’écriture des conditions aux limites, nous utilisons une 

représentation conforme qui transforme le domaine curviligne en un domaine rectangulaire 

(pour le cas des enceintes à parois courbées).   

 Le troisième chapitre est consacré à la formulation numérique. Dans ce chapitre nous 

présentons les techniques de discrétisation des équations de transfert et des conditions aux 

limites ainsi que les différents schémas de discrétisation. Pour la discrétisation  des équations 

aux dérivées partielles de type parabolique décrivant l’écoulement et leurs conditions aux 

limites associées, nous avons choisi la méthode des volumes finis, alors que pour l’équation 

de la fonction de courant qui est une équation aux dérivées partielles de type elliptique nous 

avons  utilisé un développement en série de Taylor, et finalement,  le système d’équations 

algébrique obtenu est résolu en utilisant la méthode de relaxation successive. 
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 Dans le quatrième et dernier chapitre nous avons présenté une étude du maillage, puis 

nous avons validé notre code de calcul et enfin, nous avons rassemblé les résultats des 

simulations. Les résultats numériques des transferts de chaleur, en terme de nombres de 

Nusselt locaux et moyens sur les parois des enceintes, de la fonction de courant et des 

isothermes au sein du nanofluide, sont représentés graphiquement, puis analysés en fonction 

du nombre de Rayleigh et de la fraction volumique des nanoparticules, pour voir leur effet sur 

les transferts de chaleur au sein des enceintes considérées. 
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Chapitre 1 

Recherche bibliographique 

 

Les nanofluides sont obtenus en dispersant des particules de tailles nanométriques 

(nanoparticules) dans un fluide de base tel que l’eau, éthylène–glycol, huiles,…etc.Ces 

particules peuvent être de types métalliques tels que : Cu, Ag, Au,…, de types oxydes tels 

que : CuO, SiO2,  TiO2, Al2O3,…, ou de types nanotubes de carbone (CNT). 

 Les nanofluides améliorent considérablement les transferts thermiques comparés aux 

fluides de base traditionnels ce qui leur permet d’être utilisés dans une multitude 

d’applications en ingénierie : l’industrie automotrice, le génie biomédical, le refroidissement 

des composants électroniques, les capteurs solaires, les caloducs, les réacteurs nucléaires etc. 

Plusieurs études ont été réalisées dans ce domaine par un certain nombre de chercheurs. 

Basak et Chamkha [1] ont étudié la convection naturelle dans une enceinte carrée remplie de 

plusieurs types de nanofluides, ils ont considéré trois cas de chauffage (dans un premier 

cas ils ont imposé un gradient de température horizontal, dans un deuxième cas ils ont 

supposé que la paroi du bas est chauffée uniformément, celle du haut étant adiabatique tandis 

que les parois verticales sont isothermes froides et dans un troisième cas de chauffage, la 

configuration du deuxième cas est reprise mais la paroi du bas cette fois-ci est chauffée par 

une température non-uniforme). Ils ont trouvé que le transfert de chaleur en utilisant le 

nanofluide est meilleur par rapport au fluide de base. Tayebi et Djezzar [2] ont étudié 

numériquement la convection naturelle dans une cavité carrée remplie d’un nanofluide (Cu–

eau). Ils ont trouvé que la température uniforme à la paroi inférieure donne un nombre de 

Nusselt plus élevé que la température variant linéairement, et pour un nombre de Rayleigh 

donné, une augmentation de la fraction volumique des nanoparticules provoque une 

augmentation du nombre de Nusselt moyen, et que cette augmentation est plus élevée dans le 

cas d'une température constante. Guestal et al. [3] ont fait une étude numérique sur le 

transfert de chaleur par convection naturelle dans une enceinte cylindrique horizontale 

remplie de deux nanofluides Cu-eau et TiO2-eau. Ils ont trouvé que l'intensité du flux et le 

transfert de chaleur augmentent avec l'augmentation du nombre de Rayleigh. Le transfert de 

chaleur augmente lorsque la longueur chauffée augmente. Le transfert de chaleur et son 

pourcentage d'augmentation augmentent avec l'augmentation de la fraction volumique de 

nanoparticules. La valeur maximale du pourcentage d'augmentation du transfert de chaleur se 

produit lors de l'utilisation du nanofluide Cu-eau, pour une fraction volumique de 0.05 le 

transfert de chaleur augmente de 15.7%. Hu et al. [4]ont étudié numériquement la convection 

naturelle dans un anneau excentrique rempli d’un nanofluide Cu–eau avec un flux de chaleur 

constant sur la paroi interne. Le nombre de Rayleigh (10³≤ Ra ≤ 10
7
), l'excentricité 

(ε=−0.625,0 et 0.625), la fraction volumique de nanoparticules (0 ≤ ϕ ≤ 0.03) et le rapport 

radial est (rr=2.33,2.6 et 3). Ils ont constaté que l’ajout des nanoparticules au fluide pur 
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modifie le schéma d'écoulement. Le nombre de Nusselt a une relation positive avec la fraction 

volumique des nanoparticules, le nombre de Rayleigh et le rapport radial. Le nombre de 

Nusselt dans le cas d’excentricité négative (ε=−0.625) est plus grand que les autres. Snoussi 

et al. [5]ont étudié numériquement l'amélioration du taux de transfert de chaleur par 

convection dans des enceintes tridimensionnelles en forme de U en utilisant les nanofluides  

Cu-eau et Al2O3-eau. Ils ont trouvé que leurs résultats sont conformes aux prévisions publiées 

précédemment. En particulier, l'amélioration du transfert de chaleur augmente avec 

l'augmentation des fractions volumiques des nanoparticules, du nombre de Rayleigh, ainsi que 

de l'extension de la longueur des parois refroidies. Khanafer et al. [6] ont étudié 

numériquement l’amélioration du transfert de chaleur dans une enceinte rectangulaire remplie 

de nanofluides avec des parois verticales différentiellement chauffées. Dans leurs résultats ils 

ont montré que les nanoparticules en suspension augmentent considérablement le taux de 

transfert de chaleur pour n’importe quel nombre de Grashof. Joshi et Pattamatta [7] ont 

étudié expérimentalement le transfert de chaleur par convection dans une enceinte carrée de 

dimensions (40x40x200) mm remplie de nanofluide Al2O3/eau. Les valeurs de la fraction 

volumique sont 0.3%, 1% et 2% et des nombres de Rayleigh allant de 7x10
5
 à 1x10

7
. Des 

nanofluides MWCNT/eau avec des fractions volumiques 0.1%, 0.3% et 0.5% sont formulés et 

étudiés pour différents nombres de Rayleigh. Ils ont trouvé que le nanofluide MWCNT/eau, 

comparé au nanofluide Al2O3/eau, donne des valeurs plus élevées du nombre de Nusselt pour 

une fraction volumique donnée. Leur étude pour la première fois démontre une amélioration 

de la convection naturelle avec le nanofluide  MWCNT/eau. Makulati et al. [8] ont étudié la 

convection naturelle dans une enceinte en forme de C inclinée, remplie de nanofluide 

alumine-eau et soumise à un champ magnétique. Les parois internes étant froides, celles de 

droite sont adiabatiques, tandisque les autres parois sont soumises à une densité de flux de 

chaleur constante. Ils ont trouvé que l'influence du nanofluide sur le nombre de Nusselt 

moyen (Nuav) diminue en augmentant le nombre de Hartmann (Ha). L’effet de la fraction 

volumique des nanoparticules peut être négligé à Ha>60. L’augmentation du facteur de forme 

de l’enceinte (AR), fraction volumique des nanoparticules et des valeurs de l’angle 

d'inclinaison (α) entraînent une augmentation du Nuav. L'influence de α sur le transfert de 

chaleur diminue par augmentation de (AR). La valeur minimum du nombre de Nusselt est 

obtenue pour AR=0.2 et α=45°. Noghrehabadi et Samimi [9] ont étudié numériquement 

l'écoulement et le transfert de chaleur par convection naturelle dans une enceinte carrée 

remplie de nanofluides CuO–eau. Les parois horizontales de l’enceinte sont adiabatiques, 

tandis que les parois verticales sont différentiellement chauffées.Leurs résultats montrent qu'il 

y’a une amélioration du taux de transfert de chaleur pour toute la gamme du nombre de 

Rayleigh quand les effets du thermophorèse et du mouvement brownien sont pris en compte. 

Ashorynejad et Shahriari [10] ont étudié le transfert de chaleur par convection naturelle du 

nanofluide hybride Al2O3-Cu/eau dans une enceinte ouverte ondulée et soumise à un champ 

magnétique uniforme. Leurs résultats montrent que le nombre de Nusselt diminue avec 

l'augmentation du nombre de Hartmann, mais il augmente proportionnellement avec le 

nombre de Rayleigh et la fraction volumique des nanoparticules. Le champ magnétique 

augmente ou diminue l'effet produit, par la présence de nanoparticules par rapport au nombre 

de Rayleigh. Bezi et al. [11] ont étudié numériquement la générationd'entropie lors de la 

convection naturelle au sein d’une enceinte semi-annulaireinclinée, chauffée par le haut, et 
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remplie de différents nanofluides à base d’eau contenant divers types de nanoparticules (Au, 

Ag, Cu et CuO). La fraction volumique est 0 ≤ ϕ≤ 0.8 et le nombre de Rayleigh allant de 10
3
 à 

10
5
. Leurs résultats montrent que la génération d'entropie moyenne due au transfert de chaleur 

est renforcée par l'augmentation de ϕet Ra. Hoghoughi et al. [12] ont étudié l'effet des 

paramètres géométriques sur la convection naturelle d’un nanofluide sur un appareil de 

chauffage cylindrique situé à l'intérieur d'une enceinte poreuse à parois ondulées, en utilisant 

la condition de non équilibre thermique local (LTNE). Ils ont trouvé que lorsque la source de 

chaleur cylindrique est située au fond de l’enceinte, le nanofluide devient plus homogène du 

fait de l'agitation provoquée par de forts tourbillons. Lorsque l'amplitude des ondulations des 

parois latérales augmente, le flux du nanofluide devient plus fort, ce qui conduit à une 

distribution plus uniforme des nanoparticules autour de l’enceinte. Aux faibles amplitudes des 

ondulations, le nombre de Nusselt moyen du fluide diminue quand  la source de chaleur est 

élevée. Tayebi et al. [13] ont étudié la convection naturelle dans une enceinte carrée remplie 

de nanofluide (Cu–eau) avec des conditions de chauffage uniforme et sinusoïdale. Leurs 

résultats montrent que la température uniforme donne un  nombre de Nusselt plus élevé que 

celle de la température sinusoïdale et que pour une valeur donnée du nombre de Rayleigh 

l’augmentation de la fraction volumique donne une augmentation du nombre de Nusselt 

moyen et que cette augmentation est plus élevée pour le cas de la température uniforme. 

Abu–Nada et Oztop [14] ont étudié numériquement l’effet de l’angle d’inclinaison sur le 

transfert de chaleur et l’écoulement du fluide par convection naturelle dans une enceinte 

rectangulaire, différentiellement chauffée et remplie de nanofluides. Ils ont trouvé que l’effet 

de la concentration des nanoparticules sur le nombre de Nusselt est plus remarquable pour les 

faibles fractions volumiques, et que le pourcentage d’amélioration du transfert de chaleur en 

utilisant les nanoparticules diminue pour les grandes valeurs du nombre de Rayleigh. Lin et 

Violi [15] ont étudié le transfert de chaleur et l’écoulement du fluide par convection naturelle 

dans une enceinte carrée remplie de nanofluides (Al2O3–eau), et de parois verticales 

différentiellement chauffées. Ils ont trouvé que la diminution du nombre de Prandtl amplifie 

les effets des nanoparticules en raison de l’augmentation de la diffusivité thermique efficace. 

Rahimi et al. [16] ont étudié  numériquement la convection naturelle dans une enceinte 

rectangulaire, différentiellement chauffée et remplie d’un mélange de nanoparticules–eau. Ils 

ont trouvé que le nombre de Nusselt moyen augmente avec l’augmentation de la fraction 

volumique des nanoparticules. Les propriétés des nanoparticules influent sur l’écoulement du 

fluide et le transfert de chaleur. Sharma et Gupta [17] ont étudié  le transfert de chaleur et 

l’écoulement du fluide dans une enceinte rectangulaire, de parois verticales différentiellement 

chauffées, et remplie de trois types différents de nanofluides. Ils ont trouvé que le nombre de 

Nusselt augmente avec l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules pour toute 

la gamme du nombre de Grashof, et que la présence des nanoparticules dans le fluide change 

les caractéristiques des fluides de base, et que pour les nanoparticules de Cu on obtient la plus 

grande valeur de la diffusivité thermique. Abu–Nada et Chamkha [18] ont fait une étude 

numérique sur le transfert de chaleur par convection naturelle dans une enceinte rectangulaire 

différentiellement chauffée et remplie de nanofluides(CuO-EG-eau). Ils ont prévu que le 

rapport d'aspect de l'enceinte aurait des effets significatifs sur le comportement du 

nombremoyen de Nusselt qui diminue à mesure que le rapport d'aspect de l'enceinte 

augmente. Ternik et al. [19] ont étudié le transfert de chaleur par convection naturelle à 
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l’intérieur d’une enceinte carrée remplie d’un nanofluide (Au-eau), et dont les parois 

verticales sont différentiellement chauffées. Leurs résultats indiquent que l’augmentation à la 

fois du nombre de Rayleigh et de la fraction volumique des nanoparticules, augmente le taux 

de transfert de chaleur (le nombre de Nusselt moyen), et que l’effet des nanoparticules 

hautement conductrices sur l’amélioration du transfert de chaleur est plus important  pour les 

faibles valeurs du nombre de Rayleigh. Ternik et Rudolf [20] ont étudié numériquement 

l’amélioration du transfert de chaleur par convection naturelle dans une enceinte carrée. 

L’enceinte dont les parois verticales sont différentiellement chauffées est remplie de différents 

types de nanofluides. Ils ont indiqué dans leurs résultats que le nombre de Nusselt moyen est 

une fonction croissante à la foi du nombre de Rayleigh et de la fraction volumique des 

nanoparticules. L’effet des nanoparticules hautement conductrices sur l’amélioration du 

transfert de chaleur est plus important  pour les faibles valeurs du nombre de Rayleigh et que 

l’augmentation à la fois du nombre de Rayleigh et de la fraction volumique des 

nanoparticules, augmentent le taux de transfert de chaleur. Li et Peterson [21] ont étudié 

expérimentalement les caractéristiques du transfert de chaleur par convection naturelle du 

nanofluide Al2O3/eau. Les tests de température et du nombre de Nusselt du nanofluide ont 

démontré un écart par rapport à celle des fluides de base purs (eau distillée), et ils ont observé 

une diminution du coefficient de transfert de chaleur par convection naturelle avec 

l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules dans les nanofluides. Tavman et 

al. [22] ont présenté une étude expérimentale de la conductivité thermique et la viscosité des 

nanofluides (SiO2–eau) et (Al2O3–eau). Leurs résultats montrent que la conductivité 

thermique effective des nanofluides augmente à mesure que la concentration des particules 

augmente indépendamment de la température du fluide. Les viscosités efficaces de ces 

nanoparticules augmentent avec l’augmentation de la concentration des particules, et diminue 

avec l’augmentation de la température. Cihan et al. [23] ont étudié numériquement la 

convection naturelle dans une enceinte rectangulaire de parois verticales différentiellement 

chauffées, inclinée, remplie de nanofluide (CuO-eau) et comportant un conducteur de chaleur 

cylindrique circulaire dans leur centre. Leurs résultats montrent que l’ajout des nanoparticules 

au fluide de base augmente significativement le transfert de chaleur. Le nombre de Nusselt 

moyen présente au début une augmentation puis une diminution quand l’angle d’inclinaison 

augmente, et que le transfert de chaleur est à son maximum à θ=45˚ pour Ra=10
4
, et à θ=30˚ 

pour Ra=10
5
 et Ra=10

6
. Abu-Nada [24] a étudié numériquement l’effet des différents 

modèles de la viscosité et de la conductivité thermique du nanofluide Al2O3-eau sur 

l’amélioration du transfert de chaleur par convection naturelle dans un espace annulaire 

différentiellement chauffé. Il a observé que pour Ra≥10
4
 le nombre de Nusselt moyen 

diminue en augmentant la fraction volumique des nanoparticules. Cependant, pour Ra=10
3
 le 

nombre de Nusselt moyen augmente en augmentant la fraction volumique des nanoparticules 

et que pour Ra≥10
4 

la différence est petite entre le nombre de Nusselt du modèle de Garnett 

et celle de Chon et al. Mais pour Ra=10
3
il y avait un écart qui devient plus important à haute 

fraction volumique des nanoparticules. Bakhshan et Emrani [25] ont étudié numériquement 

la convection naturelle dans une enceinte rectangulaire différentiellement chauffée et remplie 

de plusieurs types de nanofluides. Leurs résultats indiquent une augmentation du nombre de 

Nusselt moyen avec les nanoparticules pour toutes les valeurs du nombre de Grashof, et que 

la plus forte augmentation est obtenue pour les nanoparticules de Cu. Guiet et al. [26] ont 
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étudié numériquement la convection naturelle dans une enceinte carrée remplie de nanofluide 

(Cu–eau) avec un élément chauffant fixé à la paroi de bas.Ils ont trouvé quele transfert de 

chaleur est amélioré en augmentant à la fois le nombre de Rayleigh et la fraction volumique 

des nanoparticules, et aussi en augmentant la taille de la source de chaleur. Basak et al. [27] 

ont étudié numériquement les effets du chauffage uniforme et non-uniforme des parois 

inclinées sur la convection naturelle dans une enceinte triangulaire isocèle. Ils ont trouvé que 

le taux de transfert de chaleur global pour un chauffage non-uniforme est inférieur à celui du 

chauffage uniforme. El Bouihi et al. [28] ont étudié  numériquement l’effet des conditions 

aux limites uniforme et sinusoïdale sur la convection naturelle dans une enceinte carrée 

remplie de nanofluide (eau-cuivre). Ils ont trouvé que l’augmentation de la fraction volumique 

des nanoparticules en suspension augmente considérablement le taux de transfert de chaleur 

pour n’importe quel nombre de Grashof. Aktas [29] a étudié numériquement les effets des 

flux oscillatoires sur le transfert de chaleur par convection dans une enceinte rectangulaire 

remplie de nanofluide (Al2O3-eau). Il a observé que l’écoulement oscillant augmente de façon 

significative le transfert de chaleur par rapport à la conduction pure, et que l’augmentation est 

plus évidente dans le cas de faible concentration volumique des nanoparticules. Mansour et 

al. [30-31] ont fait une étude numérique sur l’écoulement du fluide et le transfert de chaleur 

dans une enceinte sous forme de T remplie de différents types de nanofluides. Ils ont trouvé 

que le nombre de Nusselt moyen a augmenté avec l’augmentation du nombre de Rayleigh et 

la fraction volumique des nanoparticules de Cu indépendamment du rapport d’aspect de 

l’enceinte et dans une autre étude ils ont considéré une enceinte trapézoïdale inclinée, 

partiellement chauffée par le haut, et remplie d’un nanofluide (Cu-eau) en présence d’un 

champ magnétique vertical. Ils ont trouvé que le taux de transfert de chaleur optimum est 

obtenu pour des valeurs élevées du nombre de Rayleigh en l’absence de la force magnétique. 

N. Ben-Cheikh et al. [32] ont étudié numériquement la convection naturelle dans une 

enceinte carrée chauffée par le bas par une température non-uniforme et remplie de différents 

types de nanofluides. Ils ont observé une amélioration du taux de transfert de chaleur avec 

l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules pour toute la gamme des nombres 

de Rayleigh, et cette amélioration dépend fortement du type de nanofluide. Pour Ra=10
6
, 

l’écoulement eau pure devient instationnaire, mais l’augmentation de la fraction volumique 

des nanoparticules permet le retour de l’écoulement à l’état stationnaire. Cho et al. [33] ont 

étudié les caractéristiques du transfert de chaleur par convection naturelle dans une enceinte 

rectangulaire dont la paroi basse est ondulée. L’enceinte est chauffée par le bas, et remplie de 

nanofluide Cu-eau. Leurs résultats ont montré que le nombre de Nusselt augmente avec 

l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules, et que Le nombre de Nusselt 

moyen peut être optimisé en réglant de façon appropriée les conditions de géométrie en 

fonction du nombre de Rayleigh. Nasrin et al. [34] ont étudié numériquement les influences 

de la conductivité thermique et de la viscosité dans une couche mince de nanofluide (Cu-eau). 

Les résultats montrent  que les meilleures performances du transfert de chaleur sont obtenues 

en utilisant les valeurs les plus élevées de la conductivité thermique, et les valeurs les plus 

faibles de la viscosité. Oztop et Abu-Nada [35] ont étudié le transfert de chaleur et 

l’écoulement du fluide dans une enceinte rectangulaire partiellement chauffée par la paroi 

gauche et remplie de trois types de nanofluides. Ils ont trouvé que les valeurs du nombre de 

Nusselt moyen augmentent avec la fraction volumique des nanoparticules pour toute la 
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gamme de Rayleigh. Sharma et Gupta [36] ont étudié le transfert de chaleur et l’écoulement 

du fluide dans une enceinte rectangulaire, de parois verticales différentiellement chauffées, et 

remplie de trois types différents de nanofluides. Ils ont trouvé que la convection naturelle, 

dans une enceinte carrée chauffée par le coté, est plus stable pour les nanofluides à base d’eau 

que pour les nanofluides  à base d’autres fluides. Le nombre de Nusselt augmente avec 

l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules pour toute la gamme du nombre 

de Grashoff, et que la présence des nanoparticules dans le fluide change les caractéristiques 

des fluides de base, et que les particules de Cu ont la plus grande valeur de la diffusivité 

thermique. En plus de la conductivité thermique, la viscosité dynamique effective joue un rôle 

majeur dans l’amélioration du transfert de chaleur avec l’existence d’une différence 

significative à partir des différents modèles adoptés. Tavman et al. [37] ont présenté une 

étude expérimentale de la conductivité thermique et la viscosité des nanofluides (SiO2–eau) et 

(Al2O3–eau). Leurs résultats montrent que la conductivité thermique effective des nanofluides 

augmente à mesure que la concentration des particules augmente indépendamment de la 

température du fluide. Les viscosités efficaces de ces nanoparticules augmentent avec 

l’augmentation de la concentration des particules, et diminue avec l’augmentation de la 

température. Yu et Choi [38] ont étudié un modèle de Maxwell modifié qui comprend un 

nano-couche. Leur étude suggère la nouvelle approche que l’ajout de plus 

petitesparticules(diamètre<10 nm) pourrait être potentiellement mieux que d’ajouter plus de 

particules pour concocter un liquide de refroidissement de nouvelle génération. Jalal et al. 

[39] ont étudié, expérimentalement et numériquement, les caractéristiques du transfert de 

chaleur d’un dissipateur de chaleur en utilisant le nanofluide (CuO-eau). Ils ont conclu que les 

nanoparticules de CuO dispersées dans l’eau augmentent le coefficient du transfert de chaleur 

du dissipateur de manière significative, et cela est principalement attribué à la conductivité 

plus élevée des nanofluides et le mouvement brownien des particules. La quantité 

d’augmentation du coefficient de transfert de chaleur augmente avec l’augmentation de la 

concentration des particules et ne diminue pas à des nombres de Reynolds plus élevés. Cihan 

et al. [40] ont étudié  numériquement la convection naturelle dans une enceinte rectangulaire 

de parois verticales différentiellement chauffées, inclinée, remplie de nanofluide (CuO-eau) et 

comportant un conducteur de chaleur cylindrique circulaire dans leur centre. Leurs résultats 

montrent que l’ajout des nanoparticules au fluide de base augmente significativement le 

transfert de chaleur. Le nombre de Nusselt moyen présente au début une augmentation puis 

une diminution quand l’angle d’inclinaison augmente, et que le transfert de chaleur est à son 

maximum à θ=45˚ pour Ra=10
4
, et à θ=30˚ pour Ra=10

5
 et Ra=10

6
. Sheikholeslami et al. 

[41] ont étudié numériquement la convection naturelle dans une enceinte carrée remplie de 

différents types de nanofluides, et comportant un cylindre circulaire chauffé dans son centre. 

Selon leurs résultats, les particules de cuivre conduisent à l’obtention de la plus grande 

amélioration à ce problème. Abu-Nada [42] a étudié  numériquement l’effet des différents 

modèles de la viscosité et de la conductivité thermique du nanofluide Al2O3-eau sur 

l’amélioration du transfert de chaleur par convection naturelle dans un espace annulaire 

différentiellement chauffé. Il a observé que pour Ra ≥ 10
4
 le nombre de Nusselt moyen 

diminue en augmentant la fraction volumique des nanoparticules. Cependant, pour Ra=10
3
 le 

nombre de Nusselt moyen augmente en augmentant la fraction volumique des nanoparticules, 

et que pour Ra ≥ 10
4 

la différence est petite entre le nombre de Nusselt du model de Garnett 
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et celle de Chon et al., mais pour Ra=10
3
,  il y avait un écart qui devient plus important à 

haute fraction volumique des nanoparticules. Sharma et al. [43] ont étudié numériquement le 

transfert de chaleur et l’écoulement du fluide dans une enceinte carrée remplie de trois types 

différents de nanofluides, en utilisant quatre différents types de modèle pour la viscosité 

effective du nanofluide. Ils ont trouvé que le nombre de Nusselt augmente quand la fraction 

volumique augmente. Les nanoparticules de Cu possèdent une valeur élevée de la diffusivité 

thermique comparées aux autres nanoparticules. Öztuna et al. [44] ont étudié  

numériquement la convection naturelle dans une enceinte carrée différentiellement chauffée et 

partiellement divisée par des séparations, et remplie de différents types de nanofluide. Ils ont 

trouvé que le transfert de chaleur diminue considérablement avec l’augmentation de 

séparation et augmente considérablement avec l’introduction des nanoparticules dans le 

fluide, et que cette augmentation est maximale pour les nanoparticules de Cu, et minimale 

pour les particules de Al2O3. Le nombre de Nusselt moyen augmente, presque linéairement, 

avec les fractions volumiques.L’augmentation du nombre de Nusselt moyen, en raison de 

l’utilisation des nanoparticules, est de 35% pour Ra=10
4
, jusqu'à 32% pour Ra=10

5
et jusqu'à 

25% pour Ra=10
6
. Bakhshan et Emrani [45] ont étudié  numériquement la convection 

naturelle dans une enceinte rectangulaire différentiellement chauffée, et remplie de plusieurs 

types de nanofluides. Leurs résultats indiquent une augmentation du nombre de Nusselt 

moyen avec les nanoparticules pour toutes les valeurs du nombre de Grashof, et que la plus 

forte augmentation est obtenue pour les nanoparticules de Cu. El Hattab et al. [46] ont étudié 

numériquement la convection naturelle dans une enceinte carrée remplie de différents types 

de nanofluides, et chauffée par sa paroi gauche. Ils ont trouvé que le transfert de chaleur 

s’améliore avec l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules et du nombre de 

Rayleigh. Oueslati et al. [47] ont étudié numériquement la convection naturelle dans une 

enceinte rectangulaire différentiellement chauffée, et remplie de différents types de 

nanofluides. Ils ont trouvé que les nanofluides améliorent le transfert thermique, et que la 

meilleure amélioration est obtenue avec les nanoparticules de Cu. 

A l'issue de cette rétrospective sur les travaux de recherche qui ont contribué à la 

compréhension du phénomène de la convection naturellevia les nanofluides, une amélioration 

des transferts de chaleur par convection naturelle dans des géométries à parois planes et 

courbéesremplies de ces derniersa été observée.Ceci illustre bien l'importance de ce 

phénomène qui continue à susciter une attention croissante.  

La majorité des travaux référentiels cités dans de ce chapitre porte sur la convection 

naturelle dans des enceintes, carrées et à parois courbées de différentes formes, remplies de 

nanofluides. La revue bibliographique considérée ici ne cite aucun travail concernant l’étude 

et la comparaison de la convection naturelle au sein des nanofluides confinés dans des 

enceintes pareilles à celles que nous avons choisi, ce qui a motivé cette investigation. 

 L’intérêt porté aussi, à nos géométries, est dû essentiellement aux avantages que le 

choix de nos enceintes est très intéressant, car il résout le problème concret de l’enceinte 

carrée qui se transforme automatiquement (en appliquant, volontairement ou 

accidentellement, des contraintes horizontales sur ces parois verticales) en enceinte A, et en 

enceinte B si leurs parois horizontales sont soumises à des contraintes verticales. Ce type de 
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problème peut être rencontré dans plusieurs cas de l’industrie, tel que le refroidissement des 

boites électriques ou électroniques. 
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Chapitre 2 

Analyse théorique 

2.1Description du problème  

 Dans cette étude nous allons étudier et comparer la convection naturelle dans les trois 

enceintes représentées dans la figure 2.1. Ces enceintes qui sont remplies de nanofluide Cu-

eau (Pr=6.2) sont soumises à trois différents types de conditions aux limites qui sont :  

Première condition pariétale thermique: 

Les parois horizontales des enceintes sont adiabatiques, et les parois verticales sont 

isothermes maintenues aux températures froide Tc et chaude Th. 

Deuxième condition pariétale thermique: 

Les parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc froide, et 

les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et de bas sont maintenues 

isothermes à une température chaude constante Th. 

Troisième condition pariétale thermique: 

Les parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc froide, et 

les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et de bas sont maintenues à une 

température sinusoïdale. 

 

 

 

 

  

 

Fig. 2.1.Représentation des enceintes étudiées. 

Enceinte A : enceinte à parois horizontales concaves et parois verticales convexes. 

Enceinte B : enceinte à parois horizontalesconvexes et parois verticalesconcaves. 

 

Les deux enceintes A et B sont obtenues à partir de l’enceinte représentée dans la figure 2.2 

en prenant les deux valeurs de l’angle d’inclinaison α (α = 0°, α = 90°). 

- les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et de bas sont maintenues à 

une température sinusoïdale.  

                                                                   

 

 

 

  

                  Enceinte carrée                     Enceinte A (pour α = 0°)            Enceinte B (pour α = 90°) 

Figure 2.1 : Représentation des enceintes étudiées. 

b 
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Fig. 2.2. L’enceinte étudiée. 

2.2 Modèle monophasique : 

 Un des modèles développés qui a beaucoup attiré l’attention des chercheurs est le modèle 

monophasique pour les avantages qu’il présente : moins de consommation de temps de calcul 

et fiabilité des résultats obtenus. Considérant que les particules solides en suspension sont très 

fines rendant leur fluidisation simple et sans effet de glissement assurant ainsi un équilibre 

thermique entre les phases solides et fluides. De ce fait, ce modèle traite le nanofluide 

comme un fluide homogène sur lequel sont appliqués les principes de conservation connus 

sauf qu’à la place des propriétés physiques du fluide il s’agira de considérer les propriétés 

thermo physiques du nanofluide. Ces dernières tiennent compte des propriétés des deux 

phases fluide et solide.  

2.3 Hypothèses simplificatrices 

Dans le cadre du modèle nanofluide monophasique, la phase liquide et les nanoparticules 

solides sont considérées en équilibre thermique. Les hypothèses simplificatrices usuelles 

largement utilisées dans la dynamique des fluides sont aussi prises en compte :  

 L’écoulement est bidimensionnel.  

 Le nanofluide est considéré newtonien et incompressible.  

 L’écoulement est laminaire établi.  

 Le travail, induit par les forces visqueuses et de pression, est négligeable.  

 La dissipation visqueuse est négligeable.  

 Le rayonnement thermique à l’intérieur du passage annulaire est négligeable. 

 Les propriétés physiques du nanofluide sont constantes hormis la masse volumique qui 

obéit à l’approximation de Boussinesq dans le terme de la poussée d’Archimède.  

)()()(),( 00 TTTTp nfnfnfnfnf  
 

Où : 𝛽𝑛𝑓  : est le coefficient de dilatation thermique à pression constante du nanofluide 

(coefficient de compression isochore). 

𝜌0𝑛𝑓  : La masse volumique de référence (constante). 

T0 : La température de référence (constante) associée à 𝜌0𝑛𝑓. 

 

Les deux enceintes A et B sont obtenues à partir de l’enceinte représentée dans la figure 2.2 

en prenant les deux valeurs de l’angle d’inclinaison α (α = 0°, α = 90°). 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Figure 2.2 : L’enceinte étudiée. 

𝒙 

𝒚 

 

Axe vertical 

Axe horizontal 

g 
α 
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2.4Formulation  du problème  

2.4.1Formulation vectorielle du problème  

Equation de continuité  

0)( 


 

vdiv
t

nf

nf



         (2.2) 

Equation de conservation de quantité de mouvement  

Pour les fluides réels incompressibles : 
























 vpgradg

t

v
vgradv nfnfnf  ).(

      
(2.3) 

Equation d’énergie 

TTgradv
t

T

nfp

nf

c




 

)(
).(




        (2.4) 

  Pour notre cas : écoulement permanent, laminaire et incompressible, dans le cadre de 

l’approximation de Boussinesq, ces relations s’écrivent : 

Equation de continuité  

0


vdiv            (2.5)    

Equation de conservation de quantité de mouvement  

 























 vpgradgTT

t

v
vgradv nfnfnfnf  )()().( 000

 

Ce qui donne: 























 vpgradgTTg

t

v
vgradv nfnfnfnf  )()().( 000

 (2.6) 
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Equation d’énergie 

TTgradv
t

T

nfp

nf

c




 

)(
).(




       (2.7) 

Avec : 

𝑣  : Vecteur vitesse du fluide. 

𝑔  : Vecteur accélération de la pesanteur. 

P : Pression du fluide. 

λ : Conductivité thermique du fluide. 

T : Température du fluide. 

Cp  : Capacité calorifique massique du fluide à pression constante. 

t : temps 

μ : viscosité dynamique du fluide  

𝜈 : viscosité cinématique du fluide 

2.4.2 Formulation indicielle  

Equation de continuité  

0)( 



j

j

v
x

          (2.5.a) 

Equation de conservation de la quantité de mouvement  

inf
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)()(      (2.6.a) 

Equation d’énergie 
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     (2.7.a) 

Avec 𝜏𝑖𝑗 : Tenseur des contraintes visqueuses dont les éléments dépendent du taux de 

déformation du fluide soumis au champ de vitesse. 

2.4.3 Formulation des équations en coordonnées cartésiennes  

  Le problème étant bidimensionnel etpermanent donc les équations s’écrivent  

respectivement en coordonnées cartésiennes : 

Nous posons maintenant   𝜌𝑛𝑓  = 𝜌0𝑛𝑓 ce qui donne : 

0
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(2.9.b) 

)(
)( 2

2

2

2

y

T

x

T

y

T
v

x

T
u

t

T

nfp

nf

c 



























      

(2.10) 

Avec  zgpp nf*
: pression motrice 

2.5 Equation de vorticité  

 L’introduction des variables vorticité 𝜔 et fonction de courant 𝜓 a pour objectif de 

simplifier l’équation du mouvement en éliminant le gradient de pression. 

 En dérivant les équations du mouvement (2.9.a) et (2.9.b) respectivement par rapport à 

y  et à x : 
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(2.11.b) 

 Et en soustrayant l’équation (2.11.a) de (2.11.b), en utilisant l’équation de continuité 

ainsi que la définition de la fonction de vorticité ω, nous obtenons : 
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 (2.12) 

Avec :
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(2.15.b) 

Remarque: 

 Pour l’enceinte carrée  les équations de continuité, devorticité et l’équation d’énergie  

s’écrivent  respectivement en coordonnées cartésiennes comme suit:  
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2.6 Introduction des coordonnées bicylindriques (pour les enceintes A et B) 

 Il est commode de définir un référentiel tel que les limites du système se traduisent par 

des valeurs constantes des coordonnées. Les coordonnées dites ≪bicylindriques≫, 

permettent, précisément dans notre cas, d’obtenir ce résultat. 

Dans le système de coordonnées (𝜼, θ, z), les surfaces  𝜼=constante sont des cylindres 

circulaires avec des axes dans le plan  xz, les surfaces  θ=constante sont les portions des 

cylindres circulaires avec des axes dans le plan  yz, et les surfaces  z=constante sont les plans 

parallèles. 
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Fig. 2.3.Représentation schématique des coordonnées bicylindriques. 

 Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées bicylindriques s’effectue à 

l’aide des relations suivantes (voir annexe 1) :
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Les relations (2.8), (2.10), et (2.12) s’écrivent alors respectivement : 
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Avec : 
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Vη , Vθ :  composantes du vecteur vitesse suivant les directions η et θ respectivement. 

La fonction de courant  𝜓  et de vorticité  ω  sont définies par les relations suivantes : 
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En introduisant la fonction de courant, de façon à vérifier l’équation de continuité il vient : 











h
V

1
     ,    











h
V

1
       (2.21)         

Vérification : 

Equation de continuité : 0)()( 
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La relation est vérifiée 

La vorticité :
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D’où : 
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2.7 Adimensionalisation  

 L'analyse dimensionnelle permet de vérifier a priori la viabilité d'une équation ou du 

résultat d'un calcul. Elle est utile également pour formuler des hypothèses simples sur les 

grandeurs qui gouvernent l'état d'un système physique avant qu'une théorie plus complète ne 

vienne valider ces hypothèses. 
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L’adimensionalisation a pour avantage de faciliter la simplification des équations et de 

généraliser les résultats. 

Pour les enceintes A et B : 

Nous posons les quantités adimensionnelles suivantes : 

L

h
H    ,   

fa

L
VV     ,   

fa

L
VV    ,   
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Avec :  

fa : Diffusivité thermique.  

L :Longueur caractéristique choisie arbitrairement égale à la distance entre les pôles 

apparaissant dans la relation des coordonnées (𝜂, θ). 

L

a f
:vitesse caractéristique. 

fa

L2

:Temps caractéristique. 

La température adimensionnelle : 

1Parois isothermes (verticales) : 
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c
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          Avec hT : température chaude. 

cT   : Température froide. 

2Parois adiabatiques (horizontales) : 

0






T
ce qui donne : 0
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 En portant les quantités adimensionnelles définies précédemment dans les équations 

(2.17), (2.18) et (2.19) on obtient : 
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Avec :
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Aussi :













H
V

1
                 (2.26.b)         

La vorticité adimensionnelle ω
+
est définie par : 
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Remarque :    

Pour l’enceinte carrée : 
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Nousposons les quantités adimensionnelles suivantes : 
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 En portant les quantités adimensionnelles définies précédemment dans les équations 

(2.16’), (2.17’), (2.18’) et (2.19’)on obtient : 
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Les composantes 𝑈, 𝑉 de la vitesse adimensionnelle sont définies par : 
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De la même façon : 
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La vorticité adimensionnelleω
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est définie par : 
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2.8 Coefficients d’échange de chaleur  

2.8.1Nombre de Nusselt local  

L’étude du transfert de chaleur dans la cavité nécessite la détermination des taux de 

transfert de chaleur, donnés par le biais du nombre de Nusselt. Les valeurs de ce dernier sur 

les parois des enceintes carrée, A et B sont définies comme suit : 

Sur les parois verticales : 
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Enceinte B :
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Enceinte carrée :
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Sur la paroi dubas : 
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Enceinte B :
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Enceinte carrée :
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2.8.2Nombre de Nusselt moyen  

Les valeurs moyennes des nombres de Nusselt le long des parois des enceintes carrée, A 

et B se calculent comme suit : 

Sur les parois verticales : 

Enceinte A : 
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Enceinte B : 
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Sur la paroi dubas : 

Enceinte A : 






dNuNu
NI

b

NI

b 


1
1

1

    

(2.37) 

 Enceinte B : 
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Chapitre 3 

Formulation numérique 

3.1 Introduction  

 La simulation numérique (calcul numérique) d’un phénomène physique, dans ce cas 

l’étude et la comparaison de la convection naturelle dans différent types d’enceintes remplies 

de nanofluide (eau–Cu), suit en général le principe suivant : 

 

                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Le modèle mathématique constitué par une équation ou un système d’équations 

différentielles aux dérivées partielles (EDP), qui régit le phénomène physique, s’exprime en 

utilisant une méthode de discrétisation, par un système d’équations algébriques linéaires.    

  

 

 

Phénomène physique 

Modèle  mathématique 

EDP ou système d’EDP non linéaires sur un domaine continu  

Méthode de discrétisation  
+ 
Schémas de discrétisation  
 

Système d’équations algébriques linéaires 

sur un domaine discret 

Algorithmes et méthodes de résolution  

Solution obtenue sur un domaine discret 
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Parmi les méthodes de discrétisation les plus connues citons : 

- La méthode des différences finies. 

- La méthode des éléments finis. 

- La méthode spectrale. 

- La méthode des volumes finis. 

3.2 Méthode de résolution numérique  

 Pour résoudrele système d’équations (2.24), (2.25), qui sont des équations de type 

paraboliques, et les conditions aux limites associées, nous choisissons, pour les discrétiser, la 

méthode des volumes finis, alors que pour l’équation (2.27) qui est de type elliptique, nous 

utilisons un développement en série de Taylor. 

 Les deux méthodes sont très utilisées dans la solution numérique des problèmes de 

transfert, elles sont bien exposées par S.V.PATANKAR [48]  et par NOGOTOV [49].   

3.2.1 Méthode des volumes finis  

 C’est une méthode de discrétisation qui discrétise les EDP en équations algébriques 

pouvant être résolues numériquement. 

Etapes de la méthode des volumes finis: 

1/ Le maillage : la transformation d’un domaine physique continu (la géométrie) en un 

domaine de calcul discret constitué d’un certain nombre de points et de mailles (volumes 

finis) voire figure (3.1). 

2/ Tous les termes des équations modélisantes sont intégrés un par un sur chaque volume de 

contrôle. 

3/ Des profils ou des lois d’interpolation, entre des nœuds voisins, sont utilisées pour 

approcher la variation de Ω (variable générale d’écoulement). 

4/ Obtention des équations algébriques en fonction des valeurs de Ω aux nœuds des maillages. 

5/ La résolution du système d’équations algébriques. 
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Pour α = 0 : 

 

 

Domaine physique Domaine de calcul 

 

Pour α = 90 : 

 

 
Domaine physique Domaine de calcul 

Figure 3.1 : Représente le domaine physique et le domaine de calcul. 

3.2.2 Volume élémentaire d’intégration  

 Le domaine physique est divisé en un nombre de volumes finis, le centre d’un volume 

fini typique est un point ≪P ≫, et ces faces latérales  ≪ 𝑒𝑠𝑡 ≫ , ≪ 𝑜𝑢𝑒𝑠𝑡 ≫, ≪ 𝑛𝑜𝑟𝑑 ≫ et 

≪ 𝑠𝑢𝑑 ≫ sont localisées aux points  e , w , n et s . 

         Les points E, W, N et S sont les nœuds des quatre volumes de contrôles adjacents 

respectivement à l’est, ouest, nord et sud du volume de contrôle typique. 
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         Les variables (vorticité, température) sont stockées aux centres des volumes de 

contrôles. 

 Pour un nœud principal ≪P≫, les points E et W sont pris dans la direction θ, tandis que 

N et S  sont pris dans la directionη. 

La figure (3.2)  représente un volume fini typique et son voisinage dans un volume de calcul. 

 

 

 

 

 

 

 
 

  

  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Figure 3.2 : Représentation du volume de contrôle typique. 
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         NI : le nombre de points suivant η 

         NN : le nombre de points suivant θ 

3.2.3 Discrétisation de l’équation générale de transfert d’une variable Ωdans le volume 

de contrôle  

 Pour illustrer la discrétisation des équations de transfert par la méthode des volumes 

finis, nous considérons l’équation de transfert sous sa forme générale. 

  Additionnons l’équation de la chaleur (2.24) à l’équation de continuité (2.23) multipliée 

par 𝑇+: 
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Finalement  on trouve : 
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         En additionnant l’équation du mouvement (2.25) à l’équation de continuité (2.23) 

multipliée par  𝜔+on trouve : 
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Ces deux équations sont de la forme générale suivante : 
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    (3.3) 

Le tableau suivant illustre les différentes expressions des termes : 𝛤Ω ,  Ω ,  𝑆Ω 
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Tableau 3.1. Les différentes expressions des termes : 𝛤Ω,  Ω,  𝑆Ω 

 Ω : Fonction générale représente ( T ou    ) 

𝛤Ω: Coefficient adimensionnel. 

𝑆Ω : Terme de source. 

3.2.3.1 Intégration de l’équation de transfert  

 L’équation de discrétisation d’une variable Ω est obtenue par l’intégration de son 

équation de conservation dans un volume de contrôle fini typique. Ci-après, nous présentons 

un cas de discrétisation d’une équation de transfert de Ω. 
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L’équation (3.4) peut s’écrire sous la forme : 

équation Ω 𝛤Ω 𝑆Ω 
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(3.5) 

Avec :               






 

VHJ  







 

VHJ  

Jη ,Jθ  sont les flux totaux (convection plus diffusion). 

De l’équation (3.5) on trouve : 
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     (3.6) 

S : est la valeur moyenne du terme source S  dans le volume de contrôle élémentaire. 

eJ  , wJ  , nJ  , sJ sont les valeurs des flux totaux aux interfaces  Est , Ouest , Nord et Sud du 

volume de contrôle. 
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3.2.3.2 Linéarisation du terme source  

  Le terme source peut généralement être linéarisé en fonction de p  (au nœud P) sous la 

forme : 

ppSSS  .0  

0S : la partie constante de S qui ne dépend pas de p . 
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0pS  

Par suite l’équation (3.6) devient: 
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Discrétisons l’équation de continuité (2.23) : 
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L’équation précédente devient: 
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Ce qui donne :    

0)()(  wesn FFFF        (3.8) 

 nF , sF , eF , wF  sont les débits massiques à travers les faces du volume de contrôle. 
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 En multipliant l’équation (3.8) par la fonction p et en soustrayant l’équation obtenue 

de l’équation (3.7) on obtient : 
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(3.10) 

 Les termes )( pii FJ  , i = e, w, n, s peuvent se mettre, d’après PATANKAR [48], 

sous la forme suivante : 

)( EPEpee aFJ   

)( PWWpww aFJ   
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)( NPNpnn aFJ   

)( PSSpss aFJ   

En introduisant ces expressions dans l’équation (3.10) on obtient : 
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D’où l’équation discrétisée : 

baaaaa SSNNWWEEPp      (3.11) 
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 La fonction )( PA  est donnée, d’après PATANKAR [48], par le schéma " power 

law ” comme suit : 

5)1,01(,0)( PPA   

Le symbole BA, signifie que le maximum entre  A  et  B  est choisi. 

Les coefficients de diffusion sont définies par : 

e

eeD
)(

)(



   

w

wwD
)(

)(



   



Chapitre 3 - Formulation numérique 

 

34 
 

n

nnD
)(

)(



   

s

ssD
)(

)(



   

(𝛿𝜃)𝑒  , (𝛿𝜃)𝑤  , (𝛿𝜂)𝑛  et  (𝛿𝜂)𝑠 : sont les pas d’intégrations, qui peuvent être égaux ou non 

aux pas de calcul  Δ𝜃,  Δ𝜂  respectivement. Ils sont choisis constants et égaux aux Δ𝜃 et Δ𝜂. 

Considérons que les interfaces  e , w , n  et  s  sont les milieux des nœuds  (P,E), (P,W), (P,N) 

et (P,S). 

Dans ces conditions les grandeurs précédentes s’écrivent : 
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Les nombres de Peclet 𝑃𝑒 , 𝑃𝑤 , 𝑃𝑛  et 𝑃𝑠 sont définis par : 
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 (3.14) 

3.2.3.3 Schémas de discrétisation spatiale  

 L’évaluation des flux de diffusion et de convection aux interfaces des volumes de 

contrôle après intégration se fera à l’aide des schémas de discrétisation. 

 Pour choisir le schéma de discrétisation approprié, il faut prendre en considération un 

certain nombre de critères tels que : stabilité, précision, coût de calcul numérique,…  souvent 

les modèles les moins précis sont très robustes, tandis que les modèles les plus précis sont 

moins robustes et plus lents et coûtent cher.  

 Les différents schémas proposés par PATANKAR [48] permettant d’exprimer la 

fonction  A ( 𝑃  ) sont les suivants : 



Chapitre 3 - Formulation numérique 

 

35 
 

Schéma des différences centrées : 

 La fonction )( PA  est donnée par l’expression suivante : 

PPA 5,01)(   

Les coefficients de l’équation générale discrétisée seront : 

0,)5,01( eeeE FPDa   

0,)5,01( wwww FPDa   

0,)5,01( nnnn FPDa   

0,)5,01( ssss FPDa   

Remarque : 

- Le schéma des différences centrées est stable pour  𝑃 ≤ 2 et donne des coefficients 

(𝑎𝐸 ,𝑎𝑊 ,𝑎𝑁,𝑎𝑆) positifs, et la précision du schéma sera acceptable. 

- Pour   𝑃 > 2  les coefficients de l’équation discrétisée peuvent être négatifs, et dans ces 

conditions les résultats ne respectent pas la physique du phénomène. 

- Ce schéma est utilisé dans le cas où la convection ne domine pas la diffusion, mais il n’est 

pas recommandé d’être utilisé au calcul des écoulements. 

Schéma Upwind : 

La fonction  )( PA est donnée par l’expression : 

1)( PA  

Alors les coefficients seront : 

0,eeE FDa   

0,www FDa   

0,nnn FDa   

0,sss FDa   

Remarque : 
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- Pour le schéma Upwind les coefficients de l’équation discrétisée ne sont jamais négatifs 

(schéma inconditionnellement stable). 

- schéma non approprié pour les faibles valeurs de  𝑃 . 

- le schéma Upwind est appliqué pour les écoulements à dominance convective suivant le sens 

de l’écoulement. 

Schéma Exponentiel: 

La fonction  )( PA  est donnée par l’expression : 

1)exp(
)(
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          Alors les coefficients seront : 
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Remarque : 

         Ce schéma est assez peu utilisé car : 

- Les exponentielles coûtent cher à calculer numériquement. 

- Il n’est pas exact pour les problèmes 2D, 3D, instationnaires et avec le terme source.   

Schéma hybride : 

La fonction  )( PA est définie comme suit : 

)5,01(,0)( PPA   

Les coefficients de l’équation générale discrétisée seront : 

0,5,0, eeeE FDFa   

0,5,0, wwwW FDFa   

0,5,0, nnnN FDFa   
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0,5,0, sssS FDFa   

 

Remarque : 

        - le schéma hybride est une combinaison améliorée entre le schéma centré et le schéma 

Upwind. 

- Avec ce schéma l’erreur est maximale pour    𝑃 ≅  2. 

Schéma Power Law : 

          La fonction  )( PA est donnée par l’expression : 

5)1,01(,0)( PPA   

Les coefficients de l’équation générale discrétisée seront : 

eeeE FPDa  ,0)1,01(,0 5

 

wwwW FPDa ,0)1,01(,0 5 
 

nnnN FPDa  ,0)1,01(,0 5

 

sssS FPDa ,0)1,01(,0 5 
 

Remarque : 

  Le schéma Power Law est recommandé pour les problèmes de convection-diffusion, 

c’est pourquoi nous avons opté pourle choix de ce schéma.  

3.3 Discrétisation de l’équation de la chaleur (énergie)  
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En remplaçant dans l’équation (3.3) la fonction  Ω  par la température adimensionnelle  𝑇+ et 

le terme source𝑆Ωpar zéro, l’équation de la chaleur discrétisée sera : 

bTaTaTaTaTa SSNNWWEEPP  
     (3.15) 

Avec :     
0

PSNWEP aaaaaa   

00

PPab   

Ea , Wa , Na , Sa et 
0

Pa ont respectivement les mêmes expressions que dans le système (3.12). 
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3.3.1 Détermination des coefficients  Fi, Di et Pi   ( i = n , s , e , w )  

 Le calcul des coefficients Ea , Wa , Na , Sa nécessite la détermination des coefficients   

iF , iD , iP   (i = n , s , e , w). 

Remplaçons les vitesses adimensionnelles 
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système (3.9) on obtient : 
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 En appliquant une interpolation linéaire (différence centrée), et en tenant compte que les 

interfaces sont à mi-distance des nœuds on trouve : 
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  Le développement du gradient de la fonction de courant est établi d’après la démarche 

de NOGOTOV [49], comme suit : 
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              Figure 3.3 : Représentation schématique des nœuds P, E, W et S dans le maillage.    

A l’interface " e " : 

















 ),(),(

)( 2
1

2
1

2
1

2
1 jiji

e  








 












2

)1,(),(

2

),1()1,1(

2

1
)(

jijijiji
e






 








 









2

)1,(),(

2

),1()1,1(

2

1 jijijiji 


 



















4

),1()1,1(),1()1,1(
)(

jijijiji
e  

A l’interface " w " : 
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A l’interface " n " : 
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A l’interface " s " : 
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Et les expressions eF , wF , nF  et sF  deviennent :    

 ),1()1,1(),1()1,1(
4

1
jijijijiFe     (3.16.a) 

 ),1()1,1(),1()1,1(
4

1
jijijijiFw     (3.16.b) 

 )1,()1,1()1,()1,1(
4

1
  jijijijiFn    (3.16.c) 

 )1,()1,1()1,()1,1(
4

1
  jijijijiFs   (3.16.d) 

Pour l’équation de la chaleur, le coefficient 


















fp

pp

f

nf

c
c

)(

)(
)1(










 (voir tableau 3.1). 

En portant cette valeur dans le système (3.13), les coefficients eD , wD , nD  et sD  s’écrivent : 



































fp

pp

f

nf

we

c
c

DD

)(

)(
)1(

 



































fp

pp

f

nf

sn

c
c

DD

)(

)(
)1(

 

Et les nombres de Péclet dans le système (3.14) deviennent : 
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c
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)(

)(
)1(

































f

nf

fp

pp

nn

c
c

FP
)(
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Pour homogénéiser les notations dans l’équation (3.15), on symbolise les nœudsW , P , E  et 

S respectivement par : 

)1,( ji  , ),( ji  , )1,( ji  , ),1( ji   , ),1( ji   

Les coefficients Ea  , Wa  , Na  , Sa  et 
0

Pa  sont pris aux nœuds ),( ji  

Donc l’équation (3.15)  peut s’écrire comme suit :  

bjiTajiTajiTajiTajiTa SNWEP   ),1(),1()1,()1,(),( (3.17) 

3.4 Discrétisation de l’équation de quantité de mouvement  
























 




























SVHVH

t
H )()(2

 

En remplaçant dans l’équation discrétisée (3.11) : 

 La fonction par: la vorticité adimensionnelle  . 

 Le terme PS par: zéro )0( PS  

(le terme source 
S est indépendant de la vorticité  ). 

Nous obtenons l’équation discrétisée de quantité de mouvement: 

baaaaa SSNNWWEEPP        (3.18) 

Avec :     
0

PSNWEP aaaaaa   

00

0 PPaVSb   

1...2   HV  

 





















































T
GFHRPS

f

pf

p

p

f

ar )sin(),()cos(),(

1
)1(

1

1
)1(

1
0

 

 














T
GF )cos(),()sin(),(  

Les coefficients Ea , Wa , Na , Sa et
0

Pa  ont respectivement les mêmes expressions que dans le 

système (3.12) . 
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Comme dans l’équation de quantité de mouvement le terme   égal à : 




































f

p

rP




 )1()1(

1

5,2

(Voir tableau (3.1))   

Aux interfaces e, w, n et s les coefficients eD , wD , nD et sD seront :        

















































f

p

rwe PDD

)1()1(

1

5,2

 

















































f

p

rsn PDD

)1()1(

1

5,2

 

Et les nombres de Péclet dans le système (3.14) deviennent: 

























 e

f

p

r

e F
P

P )1()1(
1 5,2  

























 n

f

p

r

n F
P

P )1()1(
1 5,2  

























 w

f

p

r

w F
P

P )1()1(
1 5,2  

























 s

f

p

r

s F
P

P )1()1(
1 5,2  

Avec : eF , wF , nF et sF ont respectivement les mêmes expressions que dans le système (3.16.a), 

(3.16.b), (3.16.c) et (3.16.d). 

Finalement dans l’équation (3.18)  le coefficient « b » a pour expression : 
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GFRPHb

f

pf

p

p

f

ar )sin(),()cos(),(

1
)1(

1

1
)1(

13

 

  00.)cos(),()sin(),( PPa
T

GF 














  

Avec :           
 









2

),1(),1(

,

jiTjiTT

ji

 

 









2

)1,()1,(

,

jiTjiTT

ji

 

En prenant les mêmes notations précédentes, pour les nœudsW , P , E et S qui sont 

respectivement : 

)1,( ji  , ),( ji  , )1,( ji  , ),1( ji   , ),1( ji   

L’équation (3.18)  peut s’écrire comme suit :  

bjiajiajiajiajia SNWEP   ),1(),1()1,()1,(),(  (3.19) 

Les coefficients Ea  , Wa  , Na  , Sa  , 
0

Pa  et b sont pris au nœuds ),( ji . 

3.5 Discrétisation  des conditions aux limites 

3.5.1 Adimensionnement  des conditions aux limites 

3.5.1.1 Conditions aux limites des vitesses sur les frontières du domaine de calcul 

Pour les trois conditions pariétales thermiques: 

Pour les enceintes A et B : 

0

















 VV : Condition de non-glissement des particules de fluides sur les  

parois de l’enceinte rigides et imperméables. 

Ce qui donne les conditions aux limites adimensionnelles suivantes: 

0




















 VV  

 Avec : )(
1

2

2

2

2

2 





















H
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Pour l’enceinte carrée : 

0),(),0(),()0,(  ybuyubxuxu  

0),(),0(),()0,(  ybvyvbxvxv  

0





y
u


  ,   0






x
v


 

D’où les conditions aux limites adimensionnelles : 

0),(),0(),()0,(  YbUYUbXUXU  

0),(),0(),()0,(  YbVYVbXVXV  

0







Y
U


  ,   0








X
V


 

3.5.1.2 Conditions aux limites des températures sur les frontières du domaine de calcul 

Première condition pariétale thermique: 

 Sur la paroi verticale droite (froide) :  

Pour les trois enceintes carrée, A et B : 

Nous avons :   cTT   

 La température adimensionnelle 
ch

c

TT

TT
T






 sera :  0T  

 Sur la paroi verticale gauche (chaude) :   

 Pour les trois enceintes carrée, A et B: 

         Nous avons :   hTT   

  La température adimensionnelle  
ch

c

TT

TT
T






  sera :   1T  

 Sur les parois horizontales (adiabatiques) :  

 Pour l’enceinte A :  

    Nous avons :  0






T
ce qui donne : 0



 



T
 

 Pour l’enceinte B :  
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    Nous avons :   0






T
ce qui donne : 0



 



T
 

 Pour l’enceinte carrée : 

    Nous avons :   0




y

T
ce qui donne :  0



 

Y

T
 

Deuxième et troisièmecondition pariétale thermique: 

 Pour les trois enceintes carrée, A et B : 

 Sur les parois verticales : 

         Nous avons :   cTT   

         La température adimensionnelle  
ch

c

TT

TT
T






  sera :   0T  

 Sur la paroi horizontale du haut (adiabatique) :  

 Pour l’enceinte A :  

    Nous avons :  0






T
ce qui donne :  0



 



T
 

 Pour l’enceinte B :  

    Nous avons :   0






T
ce qui donne :   0



 



T
 

 Pour l’enceinte carrée : 

    Nous avons :  0




y

T
ce qui donne :  0



 

Y

T
 

 Sur la paroi horizontale du bas (isotherme chaude) : (deuxième cas) 

 Pour les trois enceintes carrée, A et B : 

         Nous avons :  hTT   

         La température adimensionnelle 
ch

c

TT

TT
T






  sera :   1T  

 Sur la paroi horizontale du bas (sinusoïdale chaude) : (troisième cas) 

 Pour l’enceinte carrée: 
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 Nous avons :  cch T
b

x
TTT  )(sin)(


 

 La température adimensionnelle 
ch

c

TT

TT
T






  sera :   )(sin XT 
 

 Pour l’enceinte A: 

 Nous avons :   cch TfTTT  )()(   

 La température adimensionnelle 
ch

c

TT

TT
T






  sera :   )(fT 
 

 Avec : 

 f())=cos(/21)      , 1=0.82288 

 Pour l’enceinte B: 

 Nous avons :   cch TgTTT  )()(   

 La température adimensionnelle  
ch

c

TT

TT
T






  sera :   )(gT 
 

 Avec : 

 g())=sin[(-1)/(nn-1)] 

 1=1.97505         ,    nn=4.306991535 

3.5.2 Discrétisation  des conditions aux limites des températures 

 Pour 1T  : l’équation (3.15)  nous donne   

1Pa  

0 SNWE aaaa
 

10 Pa   et   1b  

 Pour  0T : l’équation (3.15)  nous donne   

1Pa  

0 SNWE aaaa
 

10 Pa   et   0b  

 Pour )(sin XT 
 : l’équation (3.15) nous donne (enceinte carrée) 
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1Pa  

0 SNWE aaaa
 

10 Pa   et   )(sin Xb   

 Pour )(gT 
: l’équation (3.15)  nous donne   

1Pa  

0 SNWE aaaa
 

10 Pa   et   )(gb   

 Pour 
𝝏𝑻+

𝝏𝛉
= 0  (condition de l’enceinte A) nous pouvons écrire :  

Pour la paroi horizontale inférieure (adiabatique):  

 𝜕𝑇⁺

𝜕θ
 
𝑖,𝑗

=
𝑇+ 𝑖 ,𝑗 +1  −𝑇+ 𝑖  ,𝑗  

Δθ
= 0  ce qui donne :𝑇+ 𝑖 , 𝑗 + 1  =   𝑇+ 𝑖 , 𝑗  

              D’où on écrit:      𝑇+
E  =  𝑇+

P  

               L’équation (3.15)  nous donne: 

𝑎𝑃 = 1 

𝑎𝐸   =  1 

𝑎𝑁 = 𝑎𝑊   =  𝑎𝑆 = 0 

 b  =  0 

Pour la paroi horizontale supérieure (adiabatique):  

 𝜕𝑇⁺

𝜕θ
 
𝑖,𝑗

=
𝑇+ 𝑖  ,𝑗−1 −𝑇+ 𝑖  ,𝑗  

Δθ
= 0  ce qui donne:𝑇+ 𝑖 , 𝑗 − 1  =   𝑇+ 𝑖 , 𝑗  

              D’où on écrit:  𝑇+
W   =  𝑇+

P  

               L’équation (3.15)  nous donne: 

𝑎𝑃 = 1 

𝑎𝑊   =  1 

𝑎𝐸  = 𝑎𝑆  =  𝑎𝑁 = 0 

 b  =  0 
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 Pour 0


 



T
 (condition de l’enceinte B) nous pouvons écrire :  

Pour la paroi horizontale inférieure (adiabatique): 

0
),(),1(

,














jiTjiTT

ji

 ce qui donne : ),(),1( jiTjiT    

              D’où on écrit:  
  PN TT  

               L’équation (3.15)  nous donne: 

1Pa  

1Na  

0 SWE aaa
 

00 Pa   et   0b  

Pour la paroi horizontale supérieure (adiabatique):  

0
),(),1(

,














jiTjiTT

ji

 ce qui donne : ),(),1( jiTjiT    

              D’où on écrit :  
  PS TT  

            L’équation (3.15)  nous donne: 

1Pa  

1Sa  

0 NWE aaa
 

00 Pa   et   0b  

Pour 0


 

Y

T
 (condition de l’enceinte carrée) nous pouvons écrire :  

Pour la paroi horizontale inférieure (adiabatique): 

0
),(),1(

,












Y

jiTjiT

Y

T

ji

 ce qui donne : ),(),1( jiTjiT    

              D’où on écrit:    
  PN TT   

               L’équation (3.15)  nous donne: 
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1Pa  

1Na  

0 SWE aaa
 

00 Pa   et   0b  

 

Pour la paroi horizontale supérieure (adiabatique):  

0
),(),1(

,












Y

jiTjiT

Y

T

ji

 ce qui donne : ),(),1( jiTjiT    

              D’où on écrit :  
  PS TT  

               L’équation (3.15)  nous donne: 

1Pa  

1Sa  

0 NWE aaa
 

00 Pa   et   0b  

3.5.3 Discrétisation des conditions aux limitesde la fonction de courant 

Condition sur la paroi horizontale inférieure ( i = 1, j ) : 














22 )(

)1,1(),1(2)1,1(

),1(

1
),1(






jjj

jH
j  













2)(2

),3(),2(8),1(7



 jjj
 

Condition sur la paroi horizontale supérieure ( i = NI , j ) : 














22 )(

)1,(),(2)1,(

),(

1
),(






jNIjNIjNI

jNIH
jNI

 













2)(2

),2(),1(8),(7



 jNIjNIjNI
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Condition sur la paroi verticale gauche ( i , j = 1 ) : 














22 )(

)1,1()1,(2)1,1(

)1,(

1
)1,(






iii

iH
i

 













2)(2

)3,()2,(8)1,(7



 iii
 

Condition sur la paroi verticale droite ( i , j = NN ) : 














22 )(

),1(),(2),1(

),(

1
),(






NNiNNiNNi

NNiH
NNi

 













2)(2

)2,()1,(8),(7



 NNiNNiNNi
 

3.5.4 Discrétisation de l’équation de la fonction de courant  

)(
1

2

2

2

2

2 





















H
     

Réécrivons cette équation sous la forme : 

)()(2































H   

L’équation  (2.27) donne: 

jiji

jijiH

,

2

2

,

2

2
2 ),(),(





















  

  Pour discrétiser cette équation nous utiliserons le développement en série de Taylor, ce 

qui donne : 

2

2

)(

),(2),1(),1(
),(),(












 jijiji

jijiH  

2)(

),(2)1,()1,(










 jijiji
 

Et qui conduit à écrire : 
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22

2

)(

)1,()1,(

)(

),1(),1(
),(),(





















 jijijiji

jijiH  














 

22 )(

1

)(

1
),(2


 ji  

Ce qui donne la fonction de courant au nœud P   ),( ji qui est exprimée en fonction de 

celles aux nœuds  W, E, N et S comme suit :   


2

2

)(

),1(),1(
),(),(

2

1
),(












 jiji

jijiHji  

1

222 )(

1

)(

1

)(

)1,()1,(





























 jiji
(3.20) 

3.5.5 Discrétisation des conditions aux limites des vitesses 

Condition sur la paroi horizontale inférieure (i=1) : 

0
2

),3(),2(4),1(3

,1


















 jjj

j

 

3

),3(),2(4
),1(

jj
j


 




  

Condition sur la paroi horizontale supérieure ( i = NI ) : 

3

),2(),1(4
),(

jNIjNI
jNI





 

  

Condition sur la paroi verticale gauche ( j = 1 ) : 

0
2

)3,()2,(4)1,(3

1,


















 iii

i

 

3

)3,()2,(4
)1,(

ii
i


 




  

Condition sur la paroi verticale droite ( j = NN ) : 
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3

)2,()1,(4
),(





 NNiNNi

NNi


  

3.5.6 Discrétisation des composantes de la vitesse  

 Nous choisissons les différences centrées pour discrétiser les composantes 

adimensionnelles 


V , 


V de la vitesse. 
































2

)1,()1,(

),(

1

),(

1

,

jiji

jiHjiH
V

ji

 
































2

),1(),1(

),(

1

),(

1

,

jiji

jiHjiH
V

ji

 

Avec:           1 < I< 𝑁𝐼 

                     1 < J< 𝑁𝑁 

3.6 Processus de calcul  

 Pour résoudre le système d’équations (3.17), (3.19) et (3.20) nous utilisons la méthode 

proposée par NOGOTOV [49]. 

En  choisissant une méthode itérative à coefficients de relaxation, ces équations peuvent 

se mettre sous la forme suivante: 

 )1,()1,(),()1(),( 11   jiTajiTa
a

jiTjiT n

W

n

E

P

Tn

T

n 
  

),1(),1( 1 jiTajiTa n

S

n

N  
 (3.21) 

 )1,()1,(),()1(),( 11   jiajia
a

jiji n

W

n

E

P

nn 


 
  

),(),1(),1( 1 jibjiajia n

S

n

N   (3.22) 

1

22

1

)(

1

)(

1

2
),()1(),(



























 jiji nn
 


















 


),(),(
)(

)1,()1,(

)(

),1(),1( 2

2

1

2

1

jijiH
jijijiji nnnn









 

(3.23) 
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Avec: 

         n : ordre de l’intégration. 

𝛼𝑇 ,𝛼ω, 𝛼𝜓 : sont les facteurs de relaxation. Leurs valeurs dépendent de la valeur du nombre de 

Rayleigh𝑅𝑎 . 

         La résolution du système d’équations (3.21), (3.22) et (3.23), en utilisant le code de 

calcul, se fait comme suit: 

1/ Initialisation des valeurs de la température, de la vorticité et de la fonction de 

courant au sein du maillage. 

2/ Calcul de la distribution de la température. 

3/ Calcul de la vorticité. 

4/ Calcul de la distribution de la fonction de courant. 

5/ Le processus itératif répété jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de changement significatif 

de la valeur de𝜓 par rapport au critère de convergence suivant: 

8

1

1

10
max

maxmax 








n

nn




 

6/ Le même critère est utilisé pour la température. 

7/ Le même critère est utilisé pour la vorticité. 

  8/ Calcul des composantes de la vitesse. 

  9/ Stockage des valeurs de T ,  et  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre 3 - Formulation numérique 

 

55 
 

 

 

 

                                                                  n =0, k = 0 

  
 
                                                                                 n=n +1, k=k+1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Début 

 

Début 

Lecture et écriture 
Des données 

 

 

Lecture et écriture 
Des données 

 

Initialisation des  
T ,  ω ,  𝜓 

 

Initialisation des  
T ,  ω ,  𝝍 Calcul de la  

Distribution de T 
 

Calcul de la  
Distribution de T 

Calcul de la  
Vorticité ω 

 

Calcul de la  
Vorticité ω 

Calcul de la fonction  
De courant𝜓 

 

Calcul de la fonction  
De courant 𝝍 Condition 

De convergence 

 Sur 𝝍 

 

Condition 

De convergence 

Sur T 

T=(Tn+1 + Tn ) / 2 

Condition 

De convergence 

Surω 

 

Calcul des composantes 

des vitesses 

 

ω = ( ωn+1 +ωn )/2 

n > n max 

Pas de 

Convergence 

𝜓= (𝜓n+1 +  𝜓n ) / 2 

Fin 

Stockage des 

valeurs de T,𝜓,ω 

Oui Non 

Oui 

Oui 

Non 

Non 

Oui 

Non 
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3.7 Formulation numérique de l’enceinte carrée    

3.7.1 Volume élémentaire d’intégration  

 

 

 

 

 

 
 

  

  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Fig. 3.2  Représentation du volume de contrôle typique. 

Soit :   

          i : indice des nœuds suivant Y 

          j : indice des nœuds suivant X 

1

1






NI

YY
Y NI  

1

1






NN

XX
X NN  

         NI : le nombre de points suivant Y 

         NN : le nombre de points suivant X 

𝑌(𝑖−1) 

𝜂(𝑖−1) 

 

𝑋(𝑗−1) 

𝜃(𝑗−1) 

 

𝑋(𝑗 ) 

𝜃(𝑗 ) 

 

 

 

𝑋(𝑗−1) 

𝜃(𝑗−1) 

 

 

 

𝑌(𝑖) 

𝜂(𝑖) 

 

 

 

𝑌(𝑖+1) 

𝜂(𝑖+1) 

 

 

 

𝑱𝑤  

𝑱𝑤  

 

𝑱𝑒  

𝑱𝑒  

 

 

 

𝑱𝑛  

𝑱𝑛  

 

 

 

𝑱𝑠  

𝑱𝑠  

 

 

 

W 

 

W 

N 

 

N 

E 

 

E 

S 

 

S 

∆X  

θθθ 

 

∆θ  

θθθ 

P 

 

P 

∆𝑌 

 

∆𝜂 

(𝛿𝑌)𝑛  

(𝛿𝜂)𝑛  

 

 

 (𝛿𝑌)𝑠 

(𝛿𝜂)𝑠 

 

(𝛿𝑋)𝑤  

(𝛿𝜃)𝑤  

 

 

 

 

 

(𝛿𝑋)𝑒  

(𝛿𝜃)𝑒  

 

 

 

𝑌 

𝜂 

 

 

 

X 

 

θ 

n 

 

n 

w 

 

w 

e 

 

e s 

 

s 

Volume de contrôle  

 principal (typique) 
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3.7.2 Equation générale du transfert  
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(3.24) 

Le tableau suivant illustre les différentes expressions des termes : 𝛤Ω ,  Ω ,  𝑆Ω 

 

Tableau 3.2 : les différentes expressions des termes : 𝛤Ω ,  Ω ,  𝑆Ω 

 Ω : Fonction générale représente ( T ou   ) 

𝛤Ω: Coefficient adimensionnel. 

𝑆Ω : Terme de source. 

3.7.3 Equation générale du transfertdiscrétisée  

baaaaa SSNNWWEEPp      (3.25) 

Avec :   

VSaaaaaa PPSNWEp  .0
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3.7.4 Discrétisation de l’équation de la chaleur (énergie)  
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En remplaçant dans l’équation (3.3) la fonction  Ω  par la température adimensionnelle  𝑇+ et 

le terme source𝑆Ω  par zéro, l’équation de la chaleur discrétisée sera : 

bTaTaTaTaTa SSNNWWEEPP  
     (3.27) 

Avec :     
0

PSNWEP aaaaaa   

00

PPab   

Ea , Wa , Na , Sa  et 
0

Pa  ont respectivement les mêmes expressions que dans le système (3.26). 

3.7.5 Détermination des coefficients  Fi , Di  , Pi   ( i = n , s , e , w )  

Les expressions des coefficients eF , wF  , nF  et sF  sont :    

 ),1()1,1(),1()1,1(
4

1
jijijijiFe     (3.28.a) 

 ),1()1,1(),1()1,1(
4

1
jijijijiFw     (3.28.b) 

 )1,()1,1()1,()1,1(
4

1
  jijijijiFn   (3.28.c) 

 )1,()1,1()1,()1,1(
4

1
  jijijijiFs   (3.28.d) 

Les expressions des coefficients eD , wD , nD  et sD  sont : 
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Les expressions des nombres de Péclet sont: 
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3.7.6 Discrétisation de l’équation de quantité de mouvement  
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En remplaçant dans l’équation discrétisée (3.11) : 

 La fonction  par: la vorticité adimensionnelle  . 

 Le terme  PS  par: zéro )0( PS  

Nous obtenons l’équation discrétisée de quantité de mouvement: 

baaaaa SSNNWWEEPP        (3.29) 

Avec :     
0

PSNWEP aaaaaa   

00

0 PPaVSb  ,     1.. XYV   
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Les coefficients : Ea , Wa , Na , Sa  et 
0

Pa ont respectivement les mêmes expressions que 

dans le système (3.12) . 

  Les coefficients eD , wD , nD  et sD  ont les expressions suivantes:               
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Et les nombres de Péclet seront: 
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Avec : eF , wF , nF  et sF  ont respectivement les mêmes expressions que dans le système 

(3.28.a), (3.28.b), (3.28.c) et (3.28.d). 

3.7.7 Discrétisation  des conditions aux limites de la fonction de courant 

Condition sur la paroi horizontale inférieure ( i = 1, j ) : 














2)(

)1,1(),1(2)1,1(
),1(

X

jjj
j


  













2)(2

),3(),2(8),1(7

Y

jjj 
 

Condition sur la paroi horizontale supérieure ( i = NI , j ) : 
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Condition sur la paroi verticale gauche ( i , j = 1 ) : 
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Condition sur la paroi verticale droite ( i , j = NN ) : 
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3.7.8 Discrétisation de l’équation de la fonction de courant  
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Ce qui donne la fonction de courant au nœuds P    ),( ji qui est exprimée en fonction 

de celle aux nœuds W, E, N et S comme suit :      
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3.7.9 Discrétisation des conditions aux limites des vitesses 

   Condition sur la paroi horizontale inférieure (i=1) : 
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  Condition sur la paroi horizontale supérieure (i=NI) : 
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Condition sur la paroi verticale gauche (j=1) : 
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Condition sur la paroi verticale droite (j=NN) : 
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3.7.10 Discrétisation des composantes de la vitesse  
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Avec:           1 < I< 𝑁𝐼 

                     1 < J< 𝑁𝑁 
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Chapitre 4 

Résultats et discussions 

4.1Introduction 

Dans ce chapitre nous allons étudier l’influence de la courbure des parois d’une cavité 

bidimensionnelle remplie de nanofluide (eau–Cu), et les conditions de chauffage sur la 

convection naturelle. 

Pour cela nous considérons trois enceintes bidimensionnelles, une cavité à parois 

planes (carrée), une deuxième cavité à parois horizontales concaves et parois verticales 

convexes (enceinte A), une troisième cavité à parois horizontales convexes et parois verticales 

concaves (enceinte B), et les conditions pariétales suivantes. 

Première condition pariétale thermique: 

Les parois horizontales des enceintes sont adiabatiques, et les parois verticales sont 

isothermes maintenues aux températures froide Tc et chaude Th. 

Figure 4.1Représentation des enceintes étudiées. 

Deuxième condition pariétale thermique: 

Les parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc 

froide, et les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et cellesdu bas sont 

maintenues isothermes à une température chaude constante Th. 

jhh 
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Pour cela nous considérons trois enceintes bidimensionnelles, une cavité à parois planes 

(carrée), une deuxième cavité à parois horizontales concaves et parois verticales convexes 

(enceinte A), une troisième cavité à parois horizontales convexes et parois verticales 

concaves (enceinte B), et les conditions pariétales suivantes. 

Premier cas : 

- Les parois horizontales des enceintes sont adiabatiques.  

- les parois verticales sont isothermes maintenues aux températures froide Tc et chaude Th.  

  

                                                                   

 

 

 

 

             

                  Enceinte carrée                     Enceinte A (pour α = 0°)            Enceinte B (pour α = 90°) 

Figure 4.1 : Représentation des enceintes étudiées. 
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Figure 4.2 Représentation des enceintes étudiées. 

Troisième condition pariétale thermique: 

Les parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc 

froide, et les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et celles du bas sont 

maintenues à une température sinusoïdale. 

Figure 4.3Représentation des enceintes étudiées. 

f(𝜂), g(𝜃): Fonctions sinusoïdales. 

Avec : 

)2(cos)( 1 f       ,      82288.01   

 )()(sin)( 11   nng  

97505.11      ,     306991535.4nn  
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), une deuxième cavité à parois horizontales concaves et parois verticales convexes (enceinte 

A), une troisième cavité à parois horizontales convexes et parois verticales concaves 

(enceinte B), et les conditions pariétales suivantes. 

Premier cas : 

- Les parois horizontales des enceintes sont adiabatiques.  

- les parois verticales sont isothermes maintenues aux températures froide Tc et chaude Th.  
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(carrée), une deuxième cavité à parois horizontales concaves et parois verticales convexes 

(enceinte A), une troisième cavité à parois horizontales convexes et parois verticales 

concaves (enceinte B), et les conditions pariétales suivantes. 
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Enceinte carrée Enceinte A Enceinte B 

Figure4.4 Formes des températures sinusoïdales pour les trois enceintes. 

4.2Etude du maillage 

 Le choix du maillage a une grande influence sur la précision des résultats et le temps 

de calcul, et pour voir cet effet, plusieurs maillages ont été utilisés arbitrairement pour les 

trois configurations précédemment citées. Les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 illustrent la variation du 

nombre de Nusselt moyen et la valeur maximale de la fonction de courant en fonction du 

nombre de nœuds. Notre choix s’est porté sur le maillage (71x71) qui assure un bon 

compromis entre la précision des résultats et le temps de calcul. 

Pour l’enceinte A (avec la première conditionpariétale thermique et pour ϕ = 0,2): 

Tableau 4.1 Variation de la valeur maximale de la fonction de courant et du nombre de 

Nusselt moyen de la paroi verticale, en fonction du nombre de nœuds (enceinte  A). 

N
o
m

b
re

 

d
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R
ay

le
ig

h
 

 

Maillage 
11×11 21×21 31×31 41×41 51×51 61×61 71×71 81x81 

Fonction 

R
a 

=
  

1
0

3
  𝜓max   0,161 0,162 0,161 0,162 0,162 0,162 0,162 0,162 

Er (%)  0,62 0,62 0,62 0,00 0,00 0,00 0,00 

 𝑁𝑢  2,236 2,257 2,264 2,268 2,270 2,271 2,272 2,273 

Er (%)  0,93 0,31 0,18 0,09 0,04 0,04 0,04 

R
a 

=
  
1
0

4
  𝜓max   1,570 1,564 1,566 1,567 1,568 1,568 1,568 1,569 

Er (%)  0,38 0,18 0,06 0,06 0,00 0,00 0,06 

 𝑁𝑢  2,337 2,374 2,384 2,388 2,390 2,391 2,392 2,393 

Er (%)  1,56 0,42 0,17 0,08 0,04 0,04 0,04 

R
a 

=
  
1
0

5
  𝜓max   9,043 8,635 8,571 8,554 8,549 8,547 8,547 8,547 

Er (%)  4,72 0,75 0,20 0,06 0,02 0,00 0,00 

 𝑁𝑢  4,018 4,187 4,222 4,234 4,238 4,240 4,240 4,240 

Er (%)  4,04 0,83 0,28 0,09 0,05 0,00 0,00 
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Pour l’enceinte carrée (avec la deuxième conditionpariétale thermiqueet pour ϕ = 0,1): 

Tableau 4.2 Variation de la valeur maximale de la fonction de courant et du nombre de 

Nusselt moyen de la paroi du bas en fonction du nombre de nœuds (enceinte carrée). 

R
ay

le
ig

h
 

 

Maillage 
11×11 21×21 31×31 41×41 51×51 61×61 71×71 81x81 

Fonction 

R
a 

=
  
1
0

3
  𝜓max   0,138 0,137 0,138 0,138 0,138 0,138 0,138 0,138 

Er (%)  0,73 0,72 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

𝑁𝑢  5.760 7.165 7,948 8,490 8,903 9,236 9,516 9,756 

Er (%)  19,61 9,85 6,38 4,64 3,61 2,94 2,46 

R
a 

=
  
1
0

4
  𝜓max   2.236 2.237 2.264 2.279 2.283 2.284 2.283 2.286 

Er (%)  0,04 1,19 0,66 0,18 0,04 0,04 0,13 

𝑁𝑢  5.992 7.534 8.352 8.906 9.326 9.663 9.945 10.187 

Er (%)  20,47 9,79 6,22 4,50 3,49 2,86 2,38 

R
a 

=
  
1
0

5
  𝜓max   15.597 14.646 14.528 14.559 14.572 14.574 14.573 14.570 

Er (%)  6,49 0,81 0,21 0,09 0,01 0,01 0,02 

𝑁𝑢  8.291 10.621 11.613 12.237 12.693 13.051 13.347 13.599 

Er (%)  21,94 8,54 5,10 3,59 2,74 2,22 1,85 

Pour l’enceinte B (avec la Troisième condition pariétale thermiqueet pour ϕ = 0,1): 

Tableau 4.3 Variation de la valeur maximale de la fonction de courant et du nombre de 

Nusselt moyen de la paroi du bas en fonction du nombre de nœuds (enceinte  B). 
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Maillage 
11×11 21×21 31×31 41×41 51×51 61×61 71×71 81x81 

Fonction 

R
a 

=
  

1
0

3
  𝜓max   0,074 0,072 0,072 0,072 0,072 0,072 0,072 0,072 

Er (%)  2,78 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

𝑁𝑢  1,988 2,235 2,321 2,365 2,391 2,409 2,422 2,432 

Er (%)  11,05 3,71 1,86 1,09 0,75 0,54 0,41 

R
a 

=
  
1
0

4
  𝜓max   0,861 0,853 0,855 0,857 0,856 0,856 0,857 0,856 

Er (%)  0,94 0,23 0,23 0,12 0,00 0,12 0,12 

𝑁𝑢  2,040 2,328 2,426 2,475 2,504 2,524 2,538 2,548 

Er (%)  12,37 4,04 1,98 1,19 0,79 0,55 0,39 

R
a 

=
  
1
0

5
  𝜓max   7,677 7,380 7,360 7,388 7,389 7,393 7,397 7,389 

Er (%)  4 ,02 0,27 0,38 0,03 0,09 0,05 0,11 

𝑁𝑢  3,351 4,006 4,211 4,308 4,363 4,399 4,423 4,441 

Er (%)  16,35 4,89 2,25 1,26 0,82 0,54 0,41 
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4.3Validation du code calcul  

4.3.1Première condition pariétale thermique 

 Les parois horizontales des enceintes sont adiabatiques, et les parois verticales sont 

isothermes maintenues aux températures froide Tc et chaude Th. 

Comparaison des résultats avec ceux de Tanmay Basak et Ali J. Chamkha [1] :  

Tanmay Basak et Ali J. Chamkha[1] ont considéré dans leurs études, une enceinte 

carrée remplie de nanofluide. Ils ont considéré plusieurs types de nanofluides : cuivre–eau, 

TiO2–eau, alumine–eau, et plusieurs conditions pariétales thermiques : parois verticales 

différentiellement chauffées et parois horizontales adiabatiques (1
er

cas), parois verticales 

froides et paroi horizontale de haut adiabatique et de bas chauffée par une température 

constante (uniforme) d’une part, et une température sinusoïdale (non uniforme) d’autre part 

(2
ème

cas).Nous avons regroupé dans le tableau 4.4.anos valeurs du nombre de Nusselt moyen 

sur les deux parois actives et nos valeurs maximales de la fonction de courant, et celles de 

Tanmay Basak et Ali J. Chamkha [1]pour leur (1
er

cas) de nanofluide (cuivre–eau). 

Tableau 4.4.a Comparaison des valeurs des fonctions de courant et des nombres de Nusselt 

moyens pour un maillage de 71x71. 

Valeurs de Ra 

et de φ 

Nos 

calculs 

T.Basak 

et al [1] 

Ecart relatif 

 
𝑅é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡𝑠 − 𝑅𝑒𝑓.

𝑅é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡𝑠
  

Nos 

calculs 

T.Basak 

et al [1] 

Ecart relatif 

 
𝑅é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡𝑠 − 𝑅𝑒𝑓.

𝑅é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡𝑠
  

 𝜓max    𝜓max   E(%)  𝑁𝑢   𝑁𝑢  E(%) 

ϕ = 0 

Ra = 10
3 

1,173 1,17 0,26% 1,119 1,12 0,09% 

Ra = 10
4
 5,158 5,2 0,81% 2,282 2,28 0,09% 

Ra = 10
5
 11,018 11,03 0,11% 4,737 4,84 2,13% 

ϕ = 0,1 

Ra = 10
3
 0,919 0,92 0,11% 1,387 1,41 1,63% 

Ra = 10
4
 5,236 - - 2,481 2,52 1,55% 

Ra = 10
5
 12,345 12,4 0,44% 5,242 5,41 3,11% 

ϕ= 0,2 

Ra = 10
3
 0,677 0,68 0,44% 1,768 1,7 4% 

Ra = 10
4
 4,880 4,9 0,41% 2,631 - - 

Ra = 10
5
 13,636 13,7 0,47% 5,654 5,9 4,17% 

 Nos résultats sont en bon accord avec ceux de TanmayBasak et Ali J. Chamkha [1].La 

valeur absolue de l’écart relatif maximal dans tous les cas ne dépasse pas : 0,81% pour les 

fonctions de courant, et 4,17% pour les nombres de Nusselt moyens. 

Comparaison des résultats avec ceux de Graham De Vahl Davis[50], Jiten Chandra 

Kalitaet al [51] et Gerardo Diazet Roland Winston[52]: 

 Graham De Vahl Davis [50] et Jiten Chandra Kalita et al [51] ont considéré dans leurs 

études, une cavité carrée de côté L remplie d’air, avec des parois verticales différentiellement 

https://www.iitg.ac.in/maths/people/faclist.php?id=jiten
https://www.iitg.ac.in/maths/people/faclist.php?id=jiten
https://www.iitg.ac.in/maths/people/faclist.php?id=jiten
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chauffées tandis que les parois horizontales sont considérées adiabatiques. Gerardo Diaz et 

Roland Winston[52]ont étudié eux aussi, numériquement l’effet du rayonnement de la surface 

sur la convection naturelle dans une enceinte parabolique avec des parois verticales 

adiabatiques et des parois horizontales planes différentiellement chauffées, et ils ont validé 

leurs résultats en considérant la même enceinte que celle de Graham De Vahl Davis[50]. Nous 

avons regroupé dans le tableau 4.4.bles valeurs du nombre de Nusselt moyen sur les deux 

parois, issues de nos calculs avec celles des références [50] et [51], et dans le tableau 4.4.c, 

nos valeurs du nombre de Nusselt moyen sur les deux parois actives et nos valeurs maximales 

de la fonction de courant, et celles des références [50] et [52]. 

Tableau 4.4.b Comparaison des nombres de Nusselt moyens (Pr= 0,702). 

Ra 
Référence 

Maillage 

Davis 

[50] 

(81x81) 

Nos 

résultats 

(81x81) 

Ecart 

relatif (%) 

Kalita et al. 

[51] 

(41x41) 

Nos 

résultats 

(41x41) 

Ecart 

relatif (%) 

10
3 

 𝑁𝑢  1,118 1,119 0,09 1,117 1,119 0,18 

10
4 

 𝑁𝑢  2,243 2,251 0,36 2,245 2,253 0,36 

10
5 

 𝑁𝑢  4,519 4,533 0,31 4,522 4,522 0,00 

10
6 

 𝑁𝑢  8,800 8,829 0,31 
8,829 

(81x81) 

8,829 

(81x81) 
0,00 

 Nos résultats sont en bon accord avec les résultats de Davis [50] et de Kalita et al. [51], 

l’écart relatif maximal dans tous les cas ne dépasse pas : 0,36%. 

Tableau 4.4.c Comparaison des fonctions de courant et des nombres de Nusselt moyens pour 

un maillage de 41x41 (Pr= 0,702). 

Ra 

Nos 

calculs 

 𝜓max   

Davis 

[50] 

 𝜓max   

Ecart 

relatif 

(%) 

Réf 

[52] 

 𝜓max   

Ecart 

relatif 

(%) 

Nos 

calculs 

 𝑁𝑢  

Davis 

[50] 

 𝑁𝑢  

Ecart 

relatif 

(%) 

Réf 

[52] 

 𝑁𝑢  

Ecart 

relatif 

(%) 

10
3 

1,172 1,174 0,17 1,172 0 1,120 1,116 0,360 1,119 0,09 

10
4 

5,059 5,098 0,77 5,046 0,26 2,253 2,242 0,49 2,254 0,04 

10
5 

9,649 9,644 0,05 9,550 1,04 4,522 4,523 0,02 4,545 0,51 

10
6 

17,346 16,961 2,67 16,807 3,21 8,692 8,928 2,64 8,979 3,20 

 Nos résultats sont en bon accord avec les résultats de Graham De VahlDavis [50] et de 

Gerardo Diaz et Roland Winston[52], l’écart relatif maximal dans tous les cas ne dépasse pas: 

3,20% pour les nombres de Nusselt moyens, et 3,21% pour les valeurs maximales de la 

fonction de courant. 

Comparaison des isothermes etdes lignes de  courantpour l’enceinte carrée: 

 La comparaison de nos résultats avec ceux de Tanmay Basaket Ali J. Chamkha [1] (voir 

fig. 4.5 et 4.6) qui sont obtenus en considérant une enceinte carrée remplie de nanofluide Cu–

eau, avec des parois horizontales adiabatiques et des parois verticales maintenues isothermes à 



  Chapitre 4 – Résultats et discussions 

70 
 

des températures Tc et Th,avec Tc (froide sur la paroi droite) et Th (chaude sur la paroi 

gauche), montre un très bon accord.  

lignes de  courant Isothermes 

Nos résultats Réf. [1] Nos résultats Réf. [1] 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

Ra=10
3
 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

Ra=10
5
 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
3
 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
5
 

Figure 4.5 Comparaison de nos résultats avec ceux de la référence [1].  

Ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure. 
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Comparaison des nombres de Nusselt locaux pour l’enceinte carrée: 

Nos résultats Réf. [1] 

  

  

  

Figure4.6 Nombres de Nusselt locaux de l’enceinte carrée. 

  

Comparaison des résultats avec ceuxdeKhalil Khanafer et al [6]: 

 Khalil Khanafer et al [6] ont considéré dans leurs études, une cavité rectangulaire de 

longueur L et de hauteur H remplie de nanofluide (cuivre–eau) avec un rapport d’aspect 

A=L/H pris égal à l’unité, et des parois verticales différentiellement chauffées tandis que les 

parois horizontales sont considérées adiabatiques. Dans la figure4.7nous avons présenté notre 
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4.1.2.2/ Validation des courbes des nombres de Nusselt locales pour l’enceinte carrée:  

Nos résultats Résultats de ref. [1] 

 

 

 

 

 

 

Figure 5: Nombres de Nusselt locales de la paroi verticale de l’enceinte carrée. 
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Figure 5: Nombres de Nusselt locales de la paroi verticale de l’enceinte carrée. 
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profil de température le long de l’axe médian horizontal pour différents types de maillage et 

pour (Gr=10
5
, Pr=6,2 et  = 5%) et celui de Khalil Khanafer et al [6]. 

 

Nos résultats 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.7 Profil de la température le long de l’axe médian horizontal pour différents types 

de maillage de l’enceinte carrée et pour (Gr=10
5
, Pr=6,2 et = 5%). 

Nos résultats sont en bon accord avec celles de Khalil Khanafer et al [6].  

4.3.2Deuxième condition pariétale thermique 

Les parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc 

froide, et les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et celles du bas sont 

maintenues isothermes à une température chaude constante Th. 
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Comparaison des isothermes etdes lignes de courant pour l’enceinte carrée: 

lignes de  courant Isothermes 

Nos résultats Réf. [1] Nos résultats Réf. [1] 

    
ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

Ra=10
3
 

    
ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

Ra=10
5
 

    
ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
3
 

    
ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
5
 

Figure 4.8 Comparaison de nos résultats avec ceux de la référence [1].  

Ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure. 
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Comparaison des nombres de Nusselt locauxpour l’enceinte carrée: 

Nos résultats  Réf. [1] 

 

 

 
 

 

 

 
 

Figure 4.9 Nombres de Nusselt locaux de l’enceinte carrée. 

(a): Paroi du bas, (b): Paroi verticale. 
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4.3.3Troisième condition pariétale thermique 

Les parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc 

froide, et les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et celles du bas sont 

maintenues à une température sinusoïdale. 

Comparaison des isothermes et des lignes de courantpour l’enceinte carrée: 

lignes de courants Isothermes 

Nos résultats Réf. [1] Nos résultats Réf. [1] 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

Ra = 10
5
 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.15 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.15 

Ra = 10
5
 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra = 10
5
 

Figure 4.10 Comparaison de nos résultats avec la référence [1].  

Ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure. 
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Comparaison des nombres de Nusselt locaux pour l’enceinte carrée: 

4.4Résultats et discussions  

4.4.1Première condition pariétale thermique 

4.4.1.1Enceinte carréesoumise à un gradient de température horizontal  

Les figures 4.12.I.a, 4.12.I.b, 4.12.I.c et 4.12.I.d et les figures 4.12.II.a, 4.12.II.b, 4.12.II.cet 

4.12.II.d représentent les lignes de courant et les isothermes dans l’enceinte carrée pour des 

nombres de Rayleigh Ra=10
3
, 10

4
, 10

5
 et 10

6
 et des fractions volumiques ϕ=0, 0.1 et 0.2. 

Nous remarquons un écoulement monocellulaire du fluide qualitativement similaire pour 

l’eau et le nanofluide pour toute la gamme : Ra=10
3
, 10

4
, 10

5
 et 10

6
 et ϕ=0, 0.1 et 0.2.Mais 

quantitativement l’augmentation de la fraction volumique ϕ des nanoparticules entraîne une 

diminution de l’intensité de l’écoulement (pour Ra=10
3
 et 10

4
). Ceci peut s’expliquer par 

l’importance des forces visqueuses par rapport aux forces d’Archimède dans le cas des 

Nos résultats Réf. [1] 

  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.11 Nombres de Nusselt locauxpour l’enceinte carrée. 
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nanofluides et donc l’écoulement est plus ou moins freiné, Par contre pour Ra≥10
5
 les forces 

d’Archimède dominent les forces visqueuses et par conséquent l’écoulement devient plus 

intense pour les fractions volumiques utilisées 

Pour Ra=10
3
 les lignes isothermes du nanofluide sont légèrement déformées au centre 

de l’enceinte, mais restent toujours presque parallèles aux parois latérales froide (moitié 

supérieure) et chaude (moitié inférieure), et que cette déformation reste toujours inférieure à 

celle du fluide de base, les valeurs de la fonction de courant sont assez faibles, ce qui traduit 

une convection naturelle naissante, les transferts thermiques restent toujours dominés par un 

régime pseudo-conductif.  

 Pour des valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh (Ra≥10
4
), les figures 4.12.I.b, 

4.12.I.c et 4.12.I.d et les figures 4.12.II.b, 4.12.II.c et 4.12.II.d montrent que les lignes 

isothermes du nanofluide et du fluide de base se modifient beaucoup et se coïncident entre 

elles au centre de l’enceinte pour devenir presque parallèles aux parois horizontales inactives 

dans ces régions pour Ra≥10
5
, et épouser la forme des parois actives verticales tout en étant 

très serrées ce qui dénote d’un transfert de chaleur très intense dans ces régions-là. Aussi les 

figures montrent que les cellules des lignes de courant s’élargissent au centre de l’enceinte 

pour Ra≥10
5 

et deviennent très serrées près des parois actives verticales. Les valeurs de la 

fonction de courant correspondant à ces figures augmentent significativement surtout pour le 

nanofluide tout ceci nous amène à dire que la convection naturelle est devenue prépondérante. 

L’augmentation du nombre de Rayleigh traduit donc une intensification de la convection 

naturelle surtout pour le nanofluide, et diminue aussi sensiblement l’écart entre les lignes 

isothermes du nanofluide et du fluide de base près des parois latérales. 

lignes de  courant Isothermes lignes de  courant Isothermes 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
3
 (a) 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
4
 (b) 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 1,173  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 1,173  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,919  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,677 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 5,157  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 5,157  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 5,236  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 4,880 
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ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
5
 (c) 

  
 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
6
 (d) 

I II 

Figure 4.12 Lignes de courant et isothermes pour l’enceinte carrée. 

ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (=0.0). 

4.4.1.2Enceinte A soumise à un gradient de température horizontal  

Les figures 4.13.I.a, 4.13.I.b, 4.13.I.c et 4.13.I.d, et les figures 4.13.II.a, 4.13.II.b, 4.13.II.c et 

4.13.II.d représentent les lignes de courant et les isothermes dans l’enceinte A, pour des 

nombres de Rayleigh Ra=10
3
, 10

4
, 10

5
et 10

6
 et des fractions volumiques ϕ=0, 0.1 et 0.2.Nous 

remarquons que le régime de l’écoulement est monocellulaire représenté par une grande 

cellule épousant la forme de l’enceinte, qualitativement similaire pour l’eau et le nanofluide 

pour toutes la gamme : Ra=10
3
, 10

4
, 10

5
et 10

6
 et ϕ=0, 0.1 et 0.2.Mais quantitativement 

l’écoulement s’intensifie en ajoutant les nanoparticules de cuivre au fluide de base pour 

Ra≥10
5
 ce qui a permis aux forces de flottabilité de vaincre les forces de viscosité du 

nanofluide, le contraire est observé pour Ra<10
5
 où les valeurs de la fonction de courant 

maximale diminuent en ajoutant ces nanoparticles. 

 Pour Ra=10
3
, la figure 4.13.I.a montre que les lignes isothermes du nanofluide épousent 

le profil des parois verticales et restent parallèles entre elles. Lesisothermes du nanofluide se 

superposent avec celles du fluide de base. Les lignes de courant, du nanofluide et du fluide de 

base qui sont presque identiques, restent concentriques. Cette configuration montre que nous 

sommes en présence d’un régime pseudo-conductif. 

 Pour Ra=10
4
, la figure 4.13.I.b montre que les lignes isothermes se modifient 

légèrement ce qui dénote une convection naturelle naissante, celles du nanofluide s’écartent 

légèrement de celles du fluide de base, près des parois horizontales.  

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 11,018  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 11,018  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 12,345  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 13,635 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 19,724  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 19,724  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 22,928  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 25,868 
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 Les figures 4.13.I.c, 4.13.I.d et les figures 4.13.II.c et 4.13.II.d correspondant aux 

valeurs Ra=10
5 

et 10
6
montrent que les lignes isothermes du nanofluide et du fluide de base se 

déforment  pour devenir, au milieu de l’enceinte, presque parallèles aux parois horizontales de 

l’enceinte A pour Ra=10
5
 et que ces déformations sont plus importantes pour Ra=10

5
. Les 

valeurs de la fonction de courant augmentent pour Ra≥10
5
, le transfert thermique dans ce cas 

s’opère  par convection.  

 D’autre part nous remarquons aussi qu’à partir de Ra=10
4
 les lignes isothermes du 

nanofluide et du fluide de base commencent à se coïncider entre elles et devenir plus serrées 

du côté bas de la paroi chaude et du côté haut de la paroi froide pour finir d’être très serrées 

sur ces régions là, ce qui explique que le transfert de chaleur par convection commence à être 

plus intense dans ces régions. 

lignes de  courant Isothermes lignes de  courant Isothermes 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
3
 (a) 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
4
 (b) 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,301  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,301  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,225  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,162 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 2,408  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 2,408  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 2,041  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 1,568 
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ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
5
 (c) 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
6
 (d) 

I II 

Figure 4.13 Lignes de courant et isothermes pour l’enceinte A. 

 Ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (ϕ=0.0). 

4.4.1.3Enceinte B soumise à un gradient de température horizontal  

Les figures 4.14.I.a, 4.14.I.b, 4.14.I.c, 4.14.I.d, 4.14.I.e, 4.14.I.f,4.14.I.g et 4.14.I.h, et 

les figures 4.14.II.a, 4.14.II.b, 4.14.II.c,4.14.II.d , 4.14.II.e, 4.14.II.f, 4.14.II.g et 4.14.II.h 

représentent les lignes de courant et les isothermes dans l’enceinte B, pour des nombres de 

Rayleigh Ra=10
3
, 10

4
, 10

5 
et 10

6
 et des fractions volumiques ϕ=0, 0.1 et 0.2. Nous 

remarquons que le régime de l’écoulement est monocellulaire représenté par une grande 

cellule épousant la forme de l’enceinte. 

Pour Ra=10
3
 les figures 4.14.I.a,4.14.I.b, 4.14.II.a et4.14.II.b montrent que les lignes 

isothermes épousent le profil des parois verticales et restent parallèles entre elles avec une 

coïncidence entre les lignes isothermes du nanofluide et du fluide de base, et que les lignes de 

courant restent concentriques. Les valeurs de la fonction de courant dénotent que les cellules 

tournent très lentement, cette configuration montre que nous sommes en présence d’un régime 

pseudo- conductif.  

 Pour Ra=10
4
, les figures 4.14.II.c et 4.14.II.d montrent que les lignes isothermes se 

modifient légèrement ce qui dénote une convection naturelle naissante, celles du nanofluide 

s’écartent légèrement de celles du fluide de base, près des parois horizontales.  

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 7,919  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 7,919  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 8,570  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 8,547 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 13,725  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 13,725  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 16.005  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 19,724 
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 Les figures 4.14.I.e, 4.14.I.f, 4.14.II.e et 4.14.II.f et les figures 4.14.I.g, 4.14.I.h, 

4.14.II.g et 4.14.II.h correspondant aux valeurs Ra=10
5
 et Ra=10

6 
montrent que les lignes 

isothermes du nanofluide se déforment et deviennent très serrées du côté bas de la paroi 

chaude et du côté haut de la paroi froide, ceci d’une part, d’autre part les valeurs de la 

fonction de courant augmentent considérablement, ce qui explique que le transfert de chaleur 

par convection naturelle devient plus intense. 

 lignes de  courant Isothermes 

I II 

Ra=10
3
 

a 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

b 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
4
 

c 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

d 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,159  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,213 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,213  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,114 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 1,779  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 1,475 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 1,117  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 1,779 
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Ra=10
5
 

e 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

f 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
6
 

g 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

h 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Figure 4.14 Lignes de courant et isothermes pour l’enceinte B. 

Ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (ϕ=0.0). 

4.4.1.4Nombre de Nusselt local pour l’enceinte carrée  

La figure 4.15 représente les variations du nombre de Nusselt local le long de la paroi 

verticale chaude de l’enceinte carrée pour les valeurs suivantes : nombre de Rayleigh 

Ra=10
3
,10

4
, 10

5 
et 10

6
 et la fraction volumique ϕ=0, 0.1 et 0.2. Nous remarquons que : 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 7,207 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 7,207 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 7,178 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 6,706 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 16,710 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 16,710 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 18,615 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 20,137 
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1/ Pour toute la gamme des fractions volumiques et des nombres de Rayleigh, le nombre de 

Nusselt local sur la paroi verticale chaude atteint son maximum en bas de celle-ci puis sa 

valeur diminue en ascendant cette dernière pour arriver à son minimum du côté haut, et cela 

veut dire que le fluide arrive vers la paroi en bas, ce qui traduit un gradient de température 

important à cet endroit et il la quitte en haut, et donc le gradient de température est moins 

important dans ce cas. 

2/ Pour la même coordonnée y le nombre de Nusselt local augmente avec l’augmentation du 

nombre de Rayleigh et de la fraction volumique des nanoparticules, cela veut dire que 

l’échange de chaleur est meilleur pour des nombres de Rayleigh et des fractions volumiques 

des nanoparticules élevées.    

3/ Les écarts entre les valeurs des nombres de Nusselt locaux correspondants aux valeurs 0, 

0.1 et 0.2 de la fraction volumique diminuent en augmentant la valeur du nombre de Rayleigh 

surtout du côté haut de la paroi.   
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c 

Figure 4.15 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte carrée. 

4.4.1.5 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte A  

D’après les courbes de la figure 4.16 nous pouvons dire que : 

1/ Pour toute la gamme des fractions volumiques ϕ=0, 0.1 et 0.2 et pour le nombre de 

Rayleigh Ra=10
3
, le nombre de Nusselt local sur la paroi verticale chaude passe par son 

maximum proche du milieu (du côté bas) de la paroi, puis sa valeur diminue de part et d’autre 

de cette dernière pour arriver à son minimum des deux côtés haut et bas. Mais pour des 

nombres de Rayleigh élevés (Ra=10
4
, Ra=10

5
,Ra=10

6
) le nombre de Nusselt local et par 

conséquent le transfert de chaleur atteint son maximum à un endroit très proche du côté bas de 

la paroi, puis sa valeur diminue de façon monotone en ascendant celle-ci pour passer par son 

minimum du côté haut, et cela se traduit sur les figures 4.13.I.c, 4.13.I.d et les figures  

4.13.II.c, 4.13.II.d par une zone où les isothermes sont très serrées en bas de la paroi.  

2/ Pour la même coordonnée y, le nombre de Nusselt local augmente avec l’augmentation du 

nombre de Rayleigh et de la fraction volumique des nanoparticules, sauf pour une petite zone 

du côté haut de la paroi.   
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Figure 4.16 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte A. 

4.4.1.6 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte B  

D’après les courbes de la figure 4.17 nous remarquons que : 

1/ Pour toute la gamme des fractions volumiques ϕ =0, 0.1 et 0.2 et pour le nombre de 

Rayleigh Ra=10
3
, le nombre de Nusselt local sur la paroi verticale chaude passe par son 

minimum proche du milieu (du côté haut) de la paroi, puis sa valeur augmente de part et 

d’autre de cette dernière pour arriver à son maximum des deux côtés haut et bas. Mais pour 

des nombres de Rayleigh élevés (Ra=10
4
, Ra=10

5
 etRa=10

6
) le nombre de Nusselt local prend 

son maximum du côté bas de la paroi, puis sa valeur diminue vers son minimum en ascendant 

celle-ci.  

2/ Pour la même coordonnée y, le nombre de Nusselt local augmente avec l’augmentation du 

nombre de Rayleigh et de la fraction volumique des nanoparticules, sauf pour Ra=10
5 

où la 

fraction volumique des nanoparticules n’a presque aucune influence sur l’amélioration  du 

transfert de chaleur.  
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Figure 4.17 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte B. 

4.4.1.7 Nombre de Nusselt moyen  de la paroi verticale chaude des enceintes carrée, A 

etBen fonction de la fraction volumique ϕ et du nombre de Rayleigh Ra 

 Les figures 4.18.I.a, 4.18.I.b, 4.18.I.cet 4.18.I.d et les figures 4.18.II.a, 4.18.II.b et 

4.18.II.c montrent que le nombre de Nusselt moyen augmente à la fois avec l’augmentation du 

nombre de Rayleigh d’une part et avec l’augmentation de la fraction volumique des 

 Enceinte B 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

lokij 

 

 

Enceinte B 

Ra=103 

 gg jhh fgffdd jhg 

 

fdd 

 gff 

 

 gff 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

ф = 0 
ф = 0.1 
ф = 0.2 

- 0.8 - 0.6 - 0.4 - 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

1.1 

1.2 

1.3 

Distance le long de la paroi verticale 

𝑵
𝒖

𝒍
 (

P
a

ro
i 

v
e

rt
. 

g
a

u
c
h

e
) 

kjhg  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

jhg 

 

 

 gg jhh fgffdd jhg 

 

fdd 

 gff 

 

 gff 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

ф = 0 
ф = 0.1 
ф = 0.2 

Enceinte B 

Ra=104 

- 0.8 - 0.6 - 0.4 - 0.2 0.0 0.2 0.6 0.4 0.8 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

1.2 

1.4 

1.6 

1.8 

Distance le long de la paroi verticale 

𝑵
𝒖

𝒍
 (

P
a

ro
i 

v
e

rt
. 

g
a

u
c
h

e
) 

lokiuuj 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

kijuh 

 

 

 gg jhh fgffdd jhg 

 

fdd 

 gff 

 

 gff 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

ф = 0 
ф = 0.1 
ф = 0.2 

Enceinte B 

Ra=105 

- 0.8 - 0.4 - 0.6 - 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 

1 

0 

2 

4 

3 

5 

6 

Distance le long de la paroi verticale 

𝑵
𝒖

𝒍
 (

P
a

ro
i 

v
e

rt
. 

g
a

u
c
h

e
) 

uhygtrfd 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

kijuh 

 

 

 gg jhh fgffdd jhg 

 

fdd 

 gff 

 

 gff 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

ф = 0 
ф = 0.1 
ф = 0.2 

Enceinte B 

- 0.8 - 0.4 - 0.6 - 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 

2 

0 

4 

10 

6 

12 

14 

Distance le long de la paroi verticale 

𝑵
𝒖

𝒍
 (

P
a

ro
i 

v
e

rt
. 

g
a

u
ch

e
) 

Ra = 10
6 

8 

hygtr 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

loki 

 

 

 gg jhh fgffdd jhg 

 

fdd 

 gff 

 

 gff 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

ф = 0 
ф = 0.1 
ф = 0.2 

Enceinte B 

- 0.6 - 0.8 - 0.2 - 0.4 0.0 0.2 0.6 0.4 0.8 

Distance le long de la paroi verticale 

1 

0 

2 

3 

4 

5 

6 

𝑵
𝒖

𝒍
 (

P
a

ro
i 

v
e

rt
. 

g
a

u
c
h

e
) 

Ra=105 

Ra=104 

Ra=103 

hygtr 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

loki 

 

 

 gg jhh fgffdd jhg 

 

fdd 

 gff 

 

 gff 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

0

1

2

3
 

 

 

ф = 0 
ф = 0.1 
ф = 0.2 

Enceinte B 

- 0.6 - 0.8 - 0.2 - 0.4 0.0 0.2 0.6 0.4 0.8 

Distance le long de la paroi verticale 

2 

0 

4 

6 

8 

12 

14 

𝑵
𝒖

𝒍
 (

P
a

ro
i 

v
e

rt
. 

g
a

u
c
h

e
) 

Ra=105 

Ra=104 Ra=103 

10 
Ra=106 



  Chapitre 4 – Résultats et discussions 

87 
 

nanoparticules d’autre part, et que le transfert thermique est meilleur dans l’enceinte A pour 

de faibles valeurs du nombre de Rayleigh, mais en augmentant celui-ci, le transfert thermique 

devient meilleur dans l’enceinte carrée et s’améliore plus dans celle-ci pour des nombres de 

Rayleigh plus élevés (Ra=10
4
, Ra=10

5 
et Ra=10

6
) et en augmentant la fraction volumique des 

nanoparticules. Ces figures montrent aussi que le nombre de Nusselt moyen augmente d’une 

façon presque linéaire, avec l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules.  

  

a b 

  

c d 

Figure 4.18.I Nombre de Nusselt moyen de la paroi verticale pour les enceintes carrée, A et 

B en fonction de la fraction volumique ϕ. 
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a b 

 

c 

Figure 4.18.II Nombre de Nusselt moyen de la paroi verticale pour les enceintes carrée, A 

et B en fonction du nombre de Rayleigh. 
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4.4.2 Deuxième condition pariétale thermique 

4.4.2.1 Enceinte carrée chauffée par le bas par une température constante   

 Les figures 4.19.I.a, 4.19.I.b, 4.19.I.c et 4.19.I.d et les figures 4.19.II.a, 4.19.II.b, 

4.19.II.c et 4.19.II.d représentent les lignes de courant et les isothermes dans l’enceinte carrée 

pour des nombres de Rayleigh Ra=10
3
, 10

4 
et 10

5
 et des fractions volumiques ϕ=0, 0.1 et 0.2. 

Nous remarquons un écoulement bicellulaire du fluide symétrique par rapport à l’axe médian 

vertical de l’enceinte qualitativement similaire pour l’eau et le nanofluide pour toute la 

gamme : Ra=10
3
, 10

4
, 10

5 
et 10

6
 et ϕ=0, 0.1 et 0.2.

 
Mais quantitativement l’intensité de 

l’écoulement est plus forte au centre de la cavité pour les faibles valeurs de ϕ et cela est à 

cause de la viscosité du fluide qui augmente avec la fraction volumique des nanoparticules.  

Pour Ra=10
3
 le transfert thermique s’opère essentiellement par conduction surtout sur la 

zone centrale de l’enceinte. Les distributions de température de l’eau pure et du nanofluide 

sont presque identiques à proximité de la paroi inférieure de la cavité, ici l’ajout de 

nanoparticules n’affecte pas l’allure des isothermes.  

Pour des valeurs plus élevées  du nombre de Rayleigh (Ra=10
4
) les lignes isothermes 

commencent à se rapprocher entre elles, prés des parois verticales et de celle du bas pour finir 

d’être très serrées à ces endroits pour Ra=10
5
 et Ra=10

6
, ce qui signifie que le transfert de 

chaleur s’améliore prés des parois, tout ceci nous amène à dire que la convection naturelle est 

devenue prépondérante et que l’augmentation du nombre de Rayleigh traduit donc une 

intensification de la convection naturelle. De même les écarts entre les isothermes du 

nanofluide et de l’eau pure, qui sont causés par la présence des nanoparticules et qui 

augmentent avec l’augmentation de la fraction volumique 𝜙 des nanoparticules, se réduisent 

près des parois de l’enceinte. 

lignes de courant Isothermes lignes de courant Isothermes 

I II 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
3
 (a) [53] 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,196  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,196  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,138  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,097 
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ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
4
 (b) [53] 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
5
 (c) [53] 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
6
 (d) 

Figure 4.19 Lignes de courant et isothermes pour l’enceinte carrée. 

ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (ϕ=0.0). 

4.4.2.2 Enceinte A chauffée par le bas par une température constante   

 Les figures 4.20.I.a, 4.20.I.b, 4.20.I.c et 4.20.I.d et les figures 4.20.II.a, 4.20.II.b, 

4.20.II.c  et 4.20.II.d représentent les lignes de courant et les isothermes dans l’enceinte A, 

pour des nombres de Rayleigh Ra= 10
3
, 10

4
, 10

5 
et 10

6
 et des fractions volumiques ϕ=0, 0.1 et 

0.2.
 
 

         Pour Ra=10
3
 (fig. 4.20.I.a et 4.20.II.a) l’écoulement du fluide est localisé à la moitié 

basse de l’enceinte avec de très faibles valeurs de la fonction de courant, et de même pour les 

lignes isothermes qui sont presque parallèles entre elles, et qui ne sont pas influencées par la 

présence du nanofluide. Le transfert thermique s’opère essentiellement par conduction dans la 

moitié basse de l’enceinte, la moitié haute de celle-ci est une zone morte.  

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 3,193  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 3,193  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 2,283  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 1,351 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 15,174  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 15,174  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 14,573  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 13,248 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 43,850  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 43,850  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 45,935  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 47,044 
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         Pour Ra=10
4
 (fig.4.20.I.b et 4.20.II.b) l’effet de la présence des nanoparticules 

commence à apparaître sous forme d’un décalage entre les isothermes de l’eau pure et du 

nanofluide. Le transfert thermique s’opère essentiellement par conduction avec l’apparition 

d’une convection naturelle naissante.     

Pour Ra=10
5
 (fig.4.20.I.c et 4.20.II.c) le transfert de chaleur s’opère dans toute 

l’enceinte. Les deux vortex et les isothermes occupent toute la cavité avec un transfert 

thermique relativement intense sur les parois de l’enceinte. Le transfert thermique est dominé 

par la convection naturelle. Nous remarquons aussi l’apparition d’une amélioration du 

transfert thermique dans le fluide de base par rapport au nanofluide correspondant à ϕ= 0.2, 

près de la moitié supérieure de la paroi verticale qui se traduit par une zone où les isothermes 

correspondant au fluide de base deviennent plus serrées sur celle-ci comme le montre la figure 

4.20.II.c. Le transfert de chaleur qui est moins intense pour le nanofluide dans ce cas est dû 

essentiellement à la courbure de la paroi (paroi convexe qui freine l’écoulement du fluide) et 

la viscosité du nanofluide.  

 Pour Ra=10
6
 (fig.4.20.I.d et 4.20.II.d) les lignes isothermes se rapprochent entre elles, 

prés des parois verticales et de celle du bas et deviennent très serrées à ces endroits, ce qui 

signifie que le transfert de chaleur s’améliore significativement prés des parois, tout ceci nous 

amène à dire que la convection naturelle est devenue prépondérante et que l’augmentation du 

nombre de Rayleigh traduit donc une intensification de cette dernière. 

lignes de courant Isothermes lignes de courant Isothermes 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 
Ra=10

3 (a) [53] 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,024  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,024  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,017  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,017 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,293  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,293  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,194  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,132 
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Ra=10
4 (b) [53] 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 
Ra=10

5 (c) [53] 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 
Ra=10

6 (d) 

I II 

Figure 4.20 Lignes de courant et isothermes pour l’enceinte A. 

ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (ϕ=0.0). 

4.4.2.3  Enceinte B chauffée par le bas par une température constante    

Toutes les figures de ce paragraphe représentent les lignes de courant et les isothermes 

dans l’enceinte B, pour des nombres de Rayleigh Ra= 10
3
, 10

4
,
 
10

5 
et 10

6
 et des fractions 

volumiques ϕ=0, 0.1 et 0.2. 

Pour Ra=10
3
 les lignes isothermes sont presque parallèles à la paroi horizontale chaude 

de l’enceinte B, et les valeurs de la fonction de courant sont très faibles, le transfert thermique 

s’opère essentiellement par conduction surtout dans la zone centrale de l’enceinte. L’effet de 

la présence des nanoparticules apparaît loin des parois et augmente avec l’augmentation de la 

fraction volumique.   

Pour des valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh (Ra≥10
4
) les lignes isothermes se 

rapprochent entre elles près des parois verticales concaves (la courbure de ces dernières 

permet un meilleur écoulement du fluide), et elles deviennent aussi très serrées au niveau de 

la paroi du bas particulièrement pour Ra=10
5
 et Ra=10

6
. De même, les valeurs de la fonction 

de courant augmentent, ce qui signifie que le transfert thermique par convection naturelle 

s’intensifie. Nous remarquons que les écarts entre les isothermes du nanofluide et de l’eau 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 5,420  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 5,420  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 4,198  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 2,564 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 23,090  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 23,090  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 21,031  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 19,997 
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pure augmentent avec l’augmentation du nombre de Rayleigh et de la fraction volumique ϕ 

des nanoparticules surtout loin des parois.  

Avec l’augmentation du nombre de Rayleigh l’échange de chaleur s’améliore surtout 

sur la moitié supérieure des parois verticales et de part et d’autre de la paroi du bas se 

traduisant par des isothermes très serrées dans ces zones (Fig. 4.21.II.e, 4.21.II.f, 4.21.II.g et 

4.21.II.h).   

 lignes de  courant Isothermes 

I II 

Ra=10
3
 

[53] 

a 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

b 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
4
 

[53] 

c 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

d 

  

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,110 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,110 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,080 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,057 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 1,481 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 1,481 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,991 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,644 
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ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
5
 

[53] 

e 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

f 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
6
 

g 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

h 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Figure 4.21 lignes de  courant et isothermes pour l’enceinte B. 

Ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (ϕ=0.0). 

4.4.2.4  Variation des nombres de Nusselt locaux pour les enceintes carrée, A et B 

Les figures 4.22.I.a, 4.22.I.b, 4.22.I.c et 4.22.I.d, les figures 4.23.I.a, 4.23.I.b, 4.23.I.c et 

4.23.I.d et les figures 4.24.I.a, 4.24.I.b, 4.22.I.c et 4.24.I.d représentent les variations du 

nombre de Nusselt local le long de la paroi du bas des enceintes carrée, A et B pour les 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 8,811 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 8,811 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 8,326 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 7,279 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 25,459 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 25,459 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 27,341 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 27,960 
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valeurs suivantes du nombre de Rayleigh Ra = 10
3
,
 
10

4
, 10

5
 et 10

6
 et la fraction volumique 

ϕ=0, 0.1 et 0.2. Nous remarquons que : 

 Pour Ra=10
3
 les courbes des nombres de Nusselt locaux correspondants aux valeurs 0, 

0.1 et 0.2 de la fraction volumique ont les mêmes allures et restent parallèles entre elles du fait 

que les distributions des isothermes sont presque identiques pour l’eau pure et le nanofluide, 

comme le montrent les figures 4.19.I.a et 4.19.II.a et les figures 4.20.I.a et 4.20.II.a et les 

figures 4.21.I.a et 4.21.II.a, ainsi le transfert thermique s’opère essentiellement par 

conduction, par contre pour des nombres de Rayleigh élevés (Ra=10
5
 et Ra=10

6
) les écarts 

entre les valeurs des nombres de Nusselt locaux diminuent en allant vers le centre de la paroi 

de bas à partir des deux coins de celle-ci, pour presque s’annuler pour l’enceinte A. Ceci nous 

permet de dire que, l’amélioration du transfert de chaleur par ajout des nanoparticules au 

fluide de base, apparaît mieux près des deux coins de la paroi qu’au centre de celle-ci en 

régime convectif. Nous remarquons aussi que pour toute la gamme des nombres de Rayleigh 

utilisée, les valeurs les plus élevées des nombres de Nusselt locaux sont obtenues pour la 

fraction volumique la plus importante, sauf dans l’enceinte A où les valeurs de ces nombres 

de Nusselt deviennent presque égaux au centre de la paroi. Comme nous remarquons aussi 

que les valeurs de ces nombres de Nusselt locaux atteignent leurs valeurs maximales près des 

deux coins de la paroi du bas, puis commencent à diminuer en allant vers le centre de celle-ci 

là pour devenir minimums. 

 Les figures 4.22.II.a, 4.22.II.b, 4.22.II.c et 4.22.II.d, les figures 4.23.II.a, 4.23.II.b, 

4.23.II.c et 4.23.II.d et les figures 4.24.II.a, 4.24.II.b, 4.24.II.c et 4.24.II.d représentent les 

variations du nombre de Nusselt local le long de la paroi verticale des enceintes carrée, A et 

B pour les valeurs suivantes du nombre de Rayleigh Ra=10
3

, 10
4
, 10

5 
et 10

6
 et les fractions 

volumiques ϕ=0, 0.1 et 0.2. Nous remarquons que :  

 Pour toute la gamme des fractions volumiques utilisées ϕ=0, 0.1 et 0.2 et pour les 

nombres de Rayleigh Ra=10
3
 et Ra=10

4
, le nombre de Nusselt local sur la paroi verticale 

atteint sa valeur maximale en bas de celle-ci, puis sa valeur diminue le long de cette dernière 

pour arriver à son minimum du côté haut où il s’annule pour l’enceinte A. Mais pour des 

nombres de Rayleigh élevés (Ra=10
5 

et Ra=10
6
) le nombre de Nusselt local et par conséquent 

le transfert de chaleur est maximum en bas de l’enceinte, puis sa valeur diminue pour passer 

par son minimum à une distance proche du bord inférieur de la paroi puis augmente 

légèrement de façon monotone en ascendant la paroi (sauf pour ϕ=0.2 dans l’enceinte A où il 

continue à baisser), et cela se traduit sur les isothermes des figures (4.19.I.c, 4.19.II.c, 

4.19.I.d, 4.19.II.d), (4.20.I.c, 4.20.II.c, 4.20.I.d, 4.20.II.d) et (4.21.I.c, 4.21.II.c, 4.21.I.d, 

4.21.II.d) par une couche limite thermique très mince en bas de la paroi puis son épaisseur 

augmente à une distance proche du bord inférieur de la paroi pour rediminuer de nouveau en 

ascendant celle-ci, sauf que dans l’enceinte A, le nombre de Nusselt diminue continuellement 

pour ϕ = 0.2 en ascendant cette paroi (voir Fig. 4.23.II.c). Nous remarquons aussi que les 

écarts entre les valeurs des nombres de Nusselt locaux correspondants aux valeurs 0, 0.1 et 

0.2 de la fraction volumique diminuent en allant vers le haut de la paroi latérale pour Ra=10
3
. 

Ceci nous permet de dire que, l’amélioration du transfert de chaleur apportée au fluide de base 

par ajout des nanoparticules, diminue en ascendant la paroi latérale, mais pour Ra=10
5
 cette 
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amélioration apparaît sur toute la paroi latérale sauf pour une petite zone près du bord bas de 

cette dernière pour l’enceinte carrée, amélioration qui diminue en ascendant la paroi latérale 

pour l’enceinte B et s’inverser à partir de la moitié haute de cette dernière dans l’enceinte A, 

pour que le transfert de chaleur devient meilleur pour le fluide de base.   

Variation des nombres de Nusselt locaux pour l’enceinte carrée 
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Figure 4.22 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte carrée. 
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Figure 4.23 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte A. 
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Figure 4.24 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte B. 

4.4.2.5 Nombre de Nusselt moyen de la paroi du bas pour les enceintes carrée, A et B  

 Les figures 4.25.I.a, 4.25.I.b, 4.25.I.c et 4.25.I.d et les figures 4.25.II.a, 4.25.II.b et 

4.25.II.c montrent que le nombre de Nusselt moyen augmente à la fois avec l’augmentation du 

nombre de Rayleigh d’une part et avec l’augmentation de la fraction volumique des 

nanoparticules d’autre part, et que le transfert thermique dans l’enceinte carrée est meilleur 

que celui dans les deux autres enceintes A et B, et s’améliore plus pour des nombres de 
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nanoparticules. Ces figures montrent aussi que le nombre de Nusselt moyen augmente d’une 

façon presque linéaire, avec l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules.  

  
a b 

  
c d 

Figure 4.25.I Nombre de Nusselt moyen de la paroi du bas pour les enceintes  carrée, A et B  

pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh. 

Nombre de Nusselt moyen de la paroi du bas en fonction du nombre de Rayleigh 
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Figure 4.25.II Nombre de Nusselt moyen de la paroi du bas pour les enceintes  carrée, A et 

B  pour différentes valeurs de la fraction volume. 

4.4.3 Troisième condition pariétale thermique 

4.4.3.1 Enceinte carrée chauffée par le bas par une température sinusoïdale    

 Les figures 4.26.I.a, 4.26.I.b, 4.26.I.c et 4.26.I.d et les figures 4.26.II.a, 4.26.II.b, 

4.26.II.c et 4.26.II.d représentent les lignes de courant et les isothermes dans l’enceinte carrée 

pour des nombres de Rayleigh Ra=10
3
, 10

4
, 10

5 
et 10

6
 et des fractions volumiques ϕ=0, 0.1 et 

0.2. Nous remarquons un écoulement bicellulaire du fluide symétrique par rapport à l’axe 

médian vertical de l’enceinte qualitativement similaire pour l’eau et le nanofluide pour toute 

la gamme : Ra=10
3
, 10

4
,
 
10

5 
et 10

6
 et ϕ=0, 0.1 et 0.2.

 
Mais quantitativement l’intensité de 

l’écoulement est plus forte au centre de la cavité pour les faibles valeurs de ϕ, cela est dû à la 

viscosité du fluide qui augmente avec la fraction volumique des nanoparticules.  

Pour Ra=10
3
, le transfert thermique s’opère essentiellement par conduction, surtout 

dans la zone centrale de l’enceinte. Les distributions de température de l’eau pure et du 

nanofluide sont presque identiques à proximité de la paroi inférieure de la cavité, et les 

isothermes ne sont pas influencées par la présence du nanofluide.  

Pour des valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh (Ra=10
4
) les lignes isothermes 

commencent à se rapprocher entre elles près des parois verticales et celle du bas pour finir 

d’être très serrées à ces endroits pour Ra=10
5
 et Ra=10

6
, ce qui signifie que le transfert de 

chaleur s’améliore prés des parois, tout ceci nous amène à dire que la convection naturelle est 

devenue prépondérante et que l’augmentation du nombre de Rayleigh traduit donc une 

intensification de la convection naturelle. De même les écarts entre les isothermes du 

nanofluide et de l’eau pure, qui sont causés par la présence des nanoparticules et qui 

augmentent avec l’augmentation de la fraction volumique 𝜙 des nanoparticules, se réduisent 

près des parois de l’enceinte (voir fig. 4.26.I.c, 4.26.II.c, 4.26.I.d et 4.26.II.d). 
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lignes de courant Isothermes lignes de courant Isothermes 

    

ϕ= 0.0 et  ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra = 10
3
 (a) [54] 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et  ϕ= 0.2 

Ra = 10
4
 (b) [54] 

    

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra = 10
5
 (c) [54] 

 
 

   

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ = 0.2 

Ra = 10
6
 (d) 

I II 

Figure 4.26 Lignes de courant et isothermes pour l’enceinte carrée. 

ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (ϕ=0.0). 

  

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,179  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,179  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,128  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,042 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 2,784  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 2,784  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 1,951  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 1,175 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 13,632  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 13,632  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 13,095  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 11,864 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 39,639  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 39,639  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 41,507  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 42,496 
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4.4.3.2  Enceinte A chauffée par le bas par une température sinusoïdale    

 Les figures 4.27.I.a, 4.27.I.b, 4.27.I.c et 4.27.I.d et les figures 4.27.II.a, 4.27.II.b, 

4.27.II.c et 4.27.II.d représentent les lignes de courant et les isothermes dans l’enceinte A, 

pour des nombres de Rayleigh Ra= 10
3
, 10

4
, 10

5 
et 10

6
 et des fractions volumiques ϕ=0, 0.1 et 

0.2.
 
 

         Pour Ra=10
3
 (fig. 4.27.I.a et 4.27.II.a) l’écoulement du fluide est localisé à la moitié 

basse de l’enceinte avec de très faibles valeurs de la fonction de courant, et de même pour les 

lignes isothermes qui sont presque parallèles entre elles, et qui ne sont pas influencées par 

l’ajout des nanoparticules. Le transfert thermique s’opère essentiellement par conduction dans 

la moitié basse de l’enceinte, la moitié haute de celle-ci est une zone morte.  

        Pour Ra=10
4
 (fig. 4.27.I.b et 4.27.II.b) l’effet de la présence des nanoparticules 

commence à apparaître sous forme d’un décalage entre les isothermes de l’eau pure et du 

nanofluide. Dans ce cas là, nous sommes en présence d’une convection naturelle naissante.     

         Pour Ra=10
5
 et Ra=10

6
 (fig. 4.27.I.c, 4.27.II.c, 4.27.I.d et 4.27.II.d) le transfert de 

chaleur s’opère dans toute l’enceinte. Les deux vortex et les isothermes occupent toute la 

cavité avec un transfert thermique relativement intense sur les parois de l’enceinte. Ce dernier 

est dominé par la convection naturelle. Nous remarquons aussi l’apparition d’une 

amélioration du transfert thermique dans le fluide de base par rapport au nanofluide 

correspondant à ϕ = 0.2 pour Ra=10
5
, près de la moitié supérieure de la paroi verticale qui se 

traduit par une zone où les isothermes correspondant au fluide de base deviennent plus serrées 

au voisinage de celle-ci, comme le montre la figure 4.27.II.c. Le transfert de chaleur qui est 

moins intense pour le nanofluide dans ce cas est dû essentiellement à la courbure de la paroi 

(paroi convexe qui freine l’écoulement du fluide) et la viscosité du nanofluide. Par contre 

pour Ra=10
6
 le transfert thermique s’améliore considérablement pour le fluide de base ainsi 

que pour les différentes fractions volumiques du nanofluide, ce qui est bien illustré par les 

figures 4.27.I.d et 4.27.II.d, qui montrent que les lignes isothermes se rapprochent prés des 

parois actives et deviennent très serrées prés de ces dernières.    

lignes de courant Isothermes lignes de courant Isothermes 

    

ϕ= 0.0 et ϕ = 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ = 0.2 

Ra = 10
3
 (a) [54] 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,028  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,028 
 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,021  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,015 
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ϕ= 0.0 et ϕ = 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ = 0.2 

Ra = 10
4
 (b) [54] 

    

ϕ= 0.0 et ϕ = 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ = 0.2 

Ra = 10
5
 (c) [54] 

 

 

   

ϕ= 0.0 et ϕ = 0.1 ϕ= 0.0 et ϕ = 0.2 

Ra = 10
6
 (d) 

I II 

Figure 4.27 Lignes de courant et isothermes pour l’enceinte A. 

ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (ϕ=0.0). 

 4.4.3.3  Enceinte B chauffée par le bas par une température sinusoïdale    

Toutes les figures de ce paragraphe  représentent les lignes de courant et les isothermes 

dans l’enceinte B, pour des nombres de Rayleigh Ra= 10
3
, 10

4
, 10

5 
et 10

6
 et des fractions 

volumiques ϕ=0, 0.1 et 0.2. 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,335  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,335  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,227  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,155 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 5,153  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 5,153  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 4,028  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 2,584 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 22,466  𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 22,466  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 21,473  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 19,596 
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Pour Ra=10
3
 les lignes isothermes sont presque parallèles entre elles, et les valeurs de la 

fonction de courant sont très faibles, le transfert thermique s’opère essentiellement par 

conduction surtout dans la zone centrale de l’enceinte.  

Pour des valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh (Ra=10
4
) les lignes isothermes 

commencent à se rapprocher des parois verticales concaves (qui permettent un meilleur 

écoulement du fluide) et celle du bas et deviennent très serrées à ces endroits pour Ra=10
5
 et 

Ra=10
6
, de même les valeurs de la fonction de courant augmentent, ce qui signifie que le 

transfert thermique par convection naturelle s’intensifie dans ces endroits. Nous remarquons 

que les écarts entre les isothermes du nanofluide et de l’eau pure augmentent avec 

l’augmentation du nombre de Rayleigh et de la fraction volumique ϕ des nanoparticules 

surtout loin des parois.  

Avec l’augmentation du nombre de Rayleigh l’échange de chaleur s’améliore surtout 

sur la moitié supérieure des parois verticales et de part et d’autre de la paroi du bas se 

traduisant par des isothermes très serrées dans ces zones (Fig. 4.28.II.e, 4.28.II.f, 4.28.II.g et 

4.28.II.h).   

 
lignes de  courant Isothermes 

I II 

Ra=10
3
 

[54] 

a 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

b 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,099 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 0,099 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,072 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,052 
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Ra=10
4
 

[54] 

c 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

d 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
5
 

[54] 

e 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

f 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Ra=10
6
 g 

  

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 1,271 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 1,271 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,859 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 0,569 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 7,862 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 7,862 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 7,397 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 6,407 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 22,797  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 24,282 



Chapitre 4 – Résultats et discussions 

107 
 

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.1 

h 

  

ϕ= 0.0 et ϕ= 0.2 

Figure 4.28 lignes de  courant et isothermes pour l’enceinte B. 

Ligne continue: nanofluide; ligne discontinue: eau pure (ϕ=0.0). 

4.4.3.4  Variation des nombre de Nusselt locaux pour les enceintes carrée, A et B 

Les figures 4.29.I.a, 4.29.I.b, 4.29.I.c et 4.29.I.d, les figures 4.30.I.a, 4.30.I.b, 4.30.I.c et 

4.30.I.d et les figures 4.31.I.a, 4.31.I.b, 4.31.I.c et 4.31.I.d représentent les variations du 

nombre de Nusselt local le long de la paroi du bas des enceintes carrée, A et B pour les 

valeurs suivantes du nombre de Rayleigh Ra=10
3
,
 
10

4
, 10

5 
et 10

6
 et de la fraction volumique 

ϕ=0, 0.1 et 0.2. Nous remarquons que :  

Pour Ra=10
3
 les courbes des nombres de Nusselt locaux correspondants aux valeurs 0, 

0.1 et 0.2 de la fraction volumique ont les mêmes allures et passent par des maximums aux 

centre des parois, mais les écarts entre elles augmentent de plus en plus en se dirigeant vers le 

centre de la paroi du bas à partir des deux coins de celle-ci (et restent parallèles entre elles) 

ceci se traduit par les distributions des isothermes des figures 4.26.I.a et 4.26.II.a, 4.27.I.a, 

4.27.II.a, 4.28.II.a et 4.28.II.b qui se rapprochent aux parois du bas des enceintes en se 

dirigeant vers le centre de celles-ci (elles sont presque identiques pour l’eau pure et le 

nanofluide), ainsi le transfert thermique s’opère donc essentiellement par conduction. Par 

contre pour des nombres de Rayleigh élevés, les courbes des nombres de Nusselt locaux 

changent leurs allures mais elles conservent les diminutions des écarts entre les valeurs des 

nombres de Nusselt locaux en allant vers les deux coins des parois du bas. Ceci nous permet 

de dire que, l’amélioration du transfert de chaleur par ajout des nanoparticules au fluide de 

base, est meilleure près des centres des parois qu’aux coins de celle-ci en régime convectif. 

Nous remarquons aussi que pour Ra=10
3
, Ra=10

4
, Ra=10

5
 et Ra=10

6
 les valeurs les plus 

élevées du nombre de Nusselt local sont obtenues pour la fraction volumique la plus 

importante. Nous remarquons aussi que les valeurs de ces nombres de Nusselt locaux sont 

minimales près des deux coins de la paroi du bas. 

 Les figures 4.29.II.a, 4.29.II.b, 4.29.II.c et 4.29.II.d, les figures 4.30.II.a, 4.30.II.b, 

4.30.II.c et 4.30.II.d et les figures 4.31.II.a, 4.31.II.b, 4.31.II.c et 4.31.II.d représentent les 

variations du nombre de Nusselt local le long de la paroi verticale des enceintes carrée, A et 

B pour les valeurs suivantes : nombre de Rayleigh Ra=10
3
,
 
10

4
, 10

5 
et 10

6
 et fraction 

volumique ϕ=0, 0.1 et 0.2. Nous remarquons que : Pour toute la gamme de la fraction 

volumique ϕ=0, 0.1 et 0.2 et pour le nombre de Rayleigh Ra = 10
3
, le nombre de Nusselt local 

sur la paroi verticale atteint son maximum en bas de celle-ci puis sa valeur diminue le long de 

 𝝍𝐦𝐚𝐱 f = 22,797  𝝍𝐦𝐚𝐱 nf = 24,785 
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cette dernière pour arriver à son minimum du côté haut où il s’annule pour l’enceinte A. Mais 

pour des nombres de Rayleigh élevés (Ra=10
5
 et Ra=10

6
) le nombre de Nusselt local (et par 

conséquent le transfert de chaleur) est maximum en bas de cette paroi, puis sa valeur diminue 

pour passer par son minimum à une distance proche du bord inférieur de cette dernière, puis 

augmente légèrement de façon monotone en ascendant la paroi considérée, cela se traduit 

donc sur les isothermes des figures (4.26.I.c, 4.26.II.c, 4.26.I.d et 4.26.II.d) pour l’enceinte 

carrée, des figures (4.27.I.c, 4.27.I.d, et 4.27.II.d) pour l’enceinte A, et des figures (4.28.II.e, 

4.28.II.f, 4.28.II.g et 4.28.II.h) pour l’enceinte B, par une couche limite thermique très mince 

en bas de la paroi puis son épaisseur augmente à une distance proche du bord inférieur de 

cette dernière, pour rediminuer de nouveau en ascendant celle-ci, sauf que dans l’enceinte A 

ce nombre de Nusselt diminue continuellement pour ϕ=0.2 en ascendant cette paroi (voir fig. 

4.30.II.c).   ombre de Nusselt local pour l’enceinte carrée 
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c 

 

 

d 

 

I  II 

Figure 4.29 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte carrée. 
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Figure 4.30 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte A. 

Variation du nombre de Nusselt local pour l’enceinte B 
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Figure 4.31 Nombre de Nusselt local pour l’enceinte B. 

4.4.3.5 Nombre de Nusselt moyen de la paroi du bas pour les enceintes  carrée, A et B  
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c d 

Figure 4.32.I Nombre de Nusselt moyen de la paroi du bas pour les enceintes  carrée, A et B  

en fonction de la fraction volumique. 

Nombre de Nusselt moyen de la paroi du bas en fonction du nombre de Rayleigh 
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Figure 4.32. II Nombre de Nusselt moyen de la paroi du bas pour les enceintes carrée, A et 

B  en fonction du nombre de Rayleigh. 
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4.4.3.6 Effet de la fraction volumique des nanoparticules sur la convection naturelle  

La comparaison du transfert de chaleur au sein du nanofluide pour les valeurs de la 

fraction volumique des nanoparticules ϕ=0.0, 0.1 et 0.2 nous permet de mieux visualiser 

l’effet de la viscosité du nanofluide (qui freine la convection naturelle surtout près des parois) 

sur la convection naturelle et le transfert de chaleur au sein du nanofluide, parce que l’ajout 

des nanoparticules au fluide de base (l’eau pure) augmente les valeurs de la fraction 

volumique des nanoparticules et rend  le nanofluide plus dense et plus visqueux. Dans notre 

travail les figures 4.12, 4.13 et 4.14 (première condition pariétale thermique), les figures 4.19, 

4.20 et 4.21 (deuxième condition pariétale thermique) et les figures 4.26, 4.27 et 4.28 

(troisième condition pariétale thermique) montrent qu’en faisant une comparaison entre les 

fonctions de courant et les isothermes pour ϕ=0.0, 0.1 et 0.2 nous remarquons que 

l’augmentation de la fraction volumique des nanoparticules diminue l’intensité des fonctions 

de courant et cela se manifeste aussi sur le champ des vitesses au sein du nanofluide qui 

diminue lui aussi, ce qui favorise le transfert de chaleur par conduction par rapport à la 

convection, surtout pour des faibles valeurs du nombre de Rayleigh (Ra≤10
4
) (exemple des 

figure 4.19.a et 4.19.b), mais pour des valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh (Ra≥10
5
) 

l’effet de l’ajout des nanoparticules se manifeste clairement sur la convection naturelle dans le 

nanofluide (exemple de la figure 4.19.c). Cela nous permet de dire que l’intérêt des 

nanofluides sur le transfert de chaleur se manifeste beaucoup plus pour des valeurs élevées du 

nombre de Rayleigh (Ra≥10
5
). 

4.4.3.7 Valeurs des nombres de Nusselt moyens et des fonctions de courant   

Première condition pariétale thermique 

Tableau 5 Résultats des nombres de Nusselt moyen et fonctions de courant pour les parois 

verticales (différentiellement chauffées). 

Fraction 

volumique 
Rayleigh 

Enceinte carrée Enceinte  A Enceinte  B 

 𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max   

   ϕ = 0 

10
3
 1,119 1,173 1,309 0,301 0,653 0,213 

10
4
 2,282 5,157 1,740 2,408 0,933 1,779 

10
5 

4,737 11,018 3,420 7,919 2,879 7,207 

10
6
 9,217 19,724 6,354 13,725 6,616 16,710 

ϕ = 0,1 

10
3
 1,387 0,919 1,736 0,225 0,866 0,159 

10
4 

2,481 5,236 1,994 2,041 1,013 1,475 

10
5
 5,242 12,345 3,865 8,570 2,921 7,178 

10
6
 10,359 22,928 7,188 16.005 7,214 18,615 

ϕ = 0,2 

10
3
 1,768 0,677 2,272 0,162 1,134 0,114 

10
4
 2,632 4,880 2,392 1,568 1,197 1,117 

10
5
 5,654 13,635 4,240 8,547 2,809 6,706 

10
6
 11,358 25,868 7,953 19,724 7,606 20,137 
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Deuxième condition pariétale thermique 

Tableau 6 Résultats des nombres de Nusselt moyens et les valeurs fonctions de courant pour 

les parois du bas (température constante). 

Fraction 

volumique 
Rayleigh 

Enceinte carrée Enceinte  A Enceinte  B 

 𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max   

   ϕ = 0 

10
3
 7,150 0,196 6,287 0,024 4,506 0,110 

10
4
 7,991 3,193 6,305 0,293 4,716 1,481 

10
5 

10,971 15,174 8,039 5,420 6,722 8,811 

10
6
 15,855 43,850 11,166 23,090 9,940 25,459 

ϕ = 0,1 

10
3
 9,516 0,138 8,372 0,017 6,001 0,080 

10
4 

9,945 2,283 8,380 0,194 6,067 0,991 

10
5
 13,347 14,573 9,581 4,198 8,095 8,326 

10
6
 19,037 45,935 13,349 21,031 11,937 27,341 

  ϕ = 0,15 

10
3
 10,908 0,116 - - - - 

10
4
 11,159 1,781 - - - - 

10
5
 14,662 14,000 - - - - 

ϕ = 0,2 

10
3
 12,473 0,097 10,975 0,012 7,867 0,057 

10
4
 12,606 1,351 10,979 0,132 7,881 0,644 

10
5
 16,076 13,248 11,460 2,564 9,580 7,279 

10
6
 22,364 47,044 16,042 19,997 14,029 27,960 

Tableau 7 Résultats des nombres de Nusselt moyen et fonctions de courant pour les parois 

verticales (température constante). 

Fraction 

volumique 
Rayleigh 

Enceinte carrée Enceinte  A Enceinte  B 

 𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max   

   ϕ = 0 

10
3
 2,595 0,196 2,073 0,024 3,328 0,110 

10
4
 3,036 3,193 2,085 0,293 3,454 1,481 

10
5 

4,567 15,174 3,011 5,420 4,464 8,811 

10
6
 7,097 43,850 4,672 23,090 6,078 25,459 

ϕ = 0,1 

10
3
 3,452 0,138 2,760 0,017 4,431 0,080 

10
4 

3,681 2,283 2,766 0,194 4,479 0,991 

10
5
 5,434 14,573 3,419 4,198 5,521 8,326 

10
6
 8,367 45,935 5,420 21,031 7,446 27,341 

  ϕ = 0,15 

10
3
 3,957 0,116 - - - - 

10
4
 4,093 1,781 - - - - 

10
5
 5,901 14,000 - - - - 

ϕ = 0,2 

10
3
 4,524 0,097 3,619 0,012 5,808 0,057 

10
4
 4,598 1,351 3,621 0,132 5,825 0,644 

10
5
 6,394 13,248 3,893 2,564 6,724 7,279 

10
6
 9,627 47,044 6,328 19,997 8,945 27,960 
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Troisième condition pariétale thermique 

Tableau 8 Résultats des nombres de Nusselt moyen et fonctions de courant pour les parois du 

bas (température sinusoïdale). 

Fraction 

volumique 
Rayleigh 

Enceinte carrée Enceinte  A Enceinte  B 

 𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max   

   ϕ = 0 

10
3
 1,943 0,179 1,697 0,028 1,823 0,099 

10
4
 2,741 2,784 1,749 0,335 2,063 1,271 

10
5 

5,396 13,632 3,451 5,153 3,910 7,862 

10
6
 8,979 39,639 6,507 22,466 6,601 22,797 

ϕ = 0,1 

10
3
 2,572 0,128 2,258 0,021 2,422 0,072 

10
4 

3,016 1,951 2,288 0,227 2,538 0,859 

10
5
 6,112 13,095 3,552 4,028 4,423 7,397 

10
6
 10,421 41,507 7,366 21,473 7,649 24,282 

  ϕ = 0,15 

10
3
 2,943 0,108 - - - - 

10
4
 3,237 1,525 - - - - 

10
5
 6,446 12,570 - - - - 

ϕ = 0,2 

10
3
 3,362 0,042 2,958 0,015 3,171 0,052 

10
4
 3,553 1,175 2,977 0,155 3,229 0,569 

10
5
 6,751 11,864 3,613 2,584 4,845 6,407 

10
6
 11,790 42,496 8,191 19,596 8,695 24,785 

Tableau 9 Résultats des nombres de Nusselt moyen et fonctions de courant pour les parois 

verticales (température sinusoïdale). 

Fraction 

volumique 
Rayleigh 

Enceinte carrée Enceinte  A Enceinte  B 

 𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max    𝑁𝑢   𝜓max   

   ϕ = 0 

10
3
 1,021 0,179 0,895 0,028 0,922 0,099 

10
4
 1,441 2,784 0,926 0,335 1,055 1,271 

10
5 

2,831 13,632 1,860 5,153 1,976 7,862 

10
6
 4,811 39,639 3,593 22,466 3,321 22,797 

ϕ = 0,1 

10
3
 1,351 0,128 1,191 0,021 1,224 0,072 

10
4 

1,587 1,587 1,209 0,227 1,292 0,859 

10
5
 3,202 13,095 1,912 4,028 2,247 7,397 

10
6
 5,541 41,507 4,024 21,473 3,852 24,282 

  ϕ = 0,15 

10
3
 1,546 0,108 - - - - 

10
4
 1,703 1,525 - - - - 

10
5
 3,378 12,570 - - - - 

ϕ = 0,2 

10
3
 1,765 0,042 1,560 0,015 1,602 0,052 

10
4
 1,869 1,175 1,572 0,155 1,638 0,569 

10
5
 3,539 11,864 1,934 2,584 2,474 6,407 

10
6
 6,226 42,496 4,441 19,596 4,381 24,785 

4.4.3.8 Comparaison des nombres de Nusselt moyens pour la deuxième et la troisième  

condition pariétale thermique  

Toutes les figures de ce paragraphe montrent que les écarts entre les valeurs des 

nombres de Nusselt moyens pour la température constante sont plus grands que celles pour la 
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température sinusoïdale, et pour l’enceinte A, les écarts entre les valeurs des nombres de 

Nusselt moyens pour la température sinusoïdale diminuent de plus en plus que les nombres de 

Rayleigh augmentent jusqu’à Ra=10
5
 puis s’élargisse de nouveau jusqu’à Ra=10

6
. 

Les figures 4.22.I (a,b,c et d), 4.23.I (a,b,c et d) et 4.24.I (a,b,c et d) et les figures 4.29.I 

(a,b,c et d), 4.30.I (a,b,c et d) et 4.31.I (a,b,c et d) montrent qu’en se dirigeant aux milieux des 

parois du bas des enceintes, les valeurs des nombres de Nusselt locaux correspondants aux 

valeurs 0, 0.1 et 0.2 de la fraction volumique diminuent pour la température constante, et 

augmentent pour la température sinusoïdale.  

L’amélioration du transfert de chaleur par ajout des nanoparticules au fluide de base, est 

meilleure près des centres des parois qu’aux coins de celle-ci en régime convectif pour la 

température sinusoïdale, et pour la température constante l’amélioration est meilleure près des 

deux coins de la paroi qu’au centre de celle-ci en régime convectif. 
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Figure 4.33 Comparaison des nombres de Nusselt moyens pour les enceintes carrée, A et B 
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Conclusion Générale 

L’efficacité des nanofluides dépend de plusieurs facteurs tel que : la fraction volumique 

des nanoparticules, la nature, la taille, la forme des nanoparticules et le type du fluide de base. 

Dans notre travail nous avons trouvé que :  

1/ L’échange de chaleur dans l’enceinte convexe verticalement est meilleur que celui dans les 

deux autres enceintes à faible valeur du nombre de Rayleigh pour le cas où les parois 

verticales actives sont différentiellement chauffées.  

2/ Pour des nombre de Rayleigh plus élevés (Ra=10
4
, Ra=10

5 
et Ra=10

6
) l’échange de chaleur 

devient meilleur dans l’enceinte carrée pour le cas où les parois verticales actives sont 

différentiellement chauffées.  

3/ Les valeurs du nombre de Nusselt moyen augmentent avec l’augmentation de la fraction 

volumique des nanoparticules pour toute la gamme des nombres de Rayleigh considérés. 

4/  Le transfert de chaleur est meilleur dans le nanofluide par rapport au fluide de base. 

5/ L’augmentation à la fois du nombre de Rayleigh et de la fraction volumique des 

nanoparticules augmente le taux de transfert de chaleur. 

6/ L’effet du nanofluide sur la convection naturelle se manifeste beaucoup plus pour des 

valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh (Ra=10
6
) car les forces de flottabilité  arrivent à 

vaincre les forces de viscosité qui restaient dominantes pour de faibles valeurs du nombre de 

Rayleigh. 

7/ Les écarts entre les valeurs des nombres de Nusselt moyens pour une excitation thermique 

constante sont plus grands que ceux pour celle qui est sinusoïdale. 

8/ Pour l’enceinte convexe verticalement, les écarts entre les valeurs des nombres de Nusselt 

moyens correspondants aux valeurs 0, 0.1 et 0.2 de la fraction volumique diminuent, pour les 

températures sinusoïdale et constante, à partir de Ra=10
4
 puis augmentent de nouveau à partir 

de Ra=10
5
 jusqu’à Ra=10

6
. 

9/ L’échange de chaleur pour le cas de la température constante est meilleur que celui de la 

température sinusoïdale pour toute la gamme des nombres de Rayleigh considérés et de la 

fraction volumique des nanoparticules.  
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Annexe 1 

Coordonnées bicylindriques 

A.1 Propriétés de quelques fonctions  

1)(sin)(cos 22    

)(sin)(cos)(sin211)(cos2)2cos( 2222    

)cos()sin(2)2sin(    

1)()( 22   shch  

1)(2)(21)()()2( 2222   chshshchch  

)()(2)2(  shchsh   

)()( xshxche x             )()( xshxche x 

 

)sin()cos( xixe xi                 )sin()cos( xixe xi 

 

2
)(

xx ee
xsh




                                     2
)(

xx ee
xch




 

A.2 Coordonnées bicylindriques 

A.2.1 Introduction  

Dans le référentiel bipolaire représenté sur la figure (A.1), nous observons dans le plan )(xy

deux groupes de cercles:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

- Les cylindres définis par u=constant, tracés autour des deux pôles x=- L et x=+ L, centrés      

sur l'axe (x). 

- Les cylindres définis par v = constant, centrés sur l'axe (y). La translation de ces cercles 

parallèlement à l'axe (z) engendre une famille de cylindres. Les coordonnées (η, θ, z) sont 

dites "coordonnées bicylindriques". 

Les surfaces  η = constantes sont des cylindres dont les axes sont dans le plan (xz); les 

surfaces θ=constantes sont des cylindres avec des axes dans le plan (yz) et les surfaces  

z=constantes sont des plans parallèles. 
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Fig. A.1.Représentation schématique des coordonnées bicylindriques. 

 

 Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées bicylindriques s'effectue à l'aide 

des relations suivantes:

     

 



















)(cos)(

)(sin

)(cos)(

)(









ch

L
y

ch

shL
x

        

(A.1) 

Ces formules s’établissent  comme  suit:  

         Considérons la fonction g définie par:      

)coth()( 11 zLzg  avec :  
2

1

 i
z


  

Posons:                          yixzg )( 1  

Prenons:                          )coth()( wwf             avec :  12ziw    

L L 
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On peut écrire:
ww

ww

ee

ee

wsh

wch
wf










)(

)(
)(





ii

ii

eeee

eeee

..

..







  

D’où:   
)]sin())][cos(()([)]sin())][cos(()([

)]sin())][cos(()([)]sin())][cos(()([
)(





ishchishch

ishchishch
wf




  

Ce qui donne:         

)sin()()cos()(

)sin()()cos()(
)(





chish

shich
wf




  

En multipliant le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur on trouve: 

)(sin)()(cos)(

)(sin)()()sin()cos()()sin()cos()()(cos)()(
)(

2222

2222





chsh

shchshichishch
wf






 

)(sin)()(cos)(

)]()()[sin()cos()](sin)()[cos()(
)(

2222

2222





chsh

shchishch
wf




  

Puisque : 

)(sin)()(cos)()(cos)()(cos)()(sin)()(cos)( 222222222222  chchchshchsh 

 

)](sin)()[cos()]()()[(cos)(sin)()(cos)( 2222222222   chshchchsh  

)(cos)( 22   ch  

1)(sin)(1 22  sh  

)(sin)( 22   sh  

Donc:           )(sin)()(cos)()(sin)()(cos)( 22222222   shchchsh  

On aura :
)(sin)(

)sin()cos()()(
)(

22 








sh

ishch
wf  

Puisque : )()(2)2(  shchsh   

)cos()sin(2)2sin(    

Aussi :        )2cos()2())(sin21()1)(2()(sin2)(2 2222   chshsh  

On aura :
)2sin()2(

)2sin(

)2cos()2(

)2(
)(















ch
i

ch

sh
wf  



Annexe 1 - Coordonnées bicylindriques 

 

123 
 

Donc : yix
ch

L
i

ch

shL
zg 







)sin()(

)sin(

)cos()(

)(
)( 1








 

Par identification on trouve : 

)cos()(

)(








ch

shL
x         (A.2) 

)cos()(

)sin(








ch

L
y     (A.3)

  

A.3 Démonstration géométrique  

          A partir de la relation (A.2)  on trouve : 

)()()cos(  sh
x

L
ch   

larelation (A.3) donne :        )]cos()([)sin(   chyL  

)()]cos()([)sin(  shLchxL
y

x
  

Donc:                                  )()sin(  sh
x

y
       (A.4) 

Puisque :                                  1)(sin)(cos 22    

 On trouve : 1)]([)]()([ 22   sh
x

y
sh

x

L
ch  

Multipliant les deux membres par :  
)(2

2

sh

x
       ,    avec    0  

On trouve :                   
)(

])coth([
2

2
22




sh

x
yLx   

)(
)coth(2)(coth

2

2
2222




sh

x
yLxLx   

22

2

22 )coth(2]
)(

1
)([coth LyxL

sh
x  


       (A.5) 

De cette relation : 1)()( 22   shch  
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On tire :
)(

1
1

)(

)(
22

2





shsh

ch
  

D’où :   
)(

1
1)(coth

2

2




sh
 et      1

)(

1
)(coth

2

2 



sh

  

Alors  (A.5) donne :   

2222222 )(coth)(coth)coth(2 LyLLxLx    

]1)([coth)]coth([ 2222   LyLx
 

D’où :                
)(

)]coth([
2

2
22




sh

L
yLx            ,     0  

C’est l’équation d’une famille de cercles dont les centres sont :  ( )coth(L , 0 ) et les rayons :   

)(sh

L
R    ,     avec   : 0  

On remarque que : 

              1/ La valeur du rayon  R  tend vers l’infini quand  𝜂  devient très petit (tend vers 

zéro). Cela signifie que la surface  𝜂 se réduit au plan  yz. 

              2/ Lorsque  𝜂  varie de : ]- ∞ , 0 [ ∪ ] 0 , +∞ [ le centre du cercle se déplace sur l’axe 

(x x’) entre :  –𝐿  et  - ∞ et entre :  + ∞ et  + 𝐿 respectivement. 

D’autre part : 

La relation (A.3) donne :   )]cos()([)sin(   chyL  

)cos()sin()(  
y

L
ch  

(A.4) donne :           )sin()( 
y

x
sh   

Puisque :        1)()( 22   shch on trouve : 

1)]sin([)]cos()sin([ 22  
y

x

y

L
 

Multiplions les deux membres par:  2]
)sin(

[


y
, avec :  k 0 ,  k : nombre entier 

)(sin
)](cot[

2

2
22




y
xgyL   
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)(sin
)(cot2)(cot

2

2
2222




y
xgyLgyL   

22

2

22 )(cot2]
)(sin

1
)([cot LxgyLgy  


  

Puisque :           1
)(sin

1
)(cot

)(sin

1
)(cot1

2

2

2

2 





 gg  

On trouve :        222 )(cot2 LxgyLy    

)(cot)(cot)(cot2 2222222  gLLgLgyLyx   

)](cot1[)](cot[ 2222  gLgLyx   

)(sin
)](cot[

2

2
22




L
gLyx  ,    k 0 ,  k : nombre entier 

C’est l’équation d’une famille de cercles  de rayon : 
)sin(

L
R  qui passent par deux Points 

fixes (pôles) de coordonnées ( x = + 𝐿, y = 0 ) , ( x = -𝐿, y = 0 ). 

Pour   y=0 :    
)(sin

)(cot
2

2
222




L
gLx   

)](cot
)(sin

1
[ 2

2

22 


gLx   

LxLx  22  

 

On remarque que : 

1/ La valeur du rayon  R  tend vers l’infini quand  𝜃  devient très petit (tend vers zéro). Cela 

signifie que la surface  𝜃 se réduit au plan  xz. 

2/ Lorsque  𝜃varie de : ] 0 , π [ le centre du cercle se déplace sur  l’axe (y y’)  entre : +∞ et -∞ 

respectivement .       

A.4 Coefficients métriques  

 En coordonnées cartésiennes, un élément de longueur s’écrit : 

222 )()()( dydxds   

 En coordonnées polaires 2)(,),( dsr  est égal à : 
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2222 )()()( drdrds   

 Cet exemple nous conduit à écrire, dans le cas général : 

2

22

2

11

2 )()()( duhduhds   

u1 , u2 :  des coordonnées curvilignes . 

h1 , h2 : coefficients métriques qui sont fonction, en général, des coordonnées. 

En coordonnées cartésiennes, on a hx = hy = 1, et en coordonnées bicylindriques : 

)cos()( 





ch

L
hh et 1zh  

Ces coefficients sont obtenus en utilisant les transformations : 



















)(cos)(

)(sin

)(cos)(

)(









ch

L
y

ch

shL
x

 

,0  k20 ,  k : nombre entier 

Et les définitions suivantes : 

2222 )()()(


















zyx
h  

2222 )()()(


















zyx
h  

2222 )()()(
z

z

z

y

z

x
hz














  

A.4.1 calcul des dérivées partielles  
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Puisque :    1)()( 22   shch  

 

On trouve : 
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Puisque :        1)(sin)(cos 22    

On trouve :     1)cos()(
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Résumé : 

On remarque que :     22 )()(
 






 yx
      ,    22 )()(

 






 yx
    , 0












zz
 

Ce qui nous mènnent a :           
22

 hh   

A.4.2 calcul des coefficients métriques  
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Comme :       )(sin)()()(cos)(sin)()(cos)( 22222222   chshshch  
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L
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L
hh ,  k20 , k : nombre entier , 0     (A.6)   

11002 zh  

A.4.3 Les opérateurs différentiels  

       A.4.3.1 En coordonnées cartésiennes  

       A.4.3.1.1 Champ scalaire    

Operateur Nabla:   
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Gradient :                  
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A.4.3.1.2 Champ de vecteur  

Soit le vecteur


F  

Divergence :
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Rotationnel :
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Propriété : ffffgraddiv 


2.)(  

Le divergent d’un gradient est le laplacien. 

A.4.3.2 En coordonnées curvilignes  

         Le principal avantage de l’utilisation des coordonnées curvilignes est de transformer un 

domaine physique de géométrie complexe en un domaine de calcul de géométrie simple, elles 

permettent de transformer des courbes en droites et facilitent, de ce fait, le calcul des aires.  

 , θ , z  coordonnées  curvilignes . 

Soit :



e ,




e ,



z
e vecteurs unitaires suivant  𝜂 , θ , z. 
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Operateur Nabla :
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Laplacien :
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Divergence : 
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F1  , F2 , F3  :  composantes de  �⃗� suivant :  𝜂 , θ , z. 

Rotationel :       
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A.5 Formulation des équations de continuité, de la chaleur et de la quantité de 

mouvement dans le système de coordonnées curvilignes orthogonales 

A.5.1 Equation de continuité  

Posons : η1 hh  , hh 2  , zhh 3  

Puisque :  hh η , 1zh on aura : hhh  21 ,   13 h  

Et comme le problème est bidimensionnel  alors : 
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Vdiv donne : 0)()( 











hVhV  

Vη , Vθ : composantes du vecteur vitesse en coordonnées curvilignes orthogonales. 

A.5.2 Equation d’énergie  

Puisque : TTgraddiv 


)(  

L’équation  (2.10)  peut se mètre sous la forme : 
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(A.10) 

A.5.3 Equation de quantité de mouvement  

L’équation  (2.12)  peut s’écrire sous la forme : 

)()sin()cos(
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(A.11) 

Réécrivons cette équation en coordonnées orthogonales curvilignes. 

On a:
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Pour le terme:   
















)sin()cos(
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T
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nf
déterminant tous d’abord : 

x

T




  ,   

y

T




  en coordonnées orthogonales curvilignes. 
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Puisque: 
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Alors pour le système :     
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(A.13) 

Déterminant les expressions de :d𝜂 et dθen fonction de :d x et d y 

Le déterminant du système d’équation (A.12), (A.13) est: 
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Et par suite: 
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On obtient: 
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Comme les dérivées partielles de T par rapport à x et y sont définies par : 
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Nous obtenons:  
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En portant ces relations dans l’expression : )sin()cos( 
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Nous obtenons : 
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Finalement, l’équation de quantité de mouvement (A.11) s’écrit : 
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(A.13) 

En remplaçant les grandeurs suivantes: nf  , nf)( , nf  , nf  et )( pC  par leurs définitions 

(qui suivent) dans les équations de quantité de mouvement (A.13), et de l’énergie (A.10) on 

trouvent les équations finales. 
 

A.6 Définition des grandeurs physiques 
 

La masse volumique du nanofluide : 

fpnf  )1()(             

La diffusivité thermique : 
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La conductivité thermique donnée par Maxwell [55]: 
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La capacité thermique du nanofluide: 
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Le coefficient de dilatation thermique du nanofluide: 
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La viscosité dynamique du nanofluide donnée par Brinkman model [56]: 
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A.7 Equations finales  

Equation d’énergie  
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Equation de quantité de mouvement  
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Annexe 2 

Approximation des dérivées partielles 

Approximation des dérivées partielles aux frontières par le développement en série de 

Taylor : 

1 Approximation de  






 

sur les parois horizontales  

Paroi horizontale inférieure (i = 1 , j) : 

 Le développement en série de Taylor de la fonction de courant au voisinage de la paroi          

(i = 1, j) donne: 
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Eliminons les dérivées secondes en soustrayant la deuxième relation de la première multipliée 

par quatre (4) on obtient : 
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Paroi horizontale supérieure ( i = NI , j ) : 

Procédons de la même manière que précédemment au voisinage de la paroi ( i = NI, j ) :  
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2 Approximation de 






 

sur les parois verticales  

Paroi verticale gauche ( i , j = 1 ) : 
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Paroi verticale droite ( i , j = NN ) :  
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3 Approximation de  
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  sur les parois horizontales  

Paroi horizontale inférieure ( i = 1 , j ) : 

Développons en série de Taylor la fonction de courant au voisinage de la paroi (i= 1, j) dans 

la direction de  𝜂 : 
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On multiplie la première relation par 8 et on retranche de celle obtenue la deuxième relation 

on obtient : 
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On obtient : 
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4 Approximation de  
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sur les parois verticales  

Paroi verticale gauche ( i , j = 1 ) : 

  Développons en série de Taylor la fonction de courant au voisinage de la paroi (i,  j=1) dans 

la direction de 𝜃, et en suivant les mêmes démarches que pour la paroi horizontale, on trouve :    
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Paroi verticale droite ( i , j = NN ) : 

On procédant de la même manière que sur la paroi ( i  , j=1 )  on obtient : 
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5 Approximation de  
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  autour du point i  

Développons en série de Taylor la fonction de courant autour du point i dans la direction de  

𝜂 : 
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En prenant les deux premiers termes de la première relation on obtient : 
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C’est la dérivée d’ordre 1 de la fonction𝜓+, au point ( i , j ), approchée par la méthode des 

différences finies régressives d’ordre 1 . 

En prenant les deux premiers termes de la deuxième relation on obtient : 
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C’est la dérivée d’ordre 1 de la fonction  𝜓+, au point ( i , j ) , approchée par la méthode des 

différences finies  progressives d’ordre 1 . 

En soustrayant la première relation de la deuxième on obtient : 
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Approximation par la méthode des différences finies centrales d’ordre 2  

En additionnant les deux relations précédentes on trouve : 
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              Approximation par la méthode des différences finies centrées d’ordre 2 

6 Approximation de 
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 autour du point j  

Procédons de la manière que précédemment autour du point j on trouve :  
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Résumé :  

 Dans notre investigation nous avons étudié et comparé la convection naturelle 

laminaire et permanente dans des enceintes bidimensionnelles (enceinte carrée, enceintes à 

parois courbées) remplies de nanofluide (eau–Cu) et soumises à trois conditions pariétales 

thermiques différentes qui sont : premier cas (les parois horizontales des enceintes sont 

adiabatiques, et les parois verticales sont isothermes maintenues aux températures froide Tc et 

chaude Th), deuxième cas (les parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à 

une température Tc froide, et les parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et 

de bas sont maintenues isothermes à une température chaude constante Th), troisième cas (les 

parois verticales des enceintes sont maintenues isothermes à une température Tc froide, et les 

parois horizontales de haut sont considérées adiabatiques et de bas sont maintenues à une 

température sinusoïdale). Le fluide est considéré newtonien et l’écoulement est 

incompressible. Les valeurs du  nombre de Rayleigh considérés sont : 10
3
, 10

4
, 10

5 
et 10

6
, le 

nombre de Prandtl est fixé à 6.2 et la fraction volumique ϕ est prise égale à : 0, 0.1 et 0.2. La 

méthode numérique utilisée dans cette étude est la méthode des volumes finis. Les résultats 

numériques obtenus montrent que le taux du transfert thermique augmente à la fois avec 

l’augmentation de la fraction volumique et du nombre de Rayleigh, et que le nombre de 

Nusselt moyen et par conséquent le transfert thermique augmente avec l’augmentation de la 

fraction volumique des nanoparticules pour toute la gamme des nombres de Rayleigh utilisés, 

et que l’effet du nanofluide sur la convection naturelle se manifeste beaucoup plus pour des 

valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh.    

Mots-clés: convection naturelle, nanofluides, enceintes à parois courbées, vorticité-fonction 

de courant, simulation numérique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Title:  Contribution to the study of natural convection in curved wall enclosures filled 

with nanofluids. 

 

Abstract: 

In our investigation we have studied and compared the laminar and permanent natural 

convection in two-dimensional enclosures (square enclosure, enclosures with curved walls) 

filled with nanofluid (water-Cu) and subject to three different types of boundary conditions 

that are: first case (horizontal walls of enclosure are adiabatic, and vertical walls are 

isothermal maintained at cold temperature Tc and hot temperature Th), second case (vertical 

walls of enclosures are maintained isothermal at a cold temperature Tc, horizontal top walls 

are considered adiabatic and bottom walls are maintained isothermal at a constant hot 

temperature Th), third case (vertical walls of the enclosures are maintained isothermal at a 

cold temperature Tc, horizontal top walls are considered adiabatic and bottom walls are 

maintained at a sinusoidal hot temperature). We considered a Newtonian fluid and the flow is 

incompressible. The values of Rayleigh number are: 10
3
, 10

4
, 10

5
 and 10

6
, the Prandtl number 

is fixed to 6.2 and the volume fraction ϕ is taken equal to: 0, 0.1 and 0.2. The method used in 

this study is the finite volume method. The numerical results obtained show that the heat 

transfer rate increases both with increasing the volume fraction and the Rayleigh number, and 

that the average Nusselt number and therefore the heat transfer increases with the increase of 

the volume fraction of the nanoparticles for the full range of Rayleigh numbers, and that the 

effect of the nanofluid on natural convection is much more manifest for higher values of 

Rayleigh number. 

Keywords: Natural convection, Nanofluids; enclosures with curved walls, vorticity-

Streamlines, Numerical simulation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  العنوان:

  يةنانوفلويد بمانعات مملوءة تجاويف بجدران منحنية في الطبيعي الحراري الحمل دراسة في المساهمة

 

 :ملخص

ثنائية ويف االحمل الحراري الطبيعي الرقائقي والدائم  في تج و مقارنةبدراسة  في عملنا قمنا

وتخضع لثلاثة أنواع  Cu ـ ماءنانوفلويد المملوءة بمنحنية( جدران )تجويف مربع، تجاويف ب دابعلأا

ويف أعتبرا كظيمين والجدارين االجدارين الأفقيين للتج) وهي: الحالة الأولى يةشروط الحدال مختلفة من

الحالة الثانية (، Th ساخنةو  Tcو خاضعين لدرجة حرارة باردة  الشاقوليين أفترضا ثابتي درجة الحرارة

الجدران و Tc  باردة ثابتة درجة حرارةل خاضعة والحرارية  متساويةللتجاويف  الشاقولية)الجدران 

، (Th ثابتة و ساخنة درجة حرارةل و خاضعة ةالحرار متساوية معتبرة كظيمة و السفلية العلوية الأفقية

و Tc  باردة ثابتة درجة حرارةل و خاضعة ةالحرار للتجاويف متساوية الشاقوليةة )الجدران لثالحالة الثا

عتبر نيوتونيان م مائعل(. اجيبية درجة حرارةل خاضعة معتبرة كظيمة و السفليةالعلوية  الجدران الأفقية

مثبت  Prandtlعدد ،  106و 105 , 104 , 103هي:  Rayleigh . قيم عددوالجريان أعتبر غير منضغط

المستخدمة في هذه  عددية. الطريقة ال0.2و  0.1 ، 0تساوي:  تأخذ ϕ يةالحجم النسبةو 6.2على القيمة 

الحرارة  تحويلتظهر أن معدل  حصل عليهامتال رقمية. النتائج النتهيةم الموالدراسة هي طريقة الحج

متوسط ال  Nusselt ، وأن عدد Rayleigh وعدد يةالحجم النسبةمن  مع زيادة كلفي نفس الوقت يزداد 

 قيم مجموعة من أجل كل لنانوجسيمات ية لالحجم النسبةمع زيادة يزداد الحراري  التحويلوبالتالي 

Rayleigh من أجل على الحمل الحراري الطبيعي هو أكثر وضوحا  النانوفلويدالمستخدمة ، وأن تأثير

 .Rayleigh لعدد  علىالأ لأرقاما
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