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i,o fait référence aux surfaces interne et externe du conduit annulaire 

m respectivement moyen 

p fait référence au nœud p d’un volume fini typique 

n,s,e,w,t,b fait référence aux faces d’un volume fini typique respectivement nord,  

 sud, est, ouest, frontale et dorsale 

N,S,E,W,T,B fait référence aux nœuds entourant un volume fini typique  
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Introduction Générale 

 

La présente étude se veut être une contribution à la compréhension du l’effet des 

propriétés thermo-physiques variable (dépendantes de la température) sur la convection mixte 

dans l’espace annulaire entre deux cylindres concentriques et horizontaux. 

La Convection dans les conduits est très commune, dans les applications domestiques 

et industrielles ; les systèmes de forage utilisés dans l’industrie pétrochimique et les 

hydrocarbures où le cylindre intérieur est en rotation uniforme par rapport au cylindre extérieur 

ainsi les échangeurs thermiques où les parois cylindriques sont fixes, étant un très bon exemple.  

Le terme " convection" est utilisé pour définir les mouvements dus à l’agitation 

thermique engendrant des différences de densités entre les molécules d’un fluide. La convection 

est une science qui regroupe la mécanique des fluides et le transfert de chaleur. On parle de 

convection naturelle lorsqu’il s’agit d’agitations induites dans le fluide par des forces (de 

volume ou de surface) agissant à l’intérieur du volume étudié. Les mouvements générés sont 

dus aux variations locales de la masse volumique du fluide en fonction de la température et/ou 

de la concentration pour le cas de la convection naturelle d’origine thermique et/ou massique. 

La convection forcée concerne les mouvements convectifs qui apparaissent sous l’action d’une 

source externe, telle qu’une pompe ou le déplacement d’un objet dans le fluide, i.e. les 

mouvements induits par une différence de pression sont des mouvements de convection forcée 

où l’écoulement persiste même en l’absence de gradient de température. Quand la convection 

est due aux effets couplés cités précédemment, on parle alors de convection mixte. 

Dans le but d’améliorer la clarté de ce travail, nous avons alors jugé utile de structurer 

cette thèse en quatre chapitres.  
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Il faudra bien sûr commencer par une étude bibliographique spécialisée dans le premier 

chapitre, cette recherche bibliographique portera sur les caractéristiques des écoulements tri 

dimensionnels et le transfert thermique, des convections forcée, naturelle et mixte dans les 

conduits annulaires cylindriques horizontaux, fixes et en rotation l’un par rapport à l’autre, 

soumis à des gradients de température. Etalée sur les études théoriques, numériques et 

expérimentales cette recherche bibliographique permettra d’actualiser les connaissances dans 

ce domaine et donc de centrer de façon plus approfondie le sujet de thèse.  

La description de l’écoulement et la formulation mathématique du problème avec les 

caractéristiques géométriques et physiques font l’objet du deuxième chapitre. Nous présentons 

en détail les équations adimensionnelles qui modélisent la conservation de la masse, les trois 

quantités de mouvements et l’énergie, ainsi que leurs conditions initiales et aux limites. La 

quantification du transfert thermique est modélisée par les nombres de Nusselt, locaux axiales 

et moyens. 

Le troisième chapitre concerne donc la résolution numérique des équations modélisantes 

développées au deuxième chapitre, on présente les détails de la méthode numérique « volumes 

finis » utilisée pour discrétiser le domaine géométrique et les équations du modèle 

mathématique. On a utilisé une discrétisation numérique spatio-temporelle du second ordre. 

Les systèmes d’équations discrétisées seront résolus en suivant l’algorithme SIMPLER en 

faisant appel aux algorithmes de Thomas et Thomas cyclique. 

Le quatrième chapitre rassemblera l’ensemble des résultats obtenus dans cette étude. Où on 

présente les champs hydrodynamique et thermique que ce soit en convection forcée et en 

convection mixte, ainsi que la quantification de transfert thermique.  

Enfin nous terminons ce travail par une conclusion générale qui résume les différentes étapes 

de cette thèse ainsi que les principaux résultats obtenus. 
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Chapitre 1 

 

                Etude bibliographique 

 

1.1 Introduction 

Cette partie est consacrée aux principaux investigations effectuées sur la convection 

(forcée, naturelle ou mixte) dans des géométries cylindriques qui sont en relation directe avec 

notre étude. 

1.2 Caractéristiques générale des écoulements entre deux cylindres concentriques 

horizontaux.   

1.2.1 Études numériques 

A. Mojtabi et J.-P.Caltagirone [1] se sont intéressés à étudier l’écoulement laminaire 

de convection mixte une fois les régimes dynamique et thermique établis, en considérant un 

écoulement laminaire avec un fluide entre deux cylindres horizontaux concentrique et 

isotherme(𝑇𝑜 < 𝑇𝑖). Les résultats numériques sont obtenus pour un nombre de Prandtl égal à 

0.7 et pour deux rapports de rayons : √2 𝑒𝑡 2  ainsi que pour plusieurs valeurs de couple                    

(Ra, Re).  L’intention est portée beaucoup plus sur la composante axiale de la vitesse W, il s’agit 

d’une part de déterminer son profil pour plusieurs valeurs de l’angle 𝜑   (angle polaire orienté 

par rapport à la verticale Ascendante) et d’autre part de préciser l’influence de Ra et de Re                   
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sur W. La composante axiale de vitesse est beaucoup plus importante près du cylindre intérieur 

pour 𝜑 ∈ ]
𝜋

2
,
3𝜋

2
[. Ce fait est d’autant plus remarqué pour les valeurs importantes de Rayleigh.  

Ce résultat physique s’explique simplement par les effets de la convection naturelle qui 

entraine une partie du fluide vers l’extérieur de certaines zones de la couche annulaire 

(𝜑 = 0𝑒𝑡 𝑟 ≃ 𝑅, 𝜑 = 𝜋 𝑒𝑡 𝑟 ≃ 1 )  et apporte du fluide dans d’autre  (𝜑 = 0𝑒𝑡 𝑟 ≃ 1, 𝜑 =

𝜋 𝑒𝑡 𝑟 ≃ 𝑅 ), il s’ensuit un débit axial important dans les premières zones et un faible débit 

dans les secondes. L’échange de chaleurs au niveau des deux cylindres n’est pas modifié par la 

présence de la composante W en effet la température ne dépend que de Ra, R et Pr. 

Le travail de O. Terhmina et A. Mojtabi [2] avait pour objet l’étude de l’écoulement 

laminaire bidimensionnel et axisymetrique de convection forcée en régimes dynamique et 

thermique non établis dans un espace annulaire. La résolution du problème a été faite par la 

méthode des différences finies du fait que le problème dynamique est découplé du problème 

thermique. Cette étude considère l’écoulement laminaire d’un fluide Newtonien incompressible 

et dilatable dans un espace annulaire entre deux cylindres concentriques et coaxiaux ; le fluide 

pénètre dans l’espace annulaire avec une vitesse uniforme  𝑊0 et à la temperature 𝜃0 comprise 

entre  𝑇𝑖 𝑒𝑡 𝑇𝑒 . Cette étude considère aussi un faible gradient de température pour lequel le 

phénomène de convection naturelle est négligeable et l’écoulement peut être considéré comme 

étant bidimensionnel et axisymétrique. L’étude a aboutie à l’obtention des champs de vitesse et 

de température pour plusieurs combinaisons du rapport de rayons, du nombre de Reynolds, et 

le nombre de Peclet. 

L’évolution axiale du profil de la vitesse axiale et celui de la vitesse radiale pour R=1.4 et                  

Re= 1250, montre que le profil de la vitesse axiale qui est uniforme à la section d’entrée se 

déforme continuellement d’une section à l’autre et tend asymptotiquement vers le profil de 

poiseuille correspond au régime dynamique établis.  

Les résultats numériques obtenus montrent que la longueur d’établissement dynamique 𝐿𝐷 croit 

quand R ou Re croit. D’autre part plusieurs combinaisons (𝜃0, 𝑃𝑒)  (𝜃0  est la température 

adimensionnelle à l’entrée de l’espace annulaire) ont été envisagée, 𝜃0 est évaluée entre 0, 0.25, 

0.4 et plusieurs valeurs de 𝑃𝑒 comprises entre 100 et 6000. D’après les résultants numériques 

obtenus, le profil de température qui est constant à la section d’entrée se déforme 

continuellement d’une section à l’autre et tend asymptotiquement vers le profil de la conduction 

pure correspondant au régime thermique établi. Il y a trois zones fluides à savoir : une zone de 

chauffage située à proximité de la paroi du cylindre interne, une zone de refroidissement située 
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à proximité de la paroi du cylindre externe et une zone centrale comprise entre les deux où le 

transfert de chaleur est faible. Au fur et à mesure qu’on s’éloigne de la section d’entrée les 

zones de chauffage et de refroidissement s’épaississent au dépend de la zone centrale qui finit 

par disparaitre au bout d’une certaine longueur. La longueur d’établissement thermique  𝐿𝑇 

comme étant l’abscisse axiale à partir de laquelle le nombre de Nusselt local au niveau des deux 

parois tend vers l’unité à 1% prés. Les résultants numériques montre que 𝐿𝑇 croit avec R et 𝑃𝑒 

et décroit avec   𝜃0. 

Cette étude a démontré aussi que dans le cas des grands nombres de Prandtl, la longueur 

d’établissement dynamique devient négligeable devant la longueur d’établissement thermique. 

Par conséquent, dans ce cas le problème thermique peut être résolu en considérant que le régime 

dynamique est établi à partir de la section d’entrée. 

Dans le travail de D.B. Fant [3], des solutions numériques et analytiques sont présentées pour 

l'instabilité d'écoulement multicellulaire dans un espace annulaire cylindrique horizontal étroit. 

Les résultats de cette étude montrent qu'une instabilité hydrodynamique multicellulaire est 

possible dans les sections verticales. Cette instabilité ne nécessite pas la présence d'une 

diffusion azimutale. Il semble que cette instabilité résulte du couplage des termes non linéaires 

avec la flottabilité. 

Dans les problèmes de l’écoulement laminaire dans un canal horizontal le mouvement 

thermo gravitationnel d’un fluide dû au gradient de température crée entre les deux plaques 

horizontales du conduit est complètement différent à l'écoulement de couette-Taylor.                    

M. T. Ouazzani et al [4] ont constaté la manifestation de deux structures transversale et 

longitudinale dans l’écoulement de base dans certain condition, lorsque les rouleaux ont leur 

axes parallèles à 𝑂𝑦, ils seront dits « tranverseaux » par rapport à l’écoulement de base qui se 

fait dans la direction (x) et seront indiqués par la suite par le symbole 𝑅⊥ ; lorsqu’ils sont 

parallèles à 𝑂𝑥 ils seront dits « longitudinaux » et leur représentation symbolique sera 𝑅∥ . Les 

auteurs ont présenté une approche numérique et expérimentale du problème de la convection 

mixte entre deux plans horizontaux à température différente, le plan inférieur est maintenu à la 

température 𝑇1 le plan supérieur à la température 𝑇2(𝑇1 > 𝑇2) les deux plans ont une longueur 

L et sont distants de H, 𝐴 =
𝐿

𝐻
 c'est le rapport de forme longitudinal. L'approche numérique 

consiste en une simulation par différences finies des équations de convection, elle est réalisée 

pour 2000 < 𝑅𝑎 < 12000 , 1 < 𝑅𝑒 < 9 et pour Pr =0.7. L’étude numérique permet de mettre 

en évidence et de caractériser l'écoulement d'air sous forme des rouleaux transversaux dus à la 
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force de gravité obtenus pour faible valeurs de Re (𝑅𝑒 < 9) et pour une large gamme de valeur 

de Rayleigh (2000 < 𝑅𝑎 < 12000) . Ces rouleaux sont entrainés par l'écoulement d'ensemble 

et disparaissent à la sortie de la cellule au fur et à mesurer que d'autres rouleaux naissent à 

l'entrée. Ainsi que ces rouleaux se déplacent avec une vitesse supérieure à la vitesse débitante 

de fluide. Cette vitesse adimensionnelle à laquelle les rouleaux sont convectés ne dépend pas 

du nombre de Reynolds par contre elle diminue quand le nombre de Ra augmente. D'autre part 

et compte tenu du caractère périodique de l'écoulement le nombre de Nusselt globale est 

indépendant du nombre de Re et de la vitesse de l’écoulement. 

L’objectif principal de l’étude de L.Yang et F. Bakhetier [5] est de quantifier les 

interactions entre la force de flottabilité et la force centrifuge due à la rotation du cylindre 

chauffé, ces interactions ont donné lieu à un écoulement tridimensionnel et déterminent les 

effets de l’écoulement secondaire qui est dû à des cellules de Taylor sur le transfert de chaleur. 

Le cylindre intérieur est considéré en rotation à une vitesse uniforme et le cylindre extérieur est 

fixe ; les deux cylindres sont isothermes (le cylindre interne plus chaud que le cylindre externe). 

La relation entre la force de flottabilité et la force centrifuge est rétablie par le rapport Gr Re2⁄ . 

Pour Gr=0 la rotation du cylindre induit l’écoulement de Couette pour une faible vitesse de 

rotation. L’instabilité rotationnelle est déclenchée à de nombre de Reynolds critique (comme 

on peut le remplacer par un nombre de Taylor Ta critique) lorsque le gradient de température 

existe dans le domaine physique, la force de flottabilité induit un écoulement qui interagit avec 

l’écoulement rotationnel qui peut retarder l’apparence de l’écoulement de type Taylor Vortex. 

Les résultats obtenus pour Gr=0, Re=0 (pas de rotation), le rapport de rayon  η = 2.6 et le 

rapport d’aspect Γ varié de 1 à 10, c’est seulement l’écoulement laminaire dominant, le champ 

d’écoulement est unidimensionnel le nombre de Reynolds critique où les vortex de Taylor se 

manifeste est égale 64 ; supérieur à 𝑅𝑒𝑐  le champ d’écoulement caractérisé par des vortex 

toroïdale qui se manifeste sous forme des cellules contra rotatifs. À Re=100 Gr=138 avec 

𝐺𝑟 𝑅𝑒2⁄ = 0.014 qui est trés petit signifie que la force centrifuge est dominante, l’écoulement 

est caractérisé par l’apparence des cellules de Taylor. Re= 100 Gr=6944 et 𝐺𝑟 𝑅𝑒2⁄ = 0.69 à 

cette valeur de Gr la force de flottabilité induit l’écoulement est forte et les effets des cellules 

de Taylor sur le transfert de chaleur ont disparu. Ainsi à cette valeur de nombre de Gr le nombre 

critique de Re où les cellules de Taylor apparentes, est plus élevé de 100. 

Ainsi J.Y. Choi et M. U. Kim [6] ont étudié numériquement une analyse de stabilité linéaire 

de l’écoulement de convection naturel (2D stable flow unicellulaire) dans un espace annulaire 
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moyen (1.2 ≤ 𝑅 ≤ 2) 𝑒𝑡 (2.0 ≤ 𝜎 =
2𝑅𝑖

𝐿
≤ 10.0) rempli d’air (𝑃𝑟 = 0.7) ; dans cette étude 

ils ont déterminé le nombre de Ra critique au- dessus duquel se manifeste l’écoulement spiral 

tridimensionnel et ont obtenu une compréhension plus claire de la convection spirale. Les 

calculs sont effectués pour 103 ≤ 𝑅𝑎 ≤ 105 .ils ont prouvé que le principe de l’échange des 

stabilités est valable. Pour 𝜎 = 10 l’écoulement unicellulaire prédominant pour le nombre de 

Ra inferieur à 2300, ainsi la valeur de nombre de Ra à laquelle l’écoulement bicellulaire se 

manifeste est supérieure à 2900. Tandis que 𝜎 = 2.5 le nombre de Ra critique est inférieur à 

celle de 𝜎 = 10 qui est égale à  𝑅𝑎𝑐 = 2195.6  

A la fin les auteurs ont déduit que les instabilités étaient dues à la formation des rouleaux 

transversaux dans la partie supérieure de l’espace annulaire qui sont principalement causées par 

l’effet de force de flottabilité, ce qui crée un écoulement spiral tridimensionnel qui se compose 

par des rouleaux contrarotatifs déjà qui sont détectés par Pow et al. [29].Ainsi une concordance 

entre les résultats analytiques [6] et expérimentaux [29] a été enregistrée. 

J.S.Yoo [7] présente une étude numérique de la convection naturelle dans un espace 

annulaire entre deux cylindres infinis concentriques et horizontaux qui sont chauffés à 

différentes températures (𝑇𝑖 > 𝑇𝑜). Dans cette étude l’auteur a examiné l’occurrence de doubles 

solutions stationnaires représentées par un écoulement ascendant et un écoulement descendant. 

Les résultats enregistrés pour 103 < 𝑅𝑎 < 2.105    ,    0,1 ≤ 𝜎 ≤ 10 et Pr = 0.7 présente deux 

types de l’écoulement différents, lorsque le fluide monte (localisé en haut de l’anneau) s’appelle 

« Ecoulement ascendant », et lorsqu’ il descend (localisé en bas de l’anneau) s’appelle 

« Ecoulement descendant ». A 𝜎 = 1.25  (un large espace annulaire) une double solution (un 

écoulement ascendant et un écoulement descendant) existent lorsque  𝑅𝑎 ≥ 𝑅𝑎𝑐. L’écoulement 

descendant composé par un petit tourbillon superposé avec le grand tourbillon, qui sont en 

contra rotation dans la partie supérieure de l’espace annulaire, le petit tourbillon se réduit en 

fonction de la diminution de Ra. Ainsi l’écoulement ascendant se compose d’un seul tourbillon 

(cellule). Pour 𝜎 dans l’intervalle 1.8 ≤ 𝜎 ≤ 8.5 (entrefer moyen), les résultats sont similaires 

à ceux d’un espace annulaire large.  

Pour un espace annulaire étroit 𝜎 ≥ 10, l’écoulement secondaire (descendant) coexiste avec 

l’écoulement ascendant lorsque 𝑅𝑎 ≥ 𝑅𝑎𝑐  où (  𝑅𝑎𝑐 = 1900) , l’écoulement ascendant est 

unicellulaire et prend une forme de croissant, l’auteur a constaté que lorsque Ra excède une 

autre valeur critique 𝑅𝑎𝑐 = 3000 , l’écoulement ascendant est multicellulaire et devient stable 
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à  𝑅𝑎 = 104 , tandis que l’écoulement persiste dans laquelle l’écoulement multicellulaire 

régulier est observé. 

M.N. Borjini et al [8] ont étudié numériquement la convection naturelle en présence du 

rayonnement dans une enceinte annulaire d’axe horizontal situé entre deux cylindres 

concentriques portés en température 𝑇𝑜 et  𝑇𝑖 (𝑇𝑖 > 𝑇𝑜) , les parois sont supposées grises, 

diffusantes en émission comme en réflexion et de même émissivité. L’enceinte est remplie d’un 

fluide newtonien et incompressible. L’influence du rayonnement contrôlée par le paramètre de 

couplage thermique   𝑅𝑐 = 𝑟𝜎𝑇𝑒
3 𝜆⁄ , les auteurs ont constaté que lorsque l’importance de 

rayonnement augmente (Rc augmente) varie de 0 à ∞ et 𝑅𝑎 = 103, 104 les centres de cellule 

convective se déplacent vers le bas. En augmentant le nombre de  𝑅𝑎 (𝑅𝑎 = 105) une cellule 

contra rotative apparait juste au dessus du cylindre intérieur, et ont conclu que le rayonnement 

stabilise l’écoulement pour 𝑅𝑎 = 103, 104 et le déstabilise pour 𝑅𝑎 =  105 qui fait apparaitre 

l’écoulement secondaire.  L’influence du paramètre de couplage sur les flux thermiques locaux 

traversant les deux parois internes et externe pour 𝑅𝑎 = 104: montre que le transfert radiatif 

uniformise les deux flux pariétaux tout en les augmentant, spécialement au niveau de la moitié 

supérieure du cylindre interne et de la moitie inferieure du cylindre externe. 

La convection naturelle dans l’espace annulaire horizontale étroit 𝜎 = 12  est étudie 

numériquement par J. S. Yoo [9] ; Pour Pr ≤ 0.2  la transition vers l’écoulement oscillatoire 

constitué à multiples cellules de même sens de rotation est résulté de l’instabilité 

hydrodynamique. Ainsi le nombre de Grashof critique à laquelle l’instabilité du régime de 

conduction se produit est diminué lorsque Pr augmente. L’effet de nombre de Pr sur la structure 

spatiale de l’écoulement est démontré pour Pr = 0.001, 0.05, 0.1 et 0.2 avec 𝑟 = 2. 104 . A 𝑃𝑟 ≈

0  des cellules sous formes des multiples cellules de même sens de rotation son distribué 

uniformément dans la partie supérieure et inférieure de l’espace annulaire. A Pr =0.001 la 

première instabilité se produit près de Φ =
π

2
 et prolongé vers le haut avec l’augmentation de 

Pr ; Lorsque Pr augment, cependant, les cellules sont décalées vers le haut et la force des cellules 

de la partie supérieure plus forte. A Pr =0.2 une nouvelle cellule contra-rotative est formée sur 

le haut de l’anneau pendant la période d’oscillation. Ainsi pour tous les cas précédents un 

écoulement multicellulaire est observé dérivées vers le bas et la vitesse du déplacement 

augmente à mesure que Pr augmente. Et on note que les résultats enregistrés montre que à Pr 

=0.001 le nombre de Grashof critique est égale à 8900 et pour Pr = 0.2 le 𝐺𝑟𝑐 = 7300.  
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Pour des valeurs de Grashof relativement petit prés de 𝐺𝑟𝑐, la région occupée par les cellules 

multiples est étroit, et les cellules sont minces. Le nombre des cellules multiples augmente avec 

l’augmentation du nombre de Grashof et la région occupée par les cellules est étendue sur tout 

l’anneau. A Pr = 0.3, les instabilités hydrodynamiques et thermiques sont coexistes ainsi un 

multiple écoulement oscillatoires caractériser par des cellules dans la partie supérieure de 

l’anneau est apparait après le seuil de l’instabilité. Ainsi, les résultats montrent que la première 

instabilité pour Pr = 0.3 est thermique, seulement l’écoulement stable avec une cellule 

contrarotative dans la partie supérieure de l’anneau est établi lorsque le cylindre intérieur 

chauffé, est thermiquement instable à Gr=7000 correspond à Ra=2100. Lorsque Gr est plus 

élevé l’instabilité secondaire apparait à 𝐺𝑟 ≥ 8000  est hydrodynamique, l’écoulement se 

compose par multiple cellule de même sens de rotation dans la section verticale de l’anneau et 

une ou plusieurs cellules contrarotative dans la partie supérieure. Les multiples cellules subites 

à un fort mouvement oscillatoire. Cependant, le nombre de cellule et la taille de la région 

occupée par les cellules sont augmentés avec l’augmentation de Gr. Ainsi des mouvements 

chaotiques sont développées à𝐺𝑟 = 2. 104  𝑒𝑡 𝐺𝑟 = 3. 104.   

La convection mixte turbulente dans un espace annulaire horizontale entre deux 

cylindres est étudiée par M. Ichar et Y.Hsiung Hsu [10]. Le cylindre extérieur a une 

température relativement inférieure à celle du cylindre interne qui est en rotation, cette étude 

basée sur l’effet de nombre de Reynolds et le nombre de Rayleigh(107 ≤ 𝑅𝑎 ≤ 1010 ;  0 ≤

𝑅𝑒 ≤ 105 ; 𝑃𝑟 = 0.7 𝑒𝑡 𝑅 = 2.6). A cause de la rotation du cylindre intérieur la convection 

forcée influe sur la structure de l’écoulement et le champ de la température aux différents 

nombre de Reynolds. A  𝑅𝑎 = 108 , avec l’augmentation de Re la structure du champ 

d’écoulement principal crée une plume thermique qui se penche d’un côté, avec une diminution 

de l’épaisseur de la couche limite thermique le long du cylindre intérieur. Lorsque Re 

dépasse  105, la séparation de l’écoulement diminue et se produit des circulations concentriques 

qu’il démontre que la force centrifuge domine, la structure de l’écoulement devient plus 

importante autours du cylindre intérieur. 

L’effet de l’augmentation du nombre de Ra pour Re =104 , fait apparaître l’augmentation de la 

turbulence de l’énergie et de la viscosité. Un large gradient de température devient plus élevé 

se traduit par l’augmentation du flux de chaleur local autour du cylindre intérieur et extérieur 

qui montre que l’effet de la convection due par la force de flottabilité est plus important que la 

convection causée par la force centrifuge. 
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L’objectif de l’étude présenté par J. S. Yoo [11] est d’examiné l’effet de l’écoulement 

forcé qui est induit par la rotation du cylindre extérieur sur l’écoulement de base ; et la transition 

entre les différents types de régimes. Le fluide est confiné dans un espace annulaire entre deux 

cylindres concentriques infinis et horizontaux qui sont maintenus à une température uniforme 

(𝑇𝑖 > 𝑇𝑒) tandis que le cylindre interne est fixe, le cylindre externe tourne dans le sens contraire 

des aiguilles de la montre avec une vitesse de rotation (Ω) faible et uniforme. Les résultats sont 

obtenus pour diverse combinaisons de Ra, Re et 𝜎 dans la gamme de 𝑅𝑎 ≤ 5. 104;  𝑅𝑒 ≤

1500 𝑒𝑡 0.5 ≤ 𝜎 ≤ 5 avec Pr=0.7. A faible valeur de Ra (Ra=1000), le champ d’écoulement 

est induit par la force de flottabilité, deux tourbillons se manifestent sous forme de rein 

symétriques par rapport à l’axe verticale Φ = 0, cette symétrie se fracture quand le cylindre 

externe est en rotation. Pour 𝜎 = 2, et à faible nombre de Re=100 deux tourbillons symétriques 

sont créés par la force de flottabilité, par contre à Re=300 les tourbillons commencent à se 

dissiper due à la convection forcée, au-delà d’une certaine valeur critique Re=400, les 

tourbillons commencent à disparaitre et se dessoudent complètement à 0 < Φ < 𝜋  

Les mécanismes de formation ou de disparition des rouleaux sont bien étudiés par                     

P. Cadiou et al [12] pour l’écoulement de convection naturelle entre deux cylindres 

horizontaux isotherme (le cylindre interne étant plus chaud que le cylindre externe) et 

coaxiaux de faible rapport des rayons(𝑅 ≤ 1.2), les auteurs montre que l’écoulement perd sa 

stabilité à travers une bifurcation imparfaite, chaque branche de bifurcation caractérise par un 

sens de vitesse dans le plan de symétrie. L’étude a mis en évidence l’existence d’un seuil 

critique au-delà duquel deux types de structures convectives stable existent. Ainsi que le 

processus de formation des rouleaux au sommet de la cavité annulaire se développe lorsque 

le nombre de Rayleigh est augmenté de 1790 à 3000 (la première branche de bifurcation). 

Avant le point de bifurcation, l’écoulement de base est unicellulaire et la concurrence entre 

les forces de poussées et les forces d’inertie est plus importante dans la partie supérieure de 

l’espace annulaire où le gradient de température est colinéaire au vecteur de gravité. Ainsi, un 

petit rouleau peut se développer dans cette zone de faible vitesse par séparation du rouleau de 

l’écoulement de base, ce rouleau secondaire et le rouleau de l’écoulement de base sont co-

rotatifs. Entre ces deux rouleaux s’étend progressivement une zone stagnante, due aux forces 

de viscosité, lorsque le nombre de Rayleigh augmente. Dans cette zone inter-rouleaux co-

rotatifs, un nouveau rouleau apparait : il est naturellement contra-rotatif aux deux rouleaux 

l’encadrant. Lorsque le nombre de Ra augmente encore, le processus se répète avec une 

seconde séparation du rouleau de base avec un pincement dans sa partie supérieur qui donnera 
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naissance au deuxième rouleau co-rotatif. Tandis que la disparition des rouleaux est comme 

suit : à Ra=3000 on observe trois rouleaux sommitaux, tous contra-rotatifs entre eux. Cet 

écoulement a été obtenu en augmentant le nombre de Ra de Ra=0 à Ra=3000 et en partant 

d’un écoulement thermiquement perturbé. Lorsque le nombre de Ra est diminué, le rouleau 

adjacent au rouleau de l’écoulement de base se trouve écrasé, puis fini par disparaitre.  

J. S. Yoo [13] étudié numériquement les profils d’écoulement et les phénomènes de bifurcation 

pour les fluides ayant un nombre de Pr dans la gamme de 0.3 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 1  dans un espace 

annulaire large 
Di

L
= 2. En constatant que lorsque Ra dépasse une valeur critique, deux types 

d’écoulement appelé « flux descendant » et « flux ascendant» qui sont caractérisé par la 

direction de l’écoulement de fluide dans le haut de l’espace annulaire sont réalisé selon les 

conditions initiales, et deux types de phénomène de bifurcation sont observés qui dépendent du 

nombre de Prandtl. Pour des fluides ayant 0.3 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 0.5, le développement transitoire des 

écoulements après le chauffage impulsif du cylindre interne produit un écoulement descendant. 

A 0.6 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 1, l’écoulement descendant n’a pas été obtenu à partir de la condition initiale 

zéro. Au début de l’instabilité de l’écoulement ascendant, une zone stagnante est formée dans 

la partie supérieure de l’espace annulaire. A 0.3 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 0.4  les deux transitions du 

l’écoulement descendant vers l’écoulement ascendant et l’inverse se produisent. Pour 0.5 ≤

𝑃𝑟 ≤ 1, cependant seule la transition de l’écoulement vers le bas à l’écoulement vers le haut se 

produit avec une diminution de Ra. Ainsi, lorsque Pr augmente, le nombre de Rayleigh critique 

au-dessus du quelle. Les deux flux ascendant et descendant existent est diminué. 

Pour faible valeur de Pr les caractéristiques de l’écoulement sont très différentes, pour 

cela l’étude de J.S. Yoo [14] est abordée sur l’effet de nombre de Pr sur la transition de 

écoulement de convection naturelle dans un espace annulaire horizontal avec 𝜎 = 0.5 et le 

nombre de Pr est dans l’intervalle 0.01 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 1. Le phénomène de transition peut être résumé 

comme suit : A 𝑃𝑟 ≤ 0.2 un écoulement multicellulaire est observé à nombre de Ra élevé après 

chauffage impulsif du cylindre interne, la solution est unique, d’où l’écoulement bicellulaire 

pour Pr=0.2 consiste en un tourbillon contrarotatif dans la partie supérieure de l’espace 

annulaire situé au-dessus d’un grand tourbillon. Pour 0.3 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 1, cependant les deux types 

d’écoulement unicellulaire et bicellulaire stables existant au-dessus d’un certain nombre 

critique de Rayleigh. Ainsi la transition de l’écoulement unicellulaire vers l’écoulement 

bicellulaire n’a pas été observée, par contre la transition de l’écoulement bicellulaire vers 

l’écoulement unicellulaire se produit avec la diminution de Ra. Sachant que dans cette étude 
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avec 𝜎 = 0.5 le nombre de Ra critique au –dessus du quelle les deux écoulements unicellulaire 

et bicellulaire existants diminue lorsque Pr diminue. 

J. S. Yoo [15] étudié numériquement la convection naturelle dans un espace annulaire 

étroit pour un fluide de Pr =0.4. Les calculs ont été effectué pour un espace annulaire de 
𝐷𝑖

𝐿
=

12, 𝐺𝑟 ≤ 8. 104. Dans un anneau étroit horizontal avec un cylindre interne chauffé, il y a deux 

mécanismes d’instabilités présentes dans l’écoulement. L’une est l’instabilité thermique de 

Rayleigh Bénard, qui fonctionne sur la partie supérieure de la région thermiquement instable, 

et l’autre et l’instabilité hydrodynamique entrainé par le cisaillement près de la section vertical. 

L’instabilité hydrodynamique a été observée à de faibles valeurs de Pr sous forme des cellules 

en rotation dans le même sens [3] et l’instabilité thermique à haute Pr sous forme des cellules 

en contra-rotation [7]. A la valeur intermédiaire du nombre de Prandtl, les deux mécanismes 

d’instabilité peuvent être coexistent. En conséquence, cette étude a observé des schémas 

d’écoulement multicellulaire très complexe et des phénomènes de transition intéressants pour 

Pr=0.4. Le champ d’écoulement après le début de l’instabilité du régime de conduction se 

compose de cellules de forme de carré au-dessus de l’espace annulaire et d’une ou plusieurs 

cellules rotatifs similaires (des cellules de même sens de rotation) dans la section verticale. 

Lorsque Gr augmente à partir de la valeur du régime de conduction, la transition de la structure 

de l’écoulement montre une augmentation progressive du nombre de cellules.  

J. Mizushima et al [16] ont été les premiers à tenter une détermination rigoureuse de la 

transition de la convection naturelle auprès du point de bifurcation, et confirment que les 

solutions duales étaient dues à une bifurcation transcritique imparfaite. Les diagrammes de 

bifurcation des solutions stables sont obtenus par la méthode de Newton-Raphson’s pour 

diverse valeur de 1 ≤ 𝜎 ≤ 20 et 𝑅𝑎 ≤ 5000. 

Islam et al [17] ont effectué des études numériques et expérimentales sur le transfert de 

chaleur de convection mixte laminaire dans un espace annulaire horizontale entre deux 

cylindres concentriques en utilisant de l’air et de l’eau. L’étude numérique a été menée avec les 

paramètres suivants : 

 104 ≤ Ra ≤ 108;  200 ≤ Re ≤ 1000;  1.5 ≤ R ≤ 10   et  0.7 ≤ Pr ≤ 5.42. Lorsque le fluide 

se déplace de l’entrée, la force de flottabilité est devenue plus forte et influe sur le champ de 

température à la moitie supérieure, ce qui a provoqué une déformation notable, les résultats ont 

aussi montré l’influence de nombre de Ra sur l’écoulement secondaire. Le profil de vitesse 
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axiale et le transfert de chaleur ont démontré que l’écoulement secondaire est plus intense dans 

la partie supérieure que la partie inférieure. Ainsi la relation entre le nombre de Nu et le nombre 

de Pr est une relation inverse c-à-d l’augmentation de nombre de Pr a fait diminué le nombre 

Nusselt.   

C. Lung Yeh [18] l’étude numérique du champ thermique de l’écoulement soumis à 

une convection laminaire naturelle dans un espace annulaire entre deux cylindres concentriques 

horizontaux avec des extrémités ouvertes. Compte tenu des conditions thermiques qui 

sont spécifiées en termes de propriété de flux de chaleur pour la surface du cylindre intérieur et 

la surface du cylindre extérieur traitée par deux cas isothermique et adiabatique. Les résultats 

enregistrés dans cette étude démontrent que l’écoulement secondaire pour le cas adiabatique est 

plus fort que le cas isothermique et évolue dans le sens contraire de la zone de circulation, au 

moment que la température de surface de cylindre intérieur démunie vers le plan de sortie dans 

le cas adiabatique et reste constante dans le cas isothermique. 

Joo- Sik- Yoo [19] étudié numériquement les caractéristiques de l’écoulement de 

différents fluides  0,2 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 1 confiné entre deux cylindres concentriques horizontaux où la 

surface du cylindre interne chauffée par un flux de chaleur « Q » constant et le cylindre externe 

maintenu à une température 𝑇0constante avec un rapport de rayon R=2. Pour Pr = 0.7 double 

solutions existe : pour une valeur de Ra supérieur à sa valeur critique (𝑅𝑎 ≥ 5700 ) soit 

l’écoulement ascendant ou l écoulement descendant existent, à  𝑅𝑎 ≤ 5600 seul l’écoulement 

ascendant existe. 

La distribution de l’écoulement ascendant et l’écoulement descendant à la région supérieur de 

l’espace annulaire (Φ < 90°) sont significativement différents. Dans l’écoulement ascendant, 

le maximum de la température sur le cylindre interne et le maximum de flux de chaleur sur le 

cylindre externe situés au point supérieur de l’espace annulaire (Φ = 0) ; ainsi le nombre 

Nusselt moyen 𝑁𝑢
̅̅̅̅  pour l’écoulement descendant est plus grand que le nombre Nusselt Moyen 

𝑁𝑢
̅̅̅̅  de l’écoulement ascendant. Pour Pr =0.2 l’écoulement descendant naitra après 

l’échauffement du cylindre interne à 𝑅𝑎 = 5. 104, l’écoulement ascendant qui se compose d’un 

tourbillon sous forme de croissant se manifeste en premier avant l’écoulement descendant crée 

avec un petit tourbillon contra rotative attaché au cylindre intérieur qui croit (soit en taille et en 

force) à la région supérieure de l’anneau. En conclusion l’écoulement descendant se produit par 

la combinaison des effets des instabilités thermiques et hydrodynamique et qui dépend de Pr et 
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de la force de l’instabilité thermique au sommet de l’anneau et il dépend de la différence de 

température entre les deux parois.      

L’étude de G. Petrone  et al [20] est motivée par la nécessité de l’obtention du 

diagramme de bifurcation et une carte de structure d’écoulement dans le plan (Ra, R)  pour un 

écoulement de convection naturelle dans un espace annulaire cylindrique horizontal rempli 

d’air a été étudié numériquement pour un rapport de rayon dans l’intervalle de 1.2 ≤ 𝑅 ≤ 3 et 

𝑅𝑎 ≤ 104. D’après les diagrammes de bifurcation dans le plan (Ra, R) des comportements 

d’écoulements complexes sont signalés, surtout pour les petits rapports de rayon où les solutions 

sont fortement modifiées par des petites augmentations de Ra, ces transitions sont prouvées, 

produites par des perturbations brisant la symétrie autour du plan vertical du cylindre. Ainsi les 

différents modèles d’écoulement ont été examinés et une carte de différentes structures des 

écoulements possibles sont présentées dans le plan (Ra, R) qui pour la première fois, la 

multiplicité des solutions et des modèles d’écoulement ont été clairement établis et décrits.   

N.A.Roschina et al [21] ont considère un problème de convection d’un gaz Pr=0,7 dans 

un système de cylindres coaxiaux horizontaux avec une production de chaleur interne (Q). Les 

deux parois sont maintenues aux différentes températures. Le problème étudié numériquement 

[coordonnées (R, 𝜃)avec 𝜃 tournent dans le sens contraire des aiguilles d’une montre]. Ils ont 

constaté que le comportement du système dépend essentiellement de trois paramètres, y 

compris  𝜎 =  
𝐷𝑖

𝐿
 le rapport entre le diamètre intérieur du cylindre et la largeur de l’espace 

annulaire, le nombre de Ra et le nombre de Ra modifié 𝑅𝑎𝑇  qui décrit la production de 

chaleur 𝑅𝑎𝑇 = 
𝜌𝑔𝛽𝐿3𝑇0𝑞

𝜇𝛼
, ils ont démontré que, selon les paramètres d'un problème, il existe 

deux différentes distributions de courants bidimensionnels avec un et deux vortex. A cause de 

l’absence d’une source de chaleur interne l’écoulement se compose par un vortex, lorsqu’ il 

existe une source de chaleur deux vortex se manifestent. 

M. C. Kim et C. K. Choi [22] ont étudié théoriquement le début de l’instabilité dans un 

écoulement de Couette développé après le démarrage impulsif d’un cylindre interne avec une 

vitesse de rotation constante, Ainsi le cylindre externe maintenu fixe. En utilisant la théorie 

linéaire. Il est bien connu qu’il existe un nombre de Taylor critique 𝑇𝑎𝑐 auquel les tourbillons 

de Taylor apparaissent entre deux cylindres concentriques, aux  𝑇𝑎 > 𝑇𝑎𝑐 les vortex de Taylor 

se produisent à un certain temps. Dans cette présente étude, le temps critique 𝑡𝑐 représente le 

début de cette instabilité initiale qui se développe ensuite sous forme de tourbillons toroïdaux 

est analysé à l’aide de la théorie de la propagation. 
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A. M. Al-Amiri et K. M. Khanafer [23] ont examiné  une étude numérique de la convection 

mixte en double diffusion  dans un espace annulaire entre deux cylindres horizontaux et 

bidimensionnels, Le cylindre extérieur a été mis en rotation dans le sens contraire des aiguilles 

d’une montre pour introduire l'effet de convection forcée, tandis que le cylindre interne est fixe, 

la convection mixte double-diffusive est maintenue. En prenant le cylindre intérieur comme 

paroi chauffée (𝑇𝑖 > 𝑇𝑜) , ainsi les parois des cylindres sont maintenues à concentration 

uniforme (𝐶𝑖
′ > 𝐶𝑜

′ ) . Les paramètres de control sont les suivants :                                                           

0.01 ≤ 𝐿𝑒 ≤ 10, 103  ≤ 𝑅𝑎 ≤ 105, −15 ≤ 𝑁 ≤ 15 𝑒𝑡   0.7 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 10 

Lorsque le nombre de Re est porté à 10 puis à 25 la convection est de type convection mixte, 

l’ensemble d’observations ci-dessus deviennent plus prononcées. L’augmentation de vitesse de 

rotation Re=100 détruit la présence des tourbillons qui disparaissent complètement à Re=150 

où l’écoulement subit au régime de convection forcée ce qui est attribué à la domination de la 

rotation mécanique sur le mouvement d’écoulement, et les lignes de courant deviennent 

semblables au modèle classique de couette par formation des anneaux circulaires autour du 

cylindre interne. Les isothermes à grande vitesse de rotation, portent les caractéristiques de 

diffusion et indiquent par la présence de stratification thermique dans la direction radiale.  

Ainsi le taux de transfert de chaleur et de masse a été examiné en fonction de nombre de Lewis.                          

Les résultats obtenus montrent que pour les nombres de Reynolds de rotation élevée tend à 

diffuser le flux de convection thermique, ce qui entraine la formation des isothermes 

concentriques En outre, à des valeurs élevées de Lewis une amélioration significative de taux 

de transfert de masse est remarquée, alors qu’elle a un impact insignifiant sur le transfert de 

chaleur. 

M. A. Teamah [24] a effectué une étude numérique de la convection mixte laminaire à 

double diffusion dans un espace annulaire horizontal, où la convection à double diffusion se 

réfère aux problèmes dans lesquelles l’écoulement de fluide est induit par la présence 

simultanée de deux composants diffusifs, il s’agit de la différence de température et de la 

concentration. En considérant deux longs cylindres horizontaux concentriques et ces derniers 

sont maintenus à des températures et concentrations différentes de                                     

𝑇𝑖, 𝐶𝑖  𝑒𝑡 𝑇𝑜 , 𝐶𝑜 (𝑇𝑖 > 𝑇𝑜) 𝑒𝑡 (𝐶𝑖 > 𝐶𝑜 ). Le gradient de température génère la force de diffusion 

thermique naturelle et le gradient de concentration génère la force de diffusion solutale  

naturelle, le cylindre interne est en rotation dans le sens inverse des aiguilles d’une montre pour 

créer la convection forcée, d’autre part le cylindre externe est considéré comme fixe, en 

supposant que l’écoulement dans l’espace annulaire est Newtonien, bidimensionnel, stable et 
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laminaire. Différentes analyses ont été effectuées pour expliquer les effets des nombres 

thermiques de Rayleigh et de Lewis sur le problème étudié. Tous les résultats ont été réalisés 

avec 𝑃𝑟 = 0.7, 𝑅𝑒 = 100 𝑒𝑡 𝑅 = 0.5 le nombre de Lewis est dans la gamme de 0.1 ≤ 𝐿𝑒 ≤

10 et le nombre de Ra thermique est varié dans l’intervalle102 ≤ 𝑅𝑎𝑇 ≤ 106. A nombre de 

𝑅𝑎𝑇 élevé, la convection naturelle est dominée. A  𝑅𝑎𝑇 = 106, les lignes de courant montrent 

que l’écoulement se compose de deux cellules. Les deux cellules sont symétriques dans toutes 

les conditions, le nombre moyen Nu et de Sh augmente si le nombre de 𝑅𝑎𝑇 ou la valeur absolu 

de N augmente. Ainsi les études [23] et [24] sont en bon accord sur l’effet de nombre de Lewis 

sur les valeurs moyennes des nombres de Nu et Sh. L’augmentation du nombre de Sh est vive 

à mesure que Lewis est augmenté (régime de transfert masse domine). Au contraire le nombre 

de Nu montre un léger plongeon et assume alors une valeur asymptotique avec l’augmentation 

de Lewis. 

 T.Adachi et S.Imai [25] ont effectué une analyse de stabilité linéaire tridimensionnelle 

de la convection naturelle de l'air (Pr = 0.71) dans un anneau horizontal entre deux cylindres 

concentriques en utilisant une méthode d'éléments spectraux, les cylindres sont maintenus à des 

températures 𝑇𝑖  𝑒𝑡 𝑇0  (< 𝑇𝑖  ), ils ont évalué le nombre critique de Rayleigh où la convection 

bidimensionnelle perd la stabilité aux perturbations tridimensionnelles sur une large gamme du 

rapport de rayon  (1 ≤ 𝐴 ≤ 20) . On constate que le mode d'instabilité qui déstabilise les 

échanges de convection de base est de trois modes différents (i) pour 1 ≤ 𝐴 ≤ 1.6,  la 

convection en forme de croissant bifurque en convection tridimensionnelle stable asymétrie 

dans le plan central vertical, (ii) 1.7 ≤ 𝐴 ≤ 2.2, la convection en forme de croissant bifurque 

en une forme oscillatoire tridimensionnelle asymétrie dans le plan vertical, et (iii) 𝐴 ≥ 2.3,  la 

convection en forme de croissant bifurque vers une convection tridimensionnelle stable avec 

une symétrie dans le plan vertical 

D. Angeli et al [26] ont examiné les principaux résultats concernant la dynamique de 

transition de l’écoulement de convection naturelle dans l’espace annulaire horizontale entre 

deux cylindres coaxiaux avec température imposée en surface (𝑇𝑖 > 𝑇𝑜) ; selon la figure 1.1  

ci-dessous, différente type de l’écoulement identifié en fonction de nombre de Nusselt qui varie 

avec le nombre de Ra et R. 



Chapitre 1                                           Etude Bibliographique                            
 

 
17 

 

Figure 1.1 : Diagramme des caractéristiques d’écoulement et de chaleur dans un anneau 

horizontal en fonction de R et RaH, de la référence [26]. 

A faible valeur de Ra l’écoulement est de type pseudo-diffusif (PD) et le processus de 

transfert de chaleur type conduction qui domine dans tous l’entrefer et, en tant que tel, est une 

fonction de R uniquement. Un tel régime persiste tant que l'écart annulaire et / ou la différence 

de température entre les deux cylindres sont suffisamment petits. Une faible circulation induit 

par faible gradient de température est caractérisée par deux cellules contra rotative symétriques 

prennent des formes différentes selon la valeur de R ; pour les petits nombre de R (étroit anneau) 

les cellules ayant une forme de croissant, tandis que pour large rapport de rayon R ils prennent 

une forme de rein. 

A des valeurs de Ra élevées, l’écoulement est de type couche limite, Pour ce régime 

d'écoulement Le taux de transfert de chaleur moyen est en fonction à la fois de Ra et de R. Ainsi 

le champ de l’écoulement est divisé en cinq régions physiquement distinctes comme 

représentées, dans la figure 1.2 ci-dessous par M.C. Jischke et M. Farshchi [27] : une couche 

limite mince intérieure développée autour du cylindre intérieur dans laquelle domine les forces 

de flottabilité et les forces visqueuses. Ainsi cette couche mince donne naissance à une plume 

dans la région supérieure de l’espace annulaire, elle est entraînée par des forces de flottabilité, 

pour large valeur de « R » la dynamique de la plume est le phénomène principal pour la 

transition à l’écoulement turbulent. Le long de la surface du cylindre extérieur le fluide descend 

formant une seconde couche limite c’est la couche limite mince externe sur le cylindre 

extérieur, dans laquelle dominent les forces de flottabilité et les forces visqueuses.  

Région stagnante : au-dessous du cylindre le fluide stratifié est stable et principalement 

stagnant, ici, les forces de flottabilité freinent le mouvement du fluide, et le transfert de chaleur 

se fait en grande partie par conduction.  
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Région centrale : une région adiabatique et non-visqueuse délimitée par les quatre régions 

précédentes caractérisée par la recirculation du fluide. 

 

Figure 1.2 : les différentes régions d’écoulement dans un anneau horizontal, de la 

référence [27] 

Dans la région intermédiaire entre les régimes de pseudo-diffusion et de couche limite 

[26], l'écoulement est à nouveau une fonction forte à la fois de Ra et R. Lorsque Ra augmente, 

les régimes cellulaires constants du régime pseudo-diffusif se transforment en divers types 

d'écoulement, en fonction du rapport d'aspect R, et aussi le nombre de Prandtl. L'identification 

des régimes d'écoulement possibles dans cette «région de transition» est un problème majeur 

dans l'étude de l'écoulement flottant dans un anneau horizontal. 

L’objectif de l’article de Y-R. Li et al [28] c’est étudié numériquement par la méthode 

du volume fini la convection naturelle de l'eau froide près de sa densité maximale entre deux 

cylindres horizontaux. Le rapport de rayon des cylindres concentriques horizontaux varie de 

1.2 à 2.0 et le paramètre d'inversion de densité de 0 à 1. Les parois interne et externe de l'anneau 

horizontal sont maintenues isothermes à des températures uniformes constantes. Les résultats 

montrent que le modèle d'écoulement dépend principalement du paramètre d'inversion de 

densité et du nombre de Rayleigh. Pour un écoulement en régime permanent, le champ de 

l’écoulement et de température est toujours symétrique par rapport à l'axe vertical pour tout 

paramètre d'inversion de densité. La formation de petites cellules en haut ou en bas de l'anneau 

est attribuée à l'instabilité de Rayleigh-Bénard. À faible paramètre d'inversion de densité, les 

cellules de Bénard apparaissent près du sommet de l'anneau, et elles apparaissent également 

près du fond de l'anneau pour un paramètre d'inversion de grande densité. La largeur de l'anneau 
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a une légère influence sur la structure de l'écoulement. Cependant, le nombre de cellules de 

Bénard diminue avec l'augmentation du rapport des rayons. 

Lorsque l’écoulement passe à l'état oscillatoire, le champ de l’écoulement et de 

température devient asymétrique. En outre, le gradient vertical de densité inverse au sommet 

de l'anneau et le gradient de densité horizontal au centre de l'anneau joue le rôle principal pour 

la formation d'un écoulement oscillatoire à paramètre d'inversion de densité faible et modéré, 

respectivement. Mais le gradient de densité verticale au sommet de l'anneau et le gradient 

horizontale de densité au milieu de l'anneau travaillent ensemble pour l'écoulement oscillatoire 

à un grand paramètre d'inversion de densité. 

1.2.2 Études expérimentales 

Les différents régimes d’écoulement dans la région de transition ont été étudié 

expérimentalement par Pow et al [29], où dans leur étude ont identifié une description complète 

des différent régimes d’écoulement dans un espace annulaire en fonction du rapport de rayon 

R et le nombre de Ra pour un espace annulaire rempli d’air. Les résultats enregistrés ont été 

résumés dans le schéma ci-dessous (figure 1.3) le graphique montre les régions où se produisent 

les différents type d’écoulement, d’où on observe un écoulement bidimensionnel unicellulaire 

stable à faible valeur du nombre de Ra, Ainsi ; lorsque le nombre de Ra augmente au-dessus 

d’une valeur critique, différents régimes d’écoulement instationnaires se produisent en fonction 

du rapport de rayon R :  

Pour 𝑅 > 1.71 (large espace annulaire) une transition directe a été observée qui se compose par 

des tourbillons sous forme de croissant autour de l’axe horizontal des cylindres, qui apparaissent 

lorsque le nombre du Ra dépasse une valeur critique d’environ 105. Pour un espace annulaire 

modéré  (1.24 > 𝑅 > 1.71) un écoulement 3D spiral a été détecté après le point de transition, 

ce mouvement spiral des particules de fluide était le résultat de la combinaison des tourbillons 

en forme de croissant manifestés sur le plan transversal avec l’ensemble des rouleaux 

contrarotatifs qui se développent dans la direction axiale, générés par une instabilité de type 

Rayleigh Bénard. Finalement pour un espace annulaire étroit (𝑅 > 1.24)  un écoulement 

unicellulaire a été observé qui se transforme en multicellulaire. 
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Figure 1.3 : Catégorisation des modèles d'écoulement dans les anneaux cylindriques 

concentriques horizontaux, de la référence [29]. 

Les résultats expérimentaux obtenus avec l’air par M. T. Ouazzani et al [4] montrent 

une structure de l’écoulement sous forme des rouleaux transversaux pour faible nombre de Re 

et de rouleaux longitudinaux apparaissent pour des nombres de Re plus élevés. Ces rouleaux ne 

se déplacent pas mais tournent autour de leur centre deux à deux contrarotatifs. Leurs traces des 

sections normales à la direction de l'écoulement est périodique en raison du mouvement 

héliocoïdale du fluide. Le dispositif expérimental ne permet pas de visualiser cet écoulement 

alors il est tridimensionnel. En conclusion la structure transversale de l'écoulement devient 

complètement longitudinale lorsque Re est supérieur de sa valeur critique. 

M. Naimi et al [30] ont étudié expérimentalement et analytiquement la structure des tourbillons 

de Taylor en la présence et en absence d’écoulement axial dans un espace annulaire horizontale 

entre deux cylindres où le cylindre intérieur en rotation et plus chaud que le cylindre extérieure 

qui est fixe. L’étude expérimentale a été menée avec un fluide à caractère rhéo-fluidifiant au-

delà du seuil d’écoulement et thermo-dépendant, le choix s’est porté sur une solution aqueuse 

d’un acide acrylique. Ce gel possède les propriétés d’être réversible, transparent, non toxique 

et peut garder son homogénéité sous l’action des grandes déformations. Afin de séparer les 

différents régimes d’écoulement une technique de visualisation a été utilisée ; Celle-ci consiste 

en l’adjonction de paillettes d’aluminium au fluide.     

Dans le cas de l’écoulement de couette pur, ont constaté qu’au-delà d’un nombre de Taylor 

critique, les structures tourbillonnaires prennent naissance aux deux extrémités du dispositif. 

En augmentant le nombre de Taylor, ces structures occupent progressivement toute la longueur 

de l’espace annulaire. L’apparition des tourbillons est retardée dans le cas où un débit axial est 

imposé. Le remplissage de l’espace annulaire se fait alors progressivement vers l’amont, pour 

les nombres de Taylor croissants. Ainsi l’étude de la stabilité hydrodynamique a été complétée 
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par celle du champ des vitesses ; pour l’écoulement de poiseuille pur, l’influence du débit axial 

sur la zone d’iso-vitesse a été mise en évidence, elle subit un rétrécissement au fur et à mesure 

que celui-ci croit. Pour l’écoulement de Couette – Poiseuille, cette zone disparait totalement 

lors de la mise en rotation du cylindre intérieur. La vitesse augmente au voisinage de la paroi 

tournante, là où existent des valeurs élevées du taux de cisaillement, 

Ainsi M. T. OUAZZANI et al [31] ont réalisé une étude expérimentalement par 

anémométrie laser pour déterminer les conditions d’apparition de la convection mixte sous 

forme de rouleaux transversaux ou longitudinaux dans un canal, le canal de mesure est constitué 

de deux plaques, les plaques sont rendus séparément isothermes aux températures(𝑇1 > 𝑇2). 

Les expériences sont effectuées pour des nombres de Re et nombre de Ra dans le domaine 

0,03 < 𝑅𝑒 < 3,3 et𝑅𝑎 ≤ 4700. Utilisant l'eau comme fluide d'étude. A la figure ci-déssous 

une schématisation des différents types d'écoulement pouvant exister dans le canal. Ainsi 

l'écoulement de base de poiseuille (région I) donne par une augmentation de Ra. Une structure 

de type 𝑅⊥  (région II) ou 𝑅∥  (région III). En résume lorsque le nombre de Reynolds 

caractérisant la vitesse moyenne de l'écoulement de poiseuille inférieur à 0,6 et 𝑅𝑎 = 1730 la 

forme des rouleaux tranverseaux  𝑅⊥ seulement existent. Par contre à Re > 0,6 et 𝑅𝑎𝑐 =  1840 

les instabilités thermo convectifs sous la forme longitudinale 𝑅∥ apparaissent. En conclu que  

𝑅𝑎∥
𝑐 > 𝑅𝑎⊥ 

𝑐 (𝑅𝑒) où le nombre de Rayleigh critique 𝑅𝑎𝑐 égale à 1730 lorsque Re= 0 et avec 

l'augmentation de nombre de Re jusqu'à l'apparence des rouleaux longitudinaux 𝑅∥  à                      

𝑅𝑎∥
𝑐 = 1840. 

  

Figure 1.4 : Transition entre différents types d’écoulements observés. (I) Ecoulement de 

Poiseuille. (II) Structure de type𝑅⊥, (III) Structure de type 𝑅∥, (IV) 𝑅⊥, ou  𝑅∥ suivant les 

conditions initiales. (V) Superposition de  𝑅⊥ et de 𝑅∥. Les flèches indiquent le sens des 

transitions observées, de la référence [31]. 
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L'écoulement hélicoïdal qui a lieu dans l'espace annulaire entre deux cylindres 

concentriques où le cylindre interne est en rotation, est une superposition de (a) un écoulement 

axiale Poiseuille et (b) l’écoulement de Couette en rotation. Dans ce type de l’écoulement des 

instabilités hydrodynamiques dues aux vortex de Taylor peuvent se produire au-dessus d'une 

valeur critique de la vitesse angulaire du cylindre en rotation. Dans un système monophasé la 

forme de ces vortex dépend des nombres de Taylor et de Reynolds axiaux. Pour cela, R. Hubacz 

et S. Wroński [32] Examinent expérimentalement l’écoulement de C-T pour des systèmes à 

deux phases, en particulier pour la dispersion de deux liquides non miscibles, En utilisant l'eau 

et une solution aqueuse de glycérine comme fluide de travail et en utilisant de Nitrogen comme 

phase gazeuse confinés entre deux cylindres horizontaux en rotation. Dans cette étude ont mis 

en évidence l'effet de trois types de force qui influent sur le mouvement des bulles de gaz dans 

l'appareil expérimental, à savoir : la gravitation, la centrifugation et l'interaction entre les phases 

(la force de traînée).  

Il est possible d'identifier deux zones distinctes dans l'espace annulaire horizontal de l'appareil 

expérimental selon la direction de la force de flottabilité (gravité) et la force de traînée (due à 

la rotation) comme indiqué par '' L '' et '' P ' ' (Fig. 1). Dans la zone «P», les forces de flottabilité 

et de traînée agissent dans la même direction. Dans la zone «L», ces forces agissent dans des 

directions opposées. 

 

 

Figure 1.5 : Dispositif expérimental : 1- membrane, 2- tube en plexiglas transparent, 3- rotor, 

4- espace annulaire. De la référence [32] 

L'effet de la vitesse de rotation sur le mode d'écoulement à deux phases peut être expliqué de 

manière générale pour différent phase de vitesse de rotation. A «faible vitesse de rotation» est 

défini comme la vitesse où la gravité domine le mouvement de la phase gazeuse, «la vitesse de 

transition» est la phase, dans laquelle on peut voir à la fois la force de flottabilité et les forces 

centrifuges, et à «des vitesses de rotation élevées» les forces centrifuges dominent 

l’écoulement ; A partir de ces informations, des cartes de régimes d'écoulement ont été 

construites.  
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1.3 Transfert de chaleur dans un espace annulaire horizontale  

1.3. 1 Etudes numériques 

C.J.Ho  et al  [33] ont présenté une étude numérique par la méthode des différences 

finies pour une convection naturelle et laminaire dans un espace annulaire horizontale avec un 

flux de chaleur constant 𝑞𝑖 imposé sur la paroi du cylindre interne et la surface du cylindre 

externe est maintenu à une température constante 𝑇0(le cylindre intérieur plus chaud que le 

cylindre extérieure). Les paramètres gouvernants de la présente étude sont : le nombre de Ra 

modifié 𝑅𝑎∗  (𝑅𝑎∗ =
𝑔𝛽𝑞𝑖𝐿

4

𝑘𝛼𝜈
)  qui sont dans l’intervalle103 ≤ 𝑅𝑎∗ ≤ 106  et le nombre de 

Prandtl 0.4 ≤ Pr ≤ 100 , et le rapport de rayon R = 2.6. Les résultats numériques obtenus 

indiquent que l'influence du nombre de Prandtl est assez faible ; et le transfert de chaleur 

dépendant principalement du nombre de Rayleigh modifié𝑅𝑎∗, ainsi la variation du nombre de 

Prandtl ne produit aucun effet apparent sur le transfert de chaleur à𝑃𝑟 ≥ 7. 

La stabilité hydrodynamique de la convection mixte dans un anneau est étudiée 

numériquement par B. B. Rogers et L. S. Yao [34] ils ont considéré le mouvement d'un fluide 

chauffé dans un espace annulaire cylindrique vertical, un flux de chaleur constant est fourni au 

niveau de la paroi du cylindre interne sachant que le cylindre externe est adiabatique. Les 

résultats indiquent que le flux entièrement développé est thermiquement instable dans la plupart 

des régions de l’espace annulaire. Ces résultats démontrent clairement que l'augmentation 

observée de nombre de Nu est due à la présence des instabilités hydrodynamiques. A Ra = 100, 

l'augmentation de Nu se situe à environ de 5%, et à Ra = 200, elle est augmentée jusqu’ à 20%. 

La relation entre nombre de Nu et Ra est écrite selon la formule de corrélation suivante : 𝑁𝑢 =

1.02 𝑅𝑎0.28 

L’influence de la force centrifuge sur le transfert de chaleur a été étudié par M. Ichar 

et Y. Hsiung Hsu [10] avec un cylindre intérieur plus chaud que le cylindre extérieur et en 

rotation. Ils montrent que le nombre Nusselt moyen diminue avec l'augmentation de nombre de 

Re à cause de l'effet de la force centrifuge qui réduit le transfert de la chaleur globale et il 

augmente généralement la force de l’écoulement secondaire ; l'effet de la force centrifuge 

devient plus important autour du cylindre intérieur qui augmente l'espace iso thermique et réduit 

𝑁𝑢̅̅ ̅̅  autour du cylindre interne.  

Le tableau 01, ci-dessous montre que les valeurs  𝑁𝑢̅̅ ̅̅ ̅   augmentent avec l’augmentation de 

nombre de Ra due à la convection de la force de flottabilité ; ainsi lorsque le système est rotatif 
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(Re augmente) l’écoulement induit par l’effet centrifuge le long de cylindre interne est 

prédominant et surtout pour faible valeur de Ra en remarque une diminution de Nusselt. Cette 

diminution de 𝑁𝑢 ̅̅ ̅̅ ̅est plus élevée à Ra petit et Re élevée due à la convection de la force 

centrifuge prédominante. Donc les résultats montrent que le nombre moyen de Nusselt 𝑁𝑢̅̅ ̅̅ ̅, 

augmente avec une augmentation de Ra, mais diminue avec une augmentation de Re ou RR 

(rapport de rayon) 

 

 

Tableaux 1.6 : Nombre de Nusselt moyen  𝑁𝑢̅̅ ̅̅ ̅ pour différents cas étudiés. 

 

Le transfert de chaleur conjugué conduction-convection naturelle dans les cylindres 

concentriques, sous irradiation solaire, est analysé numériquement par D.C.Kim et Y.D.Choi 

[35], les effets de la propriété matérielle du cylindre externe sont pris en considération. Où le 

nombre Rayleigh est dans la gamme de0.0063 ≤ 𝑅𝑎𝐿 ≤ 7.5 104. Les résultats montrent que, 

plus la conductivité thermique du cylindre externe est grande, plus les variations du nombre de 

Nusselt des surfaces de cylindre externes et internes sont petites. Cela est dû à l'équilibre de la 

conduction dans les cylindres et à la convection naturelle dans l'espace entre les deux cylindres. 

Dans l’étude de Colombo et al. [36] une méthode spectrale de Galerkin a été appliquée pour 

résoudre numériquement le problème de la convection mixte laminaire complètement 

développée dans un espace annulaire horizontal. Deux cas de conditions aux limites ont été 

étudiés : le cylindre interne est maintenu à une température uniforme ainsi que le cylindre 

externe est thermiquement isolé (a), et vice versa (b). Les résultats ont été obtenus pour des 

valeurs de PeRa allant jusqu'à 107, pour Pr = (0.7, 5 et ∞) et différentes valeurs de rapport de 

rayon 𝜂 = 0.2 dans le cas du cylindre intérieur qu’est chauffé et 𝜂 = 0.2, 0.4 𝑒𝑡 0.6 dan le cas 

du cylindre externe chauffé ; ont été supposés comme paramètres pertinents dans la description 

des champs de l’écoulement et de température. Les calculs permettent de comprendre 
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l'apparition de l’écoulement secondaire et leur influence sur la dynamique de l’écoulement et 

le transfert de chaleur. En ce qui concerne le champ de température, dans les deux cas, une 

couche limite thermique tend à se développer au-delà de la surface chauffée, devenant plus 

mince lorsque PeRa augmente. Cependant, dans le cas (a) une plume s'élève de cylindre 

intérieur et, en augmentant PeRa, une stratification horizontale de la température est observée 

dans la région inférieure. Au contraire, dans le cas (b), la circulation favorise une stratification 

horizontale de la température dans la région supérieure. 

Dans le travail de Touahri et Boufendi [37, 38, 39], les auteurs ont étudié numériquement le 

transfert de chaleur conjugué tridimensionnel dans un espace annulaire entre deux cylindres 

concentriques horizontaux avec des propriétés physiques du fluide dépendantes de la 

température. Le nombre de Nusselt par convection mixte devient supérieur à celui de la 

convection forcée quand le nombre de Grashof est augmenté. A l'interface solide-fluide, les 

résultats montrent clairement les variations azimutales et axiales du flux de chaleur local et les 

nombres locaux de Nusselt. Suite à leurs résultats, le transfert de chaleur est quantifié par la 

corrélation suivante : NuA = 9.9130 Ri 0.0816. 

1.3.2 Etudes expérimentales 

M. Ciamp et al [40] ont effectué une étude expérimentale pour déterminer l’écoulement de 

convection mixte et le transfert de chaleur dans un espace annulaire horizontal entre deux tubes 

concentriques utilisant l’eau comme fluide, le tube intérieur chauffé et le tube extérieur isolé, 

l’étude faite pour deux valeurs de rapports des rayons R=1.65 et 2.18 et les nombres de Re et 

Ra sont dans l’intervalle 2200 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 5000  et 107 ≤ 𝑅𝑎 ≤ 109  . Pour des nombres de 

Reynolds inferieurs à la valeur critique Re1, et qui dépend du nombre de Rayleigh (la valeur de 

Re1 augmente avec l'augmentation du nombre de Rayleigh Ra), du rapport des diamètres et de 

la position longitudinale, l’écoulement le long des côtés de l’espace annulaire est laminaire et 

hélicoïdal. Pour Re > Re1, il y a une rupture dans le mouvement hélicoïdal, avec transition à la 

turbulence au sommet et dans les régions latérales du passage annulaire. Les mesures de 

transfert de chaleur révèlent des différences significatives entre les nombres locaux de Nusselt 

en haut et en bas du cylindre interne, là que pour Re < Re1, le nombre de Nusselt en haut du 

cylindre excède celui en bas, tandis que l'inverse est vrai pour Re > Re1. Ainsi que le nombre 

de Nusselt moyen sur la circonférence est à faiblement dépendance de la position longitudinale, 

et peut être exprimé en fonction des nombres de Ra et de Re et du Rapport des rayons des tubes 

qui sont corrigés de 15% par une expression de la forme 𝑁𝑢̅̅ ̅̅ = 0.0274(𝑅𝑒𝑅𝑎)0.25(𝑅)0.38. 



Chapitre 1                                           Etude Bibliographique                            
 

 
26 

L’étude expérimentale effectuée par M. Naimi et al [30] pour un fluide à un seuil d’écoulement 

et un caractère rhéo-fluidifiant, permet de caractériser les différents régimes d’écoulement 

laminaire et laminaire tourbillonnaire axisymétrique, lesquels conditionnent les mécanismes de 

transfert de chaleur. Pour un nombre de Reynolds et une densité de flux donné, l’évolution 

radiale de la température au sein du fluide à la sortie de l’espace annulaire, la température 

augmente du côté de la paroi froide et diminué du côté de la paroi chaude, Ceci traduit l’effet 

de recirculation des tourbillons ramenant du fluide chaud de la paroi du cylindre interne qui est 

soumise au flux de chaleur vers l’autre paroi du cylindre externe. Ainsi l’épaisseur de la couche 

limite thermique est plus importante en régime tourbillonnaire qu’en régime laminaire, à cause 

du mélangeage crée par les tourbillons.  

Le transfert de chaleur entre paroi chaude et le fluide en mouvement est caractérisé par le 

nombre adimensionnel Nu. En régime laminaire, l’influence de nombre de Taylor se traduit par 

une légère diminution du coefficient de transfert, cette diminution qui peut être attribué à celle 

du gradient de vitesse axiale au voisinage de la paroi chaude, et dans le cas d’un fluide 

newtonien cette diminution est beaucoup moins nette. En revanche, dans le régime 

tourbillonnaire, l’apparition progressive des tourbillons de Taylor de l’aval vers l’amont, qui 

viennent perturber la croissance uniforme de la couche limite thermique, entrainent un 

accroissement important du nombre de Nusselt lorsque nombre de Taylor croissant ; la remonté 

des courbes d’évolution du nombre de Nusselt à l’aval de la zone chauffé est due à l’effet de 

recirculation provoquée par les cellules de Taylor contra-rotatives. Lorsque la totalité de 

l’espace annulaire est envahie par les tourbillons de Taylor, le nombre de Nusselt continue de 

croitre partout avec le nombre de Taylor. 

La rotation des tubes interne et externe produit des effets significatifs sur les champs 

des vitesses et de température ainsi que sur le taux de transfert de chaleur de l’écoulement 

turbulent d’un fluide dans un espace annulaire horizontale. Pour cela H.Pfitzer et H. Beer [41] 

ont déterminé expérimentalement le flux thermique dans la région d’entrée hydrodynamique et 

thermique de l’espace annulaire tournant et les profils de vitesse et de températures en fin de 

section d’essais. Ainsi, l’étude analytique a été réalisée pour un écoulement turbulent 

complètement développé en appliquant la théorie de longueur de mélange modifié pour 

exprimer l’accroissement ou la suppression de la turbulence à cause des forces centrifuges crées 

par la rotation du tube, la longueur de mélange est modifiée par une fonction du nombre de 

Richardson. 



Chapitre 1                                           Etude Bibliographique                            
 

 
27 

L’étude expérimentale est effectuée avec l’air comme fluide qui s’écoule dans un espace 

annulaire tournant avec un écoulement axial turbulent pour deux cas : lorsque les deux tubes en 

co-rotation ou lorsque les tubes sont en contra-rotation, pour  
L

dh
= 60.94 (L est la longueur de 

l’espace annulaire et 𝑑ℎ est le diamètre hydraulique) et un rapport de rayon 𝑅 = 0.8575, dont 

le tube extérieur est chauffé électriquement et le tube intérieur est adiabatique. Le nombre de 

Nusselt est déterminé en fonction du nombre de Reynolds de l’écoulement 𝑅𝑒𝑧  et avec le 

nombre de Reynolds de rotation 𝑅𝑒𝜑,1  𝑒𝑡 𝑅𝑒𝜑,2  des tubes intérieur et extérieur respectivement 

comme des paramètres visualisant l’influence de rotation des deux tubes. Le nombre de Nusselt 

𝑁𝑢𝑧est calculé à 
𝑍

𝑑ℎ
= 60 expérimentalement, tandis que les résultats analytiques 𝑁𝑢∞ ont été 

calculé pour un écoulement totalement développé à  
𝑍

𝑑ℎ
≈ ∞ , les résultats des deux études 

montrent que l’écoulement n’est pas entièrement développé à 
𝑍

𝑑ℎ
= 60. 

Avec l’augmentation de nombre de Reynolds du tube intérieur 𝑅𝑒𝜑,1  et le tube extérieure fixe, 

une augmentation remarquable du nombre de Nusselt est observée qui est proportionnelle au 

taux de rotation de tube interne 𝑁1 = 
𝑅𝑒𝜑,1 

𝑅𝑒𝑧 
 . Et dans le cas du tube extérieur en rotation et le 

tube intérieur fixe, le nombre de Nusselt ne change pas significativement.  En revanche, le 

nombre de Nu diminue lorsque les deux tubes sont en co-rotation. 

Avec l’augmentation de vitesse de rotation des deux tubes qui sont en contra-rotation la 

température de la paroi de tube interne augmente et la température de tube externe diminue sur 

toute la longueur, donc la distribution radiale de la température prend une forme plus turbulente 

qui correspond à des fluctuations turbulentes croissantes dans le fluide. 

Mohammed et al. [42] ont étudié expérimentalement le transfert de chaleur par 

convection mixte pour l’écoulement d'air laminaire dans la région d'entrée thermique d'un 

anneau horizontal concentrique avec un rapport de rayon égale à 2. Sachant que le tube interne 

d'une longueur de 900 mm chauffée par un flux de chaleur constant et le tube externe était 

adiabatique. La distribution de la température le long de la surface de tube interne, et la 

distribution du nombre local de Nusselt par rapport à la distance axiale sans dimension Zt ont 

été présentées et discutées. On en déduit que les effets de la convection libre ont eu tendance à 

diminuer le transfert de chaleur à un faible nombre de Re tandis que en augmentant le transfert 

de chaleur pour un nombre élevé de Re, en raison de la domination de convection forcée sur le 

processus de transfert de chaleur. Le paramètre de convection mixte, le nombre de Richardson 

a été approximativement varié de 0,631 à 315,218. Les résultats moyens de transfert de chaleur 
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ont été corrélés en termes de paramètres sans dimension pertinents avec une corrélation 

empirique avec l'équation suivante : 0326.0)Re/Pr(964.2 GrNum   avec une erreur relative de 

±10%. 

Une étude expérimentale est réalisée par M. Alipour et al [43] pour étudier les effets du rapport 

de rayon sur le transfert de chaleur naturel dans un anneau concentrique vertical. Le fluide 

entrant par le bas de l’espace annulaire avec un profil de vitesse et de température est uniforme. 

Le tube externe est en matériau acrylique avec un diamètre interne égal à 76,5 mm et une 

épaisseur de 6,35 mm.  Ainsi que le tube interne est composé principalement de métal et qui est 

chauffé électriquement et ont utilisé trois cas de tube interne de différents rayons ce qui a donné 

des rapports de rayon différent  
𝑟𝑖

𝑟0
 égale à 0.10, 0.16 et 0.20, nommés respectivement 1st rod, 

2ad rod et 3rd rod. Par conséquent, le rapport d'aspect de l’espace annulaire 
𝐿

(𝑟0−𝑟𝑖)
 est 

respectivement de : 51.97, 55.19 et 57.89. A très faible flux de chaleur, les résultats indiquent 

que la distribution de la température est indépendante du rapport de rayon. Sachant que. La 

température le long du tube interne est presque constante, et elle est attribuée à la conduction 

thermique du tube chaud à l'air adjacent où il n'y a pas de mouvement appréciable de l'air.  Par 

ailleurs la distribution de la température dépend fortement du rapport de rayon à un flux de 

chaleur élevée, à mesure que le flux de chaleur augmente, la température de surface augmente 

en raison de la convection libre qui est le facteur dominant du processus de transfert de chaleur. 

De plus, à un flux de chaleur fixe, la température de la surface de tube intérieur diminue à 

mesure que le rapport de rayon augmente. La dépendance du nombre moyen de Nusselt sur le 

nombre de Rayleigh est explorée dans cette étude. Les résultats révèlent que la dépendance du 

nombre moyen de Nusselt sur le nombre de Rayleigh est faible à faible rapport de rayon et 

augmente avec le rapport de rayon. De plus, le nombre moyen de Nusselt diminue à mesure que 

le rapport de rayon augmente, de sorte qu'il est 50% plus élevé pour (premier tube) que pour 

(troisième tube). 

L’étude de M. Hongting et al. [44] vise à mener une enquête approfondie sur les 

caractéristiques du transfert de chaleur par convection (le transfert de chaleur local et moyen) 

d’un cylindre isotherme horizontal en rotation et de large diamètre à des nombres de Gr élevés. 

Un équipement expérimental est conçu, Le cylindre est fait d’une plaque d’acier avec un 

diamètre extérieur de 500 mm et une longueur de 900 mm. La température de la surface du 

cylindre varie de 30 à 140 ° C, correspondant à Gr allant de 1.70 × 108 à 9.36 × 108. L’effet de 

la rotation sur le transfert de chaleur est illustré par la variation du nombre moyen de Nusselt 
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Nu avec le nombre Reynolds rotationnel Rer. Les résultats indiquent que le transfert de chaleur 

du côté ascendant est différent de celui du côté descendant et que la rotation du cylindre peut 

conduire à une distribution non uniforme du nombre local de Nusselt 𝑁𝑢𝜑, en particulier dans 

la région au-delà du nombre de Reynolds rotationnel critique 𝑅𝑒𝑟,𝑐𝑟𝑖 . Ce dernier se définit 

comme il est la valeur critique du nombre de Reynolds rotationnel où le nombre moyen de 

Nusselt Nu varie avec le nombre de Reynolds rotationnel Rer, lorsque Rer <𝑅𝑒𝑟,𝑐𝑟𝑖, le nombre 

de Nusselt moyen Nu est indépendant de Rer, autrement dit, Nu ne varie pas avec la variation 

de Rer et maintient une constante, seulement comme Rer ≥𝑅𝑒𝑟,𝑐𝑟𝑖, Nu commence à augmenter 

avec le Rer croissant selon une certaine règle. Ainsi que, Le transfert de chaleur passe 

graduellement de la convection libre pure à la convection mixte en raison des effets de rotation 

tels que 𝑅𝑒𝑟 ≥
2

3
𝑅𝑒𝑟,𝑐𝑟𝑖 . 

En conséquence, il est essentiel de déterminer 𝑅𝑒𝑟,𝑐𝑟𝑖 pour juger l'état de l'écoulement et étudier 

les caractéristiques de transfert de chaleur. 𝑅𝑒𝑟,𝑐𝑟𝑖 se rapporte à Gr et Pr, et peut être exprimé 

par la formule suivante  𝑅𝑒𝑟,𝑐𝑟𝑖 = 2.59𝐺𝑟0.456 ; compte tenu de l'influence de la conductivité 

thermique et de la viscosité de l'air, les données peuvent être corrigées par l'équation suivante : 

𝑅𝑒𝑟,𝑐𝑟𝑖 = 1.09(𝐺𝑟𝑃𝑟)0.5 

 

1.4 Objectifs de notre travail 

Cette recherche bibliographique, a permis, tout d’abord de prendre connaissance de 

l’évolution des différents travaux effectués dans le domaine des écoulements en convection 

forcée et mixte dans l'espace annulaire horizontale entre deux cylindres concentriques. Il 

apparaît clairement une large diversité d’application de ce genre de système, les échangeurs de 

chaleur étant un très bon exemple. Elle a permis aussi de situer le contexte de notre étude ainsi 

que ses spécificités. Il a été établi que le flux transversal est relativement sensible aux 

modifications des paramètres géométriques, cinématiques et dynamique. 

L’objectif du présent travail est une contribution à la simulation numérique réaliste des 

développements hydrodynamique et thermique de la convection mixte avec des propriétés 

variables (en fonction de la température), dans les conduits annulaires horizontaux parcourus 

par un fluide newtonien et incompressible. Le cylindre interne est adiabatique tandis que le 

cylindre externe est soumis à une énergie interne générée par l’effet Joule le long de l'épaisseur 

du cylindre externe. Cette étude présente l’effet de l’écoulement secondaire induit par la 
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poussée thermique et des propriétés variables sur les développements (hydrodynamique et 

thermique) axiaux de l’écoulement et du champ thermique. 
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Chapitre 2 

 

                 Modélisation mathématique 

 

2.1 Introduction 

Ce chapitre est destiné à la description et la modélisation mathématique du problème 

physique. Le modèle mathématique est l’ensemble des équations différentielles aux dérivées 

partielles, de la conservation de masse, des trois quantités de mouvement et de l’énergie avec 

leurs conditions initiales et aux limites régissant les transferts thermo- convectifs au sein de 

l’espace annulaire. La forme non dimensionnelle des équations modélisantes est obtenue par la 

normalisation des variables indépendantes avec des échelles caractéristiques appropriées. Le 

transfert thermique est quantifié par des nombres de Nusselt locaux et moyens. 

2.2 Les hypothèses simplificatrices  

Les hypothèses simplificatrices de cette étude sont les suivantes : 

- L’écoulement est laminaire et incompressible. 

- Le fluide est Newtonien (l’eau distillée). 

- La dissipation visqueuse dans le fluide est négligeable. 

- Le rayonnement thermique à l’intérieur de l’espace annulaire est négligeable.  
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2.3 Description du problème 

La géométrie du système étudié est illustrée dans la figure 2.1, qui montre également les 

conditions aux limites utilisées dans le travail numérique. On considère deux cylindres 

concentriques horizontaux ayant une longueur L = 1 m. 

Le cylindre interne d’un diamètre intérieur 𝐷1𝑖 = 0.56 𝑐𝑚  et un diamètre 

extérieur𝐷1𝑒 = 0.60 𝑐𝑚, et le cylindre externe d’un diamètre intérieur 𝐷2𝑖 = 0.96 𝑐𝑚 et un 

diamètre extérieur𝐷2𝑒 = 1 𝑐𝑚. Le cylindre interne est considéré comme parfaitement isolé 

(adiabatique) tandis que le cylindre externe est chauffé par un courant électrique passant le long 

de son épaisseur solide qui produit une génération de chaleur par l’effet Joule, cette chaleur est 

transférée à l’écoulement de l’eau distillé dans l’espace annulaire. Des pertes de chaleurs par 

convection et rayonnement vers le milieu externe sont prises en considération.  Le fluide 

considéré dans cette simulation est l'eau avec un nombre Prandtl égal à 8.082 et sa viscosité 

μ*(T*) et la conductivité thermique K*(T*) sont considérées comme des fonctions variables de 

la température. La masse volumique est une fonction linéaire de la température traduite par 

l’hypothèse de Boussinesq.  A l’entrée, la température du fluide est constante et égale à 15°C, 

un nombre Reynolds Re égal à 373,28. A la sortie, l’écoulement est considéré quasi-développé. 

L’adimensionnalisation des paramètres géométriques se fait en divisant toutes les 

dimensions par le diamètre hydraulique  𝐷ℎ  = 𝐷2𝑖 − 𝐷1𝑒 = 0.36𝑐𝑚 .  

 

$ 

 

 

 

(a)                                                                             (b) 

 

𝐋∗ = 𝟐𝟕𝟕. 𝟕𝟕,𝐃𝟏𝐢
∗ = 𝟏. 𝟓𝟓, 𝐃𝟐𝐢

∗ = 𝟏. 𝟔𝟔,𝐃𝟏𝐨
∗ = 𝟐. 𝟔𝟔,𝐃𝟐𝐨

∗ = 𝟐. 𝟕𝟕  

       Figure 2.1 : Géométrie de l’espace annulaire : (a) longitudinale, (b) transversale  
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2.4 Equations modélisantes  

L’écoulement satisfait aux équations de conservation de quantité, de mouvement et de 

masse qu’on peut représenter sous forme vectorielle comme suit : 

𝜌
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
= −∇⃗⃗ p + μ∇⃗⃗ . V⃗⃗         et  ∇⃗⃗ . V⃗⃗ = 0  …………………………...………………….…. (2.1) 

 Le plus intéressant pour résoudre le système (2.1) est d’exploité la géométrie. Pour cela 

on utilise les coordonnées cylindriques (𝑟∗, 𝜃, 𝑧∗) et on développe le système précédent selon 

les trois directions : radiale (𝑟∗), azimutale (𝜃) et axiale (𝑧∗). 

L’introduction des variables adimensionnelles, par un choix judicieux de référence, nous 

permet de faire ressortir des paramètres de contrôle très importants dans l’étude des instabilités 

de l’écoulement de Couette-Taylor, qui sont le nombre de Reynolds qui représente le rapport 

entre les forces d'inertie et les forces visqueuses et le nombre de Grashof  qui correspond au 

rapport des forces de gravité sur les forces visqueuses, qui permet de caractériser le transfert 

thermique dû au déplacement naturel d’un fluide. 

Après les modifications effectuées sur les équations de transport, on obtient un système 

adimensionnel de trois équations de conservation de quantité de mouvement comprenant 

chacune : un terme instationnaire, un terme de diffusion, un terme de convection et un terme de 

source de l’équation de continuité. 

A 𝑡∗ = 0 ∶ 

𝑉𝑟
∗ = 𝑉𝜃

∗ = 𝑉𝑧
∗ = 𝑇∗ = 0……………………………………...………………................ (2.2) 

A 𝑡∗ > 0 : 

2.4.1 Equation de conservation de la masse 

1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝑟∗
(𝑟∗𝑉𝑟

∗) +
1

𝑟∗

𝜕𝑉𝜃
∗

𝜕𝜃
+

𝜕𝑉𝑧
∗

𝜕𝑧
= 0…………………………………………………………. (2.3) 

2.4.2 Equation de conservation de quantité de mouvement radiale 

𝜕𝑉𝑟
∗

𝜕𝑡∗
+

1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝑟∗
(𝑟∗𝑉𝑟

∗𝑉𝑟
∗) +

1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝜃
(𝑉𝜃

∗𝑉𝑟
∗) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑉𝑧

∗𝑉𝑟
∗) −

𝑉𝜃
∗2

𝑟∗
= −

𝜕𝑃∗

𝜕𝑟∗
+

𝐺𝑟0

𝑅𝑒0
2 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑇∗ + 

1

𝑅𝑒0
[
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝑟∗
(𝑟∗𝜏𝑟𝑟

∗ ) +
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝜃
(𝜏𝑟𝜃

∗ ) −
𝜏𝜃𝜃
∗

𝑟∗ +
𝜕

𝜕𝑧∗
(𝜏𝑟𝑧

∗ )]……………………………………….. (2.4) 

2.4.3 Equation de conservation de quantité de mouvement angulaire 

𝜕𝑉𝜃
∗

𝜕𝑡∗
+

1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝑟∗
(𝑟∗𝑉𝑟

∗𝑉𝜃
∗) +

1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝜃
(𝑉𝜃

∗𝑉𝜃
∗) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑉𝑧

∗𝑉𝜃
∗) +

𝑉𝑟
∗𝑉𝜃

∗

𝑟∗
= −

1

𝑟∗

𝜕𝑃∗

𝜕𝜃∗
−

𝐺𝑟0

𝑅𝑒0
2 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑇∗ + 
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1

𝑅𝑒0
[

1

𝑟∗2

𝜕

𝜕𝑟∗ (𝑟
∗2𝜏𝜃𝑟

∗ ) +
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝜃
(𝜏𝜃𝜃

∗ ) +
𝜕

𝜕𝑧∗
(𝜏𝜃𝑧

∗ )]………………………….……………….. (2.5) 

2.4.4 Equation de conservation de quantité de mouvement axiale 

𝜕𝑉𝑧
∗

𝜕𝑡∗ +
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝑟∗
(𝑟∗𝑉𝑟

∗𝑉𝑧
∗) +

1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝜃
(𝑉𝜃

∗𝑉𝑧
∗) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑉𝑧

∗𝑉𝑧
∗) = −

𝜕𝑃∗

𝜕𝑧∗ +
1

𝑅𝑒0
[
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝑟∗
(𝑟∗𝜏𝑟𝑧

∗ ) +
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝜃
(𝜏𝜃𝑧

∗ ) +

𝜕

𝜕𝑧∗ (𝜏𝑧𝑧
∗ )]………………………………………………………. ………….………………..(2.6) 

2.4.5 Equation de conservation de l’énergie 

𝜕𝑇∗

𝜕𝑡∗ +
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝑟∗
(𝑟∗𝑉𝑟

∗𝑇∗) +
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝜃
(𝑉𝜃

∗𝑇∗) +
𝜕

𝜕𝑧
(𝑉𝑧

∗𝑇∗) = 𝐺∗ −
1

𝑅𝑒0 𝑃𝑟0
[
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝑟∗ (𝑟
∗𝑞𝑟

∗) +
1

𝑟∗

𝜕

𝜕𝜃
(𝑞𝜃

∗) +

𝜕

𝜕𝑧∗ (𝑞𝑧
∗)]…………………………………………………….……….…………………..….(2.7) 

Avec 𝐺∗ = {
Ks

∗

(Re0Pr0)
    dans le solide

0               dans le fluide
 

La conductivité thermique du solide est celle de l’Inconel est égale à 𝐾𝑠 = 20 W/m°K. 

La conductivité thermique du fluide à l’entrée de l’espace annulaire est égale à                               

𝐊𝟎 =  0.5893 W/m°K . 

La conductivité thermique adimensionnelle du solide est égale à  

𝐾𝑠
∗(𝑇∗) = 𝐾𝑠 𝐾0⁄ = 33.94 

La viscosité et la conductivité adimensionnelles de l’eau en fonction de la température 

adimensionnelle sont obtenues à partir d’un lissage des valeurs tabulées citées dans Baehr et 

Stephan [45], mentionnées aussi dans la thèse de S.Touahri [46] : 

𝜇∗(𝑇∗) = 0.23087 + 0.78727𝑒𝑥𝑝(−𝑇∗/0.11386) 

𝐾∗(𝑇∗) = 1.00111 + 0.80477𝑇∗ − 1.06002  𝑇∗2 

Les composantes du tenseur des contraintes visqueuses sont : 

𝜏𝑟𝑟
∗ = 2𝜇∗ 𝜕𝑉𝑟

∗

𝜕𝑟∗                               𝜏𝑟𝜃
∗ = 𝜏𝑟𝜃

∗ = 𝜇∗ [𝑟∗ 𝜕

𝜕𝑟∗ (
𝑉𝜃

∗

𝑟∗) +
1

𝑟∗

𝜕𝑉𝑟
∗

𝜕𝜃
] 

𝜏𝜃𝜃
∗ = 2𝜇∗ [

1

𝑟∗

𝜕𝑉𝜃
∗

𝜕𝜃
+

𝑉𝑟
∗

𝑟∗
]                𝜏𝜃𝑧

∗ = 𝜏𝑧𝜃
∗ = 𝜇∗ [

𝜕𝑉𝜃
∗

𝜕𝑧∗
+

1

𝑟∗

𝜕𝑉𝑧
∗

𝜕𝜃
].…..………………….... (2.8) 

𝜏𝑧𝑧
∗ = 2𝜇∗ 𝜕𝑉𝑧

∗

𝜕𝑧∗
                               𝜏𝑧𝑟

∗ = 𝜏𝑟𝑧
∗ = 𝜇∗ [

𝜕𝑉𝑧
∗

𝜕𝑟∗
+

𝜕𝑉𝑟
∗

𝜕𝑧∗
] 

Les flux thermiques sont : 

𝑞𝑟
∗ = −𝐾∗ 𝜕𝑇∗

𝜕𝑟∗   ,         𝑞𝜃
∗ = −

𝐾∗

𝑟∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝜃∗            et              𝑞𝑧
∗ = −𝐾∗ 𝜕𝑇∗

𝜕𝑧∗.…..…………..….... (2.9) 

Les nombres adimensionnels 𝑅𝑒0, 𝑃𝑟0 𝑒𝑡 𝐺𝑟0 sont calculés avec des propriétés physiques de l’eau 

évaluées à la température d’entrée (𝑇0 = 15°𝐶): 
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𝑅𝑒0 =
𝑉0 𝐷𝑖

𝜈0 
,         𝑃𝑟0 =

𝜈0 

𝑎0 
,    𝐺𝑟0 =

𝑔 𝛽 𝐷𝑖
3 Δ𝑇

𝜈0
2  

2.5 Les conditions aux limites 

Les équations différentielles précédentes sont résolues en appliquant les conditions aux 

limites suivantes : 

 A l’entrée de l’espace annulaire : 𝒁∗ = 𝟎  

Dans le domaine solide :
 
0,77 ≤ 𝑟∗ ≤ 0,83  𝑜𝑢  1,33 ≤ 𝑟∗ ≤ 1,38   𝑒𝑡  0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋   

                      
0****  TVVV zr    ……..……..…………..……………………..……(2.10) 

Dans le domaine fluide    0.833 ≤ 𝑟∗ ≤ 1.3333    𝑒𝑡   0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋  

𝑉𝑟
∗ = 𝑉𝜃

∗ = 𝑇∗ = 0………..………………..…………………….…..…………….….... (2.11) 

A l’entrée, l’écoulement axial 𝑉𝑧
∗ a un profil hydro-dynamiquement développé détaillé comme 

suit : 

 
 





















2

e1

2

i2

e1

2

e1i2

2

i2
2

2

e1

2

i22
1

4

*

2

2*

3**

z

RR

)Rln(R)Rln(R
C

2

RR

2

C
C

CrlnCrC
rV

  

…..…………..….…

 

(2.12)

 

𝐶1 = 𝑅2𝑖
2 𝑙𝑛(𝑅1𝑒) − 𝑅1𝑒

2 𝑙𝑛(𝑅2𝑖) 𝑙𝑛 (
𝑅2𝑖

𝑅1𝑒
)⁄
 

 

…..……………….…………...…………..….

 

(2.13)

 𝐶2 = 𝑅1𝑒
2 − 𝑅2𝑖

2 𝑙𝑛 (
𝑅2𝑖

𝑅1𝑒
)⁄ …..…………………..……….…..………………..………..…. (2.14) 

𝐶3 = (𝑅2𝑖 − 𝑅1𝑒)
2

 

…..………………..……….…..…………………………………..…. (2.15) 

𝐶4 = 𝐶1 + 𝐶2𝑙𝑛(𝑅2𝑖 − 𝑅1𝑒)..…….……………..……….……………….....…………..…. (2.16) 

 

 A la sortie de l’espace annulaire 𝒁∗ = 𝟐𝟕𝟕. 𝟕𝟕 

Dans le domaine solide :  20388.1333.1833.0777.0 **  etrour                

 𝑉𝑟
∗ = 𝑉𝜃

∗ = 𝑉𝑧
∗ =

𝜕

𝜕𝑧∗ (𝐾
∗ 𝜕𝑇∗

𝜕𝑧∗) = 0........……………………...…………….…....... (2.17) 

Dans le domaine fluide   0.833 ≤ 𝑟∗ ≤ 1.333    𝑒𝑡   0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋  
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Le conduit est considéré assez long pour permettre une invariance axiale des composantes de 

vitesse et du flux thermique diffusif axial. 

𝜕𝑉𝑟
∗

𝜕𝑧∗ =
𝜕𝑉𝜃

∗

𝜕𝑧∗ =
𝜕𝑉𝑧

∗

𝜕𝑧∗ =
𝜕

𝜕𝑧∗ (𝐾
∗ 𝜕𝑇∗

𝜕𝑧∗) = 0……………………...…………..………….……… (2.18)                              

 Sur la paroi interne du cylindre intérieur  r∗ = 0.777 ,  0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋  𝑒𝑡 0 ≤ 𝑧∗ ≤ 277.77 

-Condition de non-glissement :      𝑉𝑟
∗ = 𝑉𝜃

∗ = 𝑉𝑧
∗ = 0 …..……………………………... (2.19) 

- Condition adiabatique : 
𝜕𝑇∗

𝜕𝑟∗
= 0…………………………………….……….……….. (2.20) 

 Sur la paroi externe du cylindre extérieur r∗ = 1.388 , 0≤ 𝜃 ≤ 2𝜋    𝑒𝑡 0 ≤ 𝑧∗ ≤ 277.77 

-Condition de non-glissement :  𝑉𝑟
∗ = 𝑉𝜃

∗ = 𝑉𝑧
∗ = 0………..……………………...….... (2.21) 

- Condition de Fourier :−𝐾∗ 𝜕𝑇∗

𝜕𝑟∗ =
(ℎ𝑟+ℎ𝑐)𝐷ℎ

𝐾0
𝑇∗………..………………….……….….... (2.22) 

Le flux de chaleur de conduction est égal à la somme des flux de chaleur du rayonnement et 

des pertes de convection naturelle. 

Avec : 

ℎ𝑟: 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟𝑡 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑡𝑖𝑓 (𝑐𝑦𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟 − 𝑎𝑖𝑟 𝑎𝑚𝑏𝑖𝑎𝑛𝑡) 

ℎ𝑟 = 𝜀𝜎(𝑇2 + 𝑇∞
2)(𝑇 + 𝑇∞) 

L’émissivité de la surface extérieure  ε  est arbitrairement choisie à 0.9,                                    

         σ = 5.67 10−8 W/m2K4 est la constante de Stephane-Boltzman.           

- Le coefficient de transfert convectif ℎ𝑐  entre le cylindre extérieur et l’air ambiant est donné 

par la corrélation de Churchill et Chu [47], porté aussi dans la thèse de S. Touahri [46] 

valable pour tous les nombres de Pr et de Ra dans l’intervalle 10−6 < 𝑅𝑎 < 109 

 

𝑁𝑢 = ℎ𝑐𝐷𝑖 𝐾𝑎𝑖𝑟 = [0.6 + (0.387𝑅𝑎1 6⁄ /(1 + (0.559/𝑃𝑟𝑎𝑖𝑟)
9 16⁄ )

8 27⁄
)]

2

⁄  
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Avec cette corrélation on peut déterminer un nombre de Nusselt moyen externe sur la distance 

du cylindre.  

- Les nombres locaux de Rayleigh et de Prandtl sont définis par : 

Ra =  
gβ[T(R0,θ,z)−T∞]D0

3

αair νair
   ,   Prair =

 νair
αair

⁄  

- Les nombres de Prandtl Pr0=8.082, de Reynolds Re0=606.85 et les différents nombres de 

Grashof étudiés sont calculés avec des propriétés physiques de l’eau évaluées à la température 

d’entrée (T0 = 15°C).  

2.6 Le nombre de Nusselt 

Pour définir le nombre de Nusselt local à l’interface solide-fluide du cylindre externe, il 

faut définir le coefficient local de transfert de chaleur par convection à la paroi interne du 

cylindre extérieur ℎ(𝜃, 𝑧). A cette paroi, on a l’égalité du flux de chaleur imposé par conduction 

et le flux de chaleur convecté par le fluide : 

Nu(θ, z) =  
h(θ, z)Dh

K0
  

qw = h(θ, z)[T(1.33, θ, z) − Tm(z)] 

 

De cette équation, on déduit  h(θ, z) 

 h(θ, z) =
qw

[T(1.33,θ,z)−Tm(z)]
=

−K0
∂T

∂r
|
r=1.33

[T(1.33,θ,z)−Tm(z)]
 

⟹ Nu(θ, z) =
−K0

∂T

∂r
|
r=1.33

[T(1.33,θ,z)−Tm(z)]
×

Dh

K0
. 

La forme adimensionnelle de nombre de Nusselt local est défini par : 

Nu(𝜃, 𝑧∗) =
ℎ(𝜃,𝑧∗)𝐷ℎ

𝐾0
= [

(𝐾∗  𝜕𝑇∗ 𝜕𝑟∗⁄ )|𝑟∗=1.33

𝑇∗(1.33,𝜃,𝑧∗)−𝑇𝑚
∗ (𝑧∗)

]. 

La température moyenne adimensionnelle 𝑇𝑚
∗ (𝑧∗) dans une section droite est donnée par la 

relation suivante : 

𝑇𝑚
∗ (𝑧∗) =

∫ ∫ V∗(r∗,θ,z∗) T∗(r∗,θ,z∗)r∗dr∗dθ
2π
0

1.33
0.83

∫ ∫ V∗(r∗,θ,z∗) r∗dr∗dθ
2π
0

1.33
0.83

. 
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2.6.1 Le nombre de Nusselt axial et moyen 

Si on intègre le nombre de Nusselt local sur le périmètre du cylindre externe et on divise 

le résultat par ce périmètre, on obtient le nombre de Nusselt axial :  

Nu(𝑧∗) =
1

2𝜋
∫ Nu(𝜃, 𝑧∗)𝑑𝜃 =

1

2𝜋
∫ [

(𝐾∗  𝜕𝑇∗ 𝜕𝑟∗⁄ )|𝑟∗=1.33

𝑇∗(1.33,𝜃,𝑧∗)−𝑇𝑚
∗ (𝑧∗)

] 𝑑𝜃
2𝜋

0

2𝜋

0
. 

 

Enfin, on peut calculer la valeur du nombre de Nusselt moyen pour toute l’interface solide 

–fluide, si on intègre le nombre de Nusselt axial sur la longueur du cylindre extérieur et on 

divise le résultat par cette longueur, on obtient le nombre de Nusselt moyen du conduit : 

Nu𝑚 =
1

277.77
∫ 𝑁𝑢(𝑧∗)𝑑

277.77

0

𝑧∗. 
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Chapitre 03  

 

                    Résolution Numérique 

 

3.1 Introduction  

Les résultats obtenus par les méthodes expérimentales sont le fruit d’une observation 

prolongée, onéreuse et la plus précise possible. Le chemin numérique, en revanche, peut aboutir 

à des résultats tout aussi satisfaisants à moindre coût (temps et moyens). 

Par la simulation numérique, la prédiction des phénomènes physiques survenant dans le 

système étudié pour des conditions prédéterminées, permet entre autres, de diriger les essais 

expérimentaux et d’en améliorer les résultats. Il existe plusieurs méthodes de simulation 

numérique telles que la méthode des éléments finis, des différences finies et des volumes finis…     

Dans notre étude, nous considérons l’écoulement global du fluide et son évolution dans 

le temps en résolvant les équations de Navier-Stockes de continuité et de l’énergie par la 

méthode des volumes finis.  

Dans ce chapitre nous présentons la méthodologie de résolution des systèmes d’équations 

régissant l’écoulement dans un espace annulaire entre deux cylindres concentriques. 

On exposera la méthode numérique utilisée, la discrétisation du domaine de calcul et des 

équations modélisant. On introduit ensuite, les différents algorithmes utilisés pour résoudre les 

systèmes d’équations discrétisées obtenues. 
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3.2 Choix de la méthode numérique de résolution 

 L’écoulement de couette cylindrique soumis à un gradient radiale de température est 

mathématiquement modélisé par le système d’équations différentielles aux dérivées partielles, 

du second ordre, non linéaires et couplées (2.3) - (2.7) Avec les conditions spatio-temporelles 

appropriées. 

La caractéristique transitoire, la tridimensionnalité, le fort couplage à travers les termes 

de gravité et d’advection des équations différentielles ainsi que les propriétés physiques de 

fluide utilisé, imposent une solution exclusivement numérique. 

Les équations différentielles expriment un principe de conservation d’une variable, dite 

variable dépendante. L’utilisation d’une méthode numérique a pour objectif la détermination 

des variables dépendantes dans le domaine à étudier  

Une des classes des méthodes numériques, est celle dite méthode de discrétisation, cette 

dernière repose sur le principe du remplacement des informations continues obtenues par la 

solution exacte des équations différentielles (qu’on ne peut obtenir analytiquement), par des 

valeurs discrètes. On obtiendra donc les valeurs de la variable dépendante, localisées dans les 

points discrets appelés nœuds. Ces nœuds résultent du découpage du domaine de calcule, donc 

le principe de discrétisation est appliqué à la fois aux équations et au domaine à étudier. 

Parmi les nombreuses méthodes numériques qui existent nous allons choisir la méthode 

des volumes finis (V.F), ce choix est motivé par la géométrie du problème qui n’est pas 

complexe, et par les capacités de calculs, ces deux critères sont généralement les critères qui 

imposent le choix d’une méthode numérique. La méthode des V.F a été développée pour 

résoudre les problèmes de conduction de chaleur et d’écoulement des fluides Patankar [48] 

On peut justifier ce choix par certains avantages que cette méthode peut offrir : 

 L’extension du principe de conservation de la grandeur Φ écrite sous une forme 

discrétisée pour un volume fini typique est vérifiée pour l’ensemble du domaine 

numérique (La continuité de flux à l’interface). 

 La facilité de mise en œuvre, son côté pratique et sa maniabilité lors de la 

résolution de cette classe de problème convectifs –diffusifs. 

Suhas. V. Ptankar [48] a élaboré la méthode des V.F. son principe consiste à transformer 

le système d’équations aux dérivées partielles non linéaires en un système d’équations 

algébriques linéaires ; afin de les solutionner on distingue trois phases : 
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La 1ére phase concerne la génération du maillage telle qu’on peut répartir le domaine 

d’étude en un nombre fini de volume. Qui permet de transformer le domaine physique continu 

en un domaine de calcul discret.  

La seconde phase concerne la discrétisation des équations de conservation qui consiste à 

intégrer les équations aux dérivées partielles sur un volume de contrôle fini. Cette discrétisation 

présente certains avantages du fait qu’elle garantit la conservation de la masse, de la quantité 

de mouvement et de l’énergie dans chaque volume de contrôle.  

Enfin la troisième phase consiste à solutionner (dans le temps) le système d’équations 

algébriques linéaires sur l’ensemble du domaine de calcul.  

3.2.1 Maillage 

Le choix de la forme du volume de contrôle est conditionné par la géométrie du domaine, 

c’est pourquoi, nous avons opté pour un maillage en coordonnés cylindriques, pour un espace 

annulaire sont découpés selon les directions radiale, angulaire et axiale r*, θ et z* respectivement 

en un ensemble des volumes finis ou «volumes de contrôle» dont les dimensions pour un 

volume typique sont *** zetr,r   

 

Figure3.1 : le domaine de calcule discrétisée. 

 

Le maillage obtenu par la discrétisation du domaine de calcul dans les trois directions se 

compose d’un nombre fini de volumes. Chaque volume sera repéré par un nœud et limité par 

six faces, dans le nœud de ce volume de contrôle typique associé au nœud P seront stockées les 

valeurs des quantités physiques scalaire telles que la pression, la température, la masse 

volumique et la concentration, tandis que les trois composantes des vitesses sont stockées au 

centres des six faces latérales, les faces Nord (n) et Sud (s) dans la direction radiale (r). Est (e)  
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et Ouest (w)  dans la direction azimutale (𝜃) et Frontale (f) et Dorsale (b) dans la direction 

axiale (z), qui correspondent aux nœuds des volumes décalés . 

 Chaque volume fini sera directement entouré de six autres volumes ; dans la direction 

radiale (r) deux volumes adjacents aux faces Nord et Sud et contenant en leurs centres les nœuds 

N et S, dans la direction azimutale (𝜃) deux autres volumes adjacents aux faces Ouest et Est 

contenant en leurs centres les nœuds W et E et enfin dans la direction axiale (z) les deux 

volumes adjacents aux face Frontale et Dorsale contenant en leurs centres les nœuds F et B. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.2 : Volume de contrôle typique 

Les angles et les distance entre le nœud P et les nœuds voisins E, W, N, S, F et B sont 

𝒅𝜽𝒆, 𝒅𝜽𝒘, 𝐝𝒓𝒏, 𝐝𝒓𝒔, 𝐝𝒛𝒇 𝒆𝒕 𝐝𝒛𝒃 respectivement ; tandis que les angles et les distances séparant 

les faces des nœuds voisins sont respectivement : ∆𝒓𝑵, ∆𝒓𝑺, ∆𝜽𝑬, ∆𝜽𝑾, ∆𝒛𝑭 𝒆𝒕 ∆𝒛𝑩. 

Des projections du volume typique suivant les trois plans : (𝑟∗, 𝜃), (𝑟∗, 𝑧∗), (𝜃, 𝑧∗)sont 

représentées dans les figures (3.3) (3.4) (3.5) 
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Figure 3.3 : représentation suivant la section(𝑟 − 𝜃) de volume de contrôle typique        , 

nomenclature de la distance radiale et azimutale. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.4 : représentation suivant la section(𝑟 − 𝑧) de volume de contrôle typique         , 

nomenclature de la distance radiale et axiale. 
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Figure 3.5 : Représentation suivant la section(𝜃 − 𝑧) de volume de contrôle typique           , 

nomenclature de la distance azimutale et axiale. 

L’utilisation de la méthode des volumes finis donne comme résultats la valeur nodale de 

la variable dépendante c.-à-d. la valeur de la variable dépendante dans chaque nœud du volume 

de contrôle. Notre résolution numérique de l’équation de la continuité et de la conservation du 

moment et d’énergie donne lieu à la détermination simultanée de la pression, du champ de 

vitesse et de la température. Donc, on aura à rechercher trois variables la pression, les 

composantes de vitesses et de température. L’utilisation d’un même maillage, en l’occurrence 

le maillage typique pour l’obtention de ces 3 variables donne lieu à des résultats erronés et 

physiquement inacceptables S. V. Ptankaere [48]. 

Pour contourner cette difficulté, on utilise un maillage pour le stockage de la pression et 

de la température et un autre maillage pour le stockage des composantes du champ de vitesse 

(la notion de stockage exprime la localisation des quantités physique).Le maillage qui sera 

utilisé pour le calcul des composantes du champ de vitesse et dit maillage décalé. 

Le décalage du volume de contrôle permet d’éviter l’obtention d’une distribution 

irréaliste des paramètres physique calculés dans le maillage initial, offre une grande stabilité 

numérique, et permet une meilleur estimation du flux convectif, ainsi une bonne estimation de 

la force de pression dans les équations de quantité de mouvement [48]. 
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La discrétisation de la composante radiale de l’équation de quantité de mouvement (𝑽𝒓) 

sera effectuée par le décalage radial (r), un décalage dans la direction azimutale (𝜃) pour la 

discrétisation de la composante azimutale de l’équation de quantité de mouvement (𝑽𝜽). Enfin 

on décalera le maillage typique dans la direction axiale (z) pour la discrétisation de la 

composante axiale de l’équation de quantité de mouvement (𝑽𝒛). 

Différentes projections sont illustrées dans les figures 3.7 - 3.12 donnant de meilleures 

représentations spatiales des décalages dans les trois directions.  

Dans notre cas, on a découpé le domaine physique en 26 nœuds dans la direction radiale, 

44 nœuds dans la direction azimutale(𝜃) et 162 nœuds dans la direction axiale (z). Donc le 

maillage utilisé est un maillage de 26*44*162 ce qui correspond à un nombre totale de 185 328 

nœuds.  

3.3 Discrétisation des équations 

La discrétisation des équations différentielles modélisantes, qui régissent le phénomène 

implique l’évaluation des différentes dérivées spatiales et temporelles de la variable 

dépendante. L’évaluation de ces dérivées implique de connaitre comment la variable 

dépendante varie dans le temps et dans l’espace, qui consiste à les transformer en équations 

algébriques plus adaptées à la résolution numérique. Pour ce faire, on adopte différentes 

approximations dites schémas de variations. 

3.3.1 Discrétisation temporelle 

Cette discrétisation concerne la variation temporelle de tous les termes contenus dans les 

équations de Navier Stockes, l’équation de continuité et de l’énergie. 

 Parmi les objectifs recherchés dans les développements des résolutions numériques, c’est 

l’amélioration des précisions des résultats numériques ; pour cela on a fait le choix d’une 

discrétisation spatio-temporelle du second ordre.  

3.3.1.1 Traitement des dérivées temporelles 

Cette discrétisation se fait selon le schéma obtenu de la manière suivante : 

Considérons le développement limite en série Taylor d’ordre 2 de la variable dépendante 

𝜙 au temps t : 

𝜙𝑡 = 𝜙𝑡+Δ𝑡 −
Δ𝑡

1!

𝜕𝜙

𝜕𝑡
|
𝑡+Δt

+ 
(Δ𝑡)2

2!

2
𝜕𝜙

𝜕𝑡2
|

𝑡+Δt

+ 𝑂(Δ𝑡)3…………………………………..… (3.1) 
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Maintenant, considérons le développement de Taylor toujours d’ordre 2, au temps 𝑡 − Δ𝑡 : 

𝜙𝑡−Δ𝑡 = 𝜙𝑡+Δ𝑡 −
2Δ𝑡

1!

𝜕𝜙

𝜕𝑡
|
𝑡+Δt

+
(2Δ𝑡)2

2!

2
𝜕𝜙

𝜕𝑡2
|

𝑡+Δt

+ 𝑂(Δ𝑡)3……………………………….  (3.2) 

On multiplie l’équation (3.1) par 4, puis on retranche l’équation (3.2) du résultat obtenu. 

On obtient l’équation suivante : 

4 𝜙𝑡 − 𝜙𝑡−Δ𝑡 = 3𝜙𝑡+Δ𝑡 − 2∆𝑡 
𝜕𝜙

𝜕𝑡
|
𝑡+Δt

+ 𝑂(Δ𝑡)3……………………………………... (3.3) 

Donc, la valeur de la dérivée temporelle au temps 𝑡 + ∆𝑡 est donnée par l’équation : 

𝛛𝛟

𝛛𝐭
|
𝐭+𝚫𝐭

≈ 
𝟑𝛟𝐭+𝚫𝐭−𝟒 𝛟𝐭+𝛟𝐭−𝚫𝐭

𝟐∆𝐭
+ 𝑶(𝚫𝒕)𝟑………………………...………………..… (3.4) 

Cette discrétisation est celle d’Euler retardée, l’erreur de troncature est d’ordre 2. 

3.3.1.2 Traitement des termes convectifs et non linéaires 

 Les termes convectifs et non linéaires seront discrétisés temporellement au second 

ordre, dans l’ensemble des équations suivent le schéma explicite d’Adams Bashforth. Le 

schéma de discrétisation est obtenu comme suit :  

 𝜙𝑡 = 𝜙𝑡+Δ𝑡 − ∆𝑡
𝜕𝜙

𝜕𝑡
|
𝑡+Δt

+ 𝑂(Δ𝑡)3……………………………………………….…….. (3.5) 

Considérons maintenant le développement de Taylor d’ordre 1 de la variable dépendante au 

temps 𝑡 − ∆𝑡 : 

𝜙𝑡−Δ𝑡 = 𝜙𝑡+Δ𝑡 − −2∆𝑡 
𝜕𝜙

𝜕𝑡
|
𝑡+Δt

+ 𝑂(Δ𝑡)2………………………….…………………… (3.6) 

On multipliel’équation (3.5) par (-2) puis on additionne l’équation résultante et l’équation (3.6). 

On obtient l’équation qui nous donne l’expression de la variable dépendante au temps 𝑡 + ∆𝑡 : 

𝛟𝐭+𝚫𝐭 = 𝟐 𝛟𝐭 − 𝛟𝐭−𝚫𝐭 + 𝐎(𝚫𝐭)𝟐…………………………………………………….… (3.7) 

3.3.1.3 Traitement des termes diffusifs et de pression 

 La discrétisation selon un schéma totalement implicite au temps  tt   sera appliquée à tous 

les termes de gradients purement diffusifs et ceux de pression. 

3.3.2 Traitement spatiale au second ordre 

 Pour assurer une bonne représentation spatiale de la variable dépendante, représentation 

qui doit être physiquement acceptable. En effet, lors de l’évaluation des intégrales des équations 

différentielles dans les volumes finis, on aura besoin de connaitre comment déterminer la 

variable dépendante aux interfaces des volumes finis. Pour cela on adopte le schéma de 

différences centrées qui décrira la variation spatiale de la dépendante comme suit : 
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Figure 3.6 : Maillage unidimensionnel pour le calcul de la variable dépendante à l’interface. 

 Considérons le cas unidimensionnel de la figure 3.6, on cherche à déterminer la valeur 

de la variable dépendante à l’interface n. le développement de Taylor au 1ere ordre de 𝜙 (la 

variable dépendante de référence) au Nœud N est donnée par la formule suivante : 

𝜙𝑁 = 𝜙𝑛 +
Δ𝑟𝑃

2
(
𝜕𝜙

𝜕𝑟
)|

𝑛
+ 𝑂(∆𝑟)2…………………………………..…………………….. (3.8) 

 Le développement de Taylor au premier ordre de 𝜙 au nœud P est donné par l’équation 

suivante : 

𝜙𝑃 = 𝜙𝑛 −
Δ𝑟𝑃

2
(
𝜕𝜙

𝜕𝑟
)|

𝑛
+ 𝑂(∆𝑟)2……………………………………..………………….. (3.9) 

 On fait l’addition des équations (3.8) et (3.9), et on obtient après réarrangement la 

formule suivante pour 𝜙𝑛 : 

𝛟𝐧 =
𝛟𝐏+ 𝛟𝐍

𝟐
+ 𝐎(∆𝐫)𝟐……………………………………………..….……...…….. (3.10) 

Cette formule qui servira à évaluer la valeur de la variable dépendante aux interfaces. 

 En ce qui concerne l’évaluation de la dérivée spatiale à l’interface ; on considère les 

équations (3.8) et (3.9) on multiplie l’équation (3.9) par le signe (-), puis on réarrange l’équation 

résultante et on obtient la formule suivante pour 
∂ϕ

∂r
|
n

 : 

𝛛𝛟

𝛛𝐫
|
𝐧

= 
𝛟𝐍+ 𝛟𝐏

𝐝𝐫𝐧
+ 𝐎(∆𝐫)𝟐…………………………………………….………..…….. (3.11) 

C’est donc la formule donnée par l’équation (3.11) qui sera utilisée pour l’évaluation des 

dérivées spatiales (suivant une direction donnée) de la variable dépendante considérée aux 

interfaces des volumes de contrôle. 

 

𝑑𝑟𝑠 𝑑𝑟𝑛 

n s 

𝒓𝑵 𝒓𝑷 

N P S 

𝒓𝑺 

∆𝑟𝑃 𝑑𝑟𝑠 𝑑𝑟𝑛 

n s 

𝒓𝑵 𝒓𝑷 

N P S 

𝒓𝑺 
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3.4 Discrétisation des équations modélisantes 

- Les termes au temps 𝑡 − ∆𝑡 porteront l’exposant 𝑡 − ∆𝑡. 

- Les termes au temps 𝑡 porteront l’exposant 𝑡. 

- Les termes au temps 𝑡 + ∆𝑡 porteront l’exposant 𝑡 + ∆𝑡. 

3.4.1 Discrétisation de l’équation de continuité 

L’équation de continuité sera discrétisée dans un volume de contrôle typique comme suit : 

∫∫∫[
1

𝑟∗

 𝜕

𝜕𝑟∗
(𝑟∗ 𝑉𝑟

∗) +
1

𝑟∗

𝜕𝑉𝜃
∗

𝜕𝜃
+

𝜕𝑉𝑧
∗

𝜕𝑧∗
]|

𝑡∗+∆𝑡∗

𝑟∗ 𝑑𝑟∗ 𝑑𝜃 𝑑𝑧∗ = 0

𝑓

𝑏

𝑛

𝑠

𝑒

𝑤

 

∫ ∫ ∫
1

𝑟∗

 ∂

∂𝑟∗
(𝑟∗V𝑟

∗)|𝑡
∗+∆𝑡∗

𝑟∗ d𝑟∗ dθ dz∗ = (r𝑛
∗  𝑉rn

∗ 𝑡∗+∆𝑡∗
− r𝑠

∗ 𝑉rs
∗ 𝑡∗+∆𝑡∗

)∆θP∆z𝑃
∗f

b

n

s

e

w
.  

∫ ∫ ∫
1

𝑟∗

𝜕𝑉𝜃
∗

𝜕𝜃
|
𝑡∗+∆𝑡∗

𝑟∗ 𝑑𝑟∗ 𝑑𝜃 𝑑𝑧∗ = (𝑉𝜃𝑒
∗  𝑡∗+∆𝑡∗

− 𝑉𝜃𝑤
∗  𝑡∗+∆𝑡∗

)∆𝑟𝑃
∗∆𝜃𝑃

𝑓

𝑏

𝑛

𝑠

𝑒

𝑤
.  

∫∫∫
𝜕𝑉𝑧

∗

𝜕𝑧∗
|
𝑡∗+∆𝑡∗

𝑟∗ 𝑑𝑟∗ 𝑑𝜃 𝑑𝑧∗ = (𝑉𝑧𝑓
∗ 𝑡∗+∆𝑡∗

− 𝑉𝑧 𝑏
∗ 𝑡∗+∆𝑡∗

)

𝑓

𝑏

𝑛

𝑠

𝑒

𝑤

𝑟𝑃
∗∆𝑟𝑃

∗∆𝜃𝑃. 

On peut mettre l’équation de discrétisation finale sous la forme : 

(r𝑛
∗Vr n

∗ t∗+∆t∗ − r𝑠
∗Vr s

∗ t∗+∆t∗)∆θP∆z𝑃
∗ + (Vθe

∗ t∗+∆t∗ − Vθw
∗ t∗+∆t∗)∆r𝑃

∗∆z𝑃
∗ + (Vz f

∗ t∗+∆t∗ − Vz b
∗ t∗+∆t∗)r𝑃

∗∆r𝑃
∗∆θP = 0    

      ….                                                                                                                                    ….(3.12) 

Dans cette équation (3.12) tous les termes sont évalués à l’instant t+∆t. 

 

3.4.2 Discrétisation de la composante radiale de l’équation de quantité de mouvement 

L’équation de conservation de la quantité de mouvement radial (2.3) est exprimée en termes de 

vitesses et de contraintes visqueuses comme suit : 

     

     




























































*

zr**

*

*

r*

*

rr

*

**

0

*

2

0

*

0

*

*

*

2*

*

r

*

z*

*

r

*

*

*

r

*

r

*

***

*

r

zrr

1
r

rr

1

Re

1
Tcos

Re

Gr

r

P

r

V
VV

z
VV

r

1
VVr

rr

1

t

V

 

 

Les composantes du tenseur des contraintes visqueuses, normales et tangentielles, sont : 

*

*

r**

rr
r

V
2




                              ,        































 



*

r

**

*

*

***

r

*

r

V

r

1

r

V

r
r                                        



  Chapitre 03                                                                                             Résolution numérique 

 

 49 




















*

*

r

*

*

z**

zr

*

rz
z

V

r

V
        ,         













 

 *

*

r

*

*

*

**

r

VV

r

1
2  

Les figures 3.7 et 3.8 illustrent le maillage, décalé radialement, dans le plans (𝑟 − 𝜃) et (𝑟 − 𝑧) 

respectivement. Nous procéderons à la discrétisation de la composante radiale de l’équation de 

quantité de mouvement terme par terme dans le volume de contrôle décalé 
*

p

*

n

*

n
zdrr   suivant la 

direction radiale. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Figure 3.7 : Représentation suivant la section (𝑟 − 𝜃) de volume de contrôle décalé 

dans la direction radiale             . 
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Figure 3.8 : Représentation suivant la section (𝑟 − 𝑧) de volume de contrôle décalé 

dans la direction radiale            .  
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On regroupe tous les termes précédents, pour obtenir une équation de discrétisation finale sous 

la forme suivante : 

**************** ******* tt

r

tt

BrB

tt

FrF

tt

WrW

tt

ErE

tt

SrS

tt

NrN

tt

PrP SVAVAVAVAVAVAVA   ....(3.13) 

Où les coefficients de l’équation de discrétisation et la source, sont donnés par les relations 

suivantes : 
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On peut écrire aussi : 
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On peut écrire aussi 
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Et l’équation de discrétisation serait : 
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Comme 
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PrV 
 correspond à la vitesse 
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rV  à l’interface n du volume typique (𝑉𝑟 𝑛
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l’équation donnant la vitesse 
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Les coefficients dans la relation (3.14) sont tous positifs, car des règles de la méthode des 

volumes finis (exigeant le même signe pour tous les coefficients de l’équation de discrétisation) 

sont vérifiées, et il n’y a pas de risque d’obtenir des résultats physiquement inacceptables. 

D’après la relation (3.15) on constate que le coefficient AP est positif, et supérieur à la 

somme des autres coefficients, cela est la satisfaction d’une deuxième règle de la méthode des 

volumes finis exigeant la dominance diagonale de la matrice des coefficients de l’équation de 

discrétisation qui assure une grande stabilité numérique. 

 

 

3.4.3 Discrétisation de la composante azimutale de l’équation de quantité de mouvement 

L’équation de conservation de la quantité de mouvement azimutale (2.4) est exprimée en termes 
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Les composantes du tenseur des contraintes visqueuses, normales et tangentielles, sont : 
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Les figures 3.9 et 3.10 illustrent le maillage décalé dans la direction azimutale, dans les plans 

(r-θ) et (θ-z) respectivement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.9 : Représentation suivant la section (𝑟 − 𝜃) de volume de contrôle décalé dans la 

direction angulaire           .  
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Figure 3.10 : Représentation suivant la section (𝜃 − 𝑧) de volume de contrôle décalé dans la 

direction angulaire           .  
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-Termes diffusifs :  
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On regroupe tous les termes précédents, pour obtenir une équation de discrétisation finale sous 
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Et l’équation de discrétisation serait : 
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Comme 
** tt*

pV 
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…………….…. (3.20)                                                                                                                                   

On note que les coefficients de l’équation de discrétisation sont tous positifs et la relation (3.17) 

montre que AP est supérieur à la somme des autres coefficients, comme dans le cas de l’équation 

de discrétisation radiale.  

3.4.3 Discrétisation de la composante axiale de l’équation de quantité de mouvement 

L’équation de conservation de la quantité de mouvement azimutale (2.5) est exprimée en termes 

de vitesses et de contraintes visqueuses comme suit : 
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Les composantes du tenseur des contraintes visqueuses, normales et tangentielles, sont :
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Les figures 3.11et 3.12 illustrent le maillage décalé axialement dans le plan (r-z) et (θ- z) 

respectivement. 
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Figure 3.11 : Représentation suivant la section (𝑟 − 𝑧) de volume de contrôle décalé dans la 

direction axiale           . 
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Figure 3.12 : Représentation suivant la section (𝜃 − 𝑧) de volume de contrôle décalé dans la 

direction axiale            
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Les termes intégrés sont réarrangés dans une équation de discrétisation algébrique sous la forme 
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On peut écrire aussi 
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Et l’équation de discrétisation serait : 
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Comme 
** tt*

PzV 
 correspond à la vitesse 

*

zV  à l’interface f du volume typique  *** tt

fzV 
, on peut écrire 

l’équation donnant la vitesse 
*** tt

zfV 
 : 
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………….(3.23)

 

Comme dans le cas des équations de discrétisation radiale et azimutale, les relations (3.20) 

et (3.21) indiquent respectivement que les coefficients de l’équation de discrétisation axiale 

sont tous positifs et que le Ap est supérieur à la somme des autres coefficients. 

3.4.4 Discrétisation de l’équation d’énergie 

L’équation de conservation de l’énergie (2.6) est exprimée en termes de vitesses et de 

flux thermiques comme suit : 
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L’équation d’énergie (2.7) est intégrée dans le volume fini typique (figure 3.3- 3.5) comme 

suit : 
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- Termes advectifs : 
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3.5 Discrétisation des conditions aux limites  

Les équations des conditions aux limites doivent être sous la forme générale de l’équation 

de discrétisation. Les coefficients, dans ce cas, sont spécifiés d’après les conditions du problème 

posé. Il s’agit de condition de non glissement sur les parois et condition d’extrémités rigides 

des cylindres. 

Il s’agira toujours d’identifier pour chaque condition aux limites les coefficients des 

variables dépendantes ainsi que les termes de sources correspondantes. Le domaine numérique 

est défini par : i=1, IL ; j=1, JL ; k=1, KL. Balayant les directions radiale, azimutale et axiale. 

3.5.1 A l’entrée de conduit annulaire 𝒁∗ = 𝟎 

Le domaine numérique correspondant est :  𝑗 = 1,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐼𝐿, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾𝐿 

Domaine solide  2038.133.183.077.0 **  androrr  

 

0)0,,r(T)0,,r(V)0,,r(V)0,,r(V ****

z

****

r


  

Domaine fluide 0.833 ≤ 𝑟∗ ≤ 1.333    𝑒𝑡   0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

𝑉𝑟
∗(r∗, θ, 0) = 𝑉𝜃

∗(r∗, θ, 0) = 𝑇∗(r∗, θ, 0) = 0      

 


























2

e1

2

i2

e1

2

e1i2

2

i2

2

2

e1

2

i22

1

4

*

2

2*

3**

z

RR

)Rln(R)Rln(R
C

2

RR

2

C
C

CrlnCrC
)0,,r(V  

C1, C2, C3 et C4 sont donnés respectivement par les équations (2.13), (2.14), (2.15) et (2.16). 

- Pour la composante axiale Vz
∗(r∗, θ, 0) ; elle doit vérifier l’équation suivante : 

Ap
t∗+∆t∗(i, j, k)VZP

t∗+∆t∗(i, j, k) = AN
t∗+∆t∗t(i, j, k)Vz

t∗+∆t∗(i + 1, j, k) + AS
t∗+∆t∗(i, j, k)Vz

t∗+∆t∗(i − 1, j, k) + 

AE
t∗+∆t∗(i, j, k)Vz

t∗+∆t∗(𝑖, 𝑗, 𝑘 + 1) + AW
t∗+∆t∗(i, j, k)Vz

t∗+∆t∗(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) + AF
t∗+∆t∗(i, j, k)Vz

t∗+∆t∗(i, j + 1, k) + 

AB
t∗+∆t∗(i, j, k)Vz

t∗+∆t∗(𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘) + S𝑍
t∗+∆t∗(i, j, k)…………………………………………...(3.26) 

Qui devra donc s’écrire : 

1.Vzp
t∗+∆t∗

(i, 1, k) = 0. Vz
t∗+∆t∗

(i + 1,1, k) +0.Vz
t∗+∆t∗

(i − 1,1, k) + 0.Vz
t∗+∆t∗(𝑖, 1, 𝑘 + 1) + 0.Vz

t∗+∆t∗(𝑖, 1, 𝑘 − 1) +

0. Vz
t∗+∆t∗(i, 2, k) +

𝐶3𝑟𝑃
∗2(𝑖)+𝐶2𝑙𝑛(𝑟𝑃

∗ (𝑖))+𝐶4

𝐶1−
𝐶2
2
+

𝑅2𝑖
2 +𝑅1𝑒

2

2
+𝐶2(

𝑅2𝑖
2

𝑙𝑛(𝑅2𝑖)−𝑅1𝑒
2

𝑙𝑛(𝑅1𝑒)

𝑅2𝑖
2 −𝑅1𝑒

2 )

. 
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Par identification les coefficients et le terme de source sont : 

AP
t∗+∆t∗(i, 1, k) = 1 

AN
t∗+∆t∗(i, 1, k) = AS

t∗+∆t∗(i, 1, k) = AE
t∗+∆t∗(i, 1, k) = AW

t∗+∆t∗(i, 1, k) = AF
t∗+∆t∗(i, 1, k) = AB

t∗+∆t∗(i, 1, k) = 0..(3.27) 

Sz
t∗+∆t∗(i, 1k) =

𝐶3𝑟𝑃
∗2(𝑖) + 𝐶2𝑙𝑛(𝑟𝑃

∗ (𝑖)) + 𝐶4

𝐶1 −
𝐶2
2

+
𝑅2𝑖

2 + 𝑅1𝑒
2

2
+ 𝐶2 (

𝑅2𝑖
2 𝑙𝑛(𝑅2𝑖) − 𝑅1𝑒

2 𝑙𝑛(𝑅1𝑒)

𝑅2𝑖
2 − 𝑅1𝑒

2 )

 

- Pour les autres variables *

rV , *V
et la température *T  qui sont nulles à l’entrée, les 

coefficients et les termes de source seraient : 
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1
******************
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………(3.28) 

3.5.2 A la sortie du conduit : 777.277/*  hDLz  

Le domaine numérique correspondant est  𝑗 = 𝐽𝐿;     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐼𝐿;      1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾𝐿 

Domaine solide   20388.1333.1833.0777.0 **  androrr  

0
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Domaine fluide  20333.1833.0 *  andr  
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L’invariance axiale sur les composantes de la vitesse se discrétise selon les différences 

régressives à l’ordre 1. On le détaille pour la vitesse radiale (c’est identique pour
**

zVetV ) : 

 
0

)1JL(dz

)k,1JL,i(V)k,JL,i(V
*

*

r

*

r 



 

)k,1JL,i(V)k,JL,i(V *

r

*

r   

Si la dernière équation est identifiée à la forme standard de l'équation de discrétisation, les 

coefficients sont :                                                                   

   

          0,,,,,,,,,,

1,,,1,,

*********

**** **









kJLiAkJLiAkJLiAkJLiAkJLiA

kJLiAkJLiA

tt

F

tt

W

tt

E

tt

S

tt

N

tt

B

tt

p

  …………….…..(3.29) 
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  0,,
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 kJLiS tt
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La condition sur la température : 0
z

T
K

z
h

* DLz
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*
*
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 se discrétise selon les différences 

centrées à l’ordre 2 autour de JL-1 : 
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Dans la partie solide : la conductivité est constante 
****

bfsn KKKK   donc :

   
 
 

    k,2JL,iTk,1JL,iT
2JLdz

1JLdz
k,1JL,iTk,JL,iT **

*

*
** 






 

On en déduit les différents coefficients : 

Ap
t∗+∆t∗(i, JL, k)T∗(i, JL, k) = AN

t∗+∆t∗t(i, JL, k)T∗(i + 1, JL, k) + AS
t∗+∆t∗(i, JL, k)T∗(i − 1, JL, k) + 

AE
t∗+∆t∗(i, JL, k)T∗(𝑖, JL, 𝑘 + 1) + AW

t∗+∆t∗(i, JL, k)T∗(𝑖, JL, 𝑘 − 1) + AF
t∗+∆t∗(i, JL, k)T∗(i, JL + 1, k) + 

AB
t∗+∆t∗(i, JL, k)T∗(𝑖, JL − 1, 𝑘) + St∗(i, JL, k). 

La discrétisation temporelle du deuxième terme à droite de cette équation est approchée 

par l’approximation d’Adam-Bashforth et on déduit les différents coefficients : 
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……….(3.30) 

Dans la partie fluide : la conductivité en f est directement celle du nœud JL alors que celle à 

l’interface b sera déduite par la moyenne harmonique entre les nœuds JL-1 et JL-2. 

b f 

JL-1 
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3.5.3 Sur la paroi interne du cylindre intérieur   : r*=0.777,  2≤≤0    et  77.277≤0 * z  

Le domaine numérique correspondant est  𝑖 = 1 ;    1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐽𝐿  ;  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾𝐿 

Pour les vitesses ***, zr VetVV   
 0***  zr VVV  , seuls les coefficients 𝐴𝑝 sont égaux à 

1.  

La condition thermique à la paroi interne du cylindre intérieur 0
r

T
K

hi1
* D2Dr

*

*
*

s









 , se 

discrétise selon des différences régressives, on obtient : 
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3.5.4 Sur la paroi externe du cylindre extérieur : r*=1.38 

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋  𝑒𝑡  0 ≤ 𝑧∗ ≤ 277.77  {

𝑉𝑟
∗ = 𝑉𝜃

∗ = 𝑉𝑧
∗ = 0

−𝐾𝑠
∗
𝜕𝑇∗

𝜕𝑟∗ |
𝑟∗=𝐷2𝑒 2𝐷ℎ⁄

=
(ℎ𝑟 + ℎ𝑐)𝐷ℎ

𝑘0
  𝑇∗|𝑟∗=𝐷2𝑒 2𝐷ℎ⁄  

La condition thermique à la paroi externe du cylindre extérieur se discrétise selon des 

différences régressives, on obtient : 

   

 

𝐴𝑃
 𝑡∗+∆𝑡∗

(𝐼𝐿, 𝑗, 𝑘) = 1 +
(ℎ𝑟 + ℎ𝑐)𝐷ℎ

𝐾0

𝑑𝑟∗(𝐼𝐿 − 1)

𝑐𝑜𝑓
 

𝑐𝑜𝑓 = 2𝐾∗(𝐼𝐿 − 1, 𝑗, 𝑘)𝑡∗
− 𝐾∗(𝐼𝐿 − 1, 𝑗, 𝑘)𝑡∗−∆𝑡∗

 

∆(IL-1) 

dr(IL-1) 

  s n 

IL-1 

dr(IL-2) 
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𝐴𝑠
𝑡∗+∆𝑡∗

(𝐼𝐿, 𝑗, 𝑘) = 1 

𝐴𝑁
𝑡∗+∆𝑡∗

(𝐼𝐿, 𝑗, 𝑘) = 𝐴𝐸
𝑡∗+∆𝑡∗

(𝐼𝐿, 𝑗, 𝑘) = 𝐴𝑊
𝑡∗+∆𝑡∗

(𝐼𝐿, 𝑗, 𝑘) = 0 

𝐴𝑇
𝑡∗+∆𝑡∗

(𝐼𝐿, 𝑗, 𝑘) = 𝐴𝐵
𝑡∗+∆𝑡∗

(𝐼𝐿, 𝑗, 𝑘) = 𝑆𝑡∗+∆𝑡∗
(𝐼𝐿, 𝑗, 𝑘) = 0 

 3.6 Equation de la discrétisation de pression 

Pour résoudre les équations de discrétisation des trois composantes de la vitesse (3.15), 

(3.19) et (3.22), il faut préciser la pression qui est présente dans les sources de ces équations. 

La détermination de la pression dans les points centrés des volumes finis, nécessite une équation 

de discrétisation de la pression. Cette équation est obtenue par une manipulation combinant les 

équations de discrétisation de continuité et des quantités de mouvement. 

Les équations discrétisées associées aux composantes de vitesse calculées sur le maillage 

décalé s’écrivent comme suit : 
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On définit à ce niveau des pseudos vitesses  *

z

**

r V̂,V̂,V̂   , sans les termes de pression, telles 

que : 
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1nb
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tt*
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r
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k,j,ibVA

V̂

**
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                                                                                (3.46) 
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6
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*tt*
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                                                                               (3.47) 
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z
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                                                                                  (3.48) 
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Les équations de quantité de mouvement peuvent s’écrire en fonction des pseudos vitesses sous 

la forme suivante : 

 ******** tt*

N

tt*

Prn

tt*

r

tt*

r PPdV̂V  
                                                                        (3.49) 

 ******** tt*

E

tt*

Pe

tt*tt* PPdV̂V 









 
                                                                        (3.50) 

 ******** **** ˆ tt

F

tt

Pzf

tt

z

tt

z PPdVV  
                                                                        (3.51) 

On peut exprimer les composantes du champ de vitesse sur les six faces telle que : 
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  ,             ******** tt*
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zb PPdV̂V  
                 

                           

Sachant que l’équation de discrétisation de continuité est : 

    0)( ************* ************

 

ppp

tt

zb
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zfpp
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w

tt

epps

tt

rsn

tt

rn rrVVzrVVzrVrV                 (3.52) 

L’utilisation des six équations précédentes du champ de vitesse dans l’équation de discrétisation 

de continuité (3.52) nous donne une équation de discrétisation de pression au nœud typique P 

sous la forme standard : 

 

p
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tt

FF

tt
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tt
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tt
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tt
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tt

pP SPAPAPAPAPAPAPA   ************** *******

   
(3.53)                                                                                                                                         
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*

Pp

*

n

*

nN zdrrA          ,     
*

pp

*

s

*

sS zdrrA                                                              (3.54) 

*

p

*

peE zrdA              ,    
*

p

*

pwW zrdA                                                                (3.55) 

***

fPppF dzrrA           ,     
*

bP

*

p

*

pB dzrrA                                                             (3.56) 

      ppp

tt

zf

tt

zbpp

tt

e

tt

wpp

tt

rnn

tt

rss

tt

p rrVVzrVVzVrVrS     ************** ************** ˆˆˆˆˆˆ
 

   (3.57)                                                                                                                                  

3.6.1 Equation de correction de la pression 

 Les équations de discrétisation du champ de vitesse et du champ de pression obtenues 

dépendent l’une de l’autre. On ne peut tirer la pression sans la connaissance des vitesses (et les 

pseudo-vitesses) ainsi que l’on ne peut tirer la vitesse sans connaître la pression. Donc si on a 

les pseudos vitesses, on peut calculer la source S et donc la pression. Sachant que les pseudos 

vitesses sont calculés avec des approximations de la vitesse, appelées estimations de la vitesse, 

la pression calculée ne peut être considérée qu’une estimation de pression qui nécessite une 

correction. Si cette estimation de pression est utilisée dans les équations de discrétisation des 

quantités de mouvement, on obtient un champ de vitesse qui est une nouvelle estimation qui 

nécessite une correction. Il est clair que pour l’obtention d’un champ de pression correcte, il 

faut un champ de vitesse correcte et vice-versa. Evidemment, les corrections de vitesse et de 

pression sont liées. A un point donné, la correction de la vitesse est liée aux corrections des 

vitesses des points adjacents et des corrections de pression. Mais il y’a une méthode qui lie la 

correction de la vitesse à un point aux seules corrections de la pression. Cette méthode est au 

cœur de l’algorithme SIMPLER utilisée dans nos calculs est qui sera présente plus tard. Avec 

cette méthode, on détermine une équation de correction de la pression ; et une fois la correction 

de la pression obtenue, elle est directement utilisée pour corriger le champ de vitesse. 

Les relations entre les estimations et les corrections de vitesse et de pression sont définies 

par : 

**** PPP      ,         
*

r

**

r

*

r VVV       ,   
**** VVV 
         ,       

*

z

**

z

*

z VVV   

**

z

****

r V,V,V  Sont les vitesses estimées associées à la pression estimée
**P . 

*

z

**

r V,V,V 
 Sont les corrections des vitesses associées à la correction de pression corrigée *P . 

Les estimations des vitesses sont corrigées comme suit : 
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L’introduction de ces nouvelles expressions des vitesses dans l’équation de continuité 

discrétisée permettront d’obtenir une équation de discrétisation de la correction de pression *P  

avec des vitesses estimées : ,V
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r  ,V
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(3.64)
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La solution séquentielle des systèmes d’équations linéaires des variables dépendantes 

(composantes des vitesses, pression et température) suivent l’algorithme SIMPLER (Semi-

Implicit-Pressure-Linked-Equation-Revised) dont les étapes sont citées ci-après : 

1 - initialisation (estimation) des champs des vitesses et de température. 
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2 - calcul des coefficients des équations de discrétisation des quantités de mouvement et des 

pseudo-vitesses 

3 - utilisation des pseudo-vitesses calculées pour calculer la source de l’équation de la pression. 

     - calcul des coefficients de discrétisation de cette équation de pression. 

     - Résolution de l’équation de pression pour tirer la pression P*. 

4 - considérer cette solution P* comme étant une pression estimée 
**P et calculer les vitesses 

estimées 

5 - utilisation de ces vitesses estimées 
**

z

****

r
V,V,V


pour calculer la source de l’équation de 

correction de la pression. 

     - résolution de l’équation de correction de la pression pour tirer la correction de pression P'*. 

6 - A l’aide de la pression corrigée P'*, des nouvelles vitesses corrigées *

z

**

r
V,V,V


sont 

calculées. 

7 - Résolution de l’équation de discrétisation de l’énergie pour déterminer le champ des 

températures. 

8 - Vérification de la convergence des calculs (l’atteinte du régime permanent). On arrête les 

calculs si ce régime est atteint et on stocke les résultats. Sinon, on revient à l’étape 2 pour 

effectuer un autre cycle en démarrant avec les vitesses calculées (corrigées) comme une 

nouvelle estimation (ou initialisation). On continue cette procédure jusqu’à la convergence des 

calculs. 

Dans notre travaille deux critères qui contrôlent la convergence du code de calcul : 

a) Un critère de convergence de type numérique défini par :  

𝑑𝑖𝑓 𝜙 = ∑ |𝜙𝑛 − 𝜙𝑛−1| ≤ 𝜀𝜙  Où 𝜙  représente les variables 𝑉𝑟
∗, 𝑉𝜃

∗, 𝑉𝑧
∗ 𝑒𝑡 𝑇∗  et n le 

nombre d’itération final, 𝜀 égale à 10-5. 

b) Un critère de convergence de type énergétique dans lequel la chaleur produite par 

effet Joule dans la paroi du conduit soit égale à la chaleur transférée au fluide + les pertes vers 

le milieu externe.   
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Figure 3.13 : Algorithme SIMPLER. 

 

 

- Calcule de la source de l’équation de correction de 

           - Résolu l’équation de correction de pression Eq  pour                                                                                 

déterminer la pression corrigée  

START 

Résolution des équations discrétisé de de mouvement sans 

termes de 

Eqs : (3.46)-  

Résolu l’équation de pression 

Eq  

Utiliser la pression P*pour Calcul des vitesses estimées    

 

Calculer des nouvelles vitesses corrigées 

 Eqs : (3.58)-  

Résolution de l’équation de discrétisation de l’énergie                   

pour obtenir T* 

 

 

Convergence 

Fin 

Avancer dans 

le temps 

Initialisation des champs des vitesses et de température 
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3.7- Résolution des équations algébrique ou équation discrétisée 

On utilise la technique de balayage qui est une méthode de résolution itérative. 

Pour une représentation convenable de l’algorithme, il est nécessaire d’utiliser une écriture 

indicielle aux termes de l’équation générale : 

     

   

     k,j,iSk,j,iAk,j,iA

k,j,iAk,j,iA

k,j,iAk,j,iAk,j,iA

1k,j,iW1k,j,iE

k,1j,iBk,1j,iT

k,j,1iSk,j,1iNk,j,ip













                                    (3.66)                                                                                                                  

Le balayage est effectué séquentiellement suivant les trois directions. 

Comme exemple, on prend le balayage suivant la direction radiale, et on suppose que les valeurs 

de la variable   le long des deux autres directions z  et  sont connues (par une certaine 

initialisation). L’équation (3.66) est réécrite : 

i1ii1iiii dcba                                                                                                   (3.67) 

 

 

 k,j,iAc

k,j,iAb

k,j,iAa

Si

Ni

pi







                                                                                                                (3.68) 

         kjiSkjiAkjiAkjiAkjiAd kjiWkjiEkjiBkjiFi ,,,,,,,,,, 1,,1,,,1,,1,     

Le système d’équation (3.67) est tri diagonal et peut être résolu avec l’algorithme 

classique TDMA (Tri-Diagonal Matrix Algorithm). 

Le balayage suivant la direction z est similaire à celui de balayage suivant la direction 

radiale ; cependant le balayage suivant la direction azimutale implique l’utilisation de 

l’algorithme tri diagonal cyclique qui est représenté par l’équation indicielle suivante : 

kkkkkkkkkk
dcba 

                                                                                              
(3.69) 

k=1,2,…….., KL          Avec 










KLksi,1

KLksi,1k
kkk

 










1ksi,KL

1ksi,1k
kk  
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3.8 Validation du code de calcul           

La validation du code de calcul est faite par comparaison des résultats fournis par notre 

code à ceux obtenus par des solutions numériques publiées par Nonino et Giudice [49] qui ont 

étudié numériquement le transfert de chaleur par convection mixte conjugué dans un espace 

annulaire avec un flux de chaleur constant sur la paroi du cylindre interne tandis que le cylindre 

externe est adiabatique. Les paramètres de contrôle du problème sont :                                                                         

Re = 1000, Pr = 0.7, Gr =106, and R2/R1 = 2. Cette validation a aussi été établie dans les travaux 

de Touahri [46]. 

La figure 3.14, illustre l'évolution axiale du nombre Nusselt circonférentiel moyen, On 

voit qu'il y a un bon accord entre nos résultats et ceux de Nonino et Giudice [49]. 
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Figure 3.14 : Validation du code de calcul : Comparaison avec les valeurs du Nusselt 

circonférentiel moyen obtenues par Nonino et Giudice [49].  
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Chapitre 4  

                       Résultats et discussion  

4.1 Introduction 

 La discussion présentée ici est pertinente pour l'étude du transfert de chaleur par 

convection mixte laminaire tridimensionnelle dans un espace annulaire entre deux cylindres 

horizontaux concentriques avec des propriétés physiques qui dépendent de la température, dont 

l’importance dans les applications industrielles a été présentée au premier chapitre.  

  Les résultats figurant dans ce qui suit, sont tous obtenus pour un rapport d’aspect 

géométrique A= 277.77, un nombre de Reynolds Re=373.28 et un nombre de Prandtl                               

Pr 8.082. Nous présentons des résultats qui démontrent des détails sur les champs de 

l’écoulement et de température, le développement des propriétés thermo-physiques de fluide 

ainsi que le nombre Nusselt axial pour différents nombres de Grashof : Gr = 0(cas de référence), 

1432.55, 1813.07, 2238.35, 2708.41, 3223.23 et 3781.98. L’écoulement obtenu pour les cas 

étudiés est caractérisé par un écoulement principal le long de la direction axiale et un 

écoulement secondaire influencé par la variation de densité avec la température. 

 Dans ce chapitre, les logiciels de graphisme utilisés sont Tecplot version 9.0 (pour la 

représentation en 3D surtout) et Origin version 6.0 pour la représentation en 2D. 
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4.2 Le cas de référence : La convection forcée (𝑮𝒓∗ = 𝟎) 

4.2.1 Le champ dynamique de l’écoulement 

L’écoulement imposé à l’entrée (Z*=0) suit un profil parabolique dont la seule 

composante axiale est celle d’un écoulement hydrodynamiquement développé, l’utilisation de 

ce profil permet d’atteindre rapidement le développement hydrodynamique de l’écoulement. 

Tandis que, les composantes angulaires et radiales sont nulles. Ces dernières resteront nulles à 

travers l’ensemble du conduit annulaire car la condition de non glissement à la paroi ainsi que 

le nombre de Grashof nul, sont appliqués. En convection forcée les champs thermiques et 

dynamiques sont axisymétriques. On trace les contours avec le logiciel Tecplot 9.0 et la 

distribution de la vitesse axiale en toute section compris entre 𝑧∗ = 0 𝑒𝑡 𝑧∗ = 277.77. La figure 

4.1 illustre ces contours de vitesse axiale. Le profil à l’entrée sera donc conservé sur tout le 

conduit. Il est clair que le profil est axisymétrique de l’entrée jusqu’à la sortie et les isotacs sont 

des cercles concentriques, comme cela est cité dans la référence [46], la convection forcée est 

hydro-dynamiquement développée, depuis sa valeur nulle aux deux parois d’adhérence aux 

parois fixes, jusqu’à sa valeur maximum 𝑉𝑧𝑚𝑎𝑥
∗ = 1.503  au centre de l’espace annulaire 

(𝑟∗ = 1.0677) en suivant un profil parabolique. 

                    

 

                         Figure 4.1 : Distribution de la vitesse axiale en toute section compris entre 

𝑧∗ = 0 𝑒𝑡 𝑧∗ = 277.77 (Convection forcée) 
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4.2.2 Le champ thermique 

A l’entrée le fluide se présente avec une température constante. Il est soumis à un flux de 

chaleur uniforme pariétal qui a été généré par la production volumique au sein du conduit 

externe et entrainera une augmentation de température du fluide due à la chaleur dégagée et qui 

rendra l’écoulement en développement thermique. Le gradient de température imposé et orienté 

vers le cylindre interne de telle sorte que la distribution des isothermes conserve une variation 

axisymétrique est dû à la chaleur fournie par la paroi du cylindre externe. L’absence d’un 

écoulement secondaire permet d’avoir une variation du champ de température suivant 

uniquement la direction radiale et de respecter la symétrie cylindrique. 

La variation de température est démontrée par la représentation graphique dans la figure 

4.2 de la distribution des températures aux quatre stations axiales arbitrairement choisies :           

Z* = L*/4, L*/2, 3L*/4 et L*, correspondantes successivement au quart, demi, trois quart et la 

longueur totale. On voit une variation bidirectionnelle constituée par une croissance axiale 

monotone de l’entrée jusqu’à la sortie du conduit ainsi qu’une variation radiale en toute section 

axiale. A l’entrée la température est constante égale à (𝑇∗|𝑍∗=0 = 0) tandis qu’à la sortie elle 

atteint son maximum absolu qui est égale à 0.716. Les isothermes sont aussi des cercles 

concentriques. La comparaison des quatre distributions révèle que pour toute section le 

maximum des températures se situe au niveau du sommet du cylindre extérieur qui est le plus 

chaud et que la température décroit radialement vers le cylindre intérieur adiabatique. Le 

minimum des températures se situe au niveau de ce dernier.  
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Figure 4.2 : Distribution de température au quatre stations axiales arbitrairement choisies. 

(Convection forcée). 

 

4.2.3 Variation de nombre de Nusselt 

Le nombre de Nusselt axial est représenté dans la figure 4.3. Cette figure illustre que, 

juste à l’entrée du conduit le nombre de Nusselt axial présente une forte diminution expliquée 

par l’écart des températures important entre la paroi et le fluide. Mais au fur et à mesure que le 

fluide s’écoule l’échange convectif s’intensifie entrainant une augmentation du nombre de 

Nusselt. Le long la direction axiale du conduit annulaire. Le nombre de Nusselt axial à la sortie 

du conduit annulaire égale à 5.847. 
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Figure 4.3 : Variation du nombre de Nusselt axial à Gr=0. 

Dans la figure 4.4. Le nombre de Nusselt local connait seulement une variation axiale à 

cause de la variation axisymétrique de la température, à l’entrée du système le nombre de 

Nusselt est important car la différence des températures entre la température moyenne du fluide 

et la température à l’interface est très faible. Loin de l’entrée il se diminue progressivement 

jusqu’à la sortie du conduit annulaire.  

 

Figure 4.4 : Nombre de Nusselt local le long du conduit annulaire Gr=0. 

 

4.2.4 Développement des propriétés thermo-physiques de fluide  
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4.2.4.1 La variation de la viscosité dynamique 

Pour montrer le changement significatif des propriétés physiques avec la température, la 

variation de la viscosité dynamique adimensionnelle de fluide μ* = μ/μ0 pour Gr = 0 est illustrée 

dans la figure 4.5. Dans le cas d'un écoulement de convection forcée avec des propriétés thermo 

physiques dépendant de la température, le chauffage axial provoque une réduction axiale 

continue de la viscosité de l'entrée jusqu’à la sortie de l'espace annulaire. A l’entrée du conduit 

annulaire, localement la viscosité est faible près de la paroi chaude, pour cela, une faible 

viscosité réduit les frottements visqueux et tend à augmenter le niveau de la vitesse. Pour cela ; 

L’écoulement axial est affecté par la variation de la viscosité, il est constant (axialement 

invariant) et l'effet de la viscosité variable doit être la redistribution du niveau de la vitesse 

axiale sur la section transversale lorsque l’écoulement axial traverse l'anneau de l'entrée vers la 

sortie. 

La viscosité est une fonction décroissante de la température et il est clair dans ci-dessous, 

que les zones froides ont des viscosités supérieures à celles des zones chaudes. A une section 

transversale donnée, la viscosité diminue du cylindre intérieur au cylindre extérieur. A la sortie 

de l'anneau, la température du fluide devient supérieure à 15𝐶°, dans ce cas μ * prend une valeur 

minimale en haut de l'anneau égale à 0,233 et une valeur maximale égale à 1,018 à θ = π à 

l’entrée du conduit annulaire. 

 

 

Figure 4.5 : Variation de la viscosité dynamique adimensionnelle. 
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4.2.4.2 La variation de la conductivité thermique adimensionnelle 

En ce qui concerne la conductivité thermique adimensionnelle du fluide, la diffusion de 

la température est proportionnelle à la conductivité thermique qui augmente avec la 

température. La variation de la conductivité thermique à Gr=0 (cas de référence) est présentée 

dans la figure 4.6 La conductivité thermique est une fonction croissante de la température. Il 

est clair que la conductivité thermique adimensionnelle maximale augmente à la sortie de 

l’espace annulaire jusqu’à 1.154. 

 

Figure 4.6 : Variation de conductivité adimensionnelle. 

 

4.3 La convection mixte  

Le passage de la convection purement forcée vers la convection mixte est le résultat d’une 

augmentation du nombre de Grashof. Cette augmentation change complètement la structure 

axisymétrique des champs thermique et dynamique de l’écoulement. La seule symétrie est celle 

par rapport au plan vertical qui passe à travers les angles  0  et   , une variation 

angulaire s’ajoute aux variations radiales et axiales discutées dans la convection forcée. 

4.3.1 Champ dynamique de l’écoulement 

4.3.1.1 L’écoulement secondaire 

La solution numérique de la convection mixte hydro-dynamiquement développée avec des 

propriétés thermo-physiques dépendantes de la température est obtenue par résolution des 

équations (2.3)-(2.6) avec les conditions spécifiées par les équations (2.10)-(2.18). Pour 

différent valeur de nombre de Grashof, les résultats ont révélé que l'écoulement se développe 

hydro-dynamiquement et thermiquement depuis l'entrée jusqu'à la sortie de l'anneau. Le champ 

d'écoulement est composé d’un écoulement axial (écoulement principal) (représenté par la 
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composante axiale de la vitesse  𝑉𝑧 
∗ ) et d'un écoulement secondaire (représenté par les 

composantes radiales et angulaires de la vitesse), La présence permanente des deux ces 

écoulements donne à l’écoulement de la convection mixte son caractère tri directionnel (avec 

trois composantes de vitesse).  

 L’écoulement secondaire, dans une section transversale du conduit annulaire, peut 

également être représenté de manière appropriée par les contours des composantes radiales et 

angulaires de la vitesse. 

A l'entrée du système (z*=0) la température est constante, l’écoulement secondaire est 

inexistant. Loin de l'entrée de l'espace annulaire un écoulement secondaire se manifeste.  La 

chaleur générée dans la paroi du cylindre externe de l’espace annulaire crée un gradient 

thermique radial orienté vers l'intérieur qui induit nécessairement la force de la poussée 

thermique qui dépend de la variation de la température et à créer un mouvement transversal du 

fluide dans le plan (r*− θ), comme il est illustré dans l’étude de Touahri [46]. 

L’écoulement secondaire est induit par la force de flottabilité et s'intensifie 

progressivement dans la direction axiale et son moment augmente avec le nombre de Grashof 

et sa forme varie en fonction du nombre de Grashof. L’écoulement secondaire pour                              

Gr = 3781.98 à des positions axiales sélectionnées : 𝑍∗ = 26.9097,   
L∗

4
= 68.58,

L∗

2
=

138.0208, 174.479,
3L∗

4
= 209.2014, L∗ = 277.777 est illustré dans la figure 4.7, 

l’emplacement axiale où l’écoulement secondaire est plus intense c’est 𝑍∗ =174.479. Dans le 

domaine 33.85 < 𝑧∗ < 𝐿∗ , cet écoulement est accompagné de deux vortex contra-rotatives 

identiques dans le plan (r * - θ) et que chaque tourbillon circule dans une demi-section, dans la 

moitié droite de la section l’écoulement circule dans le sens inverse des aiguilles d’une montre 

alors qu’il est dans le même sens des aiguilles d’une montre dans la moitié gauche, ces deux 

cellules se déplacent du haut vers le bas de l’espace annulaire le long de la direction axiale. 

Cette situation est induite nécessairement par la force de flottabilité qui soulève le fluide plus 

léger (le fluide le plus chaud) vers la section supérieure (θ = 0) de l'anneau et déplace le plus 

lourd (fluide plus froid) vers le fond (θ = π) de la section. Comme il a été démontré dans la 

référence [46]. 

Dans le tableau 4.1, nous présentons la position radiale, axiale et angulaire de  𝑉𝜃𝑚𝑎𝑥 
∗  

pour différents nombres de Grashof étudiés. 
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     Figure 4.7 : L’écoulement secondaire pour Gr = 3781,98 à différentes positions. 
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Tableau 4.1: Positions de la vitesse maximale  𝑉𝜃𝑚𝑎𝑥 
∗  pour différents nombres de Grashof. 

 

 Gr                                                   𝑉𝜃
∗
𝑚𝑎𝑥

                        𝑟∗               𝑧∗                  𝜃             

                                         

 1432.55                                        0.0103                     1.2239          277.77          4.7837 

 1813.07                                        0.0124                     1.2239          277.77          4.7837 

 2238.35                 0.0144                     1.2239          277.77           4.7837 

 2708.41                 0.0162                     1.2239          277.77           4.7837 

 3223.23                                        0.0182                     1.2239         188.368          4.7837 

 3781.98                 0.0202                     1.2239         174.479          4.7837 

 

4.3.1.2 L’écoulement axial                                

Pour une géométrie de deux cylindres concentriques et horizontaux, une longueur du 

conduit annulaire, un débit de l’écoulement et un flux de chaleur considérés. La synergie de 

l'effet combiné de la réduction de viscosité et de l’écoulement secondaire induit par la poussée 

thermique sur les développements (hydrodynamique et thermique) axiaux de l’écoulement et 

du champ thermique, n'est pas une simple superposition des deux effets séparés puisque chacun 

des ces effets influence l’autre et cette influence dépend du niveau de chauffage considéré. 

En l'absence de volume de chauffage (le cas de la convection forcée Gr = 0) avec un 

débit hydro-dynamiquement développé à l'entrée, les contours de la vitesse axiale sont des 

cercles concentriques à travers l'ensemble de l'anneau, et le champ de l’écoulement est 

axisymétrique. À une section donnée, la vitesse axiale prend une valeur minimale (0) sur les 

parois des tubes et une valeur maximale au centre de l’espace annulaire. La formation de 

l’écoulement change automatiquement en présence d'un volume de chauffage. L’écoulement 

axial est influencé par le transfert de chaleur conjugué entre la paroi et le fluide ; la génération 

de l’écoulement secondaire affecte l’écoulement axial principal qui dépend de la distribution 

de la température dans l’espace annulaire. Pour un tel cas l’écoulement ne peut être 

axisymétrique, la seul symétrie possible est celle par rapport à un plan vertical (parallèle au 

vecteur de gravité) passant par 𝜃 = 0 𝑒𝑡 𝜃 = 𝜋.  

La génération d'un mouvement transversal dans le plan (r*− θ) et la variation de la 

viscosité en fonction de la température provoquent une variation angulaire de la vitesse axiale, 

expliquée comme suit : comme la viscosité thermique diminue avec la température du fluide et 

qui entraine une augmentation de la vitesse axiale, en conséquence c’est dans la partie 

supérieure de l'espace annulaire qu’on va retrouver les vitesses les plus élevées où la 

température du fluide est plus grande.  

 

 



Chapitre 4                                                                                               Résultats et discussion 

 

 103 

Une illustration de la variation polaire de la vitesse axiale pour le cas du Gr=3781.98 pour 

des positions axiales choisies (z* = 0, 35.59, L*/4, L*/2, 190.104 et L*) est présenté dans la figure 

4.8, sachant que z*= 190.104 est l’emplacement axiale où 𝑉𝑧 𝑚𝑎𝑥
∗  de l’écoulement axial égale à 

1.674. L’observation générale des six positions choisies montre un net changement du profile 

de vitesse par rapport à ce qui a été vu précédemment figure 4.1.  L’écoulement axiale à l’entrée 

(z* = 0) est axisymétrique avec une vitesse axiale maximale𝑉𝑧 𝑚𝑎𝑥
∗ = 1.503 à 𝑟∗ = 1.0677. 

Dans une coute zone de l’entrée jusqu’à 𝑧∗ = 35.59 c’est avec une faible variation azimutale 

que la vitesse axiale diminue vers 1.370. A partir de 𝑧∗ = 35.59 qu’on remarque une variation 

angulaire de la vitesse axiale et que 𝑉𝑧 𝑚𝑎𝑥
∗  est situé au haut de l’espace annulaire(𝜃 = 0). Ainsi, 

à partir de z*= 61.631 la distribution polaire de l’écoulement axiale présente des isotaques sous 

forme de croissant en haut de l’espace annulaire ; sachant que la vitesse maximale est 

concentrée dans le noyau du croissant. À z*= L*/4=68.576, le maximum 𝑉𝑧 𝑚𝑎𝑥
∗ = 1.484 à 𝑟∗ =

1.130 
 
et toujours à 0 . Ce maximum continue à augmenter suivant la direction axiale 

jusqu’à 𝑧∗ = 190.104  prend un maximum égale à 1.674, ce dernier commence à diminuer 

légèrement. La vitesse axiale maximale 𝑉𝑧 𝑚𝑎𝑥
∗   à la sortie de l’espace annulaire est égale à 

1.617.   
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Figure 4.8 : Le champ de la vitesse axiale en des positions axiales choisies à Gr=3781.98 

 (Où le maximum de la vitesse axiale est situé à z*= 190.104). 
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La figure 4.9 illustre la variation de la vitesse axiale dans le plan verticale pour les cas 

étudiés suivant : Gr=0, Gr=1432.55, Gr=1813.07, Gr=2238.35, Gr = 2708.41, Gr = 3223.23 et 

Gr=3781.98. Les résultats montrent que l'effet combiné de la réduction de viscosité et de 

l’écoulement secondaire induit par la poussée thermique sur l’écoulement axial devient de plus 

en plus important avec l'augmentation du volume de chauffage. Sous cet effet, le maximum de 

la vitesse axiale  𝑉𝑧 𝑚𝑎𝑥 
∗  max est toujours dans la partie supérieure de la sortie de l’espace 

annulaire.  Dans le tableau 4.2, nous présentons la position axiale, radiale et angulaire de  𝑉𝑧 𝑚𝑎𝑥 
∗  

pour différents nombres de Grashof étudiés. On remarque que le maximum de la vitesse axiale 

s’approche de la sortie de l’espace annulaire en diminuant le nombre de Grashof. 

 

Tableau 4. 2 : Positions de la vitesse maximale  𝑉𝑧 𝑚𝑎𝑥 
∗  pour différents nombres de Grashof. 

Gr                                                𝑉𝑧
∗
𝑚𝑎𝑥                                 𝑧∗                  𝑟∗                𝜃                                                        

 

1432.55                                      1.571                               230.035           1.067               0                     

1813.07                                      1.592                               219.618           1.067               0                           

2238.35              1.613                               214.409           1.067                0                            

2708.41              1.635                               207.465           1.067                0                                 

3223.23                                     1.654                               197.049            1.067                0                            

3781.98                    1.674                               190.104            1.067                0                           
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                                                            Gr=0                                 

                    

                        Gr= 1432.55                                                                  Gr= 1813.07 

                   

                           Gr= 2238.35                                                              Gr=2708.41           

                  

Gr=3223.23                                                   Gr= 3781.98 

Figure 4.9 : la variation de la vitesse axiale dans le plan verticale pour les cas étudiés. 
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D'autre part, la figure. 4.10 montre le profil de vitesse axiale 𝑉𝑧
∗(𝑟∗) à différents valeur 

de l'angle θ à la position axiale sélectionnée 𝑧∗ = 190.104 𝑒𝑡 𝑧∗ = 277.777 (à la sortie de 

l'anneau) pour un nombre de Grashof égal à 3781.98  (où 𝑧∗ = 190.104 est la position axiale 

où la vitesse axiale est maximale), on remarque que la vitesse axiale est beaucoup plus grande 

près du cylindre externe dans la moitié supérieure de l'espace annulaire où la température du 

fluide est supérieure à celle de la partie inferieure. Ce fait est d'autant plus remarqué au nombre 

de Grashof est élevé (Gr=3781.98). La vitesse axiale prend une valeur minimale dans la partie 

inferieure de l’espace annulaire et une valeur maximale dans la partie supérieure de l'anneau, 

exactement à 𝑧∗= 190.104 et θ = 0 qui est égal à 1.674. 

 

 

                                                                   𝑧∗ = 0 

 

𝑧∗ = 190.104                                                        𝑧∗ = 277.7 

 

                  Figure 4.10 : Profil de la vitesse axiale Vz
∗ pour différentes valeurs de l'angle θ  

Pour Gr=3781.98 
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4.3.2 Le champ thermique 

La température est uniforme à l'entrée de l'anneau. L'écoulement est continuellement 

chauffé dans la direction axiale conduisant à une augmentation linéaire de la température 

moyenne de mélange dans la section transversale. La forme de la distribution de la température 

sur la section transversale est affectée par la forme de l’écoulement secondaire lorsqu'elle est 

suffisamment forte, tandis que les isothermes sont entraînées par le mouvement de l’écoulement 

secondaire qui dépend du nombre de Grashof et de la position axiale. Ce mouvement sert à 

redistribuer la température de manière à conserver la température moyenne de mélange dans la 

section transversale constante. 

La comparaison de la distribution de température montre clairement une large variation 

qualitative et quantitative entre la convection forcée et la convection mixte. Dans le cas de 

référence (convection forcée), le champ thermique est axisymétrique et les isothermes à une 

section donnée, sont des cercles concentriques avec une température maximale sur la paroi 

interne du cylindre externe (r * = 1.33) et la température minimale sur la paroi extérieure du 

cylindre interne (r * = 0.83).  

 En présence de chauffage volumétrique, un écoulement transversal existe et modifie la 

distribution axisymétrique du fluide et la température de la paroi du cylindre et lui donne une 

variation angulaire. Cette variation est expliquée comme suit : le fluide chaud est au voisinage 

du cylindre externe et le fluide relativement froid est au voisinage du cylindre interne, entouré 

par le fluide chaud. Dans la partie haute de la section la stratification thermique est stable car 

le fluide chaud (léger) se trouve au-dessus du fluide froid. En revanche, dans la partie basse de 

la section, c’est inverse : le fluide froid est au-dessus du fluide chaud ce qui crée une 

stratification thermique instable. Une force ascensionnelle est donc induite par cette instabilité 

par la formation d’une circulation convective qui tend à entrainer le fluide chaud le long de la 

paroi du cylindre externe vers le haut et le fluide relativement froid vers le bas.  Ce mouvement 

convectif est bien expliqué dans la thèse de Boufendi [50]. Dans l’écoulement de convection 

mixte «le champ thermique est considéré comme symétrique par rapport au plan vertical 

passant par θ = 0 et θ = π mais asymétrique par rapport à l'axe de l’espace annulaire. Ceci est 

dû au mélange dans un sens de rotation provoqué par l’écoulement secondaire dans le 

plan(𝑟∗ − 𝜃). Donc, en raison du flux de chaleur imposé à la paroi, en toute section de conduit 

annulaire la chaleur est diffusée à travers la paroi de cylindre externe et est convectée le long 

de la paroi» [50], la température maximale doit être à la paroi interne du cylindre extérieur dans 

le plan de symétrie θ = 0.  
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En effet, la figure 4.11(a)-(d), illustre la répartition des isothermes dans un plan verticale 

pour l’état de référence (Gr=0) et pour les six nombres de Grashof (Gr= 1432,55, 1813.07, 

2238.35, 2708.41, 3223.23, 3781.98). On voit clairement que l’augmentation du nombre de 

Grashof entraine une augmentation de mouvement convectif dans le plan verticale qui induit 

des températures plus élevées dans la partie supérieur du conduit annulaire et des basses 

températures dans la partie inferieur. 

 

Radialement, la température diminue à partir de la paroi du cylindre chaud pour atteindre 

un minimum situé à la paroi du cylindre adiabatique.  Concernant les variations angulaires, elles 

dépendent du domaine axial. Le maximum de la température 𝑇𝑚𝑎𝑥
∗ est toujours dans la partie 

supérieure de la sortie de l'anneau θ = 0 et r* = 1.38 et la température minimale se trouve dans 

la partie inférieure du l’espace annulaire à θ = π. 

La température maximale de l’espace annulaire de convection mixte est égale à 0,787, 

0,806 et 0,819 pour les nombres de Grashof de 1432,55, 2238.35 et 3781,98, respectivement. 

Ces valeurs sont supérieures à la température maximale de l’espace annulaire de convection 

forcée égale à 0,716. 
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Figure 4. 11 : La répartition des isothermes dans un plan verticale en fonction du nombre de 

Grashof. 
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4.3.3 Nombre de Nusselt 

Pour comprendre l'effet de l’écoulement induit par la flottabilité (l’écoulement 

secondaire) sur le transfert de chaleur, ceci peut être réalisé en comparant les variations des 

nombres axiaux de Nusselt Nu (z *) et La variation angulaire du nombre de Nusselt local, 

comme il est illustré dans la figure 4.12 et la figure 4.13. On constate qu'à partir de l'entrée 

jusqu’à z *= 43, aucune variation du nombre de Nusselt local n’a été constaté comparativement 

à celle de la convection forcée. Ceci est compréhensible car dans cette zone, l’écoulement induit 

par la force de flottabilité est très faible. La seule variation est suivant la direction axiale. De 

cette zone à la sortie, l’écoulement secondaire s'intensifie rapidement et est renforcé par une 

augmentation du nombre de Grashof, pour cela, la variation azimutale de la distribution de 

température entraine une importante variation angulaire de nombre de Nusselt local. Le 

minimum du Nusselt local se trouve à θ=0 au sommet de l’espace annulaire, le maximum est 

situé au bas à (θ=π).  

On représente la variation du nombre de Nusselt axiale pour tous les cas étudiés dans la 

figure 4.13. Juste à l’entrée du système, une forte diminution du nombre de Nusselt axial est 

remarquée pour tous les cas considérés. En aval de cette zone, il y a une amélioration du 

transfert thermique cela est dû à l’effet de la poussée thermique. Le transfert thermique 

s’améliore avec l’augmentation du nombre de Grashof. Le nombre de Nusselt axial atteint un 

maximum à la sortie du conduit annulaire égal à 5.847, 6.320, 6.566, 6.862, 7.208, 7.593 et 

8.014 pour différents nombres de Gr qui sont reportés sur le Tableau 4.3.  

Dans ce même Tableau 4.3 figurent aussi les valeurs des nombres de Nusselt moyens 

des cas considérés. 

 

 

Figure 4.12 : Nombre de Nusselt local le long du conduit annulaire Gr=3781.98.  
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Figure 4.13 : Nombre de Nusselt axial pour tous les cas étudiés. 

 

 

 

Tableau 4.3 : Les nombres de Nusselt axiaux à la sortie du conduit et les nombres de Nusselt   

                       moyens 

 

              Gr                           1432.55      1813.07       2238.35     2708.41     3223.23      3781.98                
                                                                          

              Ri                             0.0103    0.0130       0.0161       0.0194       0.0231      0.0271 

 

Nombre de Nusselt axial           6.320        6.566         6.862        7.208         7.593        8.014 
  à la sortie du conduit                

Nombre de Nusselt                   7.2903     7.3608       7.4497       7.5588      7.6861       7.8313                                
Moyen 

 

4.3.4  Développement des propriétés thermo-physiques de fluide 

4.3.4.1 La variation de la viscosité 

L'effet combiné des propriétés thermophysiques variables et l’écoulement  secondaire 

induit par la force de flottabilité conduit à un meilleur transfert de chaleur ceci est démontré par 

un nombre de Nusselt considérablement plus élevé en convection mixte que la convection 

forcée. La viscosité variable et l’écoulement secondaire influence les uns sur les autres. Lorsque 

le nombre de Grashof est augmenté, l’effet de l’écoulement secondaire et la réduction de la 

viscosité tend à renforcer la température de mélange dans la section transversale.  
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Pour montrer le changement significatif dans les propriétés physiques avec la 

température, la variation de la viscosité est illustrée sur la figure 4.14 pour Gr = 3781.98. La 

viscosité diminue axialement depuis sa valeur maximale adimensionnelle qui est égale à 1 

située à l'entrée de l'espace annulaire pour atteindre une valeur minimale à la sortie de l'espace 

annulaire. À l'entrée de l'espace annulaire il est également clair que proche de la paroi chaude, 

le long de la direction angulaire la viscosité augmente continuellement du haut vers le bas de 

l'anneau. A la sortie de l'anneau  la température du fluide devient supérieure à l'entrée, pour 

cette situation μ * prend une valeur minimale au sommet de l'anneau égale à 0,233 et une valeur 

maximale égale à 1,018 à r * = 1,0365 et θ = π.  

 

 

Figure 4.14 : Variation dynamique de la viscosité adimensionnelle pour Gr = 3781.98. 

 

4.3.4.2 La variation de la conductivité thermique 

Dans la figure 4.15, on a présenté les variations de la conductivité pour Gr = 3781.98, sa 

variation est moins importante que celle de la viscosité. La variation de la conductivité 

thermique sans dimension à la sortie de l'anneau avec le flux de chaleur considéré est faible,  

par conséquent, l'amélioration de la diffusion thermique est faible et les effets de la variation 

de la viscosité et de l’écoulement secondaire sont plus importants. 

La conductivité thermique adimensionnelle varie de 0.97 à l'entrée et augmente 

axialement à 1.154 au sommet de l'anneau situé à r * = 1,0677 et z * = 129,340 
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Figure 4.15 : Variation de conductivité adimensionnelle pour Gr = 3781.98. 
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Conclusion générale 

 

Dans ce travail on a considéré un écoulement laminaire, visqueux et incompressible 

dans un espace annulaire compris entre deux cylindres concentriques et horizontaux de 

longueur L=1m. Le cylindre interne est statique et considéré comme parfaitement isolé 

(adiabatique). Le cylindre extérieur est également statique mais chauffé par une génération de 

chaleur volumétrique par effet Joule dans toute l’épaisseur du conduit. Cette chaleur est 

transférée vers un écoulement laminaire incompressible. Le fluide considéré dans cette 

simulation est l'eau avec un nombre Prandtl égal à 8.082 et sa viscosité et sa conductivité 

thermique sont considérées comme des fonctions variables de la température. Ainsi que 

l’approximation de Boussinessq est appliquée.  L’écoulement à l'entrée du système est 

considéré développé pour minimisé la zone d’entrée hydrodynamique avec un nombre 

Reynolds Re égal à 373,28 et une température constante de 15 ° C ; tandis qu’à la sortie, 

l’écoulement est considéré quasi-développée puisque l’on considère que les effets convectifs 

sont bien plus importants que les effets diffusifs. En revanche le flux thermique diffusif à la 

sortie est invariant dans la direction axiale qui se traduit par des dérivées secondes de la 

température par rapport à la coordonnée axiale nulle. 

Ce problème physique est modélisé dans un repère cylindrique par les équations différentielles 

aux dérivées partielles de conservation de la masse, des trois quantités de mouvement et de 

l’énergie avec leurs conditions initiales et aux limites. La méthode des volumes finis est utilisée 

pour discrétiser le domaine physique et les équations de Navier- Stokes et de l’énergie. On a 

utilisé une discrétisation numérique spatio-temporelle du second ordre. La solution séquentielle 

des systèmes d’équations de discrétisation suit l’algorithme SIMPLER. Le maillage utilisé est : 

26 points suivant la direction radiale (r), 162 points suivant la direction axiale (z) et 44 points 

suivant la direction azimutale(𝜃) ce qui correspond à un nombre totale de 185 328 nœuds. On 
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a utilisé un pas de temps 5·10- 4 et le temps de marche est poursuivi jusqu'à ce qu'un état stable 

soit atteint. La validation du code de calcul est vérifiée par la comparaison de nos résultats avec 

ceux trouvés dans la littérature. 

On considère que le cas de la convection forcée simulée avec un nombre de Grashof égal à zéro 

(Gr=0) et la convection mixte avec les nombres de Grashof Gr= 1432.55, 1813.07, 2238.35, 

2708.41, 3223.23 et 3781.98. Les résultats des écoulements et des champs thermiques de la 

convection forcée et la convection mixte avec des propriétés physiques variables ont été 

présentés et comparés. Nous avons trouvé que la convection mixte donne des écoulements et 

des champs thermiques qui sont qualitativement et quantitativement différents de ceux de la 

convection forcée. Le passage de la convection forcée vers la convection mixte change 

complètement la structure axisymétrique des champs thermiques et dynamiques, ce changement 

devient de plus en plus important en augmentant le nombre de Grashof. Le cas de la convection 

forcée a permis de garder de l’entrée jusqu’à la sortie une distribution axisymétrique des champs 

thermiques et dynamiques, les isothermes du fluide sont des cercles concentriques avec une 

température minimale sur la paroi extérieure du cylindre interne et une température maximale 

sur la paroi intérieure du cylindre externe. On constate qu’avec des flux de chaleur relativement 

élevés, entraînant de larges variations de température, les résultats de la convection mixte 

montrent que l'effet combiné de la réduction de la viscosité et de la flottabilité conduit à une 

dissymétrie ce qui provoque une variation angulaire de la vitesse axiale et que la viscosité 

thermique est inversement proportionnelle à la température du fluide et que la vitesse axiale 

augmente avec la diminution de la viscosité, une vitesse axiale relativement élevée sera 

automatiquement obtenue dans la partie supérieure de la section transversale où la température 

du fluide est plus grande que celle de la partie inférieure.   

Pour les paramètres de contrôle géométriques, dynamiques et thermiques considérés, la 

comparaison des nombres de Nusselt axiaux et moyens nous ont permis de mieux comprendre 

l'effet de l’écoulement induit par la flottabilité (l’écoulement secondaire) sur le transfert de 

chaleur. 

L’important du travail de cette thèse est publié dans une publication intitulée : « Numerical 

Study Of Developing Laminar Mixed Convection In A Heated Annular Duct With 

Temperature Dependent Properties », dans le journal : Journal of Thermal Sciences. 

Volume 22, N 06, 2018. 
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Nos perspectives futures sont nombreuses ; nous pensons à l’amélioration du transfert 

thermique dans le système de couette cylindrique horizontale en rotation (un ou les deux 

cylindres en rotation). Ces études peuvent êtres détaillées dans le cas où la génération de chaleur 

est produite dans la paroi du cylindre interne ou bien dans les parois des deux cylindres à la fois 

et voir l’influence de ce changement sur les champs thermiques et dynamiques ainsi que sur les 

flux et les nombres de Nusselt aux interfaces avec les variations des paramètres de contrôle 

géométriques, dynamiques et thermiques. 
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 في متغيرة فيزيائية خواص ذي لمائع الحرارية التحويلات مع للتدفقات عددية دراسة 

 .الحجمي للتدفئة يتعرض الاسطواني الحلقي الفضاء

 ملخص: 

الحمل الحراري المختلط بين اسطوانتين متحدي المركز ذات الخواص الفيزيائيه متعلقة بدرجه الحرارة تطرقنا 

المستعمل في هذه له في هذه الدراسة العدديه ثلاثيه الابعاد للتدفق ألصفحي، لزج وغبر قابل للضغط. المائع 

( حيث معامل اللزوجة ومعامل التوصيل الحراري المائع يتعلقان 8.082المحاكاة هو الماء )رقم براندل يساوي 

الشروط الحرارية في هذه الدراسة كالآتي: تسخين منتج بانتظام عن طريق منبع طاقوي في . بدرجه الحرارة

فهي كضومة. الحمل المختلط المتولد في المائع  ةة الداخليالجدار الصلب للاسطوانة الخارجية بينما الاسطوان

والتوصيل الحراري في سطح الاسطوانة الخارجية هما مصدرا التحويل الحراري المترافق. يؤخذ بعين الاعتبار 

 الحراري الحقل و الجريانفي هذه الدراسة الضياع الحراري عن طريق الاشعاع و الحمل في اتجاه المحيط.  

 الشروط الاعتبار بعين الأخذ مع الطاقة الحركة ومعادلة كمية معادلات ،الاستمرارية معادلة بواسطة عنه عبر

غير الجزئية ال المعادلات التفاضلية نظام لحل  الإحداثيات الاسطوانية. نظام باستخدام المناسبة الحدية و الابتدائية

 حيث استخدمت شبكة لحل .والزمن للفضاء بالنسبة الثانية الدرجة من المنتهية الحجوم طريقة استعملنا الخطية

في هذه الدراسة . والمحوري الزاوي ،الشعاعي هللتوجي وفقامن العقد  162 ×44 ×26من  مكونة المعادلات هذه

هو خاصية من  الذي وعدد براندل ديناميكا التدفق يترجم شدةالذي  عدد رينولدزعددين لا بعدين هما نثبت 

 نثبت نسب المظاهر الهندسيةكما  8.082و 373.28اللذان يساويان على الترتيب  لسائلل الفيزيائية خصائص

 على آثاره ندرس .على التدفق الطفو تأثير قوى يعكس الذيعدد غرشوف  تغيير خلال من، 277.77يساوي 

والحرارية السابقة  الديناميكية ، الهندسيةمن اجل معايير التحكم  .والمختلط القسري الحراري، الحمل وضعي

 الخصائص ذو المختلط والحمل القصري للحمل الحرارية والحقول التدفقات نتائج ومقارنة عرض الذكر تم

 المحايدية في البنية تماما يغير المختلط الحمل إلى القصري الحمل من الحرارة. الانتقال بدرجة المتعلقة الفيزيائية

من اجل اعداد  عدد غرشوف. زيادة خلال من أهمية وأكثر أكثر يصبح التغيير والدينامي، هذا الحراري للحقلين

القطبي على شكل دوامتين متعاكستين في  المستوى جريان ثانوي يتطور في فإن دراستها، تمت غرشوف التي

لمائع حيث تبرز  الفيزيائية لذلك، الخصائص وتبعا الحرارة لدرجةالمحيطي  الاختلاف يف السبب هو الدوران

 زيادة خلال من كميا   الحرارة نقل تحسين الناتجة إلى الدوامات كما تؤدي الحرارة لدرجات الطبقي التقسيم ظاهرة

مع تصرف تنضيدي في أي سطح قطبي  جيد بشكل للخواص الفيزيائية الحراري الاعتماد و يتضح نسلت. عدد

 للموصلية.و تغير محوري اكثر اهمية للزوجة منه 

 

 الفيزيائية الخصائص فقية /و ا أسطوانات متحدة المركز / والمختلط القسري الحمل:  الكلمات المفتاحية

 .المنتهية الحجوم طريقة / الحرارة بدرجة متعلقة 



 

 

Numerical study of flows combined with thermal transfers of a fluid with variable 

physical properties in a cylindrical annular space subjected to volumetric heating 

Abstract:  

The mixed convection between two concentric horizontal cylinders with physical properties 

which depend on temperature is presented in this three-dimensional numerical study of 

laminar, viscous and incompressible flow. The fluid considered is water with a Prandtl 

number equal to 8.082 and its viscosity and thermal conductivity are considered variable 

functions of the temperature. The thermal conditions are as follows: a uniform volume 

heating produced by an internal source of energy in the thickness of the outer cylinder, while 

the inner cylinder is adiabatic. The mixed convection generated in the fluid, and the thermal 

conduction in the wall of the outer cylinder are at the origin of a conjugated thermal transfer. 

The thermal losses by radiation and convection towards the ambient are considered. The 

flow and thermal fields are modeled by the continuity equation, momentum and energy 

equations with appropriate initial and boundary conditions using a cylindrical coordinate 

system. The system of nonlinear partial differential equations is solved by a finite volume 

numerical method with second order accurate spatiotemporal discretizations. The mesh used in 

this study is 26 × 44 × 162 in the radial, azimuth and axial directions respectively. In this study, 

two adimensional control parameters are fixed: the Reynolds numbers, which indicates the 

flow dynamics, and the Prandtl number which is a physical characteristic of the fluid, are 

equal respectively, 373.28 and 8.082. While the geometric aspect ratio equal 277.77. By 

varying the number of Grashof, which indicate the effect of, buoyancy forces on the flow. 

We study its effects on the two modes of convection, forced and mixed. For geometric, 

dynamic and thermal control parameters considered, the results of the flows and thermal 

fields of forced convection and mixed convection with varying physical properties were 

presented and compared. The passage from forced convection to mixed convection 

completely changes the axisymmetric structure of thermal and dynamic fields; this change 

becomes more and more important by increasing the number of Grashof. For the Grashofs 

numbers studied, a secondary flow develops in the polar plane in the form of two contra-

rotating vortices, is always the cause of the circumferential variation of the temperature and 

in consequence, the physical properties of the fluid. The phenomenon of stratification of 

temperature is highlighted and the vortices obtained lead to an improvement of the heat 

transfer quantified by the increase of the number of Nusselt. The thermo-dependence of the 



 

 

properties is well evidenced with a stratified behavior in any polar plane and an axial 

variation more important for the viscosity than for the conductivity. 

Keywords: Forced and Mixed Convection / Concentric and horizontal cylinders / Physical 

properties depend on temperature / finite volume method.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Résumé  
La convection mixte entre deux cylindres horizontaux concentriques avec des propriétés physiques 

qui dépendent de la température est présentée dans cette étude numérique en trois dimensions d’un 

écoulement laminaire, visqueux et incompressible. Le fluide considéré est l'eau avec un nombre 

Prandtl égal à 8.082 et sa viscosité et sa conductivité thermique sont considérées dépendantes de la 

température. Les conditions thermiques sont les suivantes : un chauffage volumique uniforme 

produit par une source interne d’énergie dans l’épaisseur du cylindre externe, tandis que le cylindre 

interne est adiabatique. La convection mixte générée dans le fluide, et la conduction thermique dans 

la paroi du cylindre externe sont à l’origine d’un transfert thermique conjugué. Les pertes convectives 

et radiatives vers le milieu ambiant sont considérées. L’écoulement et le champ thermique sont 

modélisés par l’équation de continuité, les trois équations de quantité de mouvement et l’équation de 

l'énergie avec des conditions initiales et aux limites appropriées en utilisant un système de 

coordonnées cylindrique. Le système d’équations différentielles non linéaires, aux dérivées partielles 

d’ordre deux est résolu numériquement par la méthode des volumes finis avec une discrétisation 

spatio-temporelle du second ordre. Le maillage utilisé dans cette étude est 26×44×162 dans les 

directions radiale, azimutale et axiale respectivement. Dans cette étude on fixe deux paramètres de 

contrôle adimensionnels : le nombre de Reynolds qui traduit la dynamique de l’écoulement et le 

nombre de Prandtl qui est une caractéristique physique du fluide, sont égaux respectivement à 373.28 

et 8.082, tandis que le rapport d’aspect géométrique est fixé à 277.77 ; et en faisant varier le nombre 

de Grashof qui traduit l’effet des forces ascensionnelles sur l’écoulement, on étudie ses effets sur les 

deux modes de convection, forcée et mixte. Pour les paramètres de contrôle géométrique, dynamique 

et thermique considérés, les résultats des écoulements et des champs thermiques de la convection 

forcée et la convection mixte avec des propriétés physiques variables ont été présenté et comparé. Le 

passage de la convection forcée vers la convection mixte change complètement la structure 

axisymétrique des champs thermiques et dynamiques ; ce changement devient de plus en plus 

important en augmentant le nombre de Grashof. Pour les nombres de Grashof étudiés, un écoulement 

secondaire se développe dans le plan polaire sous forme de deux vortex contra-rotatifs qui est la 

principale cause de la variation circonférentielle de la température, et en conséquence des propriétés 

physiques du fluide. Le phénomène de stratification de température est mis en évidence le long du 

conduit annulaire et les tourbillons obtenus conduisent à une nette amélioration du transfert de 

chaleur quantifiée par l'augmentation du nombre de Nusselt. La thermo-dépendance des propriétés 

est bien mise en évidence avec un comportement stratifié dans tout plan polaire et une variation 

axiale plus importante pour la viscosité que pour la conductivité thermique. 

Mots Clés : Convection Forcée et Mixte / Cylindres concentriques et horizontaux / Propriétés 

physiques dépendent de la température / Méthode des volumes finis.  




