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Introduction générale

Durant le siecle passé, la science a connue une eévolution importante et plus particu-
lierement en physique dont son role est essentiel pour la description et la compréhension
des phénomeénes naturels. Mais le pas le plus important nous semble se trouver dans
Iexplication et la description du mouvement du monde infiniment petit, 1a ot les lois de
Newton de la mécanique classique cessent de gouverner ce monde microscopique.

Historiquement cet essor a commencé en fin de 19éme siecle et au début de 20eme siécle
aprés 'apparition de nombreuses expériences, ’effet photo-électrique, le rayonnement du
corps noir, 'effet Compton. .. Grace a ces observations et face aux ambiguités rencontrées
les physiciens ont mis en place un cadre plus adéquat et notamment la recherche d’un
formalisme mathématique valable pouvant régir cette nouvelle science.

C’est ainsi que plusieurs travaux ont été effectués et qui ont connus un succes tels
que les travaux de M. Planck, L.De Broglie et A.Einstein, permettant "apparition des
nouveaux concepts fondamentaux constituant la base de la mécanique quantique. Les
scientifiques ont alors élaboré plusieurs formalismes repondant aux exigences de la nou-
velle mécanique dont parmi les plus importants nous pouvons citer trois formalismes.

Le premier est celui de W.K.Heisenberg en 1926, connu par "la mécanique des ma-
trices”, ou l'idée de la notion de trajectoire est abandonnée en introduisant des opérateurs
pour quantifier le mouvement d’un systéme, tout en s’appuyant sur la formulation hamil-
tonienne de la mécanique classique. C’est la premiére théorie de la mécanique quantique
connue sous le nom de quantification canonique ou théorie des matrices.

Le deuxiéme, sans I'idée des opérateurs, F.Schrodinger utilise le concept des fonctions
d’onde pour décrire I’état d’un systéme en utilisant les équations différentielles relatif &
I’hamiltonien du systéme, ce formalisme constitue "la mécanique ondulatoire”.

Enfin, suite a I’observation faite par P.Dirac en1933 du role primordial joué en méca-
nique classique par le Lagrangien et qu’il est plus utile que I’'Hamiltonien pour décrire un
systéme physique, il conclut que I’amplitude de transition élémentaire est proportionnelle

a la quantité e:tp(%S ) ou S est action classique du systeme [1]. A partir de cette idée,



R. Feynman propose une nouvelle méthode de quantification qui repose sur le Lagrangien
pour décrire un systéme ne possédant pas nécessairement d’Hamiltonien. Dans le cadre
du probléme posé par les corrections en électrodynamique quantique relative a la masse
de I’électron, Feynman dans son travail de thése en 1942 [2] inclut le principe de moindre
action en utilisant un concept mathématique simple, dit "intégrale de chemin”, Cette
méthode dite aussi « Feynman path integral » [3] représente la troisiéme approche de la
mécanique quantique.

Le principe de base de cette approche de Feynman consiste & définir d’'une maniére
générale, la phase de l'amplitude correspondante & un chemin donné, elle est égale a
I’action classique le long de chemin divisée par la constante de Planck h. La somme de
toutes les amplitudes sur toutes les trajectoires possibles (infinités) constitue ce que 'on
nomme l’intégrale de chemin. Cette somme constitue la base de ce formalisme.

C’est ainsi que plusieurs domaines de la physique, comme la mécanique quantique
relativiste, la physique statistique et la théorie quantique des champs utilisent maintenant
cette nouvelle approche [4].

Cependant, malgré le succeés dans 'utilisation des intégrales de chemin dans plusieurs
domaines de la physique, la difficulté principale constituée par 'atome d’hydrogene (po-
tentiel coulombien) dit & I’absence d’une forme Gaussienne est heureusement résolue
par I.Duru et H.Kleinert en 1978 grace a l'introduction de 'idée de transformation
spatio-temporelle, i.e. une reparamétrisation les chemins suivie par une transformation
ponctuelle, depuis, de nombreux travaux ont alors été traités et résolus [4],[5],[6],[7],[8]
ce qui constutue un succés pour ce formalisme.

Nous savons par ailleurs que les transformations canoniques [9] ont un role important
en mécanique classique, ils interviennent également dans ce formalisme de maniére élé-
gante, car pour une meilleure compréhension du mouvement d’un systéme, il est parfois
utile de changer de systéme coordonnées .

Les transformations canoniques sont utilisées lorsqu’on change de systéme ot H et

H sont les Hamiltoniens (ancien et nouvel) régissant les mouvements dans I’ancien et le



nouveau systémes de coordonnées (p, q) — (P, Q) respectivement. En utilisant le fait que
le principe du moindre action doit étre vérifié dans les systémes, ancien et nouveau et ceci
se traduit du fait que les deux quantités pg — H de I’ancien systéme, et PQ —H du nou-
veau espace des phases, sont reliées par une fonction arbitraire dite fonction génératrice.
Au niveau de la formulation des intégrales de chemins, les transformations canoniques
sont en principe utilisables. Les transformations canoniques généralisées GCT [10], [11]
représentées par une régularisation temporelle et d’une transformation canonique sont
un exemple de l'utilisation de ces transformations dans les intégrales de chemins pour
traiter les systemes dépendant du temps.

Notre travail de these entre dans le cadre de cette approche : elle est consacrée au
traitement des systémes ou la masse et le potentiel sont variables et se subdivise en
quatre chapitres.

Dans le premier, des généralités sur le formalisme des intégrales de chemins dans 1’es-
pace & une dimension sont présentées et suivie d’une présentation sur les transformations
spatio-temporelles de Duru-Kleinert ainsi qu’une présentation sur les transformations
canoniques généralisées.

Le deuxiéme chapitre porte sur I’étude des systémes non relativistes & une dimension
ol la masse est dépendante uniquement de la position, en utilisant la méthode des trans-
formations spatio-temporelles de Duru-Kleinert et en déterminant la fonction de Green
correspondante & une forme hermitique.

Dans le troisiéme chapitre, nous considérons par 1’étude les systémes a masse variable,
ou la masse dépend non seulement du temps mais également de la position. La dépendance
spatiale, nous impose de prendre en considération la forme hermitique, la plus générale,
pour l'opérateur hamiltonien, ce qui explique le choix d’une forme symétrique pour cet
operateur. l'introduction d’une transformation x — g¢(y,t) entraine Papparition d’un
potentiel effectif de nature purement quantique au niveau de ’action.

Le quatriéme chapitre est consacré I’étude des systémes dissipatifs de forme non qua-

dratique ot la masse et le potentiel dépondent non seulement du temps mais également



de la position. Le probléme d’ordre nous impose de choisir une forme symétrique pour
Iopérateur Hamiltonien décrivant le systéme en question, nous introduisons la méthode
des transformations canonique généralisée dite "GCT" par le moyen de deux transforma-
tions canoniques successives qui, au niveau du propagateur, font apparaitre un facteur
de phase dépendant seulement de la masse en plus de 'oscillateur harmonique avec fré-
quence qui varie avec le temps. La régularisation par l'intégrale de chemin introduite
simplement afin de rendre notre systéme conservatif et est suivie d’'une transformation

ponctuelle, donnant naissance encore a un potentiel effectif au niveau de 'action.



Chapitre 1

Intégrale de chemin pour une
particule non relativiste de masse

constante a une dimension



1.1 Introduction

Le systéme physique, représenté par un hamiltonien relatif a une particule non re-
lativiste de masse constante & une dimension, a été étudié et traité par ’approche des
intégrales de chemin suite a la suggestion de Dirac et a la formulation dia & Feynman en
définissant un outil mathématique dit « propagateur de Feynman », qui contient toutes
les informations physiques sur le systéme en question. Cependant, cette méthode a ren-
contré des difficultés vue que le traitement d’une certaine classe de potentiel, tel que le
potentiel coulombien relatif a ’atome d’hydrogéne, n’a pas pu étre déterminé et que sa
solution n’a pu étre obtenu par cette approche que grace aux travaux de H.Kleinert et
1. Duru. C’est ainsi que cette classe de potentiel a été exactement traité.

Dans ce qui suit, nous présentons la méthode des intégrales de chemin [3] ainsi que
la méthode de Duru-Kleinert relative a la tansformation spatio-temporelle [4], et la pro-

cédure des transformation canoniques généralisées [9],[10],[11].

1.2 Le propagateur

1.2.1 Définition

L’amplitude totale de la probabilité de transition du point A au point B est définie
comme le propagateur (kernel) et est notée K(B, A). Par définition c’est la somme de
toutes les amplitudes partielles U [z(t)] associées aux différentes trajectoires possibles,

autrement dit, c’est la somme des contributions de tous les chemins.

K(B,A)=> U x(t)], (1.1)
C

ou la contribution de chaque chemin est égale & une exponentielle avec une phase pro-

portionnelle a ’action :



Te ()] = Nexp L%sc [m(tﬂ (1.2)

N étant une constante de normalisation, et S est ’action associée au chemin C.
Comme les chemins sont trés proches les uns des autres, la somme peut étre remplacée

par une intégrale, nous obtenons alors ’expression du propagateur

z(tp)

maAp:/Dmowa&u@ﬂ, (1.3)

z(ta)

ou Dx(t) représente la mesure.

1.2.2 Forme discréte du propagateur

Feynman a définit le propagateur qui décrit le mouvement d’une particule de masse

m entre les points A(x4,t4) et B(xp,tp) sous la forme suivante [3]

T
K(zp,tp;xa,ta) = /Dx exp %/L x, &, t)dt| , (1.4)
0
oul =tg —ty et le Lagrangien L est donné par
L(z,o,t) = =32 — V(z), (1.5)

2

en subdivisant 'intervalle de temps 7" en (N + 1) intervalles élémentaires égaux tel que
T=(tp—th1)(N+1)=e(N+1), (1.6)

le propagateur exprimé dans (1.4) prend la forme suivante

N+1 N i
K(zp,tp;ra,ta) = ]\}Lnéo \/;H { d%} o [ﬁ Z "
n= : n::l

avec action élémentaire

, (1.7)

10



m

A
N 2e

Ax? —eV(z,)], (1.8)

ou Az, =z, — x,_1, g = x(tyy1) €t x4 = x(to).

1.2.3 Propagateur dans ’espace des pahses

L’opérateur d’évolution [12] intervient dans la définition du propagateur pour décrire
I’évolution d’une particule soumise a un potentiel V' (z) allant de la position z 4 a I'instant

t4 pour arrivé & x a 'instant tg tel que
K(J}B,tB;IA,tA) :G)(tB—tA> <fL‘B| U(tB—tA) |Z)3A> y (19)
avec O(tp — t4) est la fonction de Heaviside définie par

1 our tg > t
Oty —ta) = pour e = ta (1.10)
0 pour tp< tau

En subdivisant l'intervalle de temps 7' = tp — t4 en (N + 1) intervalles infinitésimaux

égaux

T =e(N+1). (1.10)

nous pouvons, décomposer l'opérateur d’évolution en (N + 1) opérateurs élémentaires

K(ZL’B,tB;I‘A,tA) = <{L'B| U(tN—H — tN)U(tN — tN_1>...U(tn — tn_l)...U(tl — to) |ZL‘A> y
(1.11)
ol tyy1 =tg, tg = ta, et Insérer N relation de fermeture entre les opérateurs d’évolution

infinitésimaux

400
/dmn |zn) (xn] =1 n=1,23. (1.12)

— 00

11



le propagateur peut étre écrit sous la forme d’un produit de (N + 1) propagateurs élé-

mentaires
N+1 .
K(zp,tg;xa,ta) = th H Jdx, 1T (@n| U(tn — tn-1) [Tn-1)
—>OO n= 1
N+1 i
= hm H Jdx, 1] (xn|exp (—?_L{—:H) |Tn_1), (1.13)
n=1

on H represente 1’opérateur hamiltonien de la particule et est donné par
H(z,p,t) =T(p,t) + V(x,t), (1.14)

ou T(p, t) est 'opérateur énergie cinétique et V(a:, t) opérateur énergie potentielle.

Utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff [13]

EH = raV —iTe h€2X (1.15)

I

e

ou 'opérateur X représente le développement suivant

. 11~ - e f17r [~ = 17~ ~7 =
X:—[ ,T]—— —[ [ ,TH——H ,T},T} 1.1
5 % h(6 V.V 5 1% + (1.16)
en insérant les deux relations de fermeture suivantes

—+o00

/d:cn |zn) (x| =1 (1.17)
et
400
/dpn |pn> <pn| =1 (1-18)

nous obtenons pour 'opérateur d’évolution infinitésimale dans (1.13)

12



“+oo

O ) R E AT / dﬁ6’”7""“““)*€T@’tn>1,
(1.19)
et en tenant compte de ’élément de matrice
(wal e 1Y@ |2) = §(z, — x)e HEV@mtn), (1.20)
nous trouvons
i _Oodp N+l
—yeH (tn) > = _n
<xn e Tp_1 27Th [ Z pn( T $n—1)
“+o00
—e (T(pn, tn) + V(zn, tn))], (1.21)

la substitution de (1.21) dans l’expression du propagateur (1.13) donne la forme finale

du propagateur

N N+1 7oodp ;i N+1
K(zp,tg;xa,ta) = Nlim IT Jdz, T1 5 = 7 OXD Z A, (1.22)
n=1 n:1+oo
ol A,, est I'action
An = pn(mn - -Tn—l) [T(pm ) + V(l‘n, n)] ) (123)

et en définissant la fonction de Green via la transformation de Fourier

—+00

G(zp,xza, E) = /dTeXp [%ET] K(xp,tg;xa,ta) (1.24)
0

13



nous obtenons

“+o00

N
G(zp,za, E) = /dT]\}Enoog/dmn

0

N+1 SN+

dp,, ) B
E /%h exp (ﬁ n; An) , (1.25)

avec 'action

AE = [pp(2n — Tne1) — (T (puytn) + V(Tn, tn) — E)]. (1.26)

n —

14



1.3 Procédure de transformation spatio-temporelle

Pour certains systémes, ’évolution dirécte du propagateur n’a pas été facile!, le pro-
bléme majeur résidait dans la singularité au niveau du potentiel. I. Duru et H. Kleinert
ont formulé, en 1978, une méthode dite méthode des transformations spatio-temporelles|4]
qui est essentiellement une régularisation du chemin, qui permet de contourner le pro-
bléme de singularité au moyen de certaines fonctions arbitraires notées f; (z) et f. (x)
dites fonctions régulatrices, suivie par une transformation ponctuelle x — y définie par
x = g (y), cette derniére, et par un choix appropriée de la transformation, permet de re-
trouver la forme gaussienne au niveau de 'intégrale de chemin et par conséquent permet

la résolution exacte du probléme en question.

1.3.1 Fonction de Green

Considérons une particule, non relativiste, repérée par la position initiale x 4 a I'instant
t4 et finale xp a l'instant ¢g, 'intégrale de chemin de Feynman décrivant 1’évolution de

ce systéme dans le potentiel V' (z) est donné par (1.22) ou encore en forme continue

K(ep tuiaats) = [Da(t) / Dp (t) exp {% (pi — H) dt} | (1.28)
H= %—F\/(x). (1.27)

Faisons intervenir la transformation temporelle en commencant par écrire I’'opérateur

résolution R
ih
fi(E—H) f.

ou f; et f, sont tel que f; (z) f, (z) = f (x). Nous associons a cet opérateur (1.28), une

R={, fi, (1.28)

fois exprimer dans la représentation de Schwinger[14], un élément de matrice appeler

'Le potentiel de 'atome d’Hydrogéne et le Potentiel Coulombien.

15



Amplitude de transition pour une énergie fixée ou bien simplement fonction de Green

oh

G(rp, a4 E) = <wB|RI$A>=(wB|frm

[e o]

= f (;EA) fr (Q;B) /dg <$B| e—%fz(x)(H—E)fr(x) |xA>’ (1_29)
0

Ji |5L‘A>

en suivant la procédure habituelle de subdivision l'intervalle de temps en (N + 1) in-

tervalles infinitésimaux tel que S = (N + 1) &, et en insérant N relations de fermeture
+o0o +00

/ dxy, |x,) (.| = 1 et / dpy |pn) (pn| = 1 et en intégrant sur les variables p, suite au

—00 —0o0

remplacemant de ’expression de 'opérateur Hamiltonien nous obtenons la forme finale

de la fonction de Green calculable suite au choix des fonction f; (z) et f,. (x)

) % N+1
GloneniB) = [fi(oa) ) @)t lm dsH{
0 n=1

2
2i7rh55]

1.3.2 Transformation ponctuelle et corrections

La transformation ponctuelle z — F(y) et le choix approprier des fonctions f; () et
fr (x) permet de dériver des corrections au niveau de la mesure, de I’action et au niveau
du prés-facteur, Ces corrections se déduisent aisément en prenant en considération I’ordre
du développement de Taylor effectué.

En prenant en considération que f; (x) et f, (z) ont la forme la plus générale f; (z) =
fI2 (z) et f. (z) = £ (z) ot A est un parrametre arbitraire, et en considérant les notation
suivantes

€1 :F/: 762:F” ,63:F”/..., (131)

o] =

16



les corrections en questions prennent les formes suivantes

- La correction sur la mesure
_ 1_ 9
Crnesure = —€€2 Ay + S¢es Ay” + ... (1.32)

- La correction sur le pré-facteur

(13 /! VAN 1/1 3\ /3 3 AN
or=(3-9) (Fovrg 7o) -5 (i-2) (5+3) (F) o7+~

- La correction sur ’action

_iM (Ay)” _ f
Caction - h_2—65 {_ <<€€2) — )\7) Ay +
+ é (€es) + 411 (ée2)2 + % (—ATH +AA+1) <f7,) ) — )\Eegf7, (Ay)z}
iM? (Ay)' (- AN
2h2 452 <(6€2) - A?) Ay + ... (134)

1.3.3 Potentiel effectif

une correction totale s’obtient en combinant les trois corrections et se manifeste au

niveau de ’action comme un potentiel effectif de nature purement quantique

B2 (1 F™ 3 [ F" 2
Vg = —— (1? -3 (F) ) ’ (1:35)

ot il a été tenu compte de ’estimation suivante

(Ag)™™) = <%>n (2n — DI, (1.36)

17



et la fonction de Green prend la forme finale

°  N+1 1

G(ep.ea B) = [fi(za)) fr (p)))* lim dSH{ - r

n—00 2i71'h€s
0

lN_[/dqn exp {% N+l [Aqi —es (V(F(y) + Vers — E)] }(.1.37)

18



1.4 Procédure des transformations canoniques géne-
ralisées

Plusieurs systémes physiques sont difficiles & décrire et & résoudre par la méthode de
Schrodinger, de plus, si le systéme est dépendant du temps, cette méthode devient encore
plus difficile et inadéquate pour décrire ce type de systéme, il est donc plus commode
d’utiliser d’autres méthodes. Les systemes dépendants du temps sont donc classés dans la
catégorie des systémes qu’on peut traiter de fagon moins difficiles en utilisant la méthode
des transformations canoniques généralisées [10], [11] on, & travers un calcul classique et en
utilisant le formalisme hamiltonien, qui est plus adéquat aux transformations canoniques,
nous arrivons a établir la relation générale qui existe entre les propagateurs dans ’ancien
et le nouveau systéme de coordonnée.

Ces transformations ce résume en une transformation d’espace (transformation cano-

nique) suivie par une transformation temporelle, elles sont définies tel que

z = Qp(t/to),

P
p = o (/1) (1.38)

ds 9

— =p “(t/t 1.39
), (1.39)
ol p (t/to) est une fonction arbitraire sans dimention.

1.4.1 Propagateur

Dans le formalisme des intégrales de chemin, le propagateur s’écrit formellement sous

une forme continue comme

K (xg, tpxi,t;) :/D:cheXp %/(pi—[—[) dt 3, (1.40)

t
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Ou encore en utilisant la prescription du mid-point

N+1d
K(Jif,tf,.fz, = lim /Hd.In 2]7;;
7T

N—oo
N+1
Ty + Tt tn + e
exp{ Zp n — Tp— 1 _5H (pna 2 17 92 1)(}741)

onx,=x(t,) et e=t, —t, 1=

1.4.2 Premiére transformation canonique

En effectuant la transformation canonique (1.38) I’hamiltonien du systéeme H = % +

V (z,t) se transforme comme

p? PQp
= — Vv b
en utilisant [9]
0F, 8F2
= — = 1.42
dFy
- H4+ = 1.43
H +— (1.43)
dF
pi—H = PQ—H+ o (1.44)
ou F'= —PQ + F5, et la fonction génératrice responsable de la transformation est
Fy(z, P,t) = PQ = P%, (1.45)

d’ou ' = 0.
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L’action se transforme donc comme

iy
4 = /{pac—H@:,p,t)}dt
t;

ly

. PQp [ P
_ /{PQ+ tfip— <2mp2+V(pQ,t)),}dt,

1

(1.46)

donc le propagateur (1.40) se transforme comme

K(xf,tf;xi,ti) = ( 1) /DQDP
PiPy

o=

0 t . p? PQp
exp ﬁ/ {PQ — (2mp2 T —I—V(pQ,t)) } dt » ,(1.47)

1.4.3 Transformation temporelle

Remarquons que le terme cinétique dans (1.47) a une forme inadéquate, vu que le

terme de masse est variable, utilisant a ce niveau la transformation temporelle définit

dans (1.39) pour le rendre constant, le propagateur prend la forme suivante

1
K (xp, tpm,t;) = 1/DQDP
(pins)?
Sf _
i . P PQ %
- P _ I dt
X Oxp h/( Q <2m top

+52V p@,/p2 (%) do | | ds Y. (1.48)

Sla
S—r|
I
3
el
3
|
—
|
Yk
/~
SHe
——
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1.4.4 Deuxiéme transformation canonique

A ce niveau et en regardant ’expression (1.48), nous remarquons que le propagateur

PQ %

n’est toujours pas sous sa forme standard (1.40) a cause de la présence du terme o7

, cependant, une seconde transformation canonique est nécessaire pour le ramener a la

forme standard donc nous posons

p_ p_mi
top
0 - Q (1.49)

la fonction géneratrice responsable de la transformation est donc

mQ2 4
FZI (Q7P7 8) = PQ_ Q _dt ) (150)
2top
suite a cette deuxiéme transformation canonique, le nouvel hamiltonien s’écrit
/ / P 1 212 | =2 - 2 (O
H=H (Q,P,s) = — + -mQ*Q*+p*V | pQ, [p°| — | do |, (1.51)
2m 2 t()
ou )
d?p dp _
Q2:l Eg_g i :'0_3@ (1.52)
2 p p t2 dt?’ '

et avec une mesure invariante, le propagateur s’écrit finalement sous une forme standard

1 im (%1 dr,
K (g, tyiai,t;) = rexp | | 2-QF — Q7
(Pipf) 3 2hto \ py 0;

Sf

/DQDPexp %/(PQ—H’(Q,P,3)>ds . (L53)

Si

La transformation canonique géneralisée appliquée sur (1.40) a fait apparaitre , au ni-

veau du propagateur (1.53), une phase et un terme quadratique qui sont tous les deux
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dépendants uniquement de la transformation canonique génralisée.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté,en premier lieu, la formulation des intégrale de
chemin qui est une formulation de la mécanique quantique et qui s’appuit essentiellement
sur des notions de la mecanique classique tel que ’action et le chemin. En deuxiéme lieu,
nous avons exposé la méthode des transformations spatio-temporelle souvent indispen-
sables & ’étude des systémes de la physique quantique non relativiste. En troisiéme lieu,
nous avons présenter la méthode des transformation canoniques généralisées qui est une

méthode plus adéquate pour I’étude des systemes dépendants du temps.
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Chapitre 2

Intégrale de chemin pour les
systémes non relativistes a4 masse
variable dépendante de la position a

une dimension
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2.1 Introduction

Il existe beaucoup de problémes en physique ot l'on peut assimiler I’évolution d'un
phénomeéne par une équation du type Schrodinger, Klein-Gordon ou méme de Dirac,
relative & une particule de masse variable dans I’espace. Le mouvement d’une particule
dans un potentiel périodique, représentant (en physique du solide) le réseau cristallin,
est assimilé au mouvement d’une particule libre avec une masse effective, qui dépend
essentiellement des caractéristiques du réseau. Si I’échantillon est composé de plusieurs
parties représentant de différents matériaux, la masse prendra évidement des valeurs
différentes dans chaque structure. Pour cela, pour différents modéles de distribution de
la masse, fonction de la position, des solutions aux équations de Schrodinger, Klein-
Gordon et Dirac ont été obtenues. Vu, la difficulté et la complexité du probléme, on se
limite souvent a des modeles & une dimension, en choisissant des potentiels connus en
mécanique quantique, auxquels on associe des distributions de masse appropriées de telle
sorte que I’équation étudiée peut par des transformations adéquates, se ramener a une
équation équivalente qu’on peut résoudre par les méthodes usuelles.

En ce qui nous concerne, nous présentons le probleme de la masse variable dans le
cadre non relativiste par 'approche des integrales de chemin, ce probléme n’a pas été
suffisamment étudié, par rapport a la grande littérature qui lui a été consacrée [15], [16],
[17], [18], [19], [20], [21], nous considérons donc le probléeme des systéme quantique a
masse variable dépendante de la position a une dimension dans le cadre non relativiste
en adoptant la procédure des transformations spatio-temporelle de Duru-Kleinert, en

partant d’un hamiltonien quantique bien symétrisé.

2.2 Opérateur Hamiltonien hermitique

Considérons un systéme quantique dont la masse dépond de la position & une dimen-
sion m = m (x) et qui évolue dans le potentiel V' (z). Il est clair que la partie cinétique

peut étre écrite de differentes facons, car en representation position ot 'opérateur im-
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pulsion est donné par %% on peut avoir par exemple
P ,d 1 d
m(z) dx m(x) dx’
ou encore
P2 -n* 1 d 1 d 1
m(z) 2 mi(z)dems(z)demi(z)

et d’autres formes car dans le cas de masse variable, il n’existe pas de régle exacte, pour
écrire la partie cinetique. Dans la littérature, il existe plusieurs propositions[22] et la
forme générale pour un operateur Hamiltonien hermitique est celle donnée par Von Roos
[23],[24] sous la forme suivante

1

H = [m® () pm” (@) pm () + m” () pm” () pm® (2)] +V (2),  (21)

ol les parameétres «, 3 et v sont des nombres réels et sont tels que
a+pB+v=-1 (2.2)

Pour chaque choix différents des parameétres «, S et v, il correspond un hamiltonien
different et par conséquent un spéctre d’énergie different. C’est pour cette raison que les
parrameétres de ’équation (2.2) sont appelés "parameétres d’ambiguité ".
Simplifions I’étude du probléme de masse variable, en considérant le cas simple de
I’hamiltonien suivant
~ 1.1

= §I5mﬁ +V (2), (2.3)

ol les parameétres sont fixésa a=7=0 et = —1.
Pour surmonter le probléme d’ordre qui apparait dans la forme de I’'Hamiltonien (2.3),

nous utilisons la relation de commutation canonique suivante

(b, {m (2)}*] = —iham' () {m (2)}*, (2.4)
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qui nous permet de trouver I’'Hamiltonien du systéme sous la forme

N | 1 2 m”(x)  3m?(x)
H== i +— |- + = +V (), 2.5
@ @ 4w 2w TV @9
ou m'(z) = d”;;x) . Remarquons I’apparition d'un nouveau terme en h? qui est purement

quantique.

2.3 Fonction de Green et potentiel effectif

Suivant la procédure habituelle de construction du propagateur, en passant par ’'opé-
rateur résolution R exprimé en représentation de Schwinger et en utilisant les fonctions
régulatrices fi(z) et f.(z) tel que fi(x). f.(z) = f(x) et avec un choix bien déterminé de

fi(z) et f(z) ou fi(z) = f(z) = f2(x), la fonction de Green s'écrit

— n=1

N+1 1 g
% nl;[1 [2i7rhss\/f () f (Tn=1) /M (T0) M (In—l)]

i (A ) [me)
p{h Z( 2, \/ f(xn)\/ Fon ) W)} (20

Glon.eaE) = VTaa T i Jas (11 fas.]

ou

Ve e B () B ()
W= £V (@) = B)+ T o) (B = 3 e

nous remarquons que le terme cinétique a une forme inhabituelle contenant une masse

dépendante de I'espace, pour simplifier la forme du terme cinétique nous posons

g(x) = : (2.8)
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Cette dépendance spatiale, nous 1’éliminons par une transformation de coordonnées x —
y définie par
v = F(y) (2.9

qui engendre
-une lére correction au niveau du jacobien de la transformation, les trois corrections

sont

F" 1"
Ay+5— (Ay)*+- (2.10)

Cme.s:__
E 2 F'

-une 2éme correction sur le pré-facteur

yad J 2 K )
e = ay ((?) - 5?) Ay + ... (2.11)

- et une 3éme correction au niveau de ’action

CiAyr [ LF" 1 (FTN )
Oact = ﬁQ_&“S (—EF + Z (F) ) (Ay) + ... (212)

Ces 3 corrections se combinent pour donner une correction totale

1/ F" 2 1 " 1/ F" 2 ) 1 /[ F™ 4
Z(F) 6 F E(F) FJFZ(F)
qui se traduit par un potentiel suplémentaire dans I’action dit potentiel effectif
1" 3 [ F" 2
4F 8 (ﬁ)

A la limite quand N — oo, nous déduisant la formule finale de la fonction de Green

i Ayt i Ay
Cr — il 2
r h 283

= —— e (213
h 253 + ( )

Vopp = —h? (2.14)
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relative au probléme de masse variable

5 2
#fas(-w)
0

G (5,74, E) = [mpmaFyFi]? [dS[Dy(s)e , (2.15)
0
ou

W= (F')?

1 F™" 3 (" 2
Rl— -2 (= . 2.1
* (4 F8 (F’) ) (2.16)

V=V(z)=V(F(y)).

2.4 Applications

2.4.1 Premiére application: m (z) = cz’ et V (z) = Z+L5 c#£0.
Dans cette exemple, considérons une particule d’une masse croissante quadratique-

ment en présence d’un potentiel singulier [25]. Le choix de f; = f. = \/m, permet de

ramener le potentiel en question a la forme d’une barriére centrifuge, dans ce cas une

transformation d’espace est inutile vu que la solution du cas d’'un OH avec barriére cen-

trifuge est déja connue, donc pour

A B
= cx? = — 4+ — 2.1
m)=e . V(g)= g+, (2.17)
la transformation effectuée est une transformation identique
z=F(y) =y (2.18)
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la fonction de Green (2.15) prend la forme suivante

o %fds(é—cEzQ—&—A:igz—i-B)
G (xp, x4, E) = cxpra[dS[Dx(s)e 0 . (2.19)
0

Avec ce choix, nous déduisons que la fonction de Green relative au probléeme de masse
dépendante de la position est réduite a celle d’une particule de masse constante égale a
1 et soumise a 'action d’une force harmonique et une barriére centrifuge [26],[27]. Afin
d’extraire le spectre des énergies et les fonctions d’onde correspondantes, nous intégrons

sur les =

E“s.
€w

ws WIATB
E) — I
G (zp,za, E) crpra(Tpra)? de ih " (ihsin (wS))

exp (;ﬁ (2% + 23 cot (wS)) , (2.20)

avec cE = 1w? et I, est la fonction de Bessel modifiée ot

V= (—% - Z> . (2.21)

N

2 4

A Taide de la formule Hill-Hardy

M) -5 e® 2 (XY)R LY (X) L (Y)

77 eTl(XJrY 1+Z 2vV X ) n!
L aol(n+rv+1)

qui donne la fonction de Green en fonction des Polynomes de Laguerre, et en choisissant

X=oai , V= %3323 . L =e M5 (2.22)

nous obtenons
B2
E,=—- 5 avec n=0,1,2.. (2.23)
2¢c(2n+v+1)" h?
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et les fonction d’onde correspondantes convenablement normalisées

_ [2wB z3n! %wQ% lw, , L (W o
o (@) = B3 (2n+y+1)2F(n+V+1)} [ﬁ%] P (—5%(%)) Ln (%%)

et qui sont en parfait accord avec la littérature [25]

2.4.2 Deuxiéme application : m (z) = mee™ et V (z) = Vpe®

Considérons une particule ayant une masse de forme exponentielle, en présence d’un

potentiel de méme forme [25], tel que
m(x) = mee™ , V(x)= Ve~ (2.25)
il est clair que le potentiel diverge a I'infinie, une transformation de la forme
r=F(y)=Iny-, (2.26)

permet d’éviter cette divergence. Nous obtenons pour les différent termes de la fonction

de Green (2.15)

i A 2 4amgVp 2 K2/ 3\.1
2 moez@BFTa) o amge i as( gyt (<4)
G (xp,wa, E) = —Mfdseﬁ4cgwEsty(s)e 0 ( Y )

0

N

¢ (ysya)
(2.27)

Nous remarquons aussi que cette nouvelle action est exactement celle relative a une
particule de masse égale a 1, soumise & I'action d’une force harmonique et une barriére
centrifuge [26],[27].

Le spectre des énergies et les fonctions d’onde correspondantes se déduisant aisément.
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Iintégration sur les variables z,, donne

i dmgE
2 £(JTB"’"Z‘A) 5 i dmow % (;g s
GrpoaB) = 0 (ypya)? [dSet 752 I, ( _UBYA )
¢ (ypya)? 0 ihsin (wS) ihsin (wS)
exp (% (y5 +y3) cot (wS)) , (2.28)
ou I, son les fonctions de Bessel modifier avec
1
v=—. 2.29
7 (2.29)
A Taide de la formule de Hill-Hardy, nous obtenons pour le choix
X=2oh L, Y=tuh o, 2= (2.30)

la fonction de Green suivante

NI

[NIES

2mge2@BFTa) % 9 n! W o1% lw, , W 4
G(zp,24, E) > | T(ntv+l) [hqg} exp | —5% (45) | Ly <hQB>
" 2w n!
hT'(n+v+1)

c n=0
i) oo (57 @) 22 (5e)

Xfefin(LH/f e +2n)dS' (231)
0

ou le spectre des énergies est alors

En:1/2—;0hc(2n—|—1+y), n=123.. (2.32)

et les fonction d’onde correspondantes convenablement normalisées

v [ratsr) e o (G- () em

et qui sont en parfait accord avec la littérature [25].
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2.5 Conclusion

Le formalisme des intégrales de chemin a montré que c’est un formalisme équivalent
aux autres approches.

La méthode de Duru-Kleinert a été appliquée pour les systémes ayant une masse
variable a une dimension ( la partie cinétique ayant une masse variable) et par un choix
approprier pour l'opérateur hamiltonien, cette derniére a engendrer ’apparition d’un
terme supplémentaire dépendant de la masse et ses dérivées Ce terme en h* est donc de
nature quantique, et par conséquent la dépendance spatiale au niveau du terme cinétique
a été absorbée.

La transformation spatio-temporelle a ramené le probléme en question a celui d’un
oscillateur harmonique en présence d’'une barriére centrifuge dans les deux cas traités, le
spectre des énergie et les fonctions d’onde normalisées ont été trouvées et sont en parfait

accord avec la littérature.
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Chapitre 3

Intégrale de chemin pour les
systémes a masse variable
dépendante de la position et du
temps (traitement dans I’espace des
configurations par la méthodes des

transformations spatio-temporelles)
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3.1 Introduction

Jusqu’a maintenant, et par I’approche des intégrales de chemin, seuls les problemes
relativistes et non relativistes de masse dépendante de la position et du temps ont été
traités[28] [29], en utilisant la procédure des transformations spatio-temporelle en par-
ticulier. Notre objectif dans ce chapitre est de considérer, toujours par I'approche des
intégrales de chemin, le probléme le plus général qui est celui des systémes & masse va-
riable dépendante non seulement de la position mais également dépendante du temps, ce
type de systéme est dit dissipatif, nous voulons voir si la méthode de Duru-Kleinert peut

étre généraliser en considérant ce type de systéme.

3.2 Hérmiticité
La forme la plus générale pour un hamiltonien hermitique est

A 1 N
0= (M pri’ o + m pri’ pin®) + V, (3.1)

ol les parramétres d’ambiguité vérifient la condition oo + 5 + v = —1.
Nous pouvons toujours, en utilisant les relations de commutations [z, p| = ifi,ramener
I’hamiltonien précédent a la forme hermitique suivante
H= }1 <%ﬁ2 +ﬁ2%) +V, (3.2)
avec la correction quantique qui est absorbée dans le potentiel. En choisissant les parra-
métre d’ambiguité «, S et v tel que @« = —1 et = v = 0 et avec bien sure m = m (i, f)

et V=V (ii).
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3.3 Propagateur

Symboliquement, le noyau propagateur vérifie ’équation suivante
(ﬁ _ E) K= —ih, (3.3)

et son expression, formellement, est alors

K= ——, (3.4)

ou encore

2 (3.5)

ol nous avons choisis dés le début f; = f, = f 2 avec, biensure, f =f (i,f) est une
fonction régulatrice arbitraire que nous choisissons par la suite, elle est introduite de
maniére symétrique et son choix dépend de la forme du potentiel ainsi que celle de la

masse. le propagateur -élément de matrice du noyau- prend la nouvelle forme suivante

Al A1 o0 i Al ~ R R ~ . A1
K (SL’bfb; Lq, ta) = fb; aé / dSb <xbtb’ eﬁ(sb_s‘l)fg [(E—[%(%p2+p2%)+V]+10+)]f7 |$ata>
Sa
(3.6)
ou 70" a été ajouté pour régulariser l'intégrale.

/ ) . ) _ Sp—=8a _
Décomposons I'exponentielle(N + 1) fois avec e, = S=7¢ = As,

K=t | " 4y auty| et P E-BGERRR) DA ge (-G ) D
. (N +1) fois
—_———

(3.7)
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A l'aide de N relations de fermetures

—+00

/ dadty |onts) (wnta] = 1, (3.8)
+oo
/ dpndEy [ppEn) (pnEn| = 1, (3.9)

—00

A

nous éliminons les opérateurs 7, t, p, I/ en utilisant les relations définissant leurs actions

sur les kets correspondants
lat) = w|at), tlat) = t|at), plpE)=p|pE), E|pE)=E|pE), (3.10)
et nous déterminons le propagateur infinitésimal

(ntn lehasz(E\f—ff( P52 L )4V f32 |0 1tn 1)

12

1 4 A 1 1 . 51 A1
(Tptn| 1 — —asf% (E — —\/f (sz +p27> + V) fé |Tn_1tn_1),
m m
<Intn| 1 |In—1tn—1>

—%gs (Tntn] f2 (E—-\f( 2+ p? A>+v> P2 |Znitn1) |

= <xntn’ 1 |xn71tn71>
1 A1 A1
—TEs { ; <$nt |E |xn 1tn 1> f2

12

h
fiit, (1 1
- (m— + 1) (@atnl B |T0-1tn1)
L1
=it froa (@atnl V |Tnatn-) (3.11)
et a l'aide du produit scalaire (xt |pE) = & (%22:)—;@ pour le changement de base

|2t) — |pE)
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. dE,dp,
V fn <xntn| E |xn—1tn—1> V fn—l - / (27rh§j <xnt |E |Enapn> <En7pn |mn—1tn—1> )

/ dEndp;’L Enef%[En(tn*tn—l)fpn(xnfzn—l)]’ (312)
(2mh)
dEndpn 26_%[E"(

(27h)? P

et (Tutn| P [Tuo1tn—1) :/ tntna)=pn(on—an-)l - (3.13)

nous obtenons alors la forme suivante pour le propagateur

11 N+1dE dp, 1
K = f7 2 / ds, / Hdmndt H p" i Zn Annet (3.14)
ou
An,nfl = _En (tn - tnfl) + Pn (xn - xnfl)

est action infinitésimale avec =, = z (s,,),t, = t(s,) et 2, = 2 (Sa), 26 = T (p) ,ta =
t(sq) et ty =1 (sp).

Intégrons sur les p,, et posons pour simplifier

anmnfl

S
3

|
AR

|
.

) ~

l\)\b—l

f (mnfl + mn)
2m (xna tn) m (In—ly tn—l)
_ : 3.16
\/f (xm tn) f (xn—la tn—l) [m (Ina tn) +m (xn—ly tn—l)] ( )

Sl

et intégrons sur les FE,, il apparait alors une fonction de Dirac qui exprime que ¢ et s
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t
sont reliés par la relation s f
s

K = p T asTT e TTs i3 g1 ], [ Moo
— frfz ity TT8 | Aty = 2o fi ] 525
N+1
Mn n—1 (Axn) A% A%
exp{h 2 [ o —esfifi Vaoil ¢ (3.17)

’action se met donc sous la forme standard mais en présence d’une masse variable M,, ,,_1.
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3.4 Transformation

Effectuons maintenant la transformation ponctuelle définie par

T—y: r=g(y,t), (3.18)

alors

2m (g (yTw tn) 7tn) m (g (yn—la tn—l) atn—l)

Mn n—1 —
7 \/f (g (yna tn) 7tn) f (g (yn—la tn—l) 7tn—1) [m (g (yna tn) atn) +m (g (yn—h tn—l) atn—l)]
(3.19)

est une fonction des 4 variables (y,,t,, Yn—1,tn_1) Ou encore de (gjn, tn, A;/", %) . Nous

avons introduit la notation suivante

Uy = % , Ay, = Uy, — Up_1. (3.20)

Avec la nouvelle variable y, nous avons d’abord

Ax, = T, — Tn_1

=g (ynvtn> —4g (ynflatnfl)

dg dg  (Ay)* &g
Ayag 1+ At Ry 57 1o (3.21)

12

et le carré est alors

> a2 (09) 2 (09 09 dg  (Ay)' &gy

Développons M,, ,,—1 en série de Taylor

_ Ay)? At)?
My oy~ N+ Ay + AL + Qy) My, + %Mt—t + AtAy My,
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et comme M, ,_; invariant dans le changement de (At, Ay) par (—At, —Ay),
_ 1 1
My o1 = M — AyM; — AtM; + 5 (Ay)” My; + 5 (At)” Mg+ AtAyMg;,
et apres addition, nous avons le developement

_(Ay)?
My ~ M + %Myy . (3.23)

3.4.1 Corrections

. . 2 .
En tenant compte de lestimation (Ay)” ~ e, nous retenons seuls les termes qui
contribuent a l’action et qui sont de 'ordre de &4, nous avons alors respectivement les

développements autour du mid-point

Correction du terme cinétique

1
2¢e,

1

Myr (B2 = —<M+ (A

A 2
By B e+ Aty My + )

2

2e

g\ > g\ > dg 0
x ((Ay)2 (a—g> + (At)? (a—i_) +2AyAt6’_§8_i_

2

(Ay)* 839 dg
oy g T (3.24)
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2 2
— M,y (A2)® ~ ! ((Ay)2M<—g) +(At)2]\_4<%> + 2AyAtM
(Ay)* 09 dg 1 4 99\
M + 4e, (Ay)" My Jy

(Ay)® - (99" 0909 & - = (09)

= M= A At ) -J
9 + nynagat+ 5 Mfn

1 A =009 1

Correction de la racine

[Myny | M+ - My, N M 14 (Ay)* My,
2ithes 2imhe, —\ 2irmhe, 4 M )

Correction de la mesure (jacobien relatif a la transformation = — y)

dx = grdy,

N+1 N

N N
1
L[l dx, = gg/ndyn - s [T tgrmgtnv)"? g dyn

(g/bg/a> n=1

avec

N+1 2T /-nn2 =
I1 (97a9m-1)? =13, T G _On
n n— n 2 2 gl g;q/ I

n=1

est le développement autour du mid-point, alors le propagateur devient
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Yy

ot

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)



) N+1 N+1 | M, <8379)2
K = (hfa)? (ghota) / as / [ T[T\ 555
N+1
H 5 é\sfn (1 + CRacme) (1 + Omeasure) (1 + Oaction)
N+1
Ayn _ dg dg 89
X exp { A Z 2. <a§n) + Ay, M, fna o,

2
s (%) o5y

ol les corrections sont respectivement données par

C _ L (Aw\ (@ g
measure 9 9 g/ gn 5

1, oM.
Cracine Z (Ay) ﬁ 3
i (Ay)4<1M83g3 89 \2
n s M55 55T Mg ( 55
Caction = er * o ort o (8y) -1
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3.5 Potentiel effectif

En combinant ces 3 produits, alors la correction totale devient

a9 || () (Bw) My
74 g’ 4 M

v (Ay)4 I - "1 2
1 — —M M.~
X < + I le. 6 g9 + Mgzg

%)}

2
i 2 ,L@_L(L’y’,
h 7 (al 2 M 8 g i
~ e M) ! — e ncsVess

ou )
h? 1 M= 1 /(g
L YR o
M (¢") 2 M 8\¢

ou il a été tenu compte des estimations suivantes

< At 5= / 4 (At A 8 ({1~ 1) = o/ FuFuc]

= E&sV fnfnfl = gsf_n (335)
< (A1) >= / d(At,) A5 [(tn o) — e/ T fn_l]

= £2f2 (3.36)

1esh iesh

e  SBw)te=3 | T |
i, () M, (42)

9g 99
oy ot

< (Ay,)? >= (3.37)

Remarquons que le terme AyM f, se trouvant dans ’action est d’ordre /e, aussi
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il n’a pas été concerné par le developpement.

Finalement notre propagateur est

N+1 N+1

K = fbfa / dSb/dendt H H 2Z7Th€

9vg/a

N+1 2
3 (Ayn) v dg
X exp { 5 ; —-FE, [Atn — esfn} + 2. M, a—gn

0 1 19,
+Ay, M, fnag ag — o faVo + 5E T (ai)

h? 1My 1(g!
et L (Y]] -

ou encore sous forme continue

fbfa
1/g/bg// dSb/Dt ) D (s) DE ()

xexp{h/ds[ [t—f]+2Mg/2+nygat

o (8) G e

et en simplifiant
Jof / dSb/Dt ) Dz (s) DE (s)
9vgla

2
xexp{h/ds —E[t—f]+1Mg/2(y+f )

2
h? 1My 1 (g
et f e LYY o

Il serait utile comme nouvelle étape de réduire les intégrations. Pour cela, considérons

le cas special ou les potentiels
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29
-vecteur A =f2¢

. h2 1 M= 1 gu 2
- scalaire V = fV — itid -5 -3 <§_7;>
-et la fonction f

sont indépendant du temps. Dans ce cas aprés avoir reécrit ’exposant sous une forme

appropriée, nous avons

N+1

N N4 , B
— / / Hdtn H n 6_%(tn(E7L_En+1)+tN+1EN+1_tOEl_Z,jj;Lll EsEnfn)
2mh

n=1 n=

N

://Hdt Hgf};@_r(tn(ffn En+1)+tN+1EN+1—tOEl—ZgillESEnfn).“
n=1

n=1

N+1

/ H 5 (By — Bnpy) et (tnniBxn—tom- S emnf) |
27Th

_ ak —iE(tb ta— fs dsf( ))
27Th

-5 (tb —ty — /Sb dsf (y (8)))

qui est une une integrale simple, les fonctions § (E, — E,, ;1) exprimant que ’energie se

conserve (K = Ey = FE3... = E) dans le systeme de cordonnées (y,t) .

2
Supposons en outre que le terme de masse M (g—g) relatif & I’énergie cinétique est

constant, alors le propagateur (3.39) prend la forme continue suivante

| fola / Bt t)/ /
(tr—ta d D
9"gla 2k’ Sa % s

46



LS, -2
i Ut e, ,0g
— ds | =M Mfg —=
xexp{h/sa S|:2 gty fg@t
1
2

o () s 5 @]} e

qui est ’expression de notre propagateur relative au probléme de masse et de potentiel

(-

dependants du temps et de la position.

3.6 Application a ’oscillateur harmonique généralisé :

Considérons le cas simple [30] déja traité exactement en resolvant 1’équation de Schrd-
dinger
mo

_ _ 1 2.2

En modifiant au préalable k2 en —k2 afin d’éviter le probléme de singularité. Choisis-

sons la transformation de forme séparable en y et ¢ :

1
z=g(y,t) = —e "/?sinhy (3.43)
1]{30
Dans ce cas, en fonction de y et ¢
vt
mo mope
t) = = 3.44
m(y7 ) 6_”t+k(2]132 COSh2y ( )
et
L mee”t 51 . 4 -1 2 2
Viy,t) == —e “sinh®y = — tanh 3.45
(y,1) 3 codl? yw _kge sinh”y ngmow anh”y (3.45)
Ly
gl = —e coshy
lk’o
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VAL (A S W (AR
My = f(f2 f) 4f< Qm)

ams (221
4 f \fr 7

2
1 m eut moeyt 9 ( QZnSOTeg Smhy)
+— | —2——— coshy + 6——— (sinhy)" — 2 —
4f cosh® y Y cosh?y ( 2 %
vt 1 12 "
= mO—GQ— f_2_f — 1-tanh ¢*
2fcosh’y |2 \ f f
1 fl2 f/l
My 2fmoe p— (5 (f_2 — f) — 1-tanhy )
v - moert
M fcc?sh2
12 "
)
-Myg
]Wg/2 = —
ko f
le potentiel vecteur
fot = —gftanhy

le potentiel scalaire
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(3.47)
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h? 1M;; 1/(g"
V — V — — Yy - n
d M(g/)2{ 2 M 8<g>}
2 k2 1 2 "
= f——w2 tanh®y + ——2 'y <—§ <f— — f—) += tanh? y—l—i) (3.50)

2 k'2 mo f2 f 8

d’ou 'action A,, s’écrit en choisissant f =1

1 1
A, = gMg%y? + MfggAy + 55§M 24 (3.51)
Ro(1M, 1/¢"\°
~Cs V_ ST 1 o . L ’. N
A VP (2 M +8(g’)
— 0¥ 1n cosh e+ L _mo 2
T2 Y 2¢e5 (ikg)?
—Es 4 —=—5 — — | tanh ——— tanh —
5{ 2 k2 [“’ 4] L T
moV 1 my
= — 1 h Yb U 2
202 ncoshyl,” + 22, (iky)?
mo QZ hgkg 2
2k2 smo . 1my 3 h2k?
TR B et = 2 L
cosh”y 2 kg 8 mo
Mo
= lncosh " + — S Ay?
h2k2 m—392 1 1 3 K2k
te om0 1y SToge SRR (3.52)
2mo cosh”y 2 kg 8 mg

le propagateur s’exprime donc en fonction du propagateur de Poschl-Teller modifié Kprps

[5] tel que
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t ta 1 1
Kog = koexp {%} cosh? Yp cosh? Ya
7 moy y 1mg 9 3 h2k/’(2)
X exp - {2_168 Incoshyl;” + &5 (§k_§Q - Kprar (3.53)
avec
2
0 = w?— = (3.54)
4
et

ty 9 mOQ2 .

1
. -2 2 7
i moy” | PCkg 23 T d
K ty;Yasta) = | Dy(t)exp— [ dt ;
P (Y to; Ya, ta) / y (t) exp h/ 2k2 Jr2mg cosh? y

la

le spectre des énergies est finalement

W2 k2

E, =
2m0

[n® +n+1] + hQ <n + %) (3.55)

3.7 Conclusion

dans ce chapitre, nous avons traiter, par 'approche des intégrales de chemin, le mou-
vement d’une particule de masse dépendante de la position & une dimesion et du temps
se mouvant dans un potentiel aussi dépendant de la position et du temps, nous avons
déterminer le propagateur ainsi que le spectre des énergies. Nos resultats sont en accord

avec la reférence [30].
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Chapitre 4

Intégrale de chemin pour les
systémes a masse variable
dépendante de la position et du
temps (Traitement dans 1’espace des
phases par la méthode des
transformations canoniques

géneralisées)
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4.1 Introduction

Parmi, les hamiltoniens connus, dépendant du temps et décrivant les systémes dis-
sipatifs, les plus simples ont des formes quadratiques et le traitement, en général, est
analytique et exact et qui nécessite uniquement la détermination de l'invariant et ceci
via une certaine équation auxiliaire [31]. Le modele de l'oscillateur de Caldirola-Kanai [32]
connu pour son succés peut étre cité comme exemple et le modele indépendant du temps
de Bateman[33] constitue cependant une autre alternative de considerer la dissipation .

Par ’approche path integral et dans 1’espace des phases, le traitement des systéemes
dépendant du temps peut étre effectué lorsque la masse est constante, & 'aide de la
transformation dite GCT[34]. C’est ainsi que les problémes de 1'oscillateur harmonique
a fréquence variable et du puits avec un paroi mobile se deplacant avec une vitesse v
constante ont pu étre traités par cette approche .

Lorsque la masse et le potentiel dépendent seulement de la position, avec une transfor-
mation spatio-temportelle , le traitement se raméne a celui d’une masse constante, mais
le potentiel est corrigé par un terme purement quantique en A% dépendant uniquement
de la transformation.

Notre but dans ce chapitre est de considerer des systémes non quadratiques et plus
particulierement des hamiltoniens ot la masse et le potentiel dependent non seulement
du temps mais également de la position. Ces systémes dissipatifs en question sont décrits

par I’hamiltonien ayant pour expression (classique) suivante

1 p?
Hcl (xupat) - §m(x t)

+V (z,1) (4.1)

En mécanique quantique et en raison de la noncommutativité des opérateurs = et p

I’hamiltonien , devient

~

H = — (m®piPpin? + mpilpim®) +V (4.2)

| =
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ou les parameétres a, 3,y sont tels que a +  +~v = —1
Il est clair qu’a l'aide du commutateur [z, p| = ih , cette forme hermitique peut étre
toujours ramené a la forme symetrique suivante

1/ 1\ -
il (ﬂa " 3327) L7 (43)
4 \m m

ou la correction quantique est absorbée dans le potentie V.

Notre but dans ce chapitre est de considérer par I’approche path integral, les systémes
décrit par 'hamiltonien symétrique ci dessus (4.3) ou la masse et le potentiel dependent
tous deux de la position et du temps (m = m (z,t) et V =V (z,t)) et de montrer com-

ment déterminer le propagateur.

4.2 Propagateur

Nous savons que le propagateur relatif a un systeme dissipatif s’exprime au moyen du
T-produit chronologique, puisque m et V' sont ici dependants du temps. Afin d’eviter ce

T-produit, écrivons que le noyau K verifie I’équation symbolique

(E - H) K =ik (4.4)
et K a pour expression formelle
A h
K=" (4.5)
E—-H

Le propagateur a déterminer, étant 1’élément de matrice du noyau K dans I’espace

(x,t) prend alors la forme suivante

K (24ty; 2o, ta) = / dSy (wyty) eSS (E-H) 100 4y (4.6)

ou, implicitement 10" est ajouté dans I'exposant de I’exponentielle pour regulariser 'in-
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tégrale.

Pour passer a la formulation path integral, procédons suivant la méthode habituelle

en décomposant d’abord I’exponentielle (N + 1)fois avec As,, = S]ﬁ]jj“
K (2y.ty; Tas ta) = / dSy (wyty| et 2om(B=A) i dsn(B=IT) |0 4y (4.7)
Sa

et a l'aide de N relations de fermeture [ du,dt, |x,t,) (Tat,] =1

et [ dp,dE, |poEy) (pnEy| =1 et des relations suivantes
|wt) = x|xt), tlaty =tlat),  pIpE) =p|pE), EpE) = E|pE)  (4.8)

¢éliminons les opérateurs Z,t, p, ' par leurs actions sur les kets respectifs, et considérons

le propagateur infinitésimal (z,t,| eirdsn(E—H) |Tp_1tn_1)

12

(@nta] 1+ %Asn (E - H) Tn1tat)

12

(@t L|Tn—1tn—1)

—i—%Asn (Tntnl (E - I:I> |Tp_1tn_1) (4.9)
= <$ntn| 1 ’xnfltn—ﬁ
+%Asn {<xntn\ Bt tn) — (xnta] H ya;n,ltn,1>} (4.10)

en adoptant les notations suivantes u, = %, AUy = Up — Up_1, Uy = U (sn) ,lp =
tN41, Tp = TN41, Lo = Loy Ta = To, My, = M (Tp ty) €t Vi, =V (2, 15,)

Le changement de base |zt) — |pE) s’effectuant a 1’aide du produit scalaire

e % (Et—px)

(2t |pE) = (27rh)2

(4.11)

Y

les élements de matrice s’expriment alors simplement sous forme d’intégrales

54



R dE,dp,
<mntn| E |xn—1tn—1> - p

<IL‘nt |E |E7%p7’b> <En7pn |mn—1tn—1>

/ (27h)*
_ / dEndeL Enef%[En(tnftn_1)7pn($n7$n_1)} (412)
(2mh)?
dE,dp,
(Tntn] P |Tn1tno1) = / Pr 2 =3 1n (tn—tn 1) =pn(an—an—)] (4.13)

(27h)
et finalement ’expression du propagateur K est

N+1

K = / dSb/dendt HdE dp"
=1

o ZN+1[ En(Atn—Asn)—l—pHAazn—Asn{%(mln +m7371 )p%—&-Vn}] (414)

Comme 'intégration sur la variable F,, est simplement une fonction de Dirac ¢
/dEneéE”(At”_As") = 2mhd (At,, — As,,) (4.15)

i.e. que le temps t et le parametre s ne sont pas indépendant mais reliés par la relation ¢, =
At,, = As, ou du point de vue infinitesimal dt = ds , alors t = s + cte.

En intégrant sur les ¢,

N+1

/Hdt H5 (At, — Asy) =6 (t, — ta — (55— Sa)) (4.16)

et sur s, avec (t, > t,)
/ dSpd (ty —ta — (sp — 8a)) = 0 (86 — 50 — (to — ta))|g = 1=0 (= (ty —ta)) = 1 (4.17)

nous obtenons le propagateur (4.14) avec la forme qui est standard

N N+1d _ N
K (24, ty; Tas ta) = /HdInH 27]:;;673 =i At (4.18)
n=1 n=1



ou

1 1 1
Ane, = pnAx, — At, {Z (— + ) P2+ Vn} (4.19)

my mMp—1

est action infinitésimale relative a l'intervalle [t,_1t,] .

4.3 'Transformations canoniques

4.3.1 Premiére transformation canonique

Fo(z,P, , .
Considerons maintenant la transformation canonique (x, p,t) 2(2,5%) (Q, P,t) définie

par

P
x=Qp(t) P=om (4.20)

ou Fy (z, P, t) est la fonction génératrice responsable de la transformation [9] , égale a

Fy (2, Pt) = P PQ (4.21)

qui s’obtent par intégration des équations de la mécanique classique suivantes

_OF, P _OF,

_on_ L 4.22
P= o =, (4.22)

En outre, le nouvel hamiltonien H (@, P,t) qui regit le mouvement dans le systéme

(@, P,t) se déduit de I'ancien H (z,p,t) en utilisant la relation

OF,
H = H—l—ﬁ
_ 11 2 p(t)
= 3 (x,t)p —i—V(az,t)—P:pr 0 |
~ e T @00 -rel (429
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et 'action lors du passage du systeme (z,p,t) — (@, P,t) change comme suit
pdx — dtH = PdQ — dtH+dF, (4.24)

ou

F=-PQ+F, (4.25)

qui, dans notre cas est nul F' = 0.

Dans I’approche path intégral, nous savons que les chemins sont continus mais non
differentiables. Aussi nous modifions les differentielles 0 par A pour tenir compte de ce
changement .

Dans l'intervalle de temps [t,_1,t,] nous choisissons par exemple le temps ¢,, comme
reference.Nous obtenons respectivement pour p, (), et pour la mesure les expressions

suivantes

AF’2 o FZ (fEn;Pn?tn) - F2 (xnflapnatn)

Az, Tp — Tp-1
R s
Tpn — Tn—1 1Y (tn) ’
Q . AFQ . F2 (In,Pn_H, ) Fg (In,Pn,t )
" Apni PnJrl_Pn
Pty = Poglty _ .
= = , (4.26)
PnJrl - Pn P (tn>
N+1 d
DzDp = lim Hd:ﬂnH 271: .
N+1
dP, 1
= lim | |p,dQ. DQDP, (4.27)
NHOOH H L 21 /PP NG
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nous obtenons alors la nouvelle forme du propagateur

\/m/H H2 heXp( ZAAtn> (4.28)

avec Ay, la nouvelle action est

1 ( . 1 + 1 ) P2
/Atn _ PnAQn _ Atn 4 p,,.lm(annvt’.n) p%m(anlpn—li’”*l) " . (429)
(5@ + 5200) PtV (@upnit)

ou la regle de passage(4.24) de '’hamiltonien classique & I’hamiltonien quantique est

également appliquée aux variables de la fonction génératrice puisque elle est fonction de
P et Q.

Pour le terme V (Qyp,, t,), independent de P, et a cause de la presence de At,, il est

évident que le calcul ne dépend pas du choix d’un point de Uintervalle [t,,_1, t,].

4.3.2 Deuxiéme transformation canonique

L’action (4.29) est écrite sous une forme compliquer ot nous remarquons la présence

du terme suplémentair en P,, { <p n (), + P ”‘1Qn_1> Pn}, I’étape suivante consiste a
’ﬂ

éliminer ce terme, pour cela nous nous proposons d’éffectuer une seconde transformation

canonique (Q, P) F2(Qp (Q,P) définie par

P =P — ppmQ Q=0q (4.30)

an(Q,P,t) et P — an(Q’Pvt)

Comme du point de vue mécanique classique () = op = 90

, il est
aclle de s’assurer que la nouvelle fonction génératrice F» solution de ces deux equations
facile de s’ | lle fonct t JF5 solution d d t

est

Q
F2 (Q,P,t) = QP+pp/ um (u, t) du. (4.31)
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et que le nouvel Hamiltonien est égal a

0 (i | dum (u,t) u)

1 m
/: 2__'2 2 4 2
H 2mp27> 2pQ +V+ BT (4.32)
La nouvelle action élémentaire est dans ce cas
11 p
' = PdQ —dt3 -——P? - PQ"-
dt Q {2p2m Qp+v}
8( o [© dum (u t)u)
1 m PP ) dF
= dQ) — dt 2 520? 2 -
PdQ 2mp2p 27 @V ot dt
2 M .9 o
= PdQ—dt{ 273——pQ +V
2mp 2
2 (i 1 o 1)1 |
+ — ppm (Q,1) QQ (4.33)

ot

ou F(Q,t) = —PQ + F> Zpbe um (u,t)du est indépendante de P avec £ =

OF | OF /'
o T oo
Dans ’approche path intégral, nous avons respectivement

FQ (Qna Pna tn) - JT2 (Qn—lapm tn)

P, =

Qn - Qn—l

 QuPutpapn fQ” um (u, t,) du — Qu_1Prn—ppfn fQ"’l um (u, t,,) du
Qn - Qn—l
Qn
o, um (u,t,) du
Qn - Qn—l

>~ Po+ pppnQnm (Qn, ts) (4.34)

et

_ fZ (Qmpn—&-l?tn) — :F2 (Qnapnatn)

— Q. 4.35
Pn—H - 7Dn Q ( )

@n
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avec une mesure restant inchangée (invariante).

DQDP = DQdP (4.36)

La nouvelle action cependant devient

1 1 1
N = PUAQ, — AL, {Z < + ) P?

Py, pgb—lmn—l
1
2

(%Qn + 2 "1Qn_1) P, + vn}
n n—1

2
4\ ppmn  pp_1Mn1

B (pb 19" dum (u, t) u)

Va
i ot, -
L, :
=5 (PulutnQn + 1Py n1Qn1) AQn (4.37)
et le nouveau propagateur est
N N+1
1 / dP,
K = dQn
vV PaPb H H 2mh

. N+1

X exp % Z [PrAQ,
n=1

, 9, (ppr dum (u,t) u)

1 1 1 m
Aty | — [ — P2 — —)p? Vi
4p2 <mn * mnl) "2 Pn@n ot *
1 . .
D) (pnpnann + pn—lpn—lmn—lQn—l) AQn |, (4.38)

ol le dernier terme relatif & la fonction generatrice a été également symétrisé comme
auparavant.
1/2 - o .
La presence de AQ,, ~ (At,) /2 nous permet d’ utiliser les approximations suivantes

en négligeant les termes d’ordre superieur en At,,, puisque seuls les termes d’ordre At,
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contribuent a l'action .Ainsi

pnpn = pnflpnfla (439)

nous avons aprés developpement autour du mid-point

(pnpnann + pnflpnflmn—lQn—l) AQn

N | —

1.
= 5P (M@ + M1 Q1) AQ
> Pnbn <ann+ 5 20, += e +
- _AQnﬁ(ann)_Atna(ann)
FinGn = == =55 > o, )o@
= pnpnannAQn
>~ (PP Qn) | mid—pointn DC@n (4.40)

Ce resultat peut etre obtenu plus simplement en utilisant 'identité

1/ 1 1 1/p Py
1 PT?__<_nQn+ - anl Pn
4 (mnpn mn—lpnl) 2 Pn n—1
[ P_n pn—l
_ 1 ( 1 + 1 ) P2 __oPn Qn Prn—1 Qn 1
- 2 2 n 1 1 n
4 \mppz  Mp_1p;_4 I - e
[ pn pn,1 2 pn pnfl
_ 1 ( 1 N 1 ) o @+ = Qi B Qn + = Qn
4 mnp%;, Mn—-1Pp—1 i m:p% mn—llpi_l mif’% mn—llpi—1
. R . 2
Pn Pn—1 Pn Pn—1
VRN ST TS
2 n :
4 Mn Py, Mp—1P5—1 mpp2 mn,lpi_l 4 mnpp2 mn—lﬂ%_l
et aprés un shift _
Pn Pn—1
p Pn Qn + Pn anl P
n T 1 i —4n (4.42)
mnp% + mnflpifl



/ H QnN—H

papb 27Th

; Nl ”—"Qn+p"‘1Qn71
exp%z P, + Pnl /7711 AQ,
n=1 mnp% mnflﬂi,l
P Q p 1@ 2
1/ 1 1 1<i nt o rFJ
—At, _< ~ + )ﬁ—— In Il +V, ¢ [4.43)
4 \mup;,  Mp1p; >

LoQn+

Pn—1
. . anl
il apparait le terme 24—~ —

mnpn  Mp_1P5 _1

nous autorise la presence de AQ),

pnfl

p

_nQn + Qn—l

Pn Pn—1 A
1 1

mnﬂ% mnflngfl

n

PrPn

(P10 Q) id—point DG

Mn Py mn—lpi_1

AQ),,, qui devient aprés quelques approximations que

(mn + mn—1)2 - (mn

dm,,

— Mp— 1)

QnAQy

(4.44)

En reportant les expressiosn précedentes, le propagateur devient

1 1
%_
(p%m (PnQnstn) — pi_ym (pnlen—latn—l)

- (pnpnm <anTL7 tn) Q")|mid7point AQn] )

Il est remarquable de noter que suite aux deux transformations, il apparait dans
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I’action trois termes supplémentaires
- I oscillateur harmonique avec masse et frequence variables % p2Q?
-et le terme 25:11 (PP (P Qns tn) Qn)lmia—poine AQn dépendant uniquement de la

masse

4.3.3 Conditions necessaires pour avoir un systéme conservatif :

Considérons maintenant les systemes dependant du temps et de la position et tels
qu’ils deviennent aprés ces deux transformations conservatifs dans le systéme de coor-
données (@, P, t)

Il en resulte alors deux conditions nécessaires ;

1- les produits p? m, p*m et le potentiels V' doivent étre fonction uniquement de la

variable @)

p2m (I7 t) = M (Q) ) (446)
p’m = cte M (Q), (4.47)
Viz,t) = V(Q), (4.48)

2- a partir de (4.46) et (4.47) nous pouvons avoir une autre condition sur p tel que

p L P v —u
—=cte soit —=——=>p(t)=¢ 2. (4.49)
P P 2 )

Notons dans ce cas, que le dernier terme de (4.45) prend a la limite At,, — 0 ( suivant
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It0) la forme suivante

N+1 N+1

Qn .
Z (pnpnann)lmidfpoint AQTL = _g Z e_l/tn / dQQm (6%1’)
n—1

n=1
N+1 Qn
_ ——Z / 1QQM (Q)

1%
- 7 / 1QQM (Q)
v Qb= exp(%)
- _5 /C;axa eXp(VtTa dQQM (Q) ’ (4.50)

i.e que ce terme est une simple intégrale qui ne dépend que des points initial (¢,,z,) et
final (ty, xy).
Ainsi notre propagateur s’ecrit en remplacant (4.46) , (4.47) , (4.48) , (4.49) et (4.50)dans(4.45)

%fzbexp<t7b) N+1

M@QdQ X AP
K — _Z(tb+ta) L Tq exp(T) / d " n
¢ c H @ H27Th

n=1 n=1

exp iNZH PLAQ, — At <1< ! + ! )772

St

n=1

—%QM(@J Q+V (Qn)ﬂ } : (4.51)

4.3.4 Propagateur dans ’espace des configurations

Nous pouvons rester dans I’espace des phases en utlisant pour cela la reference [35]mais
il nous est paru plus simple de passer & I’espace des configurations. Pour celd intégrons

I'expression (4.52) sur les P,
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U waue p N NE
K = e iltbtta) "2 Taq exp( L) / dQ,, nn—l
e g @ U Dirhe
N+1 2 2
1 Mn n—1 (AQn) 14 M (Qn) 2
Z At ——
Py ; [ %, 12 GtV

oll nous avons posé pour simplifier

2MnMn—1 _ 2M (Qn) M(Qn—l)
Mn—l + Mn M (Qn) + M (Qn—l)

Mn,nfl =

4.3.5 Transformation ponctuelle

Effectuons maintenant la transformation ponctuelle definie par

Q—y: Q=9(y)

alors
2M (g (yn)) M (g (yn-1))

M (g (yn)) + M (g (Yn-1))

est une fonction de deux variables(y,,, ¥,_1,) ou encore de (gjn,

Mn,nfl =

Ayn
3) -
Avec la nouvelle variable y, nous avons d’abord
09 | (Ayn)’ &g

AQn:Qn_Qn—IZAynay + o4 8?3 + ...

et pour son carré

dg )2 (Ay)* &g g

AQ,)? ~ (Ay,)?
Q= (a2 ) + G920

Développons en série de Taylor M,, ,,_1 au voisinage du mid point

a-/\/ln,nfl + (Ayn>2 82./\/{”,”71

Muny = Mt By, 2 O
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(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)



et changeons Ay, en —Ay, ,

OMpn1  (Ay,)? B2M,,.-
, 1+< ?J) , 1+

Mnnf 2]\Z’n_A n — — 459
-1 L 5 e (4.59)
et comme M,, ,,_; ne doit pas etre modifié, il vient par addition
— (Ay,)? P M,
Mn,nfl = Mn + ( J ) ] (460)

2 0y2
4.3.6 Potentiel effectif

Nous avons les developpements suivants pour

- le terme cinetique

2 2
Mo (AQ,) = i<Mn+<AW 82ann—1+...> » (myn)z ()

25t 251& 2 a@% ay’n
(Ay,)* &g dg N
12 093 0y,
~ L (M) I, g 2+(Ayn)4M &g Og
T 2g Yn) Hn OUn, 12 "0 0y,
1 482Mn,n71 8g 2
T, Al T (agn
2 2 4 3
By (O0) (L 0 0
2e, On 4e, 6 Jy3 Jyn
82-/\/ln,n—l ag 2

- la racine

— \ A n 2 82Mn n— W —82Mn n-
M, -~ M, + ( y2 : 8@?; : ~ M, 1+ (Ay”)z 8572; 1 (4 62)
27:7Th€t o 2i7Th€t o 2i7Th€t 4 Mn .
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- et le Jacobien relatif a la transformation Q) — y

dQ = grdy (4.63)
N N 1 N+1 N
[14Q. =TT gty = ——— I (99 ] v (4.64)
n=1 n=1 (g7gta)'” 71 n=1

avec

(ghughn )2 =gl [1— L (22 (Y e (4.65)
i T2\ 2 7) "3 |

alors le propagateur (4.53) devient

-S|} (4.66)

ol les corrections sont respectivement données par

AN AN
Cjacobian = _5( 9 > [(g_,) _g_l y (467)

1 =
Cmeasure = Z(Ayn)2 j\—Zn (468)
?!4 V] 39 g9 2 n 9
Caction — 6% (ﬁst) (%Mnﬁagn 635;‘% (88?)2> - 1
L i)t (1 00y P M (09 (4.66)
T ode, \6 "0pom. 0@ \am) ) |



En combinant le produit des trois corrections, on a alors la correction totale

1 Ayn 2 g// 2 g///
1 = 1—— Jn _In
¥ [ 2 < 2 ) [(g) 7

02 My 1
4 M,
Z(Ayn)4 1 - =/ 82-/\/lnn—l —r2
1 i _Mn — 4.70
><< T h ag, \g It g (4.70)

2 M1
1 /A " 2 "\ 2 " A . nn
1+Cyy ~ I e In) _ o +( Yn) o5
2\ 2 In Gn 4 M,
i (Ay)* (1 - OM,,
X (1 + ﬁ( fgt) (EMngg”gg + a—_2’1§;2>) (4.71)
_ _ 2 My 1
oo (D) (9_41)2_ﬂ_ o
8 In In My, (Fn)
4 (Ayn)4 1 - =/ 32./\/1” n—1_s2
— _Mn ’
+h 4€t 6 9n In + ag% n
62Mn,n—1
IR ST e A
- 8 Mgy \ \9n n M,

i3 (igh \* (1 - ., O*Muyn1_
s i ~M, 1" —1 n,n 2
e, (Mng;?) (6 Inin T g
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azMn,nfl

" ifth 1 g;{ 2 19,” 1 072
N M,g? \8\g ) 8g 4 M,

n

thh 1 2 31 r I —/ 382Mnn71 _2
I ~ M, Y /Vinn-l
1 (Mg) (46 IiIn Ty

82Mn,n_
1 ieh <g;;)2 1igh gy 1 ish —ap

- 1-=
8 M,g? \ g 8]\/./ngn a, 4]\4ng’2 M, ()
8 Mn,nfl

iEt h 1 1 g”/ 3 072

1 Mngg 89n 4 M,

aQMn,nf
:1_13'@71 51_4{2_13'5,:71 — 1
8 Mg \ 9n, 2M,g7 M,

—i R gr\* M M\
1+Ctot—exp[h ST [(2—7) +V_2(M)”‘ (4.72)

ou il a été tenu compte des estimations suivantes

. . 2
2 1esh 4 ieth
< (Ayy)” >= g2 < (Ayn)" >=3 (Mng;f) (4.73)
pour obtenir le potentiel effectif.
K2 g// 2 M M 2
V. — e ) 4.74
1= Sl [(g) T, (M) )
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Finalement notre propagateur est

vty
e~ 5(totta) 1% ””exp(T) N+1

o e iR o (i
9vgla nn_ 2imhe

S]

n=1
. N+1 2 2
? (Ayn) v ) _ Y )
— M — -
X exp [ . ngl { 5o, Mndn — V (n) g Mngn

K2 g// 2 M// M/
= - — 2 . 4.75
" Silg? [(g) ", (M) ”] ()

ou encore sous forme continue

e~ 5 (ttta) ;;; L2 MQ)QAQ
K = &2 Tt aew(e
Vamgla
-2 2
Y ve M (g (y
/Dy eXp{ / dt {5M9/2—dt <V(g(y))—z—(2( ))g(y)2

i 5]

Cette expression du propagateur, relative & notre systeme ot la masse et le potentiel

dependent tous deux du temps et de la position, represente notre principal resultat.
4.4 Applications

4.4.1 Casl : Particule libre avec masse variable
Dans ce cas prenons la masse sous la forme m (x,t) = moe?** avec V = 0. Dans
'espace (x, s) le propagateur (4.18) s’écrit

N+1
K(ffb,tb;%, a /Hd pn n n= 1(pnAxn AS”{ﬁ(ﬁ—i_T“;—T )P%}) (477)

N . — _ —Yta _e=7tp
ol nous avons posé €, = As,=At,e 7" ou encore ds = dte™ " avec S, — S, = %
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Effectuons directement une transformation x — y définie par x = g (y) = %ln Yy, car
la transformation canonique est inutile dans ce cas vue que le systéme est libre, ce qui

nous permet d’avoir la condition suivantes

p(t) = cste = 1, (4.78)

le propagateur (4.46) se réduit suite & cette condition a

"
7

e

ou

M = moe)\a: _ moe)%lny — m0y2 ’ M1 = 2m0y ’ M// _ 2m0
2 2
)= = g == 4.80
g Ay’ g Ay (4.80)
i S Am, .2 7'12 7_1
K= 5\/%%/179 (sye LS (4.81)
en utilisant[5]
2My Yoy  LAme Uit dmo  YpYa
K = — hoaZ "2(Sp—Sa) | N Jbde
iNG Sy — Sa VB \inA2s, — S,

2(zp42a) i 2mgy e Mh oA 2 (zp+a)
K = 2moy _e® o e | dmoy e (4.82)
th\ e ta — et /8 \ ihA? e e — et

4.4.2 Cas 2 : Oscillateur Harmonique Généralisé

Dans ce cas, prenons la masse sous la forme m (z,t) = e et V (x,t) =
0

%m (x,t) w?x?.Ce cas simple est une géneralisation de l'oscillateur standard. Il admet une
solution exacte et analytique par I’équation de Schrodinger [30).

Par I'approche path integral, en changeant au préalable k2 en —k2 afin d’éviter le
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probléme de singularité, nous avons réspectivement

_ut Q 1
p = €2 5  T=— Q=9(y) = 1-cosy
ez 0
1 ) g’ —cosy
_ ) — = = t 4.83
o) = peosyi w=—psimys =T o gty sy
mt) = "0 M _mee” __ moe
g e —kga? 1 k2 (xeut/2)2 1— k2Q? 1— k2 (_ oS y)2
eut mo 1
= : M= — e =my—— 4.84
"0 Gin? Y 1 - kQ? 0 Gin? y (484)
1 mo 77700‘}2
V (l’,t) == 51——WW2Q2 == 2]{;2 cot y2 (485)
m M —2moghy
Mg = G35 =t = —2eoty (450
0 0sin2y
. 2
M Sy O sty
ST Yy - Wo_ 946 cot®y (4.87)
sinzy
B2 g// 2 WK M’ 2 h2 5 ) 9
— = -2 = = t 2+ 6coty —2(—2cot
8M (¢)° (g) M (M> 85 [(coty)” +2+ 6o (~2coty )]
1 h2]{7(2) 2 2
= e [7 (coty)” +2 — 8 (coty )7]
1 h2k2 9
= - — cot, 2 4.88
8 o ( cot” y + ) ( )
iv xbexp(%b)ZQb k;2Q 4hk2
— ——_QdQ = log( b) 4.89
h Za exP(VtTa):_Q k2Q2 1 - k2Qb ( )

Avec ces remplacements nous obtenons le propagateur exprimé en fonction de Kpy

v ( i 30%K3  mg
5 (ty+ta)— 7 (to—ta) & g

2
2k0

Kow

X Kpr (Yp,ty; Yar ta)

2
U +z‘h§)

ivmg 1

(1 - k’2 2 th) ankZ 4

_ivmyg

1
91
(1= kgalete) g

(4.90)
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ol

=

2
-2 20 (MR ) —
moy hky (hk% )
Kor (it — [ D g | ] 4.91
1 (Ynto; U / y (t) exp - / k22 2my sin’y (4.91)

est le propagateur relatif au potentiel symetrique de Poschl-Teller(PT") . Nous avons posé

2 _ 2 2
0 =w T

Le propagateur relatif au potentiel de PT est connue|5]

h
- T\/smx sinaT (A — L) T (L + A+ 1) P, (cosw2) Py (= cos ) (4.92)

- Z n+)\—|— gm) E (4.93)

y mg2 fl A2 71
1/ dTeﬁET/Dx LR G )
0

avec Lp = —3+ 'z;iﬂE etA>0et V¥, (z) = ((n—l— A+3) M) Vsinz P\ (cos )

Les états liés sont données par les poles de la fonction I' (A — Lg)i.e.

1 V2mFE
S

=-—n avec n=20,1,2...

et les energies sont E,pr = % (n + A+ 1)2

k‘2
Dans notre cas : m — s et A— ”;kg ,nous obtenons alors le spectre des énergies

B, — Ik <n+1—|—m_09)2 31ks  mof2”
_ ks (n*+n+1) 4+ nQ (n + l) : (4.94)
2m0 2
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et les fonctions d’onde correspondantes a ces energies sont données par

1/2
5 wmg 1 [m 4 Mo 4 1 0
U, (2,) = Vkoe! (1 Kga?e) i+ | — 0 _2p (n + 2_77;;/2—2 + 1)
n- O
_ mgQ
xVsinzP "0, (koQ = cosy), (4.95)
n—&-ﬁg

ou bien en les exprimant en fonction de la fonction hypergeométrique F' en utilisant la
relation P¥ (z) = r(1£u) (iﬂ)“ﬂ F(—v,v+1;1—p;152) [37] et a laide de la relation
Fl(a,B,7;2)=(1— z)%a*ﬁ F(y—a,y— B,7; 2) [37], nous avons encore

2 - 1 —
P#(Z)Z—)(ZQ—U e 2! (1—M+V71—M—V—1;1—M; Z)

|G 2

et grace encore a la propritété o F1 (o, 8;7; 2) =2 F1 (8, a;; 2) [37], nous obtenons exac-

tement la forme de la fonction d’onde

mo$2

_moQ m 1/2
ivmg 9 k3 n+ 20241 0
U, (,8) = ko (—1)"% i " (n + 2% + 1)
T (1 78) n! G
y mo (¥ 2moS) Q 1— kozes
eit (kngGVt_l)Qhk(%( +2) 2Fl (—n,n—'—l—{— 7];:2)2 ,1"‘7/222 742()5%2_.296)
0 0

Pour une discussion sur ce cas se refere a [36]
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité suivant l’approche path integral des systémes non
conservatifs ol la masse et le potentiel dependent tous deux de la position et du temps et
décrit par des hamiltonien ou 'ordre pour les opérateurs position et impulsion p et Z est
choisi symétrique . A I'aide de deux transformations canoniques nous avons déterminé le
propagateur et fait apparaitre, en plus de 'oscillateur avec masse et frequence variable,
une phase qui depend de la forme de la masse pour certaines formes de masses lorsque
le systéme est conservatif.

Enfin comme application, nous avons traité deux cas ou la masse est variable et
dependent de la position et du temps et ou le potentiel

- est nul (V = 0) pour la particule libre

-et égal 1m (z,t) w?a? pour Poscillateur généralisé
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, et au
moyen de ’approche des intégrales de chemins de Feynman, nous avons considéré par
I’étude, les systémes quantiques a masse et variable dépendant de la position et du temps.

Comme premiére étape, nous avons construit la fonction de Green relative au systéme
quantique a masse variable dépendante de la position a une dimension, suivant la méthode
des transformations spatio-temporelles de Duru-Kleinert, ou nous avons introduit une
condition nécessaire pour rendre la masse figurant dans le terme cinétique constante, et
cette transformation s’est manifestée comme un potentiel effectif au niveau de 1’action,
le calcul a été testé sur deux cas, le premier correspond au cas d’une masse variable de
forme croissante quadratiquement en présence d’un potentiel singulier et le deuxiéme est
celui d’une particule ayant une masse de forme exponentielle, en présence d’un potentiel
de méme forme. Le spectre des énergies et les fonctions d’ondes correspondantes ont été
déduites dans les deux cas.

Comme deuxiéme étape, nous avons construit le propagateur relatif & une particule
de masse dépendante de la position & une dimension et du temps, ol nous avons traité
le probléme dans ’espace des configurations & ’aide de la technique des transformations
spatio-temporelles de Duru-Kleinert ou I’évolution est décrite dans 1’espace temps, apreés
avoir construit le propagateur relatif au systéme, nous avons effectuer la régularisation
nécessaire suivie par la transformation ponctuelle qui a engendré des corrections, ces
derniéres se sont manifestées par un nouvel potentiel effectif dépendant seulement de la
position. Nos résultats ont été testés sur le cas d’un oscillateur harmonique généralisé
avec masse variable dans I’espace temps, le spectre des énergies a été déduit.

Et comme étape finale, et a cause du résultat déja trouvé dans la partie précédente,
nous avons considérer par ’étude, le méme probléme avec un traitement dans I’espace des
phases ot nous avons utiliser la technique des transformations canoniques généralisées
associées a une transformation ponctuelle nécessaire, nous avons fait apparaitre en plus

de l'oscillateur avec masse et fréquence variable, une phase qui dépend de la forme de
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la masse, et nous avons testé nos résultats sur deux cas, le premier relatif a la particule
libre ou la masse est variable dans ’espace temps et le second est relatif a I'oscillateur
harmonique généralisé avec masse variable dans I’espace temps, le spectre des énergies et

les fonctions d’onde correspondantes on été convenablement déduites.

7



Appendices :

- Appendice 1 : Calcul de M,, =

M, | = 2 My M1 _ 1 1 . 2
7 \V fnfnfl (mn 1+ mn) \/ﬁ V fnfl mln + mnl—l
2 (5 24 B+ ) m (3 = 4.y = 4)
[ (G + 242 0+ 82) +m (5 — B8, 1, — 232)]
1

Comme
Ay, - At o Ay, Of (y,t)
p— t p—
fn f(yn+ 5 it ) [ (Gn, tn) 5 |, .
1 Ay, \ 2 92 (y, 1) N At, Of (y,1)
2\ 2 N P o g,

12

A SO R
R 2/ I
Ayo o fi 11
(1‘ eEe (%) {éf—z‘ﬁ*"’)

=

12

aussi nous avons

L1 Awd (Ayn) [fﬂ f"]
m‘ﬁ(“ v, 2 ) [sp A

et le produit

1Ay \*[f2 "
”5( 2) {fTﬁ_EH




LU S PO Ay, 1 Ay, \°m" Ay, \ > m?
Mp_1 M 2 m 2 2 m 2 m2
1 1+Aynm’+ Ay, \2 [m2 1m”
o om 2 m 2 m2  2m |
1 I 21+ Ay, \2 [m?  1m”
m, Mp_1 M 2 m2 m
2 (A T2 1m”
~ m|l— e
=t 2 m2 2m
finalement

[ 1 /A 2 712 "
es = 3T 6B

m
f
— 2 2 ]
M L (AN (L
f 2\ 2 R
m

~ _<2
n (Ag)* [ f2 f o om" ()
= M+(Ayn)2]\_4yy
2
ou
VL :l@(ﬁ_ﬂ)+i
f oA fN\R f) Af

Appendice 2
Dans cet appendice, on donne ’expression de

Nous avons d’abord
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_ Ayp, ~ Ayn
Moo MMy 2M (go + 552) M (ga — 552
n,,n— _ Ayn _ Ayn
My My M (g + 55%) + M (50 = 552)
B 2
MLn + Mi—l
et comme
Lo L] A 1Ay, 2 L, (A * M7
My = M, 2 M, 2\ 2 ) M, 2 ) M2
1 1+ Ay, M N Ay, 2 M? 1 M,"
- M, 2 M, 2 M2 2M, |
1 1 2 Ay, \? [M? 1M
—— 4+ ~ — <14+ — — ——
M, M, M, 2 M2 2 M,
9 B Ay, 2 M2 1 M
e = e (o B
m + Mn—l n n
le developpement de M est alors le suivant
v Ay, ? (M,)Q 1 M,
n,n— = Mn - — — ="
Man-t ( 2 ) <Mgn 2 M,
— — N2
1 ) M (M/)
= N+ - (Ag,)* [ S -
+ 2 ( ) ( 4 2M,
2 952
= Mn (Ayn) 8 M117n—1
2 92
ou )
32./\/1?,7171 :1 M// 2( JIL)
0y2 4 " .
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The problem of the particle with variable mass is considered by the
approach of path integral. The Green’s function related to this problem is
reduced to that of a particle with a constant mass. As examples, simple
cases are considered.

PACS numbers: 03.65.Db, 03.65.Ge

1. Introduction

We know that a simple description of the motion of a particle interacting
with an external environment consists of replacing the mass by a so-called
effective mass, this effective mass is in general variable and dependent on
the position.

From the classical point of view it is known that the Lagrangian or the
Hamiltonian which can be constructed and associated to the equation of
motion relating the particles with variable masses, is not unique. Among
various Lagrangians or Hamiltonians, there exists a form where the kinetic
energy has the standard form in $m(x)3? or in p?/(2m(z)) (mass being
variable).

From the quantum point of view and at the level of the Hamiltonian, the
replacement of the classical variables x and p by operators & and p poses the
problem of the order. Thus, the Hamiltonian operator and the Schrédinger
equation are not unique and it is not possible, in spite of the limit A — 0
that all the Hamiltonian operators give the classical Hamiltonian, to remove
this ambiguity of the order in H, except some physical conditions such as,
for example, the hermiticity condition.

The problem of variable mass can be formulated by the path integral
approach where the associated propagator takes the standard form of

> exp(4S(path)) (S being the action). For this purpose it is necessary to
path

(2711)
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start with a Hamiltonian operator where the order is fixed, and then to
use the usual process: application of the Trotter formula, elimination of op-
erators £ and p. The order problem in H is then transposed in the path
integral on the various ways of carrying out the discretization (post-point or
mid-point, ... ). For example, if H is chosen [1] following the Weyl order, it
will appear in the path integral formulation the Lagrangian of classical me-
chanics where the mid-point plays a central role. In addition, in some cases
of potentials it is necessary to introduce regulating functions or to change
the parameterization of paths by using a new time “s” instead of the usual
time ¢ in order to obtain a regular expression. This procedure completed
with a transformation on the coordinates enabled to solve practically all the
problems of standard quantum mechanics [2].

In this paper we propose, using the path integral approach, to consider
the problem of position dependent mass which is not sufficiently studied,
despite the large literature which has been devoted to it [3-9].

Also, our aim in this paper is to show, by using the path integral for-
malism, how to transform the problem of a particle having a variable mass
into a problem of particle with a constant mass and to establish the effective
potential Vg in #? which was induced.

For this purpose, we adapt the procedure of Duru—Kleinert related to
particles having a constant mass in order to determine the corrections in-
duced by the regularization and the transformation on the coordinate.

Finally, let us note that the problem of variable mass has been also
studied by the so-called supersymmetric approach and that connection with
the mass constant problem was shown by using the transformations on the
coordinates and on the wave functions [10].

2. Green’s function

First, let us consider the Green’s function operator G, solution of the
formal equation

(E—H)G =ihl, (1)
where R o
H=T+V, (2)
is the Hamiltonian operator with the kinetic term
T = ¢ [m (@) pm? (@) b (@) + m (2) b () p® (@) (3)
a+pf+vy = -1, (4)

and V is the potential term, «, 8 and v are parameters.
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In order to make the kinetic term constant, we choose two arbitrary
regulating functions fi(z), f;(z) whose product is f(z) and we introduce
them as follows

AE — H)ff71G = infi, (5)

then, we obtain for G, an equivalent expression

Gof
fl(E - H)fr

In the configurations space, the Green’s function becomes

fi (6)

ih
G (2,24, E) = <$b|frmﬁ|%> (7)
ih

= fe(wp) fi(za) (2| m |Za)

o0

— fla)fi(ea) [ dS Gar] exp (~ A@)H - E)fi(0)S) ).

0

where in the last line, the exponential form is introduced in order to pass to
the path integral formulation.

Let us subdivide the time interval S into N intervals having a length
each one equal to o = S/N,

o0

G (24,0 B) = fr(ws) fi(za) / ds lim_(zy| exp (—% K@) = B) f(x)o)
0

X exp (_% fi@)(H-E)fi(x)o) ... exp (—% fi@)(H~B)fi(@)o) o) . (8)

and with the completeness relation

/ Qi |2} (n] = 1, (9)

G becomes
o0 N
G (2,243 E) = fr(mb)fl(xa)/dsj\}g}lool_{/dxn
0 n=

N+1

< 1 ol v (—1 AG@E = B)w)o) fenr). (10)

n=1
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First, let us consider the term [fy(z)(H — E) f;(x)], by using the commu-
tation relations since the mass is not constant

(z),p] =iham' () m* ! (z) , (11)
the kinetic term is arranged by moving p

file)(H - E) fi(2)

= fi(z) [i [mepmPpmY + m¥pmPpme] + V(z) — E| fu(z).  (12)

[m®

The term (x| exp(f%fl(az)(f] — E)fe(x)o)|zn—1) is then calculated and
in the exponent, it appears the following expression

— fiwa) {E[m @) PPm? (1) ()4 ()P0 (1) (1)
i {m® (wn)pm’ (w0 —1)m® ™ (1) (1)
+ (@) (2 1) (- )m (2,-1) |
+V(#n-1) = B} felwn), (13)

in the 2nd step, and in order to eliminate the operators, we introduce the
completeness relation

/ dpn |pn) (Pl = 1., (14)

with the scalar product

<pn |xn> = e—%}?nmn (15)

V2rh

and after having performed the integrations on the canonical variables p,,
the Green’s function in the general case of the problem with position depen-
dent mass becomes

G(zp,xa; E) = fr(xp) filzg) | dS hm H dxy,
o g ]
N+1

<1 !

n=1 \/2z7rhaf1(mn)fr(:nn 1) (mamg ml 1—|—mnm£ me_ 1) /2
2

) 1 B—1_~ ’ B—1_
ihBo fi(zn) fr(zn_1) (m%mn71m7l—1mnfl+m My 1 1)}
n- 2 2

{A
3 N+1
PPl

a,,B vy
(mymy, _4m,

€]
+'m m m& )
12 mon-l n-l 20 fi(xn) fr(xn—1)

X e
% e 1t 2 ofi@n) fr(@n—1){E=V (@n-1)}] (16)
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Let us simplify the study of the variable mass problem by considering
the simple case of the following Hamiltonian

A 1 1
H=-p p+V 17
2Py P (), (17)

i.e. we fix the parameters as follows
O[:’YZO, ﬁ:_la (18)

since the regulating functions are arbitrary, we choose
fi@) = fil@) = f7(@). (19)

Thus the kinetic term can be rearranged

VI@ p—— p/F@) = VF@)p /I @)

m(x

~—

y <§m’2(fv) B m”(fﬁ)) ’ (20)

and following this rearrangement, it appears a potential in h? and G takes
the following form

o N
G (a2 B) = V/Fan)f(e) Jim_ [ as [ [ e,
0 n=1

. N+1

x expy 3 V@B = V() Vilea) o
n=1
N+1 .
to f(@n) o | flzn-1)
X g(xn\ exp £ <\/m . p2\/m(xn1)>

then after elimination of the operators
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o0 N
G(zp, v} E) = \/f(a:b)f(:za)]\}gnoo/dS !H/dazn]
0 n=1

. N+1
X exp <; Z V(@) (E =V (zn-1)) vV f(Tn-1) U)
n=1

in order to eliminate the variables p,, we obtain finally

0 N
G (2p,24; F) = f(xb)f(xa)]v@oo/ds [H/dxn]
0 n=1

N+1
1
X

11
i1\ 2imho \/f(@n) f(@n—1) m{za)m{zn1)
o [ Az? \/m(mn)m(xn_l)
20 f(xp) fr(zn-1)

X exp % 7;
o 35 o fs v () 3 ) o

. N+1

Let us make the change on the regulating function f — ¢

f(z)

m(z)

g(x) =
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With this change G becomes

G (w2 E) = [m () gl/%b)m(xa)glﬂ(%)} :

N+1
I
xNgnoo/ds/den [

) N+1
1 [ Az?

20 g(xn)g(xn—l)

N)\»—t

el

— ol (xn)] , (26)

where

Wi e) = 9(0) [l (V) - )+ & () 32D oy

At this level, we notice that the kinetic term still has an inconvenient
form containing a space dependent mass. This space dependence can be
removed by a coordinate transformation

x=F(y). (28)

Obviously, this transformation generates three corrections:

— the first related to the measure,

— the second, to the action

— and the third correction related to the factor in front of the Green’s
function.

The postpoint expansion of Az, reads at each n

OF 10°F 10°F
= — _ —_ — - - 2
Az = F(yn) — F(yn-1) 9 Ay — 5 A + 6 o A +....(29

The choice of F' is arbitrary, we impose the following condition

thereafter, the mass being in the kinetic term is constant (= 1).
First, let us develop the exponential with the kinetic term. We have

4 Az? iAyQ
o (ﬁ 20 g(xn)g(xn_l)) - P (h20> 1+ Cactl,  (31)
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where

Ay [ 1 /92F0y2\?  103F /0y°
Clct = ~ y{_(@/ﬂ%) +8/&/Af+‘”}

h 20 4\ OF /8y 6 OF /0y
is the first correction.
The measure induce also a correction

N+1 N+1

ﬁl/dxﬁ Hgfdmm: HQ/Jd<Ayn>,

where J is the Jacobian of the transformation

0Azx oF
— aAy - Biy (1 + Cmeas)
and 62F/8 2 83F/0
Y 1 Ya 2
meas = —————— ——C ZA o
C oF /oy Ve or 0y tY T

is the 2nd correction.
Also, the prefactor in the Green’s function contribute by a correction C'y
which is obtained in the development of

g($n—1)>é
=1+Cy,
( 9(@n) d
where
02F / 0y? R2F,/0y2\> 10%F0y| . ,
oy =22 e B R A A DN N
OF /Oy OF /0y 2 OF /0y

is the 3rd correction.
By combining this three corrections we obtain the total correction Ct

defined by
14+ Cr = (14 Cmeas) (1 +Cf) (1 4 Cact) - (32)

The corrections terms are evaluated perturbatively using the expectation
values

{(Ay)*) = (sz)n (2n —1), (33)

and C'7 is replaced by the following effective potential

1F/9y° 3 (82F/8y2>2]

_ 32
Vor = =h 4 OF /9y 8\ OF /0y
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The Green’s function relating to the nonrelativistic problem with posi-
tion dependent mass is finally the following

G (zp,xq; E) = (meémaF;)l/Q ?dS(/Dy(s)eéofds( _W2)> ., (35)
0

where

Wy = <‘9F>2 [m(:v)(V(x) _p+ <m"(m) _ 3m’2(rc)>}

4 \ m(x) 2m?(x)
PF/0y 3 (0°F/ 0y
iy ( OF /0y ( OF /0y > ) ‘ (36)

In order to illustrate our calculations, let us make two applications.

2.1. Applications

Let us consider the cases treated in [12]

1st case: m(x) = cx? and V(z) = A/(cx?) + B(cx?).

With this choice, the Green’s function relating to the problem with po-
sition dependent mass can be reduced to that of a particle of mass = 1
and subjected to the action of the combination of a harmonic force and
a centrifugal barrier.

In this case, it is sufficient to choose an identical transformation

r=y=F(y)

the Green’s function has the following expression

—cEx2+ % +B> ds

S
G (zp,xa; E) = (cxpy) /dS /D:c eﬁof

= (cxpxy) (xbxa)% (%)

where I, is the Bessel function with v = [-2A/h% — 7/4]%

In order to extract the energy spectrum and the corresponding wave
functions, let us separate the variables zy, x, and S with the help of the Hill
Hardy formula [13]| by putting

» (37)

X =22 Y =

Lo z, Z = e 2S5 (38)
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Then

3
) = c(xpz4)?2 E

G(xb,xa,
D [t ] [
w

h

w
xexp(—ﬁxa W T(n+v+
cexp (— o) |2
PA\72r™) | I'h+v+1

. 6}
_ 1 _ =
x/exp wS( +2n+v ds,

0

and which is reduced as

2w cxdnl
B

GlevenB) =3 S
) 2w c:cg’n! 1/2 [w }U/Q
hT(ntov+l) R

Eg;b) /exp —iwS (1 +on+u— hi)ds, (40)

0

] [

with cFE = —%wQ.
Let us integrate on §
T 1
/exp —iwS (1+2n+v— 5>d5’: , (41)
hw ] (1 +2n+v — %)

from the poles, we obtain the energy spectrum
62
with n=0,1,2 ..., (42)

E, = —
" 2¢(2n + v + 1)2h2

and using the standard form of the Green’s function
o U (23) Wn(2a)
‘ b
G (xp, xq; E) = ih g nE—Enn 2, (43)

we can extract from residues, the corresponding wave functions
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| 2wp a3 n! V2w
i) = | o e T e )

1
x exp (‘2%90 )LU (h 2)

suitably normalized.
2nd case: m = mpexp(cr) and V = Vyexp(cz).
With the transformation z — y defined by

Q}U/Q

T =F(y) =y, (44)

the Green’s function becomes

2 2 ( a
G (zp,xq; E) = Cmoexp((;/ f/b;_x /dS

S
i e 4E0m0 CAVomg 5 (B* RPN 1
/Dy s)exp — /( 2 y—|—<2—8) yQ)dS , (45)

0

which has the same form as the Green’s function relating to a particle of mass
=1 subjected to the action of a harmonic force and a centrifugal barrier.
The Green’s function being known

2 moexp(c/2(zp+24)) (W 1
L) (),

§ 7 1 XD (/1) (AEymo/%)S

sin(ws)

G (vp,xq; E) =

0

X exp

2h

(48 + y2) cot (wS) L, [,ﬁﬁéﬁs)] . (46)

with
v=—. (47)

By using the same formula of separation of variables [13] the Green’s
function is finally written:
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G (. 20 E) = 2mg exp [¢/2 (zp + 4)]

> —w o) [2w ) n! V2 0y 2U/2Lu W o
x gexp <2hya> [hf (n+v+ 1)] [ﬁya} " (ﬁya)
—w 2w n! V20 v o (W
e exp <2hyg> [hf (n+v+ 1)] [ﬁylﬂ L (Eyg)

X /dS’exp [—iw <1 +2n+v — 4Em0) s] . (48)
0

hwc?

It is then easy to extract the energies spectrum,

Eﬁ\/sz(;)hC@nHw), n=012..., (49)

as well as the corresponding wave functions which are also normalized

2w n! V2 0w ez V/? Ty W o (W e
nlz) = [hf(n—%v—i—l)} ] e (G ge) B ()
(50)

with w = (24/2mouvp)/c.

3. Conclusion

In this paper we showed how to treat the problem of a particle having
a position dependent mass (variable mass) by the use of Duru and Klein-
ert procedure related to particles having a constant mass and to determine
the corrections induced by the combination of the path-dependent time
reparametrization and a coordinate transformation. We have also shown
how to transform a problem of position dependent mass into a problem of
constant mass and how to obtain the relation which exists between the two
Green’s functions (variable mass and constant mass). For that, in order to
regularize the kinetic energy we introduced the functions ( fo=fi=fY 2)

and we tacked account the terms in (Ay)? (order of o) and after trans-
formation we obtained for the classical trajectory in a time interval o, an
unique action (or Lagrangian).

Our Green’s function obtained is thus completely symmetrical in respect
to the initial and final points (this is not the case of propagator [1] for
example).
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Finally, for the general case of variable mass depend on the position and
of time the study is in progress and the results can be found elsewhere.
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Path Integral and time dependant systems

ABSTRACT :

We know that the path integral formulation is currently a modern way of comprehension and analysis
of the physical phenomena since the only tools necessary to this formalism are the usual rudiments of
the classical mechanics such as the action and trajectory, we want to test the simplicity of this
formulation, on two problems:
The first concerns quantum systems with variable mass and potential (depending solely on the
position), and the second one with the quantum systems with variable mass and variable potential both
dependent on time in addition to position. For the first problem a hermetic form is chosen for the
Hamiltonian operator, and after construction of the propagator and application of a space-time
transformation, the Green function is obtained. Particular masses were also considered, which made it
possible to make comparison with other results obtained differently. For the second problem depends
on time, the Green function is also obtained, first by construction and then by a combination of
canonical transformation and point transformation and finally for a choice of particular (non-
quadratic) forms for the potential V and for the mass m, the dissipative system is then reduced to the
conservative one.
Note that this problem has been considered in two different ways by the Hamiltonian formulation
(canonical transformation) and Lagrange formulation. The results obtained differ in both cases.
Further clarification on the procedure will be needed.

Keywords:
Path Integral, Space-time transformation, Generalized Canonical Transformations,

time dependant systems.
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RESUME :

Nous savons que lintégrale de chemin est actuellement un moyen moderne de
compréhension et d’analyse des phénomeénes physiques puisque les seuls outils nécessaires a
ce formalisme sont les rudiments habituels de la mécanique classique tels que 1’action,
trajectoire, cette simplicité de ce formalisme, nous avons voulu la tester dans cette thése sur

deux problemes:

Le premier concernant les systemes quantique a masse et potentiel variable dépendant

uniquement de la position, et le deuxieéme concernant les systémes quantique a mase et

potentiel variable dépendant tous deux du temps en plus de la position.

Pour le 1 probléme au départ une forme hermétique est choisie pour I’opérateur
Hamiltonien, et apreés construction du propagateur et application d’une transformation spatio-
temporelle, la fonction de Green est obtenue. Des masses particulieres ont été en outre
considérées, ce qui a permis de faire la comparaison avec d’autres résultats obtenues

différemment.

Pour le 2°™ probleme dépendent du temps, la fonction de Green est également obtenue,
d’abord par construction et ensuite par combinaison de transformation canonique et
transformation  ponctuelle et finalement pour un choix des formes particulieres (non
quadratiques) pour le potentiel V et pour la masse m, le systeme dissipatif est alors réduit a

celui conservatif.

Notons que ce probleme a été considéré de deux manieres différentes par la formulation
hamiltonienne (transformation canonique) et lagrangienne. Les résultats obtenus sont en

accord dans les deux cas.

Mots clé : Intégrale de chemin, Transformation spatio-temporelle, Transformations

canoniques généralisées, systemes dépendants du temps.





