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Introduction

Peu de temps apres la fondation de la mécanique quantique dans les années trente [1,2] et
le succes de la résolution de ’équation d’onde d’une particule dans le potentiel de Coulomb par
Schrodinger, un progrés considérable est fait dans la recherche des modeles de potentiels pour
décrire de facon réaliste des interactions nucléaires, inter-atomiques ou moléculaires. A titre
d’exemples, dans le domaine de la physique moléculaire, nous pouvons citer, en premier lieu, le
potentiel & une dimension introduit en 1932 par Rosen et Morse pour traiter analytiquement les
états de vibration des molécules poly-atomiques [3], suivi de la fonction potentielle suggérée par
Manning et Rosen en 1933 pour étudier les vibrations des molécules diatomiques [4] et dans le
domaine nucléaire, il y a le potentiel d’interaction entre un neutron et un proton proposé en 1935
par Yukawa [5]. Dans un espace a trois dimensions, ces potentiels appartiennent a deux vastes
classes de potentiels dits potentiels de Natanzon [6] & symétrie sphérique qui dépendent de six
parameétres indépendants : hg, hi1, f, a, by, et co. Les parameétres hg, h1 et f apparaissent dans
Pexpression du potentiel radial U (r) et les trois autres sont contenus dans la transformation
qui convertit ’équation de Schrodinger radiale en une équation différentielle hypergéométrique.
Il existe deux types de potentiels de Natanzon. Le type confluent ( par référence a I’équation
différentielle confluente ) comporte 'oscillateur harmonique radial, le potentiel de coulomb et le
potentiel de Morse radial comme des cas particuliers et le type hypergéométrique contient des
potentiels & symétrie sphérique tels que le potentiel de Poschl-Teller général [7], le potentiel de
Rosen-Morse général [3], le potentiel de Manning-Rosen [4] et le potentiel de Eckart [8]. Chaque
type de potentiel résulte d’'un choix particulier des paramétres hg, h1, f, a, bo, et co.

L’élaboration des modeéles de potentiels par les théoriciens ne se fait pas seulement par une

modification des potentiels élémentaires ( le potentiel de I'oscillateur harmonique, le potentiel



de Coulomb, le potentiel de Morse), mais aussi par une déformation paramétrique qui remonte a
une vingtaine d’années. Ce nouveau type de potentiels construits sur la base d’une déformation
des potentiels hyperboliques en introduisant un parameétre réel ¢ est di a Arai [9] dans une
étude d’une classe de potentiels invariants de forme réalisée dans le cadre de la supersymétrie en
mécanique quantique. L’introduction du parameétre ¢ sert comme un parameétre supplémentaire
dans la description des interactions inter-atomiques et en outre, dans un probléme radial, le
parameétre g permet, en particulier, de définir la position du centre de masse de la molécule par
rapport & l'origine des coordonnées.

Cependant, il faut noter que la méthode de Natanzon qui consiste & transformer ’équation
de Schrodinger radiale en une équation différentielle hypergéométrique et ’approche de ’algebre
de Lie SO (2,2) proposée par Wu et coll. [10] ne permettent pas de traiter de fagon unifiée a
la fois la classe de potentiels qui comporte le potentiel de Poschl-Teller radial, le potentiel
de Manning-Rosen radial et le potentiel de Rosen-Morse radial. Ce dernier potentiel figure
également dans un travail effectué par Barut et coll. [11] dans le cadre d’'une méthode basée
sur P’algeébre du groupe de Lie non compact SO (2,1). Il faut signaler que le spectre d’énergie

défini par I’équation,

Vi+1—aE, —\Vho+1—coEp—Vh1+1—ci1E, =2n+1,

et les fonctions d’onde des états liés exprimées en termes des polyndmes de Jacobi obtenus dans
les travaux de Natanzon et de Wu et coll. ne sont pas satisfaisants. La raison est simple : il s’agit
d’un probléme avec une condition a la limite de Dirichlet au point r = 0 puisque dans ce cas,
le mouvement a lieu dans le demi-espace r > 0. Comme la théorie des groupes est construite
sur la base de la méthode de factorisation de Infeld-Hull-Miller [12], elle se heurte a la difficulté
d’incorporation des conditions aux limites de Dirichlet. Dans une autre étude [13], une solution
incorrecte de I’équation de Schrodinger avec le potentiel de Rosen-Morse radial (appelé aussi
potentiel de Poschl-Teller modifié radial) a été proposée pour les ondes s(I = 0) a partir de celle
avec le potentiel de Rosen-Morse symétrique en imposant que la fonction d’onde générale doit
avoir des dérivées continues & 'origine pour garder uniquement les solutions impaires.

Le but de ce travail est d’étudier en detail, par 'intermédiaire du formalisme simplifié des in-



tégrales de chemin de Feynman, divers systémes dynamiques importants en physique théorique
( nucléaire, atomique ou moléculaire ) et en chimie quantique. Il s’agit en fait de réexami-
ner rigoureusement ces systémes dynamiques discutés récemment & ’aide d’autres méthodes
inappropriées.

Ce mémoire comporte six chapitres. Le premier chapitre est consacré & une présentation
simplifiée du formalisme des intégrales de chemin en coordonnées polaires dans un espace FEu-
clidien a trois dimensions, de la technique des transformations d’espace-temps et de la théorie
des perturbations pour résoudre des problémes avec des conditions aux limites de Dirichlet.
Nous abordons ensuite le domaine des applications, en commengant par la plus simple relative
au probléme du mouvement d’une particule dans le potentiel de Tietz amélioré dans le chapitre
2. Nous étudions en détail les états liés du systéme quantique en distinguant tous les cas définis
par le paramétre q de déformation. Dans chaque cas, nous calculons la fonction de Green pour
déduire ’équation d’énergie et les fonctions d’onde. Le chapitre 3 concerne ’analyse du pro-
bléme d’une molécule diatomique placée dans le potentiel de Tietz-Wei dépendant en particulier
d’un parameétre réel de déformation —1 < ¢, < 1. Comme dans le chapitre précédent, nous nous
intéressons au probléme des états liés en suivant une démarche similaire pour construire la fonc-
tion de Green radiale et donner le spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’onde en considérant
tous les cas caractérisés par le parameétre d’optimisation c¢p. Le chapitre 4 traite le probléme
d’une particule relativiste sans spin, de masse M et de charge (—e), en mouvement dans une
mixture de potentiels composée d’un potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire égaux et dont
la forme est celle du potentiel de Rosen-Morse radial g-déformé. Le probléme de la construction
de la fonction de Green se présente ici aussi de fagon différente suivant la valeur que prend le
parameétre g de déformation. Nous déduisons la condition de quantification de ’énergie et les
fonctions d’onde. Enfin, les chapitres 5 et 6 reprennent respectivement la discussion du potentiel
de Tietz ameélioré et du potentiel de Tietz-Wei dans le cadre relativiste (particule sans spin).

Une partie de ce travail de recherche original a donné lieu a trois publications dans des

revues de renom internationnal.



Chapitre 1

Généralités sur les intégrales de

chemin

1.1 Introduction

Ce chapitre est destiné & exposer de maniére simplifiée un ensemble de notions de base de
I'intégrale de chemin et des techniques d’intégration des chemins qui nous servirons par la suite
dans la discussion des problémes que nous nous proposons d’aborder dans cet ouvrage.

Le paragraphe 2 est consacré a la formulation de I'intégrale de chemin pour une particule
non relativiste dans un potentiel central V (r). Le traitement général est présenté en coordon-
nées polaires dans ’espace des phases. Nous montrons que 'intégrale de chemin se décompose
en deux parties : une partie angulaire et une autre radiale. Le paragraphe 3 rappelle les tech-
niques de transformations qui sont en général une combinaison d’une transformation spatiale
et d’une transformation temporelle dite couramment reparamétrisation des chemins. L’intro-
duction d’une fonction régulatrice est aussi abordée dans le cas d’un potentiel singulier. Dans
le paragraphe 4, nous formulons l'intégrale de chemin pour une particule de Klein-Gordon en
présence d’un potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire. Enfin, dans le paragraphe 5, nous pré-
sentons succinctement la méthode des perturbations appliquée & un probléme avec les conditions

aux limites de Dirichlet.



1.2 Intégrale de chemin en coordonnées polaires

Considérons une particule de masse p en mouvement dans un potentiel & symétrie sphérique.

Si P est I'impulsion de la particule, 7 son vecteur position, I’Hamiltonien est

2
H:;w(r). (1.1)

Pour exprimer H & 'aide d’opérateurs hermitiques, nous construisons les opérateurs suivants

associés aux composantes de 'impulsion :

PazgL <8a+r2a> : (a=r,0,p), (1.2)

ol les symboles de Christoffel I', sont définis par :

Ty = 3, (In1/3). (1.3)

g étant le déterminant du tenseur métrique g, = diag (1, 2,72 sin? 0) .

L’Hamiltonien (1.1) s’écrit

h2
H=-—A Vv 1.4
2 L+ V(r), (1.4)

avec Ay p lopérateur de Laplace-Beltrami donné par :

1
Arp = ﬁ 90 \/90, (1.5)

ot ¢® est le tenseur réciproque du tenseur gqp. Ses composantes sont définies par :

a _ cofacteur de gqp (1.6)
p . .
En termes des opérateurs (1.2), I'Hamiltonien (1.4) se met sous la forme :
P2 p2_ h? P2 _ h?
H=_r4+-2 1 LV (). (1.7)

e 2ur? 2ur2sin? 0

Pour construire l'intégrale de chemin, nous considérons les états propres |F) avec la proprieté



<?/l‘ ?/> — 5 (?II o ?/)

" 71/2
= (r"2r'2 sinf sin 0') 0 (r” - r') 0 (0" - 9’) ) (4,0" — 4,0') , (1.8)
et le propagateur infinitésimal

K (?na tn; ?n—h tn—l) = <?n| 67%8H ‘?n—1> . (19)

Ae=t,—t,_1 — 0, I'élément de matrice (1.9) s’écrit

(Tole |70 1) ~ (T | Taot) — =€ (T | H|T nt). (1.10)

En tenant compte de la relation

<?n| ?n,1> = 9 (?n _ ?n—l)
_1
B (riri_l sin 0” sin en_l) 20 (Tn - rn—l) 0 (9n — en—l) 4] (So'n, - @n_l)
—1 [dP,, dP, dP,
- (7',%7',%_1 sin 6,, sin Qn_l) 3 L APy, dP,

2nh 2wh 27h
X exp { v [Prn (1 —rn—1) + Py, (0 —O0n—1) + P, (gon - ‘Pn—l)] } ,

(1.11)

nous obtenons

dP,, dFy, dP,,
2nh 2wh 27h

1
- . ~ 2.2 . -3
K (7 ntn; Tno1,tn1) = (rnrn_l sin @, sm&n,l) 2/

X exp {; [PrnArn + Py, A0, + P, Ap, —cH (n,n — 1)] } ,

(1.12)

ou



}ﬂ _P2 __EE .P2 2
H 1) ="Toy —On 4 fn__4 V (ry). 1.13
(n,n = 1) 20 + 2UT -1 + 20Ty Tn_1sin 0, sin 0, _1 +V(ra) (1.13)

En utilisant la formule du produit de Trotter

LHT _

e e nAHBT _ iy (e_FA%e_FB%) , (1.14)

N—oo

et équation (1.12), le propagateur s’écrit dans I’espace des phases

N N+1 _
k() = g TL | [ar] TL et 7o)
n=1 n=1

1 N
_ H2.02 sl s\ T B 1:
= (r r'“sin @ s1n9) A}EHOOJ;[I [/ d?“ndendgon]
oot 2rwh 2wh 27h

X exp {Z [P,«nArn + Py, A0, + P, Ap, —cH (n,n — 1)] } )

h
(1.15)

L’intégration sur les variables Py, et P, de cette équation donne

K (7" 7' li v 2 sin 0,,dr,df,d
i) = o (32)" [ et
N+1 . N+1
dp,, i
XH [/ 27Th]exp [hZS(n,n—l)], (1.16)
n=1 n=1
ou
P? 12 1
-1 = P A n = n) — 1 . .
Sn,n—1) nSTn =€ [ 24 +V(rn) 8UTnTrn_1 ( + sin 0, Sln9n1>:|
—}—Qﬂsrnrn,l (AHn)2 + %rnrn,l sin 6, sin 6,,_1 (Acpn)z . (1.17)

10



A ce stade, nous notons que la variable 7, et les variables angulaires (6,,,, ) ne sont pas
séparées. Pour exprimer autrement les termes en (A6,) et (Ag,,) de l'action, nous pouvons

indiquer que

(A0, (A6,
T

cos (Af,,) ~ 1 — (1.18)

et au moyen de la procédure de Mc Laughlin et Schulman [14], nous pouvons effectuer les

substitutions suivantes :

(A6,)" — % (m) , (1.19)
(Tn"“nfl) 14
.h 2
(Ap,)* — 3 i (”) , (1.20)
(Fnrp—18in 6, sin6,_1)* \ &
Par suite,
S (A6,,)% ~ BTt [1 — cos (A6,)] — sL (1.21)
et
%T”T”’l sin 0y, sin 0,1 (Ap,,)* = % sin 0, sin 0,1 [1 — cos (Ap,)]
h2
o . 1.22
88m’n7’n_1 sin @, sin6,,_ (1.22)
En sommant les expressions (1.21) et (1.22), nous obtenons
¢ nm—l [(AQ”) +sin by sin b1 (Agpy,) ] = CTnln-t [1 — cos ©,]
PN Y U S
8prnTn—1 sinf, sinf, 1)’
(1.23)

ol

11



cos 0, = cos b, cosb,_1 + sin b, sinb,,_1 cos (Ayp,,) . (1.24)

En reportant (1.23) dans (1.17), I'action élémentaire se récrit sous la forme :

P2
S(n,n—1)~ P, Arp, —¢ [ 27: +V (rn)} + grnrn,l [1 —cos©y]. (1.25)
Il s’ensuit que
—= 1 = . K N+l Al 2
K ( r,r ;T) = ]\}1_1};0 (inhe) };Il [/ r; sin Gndrndendgon]
N+1 . N+1
dP, 7
- - -1 ;.
xg[/ 27rh]exp{hnﬂS(n,n )}

(1.26)

Maintenant, nous pouvons nous servir de la formule ( voir Ref. [15], Eq. (8.534), p. 980 )

2c0s Oy, __ ™ = ]
e?C0sOn _ \/; Z (20, +1) Ianr% (2) P, (cos©y,), (1.27)

ln=0

en tenant compte du théoreme d’addition ( voir Ref. [15], Eq. (8.794.1), p. 1013 )

e}

lﬂ - n ! m m ; -
‘Pln (COS @n) = Z M‘Plnn (COS Gn) _Plnn (COS en_l) elmn(Lpn Sonfl)’ (128)

m=—o00
ot P/ (cos @) sont des fonctions de Legendre avec la proprieté d’orthogonalité

™

2 !
/le (cosy) Pj* (cos 0y,) sin 0,d6,, = T 8 i_ :3' oy, (1.29)
0
et
2m
/ei(m_m/)‘pndgpn =276 (1.30)
0

12



pour effectuer les intégrations sur les variables 8, et ¢,,. En utilisant ensuite le comportement
asymptotique ( voir Ref. [15], Eq. (8.451), p. 961 ) de la fonction de Bessel modifiée, pour
petit :

N

i (2)= a5 o[£ (=) o

tous calculs faits, le propagateur (1.26) se développe en ondes partielles sphériques ainsi :

1 <2[+1
K (7 TRT) = Gy 30 S K (70 T) P (eos ), 132)
=0

ol P, (cos ©) est un polynome de Legendre de degré [ en cos © = cos 6" cos 0’ +sin 0" sin 6’ cos (" —

et K (r",r';T) est le propagateur radial défini par :

N N+1

s < e il /40

n=1

X exp {;i [(Pr),, Aryp, —eH; (n,n — 1)]} . (1.33)

(P)2 PRI

H(n,n—-1)=
2p 20Ty rn—1

FV (). (1.34)

1.3 Transformations spatio-temporelles

1.3.1 Transformation spatiale

Afin de faciliter, dans certains cas, le calcul de I'intégrale de chemin, nous sommes amenés
a effectuer un changement de variable qui n’est pas aussi simple comme dans le cadre des
équations différentielles. Considérons un systéme quantique & une dimension caractérisé par le

Lagrangien

L(z,&,t) = —pi® -V (), (1.35)

13
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dans lequel le potentiel V (z) est une fonction compliquée qui nécessite une transformation
spatiale pour simplifier I’évaluation de I'intégrale de chemin. Supposons que nous devons faire

le changement de variable x — &, défini par :

z=g(é). (1.36)

Dans ce cas, le Lagrangien (1.35) devient

252

L(eét) = guld @OPE -V, (1.37)

on g () = & (€).

Pour appliquer la transformation spatiale (1.36) a P’expression de I’action élémentaire

T + T
A= P (Aw)? eV (3n); @y = It (1.38)
2e 2
nous écrivons
et en adoptant une développement limité autour du point moyen E = &ﬁ%’ un calcul simple

donne

N 1 - -
2 | 2, - " 4

(Az,)” ~ g (&,)] (2. + 50 (&) 9" (&) (28" (1.40)

En substituant ce développement dans (1.38), nous obtenons l’action élémentaire en termes de
la nouvelle variable,

~ P ,(~)r 2 i,<~ m<~ 4\ _ ()
v 2 ([0 (@)) @6+ 4o (6) o7 (8) @e!) -V (&),
Nous remarquons que la transformation spatiale (1.36) simplifie 'expression du potentiel,

mais dans le terme énergie cinétique, la masse devient explicitement dépendante de la nouvelle

variable .

14



1.3.2 Reparamétrisation des chemins

Pour rendre le terme énergie cinétique indépendant du changement de variable, nous appli-

quons une transformation temporelle définie par :

at 5

=g ). (1.42)

ol s est le nouveau parameétre temporel. Sous forme discréte, 'expression symétrique de cette

transformation s’écrit

e = ¢&)d (1) on

o @e (77(&) (&N
g (gn) 14 == ; (£n> e (En) n. (1.43)

Compte tenu de (1.43), 'action élémentaire (1.41) se récrit

9? (&) 29" (& o/ .
An= 5o (86" + g . 8 ‘ig, <<§>) (A& g2 (&) V (&), (149

Notons que, sous les transformations spatiale (1.36) et temporelle (1.42), le développement
de la mesure et de 'action autour du point moyen fait apparaitre un terme en (A{n)4 qui
s’exprime sous la forme d’une correction quantique calculable & ’aide de la procédure de Mc

Laughlin et Schulman [14]. En se servant de la formule :

oo hop,

10606 [ oo [ (a7t = ("), e

(e = [

—00

nous pouvons écrire le propagateur ainsi :
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N+1 1
K (2",2";T) = L jm 11 k)’
’ Vg (@) g (') N=oo 2L \ 2imhoy,

xiﬂ[[/dg} {ZNf[” (AE,)?
expl — ——
n=1 " g h =1 20 "
2 (9" (&, 9" (&, ~ _
_38};5 g2 (<~n)> 3 g ((gn)> 709" (€"> 4 <€"> In
(1.46)

La fonction de Green

G (2", 2 E) = /oo dT exp (;LET> K (a",2';T), (1.47)

0

peut maintenant étre évaluée en insérant la transformation temporelle globale dT' = ¢’ (f') J (5”) dsS

et le propagateur (1.47). Ce qui donne

G (" 2, E) = /g (¢') ¢ (€) /0 T dsp (¢ ¢ s), (1.48)

ol

N+1
P(e",¢:5) = lim (.“ )
n=1 n

(1.49)

1.3.3 Cas d’un potentiel singulier

Supposons que le potentiel V' (z) posséde une singularité a 'origine. Dans ce cas, le propa-
gateur de Feynman K (2, 2'; T) n’est pas défini a cause de affaissement des chemins. Suivant

Kleinert [16], on peut contourner ce probléme en partant de l'opérateur résolvante
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- ih

G(E) = P (1.50)

et en définissant fl et fT deux opérateurs qui dépendent de 'opérateur & associé a la position

et appelés fonctions régulatrices. On suppose que

= et fo= (1.51)

et que

>

r=1. (1.52)

o~

A étant le parameétre de fractionnement. On peut écrire (1.50) ainsi :

G(E)=f ih fi. (1.53)

Tfl(E—ﬁ—H'O)fr

) . P P _ @ﬁ i} , . .
En se servant de 'expression de ’opérateur FE=ir)], dans la représentation de Schwinger

[17], on peut associer a 'opérateur résolvante (1.50) un élément de matrice dans Iespace des

configurations appelé amplitude de transition pour une énergie fixée ou fonction de Green

<x”‘ G (E) ‘m'> = G (2", 2;E)
— A @) () /0 ds (" U (5) |'), (1.54)

o Ug (S) est 'opérateur d’évolution pseudo-temporel défini par :

Ug (S) = e #Sh@(H-E)fr(2) (1.55)

Subdivisons l'intervalle de pseudo-temps S en N + 1 intervalles infinitésimaux €4 et décom-

posons l'opérateur (1.55) en N + 1 opérateurs élémentaires ainsi :

~ ~ A ~ A

Ug(S)=Ug(S—sn)Ug(sny — sn-1) .-.Ug (sn, — sp—1) -..UE (51) (1.56)
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et insérons ensuite N relations de fermeture de la forme f dzy, |xn) (x| = 1 entre les opéra-

teurs pseudo-temporels dans 'élément de matrice (z”| Ug (S) |2') . Ce qui donne

(2"|Ug (S)]a/) = f[l [/_:O dfﬁn] Jﬁ (2n| Ug (&5) [#n-1)
N ¢ rioo N+1
- nl_[l [/oo dxn] 7IIlI(n,n— 1); s =5n— 8p-1,

avec

Tl = 1) = Gl exp { ~ eufi (00) [ (P = By (o0e) o)

Notons que ’élément de matice peut s’écrire approximativement

I(n,n—1) = (xp|Tpn-1) — >

= o o) (1= ol (o) T (Pae) = B fy (50

_ 7 B {; [PuAzy — eofy (20) [H (Pay ) — E) f, (asm)]} :

2h

—00

avec Az, = Ty, — Tp_1.

3'535 <$n| fi (xn) [H (an xn) - E] fr (ﬂfn—l) |$n—1>

(1.57)

(1.58)

(1.59)

Par conséquent, l'intégrale de chemin pour la fonction de Green (1.54) s’écrit sous la forme :

Gx ﬂsE /dSP:c,:L“';S),
0

ou le noyau P (2", 2';S) est donné explicitement par :
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N N+1

Pas8) = £ @) A T | [ doo] Il ]

n=1 n=

i N+1
XexXpy§ ¢ Z [PnAl‘n - 5sfl (xn) [H (Pna mn) - E] fr ($n,1)] . (1'61)
h

n=1

En effectuant I'intégration sur les variables P,, nous obtenons une intégrale de chemin dans

I’espace des configurations

"ot Ir ( ”) fl al dxy,
", x;S) =
P ( ) \/Qiﬁhﬁsfl / 13 [ \/2i77h55fr (xn) Ji (xn) /H]
p(

N+ Azy)?
X exp {h ; lzgsfl (xn) 1 (mn—l) —esh (xn) (V (xn) - E) Ir (mn—l)] } :

(1.62)

Notons qu’en comparant les termes cinétiques contenus dans les expressions (1.38) et (1.62), on

a

dt =¢ = 5sfl ($n) fr (xnfl) = dsfl (mn) fr (l‘nfl) . (163)

Ce résultat signifie que I'introduction d’une fonction régulatrice pour contourner le probléme
de la singularité a ’origine des coordonnées se traduit par une application d’une transformation
temporelle appelée également reparamétrisation des chemins [18,19].

D’autre part, comme la masse dans le terme énergie cinétique dépend de la position, il
est commode de la rendre constante en effectuant une transformation spatiale. En adoptant le
1

développement limité de I'action et de la mesure autour du point moyen, nous posons A = 3,

c’est a dire,

N

file) = fr () = f2 (2). (1.64)

Si on effectue la transformation spatiale x — & définie par :
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z=g(&), (1.65)

le terme énergie cinétique se transforme en

(Az,)> 97 (&) 29" (&
2asleéxn) [Arn ~ o (A8 + . ((én)) —gg, (<§n)) (Ag,)', (166)

apreés avoir posé

fla)=9g7%(8)), (1.67)

avee ¢ (€) = g (€).
Compte tenu de (1.65), (1.66) et (1.45), le noyau (1.62) devient finalement

y e I E @) H =
P(2",2;9) = g\/QZWgTS/ g[/\/m] { 2[268
a2 (97 (&) 29" (E)

T e &) "3, (&) o= (&) (V (&) - B) =

(1.68)

1.4 Intégrale de chemin pour une particule de Klein-Gordon

Pour étudier le probléme des états liés d’une particule relativiste sans spin en mouvement
dans un potentiel vecteur V (r) et un potentiel scalaire S (r) a ’aide de I’approche des intégrales

de chemin de Feynman, considérons la fonction de Green qui vérifie I’équation de Klein-Gordon

(P—eA)? — (u— 5)2] G(z",2') = o4 (" —a'), (1.69)
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V(r)

ou eA = _ et p est la masse au repos de la particule de charge (—e) dans espace-

0
temps de Minkowski muni de la métrique g4, = diag (1,—1,—1,—1).

La construction de la solution de I’équation (1.69) peut étre abordée en partant de ’expres-

sion de la fonction de Green écrite dans la représentation intégrale de Schwinger [17]:

G (a",2') = 212,/000 dA (2| exp {; [(P —eA)? — (u+ 5)2} A} |2 . (1.70)

Comme les potentiels V' (r) et S () possédent la symétrie sphérique, la fonction de Green (1.70)

se développe sur la base des ondes sphériques ainsi :

1 (2 1
G, (7//, ¢ —>/ T”T/ Z + !t ) P, (cos9), (1.71)
=0

expression dans laquelle G; (r”,t";r',t") est la fonction de Green radiale donnée par :
1 (0.0
G (r" "0 1) = 2/ dAP, (r",t" 1" s A) (1.72)
tJo

ou le noyau Py (", t" ', t'; A) représente I'intégrale de chemin définie explicitement sous la forme

compacte par :

R I T e e L 1S

(1.73)

Afin d’obtenir une intégrale de chemin stable et une forme discréte de Iexpression (1.72)
définie, nous pouvons introduire une fonction régulatrice appropriée suivant la référence [16] et

écrire (1.72) sous la forme :

1 [
2/¢wawwmﬂﬁy% (1.74)
0

Gl (T//,t”,’f'/,t,) — -

ou le noyau Bi(r”,t", 7' t'; S") est I'intégrale de chemin transformée définie explicitement sous

forme canonique compacte par :
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P(r" " 0"t 8) = fr(r") fo (") (7", ¢"| exp {;fL (r) {—Pf + (P —V)?
—“l;” (52| )8 1)
DP, ( DPO( /)
= /DT ) Dt ( /

xexp{/o { P75+ Pyt + fL()( P? (PO—V)Q

RIES) N 5)2” fn () d} (1.75)

Sous forme discrete, le noyau Py(r” t" ' t'; S") s’écrit :
Pt S = fR( " fL ’ hm H [/ drndtn]

x]ﬁl[ - PO ]exp[NfA”] (1.76)

ot A7 est 'action élémentaire donnée par :

A = —(P)nAr, + (Po)nAty, + %fL (Tn) [_(Pr)i + ((Po)n = V(rn))?
Dt 5002 (o). (1.77)

avec les notations habituelles

S’ dr A
=ds' = , dT =&, = ———. 1.78
N+ 72 ) Fr (o) N1 (1.78)

Dans Pexpression (1.76), il est clair que le calcul des intégrales sur les variables ¢,, produit
N distributions de Dirac § ((P),, — (Po),,;1) et quen effectuant ensuite les intégrations sur les

variables (F),,, on trouve

(Po)1 = (Po)2 = ... = (Po)nt1 = E. (1.79)
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Par conséquent, le propagateur Py(r”, ¢’ 7', t'; S") s’écrit simplement sous la forme :

+o0
1 /
Pz(r”,t’,r’,t’;S’):g/dEeXp [E@E" =] R, 5), (1.80)
™

—00

ou le noyau P(r”,r’; ") a pour expression :

N N+1 (P N+1
Pl(’l“”,T/;S,) — fr (7"”) fr (r’) ]\;E,noo [/ drn:| H [/ 27: n:| exp [ZZAS] , (1.81)
n=1 n=1 n=1
avec ’action élémentaire donnée par :
n s’ [(l+1
A5 = (P ) ) |22
HE = V(ra))? = (n+S(ra))?] - (1.82)

En effectuant l'intégration sur les variables (P,),, nous obtenons une intégrale de chemin

dans 'espace des configurations

nosoan fR(TH)fL (7"/) im al dry,
AOTSS) = e Tn ) 1 ) N&m,lll/ Ny me)]

N+1 2
: (Ary) £y [(1+1)
X exp {z E [255’f ) ) 7fL (rn) fr (Tn—1) <

2
r
n=1 n

(it S(r))? — (B — V(rn))Qﬂ } . (1.83)

En reportant maintenant (1.80) dans (1.72), on voit que le terme dépendant du temps ¢ ne
contient pas la variable pseudo-temporelle S'. Par conséquent, la fonction de Green partielle

(1.72) se met sous la forme :

+oo
1
Gt 0" 1) = o / dEexp [iE(t" — )] Gi(r",7"), (1.84)
i

avec
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+o0

G ) = % / dS'By(r" 1 S'). (1.85)
0
Si ’on pose
fu(r) = fr(r) = 2 (), (1.86)
lexpression (1.83) s’écrit
" INE: N d
_P I/’ I;S/ — [f (T )f(r )] l / T'n
l('r r ) /21.71_53’ NgIloo il /2Z'7r58,f (T‘n)

n=1 f(rn) f(rn—l) 2 T

N+1 2
X exp {zz [25 , (Arn) — S ) £ (rac1) <l(l+1)
+(u+Sra))* = (B = V()P |- (L87)

Le calcul de la fonction de Green partielle (1.85) sera entrepris une fois les potentiels V' (r)

et S (r) sont spécifiés.

1.5 Meéthode des perturbations

La méthode des perturbations est couramment utilisée pour résoudre des problémes de mé-
canique quantique qui conduisent a des équations trop compliquées ne se laissant pas traiter
exactement. Cette méthode et en particulier le développement en une série entiére de pertur-
bations s’appliquent également dans le cadre de I’approche des intégrales de chemin de fagon
trés pratique. Nous allons présenter ici une rappel concernant cette technique qui sera mise en
oeuvre dans certains cas abordés dans la suite. Pour cet usage, considérons un potentiel composé
W (z) =V (z) + V (x) trop compliqué pour que 1’on puisse évaluer directement le propagateur
par approche des intégrales de chemin et tel que V (x) est un potentiel pour lequel I'intégrale

de chemin est supposée connue et donnée par :
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avec T =t" —¢.

Le propagateur

I(t”):x”

K (z",2;T) = / Dz (t) exp { ;i /;N (%mQ -W (33)) dt} , (1.89)

z(t)=a'

se rapportant au potentiel W (x) s’écrit

xexp{;i/;”f/@) dt} . (1.90)

En effectuant un développement en série de puissances du terme contenant 1% () de l'inté-

grale de chemin et en considérant V () comme une perturbation, on obtient [20-23]
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St \

o0 . n n +o00 t”
K(xlljgj/;T) = K(V) a: e T Z( > nl H/ da:j/ dt;
. j:1 —00 t/

n=1
XKW (2,2t =) V (@1) KV (@2, 21582 — 1) X
x V (Tp-1) KW (Tpy Tp—1; by — tp—1) X ...

x V (z,) KV (2" a:n,t”—tn)

n +oo J+1
= K(V)(x xT—i—Z —— H/ d:vj/
7j=1
XK(V) (CL’l,CL’ tl - t,) V(‘Tl) K( ) (IEQ,.’Eth - tl)
X V ($n71) K(V) (an,il?nfl; ty — tn—l) V (xn) K(V) (x",a:n;t” _ tn) .

(1.91)

Dans la seconde étape, on a ordonné les variables temporelles de la maniére suivante :
=tg<t;<te<..<tpr1=t"etononaposeT=t"—1t.
La fonction de Green peut étre obtenue en passant par les transformées de Fourier suivantes :
& 7
e\ (z",2'; E) = / dT exp (hET> KWV («",2";T), (1.92)
0

et

G (2", E) :/0 dT exp <;LET> K (a",2';T). (1.93)

Considérons maintenant un potentiel W (z) qui se compose d’un potentiel quelconque V' (z)

et d’une perturbation V (x) représentée par :

V(z)=—ad(z—a), (1.94)

ou la fonction § est une distribution de Dirac. En utilisant le théoréme de convolution des
transformations de Fourier, il est facile de montrer que la fonction de Green associée au potentiel

W(x) =V (x) — ad (x — a) s’écrit sous la forme :
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GV (2", a; E) GV (a,2'; E)

GO 2", 2:FE) = GV 2’ 2 E) — , 1.95
(s ) = GO () - SR DO (1.95)
ou nous supposons que la fonction de Green G(V) (a,a; F) existe effectivement.
Les niveaux d’énergie sont déterminés a partir des solutions de ’équation
V) 1
GV (a,a; E) = — (1.96)

(07

qui est en général une équation transcendante.
Lorsque le potentiel V (x) est défini sur la demi-droite > a, le mouvement du systéme
physique est borné par une barriére infiniment répulsive (c’est & dire & — —o0) localisée au

point « = a. Dans ce cas, la fonction de Green est donnée par :

é(x”,w';E) = lim GO (w",x’;E)

a——00

GV (2", a; E)GY) (a,2'; E)

_ ) (o o E) - , 1.97
(l‘ x ) G(v) (a7 a; E) ( )
et le spectre d’énergie est déterminé par I’équation
G (a,a; E) = 0. (1.98)
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Chapitre 2

Mouvement d’une particule dans le

potentiel de Tietz amélioré

2.1 Introduction

Comme modeéle de remplacement trés utile du potentiel de Morse pour ajuster les courbes
d’énergie potentielle de certaines interactions diatomiques, Tietz [24] avait suggéré, en 1963,

une fonction d’énergie potentielle donnée par :

(a+b) e 20" — he BT

U(r)=D, |1+
(r) (14 cebr)?

(2.1)

qui continue & stimuler de nombreux travaux théoriques [25-36] réalisés dans le cadre de meé-
thodes algébriques variées et dont les résultats sont souvent discutables ( voir a titre d’exemple
la ref. [36] ). En 2012, Jia et ses collaborateurs [37] avaient proposé une version améliorée de ce

potentiel ayant la forme :

2are 2
€+q> ’ (2.2)

eQar + q

Vi (1) = D, <1_

dans laquelle D, désigne I’énergie de dissociation de la molécule diatomique, 7. est la distance
entre les deux noyaux a la position d’équilibre, a~! est la portée du potentiel et g est un pa-

rameétre réel de déformation. L’introduction du parameétre ¢ peut servir comme un parameétre
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additionnel dans la description des interactions inter-atomiques, et particuliérement dans des
problémes & trois dimensions, il permet d’établir ’emplacement du centre de masse d’une mo-
lécule & une certaine distance de l'origine des coordonnées. Ce potentiel a requ une attention
considérable immédiatement aprés. L’équivalence entre le potentiel de Rosen-Morse déformé et
le potentiel de Tietz pour des molécules diatomiques a été étudiée récemment [38,39]. Notons
aussi que le potentiel de Tietz amélioré et le potentiel de Rosen-Morse modifié ont été examinés
a partir de différents points de vue au cours de ces derniéres années [40-44]. Un autre cas inté-
ressant qui, en dépit des apparences, présente une certaine parenté avec les potentiels ci-dessus,
est le nouveau potentiel du type de Schisberg déformé introduit par Mustafa [45] pour calculer
les niveaux d’énergie de rotation-vibration de certaines molécules diatomiques dans le contexte
de la supersymeétrie en mécanique quantique. Ce potentiel a été aussi discuté dans une approche

basée sur 'intégrale de chemin de Feynman [46].

La fonction potentielle (2.2) contient trois genres de potentiels & savoir le potentiel de
Manning-Rosen modifié¢ et déformé [4] pour ¢ < 0, le potentiel de Rosen-Morse modifié et
déformé [3] lorsque g > 0 et le potentiel de Morse [47] & la limite ¢ — 0. Donc, il est clair que le
parameétre ¢ aura une influence sur la forme des solutions du probléme. Pour ¢ # 0, nous allons
considérer chaque cas séparément en utilisant la méthode des intégrales de chemin.

Dans le second paragraphe, nous formulons briévement l'intégrale de chemin pour la fonc-
tion de Green associée au potentiel & symétrie sphérique Vi (r). Dans le troisiéme paragraphe,
nous examinons le probléme pour ¢ < 0 en distinguant deux cas : ¢ < —1l et —1 < ¢ < 0.
Lorsque ¢ < —1 et iln lg] < r < +o0, nous calculons la fonction de Green radiale associée
au potentiel de Manning-Rosen modifié et déformé pour un état d’une onde [ en utilisant une
approximation appropriée du terme potentiel centrifuge pour trouver le spectre d’énergie et les
fonctions d’onde normalisées. Pour —1 < ¢ < 0, le potentiel de Manning-Rosen |q| —déformé
est converti en une forme du potentiel de Manning-Rosen standard définie dans le demi-espace
&> i In |¢| . Dans ce cas, nous nous contenterons de I’évaluation de la fonction de Green radiale
relative aux états s (I = 0) puisque 'approximation choisie pour le potentiel centrifuge dans le
cas précédent n’est plus valable. La méthode de calcul de la fonction de Green est basée sur la
théorie des perturbations qui consiste a introduire une fonction é de Dirac comme une pertur-

bation du potentiel standard de Manning-Rosen et en rendant la force de cette perturbation
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infiniment repulsive afin de créer une barriére infranchissable. De ’expression de la fonction de
Green composée de deux termes compacts, nous déduisons une équation transcendante pour les
niveaux d’énergie ainsi que les fonctions d’onde non-normalisées. Dans le quatriéme paragraphe
le potentiel (2.2), pour g > 0, est traité de la méme maniére. Nous le transformons d’abord en
un potentiel de Rosen-Morse standard défini dans le demi-espace u > % Ing. Nous construi-
sons ensuite la fonction de Green radiale sous une forme compacte a partir de laquelle nous
obtenons aussi une équation transcendante pour les niveaux d’énergie des états s (I = 0) et les
fonctions d’onde non-normalisées. A la limite ¢ — 0, nous retrouvons les résultats du probléme
du potentiel de Morse pour la fonction de Green, le spectre d’énergie et les fonctions d’onde

dans le cinquiéme paragraphe. Le sixiéme paragraphe sera une conclusion.

2.2 Fonction de Green

La fonction de Green dépendante de I’énergie (transformée de Fourier du propagateur)
associée a une particule de masse M, en mouvement dans le potentiel (2.2) peut étre développée

en ondes partielles [62] dans le systéme des coordonnées sphériques

1

7

(2041
,Z( = )G, (", 7', E) P, (cos ©), (2.3)
=0

G (7", 7" E) =

T

ou Gy (r",r'; E) est la fonction de Green radiale donnée par :

oo . .
Gy (T”,r’;E) :/0 dT exp (;ET) <r" exp (—;HZT>

g lired]

et P(cos®) est le polynome de Legendre de degré [ en cos® = L;7°— = cosf” cos +

7"”7',

r'> : (2.4)

sin 0" sin 0’ cos (¢ — ¢'). L’opérateur Hamiltonien H; est défini par :

P2 R2(1+1)

H=_r V; 2.5
= e D v, (25)
ot P. = —ih (0/ror) r est Popérateur associé a la composante radiale de 'opérateur impulsion.

Dans le formalisme des intégrales de chemin, I'intégrand <7“” exp (—%I:IIT) ‘ r’ > est expli-

citement donné par I'intégrale de chemin Hamiltonienne
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i N+1
X exp {h .A’f} , (2.6)

ou 'action élémentaire est

(P)? N R2L(1+ 1)

n

n _ —
Ai = (P)nlrn — & | 30 oMr2

+ Vr (Tn) (27)

Notons que (Py),, = Py (tn), =1 (tn), Arp =1y —rp_1, e =t —tp_1 et T =(N+1)e. En

intégrant sur les variables (P,), nous obtenons I'intégrale de chemin Lagrangienne

n—1
« exp{;?:j [gﬁ (Arp)? — e (W A (W)] }

(2.8)

Pour construire la fonction de Green radiale relative a Vi (r) via (2.4) en termes du for-
malisme des intégrales de chemin de Feynman [16], trois cas peuvent étre distingués selon les

valeurs réelles du paramétre q.

2.3 Potentiel de Manning-Rosen modifié et déformé

Lorsque le parameétre de déformation ¢ est négatif, le potentiel de Tietz est équivalent au

potentiel de Manning-Rosen modifié et déformé

Vig|(r) = Up — Us cothyg (ar) + Uz COthIQq\ (ar), (29)

ou Uy, Uy et Us sont des constantes réelles données par :
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Uy = L (&H) (&—1), (2.10)

Le potentiel (2.9) est obtenu en utilisant une déformation ¢ des fonctions hyperboliques

habituelles dénotées par :

X —T xX —T 3
e’ —qe e’ + qe sinh, = cosh, x
————, coshjo = ————, tanhyo = i cothy z = 4

sinh, z = - .
4 2 ’ 2 ’ coshy x sinh, x

(2.11)

Ces fonctions ont été introduites pour la premiére fois par Arai [9], avec le parameétre réel ¢ > 0.
Le parametre de déformation ¢ peut étre étendu aux cas de ¢ < 0 et d’'un nombre complexe [48].
Maintenant, la fonction de Green dépendant de I’énergie pour le potentiel de Manning-Rosen

modifié et déformé est donnée par :

G (17, E) = / AT exp (2”) K (105 T). (2.12)
0

ou le propagateur K l|q| (r" r'; T) s’écrit formellement ainsi :

ki) = [oren £ (% (P90 Ly oVl e
0

Pour évaluer l'expression (2.12) de la fonction de Green, nous devons distinguer deux cas :

lgf >1et 0<|q| <1.

2.3.1 Premiercas: |¢g|>1et rpg<r <o

Lorsque |g| > 1, le potentiel (2.9) a une forte singularité au point rg = % In |g|, créant une
barriére impénétrable. Dans ce cas, il y a deux régions distinctes, I'une est définie par I'intervalle
10, o[ et Pautre par Uintervalle |rg, co[ . Comme dans le premier intervalle, le calcul de la fonction

de Green est sans intérét physique, nous construirons cette derniére seulement dans le second
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intervalle pour un état de moment cinétique orbital [ en nous servant de 'approximation suivante

pour remplacer le terme potentiel centrifuge [49] :

By I AO
NG

1
—~Cy+

5 pour ar < 1 et |¢| > 1, (2.14)
r

ou Cy = ?—;, By et Ay sont deux paramétres ajustables. Si nous prenons Cy = 0, By = ﬁT(I)’
Ay = o? ]q\Q et |g| = 1, Péquation (2.14) se réduit a I'approximation proposée par Greene et
Aldrich [50].

Avec (2.14) et (2.11), le potentiel effectif s’écrit ainsi :

R+ 1)
Vers (1) = 15 T Va (1)
Vl
~ l l 2
~ ‘/0 — ‘/1 COth|q| (OZ’I") + m, (215)
q
ou
1 _ R2(+1) 1 (A
‘/() — M {CO"‘ 2]q| <‘q(|) BO)] +UO+U2>
1 RA(I+1) [ A
Vl = 4]\(4‘(”) (ﬁ - BO) + U].a (216)
R21(1+1)A
‘/2l - : 8(]\}_‘(])‘ 0 + ’CJ|U2

En changeant ensuite ar en £ = ar — % In |q| et € en a~2¢,, nous pouvons récrire la fonction

de Green (2.12) sous la forme :

1 N
G (') = LG (€65 B) (2.17)
ou
N B
Gl (5",5/;El) = /dSexp (;éS) Pl (€",€58), (2.18)
0
avec
~ h2l(l +1) 1 Ap
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et

Pl (€.855) = [ peron{s [T [4e€ - Vini©]as}. (220)

est le propagateur relatif au potentiel standard de Manning-Rosen [4]

|45 vy

l —_1 2.
VMR (5) = a2 COthg + a2 ’q‘ Sinh2§’ f > 0, (221)

qui a été discuté dans la littérature par l'intégrale de chemin [51]. Nous pouvons écrire la

solution de (2.18) immeédiatement sous forme compacte ainsi :

Gli=1 (5// gl.E) _ M T(My—Lp)U(Lp+ M +1)
MR \5 250 h T (My+ My + 1)L (My — My +1)
My +Mo+1
y 2 2 B
<coth£’—|— 1 cothé&” +1
My — M,

y cothé —1 coth¢” — 1 2
coth& +1 coth¢” + 1

thé, — 1
X oF1 <M1—LE,LE+M1+1,M1_M2+1.C()5>>

"cothéy +1
Fi(My—-Lg, L M 1, M M- 1l —
X 9 1< 1 e, Lg+ M1+ 1, My + Mo + ’coth§<+1)’
(2.22)

ol les symboles £, et {_ désignent le max (5”, §') et le min (f", f') respectivement. o F (o, 3,7; 2)

est la fonction hypergéométrique et les quantités Lg, My et Mo sont définies par :

Lp=-14+L %(U0+U1+U2—E)+l(l+1)(CO+|Z‘—‘%—%|)),

M1:(5l+i\/%(ffo—[ﬁ—i-[h—E)+l(l+1)co, (2.23)
Mz:51—QL\/%?(UO—U1+U2—E)+1(z+1)co,

(67

avec
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&:1¢18M%+JU+DA° (2.24)

2 h2a2 a2 |q’2 '
En substituant I’expression (2.22) dans I’équation (2.17) et en revenant a la variable r, nous

obtenons

_% I'(My — Lg)T (Lg + M; +1)
ha T'(M1+ M+ 1) T (M — My + 1)

Mq+Mo+1

x [(1 . |q’ e—2ar') (1 N |q’ e—2ar”)} 2
My — Moy

< [lgft 20"+

X oF ) (My — Lp, Lp + My + 1, My — M + 15 |q| e 2™>)

qukl (r",7;E) =

x oFy (My — Lig, L + My + 1, My + My + 151 — [g| e727<) .

(2.25)

Les poles de la fonction de Green radiale (2.25) dans le plan de 1’énergie complexe corres-
pondant aux états liés sont tous contenus dans la premiére fonction gamma se trouvant dans le

numérateur. A partir de la condition

My —Lg=-n,, n.=0,12,.., (2.26)

et aprés avoir inséré les expressions de Ly et M; contenues dans (2.23), nous trouvons 'expres-
sion suivante pour les niveaux d’énergie de rotation et de vibration de la molécule diatomique

qui a les valeurs [ du nombre quantique orbital et n, du nombre quantique radial :

2 2.2 2
lg|>1 Rl (l + 1) Ap By h“a 2 )‘l
E - - SR e
lal2 Uo+ U2+ == 51 ~ 21 ) ~mar (Vg )

(2.27)

ol 'on a posé
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1
Ny =n,+6 + 3 (2.28)

et

Al

MU, 1(I+1) (AO B0>‘ (2.29)

" a2 402 lq|? gl
Pour obtenir les fonctions d’onde radiales réduites, nous approximons la fonction gamma

I'(M; — Lg) pres des poles My — Ly = —n, comme suit :

(_1)nT 1

n.! My—Lg+n,
B (_1>7’Lr+1 h2a2 (% + NT) (% — N7«> (2 30)
7’L7~! NTM E — E|Q|21 ’ ’

[

I'(M;—Lg) =~

et tenons compte de la formule de transformation de Gauss (voir Ref. [15], p. 1043, Eq. (9.131.2))

oF1 (a,b,c;2) = ?E?_FSE(Z:Q oF1 (a,b,a+b—c+1;1—2)
I'(c)T'(a+b—c¢)

T (a)T (b)

(1—2)"" 3P (c—a,c—bc—a—b+1;1—2),

(2.31)

dans laquelle, dans ce cas, le second terme est nul car la fonction gamma I'(a) est infinie
(a = M; — Lg = —n, <0). Ainsi, nous arrivons a une expression sous la forme d’un dévelop-

pement spectral pour la fonction de Green radiale (2.25) :

Nr max \Q|Zl (,r.//) |q|21 (,r,/)

>1 . Xnp 1 Xnpl
qu\, (" 1" E) = ih Z n |;l|21 7 (2.32)
nr=0 E— E’Vlr,l

ou
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—9am di+% —oam 2 (2L—N,
L) = G (1 gl e2) (g 2oy (RE)
X oF | —n, A + N, —n, A N, + 1;|q| e 2" (2.33)
7N,r, ’N,’, ) b

sont les fonctions d’onde radiales (normalisées) réduites, avec pour coefficient de normalisation

ol

N (%+N> (1’\\,—:—NT>F(]’\\,—lr—kNr—nT)F(l—knr—i—]i‘,—i—Nr)

Cnri= | 3 3 (2.34)
" nT!F(2NT_nr)F2 (1+WL_NT>
En se servant de la formule (voir Ref. [15], p. 952, Eq. (8.406.1))

reliant la fonction hypergéométrique et le polynome de Jacobi PT(LQ”B ) (t), on peut exprimer (2.33)

sous la forme :

o (R+M) (R - M) (R + N =) ]

lg|>1 _
(T) - N N
" F(QNr—nr)F(1+nr+W’T—NT>

Nyl

% (’q‘ G_QQT)%(%_NT) (1 — gl e—zar)éﬂr%

A
Pn(TNT w-20) (1—2]gle ). (2.36)

Maintenant, pour qu’elles soient acceptables physiquement, les fonctions d’onde X\grlzll (r)

doivent satisfaire les conditions aux limites

lim v (r) = 0, (2.37)

et
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lim x5 (r) = 0. (2.38)

Lorsque r — rg, il est évident que (2.36) remplit la condition & la limite (2.37) mais pour

r — 00, nous obtenons de (2.36) le comportement asymptotique

A
>1 - ~L—N,
I )~ (een) (M) (2.39)
a partir duquel nous devons imposer la restriction que seules les fonctions d’onde avec (% — N,n)

> 0, remplissent la condition a la limite (2.38) et donc la valeur de n,, dans (2.32) est donnée
par ny_.. = {\/)Tl — 0 — %} qui désigne le plus grand entier n, € N avec n, < (\/)\7 —0; — %) .

Cette condition détermine le nombre de niveaux d’énergie du systéme physique.

2.3.2 Deuxiéme cas: 0 < |¢| <1 et r e Rt

Dans ce cas, nous nous limitons & I’évaluation de la fonction de Green associée aux ondes s

(I = 0). En opérant le changement de variable défini par { = arf% In|q|, (¢ €&y, 00[, & = f% In|q|)

et en effectuant la transformation temporelle % = %, nous pouvons récrire (2.12), pour [ = 0,
ainsi :
G8<|q|<1 (T‘”,T’;E) _ lG0<\q|<1 (5//’5/;E0)
«
1 o T~ 0<|q|<L/p1r 41,
= — dSexp | -EoS | K, &",¢.9), (2.40)
a Jo h
ou
~ 1
Ey = 2 [E — (Up+ U2)], (2.41)
et

KA e = [peweo{t [ (FE-T©@)a). e

avec
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Us

U
V(f) = —;; COthf + m; § > §O' (243)

Notons que l'expression (2.43) est celle du potentiel de Manning-Rosen [4] pour £ > §,. Ceci
signifie que le noyau K8<‘q‘<1(£' '€, S) est le propagateur qui décrit le mouvement d’une par-
ticule soumise au potentiel de Manning-Rosen défini dans le demi-espace £ > £,;. Comme une
intégration directe des chemins n’est pas possible, nous pouvons construire la fonction de Green
correspondante en termes de la fonction de Green dans l'intervalle R™ 4 l'aide de la méthode
de développement en série de perturbation discutée en détail dans la littérature [51-53] et qu’il

n’est pas nécessaire de rappeler ici. Tous calculs faits, nous trouvons

Gur(€" €0 Eo)Gun(€o, €'s o)
Gur(&o, €03 Eo)

GOSlISY(e", ¢ Ey) = Gurr(€", €3 Eo) — , (2.44)

ot Gyr(€”,€'; Ep) est la fonction de Green (2.22), pour [ =0 et 0 < |g| < 1.
Le spectre d’énergie est déterminé par les poles de la fonction de Green (2.44), c’est a dire

par Iéquation Gyrr(&y, &o; EO) = 0, ou aussi bien par ’équation transcendante
oF (My — Lg, ,Lg, + M;+1,M; — M+ 1;]q]) =0, (2.45)

ou

Li,, = =4 + ooy /201 (255 - B.,),
My = 6o+ 51=1/2M (D, — E,,),
My = .60 — 51=+/2M (D, — Ej,),

_ 1 /1, 8MUs
\(50_2 1+h20¢2'

L’équation transcendante (2.45) peut étre résolue numériquement pour déterminer les ni-

(2.46)

veaux d’énergie. les fonctions d’onde radiales réduites correspondantes sont de la forme :
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L\/if
0<\q\<1( ) - C (1 B |C]| 6—20”") 0+2 (‘C]| —2ar) siaV2M(De—Enr,.)

Xn,
x oFy (My - Lg,, ,Lg,, + My +1, My — My +1;|qle” "), (2.47)

ou C est un facteur constant.

2.4 Potentiel de Rosen-Morse modifié et déformé

Pour ¢ > 0, le potentiel de Tietz est analogue au potentiel de Rosen-Morse modifié et

déformé

Vy (1) = Vo + Vi tanh, (ar) + V2 tanhg (ar). (2.48)

Les constantes Vg, V1 et V5 sont données par :

4
V=2 (1 + —23) (1 - 6’2”6) , (2.49)
D

Comme 'approximation du terme potentiel centrifuge adoptée ci-dessus ne s’applique pas
au cas du potentiel de Rosen-Morse (voir, par exemple, la discussion sur la validité d’une
approximation de ce type dans notre précédent travail [54]), nous nous contenterons de 1’étude
des ondes s (I = 0) en évaluant la fonction de Green afin de trouver les niveaux d’énergie et les
fonctions d’onde correspondantes des états liés. Dans ce cas, la fonction de Green radiale (2.4)

s’écrit

.
G (") = [T exp (BT ) K§6 00, (2:50

ol le propagateur Kg>0(r” ,7':T) est donné par :

K& o, /Dr exp{ / {]\247'«2—1/(,(7’)} dt}. (2.51)
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Pour évaluer la fonction de Green (2.50), nous effectuons les transformations de coordonnée
et temporelle u = ar — %ln q, (u € Jug, o[, uy = —%lnq) et % = é Comme résultat de ces

transformations, la fonction de Green (2.50) prend la forme :

GS>O(T", 7n/; E) — $G8>0 (u”,ul;go)
= 1/ dS exp <Z€0S> Pg>0 (u",u';S), (2.52)
« 0 h
ol
1
& = pe) [E— (Vo + V2)], (2.53)
et
0 i (/M
PEY (W5 S) = /Du (s)exp {h/ <21’L2 — V(u)> ds} , (2.54)
0
avec

Va

Wi
V(u) = ?tanhu — m,

u > up. (2.55)

A cause du fait que V (u) est le potentiel de Rosen-Morse défini dans le demi-espace u >
ug, la fonction de Green (2.52) peut étre construite en termes de la fonction de Green dans
I'intervalle R entier, par une méthode semblable a celle utilisée dans la littérature [51-53]. Par

conséquent, la solution de (2.52) a par expression :

Gru (v, uo; E0)Gru (uo, u'; Eo)
G rv (uo, uo; &)

G&O (W', &) = Gru (v, &) — ’ (2.56)

avec la fonction de Green Gy (u”,u'; &) donnée par :
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WM T (Mi— Le)T (Le, + My +1)
h T (My+ My +1)T (My — Mz + 1)

Gru (W' ;&)

M + Moy
y 1 —tanh' 1—tanhu” 2
2 ’ 2
My —Mso
" 1+ tanhv' 1+ tanhu” 2
2 ’ 2
1+ tanhw
X oF (Ml — Lgy, Lgy + My + 1, My — M + 1; 2<>
1 —tanhu
x oFy (Ml—LgO,LgO+M1+1,M1+M2+1;2>>,

(2.57)

dans laquelle nous avons employé les notations suivantes :

Ley= -+ 1+ 3%,
M1:ﬁ(\/2M(VO+V1+V2—E)—|—\/QM(VO_VI_|_V2_E))’ (2.58)
My = o (V2M (Vo + Vi + Vo — B) = 2M (Vo — Vi + V2 — B) ).

[N

Les niveaux d’énergie des états liés E,,, peuvent étre obtenus a partir des poles de la fonction

de Green radiale (2.56) et sont déterminés par I’équation transcendante

o F <M1—LgO,LgO+M1—|—1,M1+M2+1;13_(]) = 0; pour E:Enr,

(2.59)

qui peut étre résolue numériquement. Les fonctions d’onde radiales réduites seront de la forme :

- \/2M(D.—E L\ [oM(Lgetare B
q>0(,r) _ C < q >2ho¢ ( ) < 1 >2ha (q2 >

an e2ar + q 1+ q672ar

x ol <M1 — Lg,, Lgy, + M1+ 1, My + Ma + 1; eQWq—l—q) ; pour BE=ELE,,
(2.60)
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ou C est un facteur constant.

2.5 Potentiel de Morse

En posant ¢ = 0, le potentiel de Tietz donné par 'expression (2.2) se réduit au potentiel

radial de Morse

Var(r) = D, (1 B e_ga(r_re)f. (2.61)

Dans ce cas, on peut voir a partir des équations (2.58) que

2are
Legy ~ —14+ (1 - 8—)
&o 4=0 2 q )
2are
q )
2are

q )

My >~ p+ \¢ (2.62)
q—0

e

My ~ nu— A\
2qHOM

expressions dans lesquelles nous avons posé

. \/2M (D, — E) (263)

2ha ’

et

(2.64)

En utilisant a la fois la formule de transformation de Gauss (2.31), la propriété de la fonction

hypergéométrique [55]

2
B

les relations entre la fonction hypergéométrique confluente et les fonctions de Whittaker (voir

ma 2F1 (av /87’% ) = lFl (Od, v Z) ) (265)
—00

Ref. [15], p. 1059, Eqgs. (9.220.2) et (9.220.3) )

2 1
My, (2) = AT N o) (2 — A+, 1+ 2 z) , (2.66)
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2 1
My, (2) = s htiems By <2 —A—p,1 =2y z> , (2.67)

et la formule (voir Ref. [15], p. 1059, Eq. (9.220.4) )

_ I(=2p) I'(2p)
Wi () = m A (2) + il

F gy e () (2.68)

apreés quelques calculs simples, on montre que la fonction de Green (2.56) se réduit a la fonction

de Green bien connue associée au potentiel radial de Morse

y T 1 _ nw
Gur (B = M LGAH) ety o () s

(2.69)

ol z = 2he20(r=re),
Pour déduire le spectre d’énergie, nous nous reportons a 1’équation (2.59) et nous notons
que

lim oF) <M1 — Ley, Ley + My + 1, My + My + 1; q)
q—0 1+q

1
) (2 — A, 20+ 1 2Ae2m‘e> = 0. (2.70)

C’est une équation transcendante compliquée & résoudre analytiquement pour déterminer les

niveaux d’énergie, mais comme, en général les valeurs de A et e2®™ sont telles que Ae?®™ > 1

pour les molécules diatomiques standard [56], nous pouvons donc utiliser le comportement

asymptotique de la fonction hypergéométrique confluente
L' (c)

F . ~ —iTa —a
(@e2) > T T e—a? T T

ez =0. (2.71)

En posant a = % — A+ p, c=142p et z =2Xe?*" dans (2.71), celle-ci peut s’écrire
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1
1F1 <2 — A+, 1+ 2 2)\620”6) ~ I'(1+2p) e~ (372 +n)(oretIn2))

—in(i-
y e ’LTI'(2 )\Jru) N 1 62/\(620”6—204%—1112/\)
F(3+X+p) T(3-XA+p)
_ o (2.72)
Ce qui entraine :
r < % g u) _ _oim(Ax ) (; a4 M> A (27 —2are—In2)) (2.73)

Comme % A+ pu> % +A> %, nous pouvons donc appliquer la formule de Stirling [57],

n! ~V2mn (n/e)" (2.74)

al (% + )\) pour écrire

Pj
7N
NN

+

>
N———

X

[\

3
N
N —

+

>
N——
/N

N =
o |+

>~
N——
Nl
+
>

— V2rexp [(1 +\)n (1 + /\> —~ (1 + Aﬂ , (2.75)

et montrer que

‘F (; - /\+u>‘ > v/2mexp [(1 +A)In (; +>\> - <; + /\> + 2 (€27 — 2ar, — 1n2,\)] :
(2.76)

Dans tous les cas des molécules diatomiques, (I’ (% -2+ ,u)} est trés grand et proche de I'une

des singularités de la fonction gamma aux entiers négatifs,

1
§—A+u:—m, n,=0,1,2,.... (2.77)

En insérant maintenant les valeurs de A et p dans (2.77), on trouve les niveaux d’énergie bien
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connus associés au potentiel radial de Morse :

2h2a2 1\? 1\ Vv2MD,
En, =— Vi <nr + 2) - <nr + 2> e | (2.78)
avec Ny max = {V%%DE _ %} ]

De I’expression (2.60), en passant & la limite ot ¢ — 0, nous aurons pour les fonctions d’onde

correspondantes :

V2MDe . 1
X%TO (’)") = Nexp |:_2]\4—Dee—20é(7‘—’r‘e):| (e_Qa(T_re)) Sho Ny 3

2ha
| VIND, VINID, sy
hae ' ha ’

X 1F1 (—nr, —QTLT (279)

ou N est la constante de normalisation.

2.6 Conclusion

Ci-dessus, nous avons presenté une méthode pour résoudre complétement une forme amélio-
rée du potentiel de Tietz en termes du formalisme des intégrales de chemin. Comme nous ’avons
montré, 'intégrale de chemin pour la fonction de Green associée & ce potentiel ne se construit
pas d’une maniére unifiée quel que soit le parameétre de déformation ¢ car il caractérise des
formes variées du potentiel [58]. Ce potentiel a une forte singularité au point r = r¢g = % In |q|
lorsque g < 0 et un cas limite ¢ = 0. Contrairement a ce qui a été rapporté dans la littérature, le
traitement quantique du probléme avec ce potentiel par toute méthode demande de considérer
trois cas séparément. Lorsque |q| > 1 et iln lg| < r < 400, en adoptant une approximation
convenable pour le terme potentiel centrifuge et en formulant I'intégrale de chemin en fonction
du potentiel de Manning-Rosen standard, la fonction de Green radiale pour I'onde [ est éta-
blie sous une forme compacte, a partir de laquelle le spectre d’énergie et les fonctions d’onde

normalisées sont extraits. Pour 0 < |¢| < 1, I'intégrale de chemin pour la fonction de Green

associée aux ondes s (I = 0) est aussi formulée en termes du potentiel de Manning-Rosen défini

dans le demi-espace £ > —i In |g| et lorsque g > 0, elle est exprimée en fonction du potentiel
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de Rosen-Morse dans le demi-espace u > —% Ing. Dans les deux cas, nous avons montré que
les niveaux d’énergie des états s sont déterminés par une équation transcendante comprenant
la fonction hypergéométrique. Naturellement, & la limite ou ¢ — 0, nos résultats peuvent se

réduire & ceux du potentiel de Morse.
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Chapitre 3

Mouvement d’une particule dans le

potentiel de Tietz-Wei

3.1 Introduction

La fonction potentielle a quatre parameétres dite de Tietz-Wei [24-26] introduite pour décrire

les vibrations d’élongation des liaisons des molécules diatomiques est définie par :

1 — e—ba(r—re) 17
1 b, = B(1 — cp). (3.1)

1 — cpebn(r=—re

Vrw (r) = D [

ou r est la distance internucléaire, D et r, représentent respectivement la profondeur du puits
de potentiel et la longueur de la liaison moléculaire. 3 est la constante de Morse et pour des
raisons physiques la constante sans dimension ¢y, est un paramétre d’optimisation choisi de telle
sorte que |cp| < 1. Ce potentiel est beaucoup plus réaliste que le potentiel de Morse dans la des-
cription de la dynamique moléculaire. Depuis donc 1990, il continue d’intéresser les physiciens
et les chimistes si ’on juge par le nombre impressionnant de travaux réalisés sur ses applications
en physique moléculaire et en chimie quantique. En utilisant la théorie de Hamilton-Jacobi et la
régle de quantification de Bohr-Sommerfeld, les niveaux d’énergie de rotation-vibration de mo-
lécules diatomiques [27] ainsi que des distributions de probabilité radiales de certaines molécules
diatomiques dans des états de rotation-vibration excités [28] ont été obtenus. Dans un espace

a trois dimensions, la solution analytique de I’équation de Schroédinger radiale avec ce potentiel
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a été donnée récemment pour les ondes s (I = 0) dans une formulation basée sur la méthode de
Nikiforov-Uvarov [29] et pour les ondes [ en utilisant ’approximation de Pekeris pour rempla-
cer le terme potentiel centrifuge [30]. Les solutions analytiques approximatives des équations
de Schrodinger, Klein-Gordon et Dirac ont été aussi proposées en adoptant ’approximation
de Pekeris et en appliquant trois types de techniques & savoir la méthode d’itération asymp-
totique, ’approche de l’analyse fonctionnelle et la supersymétrie en mécanique quantique [34].
Dans une autre étude, la construction des opérateurs de Ladder par 'approche algébrique et
des états cohérents dans le cadre de la supersymétrie en mécanique quantique pour le potentiel
anharmonique de Tietz-Wei a été abordée [59]. La méthode basée sur la régle de quantification
appropriée a été appliquée récemment pour déterminer le spectre d’énergie d’un ensemble de
molécules diatomiques en présence du potentiel de Tietz-Wei [35] et du potentiel de Tietz-Wei
modifié [60]. L’équation de Schrodinger a été résolue en adoptant l’approximation de Pekeris
pour le terme centrifuge. Enfin, on trouve dans un travail trés récent réalisé dans un espace & D
dimensions les solutions de I’équation de Schrodinger avec le potentiel de Tietz-Wei obtenues en
utilisant une approximation du type Pekeris et la supersymétrie en mecanique quantique [61].

Comme dans les articles cités ci-dessus, le parameétre ¢;, ne semble avoir aucune influence
sur les solutions du probléme, nous allons consacrer le reste de ce chapitre & une discussion
rigoureuse par l'intégrale de chemin en considérant tous les cas qui peuvent se présenter et
prouver I'importance de ¢ pour résoudre correctement le probléme.

Dans le second paragraphe, nous allons exprimer la fonction de Green radiale relative au
potentiel Vry (r) sous la forme d’une intégrale de chemin en soulignant que le probléme de
sa construction se présente de fagon différente suivant la valeur que prend le paramétre cy.
Nous établissons la correspondance entre le potentiel de Tietz-Wei et le potentiel de Manning-
Rosen déformé lorsque 0 < ¢, < 1 dans le troisitme paragraphe. Pour e %" < ¢, < 1,
en remplacant le terme potentiel centrifuge par une approximation appropriée, nous calculons,
sous une forme compacte, la fonction de Green radiale associée aux ondes [. Nous en déduisons le
spectre d’énergie et les fonctions d’onde convenablement normalisées des états liés [ en indiquant
les valeurs minimales du paramétre c;, a partir desquelles les valeurs numériques du spectre
d’énergie pour certaines molécules diatomiques peuvent étre obtenues. Lorsque 0 < ¢, < e~ b7,

nous nous limitons & I’étude des ondes s (I = 0). Dans le quatriéme paragraphe, nous considérons
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le cas o —1 < ¢;, < 0. Le potentiel (3.1) se rameéne au potentiel déformé de Rosen-Morse. Nous
évaluons la fonction de Green associée aux ondes s (I = 0) pour déterminer ’équation d’énergie
et les fonctions d’onde. A la limite ot ¢;, — 0, nous retrouvons la fonction de Green, le spectre
d’énergie et les fonctions d’onde pour le potentiel de Morse dans le cinquiéme paragraphe. Le

sixiéme paragraphe sera une conclusion.

3.2 Fonction de Green

Comme le potentiel (3.1) posséde la symétrie sphérique, la fonction de Green radiale est

définie par :

G, (r",r’;E) = / dT <r”‘ exp {;i [E — H)] T} ‘r’> , (3.2)
0
ou H; est 'Hamiltonien
P2
H =" )
= 5+ Vsl (33)
avec le potentiel effectif
R21(1+ 1)
. R 4 ) 4
Vg (r) = "y + Viw (1) (3.4)

Dans le cadre de 'approche des intégrales de chemin de Feynman [62], il est facile d’exprimer

(3.2) sous la forme d’une intégrale de chemin,

Gy (T‘”,T/;E) = / dT exp <;ET) K (T/I,T/;T) , (3.5)
0

avec

s = g I fon] I/ *550]
X exp {ZNEJF:I (P, Ar, —¢ ((PT)EL + Veff(rn)>] } ' (3.6)
h n 24

n=1
Ensuite, en intégrant sur les variables (P,),,, nous obtenons I'intégrale de chemin dans ’espace

des configurations,
Gy ("7 E) = / dT exp <;ET> K (", T) (3.7)
0
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otl le propagateur K, (r" r'; T) est explicitement défini par :

f(z(r”r"T) = lim< H )N;lﬁ /dr
T N—oo \2imeh "

iN+1 "
X exp {h Z {% (Ar)i - 5V6ff(rn)} } . (3.8)
n=1

Pour construire la fonction de Green radiale (3.7), deux cas se présentent selon que c¢j est

compris dans U'intervalle ]0, 1] ou dans 'intervalle |—1, 0[.

3.3 Potentiel de Manning-Rosen déformé

Si0 < cp < 1, le potentiel de Tietz-Wei se met sous la forme du potentiel de Manning-Rosen

défini en termes des hyperboliques ¢, —déformées par :

Va

sinh?, [%’L (r— re)}

b
Vew () = Vo — Vi coth,, [; (r— re)] + , (3.9)

ot les constantes Vy, V1 et V5 sont données par :

=2 (2+1)(2-1), (3.10)
2

Comme dans le probléme du potentiel de Tietz amélioré, nous allons construire la fonction de

Green radiale en distinguant deux cas : e7brre <o < 1et 0< ¢ < e nre,

3.3.1 Premier cas: e " < ¢, <1

Le potentiel Vi (1) posséde une forte singularité au point r = rg = r€+bih In ¢p,. Dans ce cas,
il existe deux régions distinctes, la premiére est déterminée par l'intervalle |0, 7| et la seconde
par l'intervalle |rp, +0o[. Nous allons nous intéresser au calcul de 'intégrale de chemin pour ce
potentiel uniquement dans U'intervalle |rg, +o00[, puisque, dans 'autre intrevalle, le probléme ne

peut pas étre résolu analytiquement et de plus, sa solution ne présente pas un intérét physique
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digne d’étre noté. pour calculer la fonction de Green associée aux ondes de moment cinétique

[, nous adoptons ’expression

By A

N 3.11
6bh(7‘—’r‘e) —cp, (ebh(T_Te) _ ch)2 ( )

comme une approximation du terme %2 contenu dans le potentiel centrifuge lorsque by, (r — 7.) <

1. Aprés un calcul simple, nous pouvons mettre expression du potentiel effectif (3.4) sous la

forme :
bn Vi
Verr(r) = Vi —V{coth, [ (r—re)} + 2 ,
2 sinh?, [%h (r— re)}
(3.12)
ot les paramétres V¢, Vi et V4 sont définis par :
R21(1+1
Ve =Vo+ B [Co+ 5L (2 - By )|
V Vi + h2l(l+1) (Ao B()> (3‘13)
h 1(1+1) Ag
Vi=Va+ 78#%
En effectuant ensuite le changement de variable £ = %[bh (r—re) —Incy] et en posant
€= %55, la fonction de Green (3.7) s’écrit
2 ~
Gl (T”, ?“/; E) = FGMR(f//, 5’; El), (3.14)
h
ou _
"o T o i E 7
Cur(” €5 E) = | dSexp (5358 | P (€,€59). (3.15)
0 h

expression dans laquelle le noyau P, (f" &8 ) a pour forme explicite :

+
by

Ntl N
P (¢",¢58) = E]\}EHOO (2mh€s> H [/dén}
X exp Ni“:l [ <V coth§,, — VQ[)] (310
: b2 1 " ¢psinh?é€, o




et

E :4(E—V0’). (3.17)

L’expression (3.16) est celle du propagateur associée au potentiel standard de Manning-Rosen

dont nous avons fait référence dans le sous paragraphe (2.3.1). Alors, la fonction de Green (3.15)

est de la forme :

Gun(e" € F) = — U(My—Lg)T (L + M +1)
MRLS 2S5 AT (M, — My+ 1) (M + My + 1)

1+Moy+1 , " My — My
o 2 2 2 cothé —1cothé” —1 2
1+ coth& 1+ coth¢” coth& +1cothé” +1

cothé, — 1
Fy (M, —Lg, L My +1,M; — My +1;, ——=>=—
X 9 1( 1 E,Lp+ M1+ 1, M; 2+’coth§>+1>

2
(M, —Lg,Lg+M; +1,My — My +1; —— 3.18
X 9 1< 1 g, Lg+ M1 +1,M; 2+’coth§<+1>’ (3.18)

ou les paramétres Ly, My et Ms ont dans le cas actuel les valeurs suivantes :

Li=—%+ /2 (V{ + V] - B),
My =6+ 20 (V= Vi - B, (3.19)
My =8 = g [20 (Ve = V] - ),

avec

8uVa I(1+1) 1
5 = Ao+~ 3.20
: \/h%gch e Aot (3.20)

Ainsi, en revenant a 'ancienne variable, la fonction de Green radiale (3.14) a pour expression :

"o, 2Z>/~L I(fulfLE‘)I (LE+IM1+1)
G ('r’ ,T’,E) = ——
hbhF(Ml—M2+1)F(M1+M2+1)

x [(1 _ Che—bh(r'—re)) (1 _ che_bh(ru_“))}

My —My
2

Mq+Mo+1
2

% (C%e_bh(r,_re)e_bh(r”_re))
X oF1 (Ml - LEyLE + M + 1, M7 — My + 1; chefbh(r>*716)>

X oF} (M1 — L, Lg+M{+1,M; — Ms+1;1 — Cheibh(r<77qe)) .

(3.21)
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Le spectre d’énergie pour les états liés peut étre obtenu a partir des poles de la fonction de
Green radiale (3.21). Ces poles sont ceux de la fonction gamma I' (M7 — Lg) que nous trouvons

lorsque son argument est un entier négatif ou nul, c’est & dire lorsque

My —Lg=-n,, n.=01,23,.. (3.22)

En tenant compte de (3.19), les valeurs propres de I’énergie sont alors données par :

Ep.1=Vo+ th(Ql:l) [Co + 2; (f: - BOH — h;bfl (NE + 2;2) , (3.23)
ou nous avons posé
Np=n,+6 + %, (3.24)
et
N = 4;,;;%1 + l(é%;hl) <‘;1: - B0> . (3.25)

En exprimant maintenant la fonction de Green radiale (3.21) sous la forme d’un développe-

ment spectral ainsi :

G (TI/ 7,,/, E) — ihnfx Xn,«,l (7'//) an,l <TI)
l s Ty F_ Enml ,

n,=0

(3.26)

nous trouvons pour les fonctions d’onde x,, ;(r), convenablement normalisées, les valeurs :
k)

b ()\z NT> (AlNT)F(Nr—nw]@g)r(l_zvﬁnrﬂxvi) !

2N, \ N, n, T (2N, — n,)

XTL»,-,l (T) = N
T

—n INES RN
X ! <1 — che_bh(f‘—fe))Nr ' (che_bh(r—re)) (8 -)
r (% N+ 1)

A A
2 T, S N, + 1; chebh(r’"e)> . (3.27)

Fy{ —n,, N,
X 2 1(”7‘7 T+Nr N,

Dans le calcul des valeurs de 1’énergie a partir de I’équation (3.23) pour certaines molécules,
Il faut noter que le parameétre ¢;, doit étre supérieur ou égal aux valeurs contenues dans le tableau

ci-dessous et inférieur a l'unité contrairement a ce qui est prétendu dans la littérature [34].
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valeurs minimales de ¢, pour obtenir les valeurs des niveaux d’énergie a partir de I’équation (3.23).
molécule by, (fol*l> Te (A) ch

HF 1,94207 0,917 0,168490115

Ny 2,78585 1,097 0,047071975

Ip 2,12343 2,666 0,003478812

Hy 1,61890 0,741 0,301313237

02 2,59103 1,207 0,043832785

O3 2,86987 1,116 0,040649248

3.3.2 Deuxiéme cas : 0 < ¢; < e tn'e

Dans ce cas, le potentiel (3.1) est défini dans lintervalle RT. La transformation r =
Te + ﬁ (26 + Incy,) convertit 7 € ]0,+00[ en & € |—3 (byre +1Incy), +oo[. Cela signifie que

le noyau (3.16) pour [ = 0, est le propagateur décrivant 1’évolution d’une particule en présence

d’un potentiel du type de Manning-Rosen sur la demi-droite & > £, = —% (bpre + Incy) et en
effectuant la transformation temporelle € = 4;525, oudl = 4:—23, nous pouvons récrire (3.7), pour
h h
[ =0, ainsi
"o 2 5 IoEl, T
Gor" ', B) = -G (€,€" B (3.28)
avec
Goan (¢'.¢" Eo) = [dSexp (219205) Po(e".€5S), (3.29)
0 h
ou
Ey=4(E - V), (3.30)
et
e
Py(¢",¢:8) = i n / d
b (¢7,€55) 2 Noeo \2imhe, ) 1L &
i I 4de V
X € - AE? + 22 (Vicothe, — — 2 |ds ,(3.31
{3 [ 00k 5 (e, - ey Y] o



est le propagateur qui décrit le mouvement d’une particule soumise au potentiel de Manning-
Rosen défini dans le demi droite £ > ;. Comme une intégration directe des chemins n’est pas
possible, nous pouvons construire la fonction de Green corespondante en termes de la fonction
de Green dans I'intervalle RT a I’aide de la méthode de développement en série de perturbation
discutée en détail dans la littérature [51-53] et qu’il n’est pas nécessaire de rappeler ici. Tous

calculs faits, nous trouvons

G(J)\4R<f/> o EO)G?WRE&)a 5"; EO)
G?\/[R(an 50; EO)

Guir (£.€"5 Eo) = Ghn(€ " Eo) - . (332)

ot G, 5(€,€"; Fy) est la fonction de Green (3.18) associée au potentiel de Manning-Rosen
déformé, pour les ondes s(I = 0) et 0 < ¢, < e~ 0rTe,
Le spectre d’énergie est déterminé par les poles de l'expression (3.32), c’est a dire, par

I’équation G% 7o €0; Eo) = 0, ou bien par I’équation transcendante

o <M1 — Lp,Lp+ M +1,M; — M +1; cheb”e) —0. (3.33)

Ici les quantités Ly, M et My sont définies par :

Lp=—5+m20(Vo + Vi — En,),
My = b0+ g3 /20 (Vo — Vi = By, ), (3.34)
My =60 — =+/200 (Vo = Vi — En, ).

avec

1 8uVi
1+ HY2 (3.35)

5o = .
0 n2b2cy,

L’équation transcendante (3.34) peut étre résolue numériquement pour déterminer les ni-

veaux d’énergie de la particule. Les fonctions d’onde correspondantes sont de la forme :
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So+1 L Sou(Vo+Vi—En
Xosen<e™™rey ¢ (1 7che—bh(r—re)> k (Che_bh(T—’l’e)>nbh H(VotVa=Enr)
uza

%3Py (M — L, , L, + My +1, My = My + L e 079),

(3.36)

ou C est un facteur constant. Notons que ces fonctions d’onde satisfont bien les conditions aux

limites.
XOSn<eT () —0, (3.37)
r—
et
i (o g (3.38)
r—00

3.4 Potentiel de Rosen-Morse déformé

Lorsque —1 < ¢ < 0, le potentiel de Tietz-Wei épouse la forme du potentiel de Rosen-Morse

exprimé en termes des fonctions hyperboliques ¢, —déformés par :

Us
coshfcﬂ {% (r— 7‘6)}

b
Vrw (r) = Up + Uy tanhy, | [2h (r— 7"6)] — , (3.39)

ol les constantes Uy, Uy et Us sont définies par :

Uy =2 (1 - L) (1 n ‘—1“) , (3.40)

Dans ce cas, la fonction de Green radiale associée aux ondes s (I = 0) s’écrit

G (r",r'; &) :/ dI exp <250T> Ko (r",r; T) (3.41)
0
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avec

& =E — Uy, (3.42)

et

Ko (",rsT) = /Dr ) exp{;/oT [’2‘7‘9 - (Ul tanhy, | {[’2’1 (r —7‘6)]

- L dt § . (3.43)

cosh|20h| [%ﬁ (r— ’I“e)}

Appliquons maintenant la transformation spatiale 7 € RT™ — x € |x¢, +00| définie par :
b 1
z =2 (r—re)—=Inle, (3.44)
2 2
accompagnée par la transformation temporelle
—esou T = —=8. (3.45)

Nous pouvons ainsi récrire la fonction de Green (3.41) sous la forme suivante :

2

G (r",r’; 50) = b—G (x”,a;’; 80) , (3.46)
h
avec
o0 4'
G (2",2;&) = / dS exp (%22505> Ko (2",2';&) , (3.47)
0 h
ou
Ky (m” x/'&)) = /Dx(s) exp {Z /S [Ndﬁ _ 4 <U1 tanh z — U2>} ds} ;x> X
Y Rty |2 b2 |cp| cosh? ’

(3.48)
est le propagateur associée & une particule qui se déplace dans le demi-espace x > zg =
— 2 (bpre + Incy|), sous l'action du potentiel standard de Rosen-Morse [3]. A cause du fait
que la solution du propagateur est définie dans le demi-espace x > x(, nous devons construire
la fonction de Green correspondante (3.47) en termes de la fonction de Green pour ce potentiel

défini dans tout l'espace R en suivant la démarche décrite dans le paragraphe (1.5). Tous calculs
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faits, nous obtenons

Grum (2", 205 &) Gru (20,25 &)
Gru (20, 20; o)

G (2",2";&) = Gru (2", 2 &) — : (3.49)

ou Gpy (2”,2';&y) est la fonction de Green relative au potentiel standard de Rosen-Morse

[51,63] donnée par :

i T(My — Lgy) ' (Lgy + My +1)

G " /‘g
rur (o2 £0) W (M + Mo+ 1) T (My — My + 1)

My +Mso
" 1 —tanhz’ 1 —tanhz” 2
2 ’ 2
My — My
2

" (1 +tanha' 1 —i—tanhx”)
2 ) 2

1+ tanhx
X 2Fl (Ml _LE()?L&) +Ml +17Ml _M2+]—72<>
1 — tanh
X oF <M1 — Le,, Le, + My +1,M1+M2+1;2n$>> .
(3.50)
Ici nous avons utilisé les abréviations
Lgoz_%+ i—l_hzségl‘jjv
Ml:hbh,/ (D~ EB) + /20 ( (3.51)

M2 - (D E ;Lbh V |ch

Les états liés avec I'énergie E,,, sont déterminés a partir des poles de la fonction de Green

G R (o, z0; E) par équation transcendante

o eal
2F1 (Ml_LEC”LSO+M1+1’M1+M2+17€—bh7'e_i_’ch :0, (352)
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et les fonctions d’onde correspondantes sont de la forme :

_ /\/' |ch‘
X (7) (ych| T obn(r—ro)

X oF} <M1 Lg,, Ley + My + 1, My + Mo + 1 i |7=Ch’+ 5 |> (3.53)
) h

1+ |cp| e bn(r=re)

)h;h\fzu(DEm) < 1 >f;h QN(‘C;::‘Z—EM)

ou N est un facteur constant.

3.5 Potentiel de Morse

En faisant |c,| = 0 dans 'expression (3.1), nous obtenons le potentiel radial de Morse

Vum(r) =D (1 — e_ﬁ(r_’"e)>2. (3.54)

Dans ce cas, nous pouvons montrer a partir des équations (3.51) que

~ 1 1\ v2uD
~ —§+(1+m) TR

® Jen|—0
~Y L A 2 D
~ L _ _ ¥V2uD
My = 75V2(D = B)=55aT

D’autre part, en tenant compte de la proprieété de la fonction hypergéométrique (2.65), il

est facile de voir que

. |cal
| P\ My —Lgy, Le, + My +1, My + Mo+ 1; —/————
\chl|n—1>0 211 < 1 &) L& 1 1 2 e—bnre + |Ch|
1 42 D V2
= R (=Y \/2 \/2 D= F) + 1228 o) _ g,
2 ] hB
(3.56)
Suivant la méthode utilisée dans le paragraphe (2.5), nous arrivons a
1 V2 D 1
S o 2 (D — E) = —n,, ny =0,1,2, ... (3.57)

2 " hG T hB

D’oul nous trouvons les niveaux d’énergie bien connus associés au potentiel radial de Morse :
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h2 32 1\? 1\ 2uD
E, =— ) -2 = :
- o (nr + 2) (nr + 2) e | (3.58)

V2D 1
avec n, maxz{ 2#3 —5}.

De l’expression (3.53

d’onde correspondantes :

V2uD

—n,—L
XLC:}‘ZO (,r) — CeXp |:_\/2’UI7D6_6(T—7"5):| (e—ﬁ(r_re)> nB Nr—35
\/m' 2\/meﬁ(TTe)>

) hIB s

(3.59)

h3
X 1Fy <—nr,—2nr +2 %

ou C est la constante de normalisation.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que le probléme du potentiel de Tietz-Wei se résout sans
difficultés dans le cadre des intégrales de chemin de Feynman contrairement aux tentatives
d’étude faites naivement au moyen de diverses techniques [29, 30, 34, 35, 59-61] menant a des
résultats acceptables partiellement. Il faut noter qu’un traitement convenable demande de dis-
tinguer trois cas représentant le potentiel de Manning-Rosen standard pour e " < ¢, < 1,
le potentiel de Manning-Rosen défini dans un demi-espace lorsque 0 < ¢, < e " et le po-
tentiel de Rosen-Morse pour —1 < ¢, < 0. chaque cas nécessite un traitement particulier. Ce
qui prouve que le parameétre d’optimisation ¢ est un parameétre important dans ’analyse de ce
probléme. En particulier, le spectre analytique de ’énergie et les fonctions d’onde des états [
de certaines molécules diatomiques s’obtiennent pour des valeurs de ¢, supérieures ou égales a
celles contenues dans le tableau ci- dessus. Il faut signaler aussi que ’approximation de Peke-
ris avec des constantes dépendantes de c¢p, s’applique de maniére trés restrictive aux molécules

diatomiques.
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Chapitre 4

Mouvement d’une particule de
Klein-Gordon dans un potentiel
vecteur et un potentiel scalaire du

type de Rosen-Morse déformé

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de traiter en détail dans le cadre de I’approche des intégrales de
chemin, le probléme d’une particule relativiste sans spin de masse M et de charge (—e) plongée
dans un champ central constitué d’un potentiel vecteur V,(r) et un potentiel scalaire S,(r). Le
potentiel scalaire est ajouté a la masse au repos de la particule et ’ensemble peut étre interprété
comme une masse effective dépendant de la position. Les potentiels V;(r) et S,(r) sont égaux
et de la forme (voir par exemple Ref. [64] et les références contenues dans celle-ci)

|4

Vy(r) = Sy(r) = —m — Vatanh, (ar), (4.1)

ou Vi, Vo, a et ¢ sont quatre paramétres réels ajustables. V; et Vo décrivent la profondeur du
puits de potentiel, o est le paramétre d’écran lié a la portée du potentiel caractérisée par la

longueur a~!. L’expression (4.1) est définie en termes des fonctions hyperboliques déformées
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x —X T

e’ 4+ qe”

e’ —qe
q coshyz = — tanh, x =

sinh, z
— i’ el

sinhy x = (4.2)

coshy x’
introduites pour la premeére fois par Arai [9]. Le paramétre de déformation ¢ étant un nombre
réel non nul. Dans le cas ou ¢ = 1, le potentiel (4.1) se réduit au potentiel radial de Rosen-Morse
qui a été étudié sous différents points de vue au cours de la derniére décennie [41,65-72]. Aussi
pour —1 < ¢ < 0 et g > 0, différentes méthodes ont été utilisées pour résoudre les équations de
Klein-Gordon et de Dirac [48,73-76] avec ces mémes potentiels.

Dans cette étude, nous allons présenter un traitement complet du probléme des états liés
pour les potentiels (4.1) par l'approche de lintégrale de chemin pour toute valeur réelle du
parameétre q # 0.

L’organisation de ce chapitre est la suivante : dans la section 2, nous formulons la fonction
de Green radiale associée a 'onde I dans le cadre de 'intégrale de chemin de Feynman. Dans la
section 3, nous construisons la fonction de Green radiale associée au potentiel de Manning-Rosen
déformé (¢ < 0). Lorsque ¢ < —1 et iln|q| < r < 400, nous utilisons une approximation
appropriée du terme potentiel centrifuge pour calculer I'expression de la fonction de Green
radiale associée a ’état de nombre quantique orbital [, a partir de laquelle, nous determinerons
le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées. Pour —1 < ¢ < 0, le potentiel ¢—déformé
de Manning-Rosen est converti au potentiel de Manning-Rosen standard défini sur une demi-
droite. Dans ce cas, la fonction de Green radiale, pour [ = 0, est évaluée sous forme compacte
en utilisant la méthode des perturbations qui consiste & ajouter un potentiel § de Dirac comme
perturbation au potentiel standard de Manning-Rosen et rendre la force de cette perturbation
infiniment répulsive pour créer une barriére infranchissable. De cette maniére, nous obtenons
la fonction de Green radiale pour une particule se déplagant sur une demi-droite. Des poles de
la fonction de Green, nous obtenons une équation transcendante pour les niveaux d’énergie.
Dans la section 4, le potentiel de Rosen-Morse déformé (¢ > 0) est traité de la méme maniére.
Nous transformons d’abord l'intégrale de chemin associée & ce potentiel en celle du potentiel
standard de Rosen-Morse sur une demi-droite et par la méme perturbation de la fonction 4,
nous calculons la fonction de Green radiale et obtenons une équation transcendante pour les
niveaux d’énergie des états s (I = 0). Le potentiel radial standard de Manning-Rosen (|g| = 1),

le potentiel radial standard de Rosen-Morse (Vo — —Va,q = 1) et le potentiel radial d’Eckart
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(Vi = —=Vi,q = 1) sont considérés comme des cas particuliers. La section 5 sera une conclusion.

4.2 Fonction de Green

La fonction de Green associée a une particule se déplacant dans un potentiel vecteur et

un potentiel scalaire a symétrie sphérique se développe en ondes partielles [62] en coordonnées

sphériques

2 (2 1
G (7", T ! : Z H "1’ ) P (cos ©), (4.3)

r"r
=0

ou la fonction de Green radiale est donnée par :

exp{2[ P2+ (P —V,)?

1 0.)
Gy (r",t”,r',t') = 2i/dA<7" t’
0

L(l+1) 2
——5 - (M + S| Ap|r,t), (4.4)
et Pj(cos ©) est un polynome de Legendre de degré [ en cos © avec cos © = % =cos " cos '+

sin 0" sin 0’ cos (¢ — ¢’).
Dans la formulation de Feynman [16,21], la fonction de Green radiale G; (r”,t" 7' t') est

explicitement exprimée sous la forme d’une intégrale de chemin

G (r" " 1) = 21/ dAP(r" " 7' 5 N), (4.5)
tJo
ou
N N+1
"o, -
P ("t A = ]\}21100711;[1 [/drndtn] g [/(QW)Q
N+1
X exp |14 A’f] , (4.6)
n=1

avec l'action élémentaire
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AV = —(P)nAry + (Po)nAt, + %A [—(P)% + (Po)n — Vg(ra))?
[(1+1)

2
n

— (M + Sy(r))?|, (4.7)

A

dans laquelle Ar,, =1, —rp_1, Aty =t —tp—1,7n =7 (ty) ,en = i

Remarquons d’abord que le calcul des intégrales sur les variables ¢,, dans 'expression (4.6)
donnent N distributions de Dirac ¢ ((Fy),, — (Po),.1)- En intégrant ensuite sur les variables

(P),,, on trouve que

(Po)r = (Po)2 = ... = (Po)n+1 = E. (4.8)
Par conséquent, le propagateur P(r”,¢" 1/ t'; A) devient

+oo
1
Pyt v 5 8) = o / dBexp [iB(t" = )] A(r",r'; A), (49)
m

avec

N+1

d(g’; )”} exp [i;AS] : (4.10)

N N+1
P(r",7;A) = lim /dr H /
o Nﬁoon:l ! n=1

ou la nouvelle action élémentaire est

A = —(P)alry + o [<(P)2 + (B = Vy(ra))?
Dy Sq(rn))Q] . (4.11)

En effectuant ensuite l'intégration par rapport aux variables (P, ),, nous trouvons

"o 1 . al dry, ~N+1 (ATn)z
B 1" A) = %NIE&DHIUM} exp{znz; 2en
_?QM+%WW—W—WWW+W%”ﬂ} (4.12)



et en remplacant l'expression (4.9) dans (4.5), nous remarquons que le terme dépendant du

temps ¢ ne contient pas la variable pseudo-temporelle A. Alors, nous pouvons récrire la fonction

de Green partielle (4.5) sous la forme :

—+o00

1
Gi(r" " ') = > / dEexp [iE(t" — )] Gi(r",1"),
T
avec
1 o
Gi(r",r") = % / dAP(r",r"; A).
7

0

En admettant que V; (1) = S, (), la fonction de Green radiale (4.14) se réduit a

“+o00
1 ~
Gi(r",r') = 2% / dA exp (iE§A> Ki(r", 7" A),
1
0
ou
N N+1 2
1 ] dr . (Ary)
Ki(r" vl A = — 1 — -
1((r, ' A) imen Ng’n“nl[ \/m] exp {znz:l 2ep
I(l+1
_GA <2(E+M)Vq(7“n)+ (Tz )ﬂ :
et
_,  E?— M?
E2 = —

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Le propagateur radial (4.16) et la fonction de Green radiale (4.15) dépendent d’un parameétre

de déformation réel arbitraire. Lorsque —1 < ¢ < 0 ou ¢ > 0, la fonction de Green (4.15) peut

étre évaluée exactement seulement pour les états s, mais, quand ¢ < —1, le probléme d’un

état [ peut étre résolu en utilisant une approximation appropriée du terme centrifuge. Alors

pour entreprendre cette étude, trois cas intéressants doivent étre distingués selon les valeurs du

parameétre de déformation q.
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4.3 Potentiels radiaux de Manning-Rosen déformés

4.3.1 Premier cas: ¢ < —1

Lorsque g < —1, le potentiel (4.1) s’écrit sous la forme :

Vi

B sinh|2q| (ar)

Va(r) = Sq(r) = — Vacothyy (ar). (4.18)

Le mouvement se produit sur le demi-espace r > rg = i In (—q). Pour construire 'intégrale de

chemin pour un état de nombre quantique orbital [, nous utilisons d’abord ’expression

1 2 (1 lq|
rz (3 sinh|2q| (aur) (4.19)

comme une bonne approximation pour %2 dans le terme centrifuge pour |g| > 1. Nous transfor-

mons ensuite la variable r € ]rg, +00[ en une nouvelle variable x € ]0, +oo] par :

1 1
r=—|xz+4+=1In . 4.20
2 (o gmla) (4.20)
En plus du changement de variable, nous transformons l'intervalle de temps local €y en un
nouvel intervalle de temps o 2e,. En mettant ces considérations ensemble, nous pouvons récrire

la fonction de Green (4.15) ainsi :

1 -
G (r",r") = —%GZMR (:L“”,m’;Ef), (4.21)
avec
G 0o 52 =i [ ds '@s Kyp(a" 2'; S 4.22
MR\Z T ;L —ZO exp 1@2 mr@" 2 S), (4.22)
ou
- _, 1(l+1)a?
B2 =2 (JFG)O‘, (4.23)
et

Kignle! '55) = [Does {i [ ’ [“2— fin ()] s} (4.24)

0
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est le propagateur associé au potentiel standard de Manning-Rosen [4]

- %

dans lequel nous avons posé

1% L(l+1
- (I+ );
lq| o 2

7 = — (E+ M) 7 = (E+M)%. (4.26)

La fonction de Green peut étre exprimée sous forme compacte comme cela est connu dans la

littérature [51-53]

~ F(Ml—LE)F(LE—i-Ml—i-l)
l no_r.2
- B _
GMR(“"”’ l) T (M + My +1)T (M; — My + 1)

M +Mg+1
2

2 2
X .
(1 + cothz’ 1+ cothz”

cothz’ —1 cothz” —1
cotha’ +1 cothz” + 1

My —My

thzs — 1
X ol <M1—LE,LE+M1+1,M1_M2+1.C0$>>

"cothzs +1

My —Lg, L My +1, My +My+1;, ——— | .
X 9 1( 1 B, Lp + My + 1, My + Mo + ’cothx<—|—1>
(4.27)
Les quantités Lg, M et My sont données par :
Lip= 4+ /(M + E) (M — E +2Va) + L1 (1 +1), o)

Ml,g:\/(l+%)2—2(M+E) Vot Ly /(M +E)(M—E—2V) + S1(1+1).

a?|q]

Le spectre d’énergie des états liés peut étre obtenu & partir des poles de la fonction de Green

(4.27) ou des poles de la fonction d’Euler I (M1 — Lg). Ces poles sont donnés par :

M1 - LE = —Nyp; ny = 0, 1, 2.... (429)
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En insérant les valeurs de Ly et M; dans (4.29), nous obtenons

(M + E,,;)* V3

2 2
M _En'r,l = 9 1 % 2
o2 (np+ 5+ [+ 57 = 2(M + By, 1) )
5 2
1 1 1%}
2
r+ = I+ = M+ E,
+a n+2+\/<+2> 2(M+E,, ) —— a2lq)
2
(0%
——I({+1).
gL+

Les fonctions d’onde correspondantes sont de la forme :

<-1
uls ) = ()

= No (1= lgle2)" (gl e27) PRS0 (1 — 2]g|e207),

avec les parameétres w; et §; définis par :

=4\ /M2- 2, —2(M+Enl)V2 + 22U+ 1),
= 2+\/l+ —2 M+En )az‘qp

et ou la constante Nnr,l s’obtient & partir de la condition de normalisation

Le calcul méne a

1
dow; (ny + wy + ;) n T (ny + 2w; + 26;) 2
ny + 9y I'(ny + 2w+ 1) T (n, + 20;)

Nnr,l = |:

4.3.2 Deuxiéme cas : -1 <g<0etreR".

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

Dans ce cas, le potentiel (4.1) est défini dans 'intervalle RT. La transformation r =

1

L (z+ }1In|q|) convertit r € ]0,+oo[ en z € |—31In|g|,+oo[. Cela signifie que le noyau (4.24)

pour [ = 0, est le propagateur décrivant I’évolution d’une particule en présence d’un potentiel
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du type de Manning-Rosen sur la demi-droite x > zy = —% In |g|. Comme nous ne pouvons pas
effectuer directement l'intégration des chemins pour évaluer le propagateur (4.24), le probléeme
peut étre résolu a ’aide d’une astuce qui consiste a introduire un terme auxiliaire représenté
par une fonction § de Dirac dans I’équation (4.24) pour former un barriére impénétrable [77]

au point x = xg. Alors, la fonction de Green (4.22), pour [ = 0, devient

T B2
G p(a” x's BR) = i/dSexp (i()égS) K p(2", 2" S), (4.35)
0

ou

K (", '; S) = / Da (5) exp {z /0 ’ [”C; _ me(m)] ds} . (4.36)

Cette intégrale de chemin (4.36) est le propagateur d’une particule qui se déplace dans un

potentiel de la forme :

Virr(@) = Vigg(e) — nd(z — o), (4.37)

ott V() est Pexpression du potentiel (4.25). Comme il est tout a fait clair, compte tenu
de la forme compliquée du potentiel (4.37), le calcul de la fonction de Green (4.35) ne peut
pas étre effectuée directement. Nous nous proposons d’appliquer ’approche des perturbations
qui consiste a exprimer exp [in f:,” oz — xo)ds} en série de puissances. Ensuite, le propagateur

(4.36) peut étre écrit comme suit :
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o0
K?° (m",:v’;S) = KJ?/[R (:C",x'; S) + Z
n=1

) g [ [, [
’I’L' H de dﬂjj
Co=1 Wsi —00
XK?/[R (xl,x';sl — si) 0(x1 — xg)K](\)/[R (22,215 82 — 81) X ...

x6(2n_1 — 20) K » (Tn, Tn_1; 80 — Sn_1) 6(xy — 20)

xKg/[R (x”,xn; S — sn)

= Kjyg (a:",x';S)—l—Z(in)"/ fdsn/ ndsn_l.../stl
n=1 Si Si Si

XK%R (xo, x'is) — s') K%R (o, xo; S2 — S1) X ...

XKR/‘,R (0, T0; Sn — Sn—1) KR/[R (:n",xg; S — sn) , (4.38)

o1l nous avons ordonné le temps comme suit s’ = sp < 51 < 52 < ... < 85 < Spy1 = 87 avec
S =" —¢'. Pour effectuer les intégrations successives sur les variables s; dans I’équation (4.38),
nous insérons (4.38) dans (4.35), et en utilisant le théoréme de convolution de la transformation

de Fourier, nous obtenons

G, xo; EG)GY g (o, 25 EF)
1 b

G(])MR(CIZ(), Z0; Eg) -

Ghrr(a”,2's By) = GYyp(a”, /s E7) — (4.39)

ot GY,p(z", ' ;E‘g) est la fonction de Green (4.27) associée au potentiel de Manning-Rosen

standard (4.25), pour les ondes s(I = 0).

Si maintenant nous prenons la limite n — —o0, le systéme physique sera forcé de se déplacer
dans le potentiel V) »(z) borné par une barriére infiniment répulsive [51,77] localisée au point

x = x9. Dans ce cas, la fonction de Green pour [ = 0, est alors donnée par :

Bunla B =l Glanle”, s )
_ Go " - B2)GO 1. B2
G as ) — Cur® oD 0) MRN(‘;”O’”:’ o) (440)
Grr(o, xo; Ef)

Enfin, lorsque —1 < ¢ < 0, la fonction de Green radiale de notre probléme est exprimée

par :
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1 ~ ~
GO(TI/7T,) = _%GS)MR (.’E”,:L'/; Eg) : (441)

Le spectre d’énergie est déterminé par les poles de l'expression (4.40), c’est & dire, par

I’équation G%R(xo, xo; Eg) = 0, ou bien par I’équation transcendante

oF1 (0 +w—p,d+p+w,2w+1;5|q|) =

(4.42)
ou les quantitiés J,p et w sont définies par :
Enr"!‘M
=3 (- ).
p=%wﬂM+EaMM—Em+m@, (4.43)
w

= o5V (M + Ep,) (M — E,, —2V5).

L’équation (4.42) peut étre résolue numériquement pour déterminer les niveaux d’énergie de la

particule. Les fonctions d’onde correspondantes sont de la forme

UET1<q<O(T) —

rU 1<q<0( )

C (1—lgle )’ (jgl e 27)*

X o F ((5—|—w—p,(5—|—p—|—w,2w+1;|q|e_2°”"), (4.44)

ou C est un facteur constant. Notons que ces fonctions d’onde satisfont bien les conditions aux
limites

o <10 (r) — 0, (4.45)
T r—0
et
a0y — 0. (4.46)
T—00

4.4 Potentiels radiaux de Rosen-Morse

Pour ¢ > 0, l'expression (4.1) est un potentiel du type de Rosen-Morse déformé qui est

défini dans l'intervalle R*. Pour ramener I'intégrale (4.15), pour [ = 0, a une forme résoluble
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nous procédons comme dans le cas précédent. Nous effectuons la transformation de coordonnées

suivante :

1
TER*—W:E]—anq,—i—oo[ (4.47)

définie par :

1 1
= — —1 . 4.48
T a(w—i—an) ( )

2

Aprés avoir changé ex en o 2¢, ou A en o~ 25, nous pouvons écrire (4.15), pour les états s,

sous la forme suivante :

1 ~ ~
Go(r",r") = —%GORM <x",x’;E§> , (4.49)
ol
o ~
~ ~ E?
G%., (iL‘”,.CIf/; Eg) = i/dSexp (i(;;S) K% (2" 2';8), (4.50)
0
et
s[:2 7
K% (2" 2 8) = /Dw (s)exp 2/ T Vatanhz + 712 ds p . (4.51)
0 2 q cosh” x
Les constantes ‘71 et Vg sont données par :
~ Vi - Vo

Le propagateur (4.51) a la méme forme que l'intégrale de chemin associée au potentiel
introduit & l'origine par Rosen et Morse pour discuter les états de vibration des molécules
poly-atomiques [3]. Le potentiel de Rosen-Morse est défini pour = € R, mais dans ce cas, nous
avons transformé 'intégrale de chemin pour le potentiel (4.1) en une intégrale de chemin pour

un potentiel du type de Rosen-Morse standard via la transformation r — r (x) qui convertit
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r € R en z € |—(1/2)Ing,+o0o[. Ceci signifie que le mouvement de la particule a lieu sur
la demi-droite © > z9 = — (1/2) Ing. Ensuite, pour calculer la fonction de Green associée aux

ondes s, nous procédons comme dans le cas précédent et nous obtenons

" " " GO " o B2)GO 1. B2
G (x",x’;ES) = Ghy (as",x';Eg) _ CGru(@ ’QSO’ 0) RMSfo’x’ 0), (4.53)
GRM(anx()?Eo)

ol G% M (x” ,x' Eg) est la fonction de Green associée au potentiel standard de Rosen-Morse [3]

Vi

Ve (z) = Vatanhz — —
q cosh” x

z e R. (4.54)

Il est bien connu que la solution par l'intégrale de chemin pour ce potentiel conduit a

lexpression suivante de la fonction de Green [51-53]

Gy (.0 ) = L(M; — Lp)T (L + M +1)
RM » L5 £o I'(My+ My+1)T(My — Mo+ 1)
1 —tanha’ 1 — tanh "\ MitM2)/2
: < 2 2 >
" (1 +tanha' 1+ tanhlv//)(Ml—Mz)/Q

2 2

1 + tanh
X oI (Ml—LE,LE+M1+1,M1—M2+1;Jrzn%)
1 —tanhz
X oF (MI_LE>LE+M1+17M1+M2+1E2<>7

(4.55)

dans laquelle nous avons employé les notations suivantes :

_ 1.1 (E+M)V;
Pem AV (4.56)

Ml,gzi(\/(M—i—E)(M—E—ﬂfg)j:\/(M—i—E)(M—E—i—QVg)).

Les niveaux d’énergie des états liés sont déterminés & partir des poles de la fonction de

Green (4.53), c’est a dire, par ’équation G%M(SUQ,CCQ;E(%) = 0, ou encore par la condition de
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quantification suivante qui est une équation transcendante comprenant la fonction hypergéo-

métrique

1
o F (p+w—5+1,p+w+5,2p+1;1+>:07 (4.57)
q

ou les parametres J, p et w sont définis par :

5= 11 31+ ST

azq
(M + Enr) (M - Enr + 2‘/2)7 (4'58)
(M + E,.) (M — E,, — 2V3).

D=

L’équation (4.57) peut étre aussi résolue numériquement.
En utilisant la fonction de Green (4.55) pour le potentiel de Rosen-Morse et le lien entre
(4.49) et (4.55), nous montrons que les fonctions d’onde correspondant aux états liés ont la

forme :

1 P q “
> _ >0 —
20 = 0 =0 () ()

X o[y <p—|—w—5—|—1,p+w+572p+1; (4.59)

1
1+ qe—2ar )

ol C est un facteur constant. Ces fonctions d’onde sont acceptables physiquement car elles

satisfont les conditions aux limites

uglfo(r) — 0, (4.60)
r—0
et
ul>%(r) — 0. (4.61)
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4.5 Cas particuliers

4.5.1 Premier cas : potentiels de Manning-Rosen standard

Sil’on prend |g| = —1, les potentiels (4.18) deviennent le potentiel radial de Manning-Rosen
standard
Vi
V(r)=5(r) = ———5— — Vacoth(ar). (4.62)
sinh® (ar)

Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés peuvent étre déduites

a partir des expressions (4.30) et (4.31),

(M + Enr7l)2 ‘/22

M2_E2 =
2 1 1\2 Vi 2
o (ny+3+1/(l+3) —2(M+Ep, 1) &

Nyl

1 1\? %
2 1
+a nr+2+\/<l+2) —2(M+Ennl)—2

o2
_El (l+1), (4.63)
et
=1 =1
u|nql,l (r) = T\I’lﬂ,l (r)
— Nnr,l (1 _ 6—2ar)5l (e—2ar)wl Pgwﬂsl_”(l _ 26_2QT), (4.64)
ou
w :i\/M2_ET2LT’l—2(M—|—Enr’l)V2+%21(l+1), (165)
~ 2 N
=i+ -2+ B, 0 5%,
et
~ ~ 1
_ 4oy (nr 4+ w; + 5;) n, T (nT + 2wy + 25;) :
Np,, = . (4.66)

ny + 0 I'(ngp+2w;+1)T (nr + 251)
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4.5.2 Deuxiéme cas : potentiels de Rosen-Morse standard

En prenant ¢ = 1, et en changeant Vo dans (—V3), l'expression (4.1) devient ce que 1'on

appelle le potentiel Rosen-Morse standard

V) =80 =~ s + Vetanh (or). (4.67)

Les niveaux d’énergie E,, sont déduits a partir de (4.57) par I’équation transcendante

1
2F1<p—|—w—5—|—1,p—|—w+6,2p+1;2>—0, (4.68)

et les fonctions d’onde non normalisées (4.59) deviennent dans ce cas :

» » 1\ /[ 1\
i) = 0= (1) (1)

X o1 <p—|—w—5—|—1,p+w—|—5,2p—|—l; (4.69)

1
1+ e—2ar )

ol p est remplacé par w et inversement.

4.5.3 Troisiéme cas : potentiel de Eckart

En posant ¢ = 1, et en changeant Vj en (—V}), le potentiel (4.1) se réduit au potentiel

d’Eckart :
Wi

V(r)=25(r)= cosh? (ar)

— Vo tanh (ar) . (4.70)

La condition de quantification des niveaux d’énergie et les fonctions d’onde non normalisées

peuvent étre tirées des équations (4.57) et (4.59). elles s’écrivent respectivement

_ - 1
gFl<p+w—5+1,p+w+6,2p+1;2>:0, (4.71)

et
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q=1 q=1 1 g i )
unr (T) = T\IJTLT (T) = C (1 + e2a’r) <1 + eQaT)

x o[y <p—|—w—5—|—1,p+w+572p+1; (4.72)

1
1+ 6—2017“ )

T 1,1 (En,+M)V;
avecé—§+§\/1—871.

a2

4.5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu le probléme d’une particule relativiste sans spin en
présence d’un potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire égaux et du type de Rosen-Morse
déformé par 'intégrale de chemin. Ce probléme n’a été discuté que partiellement par la réso-
lution de I’équation de Klein-Gordon [73]. Cependant, une solution compléte peut étre donnée
pour tout paramétre de déformation g # 0. Comme nous l’avons montré, l'intégrale de chemin
pour la fonction de Green associée a cette mixture de potentiels vecteur et scalaire égaux ne
peut étre évaluée d’une maniére unifiée quelle que soit la valeur du paramétre de déformation
q [54]. Lorsque ¢ < —1 et iln|q| < r < o0, la fonction de Green radiale pour tout état [
est calculée directement en utilisant une approximation appropriée du terme potentiel centri-
fuge. Nous obtenons alors I’équation d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes. Pour
—1 < q <0 ouq >0, nous nous sommes limités a 1’évaluation des fonctions de Green pour les
ondes s(I = 0). Nous avons montré que la transformation de la fonction de Green associée au
potentiel de départ défini sur 'intervalle RT en une intégrale de chemin associée au potentiel
du type de Manning-Rosen ou Rosen-Morse réduit le probléme & celui d’une particule forcée
a se déplacer dans un demi-espace © > x9. Ce probléme avec des conditions aux limites de
Dirichlet est traité a ’aide de 'approche des perturbations. Dans les deux cas, les conditions de
quantification sont des équations transcendantes impliquant la fonction hypergéométrique qui
peuvent étre résolues numériquement pour déterminer les niveaux d’énergie des états liés. Les
fonctions d’onde radiales, exprimées en termes des fonctions hypergéométriques, sont également

obtenues.
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Chapitre 5

Mouvement d’une particule de
Klein-Gordon dans un potentiel
vecteur et un potentiel scalaire du

type de Tietz amélioré

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier dans le cadre de ’approche des intégrales de chemin, le
mouvement d’une particule relativiste sans spin et de charge (—e) en présence d’un potentiel

vecteur et d’un potentiel scalaire égaux et de la forme :

Va(r) = Sq(r) = Vr (r), (5.1)

ou Vi (r) est le potentiel du type de Tietz amélioré dépendant de quatre parametres. Il est
défini par l'expression (2.2). Ce potentiel appartient & une large classe de potentiels du type
exponentiel qui apparait dans une série de travaux portant sur la résolution de I’équation de
Klein-Gordon avec une mixture d’un potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire égaux. Nous
pouvons mentionner, par exemple, le potentiel de Rosen-Morse déformé [48] et le potentiel

déformé a cing parameétres [73] discutés sans succés par la méthode de la supersymeétrie en
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mécanique quantique et ’approche de l'invariance de forme. Ce dernier systéme a été aussi
étudié dans une formulation basée sur ’équation de Klein-Gordon pour tenter d’obtenir le
spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états liés des ondes s(I = 0) [78]. Dans le cadre
de 'approche de l'invariance de forme supersymétrique, nous pouvons citer deux tentatives de
I’étude de I'équation de Klein-Gordon relative aux états liés avec un potentiel vecteur et un
potentiel scalaire ayant la forme du potentiel de Rosen-Morse amélioré [70] et celle du potentiel
de Tietz ameélioré [40].

Enfin, dans un espace & D dimensions, deux essais de résolution de I’équation de Klein-
Gordon avec une mixture de potentiels vecteur et scalaire de Rosen-Morse et de Rosen-Morse
amélioré sont présentés en utilisant la méthode de Nikiforov-Uvarov [68] et ’approche de I’ap-
proximation WKB en supersymétrie [72].

Comme les techniques employées dans les articles cités ci-dessus ménent a des résultats par-
tiellement satisfaisants, il est utile de reprendre I’étude formelle de ce probléme par I'approche
des intégrales de chemin.

Dans un premier paragraphe, nous allons formuler 'intégrale de chemin pour la fonction
de Green radiale associée aux potentiels (5.1) en introduisant des fonctions régulatrices afin
d’obtenir une intégrale de chemin stable. Nous traitons les potentiels de Hulthén généralisés
(¢ < 0) dans un second paragraphe en envisageant deux cas : ¢ < —1 et —1 < ¢ < 0. Lorsque
qg<—1let ﬁ In|g| < r < 400, nous montrons qu’il est possible d’établir la fonction de Green
radiale associée aux ondes [ en adoptant une approximation appropriée pour remplacer le terme
potentiel centrifuge. Nous en déduisons le spectre d’énergie et les fonctions d’onde convenable-
ment normalisées. Pour —1 < ¢ < 0, comme ’approximation utilisée dans le cas précédent n’est
plus valable, nous nous contentons de la construction de la fonction de Green relative aux ondes
s(l = 0) a laide de la méthode des perturbations pour incorporer les conditions aux limites
de Dirichlet. Les poles de la fonction de Green donne une équation transcendante qu’il faut
résoudre numériquement pour connaitre les niveaux d’énergie. Dans un troisiéme paragraphe,
nous calculons comme précédemment la fonction de Green associée également aux ondes s(I = 0)
avec des potentiels de Woods-Saxon généralisés (¢ > 0) pour déterminer 1’équation de quanti-
fication transcendante des niveaux d’énergie des états liés. Enfin, dans un dernier paragraphe,

nous considérons des potentiels de Hulthén standard , des potentiels de Woods-Saxon et des
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potentiels de Morse comme des cas particuliers.

5.2 Fonction de Green

Pour aborder le probléme de la recherche des états stationnaires d’une particule sans spin
en présence d'un champ composé d'un potentiel vecteur V;(r) et d’'un potentiel scalaire Sy(r)
par ’approche des intégrales de chemin de Feynman, nous nous préoccupons du calcul de la

fonction de Green satisfaisant a 1’équation de Klein-Gordon suivante :

[(P —eA)? — (M + SQ)Q} G (2", 2') = o («",2"), (5.2)
\ Va(r) : :
ou eA = N et M est la masse d’une particule de charge (—e). Nous entamons ce
0

probléme en nous servant de la représentation intégrale de Schwinger [17] pour représenter la

fonction de Green sous la forme [79-83] :

G(x”,m’) = zl,/dA <x”

]

exp {; (P~ ey — (3 + 5,)?] A}

x’> : (5.3)

Ici A joue le role de nouveau parameétre pseudo-temporel. Comme les potentiels V;(7) et Sy(r)
possédent la symétrie sphérique, nous faisons I’étude de ce systéme en coordonnées polaires.
Par conséquent, la fonction de Green (5.3) peut se développer en ondes partielles ainsi :
1 & (2041)
é
G (7" AT = —— Z o Gy (r", ", 7', 1) P, (cos ©), (5.4)

T
=0

ol Pj(cos©) est un polynome de Legendre de degré [ en cos© avec cos© = cosf” cost +

sin 0" sin 6’ cos (¢” — ¢') et la fonction de Green radiale est définie par :

exp {; [—Pﬁ +(Py—V,)* - W;” — (M + sq)Q] } A r’,t’> .

(5.5)

1 o0
e’ (7,//’ t”,r',t/) _ 2/ dA <T‘//,t//
0

)

Suivant Kleinert [16], nous pouvons représenter cette expression par une intégrale de chemin

par rapport au pseudo-temps S’ de la fagon suivante :
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1 o0
Gi(r" " ' ) = 2/ dS'P(r" " vt S, (5.6)
tJo

dans laquelle le propagateur transformé est donné sous la forme canonique compacte par :

P " ) = frRO) fL(r) (", | exp {;S’fL(T) [—Prz + (P - V,)?
1(1+1)
-

- 01+ 57 )}

— ) [ Dridypus) [ REEIDAS)

xexp{/ — P + Pyt + fL()[( P? 4 (PO—VZ])2

0

L+

r2

— (M + sq)2] fR(r)ds’} . (5.7)

Sous forme discrete, il s’écrit explicitement

N+1

e = o g i o] 25

n=1
% exp [z o A’f} , (5.8)

dans lequel nous avons introduit les fonctions régulatrices fr(r) et fr(r) définies par Kleinert

[16] de la fagon suivante :

Fr) = fo(r)fr(r) = F72() (), (5.9)

ol A et le parameétre de dédoublement. L’intégrale de chemin (5.8) comporte 'action élémentaire

Al = —(Pr)nlrn + (Po)nAt, + %fL(rn)[—(Pr)i + (Po)n — Vy(rn))?
- (l; U+ Sq(ra))*1fR(rn-1), (5.10)

avec les notations habituelles

82



g = s =ds = ds ds—zs—L
’ N+1 fL<rn)fR(7'n—1)7 * N41

(5.11)

Nous voyons tout d’abord que le calcul des intégrales sur les variables ¢,, dans ’expression
(5.8) donne N distributions de Dirac 6 ((Pp),, — (FPo),,,1)- En effectuant ensuite les intégrations

sur les variables (F),,, nous devons avoir :

(Po)1 = (Po)2 = ... = (Py) 41 = E. (5.12)

Il s’ensuit que le propagateur P(r”,t" 7' t'; S") se simplifie et se récrit sous la forme :

1 [tee
P " 18" = / dEexp [iE(t" —t)] P(r", 1"} S"), (5.13)

=5 .

dans laquelle le noyau Py(r”,7'; S") est défini par :

P15 8') = Frl") L) ngnoof:[l o] I 550 e [%A] SCAtY

avec 'action élémentaire

Ay = —(P)udra 45 fulra) [ (P
- (l;g D (B V) = (M + 5,(r)A (o) (5.15)

En reportant 1’expression (5.13) dans (5.6), nous observons que le terme dépendant du temps
t ne contient pas la variable pseudo-temporelle S’. Par conséquent, nous pouvons récrire la

fonction de Green partielle (5.6) sous la forme

1 [Fe
Gi(r" A" ) = 2/ dF exp [iE(t” — t')] Gi(r" "), (5.16)

T J -0

avec
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Gir"1") =5 [ dSR" S, (517)
0

Pour faciliter 1’évaluation du noyau F(r”,r’; S’), nous donnons au parametre de dédoublement

la valeur A = %, c’est & dire, nous faisons le choix d’un développement de l'action et de la
mesure autour du point moyen puisque le résultat final ne dépend d’aucun point [16]. Alors, en

calculant toutes les intégrales sur les variables (P, ),, nous obtenons
1 N N+1
" N7 d
P(r" 7" 8" = O] )f(r ) lim H / n exp ZZAS , (5.18)
2imey  N—oo n=1 2imeg f(rn) n=1
ou laction élémentaire A5 dans l’espace des configurations est donnée par :

n _ (ATTL)Q _ E
2 2e9/f(rn) f(Tn-1) 2

M = B2 4200 4 )V )+ N T T

' (5.19)

Cette intégrale de chemin (5.18) dépend du parameétre réel arbitraire de déformation ¢ par
I'intermédiaire de V; (r,). De plus, elle ne peut pas étre évaluée exactement a cause de la

présence du terme centrifuge dans ’expression de I’action lorsque nous nous intéressons a 1’étude
4a2|q‘e2ar a2 . .
)2 + % peut étre utilisée

comme une trés bonne approximation du terme centrifuge = lorsque le paramétre ¢ < —1 et
T

des ondes [. Néanmoins, il a été prouveé [52,84] que I’expression

20r < 1.
Nous allons consacrer le reste de ce chapitre au calcul de la fonction de Green (5.17) en

considérant les trois cas suivants : ¢ < —1, =1 < g < 0et g > 0.

5.3 Potentiels de Hulthén généralisés

Lorsque le parameétre de déformation ¢ est négatif, les potentiels (5.1) représentent des
formes générales du potentiel de Hulthén [85]. Si —1 < ¢ < 0, les potentiels (5.1) sont continus
sur tout lintervalle R, mais, pour ¢ < —1, ils ont une forte singularité au point r = 7oy =

i In |g|, créant une barriére infranchissable, et dans ce cas, nous avons deux régions distinctes,
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I'une est définie par l'intervalle |0, o[ et 'autre par l'intervalle |rg, +oo[. Ceci nous améne a

construire la fonction de Green radiale (5.17) par l'intégrale de chemin dans chaque cas.

5.3.1 Premier cas : ¢ < —1

Dans ce cas, nous allons discuter l'intégrale de chemin pour les potentiels (5.1) seulement
dans l'intervalle ]i In |q| ,+oo[ puisque dans ’autre intervalle, la solution ne présente aucun
intérét physique notable et de plus, elle ne peut pas étre obtenue analytiquement. Afin de

construire l’intégrale de chemin pour un état de moment cinétique orbital [, nous remplagons

d’abord r% approximativement par % + %2 et nous effectuons ensuite la transformation
spatiale
7 € Jro, +00[ — & € |00, +-00] (5.20)
définie par :
1
r=g(§) = % In [exp(4af) + |ql], (5.21)

accompagnée de la fonction régulatrice appropriée

o _ €Xp (4af)
T0©) =5 = TR (522

Sous ces transfomations, le noyau (5.18) devient
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N+1

g I 11 [ ]

N»—‘

H(T/l’ T’; Sl) — [f(?"”)f( l

N+1 2 "
: (Ag)? 1 (g7 29 4
n 929 (A
e {Z n=1 2e * 8egr 9,2 39 ( gn)
2 1
—40? (V + e+ —3l(l + 1)) £y
[ 12
+2a2 (”2 + gl + 8%+ “"' L+ )) —
lq] COSh\q\ (20€,,)
2o v 1
do” | € M 12l(l+ 1) | es tanhyg (2a€,,) | ¢, (5.23)
q

ol les parameétres ¢, 8 et v sont définis par :

€e=5\/M?2—E?2+2D.(M+E),
B = 55V/4aD. (M + E), (5.24)
v =5-1/2a?D. (M + E),

avec a = €27 4 q.
Dans les équations (5.22) et (5.23), nous avons utilisé les fonctions hyperboliques déformées

introduites pour la premiére fois par Arai [9]. Par définition

sinh‘q| T

coshjg z = (e" —lqle™™); tanhyz = (5.25)

N

L —z :
J— M h p—
5 (e +qle ) ; sinhyg cosh|q|1:’

oll ¢ est un parameétre réel.
Notons que le terme en (A{n)4 qui apparait dans I’expression de ’action contenue dans le
noyau (5.23) a une contribution significative dans l'intégrale de chemin. Elle peut étre évaluée

au moyen de la théorie des perturbations en remplacant <(A§n)4> par :

N

(we)) = [T aae @e)t (5o ) e [ e r] =22 69

—0o0
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Le changement de variables u, = 2a¢,, et ¢, = 4a’cy nous permet de mettre la fonction

de Green (5.17), pour les états [, sous la forme :

1 1 ~

Gi(r" ") = I [f (7“”) f (T’)] 1 Grym (u”,u/;El> , (5.27)

ou
Grum (u",u’; El> = z/ do exp (iﬁla) Pf%M (u”,u'; 0) , (5.28)

0
avec
B =— ”—2+2+Eza+1)+1 (5.29)
TP T 1)’ '
et

Phyy (s 0) = / Du (7) exp {z /0 i [“22 - v}%M(u)] dT} (5.30)

est le propagateur relatif au potentiel de Rosen-Morse [3] (ou potentiel de Poschl-Teller modifié

général) défini en termes des fonctions hyperboliques déformées ainsi :

B
Vi (u) = A tanh,q (u) — +; u € R, (5.31)
coshiy (u)
avec les parameétres A; et B; définis par :
A= — 2 — Ly — 1
p el =g (5.32)

2
Bz:%(!q\eQ—i-m—i-ﬁz—l-%l(l—i—l)—%).
Comme la solution exacte de la fonction de Green (5.28) est bien connue dans la littérature

[23,52, 53], nous pouvons donc écrire directement le résultat :
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G%M (u",u’; E’l)

avec

I'(My— Lp)T (Lg + My +1)
['(My+ My + )T (My — Mz + 1)

My +M
1-— tanh‘q‘ u 11— tanh|q| u” Ea
2 ’ 2
Mq—M
(1 + tanh‘q‘ u 1+ tanh|q| u”) L
X .
2 2

1
X oF} (Ml —Lg,Lg+ My +1,M; — My + 1; B (1 +tanh|q| u>))

1
X oI (Ml —Lg, Lg+M{+1,M; + My +1; 5 (1 - tanh|q| u<)> ,

ol nous avons utilisé les notations suivantes :

(5.33)
1 1 3
Lg=—-3+ (E +2EPT’)2 )
V2 2
Bpp =3 (& + G+ +5l0+1) - &, (5.34)

My =%+ 01 + 5: My =€ — 012 — 3,

b=~k [ (14 ] 2 t=yJet L4 (5.35)
1+ = 2 |q|2 2 , €= € 12 . .

Dans la suite, nous devons prendre §; = d;4, pour éviter la chute de la particule sur le

centre [55]. Compte tenu des relations entre les variables r,£ et u, nous obtenons pour la

fonction de Green radiale Gy (r”,r') relative au potentiel (5.1), dans le cas ou ¢ < —1 et dans

I'intervalle ]rg, 4-00[ I'expression :

Gy (r”,r

Mq+Moy

1 T'(My—Lg)T(Lg+ M; +1) (|q‘2 6—2a(r”+r/)) 2

/ P [ —
) = 20T (My + My +1)T (My — M + 1)

M —Mo+1

< [(1=lale™) (1= lgle>)|

x 3Py (M = Lp, L + My + 1, My = My + 11— Jg| ")

X oF} <M1 — Lp,Lp+ M, +1,M + M +1;|q| 6—20““”) . (5.36)
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Le spectre d’énergie est déterminé par ’équation

2 2 M+Enh a2D,
MEOE - aa? (nr+3)"+(1+3) +(2nr+1)\/<2a2|;|)2+(l+%)2_<

aZ[q|

M-+En,, )aDe

Nyl
’ M+En, ,)a2De
2 (n,« +3+ \/< 2a2|’;|>2 +(+ §)2>

Q21 +1)

—9 (M+Enr,l)De— 3 ,

et les fonctions d’onde sont données par :

WS = rUISTN ) = Ay, (L [gl e %) (g ey

X oy (—np iy + 265, 1 + 20, + 2,26, 1 + 15 |ql e727) . (5.38)

En utilisant la relation entre les fonctions hypergéométriques et les polynomes de Jacobi (voir

Ref. [15], p. 952, Eq. (8.406.1))

F'n+a+1)

(@) ()
F ) = S ir e

1—-1¢
o F1 <—n,n+a+ﬁ+1,a+1;2>, (5.39)

les fonctions d’onde (5.38) s’écrivent sous la forme :

ufS ) = N, (L= lal ) (gl ) 7t PR =20l (5.40)

Nyl

ou N, , est le facteur normalisant qui se calcule a 'aide de la condition de normalisation

o In|q|

«@

o0 2
/ ‘u%fl_l(r)‘ dr = 1. (5.41)
2

Tous calculs faits, on trouve
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N

A0, (N + €n,, + 01+ 1) T (np + 265, + 1) T (ny + 265, + 26, + 2)
neT Ny + 0, + 1 n T (ny + 26, + 2)
1
“T (26,,, +1)

(5.42)

Ensuite, nous devons vérifier que les fonctions d’onde radiales (5.40) satisfont les conditions

aux limites

Jim ul=(r) =0, (5.43)
et
lim w?>!(r) = 0. (5.44)

5.3.2 Deuxiéme cas: —1<¢<0etreR".

Lorsque —1 < g < 0, les potentiels (5.1) sont définis sur I'intervalle RT. Dans ce cas, le
changement de variable (5.21) transforme r € RT en u = 2af € ]%ln(l —|q]) ,+oo[. Ceci
signifie que le noyau (5.30), pour I = 0, est le propagateur qui décrit le mouvement d’une
particule placée dans un potentiel du type de Rosen-Morse g-déformé défini sur la demi-droite
u > ug = 31In(1 —|g|). Comme un calcul direct par l'intégrale de chemin n’est pas possible, le
probléme peut étre résolu a l'aide d’une astuce qui consiste & introduire un terme auxiliaire
représenté par une fonction § de Dirac dans ’expression de 'action contenue dans 1’équation
(5.30) pour former un mur impénétrable [23,77] au point u = ug = 11In(1—|g|). Alors, la

fonction de Green (5.28), pour [ = 0, devient
G (U 0 . Ep) = /da exp 1E00> Po(u" 5 0), (5.45)
0

P’ (u" u';0) = /Du (1) exp {z/og [f - v5(u)] dr}. (5.46)
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Cette intégrale de chemin (5.46) peut étre interprétée comme étant le propagateur d’une par-

ticule soumise & un potentiel de la forme :

VO(u) = Vau(w) — nd(u — ug). (5.47)

ot V3,,(u) est Pexpression du potentiel (5.31) correspondant a [ = 0. Comme il est tout a
fait apparent, vu la forme non triviale du potentiel (5.47), que le calcul par l'intégrale de
chemin de I’équation (5.45) ne peut pas étre effectué directement. Dans ce cas, il est commode
d’appliquer 'approche des perturbations qui consiste a exprimer exp [in f_:,” o(u— uo)dT} en

série de puissances. Alors, I’équation (5.46) peut s’écrire de cette fagon :

oo . n n T +o00
P (W' u50) = Phy (v u's0) + Z(Zz') 11 [// - drj/ duj]
n=1 T

j=1 —o0
!
XP}%M (ul,u';ﬁ -7 ) d(uy — uo)PI%M (ug,u1; T2 — T1) X ...
X 6(tn—1 — o) PRar (thn, Un—1;Tn — Tn—1) 6 (un — tg)

0 " on
X Prus (u U T —Tn)
T2

o0 T// Tn
= P]%M (’U/’,U’;U) —‘rZ(zn)"/ d’rn/ dTn—l--'/ drq
n=1 i T/ T

!
XPI%M (uo,u’;rl — T') P}%M (up, up; T2 — T1) X ...

XPI%M (w0, w03 T — Tn—1) P}%M (u", ug; 7" — Tn) , (5.48)

ot nous avons ordonné le temps ainsi 7/ =79 < 71 < T2 < . < T < Tpy1 =7 et o =7" -7
Pour effectuer les intégrations successives sur les variable 7; dans I’équation (5.48), nous insérons
(5.48) dans (5.45), et en utilisant le théoréme de convolution de la transformation de Fourier,

il est possible d’écrire

G(])%M(u”v Uo; EO)G%M(UO7 ul; EO)

Ghar (w0, uo; Eo) — £

G%M(u",u'; Eo) = GORM(u”,u'; Eo) —

, (5.49)

ot G%,, (u” /s Ej) est la fonction de Green associée au potentiel de Rosen-Morse déformé (5.31)

pour les onde s(I = 0). Ici les quantités E() et dg sont données par :
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(o),
: (5.50)

(5[) é + T2 + 4
\ql
Si maintenant nous prenons la limite 7 — —oo, le systéme physique est forcé de se déplacer

dans le potentiel V3,,(u) borné par une barri¢re infiniment répulsive [77,86] au point u = uy.

Dans ce cas, la fonction de Green, pour [ = 0, s’écrit comme suit

1 1 ~
Go(r",r") = 1 [f (7‘”) f (r')] 1 Grym (u",u';Eo) , (5.51)
ou
Gru(W' W' Ey) = lim Gy, u” s Ep)
n——00

G (", ug; EO)GORM(UO, u'; Ep)
GY s (w0, wo; Eo)

= Ghu(u", s Bo) - (5.52)

Le spectre d’énergie est déterminé par les poles de expression (5.52), c’est a dire, par I’équation

G% s (0, uo; Ep) = 0, ou encore par I'équation transcendante

o Fy (6 Fen — Ony 6+ en + On 2051 — |qy) —0, (5.53)

oud =09+ 1et @nr =\/€ + —|— ‘q‘ Cette équation trancendante peut étre résolue numé-

riquement pour connaitre les niveaux d’énergie discrets de la particule.
En utilisant la relation entre (5.51) et (5.52) pour | = 0, la formule de transformation de
Gauss (2.31) et en revenant a la variable radiale a I’aide de (5.21), nous obtenons, pour les

fonctions d’onde correspondantes aux états liés, I'expression suivante :

u_1<Q<0(T) — U 1<q<0( ) N (1 _ |q| 2ar)5 (|q| e—2a7~)5nr

Ny

X oF (5 + €n, — énm 0+ €n, + @nr7 2051 — ’q‘ e—?ar) ) (5'54)
ou N est un facteur constant.
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5.4 Potentiels de Woods- Saxon generalisés

Considérons le cas ou le parametre de déformation ¢ est positif. Les potentiels (5.1) re-
présentent une généralisation du potentiel de Woods-Saxon [56] définie dans D'intervalle RY.
Pour réduire I'intégrale de chemin (5.18), pour [ = 0, a une forme résoluble, nous appliquons la

transformation de coordonnée suivante :

1
reRT = ¢ Eln(l +q), +o0 (5.55)

définie dans ce cas par :

r=g(r)= i In [exp(4a€) — ¢, (5.56)

et nous introduisons la fonction régulatrice

exp (4ag)

fr©)=4%©)= sinhZ (206 (5.57)

Apreés quelques calculs simples et semblables & ceux effectués dans le paragraphe précédent,
la fonction de Green radiale (5.17) peut s’exprimer en termes de la nouvelle variable £ et du
nouveau temps S’ Ensuite, en effectuant les changements y = 2af —In /g et 4 = (204)_2 Eoy

nous pouvons écrire (5.17), pour les états [ = 0, sous la forme suivante :

Golr 1) = =3 [F () £ ()] o (v ). (559
ol
-
Ghir (y”,y’; Eo) =i /0 do exp (iE00> Pur(y" y'50), (5.59)
avec
Ey=— (:z +é+ i) : (5.60)
et
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)
o2
B
Pur(y',y;0) = /Dy (1) exp z/ % + Apcothy — ,7;)12 dr » . (5.61)
0 gsinh“y
Les constantes Ag et By sont données par :
Ap=%-E+1
1 v (5.62)

By

L(Z+a-62-1).

Le propagateur (5.61) a une forme semblable & I'intégrale de chemin relative au potentiel de
Manning et Rosen [4] dénoté Visr(y) et qui est défini pour y € R* | mais, dans le cas présent,
nous avons converti 'intégrale de chemin pour les potentiels (5.1) en une intégrale de chemin
pour le potentiel de Manning et Rosen par la transformation » — r(y) qui fait correspondre
Rt — } % In(1+ %), o0 [ Ceci signifie que le mouvement de la particule a lieu sur la demi-droite
y>yo = 3n(l+ %) Pour calculer la fonction de Green (5.59), pour [ = 0, nous procédons

comme dans le paragraphe précédent. Tous calculs faits, nous obtenons

G, (", 905 E0)GSy (0, 5 Eo)
Gz (W0, yo; Eo)

G (y”, y'; Eo) =GuR (y”, y'; Eo) - , (5.63)

ou Gyr (y” Y ;E’o) est la fonction de Green associée au potentiel standard de Manning et

Rosen [4]

By

Vmr(y) = —Aocothy + ————;
qsinh”y

y > 0. (5.64)

Comme sa solution exacte est connue [51], nous pouvons alors écrire directement le résultat :
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I'(My— Lp)T (Lg + M +1)
(M — My + )T (M + Mz + 1)

My +Mo+1
2

Gumr (y”, Yy Eo) =

2 2
X .
(1 + cothy” 1+ cothy’
My — Mz

" cothy” — 1 cothy’ — 1
cothy” +1 cothy’ + 1

cothys — 1
x oF) ( My — L, L + My +1, My — My + 1; 220>~ 2
cothys +1
2
X oy My —Lg,Lg+ My +1,My + M+ 1; ——— |,
1+ cothy<

(5.65)

dans lequel nous avons employé les notations suivantes :

LE_ 2+2\/ AO_EO % 4+V;7
- ” (5.66)
M1,2=2< \/ °+ 11/ =2(Ag+ Ep) | = /€2

Les symboles y~ et y- représentent le max(y”,y’) et le min(y”, y') respectivement et o Fi (v, 8, 7; 2)
est la fonction hypergéométrique.

Le spectre d’énergie pour les états liés est déterminé & partir des poles de la fonction de
Green (5.63), c’est a dire, par I'équation G, (Yo, yo; E’O) = 0, ou encore par la condition de

quantification suivante :

oF (14 €n, + Qn, — 0,6, + 9+ Qn,, 26, + 1; ﬁ) 0. (5.67)

C’est une équation transcendante impliquant la fonction hypergéométrique. Dans le cas actuel,
nous avons pour les parameétres les valeurs :
1 12 52

7t 5 @ = +—— (5.68)

1
6:7
2 4 ¢ ? q

Par conséquent, pour déterminer les niveaux d’énergie discrets, on doit résoudre numéri-

quement ’équation transcendante (5.67). Les fonctions d’onde des états liés correspondantes
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au spectre d’énergie donné par 1’équation (5.67) s’écrivent :

Eng Qnr*%
u(r) = r\yggo(r)zN(q ) <1 )

620” + q 1+ qe—Zon’

X 2F1 <1 + €n, + Qnr 5 €n, + 0 + Qnr, 2€nr + 17 20”?4_) s (569)

ou N est un facteur constant.

5.5 Cas particuliers

5.5.1 Premier cas : potentiels de Hulthén standard

En posant ¢ = —1 dans la définition (5.1), nous obtenons les potentiels de Hulthén standard
62047’6 -1 2
V_l(r) = S_l(’r') = De <1 - 620”_1) . (570)

Le parameétre §; défini par 'expression ( 5.35) peut s’écrire

S = -2 yfvr s (142 : (5.71)
l — 2 2 . .

Le spectre discret de I’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés peuvent étre

déduits respectivement a partir des équations ( 5.37 ) et ( 5.38). Ils valent

2
aDe(JV-;-"Z-Em-,l) _ <(m I %)2 Iy %)2 + (20 +1) \/a2De(J;£-i2-Em,l) +(1+ %)>
M?—E. , = 4o
(nr T YL = §)2>
1(1+1
(M + 5, D - “HUED, (5.72)
et
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uqf_l (r) = r¥i= ()

Nyl

~ ~ 1 __ __ 1
da€y, | (ny +€n, 0+ 01 + 1)] 2 {I‘ (np + 265, 1+ 1) T (np + 26,1+ 20, +2)] 2

’I’Lr+5l+1 nT'F(nr+25l+2)
1 o\ i+l [ 20\,
X——— (1 —e 2ar)% e 2ar €np,l
' (2€n,,0+1) ( ) )
o By (=py Ty + 2, 1 + 261 + 2, 260, + 17207 . (5.73)

Dans le cas des ondes s (I = 0), ces résultats coincident avec ceux obtenus également par

Papproche des integrales de chemin dans la Ref. [83].

5.5.2 Deuxiéme cas : potentiels de Woods-Saxon

2aR

En prenant ¢ =e et en supposant 2aR > 1, les expressions (5.1) prennent la forme du

potentiel de Woods-Saxon

2
2a(re—R)
c + 1) (5.74)

VWS(T> = De <1 - e?()é(’l‘—R) + 1

Le paramétre R est la largeur du potentiel et a~! étant I’épaisseur de surface.

Dans ce cas, la condition de quantification pour les états [ = 0 peut étre déterminée & 'aide

de la formule de transformation de Gauss (2.31) et en notant que q% ~ 1 pour 2aR > 1. Nous

montrons, aprés quelques calculs simples, que 1’équation (5.67) se met sous la forme :

T (2Q)T(1+e—0—Q)T(e+6—Q) (20120

T(2Q)T(1+e—6+Q) T (e+5+Q) =L (5.75)

Afin de simplifier la discussion de cette équation (5.75), nous considérons uniquement le cas

ol Q% < 0, ce qui signifie que le nombre @ est imaginaire pur. En posant

Q = ip, (5.76)

et en définissant ¢,¢4 et 1 ainsi :
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o1 = arg T (e + 6 +ip)
¢y = arg T (c — 6+ i)
¥ = arg T (2ip),

nous pouvons récrire (5.75) sous la forme :

exp |21 — 2i¢p; — 2i¢y — 24 arctan <M)] (e_QO‘R) e _

€—90

Cette équation conduit a la condition de quantification suivante :

2uaR + 1 — ¢ — ¢ — arctan (%) = <n+ ;) ,
c—

avecn = 0,41, £2, 43, ....

5.5.3 Troisiéme cas : potentiels de Morse

En posant ¢ = 0 dans l’expression (5.1), nous obtenons le potentiel radial de Morse

Vm(r) = De (1 — e—2a<7"—7’e>)2.

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

Le parameétre D, représente la profondeur du puits de potentiel et r. est la distance d’équilibre

entre les deux noyaux.

Dans ce cas, nous pouvons voir & partir des équations (5.68) que

~ 14 v ~ _18* v
5:02+q’ Qq:O 2 T

o1 132
1+€+Q_5— 2"‘6—57,

(5.81)

D’autre part, en utilisant la formule (2.65), il est facile de montrer qu’a la limite ou ¢ — 0,

les fonctions d’onde (5.69) se réduisent a
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ud=O(r) = T\I'Zfo(r)

, 1 152
— N(672Oﬂ“)€rbr exp (_V672O¢T) 1F1 <2 + €n, — 5%726“7" + 1;2V€2ar) (582)

Le spectre d’énergie peut étre tiré de la condition a la limite au point r = 0. En admettant
que 2ve~29Te > 1 et en utilisant le comportement asymptotique, nous pouvons voir facilement
a partir de 'expression (5.81) que la condition de quantification de 1’énergie est donnée par :

1 132

+e€

g ten g =ns n=0,123, ., (5.83)

ou encore

M? - E2 =4a? : (5.84)

2 Q

(nr - ;)2 - <n n 1) V2D, (E,, + M)

5.6 Conclusion

Comme dans le contexte non relativiste, nous constatons ici aussi que le potentiel vecteur
et le potentiel scalaire du type de Tietz amélioré comprennent trois formes particuliéres de
potentiel selon la valeur que prend le parameétre réel ¢ qu’il faut envisager lors de la construction
de la fonction de Green radiale. En toute rigueur, nous avons d’abord introduit une fonction
régulatrice lors de la formulation de 'intégrale de chemin pour contourner le probléme de la
singularité des potentiels & 'origine de la variable radiale et avoir une expression discréte stable
du propagateur. Notons bien que ce probléme négligé dans les autres applications et pris en
considération ici est sans conséquence sur les résultats obtenus.

Lorsque le parameétre de déformation q est négatif, nous avons vu que deux cas sont présents :
g < —1let —1 < g < 0. Dans le premier cas, nous avons remplacé le terme potentiel centrifuge
par une expression approximative analogue & celle du potentiel de Hulthén ¢—déformé. L’en-
semble composé des potentiels de Hulthén généralisés et de cette approximation a été converti
a l’aide d’une transformation spatiale accompagnée d’une fonction régulatrice appropriée en un

potentiel du type de Rosen-Morse g—déformé. La fonction de Green associée & 'onde [ a été
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obtenue sous une forme compacte a partir de laquelle le spectre d’énergie et les fonctions d’onde
proprement normalisées ont été déduits. Pour —1 < ¢ < 0, nous avons appliqué la méthode du
développement en série de perturbation pour introduire les conditions aux limites de Dirichlet
dans 'expression de 'intégrale de chemin. La fonction de Green relative aux ondes s(I = 0) a
été calculée sous forme compacte. L’équation de quantification de I’énergie a été obtenue ainsi
que les fonctions d’onde. Dans le cas ou ¢ est positif, les potentiels de départ sont équivalents
a des potentiels de Woods-Saxon généralisés. Un traitement comme celui qui est utilisé dans le
cas précédent nous a fourni la fonction de Green, I’équation de quantification de ’énergie et les
fonctions d’onde pour les états s(I = 0). Signalons enfin que les potentiels de Hulthén standard

2aR)

(¢ = —1), les potentiels de Woods-Saxon (¢ = e et les potentiels de Morse (¢ = 0) ont été

discutés comme des cas particuliers.
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Chapitre 6

Mouvement d’une particule de
Klein-Gordon dans un potentiel
vecteur et un potentiel scalaire du

type de Tietz-Wei

6.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de traiter, en détail dans le cadre de ’approche des intégrales de
chemin, le probléme d’une particule relativiste sans spin de masse M et de charge (—e) plongée
dans un champ central constitué d’un potentiel vecteur V(r) et d’un potentiel scalaire S(r). Le
potentiel scalaire est ajouté & la masse au repos de la particule et I’ensemble peut étre interprété
comme une masse effective dépendant de la position. Les potentiels V(r) et S(r) sont égaux et

de la forme :

V(T’) == S(T) = VTw(T), (61)

ou Vry (r) est le potentiel de Tietz-Wei défini par I'expression (3.1).
Parmi les travaux récents sur ce probléme, citons par exemple celui sur la résolution de

l’équation de Klein-Gordon pour les ondes s(I = 0) [87] et celui réalisé dans le cadre de ’ap-
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proche de 'analyse fonctionnelle pour traiter les ondes [ # 0 & 'aide de I'approximation de
Pekeris [34]. Mentionnons aussi celui sur 'application de la méthode de Nikiforov-Uvarov pour
résoudre ’équation de Klein-Gordon avec un potentiel scalaire et un potentiel vecteur du type
de Tietz-Wei généralisé pour une onde [ arbitraire dans un espace a D dimensions [32]. Cepen-
dant, il faut noter que les résultats de ces études ne sont pas satisfaisants, quelle que soit la
valeur du parameétre de déformation. Par conséquent, un traitement rigoureux et complet de ce
probléme qui tient compte de I'influence de ce paramétre mérite d’étre effectué.

Dans un premier paragraphe, nous formulons 'intégrale de chemin pour la fonction de Green
associée aux potentiels V(r) et S(r) égaux a Vpw (r). Nous traitons les potentiels V (r) et S(r)
comme étant des potentiels de Manning-Rosen déformés (0 < ¢j, < 1) dans le second paragraphe
en distinguant deux cas : et < ¢ < let 0 < ¢, < e b, Lorsque e b < ¢, < 1
et ro + ﬁln ¢, < r < oo, nous montrons sans difficultés que la fonction de Green radiale
associée & 'onde [ est calculable sous une forme compacte en choisissant une approximation
appropriée pour le terme potentiel centrifuge. Nous en déduisons le spectre d’énergie et les

bure " comme Dapproximation utilisée dans

fonctions d’onde normalisées. Pour 0 < ¢, < e~
le cas précédent ne convient pas, nous nous limitons a 1’évaluation de la fonction de Green
relative aux ondes s(l = 0). Dans ce cas, nous employons la méthode des perturbations pour
incorporer les conditions aux limites de Dirichlet dans l'intégrale de chemin. L’équation pour
déterminer les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde non normalisées peuvent étre extraites
respectivement & partir des poles et des résidus de la fonction de Green. Dans le troisiéme
paragraphe, nous abordons le cas ou —1 < ¢, < 0. Ici, les potentiels V (r) et S(r) sont similaires
au potentiel de Rosen-Morse déformé. Nous établissons la fonction de Green correspondante
également aux ondes s(I = 0) pour tirer 'équation d’énergie et les fonctions d’onde comme dans

le cas précédent. Dans le quatriéme paragraphe, nous considérons le probléme du potentiel de

Morse radial (¢, = 0). Le dernier paragraphe sera une conclusion.
6.2 Fonction de Green

La fonction de Green associée & un systéme physique se déplagant dans un potentiel vecteur

et un potentiel scalaire & symétrie sphérique se développe en ondes partielles [62] en coordonnées
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sphériques

1
gl A )

G(r ,t ,r,t) =

(2041
- Z ( ym )Gl (r”,t”,r’,t') P, (cos9), (6.2)
1=0

ol la fonction de Green radiale est donnée par :

2

[e.e]
1
G (T’I,tﬂ,T’,t/) _ 2./dA<T”,t”
2
0

exp {Z {fPf +(Py—V)?

! (l; DY 5)2] A}

r’,t’> , (6.3)

et Pj(cos ©) est un polynome de Legendre de degré [ en cos © avec cos © = % = cos 0" cos 0 +
sin 0" sin 6’ cos (¢ — ¢').
Dans la formulation de Feynman [16,21], la fonction de Green radiale Gy (r”,t",r',t’) est

explicitement exprimée sous la forme d’une intégrale de chemin

1 [e e}
Gl (T//at/,7r/) tl) - ? / dA‘Pl(T//) tl/? T/7t/;A)7 (6.4:)
0

1

ou le noyau By(r”,t" r' t'; A) s’écrit explicitement ainsi :

N N+1
P(r" " " A) = Am n|:|1 [ / drndtn] n|:|1 [ / T e
N+1

7 Z _(Pr)nATn + (PO)nAtn + €7A [_(PT)72’L

X
exp >

n=1

at i b, (Po)n — V(ra))? — (M + 5(7%))2” : (6.5)

r

3

dans lequel nous avons utilisé les notations habituelles suivantes : Ar, = r, — rn_1, Al, =
tn = tne1,7n =7 (tn) ;0 = 307

Pour procéder a I’évaluation de la fonction de Green (6.4), remarquons d’abord que le
calcul des intégrales sur les variables t, dans lexpression (6.5) donnent N distributions de

Dirac ¢ ((Py),, — (Po),,41)- En intégrant ensuite sur les variables (Fy),, on montre que

(P0)1 = (P0)2 = .= (PO)N—H =F. (66)
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Par conséquent, le propagateur Py (r”,t" ', t'; A) se récrit de cette fagon :

+oo
1
R 8) = o [ dBexp [iB( — )] P75 ) (6.7)
T
avec le noyau P(r”,7’; A) donné par :
N N+1
3 d PT n
o
€A 2 2
X exp { InAr, + > [—(Pr)n +(E—=V(ry))
+

x <M+ﬂm»H} (6:5)

En effectuant ensuite l'intégration par rapport aux variables (P,),, nous obtenons

2

P "N = _ lim H drn exp zNi
T QiWEANHOOnzl V2imep o

-2 (1014 5P~ (B - V)P + [ )ﬂ}, (69)

et en remplacant l'expression (6.7) dans (6.4), nous remarquons que le terme dépendant du
temps t ne contient pas la variable pseudo-temporelle A. Alors, nous pouvons récrire la fonction

de Green partielle (6.4) sous la forme :

+oo
1
Gl(r",t”,r',t') — 27 / dEeXp [ZE(t” o t/)] Gl(T",TI), (610)
™
avec
1 o
Gi(r",r") = % / dAP(r", 7' A). (6.11)
7

0
Comme le potentiel vecteur et le potentiel scalaire sont égaux au potentiel de Tietz-Wei, la

fonction de Green radiale (6.11) se réduit a
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Gy = 5 / dA exp [; (B - M?) A] Ki(r",1'; A, (6.12)
0
avec
N N+1 2
1 ‘ dr . (Ary)
K" - A) = 1 _-n n
1(r7, 5 A) 2imEN Ngnoo}_ll [ \/2i7r€A] P {anl 2en
(l+1
—%\ (2(E+M)VTW(rn)+ (7'2 )>]} (6.13)

Le propagateur radial (6.13) et la fonction de Green radiale (6.12) dépendent d’un parameétre
de déformation réel arbitraire cy. Lorsque 0 < ¢, < e~ %" ou —1 < ¢, < 0, la fonction de Green
(6.12) peut étre évaluée exactement seulement pour les états s, mais, quand e~ < ¢, < 1,
le probléme d’un état [ peut étre résolu en utilisant une approximation appropriée du terme
centrifuge. Alors pour entreprendre cette étude, trois cas intéressants doivent étre distingués

selon les valeurs de cp,.

6.3 Potentiels radiaux de Manning-Rosen déformés

Lorsque le paramétre de déformation ¢, est positif, c’est a dire 0 < ¢, < 1, le potentiel de
Tietz-Wei prend la forme du potentiel de Manning-Rosen ¢, —déformé défini par ’expression
(3.9). Comme nous l’avons fait dans le paragraphe (3.3), nous allons former la fonction de Green

radiale (6.12) en observant deux cas distincts : e 7" < ¢, < 1et 0 < ¢, < e rTe,

6.3.1 Premier cas : e " < ¢, <1

Dans ce cas, nous allons discuter l'intégrale de chemin seulement dans l'intervalle |rq, 00|
avec rg = Te + i In ¢y, puisque dans Uintervalle |0, o[ , la solution ne peut étre obtenue analyti-
quement et de plus, elle ne présente aucun intérét physique notable. Afin de construire I'intégrale
de chemin pour un état de moment cinétique orbital [, comme dans le sous paragraphe (3.3.1)
nous adoptons 'approximation (3.11) pour remplacer %2 contenu dans le terme potentiel centri-
fuge et nous transformons ensuite la variable r € |rg, +00[ en une nouvelle variable y € ]0, +o00|

par :
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1
r=re.+ ™ 2y +1Incy). (6.14)
h

En plus de ce changement de variable, nous transformons l'intervalle de temps local €5 en un

nouvel intervalle de temps b%ss et A = b%S. En mettant ces considérations ensemble, nous
h h

—bpTe

pouvons récrire la fonction de Green (6.12), pour e < ¢p, < 1, sous la forme :

~ 1
Gy (", r') = —EGMR v,y EF), (6.15)
avec
> 4
GumR (y",y’;Ef) = i/o dS exp <ib2EZQS> K&R(y//,y'; S), (6.16)
h
ou
E? — M? l(l—i—l) By Ap
=" _(M+E)Vy— Co— — + — 6.17
l 2 ( + ) 0 2 < 0 2Ch 20z> ) ( )
et

Kt = [ Dy i [ 15 - Vinw)] as). (6.18)

0

est le propagateur associé au potentiel standard de Manning-Rosen [4]

. B
Virp (y) = —Ajcothy + —5—;  y€eRY, (6.19)

sinh” y

ol les parameétres A; et B; sont donnés par :

A= [4(E+M)v1—z(z+1) (i—i)} ,
B 2520 ]

(6.20)

La fonction de Green peut étre exprimée sous forme compacte comme cela est connu dans

la littérature [51-53]
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T'(My — Lg)T (L + My +1)
Gur (Y'Y Ef) =
mr (v ¥ EY) D(My+My+1)T (M — My +1)

Mq+Moy+1
" 2 2 2
1+ cothy’ 1+ cothy”

Mq—Mso
2

9 cothy’ — 1 cothy” — 1
cothy’ + 1 cothy” + 1

coth —1
X oF7 <M1 —Lg,Lp+ M, +1,M; —M2+1;y>>

cothys +1
2
Fi (M, —Lg, L My +1,M;+My+1;, ——m | .
X 9 1< 1 E,Lp+ My + 1, My + Mo + ’cothy<+1>
(6.21)
Les quantités Ly, My et My sont données par :
Lp=-i+ L /(M+E)[M—-FE+?2 1(1+1 —Bo 4 4
E 2erh\/( + E) | +2(Vi+WVo)l +1(1+ )(Co ch+cz)7 (6.22)
Mg =6+ 3-+/(M+E)[M—E—2(WVi - Vo) +1(+1)Co.
avec
1 8(M+E) L(1+1)
Oy =4/~ VL Ap. 6.23
! \/4+ Ban 2T TRE (6.23)

Le spectre d’énergie des états liés peut étre obtenu & partir des poles de la fonction de Green

(6.21) ou des poles de la fonction d’Euler I' (M7 — Lg). Ces poles sont donnés par

My — Lg = —n,; n.=0,1,2.... (6.24)

En insérant les valeurs de Lg et M; dans (6.24), nous obtenons

A B
M2 B, = 2(M 4 B ) Vo 104D (Cot 35— 50 )

b? A
5 + b []\ﬂ 4+ 2L
¢, 2cp

4
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avec

1
Nr:nr+5l+§7

et

4(M + E, I(1+1) (A, B
z= 2M A )y, (+)<00)_

02 2 \& o

Les fonctions d’onde correspondantes sont de la forme :

Unr,l(r) = N”w-,l (1 _ Che—bh(r—re)>§+5l (Che_bh(T_Te)>’Yz

X P}f”’?‘”) (1-— QChe_bh(T_’"e)),

avec le parameétres «y; défini par :

1

= 5o+ By ) [M = By — 206~ W) + L0+ 1) o

v

et la constante Nnm s’obtient a partir de la condition de normalisation

+oo 9
/ Uy, (r)|"dr = 1.

1
e+§ lnch

Le calcul méne a

20py; (N + 7+ 00+ 2) 0T (ny + 29, + 26, + 1)
ne+6 + 3 F'(ny+2y,+ 1) T (n, +25; + 1)

Nnr,l = [

6.3.2 Deuxiéme cas : 0 < ¢, < e " et r € RT.

N

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

Dans ce cas, le potentiel (3.9) est défini dans U'intervalle RT. La transformation r = r. +

i (2y + Incp,) convertit r €10, +00[ en y € |—3 (bpre +1ncy) , +00[ . Cela signifie que le noyau

(6.13), pour [ = 0, est le propagateur décrivant I’évolution d’une particule en présence d’un

potentiel de type Manning-Rosen sur la demi-droite y > yg = f% (bpre + Incy). En effectuant

45

la transformation temporelle A = 7
h

ainsi
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nous pouvons récrire (6.12), pour 0 < ¢ < e e et [ = 0,



1 ~
Go(r",r") = —EGSJV[R (y",y”; Eg) , (6.32)

avec -
é%JR (y”7 y”; EO l/dS exp < S> K](e/[R(y”? y,; S)v (633)
0
ol
E2 o M2
E2 = —— — (M+E)W, (6.34)
et

sinh?y

S
Ky 'y 8) = /Dy(S)eXp{i/O

.9 _ B
%—i—Aocothy—. 0 ]ds}; Yy > 1Yo,

(6.35)

avec les constantes Ay et By données comme suit :

AO _ 4(E+M)‘/1’

(6.36)

By = 4(E+M) V.

b?cp,
Le propagateur K9, (y",y';S) décrit le mouvement d’une particule soumise au potentiel de
Manning-Rosen défini sur la demi droite y > yo. Comme une intégration directe des chemins
n’est pas possible, nous pouvons construire la fonction de Green correspondante en termes de
la fonction de Green dans l'intervalle R™ a 1'aide de la méthode de développement en série
de perturbation discutée en détail dans la littérature [51-53] et qu’il n’est pas nécessaire de

rappeler ici. Tous calculs faits, nous trouvons

GMR(y Yo; EO)GMR(y()v y'; Eo)
GMR(yOa Yo; Eg)

GYr (v y" ER) = G rly" s EE) — , (6.37)

ot GY,5(y",y/; EZ) est la fonction de Green (6.21) associée au potentiel de Manning-Rosen
(6.19), pour les ondes s(I = 0) et 0 < ¢j, < e~ 0nTe,

Le spectre d’énergie est déterminé par les poles de l'expression (6.37), c’est a dire, par
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I'équation GY; 5 (vo, yo; Eg) = 0, ou bien par I'équation transcendante

1 1
2 Fy <2 + 00 — Yo + wo, 5t do + o + wo, 279 + 1 Cheb”e> =0, (6.38)

ol les quantitiés dp, v, et wo sont définies par :

2
bicp,

0g = \/}1 + 78(M+ERT)V2,

Yo = /(M + En,) [M = B, —2(V1 = V), (6.39)
wo = /(M + Bn,) [M = E,, +2(Vi + V).

L’équation transcendante (6.38) peut étre résolue numériquement pour déterminer les ni-
veaux d’énergie de la molécule diatomique. Les fonctions d’onde correspondantes sont de la

forme :

Un, (1) = c(l_che—bhv—re))%*% (cne e

1 1
x oFy <2 + do + wo — Yo, 5t 00 + Yo + wo, 270 + 1; Che_bh(r_re)> ;

(6.40)

ou C est un facteur constant. Notons que ces fonctions d’onde satisfont bien les conditions aux

limites

Un, (1) — 0, (6.41)
et

Un, (r) — 0. (6.42)

6.4 Potentiels radiaux de Rosen-Morse

Pour —1 < ¢, < 0, le potentiel de Tietz-Wei est analogue au potentiel de Rosen-Morse c¢j,-
déformé défini par I'expression (3.39) et comme 'approximation du terme potentiel centrifuge

adoptée dans le sous paragraphe (3.3.1) ne s’applique pas au cas du potentiel de Rosen-Morse
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(voir, par exemple, la discussion sur la validité d’une approximation de ce type dans notre
précédent travail [54]), nous nous contenterons de 1’étude des ondes s(I = 0) en évaluant la
fonction de Green afin de trouver les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes
des états liés. Dans ce cas, la fonction de Green radiale (6.12) s’écrit

+o00

1 ~ ~
Go(r",r") = % / dA exp [iEgA} Ko(r",r"; A), (6.43)
0

ot le propagateur Ko (r",r'; A) est donné par :

Ko(r",r'; A) = L lim ﬂ A exp z]\f (Ary)”
Y 2umep N—oo i’ \2imep ot 2ep
—epA (B + M) Vrw (r)]}, pour —1<¢, <O. (6.44)

Pour évaluer la fonction de Green (6.43), nous effectuons la transformation de coordonnée

suivante :

1
r € ]0,4+00] — u € Jug, +o0[; up = ~5 (bpre + Inlcy)) , (6.45)
définie par :
1
r:re+b—(2u+ln|ch]). (646)
h

2

Aprés avoir changé ey en o %c; ou A en a~2S, nous pouvons écrire la fonction de Green

(6.43), sous la forme suivante :

~ 1 ~ =~
Go(’l“”,T'/) = _b*G%M (u/,vu/;Eg>
h
[ AE}
— _i i exp <ibzos> K (w05 S), (6.47)
h

ou
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E? — M?

=2 e mu, (6.43)
et
0 Slu - B
Koy (" 3 8) = /Du(s)exp z/ — —Atanhu+ ————=—|dsp; u>wup. (6.49)
0o | 2 len| cosh? u

Les constantes A et B sont données par :

N
Il

3 (E+M)UL,
h (6.50)

o3
Il

é(E—G—M)Uz

Le propagateur (6.49) a la méme forme que l'intégrale de chemin associée au potentiel
introduit & l'origine par Rosen et Morse pour discuter les états de vibration des molécules
polyatomiques [3]. Le potentiel de Rosen-Morse est défini pour v € R, mais dans ce cas, nous
avons transformé l'intégrale de chemin pour le potentiel (3.1) en une intégrale de chemin pour
un potentiel du type de Rosen-Morse standard via la transformation » — 7 (u) qui convertit
r€RY —ue|-L(byre +1nlep|), +00]. Ceci signifie que le mouvement de la particule a lieu

sur la demi-droite u > ug = —% (bpre + 1n|cy)) .

G?%M(“”7 Uo; Eg)G%M(UO, u'; E&)
G (0, uo; E)

é%M (u",u';E‘%) = G%M (u",u'; Eg) — , (6.51)

ot G%, (u” ' Eg) est la fonction de Green associée au potentiel standard de Rosen-Morse [3]

B

Vrn(u) = Atanhu — ——;
|ep| cosh® u

u € R, (6.52)

avec la fonction Green G%,, (u” Ju'; Eg) donnée par :
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GY (u” u's EQ) = I'(My — Lg)T' (Lg + My +1)
RM s Uy Lo F(M1+M2+1)F(M1_M2_|_1)
1 —tanhu/ 1 — tanhe/\ M+M2)/2
: < 2 2 >
« 1+ tanhe 1+ tanhw”\M—M2)/2
2 ' 2

1 4 tanh

X 2F) (Ml —Lp,Lp+ M +1,M _M2+1;+an“>>
1 — tanh

<2 (Ml_LE,LE+M1+17M1+M2+1;f;n“<>7

(6.53)

dans laquelle nous avons employé les notations suivantes :

8(E+M)
b2 Ich|

Lg=-3+,/1+

2,

My = (VOI+ EY M~ E+2(0 + 00)] £ /(M + B[ ~ B +2(0p — 07)]).
(6.54)

Les niveaux d’énergie des états liés sont déterminés & partir des poles de la fonction de
Green (6.53), c’est a dire, par I’équation GORM(uO,uo;Eg) = 0, ou encore par la condition de
quantification suivante qui est une équation transcendante comprenant la fonction hypergéo-

métrique

[hl
2F1<7+W_Q+1,7+W+Q 27+1W :0, (655)

ol les parameétres Q, 5 et @ sont définis par :

Q=4+ [t + pn,
=& (M+E,)[M—E, +2U+U1)], (6.56)
O =5/ (M+E, ) [M—E,, +2(U—Uh)]:

L’équation (6.55) peut étre aussi résolue numériquement.

En utilisant la fonction de Green (6.53) pour le potentiel de Rosen-Morse et le lien entre
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(6.47) et (6.53), nous montrons que les fonctions d’onde correspondant aux états liés ont la

forme :

- ca| )ﬁ < L >
Z/{n = C
r(T) (Ch‘ 4 ebn(r=re) 1+ ‘Ch| e—bn(r—re)
|enl

X2F1<'7+W_Q+1,7+W+Q,2’Y+1,’0h’—i_ebh(r_re)>7 (657)

ou C est un facteur constant. Ces fonctions d’onde sont acceptables physiquement car elles

satisfont les conditions aux limites

Uy, (r) — 0, (6.58)
r—0
et
U, (r) — 0. (6.59)

6.5 Potentiels de Morse

En faisant tendre cj, vers 0, dans expression (3.1), le potentiel de Tietz-Wei se réduit au

potentiel radial de Morse

Var(r) = D (1 - e*f*(T*’”e))?. (6.60)

Dans ce cas, on peut voir a partir des équations (6.56) que

Q = 1+x(1+),

\ch|_—>0 2
- M\gﬁ) 7, (6.61)
w o~ A
jen|—0 Inl”
expressions dans lesquelles nous avons posé
1
Il = B\/MQ — E2+2D(E+ M), (6.62)
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et

A= 2D(E + M. (6.63)

|

En utilisant la proprieté de la fonction hypergéométrique (2.65), les relations entre la fonction
hypergéométrique confluente et les fonctions de Whittaker (2.66) et (2.67) et la formule (2.68),
nous montrons, aprés quelques calculs simples, que la fonction de Green (6.51) se réduit a la

fonction de Green bien connue associée au potentiel radial de Morse,

iM F (% - X + ﬁ) ZN+ZI
Gum (7“'/,7"/; EO) = _7F it D) me 2 MX,TL (z') W~ﬁ (z”) 2>

ol z = 2Xe*B(T*T6).

Pour déduire le spectre d’énergie, nous nous reportons a 1’équation (6.55) et nous notons

que
lim  oF) a+w-@+1,a+w+@,2&+1;|07htl)
len|—0 |cn| + enre
1 ~ o ~
) <2—>\—|—/L,2/L+1;2)\65r5>=0. (6.65)

C’est une équation transcendante compliquée & résoudre analytiquement pour déterminer les
niveaux d’énergie, mais comme, en général les valeurs de X et P sont telles que XePre > 1
pour les molécules diatomiques standard [56], nous pouvons donc utiliser le comportement
asymptotique de la fonction hypergéométrique confluente, nous pouvons voir a partir de (6.65)

que la condition de quantification de 1’énergie est donnée par :

— A+ =—n,, n,=0,1,2,.... (6.66)

En insérant maintenant les valeurs de A et i dans (6.66), on trouve les niveaux d’énergie bien

connus associés au potentiel radial de Morse :
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M? - E2 =p° : (6.67)

1\? 1 2D (E,, + M)
(m+3) = (m+3) E

2D(En,.+M) 1
aveC Ny max =y~ 5 — 3 (-

De l'expression (6.64), en passant a la limite |c,| — 0, nous aurons pour les fonctions d’onde

correspondantes :

VZMD _

(e—ﬁ(r—re)) R

x 1Fy <—nr, —2n, + /23\/21) (B, + M); ;\/21) (E,, + M)e_ﬁ(’”_”e)> ,

(6.68)

_ \/2D (E, M) 4.
u7|lcrh\70 (T) _ Nexp [_ ( Br + )6 B(r—re)

ou N est la constante de normalisation.

6.6 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu le probléme d’une particule relativiste sans spin en
présence d’un potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire égaux du type de Tietz-Wei déformé
par lintégrale de chemin. Ce probléme n’a été discuté que partiellement par la résolution de
I’équation de Klein-Gordon [73]. Cependant, une solution compléte peut étre donnée pour tout
parameétre de déformation |c,| < 1. Comme nous ’avons montré, I'intégrale de chemin pour la
fonction de Green associée a cette mixture de potentiels vecteur et scalaire égaux ne peut étre
évaluée d’une manieére unifiée quelle que soit la valeur du parameétre de déformation c¢p,. Lorsque
e bnme < ¢ < let re—i—i Inc, < r < 00, la fonction de Green radiale pour tout état [ est calculée
directement en utilisant une approximation appropriée du terme potentiel centrifuge. Nous
obtenons alors I’équation d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes. Pour 0 < ¢, < e~ b7
ou —1 < ¢, < 0, nous nous sommes limités & I’évaluation des fonctions de Green pour les
ondes s(I = 0). Nous avons montré que la transformation de la fonction de Green associée au
potentiel de départ défini sur I'intervalle R dans une intégrale de chemin associée au potentiel

du type de Manning-Rosen ou de Rosen-Morse réduit le probléme a celui d’une particule forcée
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a se déplacer dans un demi-espace y > 1o. Ce probleme avec des conditions aux limites de
Dirichlet est traité a ’aide de 'approche des perturbations. Dans les deux cas, les conditions de
quantification sont des équations transcendantes impliquant la fonction hypergéométrique qui
peuvent étre résolues numériquement pour déterminer les niveaux d’énergie des états liés. Les
fonctions d’onde radiales, exprimées en termes des fonctions hypergéométriques, sont également

obtenues.
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Conclusion

Dans ce mémoire, aprés avoir présenté succinctement le formalisme des intégrales de chemin
de Feynman couvrant en particulier la formulation de I'intégrale de chemin en coordonnées
polaires pour traiter le probleme d’un potentiel a symétrie sphérique et donné quelques apergus
sur les techniques couramment employées dans le cadre de la méthode des intégrales de chemin
a savoir les transformations d’espace et de temps, 'introduction de fonctions régulatrices et
le développement en série entiére de perturbation, nous avons repris de fagon originale ’étude
compléte d'un ensemble de systémes quantiques composés de molécules diatomiques en mou-
vement dans des modeéles de potentiels centraux largement utilisés en physique théorique et en
chimie quantique.

Dans le cadre de la mécanique non relativiste, nous nous sommes penchés d’abord sur le
probléme d’une particule en mouvement dans le potentiel de Tietz amélioré ayant fait ’objet de
plusieurs travaux par divers techniques d’analyse dont les résultats sont partiellement corrects. Il
s’agit 1a d’une présentation qui tient compte des valeurs possibles du parameétre de déformation
q selon lesquelles ce potentiel est analogue au potentiel de Manning-Rosen radial ou au potentiel
de Rosen-Morse radial pour lesquels un solution unifiée est inconcevable contrairement & ce qui
a été rapporté dans la littérature [6,10, 11] pour ¢ = 1 ou celle relative au potentiel de Rosen-
Morse radial déduite a partir de celle du potentiel de Rosen-Morse symétrique [13]. Dans chaque
cas caractérisé par le parameétre ¢, ’équation d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes
sont extraites de ’expression compacte de la fonction de Green.

Nous avons appliqué le traitement précédent du potentiel de Tietz amélioré au potentiel
de Tietz-Wei dépendant du parameétre d’optimisation ¢, défini dans l'intervalle —1 < ¢; < 1.

Comme le parameétre ¢ contenu dans le potentiel de Tietz amélioré, le parameétre ¢, revét une
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grande importance dans la facon de déterminer les solutions du probléme. A la différence des
discussions qu’on trouve dans un nombre impressionnant de travaux sur la spectroscopie de
molécules diatomiques en présence de ce potentiel [25,27-35,59-61], nous avons présenté une
analyse de ce probléme en subdivisant judicieusement l'intervalle de variation du parameétre cp
en trois, & savoir : —1 < ¢; <0, 0 < ¢; < e Ph" et et < ¢, < 1. Chaque cas a nécessité un
procédé de calcul distinctif pour parvenir a une solution appropriée du probléme.

Par ailleurs, nous avons observé que 'expression du potentiel diatomique (potentiel de Tietz
ameélioré ou potentiel de Tietz-Wei) dépend d’un parameétre de déformation qui délimite la
définition de la fonction potentielle et modifie par conséquent les conditions aux limites qui
doivent étre imposées aux solutions du probléme pour qu’elles soient acceptables physiquement.
Pour I’étude des états [, approximation utilisée & la place du terme T% contenu dans le terme
potentiel centrifuge dépend des constantes Ag, By et Cy ajustables suivant le type de molécule
étudiée. Elle differe de celle de Pekeris dont les constantes sont définies en fonction du parameétre
de déformation & partir du développement en série de Taylor. Ce qui réduit son application a
un ensemble limité de molécules diatomiques.

Dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, nous avons réexaminé le probléme
d’une particule sans spin, de masse M et de charge (—e) en présence d’'un potentiel vecteur
V, () et d’un potentiel scalaire S, (1) égaux et du type de Rosen-Morse déformé en distinguant
ici aussi trois cas selon les valeurs que peut prendre le paramétre réel q. Nos résultats sont
originaux et plus complets que ceux obtenus & travers la résolution de I’équation de Klein-
Gordon [73]. Nous avons également abordé un probléme semblable avec un potentiel vecteur et
un potentiel scalaire égaux et du genre de Tietz amélioré dans un autre esprit en convertissant
ces potentiels en ceux de Hulthén ou ceux de Woods-Saxon selon les valeurs du parameétre
q. Enfin, nous avons étendu I’approche employée dans le traitement du systéme soumis & un
potentiel vecteur et un potentiel scalaire du type de Rosen-Morse cp—déformé a ’étude d’un
systéme diatomique relativiste sans spin plongé dans un champ constitué d’un potentiel vecteur
et un potentiel scalaire identiques ayant la forme du potentiel de Tietz-Wei. La comparaison de
nos résultats pour ces deux derniers systémes quantiques avec ceux obtenus récemment (Jia et
coll. [88], Falaye et coll. [34]) montre que les résultats de ces derniers sont incontestablement

incorrects.
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Pour terminer, il faut souligner que ’approche des intégrales de chemin a, entre autres bé-
néfices, un avantage indéniable par rapport aux variantes de la méthode d’analyse spectrale
directe (algebre de Lie et groupes, SUSYQM, Nikiforov-Uvarov, itération asymptotique,...) qui
permet d’incorporer dans l'intégrale de chemin de Feynman les conditions aux limites de Di-
richlet rencontrées dans le cas des potentiels déformés par un parametre réel. Les résultats
(spectre d’énergie et fonctions d’onde) obtenus sont plutot satisfaisants.

Il faut mentionner que nos résultats sont assurément corrects puisque le spectre d’énergie et
les fonctions d’onde correspondant & plusieurs cas particuliers bien connus dans la littérature

et qui peuvent servir comme des tests ont été retrouvés.
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Complete study of some deformed diatomic
potentials by the Feynman path integral

Abstract:

This work is concerned with the use of the Feynman path integral formalism
for the study of a set of quantum systems subjected to some spherically
symmetric deformed diatomic potentials of interest in theoretical physics and
in quantum chemistry.

In the framework of the nonrelativistic quantum mechanics, we first
reviewed the problem of the improved radial Tietz potential that depends on
the real parameter g of deformation. Next, we discussed again that of the
radial Tietz-Wei potential characterized by the real parameter of deformation -
1<cy<1. In all cases concerning the deformation parameter, the radial Green’s
function in closed form, the energy spectrum and the wave functions of bound
states are evaluated.

In the context of the relativistic qguantum mechanics, the problems of a
spinless relativistic particle in the presence of equal vector and scalar
potentials, following the exact shape of the g-deformed radial Rosen-Morse
potential, the deformed radial Tietz-Wei potential and the deformed improved
radial Tietz potential are reexamined. In the different cases, the radial Green
function is constructed in closed form. The energy spectra and the wave
functions are determined.

Key words: Path integral, propagator, Green’s function, Rosen-Morse
potential, Tietz potential, Tietz-Wei potential, bound states.



Résumeé :

Ce travail concerne I'utilisation du formalisme des intégrales de chemin de
Feynman pour I'étude compléte d’un ensemble de systémes quantiques soumis
a certains potentiels diatomiques a symétrie sphérique intéressant la physique
théorique et la chimie quantique.

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, nous avons
d’abord revu le probleme du potentiel radial de Tietz amélioré qui dépend
duparametre réel q de déformation. Nous avons ensuite rediscuté celui du
potentiel radial de Tietz-Wei caractérisé par le parameétre réel de déformation
-1<c,<1. Dans tous les cas touchant le parametre de déformation, la fonction
de Green radiale sous forme compacte, le spectre d’énergie et les fonctions
d’onde des états liés sont évalués.

Dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, les problemes d’une
particule relativiste sans spin en présence d’un potentiel vecteur et d'un
potentiel scalaire égaux, épousant la forme du potentiel radial de Rosen-Morse
g-déformé, du potentiel radial de Tietz-Wei déformé et du potentiel radial de
Tietz amélioré déformé, sont réexaminés. Dans les différents cas, la fonction de
Green radiale est construite sous forme compacte. Les spectres d’énergie et les
fonctions d’onde sont déterminés.

Mots clés : Intégrale de chemin, propagateur, fonction de Green, potentiel de
Rosen-Morse, potentiel de Tietz, potentiel de Tietz-Wei, états liés.





