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Introduction

Peu de temps après la fondation de la mécanique quantique dans les années trente [1, 2] et

le succès de la résolution de l�équation d�onde d�une particule dans le potentiel de Coulomb par

Schrödinger, un progrès considérable est fait dans la recherche des modèles de potentiels pour

décrire de façon réaliste des interactions nucléaires, inter-atomiques ou moléculaires. À titre

d�exemples, dans le domaine de la physique moléculaire, nous pouvons citer, en premier lieu, le

potentiel à une dimension introduit en 1932 par Rosen et Morse pour traiter analytiquement les

états de vibration des molécules poly-atomiques [3], suivi de la fonction potentielle suggérée par

Manning et Rosen en 1933 pour étudier les vibrations des molécules diatomiques [4] et dans le

domaine nucléaire, il y a le potentiel d�interaction entre un neutron et un proton proposé en 1935

par Yukawa [5]. Dans un espace à trois dimensions, ces potentiels appartiennent à deux vastes

classes de potentiels dits potentiels de Natanzon [6] à symétrie sphérique qui dépendent de six

paramètres indépendants : h0; h1; f; a; b0; et c0. Les paramètres h0; h1 et f apparaissent dans

l�expression du potentiel radial U (r) et les trois autres sont contenus dans la transformation

qui convertit l�équation de Schrödinger radiale en une équation di¤érentielle hypergéométrique.

Il existe deux types de potentiels de Natanzon. Le type con�uent ( par référence à l�équation

di¤érentielle con�uente ) comporte l�oscillateur harmonique radial, le potentiel de coulomb et le

potentiel de Morse radial comme des cas particuliers et le type hypergéométrique contient des

potentiels à symétrie sphérique tels que le potentiel de Pöschl-Teller général [7], le potentiel de

Rosen-Morse général [3], le potentiel de Manning-Rosen [4] et le potentiel de Eckart [8]. Chaque

type de potentiel résulte d�un choix particulier des paramètres h0; h1; f; a; b0; et c0.

L�élaboration des modèles de potentiels par les théoriciens ne se fait pas seulement par une

modi�cation des potentiels élémentaires ( le potentiel de l�oscillateur harmonique, le potentiel
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de Coulomb, le potentiel de Morse), mais aussi par une déformation paramétrique qui remonte à

une vingtaine d�années. Ce nouveau type de potentiels construits sur la base d�une déformation

des potentiels hyperboliques en introduisant un paramètre réel q est dû à Arai [9] dans une

étude d�une classe de potentiels invariants de forme réalisée dans le cadre de la supersymétrie en

mécanique quantique. L�introduction du paramètre q sert comme un paramètre supplémentaire

dans la description des interactions inter-atomiques et en outre, dans un problème radial, le

paramètre q permet, en particulier, de dé�nir la position du centre de masse de la molécule par

rapport à l�origine des coordonnées.

Cependant, il faut noter que la méthode de Natanzon qui consiste à transformer l�équation

de Schrödinger radiale en une équation di¤érentielle hypergéométrique et l�approche de l�algèbre

de Lie SO (2; 2) proposée par Wu et coll. [10] ne permettent pas de traiter de façon uni�ée à

la fois la classe de potentiels qui comporte le potentiel de Pöschl-Teller radial, le potentiel

de Manning-Rosen radial et le potentiel de Rosen-Morse radial. Ce dernier potentiel �gure

également dans un travail e¤ectué par Barut et coll. [11] dans le cadre d�une méthode basée

sur l�algèbre du groupe de Lie non compact SO (2; 1). Il faut signaler que le spectre d�énergie

dé�ni par l�équation,

p
f + 1� aEn �

p
h0 + 1� c0En �

p
h1 + 1� c1En = 2n+ 1;

et les fonctions d�onde des états liés exprimées en termes des polynômes de Jacobi obtenus dans

les travaux de Natanzon et de Wu et coll. ne sont pas satisfaisants. La raison est simple : il s�agit

d�un problème avec une condition à la limite de Dirichlet au point r = 0 puisque dans ce cas,

le mouvement a lieu dans le demi-espace r > 0. Comme la théorie des groupes est construite

sur la base de la méthode de factorisation de Infeld-Hull-Miller [12], elle se heurte à la di¢ culté

d�incorporation des conditions aux limites de Dirichlet. Dans une autre étude [13], une solution

incorrecte de l�équation de Schrödinger avec le potentiel de Rosen-Morse radial (appelé aussi

potentiel de Pöschl-Teller modi�é radial) a été proposée pour les ondes s(l = 0) à partir de celle

avec le potentiel de Rosen-Morse symétrique en imposant que la fonction d�onde générale doit

avoir des dérivées continues à l�origine pour garder uniquement les solutions impaires.

Le but de ce travail est d�étudier en detail, par l�intermédiaire du formalisme simpli�é des in-
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tégrales de chemin de Feynman, divers systèmes dynamiques importants en physique théorique

( nucléaire, atomique ou moléculaire ) et en chimie quantique. Il s�agit en fait de réexami-

ner rigoureusement ces systèmes dynamiques discutés récemment à l�aide d�autres méthodes

inappropriées.

Ce mémoire comporte six chapitres. Le premier chapitre est consacré à une présentation

simpli�ée du formalisme des intégrales de chemin en coordonnées polaires dans un espace Eu-

clidien à trois dimensions, de la technique des transformations d�espace-temps et de la théorie

des perturbations pour résoudre des problèmes avec des conditions aux limites de Dirichlet.

Nous abordons ensuite le domaine des applications, en commençant par la plus simple relative

au problème du mouvement d�une particule dans le potentiel de Tietz amélioré dans le chapitre

2. Nous étudions en détail les états liés du système quantique en distinguant tous les cas dé�nis

par le paramètre q de déformation. Dans chaque cas, nous calculons la fonction de Green pour

déduire l�équation d�énergie et les fonctions d�onde. Le chapitre 3 concerne l�analyse du pro-

blème d�une molécule diatomique placée dans le potentiel de Tietz-Wei dépendant en particulier

d�un paramètre réel de déformation �1 < ch < 1: Comme dans le chapitre précédent, nous nous

intéressons au problème des états liés en suivant une démarche similaire pour construire la fonc-

tion de Green radiale et donner le spectre d�énergie ainsi que les fonctions d�onde en considérant

tous les cas caractérisés par le paramètre d�optimisation ch: Le chapitre 4 traite le problème

d�une particule relativiste sans spin, de masse M et de charge (�e) ; en mouvement dans une

mixture de potentiels composée d�un potentiel vecteur et d�un potentiel scalaire égaux et dont

la forme est celle du potentiel de Rosen-Morse radial q-déformé. Le problème de la construction

de la fonction de Green se présente ici aussi de façon di¤érente suivant la valeur que prend le

paramètre q de déformation. Nous déduisons la condition de quanti�cation de l�énergie et les

fonctions d�onde. En�n, les chapitres 5 et 6 reprennent respectivement la discussion du potentiel

de Tietz amélioré et du potentiel de Tietz-Wei dans le cadre relativiste (particule sans spin).

Une partie de ce travail de recherche original a donné lieu à trois publications dans des

revues de renom internationnal.
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Chapitre 1

Généralités sur les intégrales de

chemin

1.1 Introduction

Ce chapitre est destiné à exposer de manière simpli�ée un ensemble de notions de base de

l�intégrale de chemin et des techniques d�intégration des chemins qui nous servirons par la suite

dans la discussion des problèmes que nous nous proposons d�aborder dans cet ouvrage.

Le paragraphe 2 est consacré à la formulation de l�intégrale de chemin pour une particule

non relativiste dans un potentiel central V (r). Le traitement général est présenté en coordon-

nées polaires dans l�espace des phases. Nous montrons que l�intégrale de chemin se décompose

en deux parties : une partie angulaire et une autre radiale. Le paragraphe 3 rappelle les tech-

niques de transformations qui sont en général une combinaison d�une transformation spatiale

et d�une transformation temporelle dite couramment reparamétrisation des chemins. L�intro-

duction d�une fonction régulatrice est aussi abordée dans le cas d�un potentiel singulier. Dans

le paragraphe 4, nous formulons l�intégrale de chemin pour une particule de Klein-Gordon en

présence d�un potentiel vecteur et d�un potentiel scalaire. En�n, dans le paragraphe 5, nous pré-

sentons succinctement la méthode des perturbations appliquée à un problème avec les conditions

aux limites de Dirichlet.
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1.2 Intégrale de chemin en coordonnées polaires

Considérons une particule de masse � en mouvement dans un potentiel à symétrie sphérique.

Si ~P est l�impulsion de la particule, ~r son vecteur position, l�Hamiltonien est

H =
P 2

2�
+ V (r) : (1.1)

Pour exprimer H à l�aide d�opérateurs hermitiques, nous construisons les opérateurs suivants

associés aux composantes de l�impulsion :

Pa =
~
i

�
@a +

�a
2

�
; (a = r; �; ') ; (1.2)

où les symboles de Christo¤el �a sont dé�nis par :

�a = @a (ln
p
g) : (1.3)

g étant le déterminant du tenseur métrique gab = diag
�
1; r2; r2 sin2 �

�
:

L�Hamiltonien (1.1) s�écrit

H = � ~
2

2�
�LB + V (r) ; (1.4)

avec �LB l�opérateur de Laplace-Beltrami donné par :

�LB =
1
p
g
@ag

abpg@b; (1.5)

où gab est le tenseur réciproque du tenseur gab: Ses composantes sont dé�nies par :

gab =
cofacteur de gab

g
: (1.6)

En termes des opérateurs (1.2), l�Hamiltonien (1.4) se met sous la forme :

H =
P 2r
2�
+
P 2� � ~2

4

2�r2
+

P 2' � ~2
4

2�r2 sin2 �
+ V (r) : (1.7)

Pour construire l�intégrale de chemin, nous considérons les états propres j~ri avec la proprièté
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�!r 00�� �!r 0� = �
��!r 00 ��!r 0�

=
�
r002r02 sin �

00
sin �0

��1=2
�
�
r00 � r0

�
�
�
�00 � �0

�
�
�
'00 � '0

�
; (1.8)

et le propagateur in�nitésimal

K (�!r n; tn;�!r n�1; tn�1) = h�!r nj e�
i
~ "H j�!r n�1i : (1.9)

À " = tn � tn�1 ! 0, l�élément de matrice (1.9) s�écrit

h�!r nj e�
i
~ "H j�!r n�1i � h�!r nj �!r n�1i �

i

~
" h�!r njH j�!r n�1i : (1.10)

En tenant compte de la relation

h�!r nj �!r n�1i = � (�!r n ��!r n�1)

=
�
r2nr

2
n�1 sin �n sin �n�1

�� 1
2 � (rn � rn�1) � (�n � �n�1) �

�
'n � 'n�1

�
=

�
r2nr

2
n�1 sin �n sin �n�1

�� 1
2

Z
dPrn
2�~

dP�n
2�~

dP'n
2�~

� exp
�
i

~
�
Prn (rn � rn�1) + P�n (�n � �n�1) + P'n

�
'n � 'n�1

���
;

(1.11)

nous obtenons

K (�!r n; tn;�!r n�1; tn�1) �
�
r2nr

2
n�1 sin �n sin �n�1

�� 1
2

Z
dPrn
2�~

dP�n
2�~

dP'n
2�~

� exp
�
i

~
�
Prn�rn + P�n��n + P'n�'n � "H (n; n� 1)

��
;

(1.12)

où
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H (n; n� 1) =
P 2rn
2�

+
P 2�n �

~2
4

2�rnrn�1
+

P 2'n �
~2
4

2�rnrn�1 sin �n sin �n�1
+ V (rn) : (1.13)

En utilisant la formule du produit de Trotter

e�
i
~HT = e�

i
~ (A+B)T = lim

N!1

�
e�

i
~A

T
N e�

i
~B

T
N

�N
; (1.14)

et l�équation (1.12); le propagateur s�écrit dans l�espace des phases

K
��!r 00;�!r 0;T � = lim

N!1

NY
n=1

�Z
d�!r n

�N+1Y
n=1

h�!r nj e�
i
~ "H j�!r n�1i

=
�
r002r02 sin �00 sin �0

�� 1
2 lim
N!1

NY
n=1

�Z
drnd�nd'n

�

�
N+1Y
n=1

�Z
dPrn
2�~

dP�n
2�~

dP'n
2�~

�
� exp

�
i

~
�
Prn�rn + P�n��n + P'n�'n � "H (n; n� 1)

��
:

(1.15)

L�intégration sur les variables P�n et P'n de cette équation donne

K
��!r 00;�!r 0;T � = lim

N!1

� �

2i�~"

�N+1 NY
n=1

�Z
r2n sin �ndrnd�nd'n

�

�
N+1Y
n=1

�Z
dPrn
2�~

�
exp

"
i

~

N+1X
n=1

S (n; n� 1)
#
; (1.16)

où

S (n; n� 1) = Prn�rn � "
�
P 2rn
2�

+ V (rn)�
~2

8�rnrn�1

�
1 +

1

sin �n sin �n�1

��
+
�

2"
rnrn�1 (��n)

2 +
�

2"
rnrn�1 sin �n sin �n�1 (�'n)

2 : (1.17)
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À ce stade, nous notons que la variable rn et les variables angulaires (�n; 'n) ne sont pas

séparées. Pour exprimer autrement les termes en (��n) et (�'n) de l�action, nous pouvons

indiquer que

cos (��n) � 1�
(��n)

2

2!
+
(��n)

4

4!
; (1.18)

et au moyen de la procédure de Mc Laughlin et Schulman [14], nous pouvons e¤ectuer les

substitutions suivantes :

(��n)
4 ! 3

(rnrn�1)
2

�
i~"
�

�2
; (1.19)

(�'n)
4 ! 3

(rnrn�1 sin �n sin �n�1)
2

�
i~"
�

�2
: (1.20)

Par suite,

�

2"
rnrn�1 (��n)

2 ' �rnrn�1
"

[1� cos (��n)]� "
~2

8�rnrn�1
; (1.21)

et

�

2"
rnrn�1 sin �n sin �n�1 (�'n)

2 ' �rnrn�1
"

sin �n sin �n�1 [1� cos (�'n)]

�" ~2

8�rnrn�1 sin �n sin �n�1
: (1.22)

En sommant les expressions (1.21) et (1.22), nous obtenons

�

2"
rnrn�1

h
(��n)

2 + sin �n sin �n�1 (�'n)
2
i
' �

"
rnrn�1 [1� cos�n]

�" ~2

8�rnrn�1

�
1 +

1

sin �n sin �n�1

�
;

(1.23)

où
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cos�n = cos �n cos �n�1 + sin �n sin �n�1 cos (�'n) : (1.24)

En reportant (1.23) dans (1.17), l�action élémentaire se récrit sous la forme :

S (n; n� 1) � Pnr�rn � "
�
P 2rn
2�

+ V (rn)

�
+
�

"
rnrn�1 [1� cos�n] : (1.25)

Il s�ensuit que

K
��!r 00;�!r 0;T � = lim

N!1

� �

2i�~"

�N+1 NY
n=1

�Z
r2n sin �ndrnd�nd'n

�

�
N+1Y
n=1

�Z
dPrn
2�~

�
exp

(
i

~

N+1X
n=1

S (n; n� 1)
)
:

(1.26)

Maintenant, nous pouvons nous servir de la formule ( voir Ref. [15], Eq. (8.534), p. 980 )

ez cos�n =

r
�

2z

1X
ln=0

(2ln + 1) Il
n+1

2

(z)Pln (cos�n) ; (1.27)

en tenant compte du théorème d�addition ( voir Ref. [15], Eq. (8.794.1), p. 1013 )

Pln (cos�n) =

1X
m=�1

(ln �mn)!

(ln +mn)!
Pmn
ln

(cos �n)P
mn
ln

(cos �n�1) e
imn('n�'n�1); (1.28)

où Pml (cos �) sont des fonctions de Legendre avec la proprièté d�orthogonalité

�Z
0

Pml (cos �n)P
m
l0 (cos �n) sin �nd�n =

2

2l + 1

(l +m)!

(l �m)!�l;l
0 ; (1.29)

et

2�Z
0

ei(m�m
0)'nd'n = 2��m;m0 ; (1.30)
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pour e¤ectuer les intégrations sur les variables �n et 'n: En utilisant ensuite le comportement

asymptotique ( voir Ref. [15], Eq. (8.451), p. 961 ) de la fonction de Bessel modi�ée, pour "

petit :

Im

�u
"

�
�
� "

2�u

� 1
2
exp

�
u

"
� "

2u

�
m2 � 1

4

��
; (1.31)

tous calculs faits, le propagateur (1.26) se développe en ondes partielles sphériques ainsi :

K
��!r 00;�!r 0;T � = 1

r00r0

1X
l=0

2l + 1

4�
Kl

�
r00; r0;T

�
Pl (cos�) ; (1.32)

où Pl (cos�) est un polynôme de Legendre de degré l en cos� = cos �00 cos �0+sin �00 sin �0 cos ('00 � '0)

et Kl (r
00; r0;T ) est le propagateur radial dé�ni par :

Kl

�
r00; r0;T

�
= lim

N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d (Pr)n
2�~

�
� exp

�
i

~
[(Pr)n�rn � "Hl (n; n� 1)]

�
: (1.33)

avec

Hl (n; n� 1) =
(Pr)

2
n

2�
+
~2l (l + 1)
2�rnrn�1

+ V (rn) : (1.34)

1.3 Transformations spatio-temporelles

1.3.1 Transformation spatiale

A�n de faciliter, dans certains cas, le calcul de l�intégrale de chemin, nous sommes amenés

à e¤ectuer un changement de variable qui n�est pas aussi simple comme dans le cadre des

équations di¤érentielles. Considérons un système quantique à une dimension caractérisé par le

Lagrangien

L (x; _x; t) =
1

2
� _x2 � V (x) ; (1.35)
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dans lequel le potentiel V (x) est une fonction compliquée qui nécessite une transformation

spatiale pour simpli�er l�évaluation de l�intégrale de chemin. Supposons que nous devons faire

le changement de variable x! �; dé�ni par :

x = g (�) : (1.36)

Dans ce cas, le Lagrangien (1.35) devient

L
�
�; _�; t

�
=
1

2
�
�
g0 (�)

�2 _�2 � V (�) ; (1.37)

où g0 (�) = d
d�g (�) :

Pour appliquer la transformation spatiale (1.36) à l�expression de l�action élémentaire

An =
�

2"
(�xn)

2 � "V (~xn) ; ~xn =
xn + xn�1

2
; (1.38)

nous écrivons

xn = g (�n) ; (1.39)

et en adoptant une développement limité autour du point moyen ~� =
�n+�n�1

2 ; un calcul simple

donne

(�xn)
2 �

h
g0
�
~�n

�i2
(��n)

2 +
1

12
g0
�
~�n

�
g000
�
~�n

�
(��n)

4 : (1.40)

En substituant ce développement dans (1.38), nous obtenons l�action élémentaire en termes de

la nouvelle variable,

An �
�

2"

�h
g0
�
~�n

�i2
(��n)

2 +
1

12
g0
�
~�n

�
g000
�
~�n

�
(��n)

4

�
� "V

�
~�n

�
: (1.41)

Nous remarquons que la transformation spatiale (1.36) simpli�e l�expression du potentiel,

mais dans le terme énergie cinétique, la masse devient explicitement dépendante de la nouvelle

variable �:
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1.3.2 Reparamétrisation des chemins

Pour rendre le terme énergie cinétique indépendant du changement de variable, nous appli-

quons une transformation temporelle dé�nie par :

dt

ds
= g02 (�) ; (1.42)

où s est le nouveau paramètre temporel. Sous forme discrète, l�expression symétrique de cette

transformation s�écrit

" = g0 (�n) g
0 ��n�1��n

� g02
�
~�n

�241 + (��n)2
4

0@g000
�
~�n

�
g0
�
~�n

� �
g002
�
~�n

�
g02
�
~�n

�
1A35�n: (1.43)

Compte tenu de (1.43), l�action élémentaire (1.41) se récrit

An =
�

2�n
(��n)

2 +
�

8�n

0@g002
�
~�n

�
g02
�
~�n

� � 2
3

g000
�
~�n

�
g0
�
~�n

�
1A (��n)4 � g02 �~�n�V �~�n� : (1.44)

Notons que, sous les transformations spatiale (1.36) et temporelle (1.42), le développement

de la mesure et de l�action autour du point moyen fait apparaître un terme en (��n)
4 qui

s�exprime sous la forme d�une correction quantique calculable à l�aide de la procédure de Mc

Laughlin et Schulman [14]. En se servant de la formule :

D
(��n)

4
E
=

Z +1

�1
d (��n) (��n)

4

�
�

2i�~�n

� 1
2

exp

�
i�

2~�n
(��n)

2

�
= �3

�
~�n
�

�2
; (1.45)

nous pouvons écrire le propagateur ainsi :
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K
�
x00; x0;T

�
=

1p
g0 (x00) g0 (x0)

lim
N!1

N+1Y
n=1

�
�

2i�~�n

� 1
2

�
NY
n=1

�Z
d�n

�
exp

(
i

~

N+1X
n=1

�
�

2�n
(��n)

2

�3~
2

8�

0@g002
�
~�n

�
g02
�
~�n

� � 2
3

g000
�
~�n

�
g0
�
~�n

�
1A�n � g02

�
~�n

�
V
�
~�n

�
�n

359=; :

(1.46)

La fonction de Green

G
�
x00; x0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
K
�
x00; x0;T

�
; (1.47)

peut maintenant être évaluée en insérant la transformation temporelle globale dT = g0
�
�0
�
g0
�
�00
�
dS

et le propagateur (1.47). Ce qui donne

G
�
x00; x0;E

�
=
q
g0
�
�00
�
g0
�
�0
� Z 1

0
dSP

�
�00; �0;S

�
; (1.48)

où

P
�
�00; �0;S

�
= lim

N!1

N+1Y
n=1

�
�

2i�~�n

� 1
2
NY
n=1

�Z
d�n

�
exp

(
i

~

N+1X
n=1

�
�

2�n
(��n)

2

�3~
2

8�

0@g002
�
~�n

�
g02
�
~�n

� � 2
3

g000
�
~�n

�
g0
�
~�n

�
1A�n + g

02
�
~�n

��
E � V

�
~�n

��
�n

359=; :

(1.49)

1.3.3 Cas d�un potentiel singulier

Supposons que le potentiel V (x) possède une singularité à l�origine. Dans ce cas, le propa-

gateur de Feynman K (x00; x0;T ) n�est pas dé�ni à cause de l�a¤aissement des chemins. Suivant

Kleinert [16], on peut contourner ce problème en partant de l�opérateur résolvante
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Ĝ (E) =
i~

E � Ĥ + i0
(1.50)

et en dé�nissant f̂l et f̂r deux opérateurs qui dépendent de l�opérateur x̂ associé à la position

et appelés fonctions régulatrices. On suppose que

f̂l = f̂1�� et f̂r = f̂�; (1.51)

et que

f̂l f̂r = f̂ : (1.52)

� étant le paramètre de fractionnement. On peut écrire (1.50) ainsi :

Ĝ (E) = f̂r
i~

f̂l

�
E � Ĥ + i0

�
f̂r

f̂l: (1.53)

En se servant de l�expression de l�opérateur i~
f̂l(E�Ĥ+i0)f̂r

dans la représentation de Schwinger

[17], on peut associer à l�opérateur résolvante (1.50) un élément de matrice dans l�espace des

con�gurations appelé amplitude de transition pour une énergie �xée ou fonction de Green



x00
�� Ĝ (E) ��x0� = G

�
x00; x0;E

�
= fr

�
x00
�
fl
�
x0
� Z 1

0
dS


x00
�� ÛE (S) ��x0� ; (1.54)

où ÛE (S) est l�opérateur d�évolution pseudo-temporel dé�ni par :

ÛE (S) = e�
i
~Sf̂l(x̂)(Ĥ�E)f̂r(x̂): (1.55)

Subdivisons l�intervalle de pseudo-temps S en N +1 intervalles in�nitésimaux "s et décom-

posons l�opérateur (1.55) en N + 1 opérateurs élémentaires ainsi :

ÛE (S) = ÛE (S � sN ) ÛE (sN � sN�1) :::ÛE (sn � sn�1) :::ÛE (s1) (1.56)
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et insérons ensuite N relations de fermeture de la forme
R +1
�1 dxn jxni hxnj = 1 entre les opéra-

teurs pseudo-temporels dans l�élément de matrice hx00j ÛE (S) jx0i : Ce qui donne



x00
�� ÛE (S) ��x0� =

NY
n=1

�Z +1

�1
dxn

�N+1Y
n=1

hxnj ÛE ("s) jxn�1i

=

NY
n=1

�Z +1

�1
dxn

�N+1Y
n=1

I(n; n� 1); "s = sn � sn�1; (1.57)

avec

I(n; n� 1) = hxnj exp
�
� i
~
"sfl (xn) [H (Pn; xn)� E] fr (xn�1)

�
jxn�1i : (1.58)

Notons que l�élément de matice peut s�écrire approximativement

I(n; n� 1) = hxn jxn�1i �
i

~
"s hxnj fl (xn) [H (Pn; xn)� E] fr (xn�1) jxn�1i

= hxn jxn�1i
�
1� i

~
"sfl (xn) [H (Pn; xn)� E] fr (xn�1)

�

=

+1Z
�1

dPn
2�~

exp

�
i

~
[Pn�xn � "sfl (xn) [H (Pn; xn)� E] fr (xn�1)]

�
;

(1.59)

avec �xn = xn � xn�1:

Par conséquent, l�intégrale de chemin pour la fonction de Green (1.54) s�écrit sous la forme :

G
�
x00; x0;E

�
=

1Z
0

dSP
�
x00; x0;S

�
; (1.60)

où le noyau P (x00; x0;S) est donné explicitement par :
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P
�
x00; x0;S

�
= fr

�
x00
�
fl
�
x0
� NY
n=1

�Z
dxn

�N+1Y
n=1

�Z
dPn
2�~

�

� exp
(
i

~

N+1X
n=1

[Pn�xn � "sfl (xn) [H (Pn; xn)� E] fr (xn�1)]
)
: (1.61)

En e¤ectuant l�intégration sur les variables Pn, nous obtenons une intégrale de chemin dans

l�espace des con�gurations

P
�
x00; x0;S

�
=

fr (x
00) fl (x

0)p
2i�~"sfl (x00) fr (x0) =�

NY
n=1

"Z
dxnp

2i�~"sfr (xn) fl (xn) =�

#

� exp
(
i

~

N+1X
n=1

"
� (�xn)

2

2"sfl (xn) fr (xn�1)
� "sfl (xn) (V (xn)� E) fr (xn�1)

#)
:

(1.62)

Notons qu�en comparant les termes cinétiques contenus dans les expressions (1.38) et (1.62), on

a

dt = " = "sfl (xn) fr (xn�1) = dsfl (xn) fr (xn�1) : (1.63)

Ce résultat signi�e que l�introduction d�une fonction régulatrice pour contourner le problème

de la singularité à l�origine des coordonnées se traduit par une application d�une transformation

temporelle appelée également reparamétrisation des chemins [18,19].

D�autre part, comme la masse dans le terme énergie cinétique dépend de la position, il

est commode de la rendre constante en e¤ectuant une transformation spatiale. En adoptant le

développement limité de l�action et de la mesure autour du point moyen, nous posons � = 1
2 ;

c�est à dire,

fl (x) = fr (x) = f
1
2 (x) : (1.64)

Si on e¤ectue la transformation spatiale x! � dé�nie par :
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x = g (�) ; (1.65)

le terme énergie cinétique se transforme en

� (�xn)
2

2"sfl (xn) fr (xn�1)
' �

2"s
(��n)

2 +
�

8"s

0@g002
�
~�n

�
g02
�
~�n

� � 2
3

g000
�
~�n

�
g0
�
~�n

�
1A (��n)4 ; (1.66)

après avoir posé

f (x) = g02 (�) ; (1.67)

avec g0 (�) = d
d�g (�) :

Compte tenu de (1.65), (1.66) et (1.45), le noyau (1.62) devient �nalement

P
�
x00; x0;S

�
=

�
g0
�
�00
�
g0
�
�0
�� 1

2p
2i�~"s=�

NY
n=1

"Z
d�np
2i�~"s=�

#
exp

(
i

~

N+1X
n=1

�
�

2"s
(��n)

2

�3~
2

8�

0@g002
�
~�n

�
g02
�
~�n

� � 2
3

g000
�
~�n

�
g0
�
~�n

�
1A "s � g02

�
~�n

��
V
�
~�n

�
� E

�
"s

359=; :

(1.68)

1.4 Intégrale de chemin pour une particule de Klein-Gordon

Pour étudier le problème des états liés d�une particule relativiste sans spin en mouvement

dans un potentiel vecteur V (r) et un potentiel scalaire S (r) à l�aide de l�approche des intégrales

de chemin de Feynman, considérons la fonction de Green qui véri�e l�équation de Klein-Gordon

h
(P � eA)2 � (�� S)2

i
G
�
x00; x0

�
= �4

�
x00 � x0

�
; (1.69)
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où eA =

0@ V (r)
�!
0

1A et � est la masse au repos de la particule de charge (�e) dans l�espace-

temps de Minkowski muni de la métrique gab = diag (1;�1;�1;�1) :

La construction de la solution de l�équation (1.69) peut être abordée en partant de l�expres-

sion de la fonction de Green écrite dans la représentation intégrale de Schwinger [17]:

G
�
x00; x0

�
=
1

2i

Z 1

0
d�


x00
�� exp� i

2

h
(P � eA)2 � (�+ S)2

i
�

� ��x0� : (1.70)

Comme les potentiels V (r) et S (r) possèdent la symétrie sphérique, la fonction de Green (1.70)

se développe sur la base des ondes sphériques ainsi :

Gl
��!r 00; t00;�!r 0; t0� = 1

r00r0

1X
l=0

(2l + 1)

4�
Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
Pl (cos�) ; (1.71)

expression dans laquelle Gl (r00; t00; r0; t0) est la fonction de Green radiale donnée par :

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=
1

2i

Z 1

0
d�Pl

�
r00; t00; r0; t0; �

�
; (1.72)

où le noyau Pl (r00; t00; r0; t0; �) représente l�intégrale de chemin dé�nie explicitement sous la forme

compacte par :

Pl
�
r00; t00; r0; t0; �

�
=



r00; t00

�� exp� i
2

�
�P 2r + (P0 � V )

2 � l (l + 1)

r2
� (�+ S)2

�
�

� ��r0; t0� :
(1.73)

A�n d�obtenir une intégrale de chemin stable et une forme discrète de l�expression (1.72)

dé�nie, nous pouvons introduire une fonction régulatrice appropriée suivant la référence [16] et

écrire (1.72) sous la forme :

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=
1

2i

Z 1

0
dS

0
Pl(r

00; t00; r0; t0;S0); (1.74)

où le noyau Pl(r00; t00; r0; t0;S0) est l�intégrale de chemin transformée dé�nie explicitement sous

forme canonique compacte par :
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Pl(r
00; t00; r0; t0;S0) = fR

�
r00
�
fL
�
r0
� 

r00; t00

�� exp� i
2
fL (r)

h
�P 2r + (P0 � V )

2

� l (l + 1)
r2

� (�+ S)2
�
fR (r)S

0
� ��r0; t0�

= fR
�
r00
�
fL
�
r0
� Z

Dr
�
s0
�
Dt
�
s0
� Z DPr (s

0)

2�

DP0 (s
0)

2�

� exp
(
i

Z S
0

0

�
�Pr _r + P0 _t+

1

2
fL (r)

�
�P 2r + (P0 � V )

2

� l (l + 1)
r2

� (�+ S)2
��

fR (r) ds
0
�
: (1.75)

Sous forme discrète, le noyau Pl(r00; t00; r0; t0;S0) s�écrit :

Pl(r
00; t00; r0; t0;S0) = fR

�
r00
�
fL
�
r0
�
lim
N!1

NY
n=1

�Z
drndtn

�

�
N+1Y
n=1

�
d(Pr)n
2�

d(P0)n
2�

�
exp

"
i
N+1X
n=1

An1

#
; (1.76)

où An1 est l�action élémentaire donnée par :

An1 = �(Pr)n�rn + (P0)n�tn +
"s0

2
fL (rn)

�
�(Pr)2n + ((P0)n � V (rn))2

� l (l + 1)
r2n

� (�+ S(rn))2
�
fR (rn�1) ; (1.77)

avec les notations habituelles

"s0 =
S0

N + 1
= ds0 =

d�

fL (rn) fR (rn�1)
; d� = "� =

�

N + 1
: (1.78)

Dans l�expression (1.76), il est clair que le calcul des intégrales sur les variables tn produit

N distributions de Dirac �
�
(P0)n � (P0)n+1

�
et qu�en e¤ectuant ensuite les intégrations sur les

variables (P0)n, on trouve

(P0)1 = (P0)2 = ::: = (P0)n+1 = E: (1.79)
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Par conséquent, le propagateur Pl(r00; t0; r0; t0;S0) s�écrit simplement sous la forme :

Pl(r
00; t0; r0; t0;S0) =

1

2�

+1Z
�1

dE exp
�
iE(t00 � t0)

�
Pl(r

00; r0;S
0
); (1.80)

où le noyau Pl(r00; r0;S0) a pour expression :

Pl(r
00; r0;S0) = fR

�
r00
�
fL
�
r0
�
lim
N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d(Pr)n
2�

�
exp

"
i

N+1X
n=1

An2

#
; (1.81)

avec l�action élémentaire donnée par :

An2 = �(Pr)n�rn +
"s0

2
fL (rn) fR (rn�1)

�
�(Pr)2n �

l (l + 1)

r2n
+(E � V (rn))2 � (�+ S(rn))2

�
: (1.82)

En e¤ectuant l�intégration sur les variables (Pr)n; nous obtenons une intégrale de chemin

dans l�espace des con�gurations

Pl(r
00; r0;S0) =

fR (r
00) fL (r

0)p
2i�"s0fR (r0) fL (r00)

lim
N!1

NY
n=1

"Z
drnp

2i�"s0fL (rn) fR (rn)

#

� exp
(
N+1

i
X
n=1

"
(�rn)

2

2"s0f (rn) f (rn�1)
� "s0

2
fL (rn) fR (rn�1)

�
l (l + 1)

r2n

+(�+ S(rn))
2 � (E � V (rn))2

�io
: (1.83)

En reportant maintenant (1.80) dans (1.72); on voit que le terme dépendant du temps t ne

contient pas la variable pseudo-temporelle S
0
. Par conséquent, la fonction de Green partielle

(1.72) se met sous la forme :

Gl(r
00; t00; r0; t0) =

1

2�

+1Z
�1

dE exp
�
iE(t00 � t0)

�
Gl(r

00; r0); (1.84)

avec
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Gl(r
00; r0) =

1

2i

+1Z
0

dS0Pl(r
00; r0;S0): (1.85)

Si l�on pose

fL (r) = fR (r) = f
1
2 (r) ; (1.86)

l�expression (1.83) s�écrit

Pl(r
00; r0;S0) =

[f (r00) f (r0)]
1
4

p
2i�"s0

lim
N!1

NY
n=1

"Z
drnp

2i�"s0f (rn)

#

� exp
(
N+1

i
X
n=1

"
(�rn)

2

2"s0
p
f (rn) f (rn�1)

� "s0

2

p
f (rn) f (rn�1)

�
l (l + 1)

r2n

+(�+ S(rn))
2 � (E � V (rn))2

�io
: (1.87)

Le calcul de la fonction de Green partielle (1.85) sera entrepris une fois les potentiels V (r)

et S (r) sont spéci�és.

1.5 Méthode des perturbations

La méthode des perturbations est couramment utilisée pour résoudre des problèmes de mé-

canique quantique qui conduisent à des équations trop compliquées ne se laissant pas traiter

exactement. Cette méthode et en particulier le développement en une série entière de pertur-

bations s�appliquent également dans le cadre de l�approche des intégrales de chemin de façon

très pratique. Nous allons présenter ici une rappel concernant cette technique qui sera mise en

oeuvre dans certains cas abordés dans la suite. Pour cet usage, considérons un potentiel composé

W (x) = V (x) + ~V (x) trop compliqué pour que l�on puisse évaluer directement le propagateur

par l�approche des intégrales de chemin et tel que V (x) est un potentiel pour lequel l�intégrale

de chemin est supposée connue et donnée par :
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K(V )
�
x00; x0;T

�
=

x(t00)=x00Z
x(t0)=x0

Dx (t) exp

(
i

~

Z t00

t0

��
2
_x2 � V (x)

�
dt

)
; (1.88)

avec T = t00 � t0:

Le propagateur

K
�
x00; x0;T

�
=

x(t00)=x00Z
x(t0)=x0

Dx (t) exp

(
i

~

Z t00

t0

��
2
_x2 �W (x)

�
dt

)
; (1.89)

se rapportant au potentiel W (x) s�écrit

K
�
x00; x0;T

�
=

x(t00)=x00Z
x(t0)=x0

Dx (t) exp

(
i

~

Z t00

t0

��
2
_x2 � V (x)� ~V (x)

�
dt

)

=

x(t00)=x00Z
x(t0)=x0

Dx (t) exp

(
i

~

Z t00

t0

��
2
_x2 � V (x)

�
dt

)

� exp
(
� i
~

Z t00

t0
~V (x) dt

)
: (1.90)

En e¤ectuant un développement en série de puissances du terme contenant ~V (x) de l�inté-

grale de chemin et en considérant ~V (x) comme une perturbation, on obtient [20�23]
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K
�
x00; x0;T

�
= K(V )

�
x00; x0;T

�
+

1X
n=1

�
� i
~

�n 1
n!

0@ nY
j=1

Z +1

�1
dxj

Z t00

t0
dtj

1A
�K(V )

�
x1; x

0; t1 � t0
�
~V (x1)K

(V ) (x2; x1; t2 � t1)� :::

:::� ~V (xn�1)K
(V ) (xn; xn�1; tn � tn�1)� :::

:::� ~V (xn)K
(V )
�
x00; xn; t

00 � tn
�

= K(V )
�
x00; x0;T

�
+

1X
n=1

�
� i
~

�n0@ nY
j=1

Z +1

�1
dxj

Z tj+1

t0
dtj

1A
�K(V )

�
x1; x

0; t1 � t0
�
~V (x1)K

(V ) (x2; x1; t2 � t1)� :::

:::� ~V (xn�1)K
(V ) (xn; xn�1; tn � tn�1) ~V (xn)K(V )

�
x00; xn; t

00 � tn
�
:

(1.91)

Dans la seconde étape, on a ordonné les variables temporelles de la manière suivante :

t0 = t0 < t1 < t2 < ::: < tn+1 = t00 et où on a posé T = t00 � t0:

La fonction de Green peut être obtenue en passant par les transformées de Fourier suivantes :

G(V )
�
x00; x0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
K(V )

�
x00; x0;T

�
; (1.92)

et

G
�
x00; x0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
K
�
x00; x0;T

�
: (1.93)

Considérons maintenant un potentielW (x) qui se compose d�un potentiel quelconque V (x)

et d�une perturbation ~V (x) représentée par :

~V (x) = ��� (x� a) ; (1.94)

où la fonction � est une distribution de Dirac. En utilisant le théorème de convolution des

transformations de Fourier, il est facile de montrer que la fonction de Green associée au potentiel

W (x) = V (x)� �� (x� a) s�écrit sous la forme :
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G(�)
�
x00; x0;E

�
= G(V )

�
x00; x0;E

�
� G(V ) (x00; a;E)G(V ) (a; x0;E)

G(V ) (a; a;E)� 1
�

; (1.95)

où nous supposons que la fonction de Green G(V ) (a; a;E) existe e¤ectivement.

Les niveaux d�énergie sont déterminés à partir des solutions de l�équation

G(V ) (a; a;E) =
1

�
(1.96)

qui est en général une équation transcendante.

Lorsque le potentiel V (x) est dé�ni sur la demi-droite x > a, le mouvement du système

physique est borné par une barrière in�niment répulsive (c�est à dire � ! �1) localisée au

point x = a. Dans ce cas, la fonction de Green est donnée par :

~G
�
x00; x0;E

�
= lim

�!�1
G(�)

�
x00; x0;E

�
= G(V )

�
x00; x0;E

�
� G(V ) (x00; a;E)G(V ) (a; x0;E)

G(V ) (a; a;E)
; (1.97)

et le spectre d�énergie est déterminé par l�équation

G(V ) (a; a;E) = 0: (1.98)
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Chapitre 2

Mouvement d�une particule dans le

potentiel de Tietz amélioré

2.1 Introduction

Comme modèle de remplacement très utile du potentiel de Morse pour ajuster les courbes

d�énergie potentielle de certaines interactions diatomiques, Tietz [24] avait suggéré, en 1963,

une fonction d�énergie potentielle donnée par :

U (r) = De

"
1 +

(a+ b) e�2�r � be��r

(1 + ce��r)2

#
(2.1)

qui continue à stimuler de nombreux travaux théoriques [25�36] réalisés dans le cadre de mé-

thodes algébriques variées et dont les résultats sont souvent discutables ( voir à titre d�exemple

la ref. [36] ). En 2012, Jia et ses collaborateurs [37] avaient proposé une version améliorée de ce

potentiel ayant la forme :

VT (r) = De

�
1� e2�re + q

e2�r + q

�2
; (2.2)

dans laquelle De désigne l�énergie de dissociation de la molécule diatomique, re est la distance

entre les deux noyaux à la position d�équilibre, ��1 est la portée du potentiel et q est un pa-

ramètre réel de déformation. L�introduction du paramètre q peut servir comme un paramètre
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additionnel dans la description des interactions inter-atomiques, et particulièrement dans des

problèmes à trois dimensions, il permet d�établir l�emplacement du centre de masse d�une mo-

lécule à une certaine distance de l�origine des coordonnées. Ce potentiel a reçu une attention

considérable immédiatement après. L�équivalence entre le potentiel de Rosen-Morse déformé et

le potentiel de Tietz pour des molécules diatomiques a été étudiée récemment [38, 39]. Notons

aussi que le potentiel de Tietz amélioré et le potentiel de Rosen-Morse modi�é ont été examinés

à partir de di¤érents points de vue au cours de ces dernières années [40�44]: Un autre cas inté-

ressant qui, en dépit des apparences, présente une certaine parenté avec les potentiels ci-dessus,

est le nouveau potentiel du type de Schiöberg déformé introduit par Mustafa [45] pour calculer

les niveaux d�énergie de rotation-vibration de certaines molécules diatomiques dans le contexte

de la supersymétrie en mécanique quantique. Ce potentiel a été aussi discuté dans une approche

basée sur l�intégrale de chemin de Feynman [46]:

La fonction potentielle (2.2) contient trois genres de potentiels à savoir le potentiel de

Manning-Rosen modi�é et déformé [4] pour q < 0, le potentiel de Rosen-Morse modi�é et

déformé [3] lorsque q > 0 et le potentiel de Morse [47] à la limite q ! 0. Donc, il est clair que le

paramètre q aura une in�uence sur la forme des solutions du problème. Pour q 6= 0, nous allons

considérer chaque cas séparément en utilisant la méthode des intégrales de chemin.

Dans le second paragraphe, nous formulons brièvement l�intégrale de chemin pour la fonc-

tion de Green associée au potentiel à symétrie sphérique VT (r). Dans le troisième paragraphe,

nous examinons le problème pour q < 0 en distinguant deux cas : q � �1 et �1 < q < 0.

Lorsque q � �1 et 1
2� ln jqj < r < +1; nous calculons la fonction de Green radiale associée

au potentiel de Manning-Rosen modi�é et déformé pour un état d�une onde l en utilisant une

approximation appropriée du terme potentiel centrifuge pour trouver le spectre d�énergie et les

fonctions d�onde normalisées. Pour �1 < q < 0, le potentiel de Manning-Rosen jqj �déformé

est converti en une forme du potentiel de Manning-Rosen standard dé�nie dans le demi-espace

� > 1
2� ln jqj : Dans ce cas, nous nous contenterons de l�évaluation de la fonction de Green radiale

relative aux états s (l = 0) puisque l�approximation choisie pour le potentiel centrifuge dans le

cas précédent n�est plus valable. La méthode de calcul de la fonction de Green est basée sur la

théorie des perturbations qui consiste à introduire une fonction � de Dirac comme une pertur-

bation du potentiel standard de Manning-Rosen et en rendant la force de cette perturbation

29



in�niment repulsive a�n de créer une barrière infranchissable. De l�expression de la fonction de

Green composée de deux termes compacts, nous déduisons une équation transcendante pour les

niveaux d�énergie ainsi que les fonctions d�onde non-normalisées. Dans le quatrième paragraphe

le potentiel (2.2), pour q > 0, est traité de la même manière. Nous le transformons d�abord en

un potentiel de Rosen-Morse standard dé�ni dans le demi-espace u > 1
2� ln q. Nous construi-

sons ensuite la fonction de Green radiale sous une forme compacte à partir de laquelle nous

obtenons aussi une équation transcendante pour les niveaux d�énergie des états s (l = 0) et les

fonctions d�onde non-normalisées. À la limite q ! 0, nous retrouvons les résultats du problème

du potentiel de Morse pour la fonction de Green, le spectre d�énergie et les fonctions d�onde

dans le cinquième paragraphe. Le sixième paragraphe sera une conclusion.

2.2 Fonction de Green

La fonction de Green dépendante de l�énergie (transformée de Fourier du propagateur)

associée à une particule de masseM , en mouvement dans le potentiel (2.2) peut être développée

en ondes partielles [62] dans le système des coordonnées sphériques

Gl
��!r 00;�!r 0;E� = 1

r00r0

1X
l=0

(2l + 1)

4�
Gl
�
r00; r0;E

�
Pl (cos�) ; (2.3)

où Gl (r00; r0;E) est la fonction de Green radiale donnée par :

Gl
�
r00; r0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

��
r00
����exp�� i~ĤlT

����� r0� ; (2.4)

et Pl(cos�) est le polynôme de Legendre de degré l en cos� =
�!r 00�!r 0
r00r0 = cos �00 cos �0 +

sin �00 sin �0 cos ('00 � '0). L�opérateur Hamiltonien Ĥl est dé�ni par :

Ĥl =
P̂ 2r
2M

+
~2l (l + 1)
2Mr2

+ VT (r) ; (2.5)

où P̂r = �i~ (@=r@r) r est l�opérateur associé à la composante radiale de l�opérateur impulsion.

Dans le formalisme des intégrales de chemin, l�intégrand
D
r00
���exp�� i

~ĤlT
���� r0E est expli-

citement donné par l�intégrale de chemin Hamiltonienne
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�
r00
����exp�� i~ĤlT

����� r0� = lim
N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d(Pr)n
2�~

�

� exp
(
i

~

N+1X
n=1

An1

)
; (2.6)

où l�action élémentaire est

An1 = (Pr)n�rn � "
"
(Pr)

2
n

2M
+
~2l (l + 1)
2Mr2n

+ VT (rn)

#
: (2.7)

Notons que (Pr)n = Pr (tn) ; rn = r (tn) ; �rn = rn � rn�1; " = tn � tn�1 et T = (N + 1) ": En

intégrant sur les variables (Pr)n nous obtenons l�intégrale de chemin Lagrangienne

�
r00
����exp�� i~ĤlT

����� r0� = lim
N!1

�
M

2i�~"

�N+1
2

NY
n=1

�Z
drn

�

� exp
(
i

~

N+1X
n=1

�
M

2"
(�rn)

2 � "
�
~2l (l + 1)
2Mr2n

+ VT (rn)

��)
:

(2.8)

Pour construire la fonction de Green radiale relative à VT (r) via (2.4) en termes du for-

malisme des intégrales de chemin de Feynman [16], trois cas peuvent être distingués selon les

valeurs réelles du paramètre q:

2.3 Potentiel de Manning-Rosen modi�é et déformé

Lorsque le paramètre de déformation q est négatif, le potentiel de Tietz est équivalent au

potentiel de Manning-Rosen modi�é et déformé

Vjqj(r) = U0 � U1 cothjqj (�r) + U2 coth2jqj (�r) ; (2.9)

où U0; U1 et U2 sont des constantes réelles données par :
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8>>>><>>>>:
U0 =

De
4

�
e2�re

jqj + 1
�2
;

U1 =
De
2

�
e2�re

jqj + 1
��

e2�re

jqj � 1
�
;

U2 =
De
4

�
e2�re

jqj � 1
�2
:

(2.10)

Le potentiel (2.9) est obtenu en utilisant une déformation q des fonctions hyperboliques

habituelles dénotées par :

sinhq x =
ex � qe�x

2
; coshq x =

ex + qe�x

2
; tanhq x =

sinhq x

coshq x
; cothq x =

coshq x

sinhq x
: (2.11)

Ces fonctions ont été introduites pour la première fois par Arai [9]; avec le paramètre réel q > 0:

Le paramètre de déformation q peut être étendu aux cas de q < 0 et d�un nombre complexe [48]:

Maintenant, la fonction de Green dépendant de l�énergie pour le potentiel de Manning-Rosen

modi�é et déformé est donnée par :

G
jqj
l

�
r00; r0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
K
jqj
l

�
r00; r0;T

�
; (2.12)

où le propagateur K jqj
l (r00; r0;T ) s�écrit formellement ainsi :

K
jqj
l

�
r00; r0;T

�
=

Z
Dr (t) exp

8<: i

~

TZ
0

�
M

2
_r2 �

�
~2l (l + 1)
2Mr2

+ Vjqj (r)

��
dt

9=; : (2.13)

Pour évaluer l�expression (2.12) de la fonction de Green, nous devons distinguer deux cas :

jqj � 1 et 0 < jqj < 1:

2.3.1 Premier cas : jqj � 1 et r0 < r <1

Lorsque jqj � 1, le potentiel (2.9) a une forte singularité au point r0 = 1
2� ln jqj, créant une

barrière impénétrable. Dans ce cas, il y a deux régions distinctes, l�une est dé�nie par l�intervalle

]0; r0[ et l�autre par l�intervalle ]r0;1[ : Comme dans le premier intervalle, le calcul de la fonction

de Green est sans intérêt physique, nous construirons cette dernière seulement dans le second
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intervalle pour un état de moment cinétique orbital l en nous servant de l�approximation suivante

pour remplacer le terme potentiel centrifuge [49] :

1

r2
� C0 +

B0
e2�r � jqj +

A0

(e2�r � jqj)2
; pour �r � 1 et jqj � 1; (2.14)

où C0 = �2

12 ; B0 et A0 sont deux paramètres ajustables. Si nous prenons C0 = 0; B0 =
A0
jqj ;

A0 = �2 jqj2 et jqj = 1; l�équation (2.14) se réduit à l�approximation proposée par Greene et

Aldrich [50]:

Avec (2.14) et (2.11), le potentiel e¤ectif s�écrit ainsi :

Veff (r) =
~2l (l + 1)
2Mr2

+ Vjqj (r)

� V l0 � V l1 cothjqj (�r) +
V l2

sinh2jqj (�r)
; (2.15)

où

8>>><>>>:
V l0 =

~2l(l+1)
2M

h
C0 +

1
2jqj

�
A0
jqj �B0

�i
+ U0 + U2;

V l1 =
~2l(l+1)
4M jqj

�
A0
jqj �B0

�
+ U1;

V l2 =
~2l(l+1)A0
8M jqj + jqjU2:

(2.16)

En changeant ensuite �r en � = �r� 1
2 ln jqj et " en �

�2"s; nous pouvons récrire la fonction

de Green (2.12) sous la forme :

G
jqj�1
l

�
r00; r0;E

�
=
1

�
G
jqj�1
MR

�
�00; �0; ~El

�
; (2.17)

où

G
jqj�1
MR

�
�00; �0; ~El

�
=

1Z
0

dS exp

 
i

~
~El
�2
S

!
P lMR

�
�00; �0;S

�
; (2.18)

avec

~El = E �
�
U0 + U2 +

~2l (l + 1)
2M

�
C0 +

1

2 jqj

�
A0
jqj �B0

���
; (2.19)
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et

P lMR

�
�00; �0;S

�
=

Z
D� (s) exp

�
i

~

Z S

0

�
M

2
_�
2 � V lMR (�)

�
ds

�
; (2.20)

est le propagateur relatif au potentiel standard de Manning-Rosen [4]

V lMR (�) = �
V l1
�2
coth � +

V l2
�2 jqj sinh2 �

; � > 0; (2.21)

qui a été discuté dans la littérature par l�intégrale de chemin [51]. Nous pouvons écrire la

solution de (2.18) immédiatement sous forme compacte ainsi :

G
jqj�1
MR

�
�00; �0; eEl� = � iM

~
� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�

2

coth �0 + 1
:

2

coth �00 + 1

�M1+M2+1
2

�
�
coth �0 � 1
coth �0 + 1

:
coth �00 � 1
coth �00 + 1

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

coth �> � 1
coth �> + 1

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

2

coth �< + 1

�
;

(2.22)

où les symboles �> et �< désignent le max
�
�00; �0

�
et le min

�
�00; �0

�
respectivement. 2F1 (�; �; 
; z)

est la fonction hypergéométrique et les quantités LE , M1 et M2 sont dé�nies par :

8>>>><>>>>:
LE = �1

2 +
1
2�

r
2M
~2 (U0 + U1 + U2 � E) + l (l + 1)

�
C0 +

A0
jqj2 �

B0
jqj

�
;

M1 = �l +
1
2�

q
2M
~2 (U0 � U1 + U2 � E) + l (l + 1)C0;

M2 = �l � 1
2�

q
2M
~2 (U0 � U1 + U2 � E) + l (l + 1)C0;

(2.23)

avec
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�l =
1

2

s
1 +

8MU2
~2�2

+
l (l + 1)

�2
A0

jqj2
: (2.24)

En substituant l�expression (2.22) dans l�équation (2.17) et en revenant à la variable r, nous

obtenons

G
jqj�1
l

�
r00; r0;E

�
= � iM

~�
� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
h�
1� jqj e�2�r0

��
1� jqj e�2�r00

�iM1+M2+1
2

�
h
jqj2 e�2�(r00+r0)

iM1�M2
2

� 2F1
�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1; jqj e�2�r>

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1; 1� jqj e�2�r<

�
:

(2.25)

Les pôles de la fonction de Green radiale (2.25) dans le plan de l�énergie complexe corres-

pondant aux états liés sont tous contenus dans la première fonction gamma se trouvant dans le

numérateur. À partir de la condition

M1 � LE = �nr; nr = 0; 1; 2; :::; (2.26)

et après avoir inséré les expressions de LE et M1 contenues dans (2.23), nous trouvons l�expres-

sion suivante pour les niveaux d�énergie de rotation et de vibration de la molécule diatomique

qui a les valeurs l du nombre quantique orbital et nr du nombre quantique radial :

E
jqj�1
nr;l

= U0 + U2 +
~2l (l + 1)
2M

�
A0

2 jqj2
� B0
2 jqj + C0

�
� ~

2�2

2M

�
N2
r +

�2l
N2
r

�
;

(2.27)

où l�on a posé

35



Nr = nr + �l +
1

2
; (2.28)

et

�l =
MU1
~2�2

+
l (l + 1)

4�2

�
A0

jqj2
� B0
jqj

�
: (2.29)

Pour obtenir les fonctions d�onde radiales réduites, nous approximons la fonction gamma

� (M1 � LE) près des pôles M1 � LE = �nr comme suit :

� (M1 � LE) � (�1)nr
nr!

1

M1 � LE + nr

=
(�1)nr+1

nr!

~2�2

NrM

�
�l
Nr
+Nr

��
�l
Nr
�Nr

�
E � Ejqj�1nr;l

; (2.30)

et tenons compte de la formule de transformation de Gauss (voir Ref. [15], p. 1043, Eq. (9.131.2))

2F1 (a; b; c; z) =
� (c) � (c� a� b)
� (c� a) � (c� b) 2F1 (a; b; a+ b� c+ 1; 1� z)

+
� (c) � (a+ b� c)

� (a) � (b)
(1� z)c�a�b 2F1 (c� a; c� b; c� a� b+ 1; 1� z) ;

(2.31)

dans laquelle, dans ce cas, le second terme est nul car la fonction gamma � (a) est in�nie

(a =M1 � LE = �nr � 0) : Ainsi, nous arrivons à une expression sous la forme d�un dévelop-

pement spectral pour la fonction de Green radiale (2.25) :

G
jqj�1
l

�
r00; r0;E

�
= i~

nr maxX
nr=0

�
jqj�1
nr;l

(r00)�
jqj�1
nr;l

(r0)

E � Ejqj�1nr;l

; (2.32)

où
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�
jqj�1
nr;l

(r) = Cnr;l
�
1� jqj e�2�r

��l+ 1
2
�
jqj e�2�r

� 1
2

�
�l
Nr
�Nr

�

� 2F1

�
�nr;

�l
Nr

+Nr � nr;
�l
Nr

�Nr + 1; jqj e�2�r
�
; (2.33)

sont les fonctions d�onde radiales (normalisées) réduites, avec pour coe¢ cient de normalisation

Cnr;l=

24 �

Nr

�
�l
Nr
+Nr

��
�l
Nr
�Nr

�
�
�
�l
Nr
+Nr � nr

�
�
�
1 + nr +

�l
Nr
�Nr

�
nr!� (2Nr � nr) �2

�
1 + �l

Nr
�Nr

�
35
1
2

: (2.34)

En se servant de la formule (voir Ref. [15], p. 952, Eq. (8.406.1))

P (�;�)n (t) =
� (n+ �+ 1)

n!� (�+ 1)
2F1

�
�n; n+ �+ � + 1; �+ 1; 1� t

2

�
; (2.35)

reliant la fonction hypergéométrique et le polynôme de Jacobi P (�;�)n (t), on peut exprimer (2.33)

sous la forme :

�
jqj�1
nr;l

(r) =

24 �

Nr

�
�l
Nr
+Nr

��
�l
Nr
�Nr

�
nr!�

�
�l
Nr
+Nr � nr

�
� (2Nr � nr) �

�
1 + nr +

�l
Nr
�Nr

�
35
1
2

�
�
jqj e�2�r

� 1
2

�
�l
Nr
�Nr

� �
1� jqj e�2�r

��l+ 1
2

P

�
�l
Nr
�Nr;2�l

�
nr

�
1� 2 jqj e�2�r

�
: (2.36)

Maintenant, pour qu�elles soient acceptables physiquement, les fonctions d�onde �jqj�1nr;l
(r)

doivent satisfaire les conditions aux limites

lim
r!r0

�
jqj�1
nr;l

(r) = 0; (2.37)

et
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lim
r!1

�
jqj�1
nr;l

(r) = 0: (2.38)

Lorsque r ! r0, il est évident que (2.36) remplit la condition à la limite (2.37) mais pour

r !1, nous obtenons de (2.36) le comportement asymptotique

�
jqj�1
nr;l

(r) �
r!1

�
e��r

�� �l
Nr
�Nr

�
; (2.39)

à partir duquel nous devons imposer la restriction que seules les fonctions d�onde avec
�
�l
Nr
�Nr

�
> 0; remplissent la condition à la limite (2.38) et donc la valeur de nrmax dans (2.32) est donnée

par nrmax =
�p

�l � �l � 1
2

	
qui désigne le plus grand entier nr 2 N avec nr <

�p
�l � �l � 1

2

�
:

Cette condition détermine le nombre de niveaux d�énergie du système physique.

2.3.2 Deuxième cas : 0 < jqj < 1 et r 2 R+

Dans ce cas, nous nous limitons à l�évaluation de la fonction de Green associée aux ondes s

(l = 0). En opérant le changement de variable dé�ni par � = �r�1
2 ln jqj ;

�
� 2 ]�0;1[ ; �0 = �1

2 ln jqj
�

et en e¤ectuant la transformation temporelle dt
ds =

1
�2
; nous pouvons récrire (2.12); pour l = 0,

ainsi :

G
0<jqj<1
0

�
r00; r0;E

�
=

1

�
G0<jqj<1

�
�00; �0; ~E0

�
=

1

�

Z 1

0
dS exp

�
i

~
~E0S

�
K
0<jqj<1
0 (�00; �0;S); (2.40)

où

~E0 =
1

�2
[E � (U0 + U2)] ; (2.41)

et

K
0<jqj<1
0 (�00; �0;S) =

Z
D� (s) exp

�
i

~

Z S

0

�
M

2
_�
2 � ~V (�)

�
ds

�
; (2.42)

avec
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~V (�) = �U1
�2
coth � +

U2

�2 sinh2 �
; � > �0: (2.43)

Notons que l�expression (2.43) est celle du potentiel de Manning-Rosen [4] pour � > �0. Ceci

signi�e que le noyau K0<jqj<1
0 (�00; �0;S) est le propagateur qui décrit le mouvement d�une par-

ticule soumise au potentiel de Manning-Rosen dé�ni dans le demi-espace � > �0. Comme une

intégration directe des chemins n�est pas possible, nous pouvons construire la fonction de Green

correspondante en termes de la fonction de Green dans l�intervalle R+ à l�aide de la méthode

de développement en série de perturbation discutée en détail dans la littérature [51�53] et qu�il

n�est pas nécessaire de rappeler ici. Tous calculs faits, nous trouvons

G0<jqj<1(�00; �0; eE0) = GMR(�
00; �0; eE0)� GMR(�

00; �0; eE0)GMR(�0; �
0; eE0)

GMR(�0; �0; eE0) ; (2.44)

où GMR(�
00; �0; eE0) est la fonction de Green (2.22), pour l = 0 et 0 < jqj < 1:

Le spectre d�énergie est déterminé par les pôles de la fonction de Green (2.44); c�est à dire

par l�équation GMR(�0; �0; eE0) = 0; ou aussi bien par l�équation transcendante
2F1

�
M1 � LEnr ; LEnr +M1 + 1;M1 �M2 + 1; jqj

�
= 0; (2.45)

où

8>>>>>>><>>>>>>>:

LEnr = �
1
2 +

1
2~�

r
2M

�
Dee4�re

jqj2 � Enr
�
;

M1 = �0 +
1
2~�
p
2M (De � Enr);

M2 = :�0 � 1
2~�
p
2M (De � Enr);

�0 =
1
2

q
1 + 8MU2

~2�2 :

(2.46)

L�équation transcendante (2.45) peut être résolue numériquement pour déterminer les ni-

veaux d�énergie. les fonctions d�onde radiales réduites correspondantes sont de la forme :
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�0<jqj<1nr (r) = C
�
1� jqj e�2�r

��0+ 1
2
�
jqj e�2�r

� 1
2~�

p
2M(De�Enr )

� 2F1
�
M1 � LEnr ; LEnr +M1 + 1;M1 �M2 + 1; jqj e�2�r

�
; (2.47)

où C est un facteur constant.

2.4 Potentiel de Rosen-Morse modi�é et déformé

Pour q > 0; le potentiel de Tietz est analogue au potentiel de Rosen-Morse modi�é et

déformé

Vq (r) = V0 + V1 tanhq (�r) + V2 tanh
2
q (�r) : (2.48)

Les constantes V0, V1 et V2 sont données par :8>>>><>>>>:
V0 =

De
4

�
e2�re
q � 1

�2
;

V1 =
De
2

�
1 + e2�re

q

��
1� e2�re

q

�
;

V2 =
De
4

�
e2�re
q + 1

�2
:

(2.49)

Comme l�approximation du terme potentiel centrifuge adoptée ci-dessus ne s�applique pas

au cas du potentiel de Rosen-Morse (voir, par exemple, la discussion sur la validité d�une

approximation de ce type dans notre précédent travail [54]), nous nous contenterons de l�étude

des ondes s (l = 0) en évaluant la fonction de Green a�n de trouver les niveaux d�énergie et les

fonctions d�onde correspondantes des états liés. Dans ce cas, la fonction de Green radiale (2.4)

s�écrit

Gq>00

�
r00; r0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
Kq>0
0 (r00; r0;T ); (2.50)

où le propagateur Kq>0
0 (r00; r0;T ) est donné par :

Kq>0
0 (r00; r0;T ) =

Z
Dr (t) exp

�
i

~

Z T

0

�
M

2
_r2 � Vq (r)

�
dt

�
: (2.51)
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Pour évaluer la fonction de Green (2.50), nous e¤ectuons les transformations de coordonnée

et temporelle u = �r � 1
2 ln q,

�
u 2 ]u0;1[ ; u0 = �1

2 ln q
�
et dt

ds =
1
�2
: Comme résultat de ces

transformations, la fonction de Green (2.50) prend la forme :

Gq>00 (r00; r0;E) =
1

�
Gq>00

�
u00; u0; E0

�
=

1

�

Z 1

0
dS exp

�
i

~
"0S

�
P q>00

�
u00; u0;S

�
; (2.52)

où

E0 =
1

�2
[E � (V0 + V2)] ; (2.53)

et

P q>00

�
u00; u0;S

�
=

Z
Du (s) exp

�
i

~

Z S

0

�
M

2
_u2 � V (u)

�
ds

�
; (2.54)

avec

V (u) =
V1
�2
tanhu� V2

�2 cosh2 u
; u > u0: (2.55)

À cause du fait que V (u) est le potentiel de Rosen-Morse dé�ni dans le demi-espace u >

u0, la fonction de Green (2.52) peut être construite en termes de la fonction de Green dans

l�intervalle R entier, par une méthode semblable à celle utilisée dans la littérature [51�53]: Par

conséquent, la solution de (2.52) a par expression :

Gq>00

�
u00; u0; E0

�
= GRM

�
u00; u0; E0

�
� GRM (u

00; u0; E0)GRM (u0; u0; E0)
GRM (u0; u0; E0)

; (2.56)

avec la fonction de Green GRM (u00; u0; E0) donnée par :
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GRM
�
u00; u0; E0

�
= � iM

~
� (M1 � LE0) � (LE0 +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�
1� tanhu0

2
:
1� tanhu00

2

�M1+M2
2

�
�
1 + tanhu0

2
:
1 + tanhu00

2

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

1 + tanhu<
2

�
� 2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

1� tanhu>
2

�
;

(2.57)

dans laquelle nous avons employé les notations suivantes :

8>>><>>>:
LE0 = �1

2 +
q

1
4 +

2MV2
~2�2 ;

M1 =
1
2~�

�p
2M (V0 + V1 + V2 � E) +

p
2M (V0 � V1 + V2 � E)

�
;

M2 =
1
2~�

�p
2M (V0 + V1 + V2 � E)�

p
2M (V0 � V1 + V2 � E)

�
:

(2.58)

Les niveaux d�énergie des états liés Enr peuvent être obtenus à partir des pôles de la fonction

de Green radiale (2.56) et sont déterminés par l�équation transcendante

2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

q

1 + q

�
= 0; pour E = Enr ;

: (2.59)

qui peut être résolue numériquement. Les fonctions d�onde radiales réduites seront de la forme :

�q>0nr (r) = C

�
q

e2�r + q

� 1
2~�

p
2M(De�E)� 1

1 + qe�2�r

� 1
2~�

r
2M

�
De
q2
e4�re�E

�

� 2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

q

e2�r + q

�
; pour E = Enr ;

(2.60)
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où C est un facteur constant.

2.5 Potentiel de Morse

En posant q = 0; le potentiel de Tietz donné par l�expression (2.2) se réduit au potentiel

radial de Morse

VM (r) = De

�
1� e�2�(r�re)

�2
: (2.61)

Dans ce cas, on peut voir à partir des équations (2.58) que

8>>>>><>>>>>:
LE0 '

q!0
�1
2 + �

�
1 + e2�re

q

�
;

M1 '
q!0

�+ � e
2�re

q ;

M2 '
q!0

�� � e2�req ;

(2.62)

expressions dans lesquelles nous avons posé

� =

p
2M (De � E)

2~�
; (2.63)

et

� =

p
2MDe
2~�

: (2.64)

En utilisant à la fois la formule de transformation de Gauss (2.31); la proprièté de la fonction

hypergéométrique [55]

lim
�!1

2F1

�
�; �; 
;

z

�

�
= 1F1 (�; 
; z) ; (2.65)

les relations entre la fonction hypergéométrique con�uente et les fonctions de Whittaker (voir

Ref. [15]; p. 1059, Eqs. (9.220.2) et (9.220.3) )

M�;� (z) = z�+
1
2 e�

z
2 1F1

�
1

2
� �+ �; 1 + 2�; z

�
; (2.66)
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M�;�� (z) = z��+
1
2 e�

z
2 1F1

�
1

2
� �� �; 1� 2�; z

�
; (2.67)

et la formule (voir Ref. [15]; p. 1059, Eq. (9.220.4) )

W�;� (z) =
� (�2�)

�
�
1
2 � �� �

�M�;� (z) +
� (2�)

�
�
1
2 � �+ �

�M�;�� (z) ; (2.68)

après quelques calculs simples, on montre que la fonction de Green (2.56) se réduit à la fonction

de Green bien connue associée au potentiel radial de Morse

GM
�
r00; r0;E0

�
= � iM

~
�
�
1
2 � �+ �

�
� (2�+ 1)

p
z00z0

e
z00+z0
2 M�;�

�
z0
�
W�;�

�
z00
�
; z00 > z0;

(2.69)

où z = 2�e�2�(r�re):

Pour déduire le spectre d�énergie, nous nous reportons à l�équation (2.59) et nous notons

que

lim
q!0 2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

q

1 + q

�
= 1F1

�
1

2
� �+ �; 2�+ 1; 2�e2�re

�
= 0: (2.70)

C�est une équation transcendante compliquée à résoudre analytiquement pour déterminer les

niveaux d�énergie, mais comme, en général les valeurs de � et e2�re sont telles que �e2�re � 1

pour les molécules diatomiques standard [56], nous pouvons donc utiliser le comportement

asymptotique de la fonction hypergéométrique con�uente

F (a; c; z) �
jzj!1

e�i�a
� (c)

� (c� a)z
�a +

� (c)

� (a)
ezza�c = 0: (2.71)

En posant a = 1
2 � �+ �; c = 1 + 2� et z = 2�e

2�re dans (2.71); celle-ci peut s�écrire
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1F1

�
1

2
� �+ �; 1 + 2�; 2�e2�re

�
� � (1 + 2�) e�(

1
2
��+�)(�re+ln 2�)

�
(
e�i�(

1
2
��+�)

�
�
1
2 + �+ �

� + 1

�
�
1
2 � �+ �

�e2�(e2�re�2�re�ln 2�))
= 0: (2.72)

Ce qui entraine :

�

�
1

2
� �+ �

�
= �ei�(

1
2
��+�)�

�
1

2
+ �+ �

�
e2�(e

2�re�2�re�ln 2�): (2.73)

Comme 1
2 + �+ � >

1
2 + � >

1
2 ; nous pouvons donc appliquer la formule de Stirling [57];

n! �
p
2�n (n=e)n (2.74)

à �
�
1
2 + �

�
pour écrire

�

�
1

2
+ �

�
�

s
2�

�
1

2
+ �

� 1
2 + �

e

! 1
2
+�

=
p
2� exp

�
(1 + �) ln

�
1

2
+ �

�
�
�
1

2
+ �

��
; (2.75)

et montrer que

������12 � �+ �
����� > p2� exp �(1 + �) ln�12 + �

�
�
�
1

2
+ �

�
+ 2�

�
e2�re � 2�re � ln 2�

��
:

(2.76)

Dans tous les cas des molécules diatomiques,
��� �12 � �+ ���� est très grand et proche de l�une

des singularités de la fonction gamma aux entiers négatifs,

1

2
� �+ � = �nr; nr = 0; 1; 2; :::: (2.77)

En insérant maintenant les valeurs de � et � dans (2.77), on trouve les niveaux d�énergie bien
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connus associés au potentiel radial de Morse :

Enr = �
2~2�2

M

"�
nr +

1

2

�2
�
�
nr +

1

2

� p
2MDe
~�

#
; (2.78)

avec nr max =
np

2MDe
2~� � 1

2

o
:

De l�expression (2.60), en passant à la limite où q ! 0, nous aurons pour les fonctions d�onde

correspondantes :

�q=0nr (r) = N exp

�
�
p
2MDe
2~�

e�2�(r�re)
��
e�2�(r�re)

�p2MDe
2~� �nr� 1

2

� 1F1

�
�nr;�2nr +

p
2MDe
~�

;

p
2MDe
~�

e�2�(r�re)
�
; (2.79)

où N est la constante de normalisation.

2.6 Conclusion

Ci-dessus, nous avons presenté une méthode pour résoudre complètement une forme amélio-

rée du potentiel de Tietz en termes du formalisme des intégrales de chemin. Comme nous l�avons

montré, l�intégrale de chemin pour la fonction de Green associée à ce potentiel ne se construit

pas d�une manière uni�ée quel que soit le paramètre de déformation q car il caractérise des

formes variées du potentiel [58]. Ce potentiel a une forte singularité au point r = r0 =
1
2� ln jqj

lorsque q < 0 et un cas limite q = 0. Contrairement à ce qui a été rapporté dans la littérature, le

traitement quantique du problème avec ce potentiel par toute méthode demande de considérer

trois cas séparément. Lorsque jqj � 1 et 1
2� ln jqj < r < +1; en adoptant une approximation

convenable pour le terme potentiel centrifuge et en formulant l�intégrale de chemin en fonction

du potentiel de Manning-Rosen standard, la fonction de Green radiale pour l�onde l est éta-

blie sous une forme compacte, à partir de laquelle le spectre d�énergie et les fonctions d�onde

normalisées sont extraits. Pour 0 < jqj < 1, l�intégrale de chemin pour la fonction de Green

associée aux ondes s (l = 0) est aussi formulée en termes du potentiel de Manning-Rosen dé�ni

dans le demi-espace � > � 1
2� ln jqj et lorsque q > 0, elle est exprimée en fonction du potentiel
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de Rosen-Morse dans le demi-espace u > � 1
2� ln q: Dans les deux cas, nous avons montré que

les niveaux d�énergie des états s sont déterminés par une équation transcendante comprenant

la fonction hypergéométrique. Naturellement, à la limite où q ! 0, nos résultats peuvent se

réduire à ceux du potentiel de Morse.

47



Chapitre 3

Mouvement d�une particule dans le

potentiel de Tietz-Wei

3.1 Introduction

La fonction potentielle à quatre paramètres dite de Tietz-Wei [24�26] introduite pour décrire

les vibrations d�élongation des liaisons des molécules diatomiques est dé�nie par :

VTW (r) = D

"
1� e�bh(r�re)

1� che�bh(r�re)

#2
; bh = �(1� ch): (3.1)

où r est la distance internucléaire, D et re représentent respectivement la profondeur du puits

de potentiel et la longueur de la liaison moléculaire. � est la constante de Morse et pour des

raisons physiques la constante sans dimension ch est un paramètre d�optimisation choisi de telle

sorte que jchj < 1. Ce potentiel est beaucoup plus réaliste que le potentiel de Morse dans la des-

cription de la dynamique moléculaire. Depuis donc 1990, il continue d�intéresser les physiciens

et les chimistes si l�on juge par le nombre impressionnant de travaux réalisés sur ses applications

en physique moléculaire et en chimie quantique. En utilisant la théorie de Hamilton-Jacobi et la

règle de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld, les niveaux d�énergie de rotation-vibration de mo-

lécules diatomiques [27] ainsi que des distributions de probabilité radiales de certaines molécules

diatomiques dans des états de rotation-vibration excités [28] ont été obtenus. Dans un espace

à trois dimensions, la solution analytique de l�équation de Schrödinger radiale avec ce potentiel
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a été donnée récemment pour les ondes s (l = 0) dans une formulation basée sur la méthode de

Nikiforov-Uvarov [29] et pour les ondes l en utilisant l�approximation de Pekeris pour rempla-

cer le terme potentiel centrifuge [30]. Les solutions analytiques approximatives des équations

de Schrödinger, Klein-Gordon et Dirac ont été aussi proposées en adoptant l�approximation

de Pekeris et en appliquant trois types de techniques à savoir la méthode d�itération asymp-

totique, l�approche de l�analyse fonctionnelle et la supersymétrie en mécanique quantique [34].

Dans une autre étude, la construction des opérateurs de Ladder par l�approche algébrique et

des états cohérents dans le cadre de la supersymétrie en mécanique quantique pour le potentiel

anharmonique de Tietz-Wei a été abordée [59]. La méthode basée sur la règle de quanti�cation

appropriée a été appliquée récemment pour déterminer le spectre d�énergie d�un ensemble de

molécules diatomiques en présence du potentiel de Tietz-Wei [35] et du potentiel de Tietz-Wei

modi�é [60]. L�équation de Schrödinger a été résolue en adoptant l�approximation de Pekeris

pour le terme centrifuge. En�n, on trouve dans un travail très récent réalisé dans un espace à D

dimensions les solutions de l�équation de Schrödinger avec le potentiel de Tietz-Wei obtenues en

utilisant une approximation du type Pekeris et la supersymétrie en mecanique quantique [61].

Comme dans les articles cités ci-dessus, le paramètre ch ne semble avoir aucune in�uence

sur les solutions du problème, nous allons consacrer le reste de ce chapitre à une discussion

rigoureuse par l�intégrale de chemin en considérant tous les cas qui peuvent se présenter et

prouver l�importance de ch pour résoudre correctement le problème.

Dans le second paragraphe, nous allons exprimer la fonction de Green radiale relative au

potentiel VTW (r) sous la forme d�une intégrale de chemin en soulignant que le problème de

sa construction se présente de façon di¤érente suivant la valeur que prend le paramètre ch.

Nous établissons la correspondance entre le potentiel de Tietz-Wei et le potentiel de Manning-

Rosen déformé lorsque 0 < ch < 1 dans le troisième paragraphe. Pour e�bhre � ch < 1,

en remplaçant le terme potentiel centrifuge par une approximation appropriée, nous calculons,

sous une forme compacte, la fonction de Green radiale associée aux ondes l. Nous en déduisons le

spectre d�énergie et les fonctions d�onde convenablement normalisées des états liés l en indiquant

les valeurs minimales du paramètre ch à partir desquelles les valeurs numériques du spectre

d�énergie pour certaines molécules diatomiques peuvent être obtenues. Lorsque 0 < ch < e�bhre ,

nous nous limitons à l�étude des ondes s (l = 0). Dans le quatrième paragraphe, nous considérons
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le cas où �1 < ch < 0. Le potentiel (3.1) se ramène au potentiel déformé de Rosen-Morse. Nous

évaluons la fonction de Green associée aux ondes s (l = 0) pour déterminer l�équation d�énergie

et les fonctions d�onde. À la limite où ch ! 0, nous retrouvons la fonction de Green, le spectre

d�énergie et les fonctions d�onde pour le potentiel de Morse dans le cinquième paragraphe. Le

sixième paragraphe sera une conclusion.

3.2 Fonction de Green

Comme le potentiel (3.1) possède la symétrie sphérique, la fonction de Green radiale est

dé�nie par :

Gl
�
r00; r0;E

�
=

Z 1

0
dT


r00
�� exp� i

~
[E �Hl]T

� ��r0� ; (3.2)

où Hl est l�Hamiltonien

Hl =
P 2r
2�
+ Veff (r); (3.3)

avec le potentiel e¤ectif

Veff (r) =
~2l(l + 1)
2�r2

+ VTW (r): (3.4)

Dans le cadre de l�approche des intégrales de chemin de Feynman [62], il est facile d�exprimer

(3.2) sous la forme d�une intégrale de chemin,

Gl
�
r00; r0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
Kl

�
r00; r0;T

�
; (3.5)

avec

Kl

�
r00; r0;T

�
= lim

N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d (Pr)n
2�~

�

� exp
(
i

~

N+1X
n=1

"
(Pr)n�rn � "

 
(Pr)

2
n

2�
+ Veff (rn)

!#)
: (3.6)

Ensuite, en intégrant sur les variables (Pr)n, nous obtenons l�intégrale de chemin dans l�espace

des con�gurations,

Gl
�
r00; r0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

� eKl

�
r00; r0;T

�
; (3.7)

50



où le propagateur eKl (r
00; r0;T ) est explicitement dé�ni par :

eKl

�
r00; r0;T

�
= lim

N!1

� �

2i�"~

�N+1
2

NY
n=1

�Z
drn

�

� exp
(
i

~

N+1X
n=1

h �
2"
(�r)2n � "Veff (rn)

i)
: (3.8)

Pour construire la fonction de Green radiale (3.7), deux cas se présentent selon que ch est

compris dans l�intervalle ]0; 1[ ou dans l�intervalle ]�1; 0[.

3.3 Potentiel de Manning-Rosen déformé

Si 0 < ch < 1, le potentiel de Tietz-Wei se met sous la forme du potentiel de Manning-Rosen

dé�ni en termes des hyperboliques ch�déformées par :

VTW (r) = V0 � V1 cothch
�
bh
2
(r � re)

�
+

V2

sinh2ch

h
bh
2 (r � re)

i ; (3.9)

où les constantes V0; V1 et V2 sont données par :8>>>><>>>>:
V0 =

D
2

�
1 + 1

c2h

�
;

V1 =
D
2

�
1
ch
+ 1
��

1
ch
� 1
�
;

V2 =
D
4 ch

�
1
ch
� 1
�2
:

(3.10)

Comme dans le problème du potentiel de Tietz amélioré, nous allons construire la fonction de

Green radiale en distinguant deux cas : e�bhre � ch < 1 et 0 < ch < e�bhre :

3.3.1 Premier cas : e�bhre � ch < 1

Le potentiel VTW (r) possède une forte singularité au point r = r0 = re+
1
bh
ln ch: Dans ce cas,

il existe deux régions distinctes, la première est déterminée par l�intervalle ]0; r0[ et la seconde

par l�intervalle ]r0;+1[. Nous allons nous intéresser au calcul de l�intégrale de chemin pour ce

potentiel uniquement dans l�intervalle ]r0;+1[, puisque, dans l�autre intrevalle, le problème ne

peut pas être résolu analytiquement et de plus, sa solution ne présente pas un intérêt physique
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digne d�être noté. pour calculer la fonction de Green associée aux ondes de moment cinétique

l, nous adoptons l�expression

1

r2
� C0 +

B0

ebh(r�re) � ch
+

A0�
ebh(r�re) � ch

�2 (3.11)

comme une approximation du terme 1
r2
contenu dans le potentiel centrifuge lorsque bh (r � re)�

1. Après un calcul simple, nous pouvons mettre l�expression du potentiel e¤ectif (3.4) sous la

forme :

Veff (r) � V l0 � V l1 cothch
�
bh
2
(r � re)

�
+

V l2

sinh2ch

h
bh
2 (r � re)

i ;
(3.12)

où les paramètres V l0 ; V
l
1 et V

l
2 sont dé�nis par :8>>><>>>:

V l0 = V0 +
~2l(l+1)
2�

h
C0 +

1
2ch

�
A0
ch
�B0

�i
;

V l1 = V1 +
~2l(l+1)
4�

�
A0
ch
�B0

�
;

V l2 = V2 +
~2l(l+1)A0

8�ch
:

(3.13)

En e¤ectuant ensuite le changement de variable � = 1
2 [bh (r � re)� ln ch] et en posant

" =
b2h
4 "s, la fonction de Green (3.7) s�écrit

Gl
�
r00; r0;E

�
=
2

bh
GMR(�

00; �0; eEl); (3.14)

où

GMR(�
00; �0; eEl) = Z 1

0
dS exp

 
i

~
eEl
b2h
S

!
Pl
�
�00; �0;S

�
; (3.15)

expression dans laquelle le noyau Pl
�
�00; �0;S

�
a pour forme explicite :

Pl
�
�00; �0;S

�
=

bh
2
lim
N!1

�
�

2i�~"s

�N+1
2

NY
n=1

�Z
d�n

�

� exp
(
i

~

N+1X
n=1

�
�

2"s
(��)2n +

4"s
b2h

�
V l1 coth �n �

V l2
ch sinh

2 �n

��)
; (3.16)
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et eEl = 4�E � V l0� : (3.17)

L�expression (3.16) est celle du propagateur associée au potentiel standard de Manning-Rosen

dont nous avons fait référence dans le sous paragraphe (2.3.1). Alors, la fonction de Green (3.15)

est de la forme :

GMR(�
00; �0; eEl) = � i�

~
� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 �M2 + 1)� (M1 +M2 + 1)

�
�

2

1 + coth �0
2

1 + coth �00

�M1+M2+1
2

�
coth �0 � 1
coth �0 + 1

coth �00 � 1
coth �00 + 1

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

coth �> � 1
coth �> + 1

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

2

coth �< + 1

�
; (3.18)

où les paramètres LE ;M1 et M2 ont dans le cas actuel les valeurs suivantes :8>>><>>>:
LE = �1

2 +
1
~bh

q
2�
�
V l0 + V

l
1 � E

�
;

M1 = �l +
1
~bh

q
2�
�
V l0 � V l1 � E

�
;

M2 = �l � 1
~bh

q
2�
�
V l0 � V l1 � E

�
;

(3.19)

avec

�l =

s
8�V2
~2b2hch

+
l(l + 1)

b2hc
2
h

A0 +
1

4
: (3.20)

Ainsi, en revenant à l�ancienne variable, la fonction de Green radiale (3.14) a pour expression :

Gl
�
r00; r0;E

�
= �2i�

~bh
� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 �M2 + 1)� (M1 +M2 + 1)

�
h�
1� che�bh(r

0�re)
��
1� che�bh(r

00�re)
�iM1+M2+1

2

�
�
c2he

�bh(r0�re)e�bh(r
00�re)

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1; che

�bh(r>�re)
�

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1; 1� che�bh(r<�re)

�
:

(3.21)
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Le spectre d�énergie pour les états liés peut être obtenu à partir des pôles de la fonction de

Green radiale (3.21). Ces pôles sont ceux de la fonction gamma � (M1 � LE) que nous trouvons

lorsque son argument est un entier négatif ou nul, c�est à dire lorsque

M1 � LE = �nr; nr = 0; 1; 2; 3; :::: (3.22)

En tenant compte de (3.19), les valeurs propres de l�énergie sont alors données par :

Enr;l = V0 +
~2l(l + 1)

2�

�
C0 +

1

2ch

�
A0
ch
�B0

��
� ~

2b2h
8�

�
N2
r +

�2l
N2
r

�
; (3.23)

où nous avons posé

Nr = nr + �l +
1

2
; (3.24)

et

�l =
4�V1
~2b2h

+
l(l + 1)

b2hch

�
A0
ch
�B0

�
: (3.25)

En exprimant maintenant la fonction de Green radiale (3.21) sous la forme d�un développe-

ment spectral ainsi :

Gl
�
r00; r0;E

�
= i~

nrmaxX
nr=0

�nr;l (r
00)�nr;l (r

0)

E � Enr;l
; (3.26)

nous trouvons pour les fonctions d�onde �nr;l (r), convenablement normalisées, les valeurs :

�nr;l (r) =

24 bh
2Nr

�
�l
Nr

+Nr

��
�l
Nr

�Nr
� ��Nr � nr + �l

Nr

�
�
�
1�Nr + nr + �l

Nr

�
nr!� (2Nr � nr)

35
1
2

� 1

�
�
�l
Nr
�Nr + 1

� �1� che�bh(r�re)�Nr�nr �che�bh(r�re)� 12� �l
Nr
�Nr

�

� 2F1

�
�nr; Nr +

�l
Nr

� nr;
�l
Nr

�Nr + 1; che�bh(r�re)
�
: (3.27)

Dans le calcul des valeurs de l�énergie à partir de l�équation (3.23) pour certaines molécules,

Il faut noter que le paramètre ch doit être supérieur ou égal aux valeurs contenues dans le tableau

ci-dessous et inférieur à l�unité contrairement à ce qui est prétendu dans la littérature [34].
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valeurs minimales de ch pour obtenir les valeurs des niveaux d�énergie à partir de l�équation (3.23).

molécule bh

�
�A�1

�
re

�
�A
�

ch

HF 1,94207 0,917 0,168490115

N2 2,78585 1,097 0,047071975

I2 2,12343 2,666 0,003478812

H2 1,61890 0,741 0,301313237

O2 2,59103 1,207 0,043832785

O+2 2,86987 1,116 0,040649248

3.3.2 Deuxième cas : 0 < ch < e�bhre

Dans ce cas, le potentiel (3.1) est dé�ni dans l�intervalle R+. La transformation r =

re +
1
bh
(2� + ln ch) convertit r 2 ]0;+1[ en � 2

�
�1
2 (bhre + ln ch) ;+1

�
: Cela signi�e que

le noyau (3.16) pour l = 0, est le propagateur décrivant l�évolution d�une particule en présence

d�un potentiel du type de Manning-Rosen sur la demi-droite � > �0 = �1
2 (bhre + ln ch) et en

e¤ectuant la transformation temporelle " = 4"s
b2h
, où dT = 4dS

b2h
, nous pouvons récrire (3.7), pour

l = 0, ainsi

G0(r
00; r0;E) =

2

bh
eGMR

�
�0; �00; ~E0

�
; (3.28)

avec eGMR

�
�0; �00; ~E0

�
=

1Z
0

dS exp

 
i

~
~E0
b2h
S

!
P0(�

00; �0;S); (3.29)

où

~E0 = 4 (E � V0) ; (3.30)

et

P0
�
�00; �0;S

�
=

bh
2
lim
N!1

�
�

2i�~"s

�N+1
2

NY
n=1

�Z
d�n

�

� exp
(
i

~

N+1X
n=1

�
�

2"s
(��)2n +

4"s
b2h

�
V1 coth �n �

V2

ch sinh
2 �n

��
ds

)
;(3.31)

55



est le propagateur qui décrit le mouvement d�une particule soumise au potentiel de Manning-

Rosen dé�ni dans le demi droite � > �0. Comme une intégration directe des chemins n�est pas

possible, nous pouvons construire la fonction de Green corespondante en termes de la fonction

de Green dans l�intervalle R+ à l�aide de la méthode de développement en série de perturbation

discutée en détail dans la littérature [51�53] et qu�il n�est pas nécessaire de rappeler ici. Tous

calculs faits, nous trouvons

eGMR

�
�0; �00; ~E0

�
= G0MR(�

0; �00; ~E0)�
G0MR(�

0; �0; ~E0)G
0
MR(�0; �

00; ~E0)

G0MR(�0; �0;
~E0)

; (3.32)

où G0MR(�
0; �00; ~E0) est la fonction de Green (3.18) associée au potentiel de Manning-Rosen

déformé, pour les ondes s(l = 0) et 0 < ch < e�bhre :

Le spectre d�énergie est déterminé par les pôles de l�expression (3.32), c�est à dire, par

l�équation G0MR(�0; �0;
~E0) = 0; ou bien par l�équation transcendante

2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1; che

bhre
�
= 0: (3.33)

Ici les quantités LE ;M1 et M2 sont dé�nies par :

8>>><>>>:
LE = �1

2 +
1
~bh

p
2� (V0 + V1 � Enr);

M1 = �0 +
1
~bh

p
2� (V0 � V1 � Enr);

M2 = �0 � 1
~bh

p
2� (V0 � V1 � Enr):

(3.34)

avec

�0 =

s
1

4
+
8�V2
~2b2hch

: (3.35)

L�équation transcendante (3.34) peut être résolue numériquement pour déterminer les ni-

veaux d�énergie de la particule. Les fonctions d�onde correspondantes sont de la forme :
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�0<ch<e
�bhre

nr (r) = C
�
1� che�bh(r�re)

��0+ 1
2
�
che

�bh(r�re)
� 1
~bh

p
2�(V0+V1�Enr )

�2F1
�
M1 � LEnr ; LEnr +M1 + 1;M1 �M2 + 1; che

�bh(r�re)
�
;

(3.36)

où C est un facteur constant. Notons que ces fonctions d�onde satisfont bien les conditions aux

limites.

�0<ch<e
�bhre

nr (r) �! 0
r!0

; (3.37)

et

�0<ch<e
�bhre

nr (r) �! 0
r!1

: (3.38)

3.4 Potentiel de Rosen-Morse déformé

Lorsque �1 < ch < 0, le potentiel de Tietz-Wei épouse la forme du potentiel de Rosen-Morse

exprimé en termes des fonctions hyperboliques ch�déformés par :

VTW (r) = U0 + U1 tanhjchj

�
bh
2
(r � re)

�
� U2

cosh2jchj

h
bh
2 (r � re)

i ; (3.39)

où les constantes U0; U1 et U2 sont dé�nies par :8>>>><>>>>:
U0 =

D
2

�
1 + 1

jchj2
�
;

U1 =
D
2

�
1� 1

jchj

��
1 + 1

jchj

�
;

U2 =
D
4 jchj

�
1
jchj + 1

�2
:

(3.40)

Dans ce cas, la fonction de Green radiale associée aux ondes s (l = 0) s�écrit

G
�
r00; r0; E0

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
E0T

�
K0

�
r00; r0;T

�
(3.41)
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avec

E0 = E � U0; (3.42)

et

K0

�
r00; r0;T

�
=

Z
Dr (t) exp

�
i

~

Z T

0

�
�

2

:
r
2 �

�
U1 tanhjchj

�
bh
2
(r � re)

�

� U2

cosh2jchj

h
bh
2 (r � re)

i
1A35 dt

9=; : (3.43)

Appliquons maintenant la transformation spatiale r 2 R+ ! x 2 ]x0;+1[ dé�nie par :

x =
bh
2
(r � re)�

1

2
ln jchj ; (3.44)

accompagnée par la transformation temporelle

" =
4

b2h
"s ou T =

4

b2h
S: (3.45)

Nous pouvons ainsi récrire la fonction de Green (3.41) sous la forme suivante :

G
�
r00; r0; E0

�
=
2

bh
G
�
x00; x0; E0

�
; (3.46)

avec

G
�
x00; x0; E0

�
=

Z 1

0
dS exp

�
4i

~b2h
E0S

�
K0

�
x00; x0; E0

�
; (3.47)

où

K0

�
x00; x0; E0

�
=

Z
Dx(s) exp

�
i

~

Z S

0

�
�

2

:
x
2 � 4

b2h

�
U1 tanhx�

U2

jchj cosh2 x

��
ds

�
; x > x0

(3.48)

est le propagateur associée à une particule qui se déplace dans le demi-espace x > x0 =

�1
2 (bhre + ln jchj), sous l�action du potentiel standard de Rosen-Morse [3]. À cause du fait

que la solution du propagateur est dé�nie dans le demi-espace x > x0, nous devons construire

la fonction de Green correspondante (3.47) en termes de la fonction de Green pour ce potentiel

dé�ni dans tout l�espace R en suivant la démarche décrite dans le paragraphe (1.5). Tous calculs
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faits, nous obtenons

G
�
x00; x0; E0

�
= GRM

�
x00; x0; E0

�
� GRM (x

00; x0; E0)GRM (x0; x0; E0)
GRM (x0; x0; E0)

; (3.49)

où GRM (x
00; x0; E0) est la fonction de Green relative au potentiel standard de Rosen-Morse

[51,63] donnée par :

GRM
�
x00; x0; E0

�
= � i�

~
� (M1 � LE0) � (LE0 +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�
1� tanhx0

2
:
1� tanhx00

2

�M1+M2
2

�
�
1 + tanhx0

2
:
1 + tanhx00

2

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

1 + tanhx<
2

�
� 2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

1� tanhx>
2

�
:

(3.50)

Ici nous avons utilisé les abréviations8>>>>><>>>>>:
LE0 = �1

2 +
q

1
4 +

8�U2
~2b2hjchj

;

M1 =
1
~bh

p
2� (D � E) + 1

~bh

r
2�
�

D
jchj2

� E
�
;

M2 =
1
~bh

p
2� (D � E)� 1

~bh

r
2�
�

D
jchj2

� E
�
:

(3.51)

Les états liés avec l�énergie Enr sont déterminés à partir des pôles de la fonction de Green

GRM (x0; x0; E0) par l�équation transcendante

2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

jchj
e�bhre + jchj

�
= 0; (3.52)
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et les fonctions d�onde correspondantes sont de la forme :

�nr (r) = N
�

jchj
jchj+ ebh(r�re)

� 1
~bh

p
2�(D�Enr )� 1

1 + jchj e�bh(r�re)

� 1
~bh

s
2�

�
D

jchj2
�Enr

�

� 2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

jchj
ebh(r�re) + jchj

�
(3.53)

où N est un facteur constant.

3.5 Potentiel de Morse

En faisant jchj = 0 dans l�expression (3.1), nous obtenons le potentiel radial de Morse

VM (r) = D
�
1� e��(r�re)

�2
: (3.54)

Dans ce cas, nous pouvons montrer à partir des équations (3.51) que

8>>>>><>>>>>:
LE0 '

jchj!0
�1
2 +

�
1 + 1

jchj

� p
2�D
~� ;

M1 '
jchj!0

1
~�
p
2� (D � E) +

p
2�D

~�jchj ;

M2 '
jchj!0

1
~�
p
2� (D � E)�

p
2�D

~�jchj :

(3.55)

D�autre part, en tenant compte de la proprièté de la fonction hypergéométrique (2.65), il

est facile de voir que

lim
jchj!0

2F1

�
M1 � LE0 ; LE0 +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

jchj
e�bhre + jchj

�
= 1F1

�
1

2
�
p
2�D

~�
+
1

~�
p
2� (D � E); 2

~�
p
2� (D � E) + 1; 2

p
2�D

~�
e�re

�
= 0:

(3.56)

Suivant la méthode utilisée dans le paragraphe (2.5), nous arrivons à

1

2
�
p
2�D

~�
+
1

~�
p
2� (D � E) = �nr; nr = 0; 1; 2; :::: (3.57)

D�où nous trouvons les niveaux d�énergie bien connus associés au potentiel radial de Morse :
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Enr = �
~2�2

2�

"�
nr +

1

2

�2
� 2

�
nr +

1

2

� p
2�D

~�

#
; (3.58)

avec nr max =
np

2�D
2~� � 1

2

o
:

De l�expression (3.53), en passant à la limite où jchj ! 0, nous aurons pour les fonctions

d�onde correspondantes :

�jchj=0nr (r) = C exp
�
�
p
2�D

~�
e��(r�re)

��
e��(r�re)

�p2�D
~� �nr� 1

2

� 1F1

�
�nr;�2nr + 2

p
2�D

~�
;
2
p
2�D

~�
e��(r�re)

�
; (3.59)

où C est la constante de normalisation.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que le problème du potentiel de Tietz-Wei se résout sans

di¢ cultés dans le cadre des intégrales de chemin de Feynman contrairement aux tentatives

d�étude faites naïvement au moyen de diverses techniques [29, 30, 34, 35, 59�61] menant à des

résultats acceptables partiellement. Il faut noter qu�un traitement convenable demande de dis-

tinguer trois cas représentant le potentiel de Manning-Rosen standard pour e�bhre � ch < 1,

le potentiel de Manning-Rosen dé�ni dans un demi-espace lorsque 0 < ch < e�bhre et le po-

tentiel de Rosen-Morse pour �1 < ch < 0. chaque cas nécessite un traitement particulier. Ce

qui prouve que le paramètre d�optimisation ch est un paramètre important dans l�analyse de ce

problème. En particulier, le spectre analytique de l�énergie et les fonctions d�onde des états l

de certaines molécules diatomiques s�obtiennent pour des valeurs de ch supérieures ou égales à

celles contenues dans le tableau ci- dessus. Il faut signaler aussi que l�approximation de Peke-

ris avec des constantes dépendantes de ch s�applique de manière très restrictive aux molécules

diatomiques.
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Chapitre 4

Mouvement d�une particule de

Klein-Gordon dans un potentiel

vecteur et un potentiel scalaire du

type de Rosen-Morse déformé

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de traiter en détail dans le cadre de l�approche des intégrales de

chemin, le problème d�une particule relativiste sans spin de masse M et de charge (�e) plongée

dans un champ central constitué d�un potentiel vecteur Vq(r) et un potentiel scalaire Sq(r). Le

potentiel scalaire est ajouté à la masse au repos de la particule et l�ensemble peut être interprété

comme une masse e¤ective dépendant de la position. Les potentiels Vq(r) et Sq(r) sont égaux

et de la forme (voir par exemple Ref. [64] et les références contenues dans celle-ci)

Vq(r) = Sq(r) = �
V1

cosh2q (�r)
� V2 tanhq (�r) ; (4.1)

où V1 , V2, � et q sont quatre paramètres réels ajustables. V1 et V2 décrivent la profondeur du

puits de potentiel, � est le paramètre d�écran lié à la portée du potentiel caractérisée par la

longueur ��1: L�expression (4.1) est dé�nie en termes des fonctions hyperboliques déformées
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sinhq x =
ex � qe�x

2
; coshq x =

ex + qe�x

2
; tanhq x =

sinhq x

coshq x
; (4.2)

introduites pour la premère fois par Arai [9]. Le paramètre de déformation q étant un nombre

réel non nul. Dans le cas où q = 1, le potentiel (4.1) se réduit au potentiel radial de Rosen-Morse

qui a été étudié sous di¤érents points de vue au cours de la dernière décennie [41,65�72]. Aussi

pour �1 � q < 0 et q > 0; di¤érentes méthodes ont été utilisées pour résoudre les équations de

Klein-Gordon et de Dirac [48,73�76] avec ces mêmes potentiels.

Dans cette étude, nous allons présenter un traitement complet du problème des états liés

pour les potentiels (4.1) par l�approche de l�intégrale de chemin pour toute valeur réelle du

paramètre q 6= 0.

L�organisation de ce chapitre est la suivante : dans la section 2, nous formulons la fonction

de Green radiale associée à l�onde l dans le cadre de l�intégrale de chemin de Feynman. Dans la

section 3, nous construisons la fonction de Green radiale associée au potentiel de Manning-Rosen

déformé (q < 0). Lorsque q � �1 et 1
2� ln jqj < r < +1, nous utilisons une approximation

appropriée du terme potentiel centrifuge pour calculer l�expression de la fonction de Green

radiale associée à l�état de nombre quantique orbital l; à partir de laquelle, nous determinerons

le spectre d�énergie et les fonctions d�onde normalisées. Pour �1 < q < 0, le potentiel q�déformé

de Manning-Rosen est converti au potentiel de Manning-Rosen standard dé�ni sur une demi-

droite. Dans ce cas, la fonction de Green radiale, pour l = 0, est évaluée sous forme compacte

en utilisant la méthode des perturbations qui consiste à ajouter un potentiel � de Dirac comme

perturbation au potentiel standard de Manning-Rosen et rendre la force de cette perturbation

in�niment répulsive pour créer une barrière infranchissable. De cette manière, nous obtenons

la fonction de Green radiale pour une particule se déplaçant sur une demi-droite. Des pôles de

la fonction de Green, nous obtenons une équation transcendante pour les niveaux d�énergie.

Dans la section 4, le potentiel de Rosen-Morse déformé (q > 0) est traité de la même manière.

Nous transformons d�abord l�intégrale de chemin associée à ce potentiel en celle du potentiel

standard de Rosen-Morse sur une demi-droite et par la même perturbation de la fonction �,

nous calculons la fonction de Green radiale et obtenons une équation transcendante pour les

niveaux d�énergie des états s (l = 0). Le potentiel radial standard de Manning-Rosen (jqj = 1),

le potentiel radial standard de Rosen-Morse (V2 ! �V2; q = 1) et le potentiel radial d�Eckart
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(V1 ! �V1; q = 1) sont considérés comme des cas particuliers. La section 5 sera une conclusion.

4.2 Fonction de Green

La fonction de Green associée à une particule se déplaçant dans un potentiel vecteur et

un potentiel scalaire à symétrie sphérique se développe en ondes partielles [62] en coordonnées

sphériques

Gl
��!r 00; t00;�!r 0; t0� = 1

r00r0

1X
l=0

(2l + 1)

4�
Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
Pl (cos�) ; (4.3)

où la fonction de Green radiale est donnée par :

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=

1

2i

1Z
0

d�

�
r00; t00

����exp� i2 h�P 2r + (P0 � Vq)2
� l (l + 1)

r2
� (M + Sq)

2

�
�

����� r0; t0� ; (4.4)

et Pl(cos�) est un polynôme de Legendre de degré l en cos� avec cos� =
�!r 00�!r 0
r00r0 = cos �

00 cos �0+

sin �00 sin �0 cos ('00 � '0).

Dans la formulation de Feynman [16, 21], la fonction de Green radiale Gl (r00; t00; r0; t0) est

explicitement exprimée sous la forme d�une intégrale de chemin

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=
1

2i

Z 1

0
d�Pl(r

00; t00; r0; t0; �); (4.5)

où

Pl(r
00; t00; r0; t0; �) = lim

N!1

NY
n=1

�Z
drndtn

�N+1Y
n=1

�Z
d(Pr)nd(P0)n

(2�)2

�

� exp
"
i
N+1X
n=1

An1

#
; (4.6)

avec l�action élémentaire
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An1 = �(Pr)n�rn + (P0)n�tn +
"�
2

�
�(Pr)2n + ((P0)n � Vq(rn))2

� l (l + 1)
r2n

� (M + Sq(rn))
2

�
; (4.7)

dans laquelle �rn = rn � rn�1;�tn = tn � tn�1; rn = r (tn) ; "� =
�

N+1 :

Remarquons d�abord que le calcul des intégrales sur les variables tn dans l�expression (4.6)

donnent N distributions de Dirac �
�
(P0)n � (P0)n+1

�
. En intégrant ensuite sur les variables

(P0)n, on trouve que

(P0)1 = (P0)2 = ::: = (P0)N+1 = E: (4.8)

Par conséquent, le propagateur Pl(r00; t00; r0; t0; �) devient

Pl(r
00; t00; r0; t0; �) =

1

2�

+1Z
�1

dE exp
�
iE(t00 � t0)

�
Pl(r

00; r0; �); (4.9)

avec

Pl(r
00; r0; �) = lim

N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d(Pr)n
2�

�
exp

"
i

N+1X
n=1

An2

#
; (4.10)

où la nouvelle action élémentaire est

An2 = �(Pr)n�rn +
"�
2

�
�(Pr)2n + (E � Vq(rn))2

� l (l + 1)
r2n

� (M + Sq(rn))
2

�
: (4.11)

En e¤ectuant ensuite l�intégration par rapport aux variables (Pr)n; nous trouvons

Pl(r
00; r0; �) =

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�Z
drnp
2i�"�

�
exp

(
N+1

i
X
n=1

"
(�rn)

2

2"�

�"�
2

�
[M + Sq(rn)]

2 � [E � Vq(rn)]2 +
l (l + 1)

r2n

���
; (4.12)

65



et en remplaçant l�expression (4.9) dans (4.5), nous remarquons que le terme dépendant du

temps t ne contient pas la variable pseudo-temporelle �. Alors, nous pouvons récrire la fonction

de Green partielle (4.5) sous la forme :

Gl(r
00; t00; r0; t0) =

1

2�

+1Z
�1

dE exp
�
iE(t00 � t0)

�
Gl(r

00; r0); (4.13)

avec

Gl(r
00; r0) =

1

2i

+1Z
0

d�Pl(r
00; r0; �): (4.14)

En admettant que Vq (r) = Sq (r) ; la fonction de Green radiale (4.14) se réduit à

Gl(r
00; r0) =

1

2i

+1Z
0

d�exp
�
i ~E20�

�
Kl(r

00; r0; �); (4.15)

où

Kl(r
00; r0; �) =

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�Z
drnp
2i�"�

�
exp

(
i

N+1X
n=1

"
(�rn)

2

2"�

�"�
2

�
2 (E +M)Vq (rn) +

l(l + 1)

r2n

���
; (4.16)

et

~E20 =
E2 �M2

2
: (4.17)

Le propagateur radial (4.16) et la fonction de Green radiale (4.15) dépendent d�un paramètre

de déformation réel arbitraire. Lorsque �1 < q < 0 ou q > 0, la fonction de Green (4.15) peut

être évaluée exactement seulement pour les états s, mais, quand q � �1, le problème d�un

état l peut être résolu en utilisant une approximation appropriée du terme centrifuge. Alors

pour entreprendre cette étude, trois cas intéressants doivent être distingués selon les valeurs du

paramètre de déformation q:
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4.3 Potentiels radiaux de Manning-Rosen déformés

4.3.1 Premier cas : q � �1

Lorsque q � �1, le potentiel (4.1) s�écrit sous la forme :

Vq(r) = Sq(r) = �
V1

sinh2jqj (�r)
� V2 cothjqj (�r) : (4.18)

Le mouvement se produit sur le demi-espace r > r0 =
1
2� ln (�q). Pour construire l�intégrale de

chemin pour un état de nombre quantique orbital l, nous utilisons d�abord l�expression

1

r2
t �2

 
1

3
+

jqj
sinh2jqj (�r)

!
(4.19)

comme une bonne approximation pour 1
r2
dans le terme centrifuge pour jqj � 1: Nous transfor-

mons ensuite la variable r 2 ]r0;+1[ en une nouvelle variable x 2 ]0;+1[ par :

r =
1

�

�
x+

1

2
ln jqj

�
: (4.20)

En plus du changement de variable, nous transformons l�intervalle de temps local "� en un

nouvel intervalle de temps ��2"s. En mettant ces considérations ensemble, nous pouvons récrire

la fonction de Green (4.15) ainsi :

Gl
�
r00; r0

�
= � 1

2�
GlMR

�
x00; x0; ~E2l

�
; (4.21)

avec

GlMR

�
x00; x0; ~E2l

�
= i

Z 1

0
dS exp

 
i
~E2l
�2
S

!
K l
MR(x

00; x0;S); (4.22)

où

~E2l =
~E20 �

l (l + 1)�2

6
; (4.23)

et

K l
MR(x

00; x0;S) =

Z
Dx (s) exp

�
i

Z S

0

�
_x2

2
� V lMR (x)

�
ds

�
(4.24)
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est le propagateur associé au potentiel standard de Manning-Rosen [4]

V lMR (x) = � ~V2 cothx+
~V1

sinh2 x
; x > 0; (4.25)

dans lequel nous avons posé

~V1 = � (E +M)
V1
jqj�2 +

l (l + 1)

2
; ~V2 = (E +M)

V2
�2
: (4.26)

La fonction de Green peut être exprimée sous forme compacte comme cela est connu dans la

littérature [51�53]

GlMR

�
x00; x0; eE2l � =

� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�

2

1 + cothx0
:

2

1 + cothx00

�M1+M2+1
2

�
�
cothx0 � 1
cothx0 + 1

:
cothx00 � 1
cothx00 + 1

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

cothx> � 1
cothx> + 1

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

2

cothx< + 1

�
:

(4.27)

Les quantités LE ; M1 et M2 sont données par :

8<: LE = �1
2 +

1
2�

q
(M + E) (M � E + 2V2) + �2

3 l (l + 1);

M1;2 =
q�

l + 1
2

�2 � 2 (M + E) V1
�2jqj �

1
2�

q
(M + E) (M � E � 2V2) + �2

3 l (l + 1):
(4.28)

Le spectre d�énergie des états liés peut être obtenu à partir des pôles de la fonction de Green

(4.27) ou des pôles de la fonction d�Euler � (M1 � LE). Ces pôles sont donnés par :

M1 � LE = �nr; nr = 0; 1; 2::: : (4.29)
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En insérant les valeurs de LE et M1 dans (4.29), nous obtenons

M2 � E2nr;l =
(M + Enr;l)

2 V 22

�2
�
nr +

1
2 +

q�
l + 1

2

�2 � 2 (M + Enr;l)
V1
�2jqj

�2
+�2

0@nr + 1
2
+

s�
l +

1

2

�2
� 2 (M + Enr;l)

V1
�2 jqj

1A2

��
2

3
l (l + 1) : (4.30)

Les fonctions d�onde correspondantes sont de la forme :

uq��1nr;l
(r) = r	q��1nr;l

(r)

= Nnr;l
�
1� jqj e�2�r

��l �jqj e�2�r�!l P (2!l;2�l�1)nr (1� 2 jqj e�2�r); (4.31)

avec les paramètres !l et �l dé�nis par :

8<: !l =
1
2�

q
M2 � E2nr;l � 2

�
M + Enr;l

�
V2 +

�2

3 l(l + 1);

�l =
1
2 +

q�
l + 1

2

�2 � 2 (M + Enr;l)
V1
�2jqj ;

(4.32)

et où la constante Nnr;l s�obtient à partir de la condition de normalisation

Z +1

1
2�
lnjqj

���uq��1nr;l
(r)
���2 dr = 1: (4.33)

Le calcul mène à

Nnr;l =
�
4�!l (nr + !l + �l)

nr + �l

nr!� (nr + 2!l + 2�l)

� (nr + 2!l + 1)� (nr + 2�l)

� 1
2

: (4.34)

4.3.2 Deuxième cas : �1 < q < 0 et r 2 R+:

Dans ce cas, le potentiel (4.1) est dé�ni dans l�intervalle R+. La transformation r =

1
�

�
x+ 1

2 ln jqj
�
convertit r 2 ]0;+1[ en x 2

�
�1
2 ln jqj ;+1

�
: Cela signi�e que le noyau (4.24)

pour l = 0, est le propagateur décrivant l�évolution d�une particule en présence d�un potentiel
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du type de Manning-Rosen sur la demi-droite x > x0 = �1
2 ln jqj. Comme nous ne pouvons pas

e¤ectuer directement l�intégration des chemins pour évaluer le propagateur (4.24), le problème

peut être résolu à l�aide d�une astuce qui consiste à introduire un terme auxiliaire représenté

par une fonction � de Dirac dans l�équation (4.24) pour former un barrière impénétrable [77]

au point x = x0: Alors, la fonction de Green (4.22), pour l = 0, devient

G�MR(x
00; x0; eE20) = i

1Z
0

dS exp

 
i
eE20
�2
S

!
K�
MR(x

00; x0;S); (4.35)

où

K�
MR

�
x00; x0;S

�
=

Z
Dx (s) exp

�
i

Z S

0

�
_x2

2
� V �MR(x)

�
ds

�
: (4.36)

Cette intégrale de chemin (4.36) est le propagateur d�une particule qui se déplace dans un

potentiel de la forme :

V �MR(x) = V 0MR(x)� ��(x� x0); (4.37)

où V 0MR(x) est l�expression du potentiel (4.25). Comme il est tout à fait clair, compte tenu

de la forme compliquée du potentiel (4.37), le calcul de la fonction de Green (4.35) ne peut

pas être e¤ectuée directement. Nous nous proposons d�appliquer l�approche des perturbations

qui consiste à exprimer exp
h
i�
R s00
s0 �(x� x0)ds

i
en série de puissances. Ensuite, le propagateur

(4.36) peut être écrit comme suit :
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K�
�
x00; x0;S

�
= K0

MR

�
x00; x0;S

�
+

1X
n=1

(i�)n

n!

nY
j=1

�Z sj+1

si

dsj

Z +1

�1
dxj

�
�K0

MR

�
x1; x

0; s1 � si
�
�(x1 � x0)K0

MR (x2; x1; s2 � s1)� :::

��(xn�1 � x0)K0
MR (xn; xn�1; sn � sn�1) �(xn � x0)

�K0
MR

�
x00; xn;S � sn

�
= K0

MR

�
x00; x0;S

�
+

1X
n=1

(i�)n
Z sf

si

dsn

Z sn

si

dsn�1:::

Z s2

si

ds1

�K0
MR

�
x0; x

0; s1 � s0
�
K0
MR (x0; x0; s2 � s1)� :::

�K0
MR (x0; x0; sn � sn�1)K0

MR

�
x00; x0;S � sn

�
; (4.38)

où nous avons ordonné le temps comme suit s0 = s0 < s1 < s2 < ::: < sn < sn+1 = s00 avec

S = s00�s0: Pour e¤ectuer les intégrations successives sur les variables sj dans l�équation (4.38),

nous insérons (4.38) dans (4.35), et en utilisant le théorème de convolution de la transformation

de Fourier, nous obtenons

G�MR(x
00; x0; eE20) = G0MR(x

00; x0; eE20)� G0MR(x
00; x0; eE20)G0MR(x0; x

0; eE20)
G0MR(x0; x0;

eE20)� 1
�

; (4.39)

où G0MR(x
00; x0; eE20) est la fonction de Green (4.27) associée au potentiel de Manning-Rosen

standard (4.25), pour les ondes s(l = 0):

Si maintenant nous prenons la limite � ! �1, le système physique sera forcé de se déplacer

dans le potentiel V 0MR(x) borné par une barrière in�niment répulsive [51,77] localisée au point

x = x0. Dans ce cas, la fonction de Green pour l = 0, est alors donnée par :

eG0MR(x
00; x0; eE20) = lim

�!�1
G�MR(x

00; x0; eE20)
= G0MR(x

00; x0; eE20)� G0MR(x
00; x0; eE20)G0MR(x0; x

0; eE20)
G0MR(x0; x0;

eE20) : (4.40)

En�n, lorsque �1 < q < 0, la fonction de Green radiale de notre problème est exprimée

par :
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G0(r
00; r0) = � 1

2�
eG0MR

�
x00; x0; eE20� : (4.41)

Le spectre d�énergie est déterminé par les pôles de l�expression (4.40), c�est à dire, par

l�équation G0MR(x0; x0;
eE20) = 0; ou bien par l�équation transcendante

2F1 (� + ! � p; � + p+ !; 2! + 1; jqj) = 0; (4.42)

où les quantitiés �; p et ! sont dé�nies par :

8>>><>>>:
� = 1

2

�
1 +

q
1� 8(Enr+M)V1

�2jqj

�
;

p = 1
2�

p
(M + Enr) (M � Enr + 2V2);

! = 1
2�

p
(M + Enr) (M � Enr � 2V2):

(4.43)

L�équation (4.42) peut être résolue numériquement pour déterminer les niveaux d�énergie de la

particule. Les fonctions d�onde correspondantes sont de la forme :

u�1<q<0nr (r) = r	�1<q<0nr (r) = C
�
1� jqj e�2�r

�� �jqj e�2�r�!
�2F1

�
� + ! � p; � + p+ !; 2! + 1; jqj e�2�r

�
; (4.44)

où C est un facteur constant. Notons que ces fonctions d�onde satisfont bien les conditions aux

limites

u�1<q<0nr (r) �! 0
r!0

; (4.45)

et

u�1<q<0nr (r) �! 0
r!1

: (4.46)

4.4 Potentiels radiaux de Rosen-Morse

Pour q > 0, l�expression (4.1) est un potentiel du type de Rosen-Morse déformé qui est

dé�ni dans l�intervalle R+. Pour ramener l�intégrale (4.15), pour l = 0, à une forme résoluble,
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nous procédons comme dans le cas précédent. Nous e¤ectuons la transformation de coordonnées

suivante :

r 2 R+ ! x 2
�
�1
2
ln q;+1

�
(4.47)

dé�nie par :

r =
1

�

�
x+

1

2
ln q

�
: (4.48)

Après avoir changé "� en ��2"s ou � en ��2S; nous pouvons écrire (4.15), pour les états s,

sous la forme suivante :

G0(r
00; r0) = � 1

2�
eG0RM �x00; x0; eE20� ; (4.49)

où

eG0RM �x00; x0; eE20� = 1

i

Z
0

dS exp

 
i
eE20
�2
S

!
K0
RM (x

00; x0;S); (4.50)

et

K0
RM (x

00; x0;S) =

Z
Dx (s) exp

8<:i
Z S

0

24 �
x
2

2
� ~V2 tanhx+

~V1

q cosh2 x

35 ds
9=; : (4.51)

Les constantes ~V1 et ~V2 sont données par :

~V1 = (E +M)
V1
�2
; ~V2 = � (E +M)

V2
�2
: (4.52)

Le propagateur (4.51) a la même forme que l�intégrale de chemin associée au potentiel

introduit à l�origine par Rosen et Morse pour discuter les états de vibration des molécules

poly-atomiques [3]. Le potentiel de Rosen-Morse est dé�ni pour x 2 R; mais dans ce cas, nous

avons transformé l�intégrale de chemin pour le potentiel (4.1) en une intégrale de chemin pour

un potentiel du type de Rosen-Morse standard via la transformation r ! r (x) qui convertit
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r 2 R+ en x 2 ]� (1=2) ln q;+1[ : Ceci signi�e que le mouvement de la particule a lieu sur

la demi-droite x > x0 = � (1=2) ln q: Ensuite, pour calculer la fonction de Green associée aux

ondes s, nous procédons comme dans le cas précédent et nous obtenons

eG0RM �x00; x0; eE20� = G0RM

�
x00; x0; eE20�� G0RM (x

00; x0; eE20)G0RM (x0; x0; eE20)
G0RM (x0; x0;

eE20) ; (4.53)

où G0RM
�
x00; x0; eE20� est la fonction de Green associée au potentiel standard de Rosen-Morse [3]

VRM (x) = ~V2 tanhx�
~V1

q cosh2 x
; x 2 R: (4.54)

Il est bien connu que la solution par l�intégrale de chemin pour ce potentiel conduit à

l�expression suivante de la fonction de Green [51�53]

G0RM

�
x00; x0; eE20� =

� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�
1� tanhx0

2
:
1� tanhx00

2

�(M1+M2)=2

�
�
1 + tanhx0

2
:
1 + tanhx00

2

�(M1�M2)=2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

1 + tanhx>
2

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

1� tanhx<
2

�
;

(4.55)

dans laquelle nous avons employé les notations suivantes :

8<: LE = �1
2 +

1
2

q
1 + 8 (E+M)V1

�2q
;

M1;2 =
1
2�

�p
(M + E) (M � E � 2V2)�

p
(M + E) (M � E + 2V2)

�
:

(4.56)

Les niveaux d�énergie des états liés sont déterminés à partir des pôles de la fonction de

Green (4.53), c�est à dire, par l�équation G0RM (x0; x0; eE20) = 0, ou encore par la condition de
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quanti�cation suivante qui est une équation transcendante comprenant la fonction hypergéo-

métrique

2F1

�
p+ ! � � + 1; p+ ! + �; 2p+ 1; 1

1 + q

�
= 0; (4.57)

où les paramètres �; p et ! sont dé�nis par :

8>>><>>>:
� = 1

2 +
1
2

q
1 + 8 (Enr+M)V1

�2q
;

p = 1
2�

p
(M + Enr) (M � Enr + 2V2);

! = 1
2�

p
(M + Enr) (M � Enr � 2V2):

(4.58)

L�équation (4.57) peut être aussi résolue numériquement.

En utilisant la fonction de Green (4.55) pour le potentiel de Rosen-Morse et le lien entre

(4.49) et (4.55), nous montrons que les fonctions d�onde correspondant aux états liés ont la

forme :

uq>0nr (r) = r	q>0nr (r) = C

�
1

1 + qe�2�r

�p� q

q + e2�r

�!
�2F1

�
p+ ! � � + 1; p+ ! + �; 2p+ 1; 1

1 + qe�2�r

�
; (4.59)

où C est un facteur constant. Ces fonctions d�onde sont acceptables physiquement car elles

satisfont les conditions aux limites

uq>0nr (r) �! 0;
r!0

(4.60)

et

uq>0nr (r) �! 0:
r!1

(4.61)
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4.5 Cas particuliers

4.5.1 Premier cas : potentiels de Manning-Rosen standard

Si l�on prend jqj = �1, les potentiels (4.18) deviennent le potentiel radial de Manning-Rosen

standard

V (r) = S(r) = � V1

sinh2 (�r)
� V2 coth (�r) : (4.62)

Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde normalisées des états liés peuvent être déduites

à partir des expressions (4.30) et (4.31),

M2 � E2nr;l =
(M + Enr;l)

2 V 22

�2
�
nr +

1
2 +

q�
l + 1

2

�2 � 2 (M + Enr;l)
V1
�2

�2

+�2

0@nr + 1
2
+

s�
l +

1

2

�2
� 2 (M + Enr;l)

V1
�2

1A2

��
2

3
l (l + 1) ; (4.63)

et

u
jqj=1
nr;l

(r) = r	
jqj=1
nr;l

(r)

= ~Nnr;l
�
1� e�2�r

�~�l �e�2�r�!l P (2!l;2~�l�1)nr (1� 2e�2�r); (4.64)

où

8<: !l =
1
2�

q
M2 � E2nr;l � 2

�
M + Enr;l

�
V2 +

�2

3 l(l + 1);

~�l =
1
2 +

q�
l + 1

2

�2 � 2 (M + Enr;l)
V1
�2
:

(4.65)

et

~Nnr;l =

244�!l
�
nr + !l + ~�l

�
nr + ~�l

nr!�
�
nr + 2!l + 2~�l

�
� (nr + 2!l + 1)�

�
nr + 2~�l

�
35
1
2

: (4.66)
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4.5.2 Deuxième cas : potentiels de Rosen-Morse standard

En prenant q = 1, et en changeant V2 dans (�V2), l�expression (4.1) devient ce que l�on

appelle le potentiel Rosen-Morse standard

V (r) = S (r) = � V1

cosh2 (�r)
+ V2 tanh (�r) : (4.67)

Les niveaux d�énergie Enr sont déduits à partir de (4.57) par l�équation transcendante

2F1

�
p+ ! � � + 1; p+ ! + �; 2p+ 1; 1

2

�
= 0; (4.68)

et les fonctions d�onde non normalisées (4.59) deviennent dans ce cas :

uq=1nr (r) = r	q=1nr (r) = C

�
1

1 + e�2�r

�p� 1

1 + e2�r

�!
�2F1

�
p+ ! � � + 1; p+ ! + �; 2p+ 1; 1

1 + e�2�r

�
; (4.69)

où p est remplacé par ! et inversement.

4.5.3 Troisième cas : potentiel de Eckart

En posant q = 1, et en changeant V1 en (�V1) ; le potentiel (4.1) se réduit au potentiel

d�Eckart :

V (r) = S (r) =
V1

cosh2 (�r)
� V2 tanh (�r) : (4.70)

La condition de quanti�cation des niveaux d�énergie et les fonctions d�onde non normalisées

peuvent être tirées des équations (4.57) et (4.59). elles s�écrivent respectivement

2F1

�
p+ ! � �� + 1; p+ ! + ��; 2p+ 1; 1

2

�
= 0; (4.71)

et
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uq=1nr (r) = r	q=1nr (r) = C

�
1

1 + e�2�r

�p� 1

1 + e2�r

�!
�2F1

�
p+ ! � �� + 1; p+ ! + ��; 2p+ 1; 1

1 + e�2�r

�
; (4.72)

avec �� = 1
2 +

1
2

q
1� 8 (Enr+M)V1

�2
:

4.5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu le problème d�une particule relativiste sans spin en

présence d�un potentiel vecteur et d�un potentiel scalaire égaux et du type de Rosen-Morse

déformé par l�intégrale de chemin. Ce problème n�a été discuté que partiellement par la réso-

lution de l�équation de Klein-Gordon [73]. Cependant, une solution complète peut être donnée

pour tout paramètre de déformation q 6= 0: Comme nous l�avons montré, l�intégrale de chemin

pour la fonction de Green associée à cette mixture de potentiels vecteur et scalaire égaux ne

peut être évaluée d�une manière uni�ée quelle que soit la valeur du paramètre de déformation

q [54]. Lorsque q � �1 et 1
2� ln jqj < r < 1; la fonction de Green radiale pour tout état l

est calculée directement en utilisant une approximation appropriée du terme potentiel centri-

fuge. Nous obtenons alors l�équation d�énergie et les fonctions d�onde correspondantes. Pour

�1 < q < 0 ou q > 0; nous nous sommes limités à l�évaluation des fonctions de Green pour les

ondes s(l = 0). Nous avons montré que la transformation de la fonction de Green associée au

potentiel de départ dé�ni sur l�intervalle R+ en une intégrale de chemin associée au potentiel

du type de Manning-Rosen ou Rosen-Morse réduit le problème à celui d�une particule forcée

à se déplacer dans un demi-espace x > x0. Ce problème avec des conditions aux limites de

Dirichlet est traité à l�aide de l�approche des perturbations. Dans les deux cas, les conditions de

quanti�cation sont des équations transcendantes impliquant la fonction hypergéométrique qui

peuvent être résolues numériquement pour déterminer les niveaux d�énergie des états liés. Les

fonctions d�onde radiales, exprimées en termes des fonctions hypergéométriques, sont également

obtenues.
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Chapitre 5

Mouvement d�une particule de

Klein-Gordon dans un potentiel

vecteur et un potentiel scalaire du

type de Tietz amélioré

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d�étudier dans le cadre de l�approche des intégrales de chemin, le

mouvement d�une particule relativiste sans spin et de charge (�e) en présence d�un potentiel

vecteur et d�un potentiel scalaire égaux et de la forme :

Vq(r) = Sq(r) = VT (r) ; (5.1)

où VT (r) est le potentiel du type de Tietz amélioré dépendant de quatre paramètres. Il est

dé�ni par l�expression (2.2). Ce potentiel appartient à une large classe de potentiels du type

exponentiel qui apparaît dans une série de travaux portant sur la résolution de l�équation de

Klein-Gordon avec une mixture d�un potentiel vecteur et d�un potentiel scalaire égaux. Nous

pouvons mentionner, par exemple, le potentiel de Rosen-Morse déformé [48] et le potentiel

déformé à cinq paramètres [73] discutés sans succès par la méthode de la supersymétrie en
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mécanique quantique et l�approche de l�invariance de forme. Ce dernier système a été aussi

étudié dans une formulation basée sur l�équation de Klein-Gordon pour tenter d�obtenir le

spectre d�énergie et les fonctions d�onde des états liés des ondes s(l = 0) [78]. Dans le cadre

de l�approche de l�invariance de forme supersymétrique, nous pouvons citer deux tentatives de

l�étude de l�équation de Klein-Gordon relative aux états liés avec un potentiel vecteur et un

potentiel scalaire ayant la forme du potentiel de Rosen-Morse amélioré [70] et celle du potentiel

de Tietz amélioré [40].

En�n, dans un espace à D dimensions, deux essais de résolution de l�équation de Klein-

Gordon avec une mixture de potentiels vecteur et scalaire de Rosen-Morse et de Rosen-Morse

amélioré sont présentés en utilisant la méthode de Nikiforov-Uvarov [68] et l�approche de l�ap-

proximation WKB en supersymétrie [72].

Comme les techniques employées dans les articles cités ci-dessus mènent à des résultats par-

tiellement satisfaisants, il est utile de reprendre l�étude formelle de ce problème par l�approche

des intégrales de chemin.

Dans un premier paragraphe, nous allons formuler l�intégrale de chemin pour la fonction

de Green radiale associée aux potentiels (5.1) en introduisant des fonctions régulatrices a�n

d�obtenir une intégrale de chemin stable. Nous traitons les potentiels de Hulthén généralisés

(q < 0) dans un second paragraphe en envisageant deux cas : q � �1 et �1 < q < 0: Lorsque

q � �1 et 1
2� ln jqj < r < +1, nous montrons qu�il est possible d�établir la fonction de Green

radiale associée aux ondes l en adoptant une approximation appropriée pour remplacer le terme

potentiel centrifuge. Nous en déduisons le spectre d�énergie et les fonctions d�onde convenable-

ment normalisées. Pour �1 < q < 0, comme l�approximation utilisée dans le cas précédent n�est

plus valable, nous nous contentons de la construction de la fonction de Green relative aux ondes

s(l = 0) à l�aide de la méthode des perturbations pour incorporer les conditions aux limites

de Dirichlet. Les pôles de la fonction de Green donne une équation transcendante qu�il faut

résoudre numériquement pour connaître les niveaux d�énergie. Dans un troisième paragraphe,

nous calculons comme précédemment la fonction de Green associée également aux ondes s(l = 0)

avec des potentiels de Woods-Saxon généralisés (q > 0) pour déterminer l�équation de quanti-

�cation transcendante des niveaux d�énergie des états liés. En�n, dans un dernier paragraphe,

nous considérons des potentiels de Hulthén standard , des potentiels de Woods-Saxon et des
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potentiels de Morse comme des cas particuliers.

5.2 Fonction de Green

Pour aborder le problème de la recherche des états stationnaires d�une particule sans spin

en présence d�un champ composé d�un potentiel vecteur Vq(r) et d�un potentiel scalaire Sq(r)

par l�approche des intégrales de chemin de Feynman, nous nous préoccupons du calcul de la

fonction de Green satisfaisant à l�équation de Klein-Gordon suivante :

h
(P � eA)2 � (M + Sq)

2
i
G
�
x00; x0

�
= �4

�
x00; x0

�
; (5.2)

où eA =

0@ Vq(r)
�!
0

1A et M est la masse d�une particule de charge (�e). Nous entamons ce

problème en nous servant de la représentation intégrale de Schwinger [17] pour représenter la

fonction de Green sous la forme [79�83] :

G
�
x00; x0

�
=
1

2i

1Z
0

d�

�
x00
����exp� i2 h(P � eA)2 � (M + Sq)

2
i
�

�����x0� : (5.3)

Ici � joue le rôle de nouveau paramètre pseudo-temporel. Comme les potentiels Vq(r) et Sq(r)

possèdent la symétrie sphérique, nous faisons l�étude de ce système en coordonnées polaires.

Par conséquent, la fonction de Green (5.3) peut se développer en ondes partielles ainsi :

Gl
��!r 00; t00;�!r 0; t0� = 1

r00r0

1X
l=0

(2l + 1)

4�
Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
Pl (cos�) ; (5.4)

où Pl(cos�) est un polynôme de Legendre de degré l en cos� avec cos� = cos �00 cos �0 +

sin �00 sin �0 cos ('00 � '0) et la fonction de Green radiale est dé�nie par :

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=
1

2i

Z 1

0
d�

�
r00; t00

����exp� i2
�
�P 2r + (P0 � Vq)

2 � l (l + 1)

r2
� (M + Sq)

2

��
�

���� r0; t0� :
(5.5)

Suivant Kleinert [16], nous pouvons représenter cette expression par une intégrale de chemin

par rapport au pseudo-temps S0 de la façon suivante :
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Gl(r
00; t00; r0; t0) =

1

2i

Z 1

0
dS0Pl(r

00; t00; r0; t0;S0); (5.6)

dans laquelle le propagateur transformé est donné sous la forme canonique compacte par :

Pl(r
00; t00; r0; t0) = fR(r

00)fL(r
0)


r00; t00

�� exp� i
2
S0fL(r)

h
�P 2r + (P0 � Vq)

2

� l (l + 1)
r2

� (M + Sq)
2

�
fR(r)

�
= fR(r

00)fL(r
0)

Z
Dr(s0)Dt(s0)

Z
DPr(s

0)DP0(s0)

(2�)2

� exp
(
i

Z s0

0
�Pr _r + P0 _t+

1

2
fL(r)

h
(�P 2r + (P0 � Vq)

2

� l (l + 1)
r2

� (M + Sq)
2

�
fR(r)ds

0
�
: (5.7)

Sous forme discrète, il s�écrit explicitement

Pl(r
00; t00; r0; t0;S0) = fR(r

00)fL(r
0) lim
N!1

NY
n=1

�Z
drndtn

�N+1Y
n=1

�Z
d(Pr)nd(P0)n

(2�)2

�
� exp

�
i
XN+1

n=1
An1
�
; (5.8)

dans lequel nous avons introduit les fonctions régulatrices fL(r) et fR(r) dé�nies par Kleinert

[16] de la façon suivante :

f(r) = fL(r)fR(r) = f1��(r)f�(r); (5.9)

où � et le paramètre de dédoublement. L�intégrale de chemin (5.8) comporte l�action élémentaire

An1 = �(Pr)n�rn + (P0)n�tn +
"s0

2
fL(rn)[�(Pr)2n + ((P0)n � Vq(rn))2

� l (l + 1)
r2n

� (M + Sq(rn))
2]fR(rn�1); (5.10)

avec les notations habituelles
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"s0 =
s0

N + 1
= ds0 =

ds

fL(rn)fR(rn�1)
; ds = "s =

�

N + 1
: (5.11)

Nous voyons tout d�abord que le calcul des intégrales sur les variables tn dans l�expression

(5.8) donne N distributions de Dirac �
�
(P0)n � (P0)n+1

�
. En e¤ectuant ensuite les intégrations

sur les variables (P0)n, nous devons avoir :

(P0)1 = (P0)2 = ::: = (P0)N+1 = E: (5.12)

Il s�ensuit que le propagateur Pl(r00; t00; r0; t0;S0) se simpli�e et se récrit sous la forme :

Pl(r
00; t00; r0; t0;S0) =

1

2�

Z +1

�1
dE exp

�
iE(t00 � t0)

�
Pl(r

00; r0;S0); (5.13)

dans laquelle le noyau Pl(r00; r0;S0) est dé�ni par :

Pl(r
00; r0;S0) = fR(r

00)fL(r
0) lim
N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d(Pr)n
2�

�
exp

"
i

N+1X
n=1

An2

#
; (5.14)

avec l�action élémentaire

An2 = �(Pr)n�rn ++
"s0

2
fL(rn)[�(Pr)2n

� l (l + 1)
r2n

+ (E � Vq(rn))2 � (M + Sq(rn))
2]fR(rn�1): (5.15)

En reportant l�expression (5.13) dans (5.6), nous observons que le terme dépendant du temps

t ne contient pas la variable pseudo-temporelle S0. Par conséquent, nous pouvons récrire la

fonction de Green partielle (5.6) sous la forme

Gl(r
00; t00; r0; t0) =

1

2�

Z +1

�1
dE exp

�
iE(t00 � t0)

�
Gl(r

00; r0); (5.16)

avec
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Gl(r
00; r0) =

1

2i

Z 1

0
dS0Pl(r

00; r0;S0): (5.17)

Pour faciliter l�évaluation du noyau Pl(r00; r0;S0), nous donnons au paramètre de dédoublement

la valeur � = 1
2 , c�est à dire, nous faisons le choix d�un développement de l�action et de la

mesure autour du point moyen puisque le résultat �nal ne dépend d�aucun point [16]. Alors, en

calculant toutes les intégrales sur les variables (Pr)n, nous obtenons

Pl(r
00; r0;S0) =

[f(r00)f(r0)]
1
4

p
2i�"s0

lim
N!1

NY
n=1

"Z
drnp

2i�"s0f(rn)

#
exp

(
i
N+1X
n=1

An2

)
; (5.18)

où l�action élémentaire An2 dans l�espace des con�gurations est donnée par :

An2 =
(�rn)

2

2"s0
p
f(rn)f(rn�1)

� "s0

2

�
M2 � E2 + 2 (M + E)Vq (rn) +

l(l + 1)

r2n

�p
f(rn)f(rn�1):

(5.19)

Cette intégrale de chemin (5.18) dépend du paramètre réel arbitraire de déformation q par

l�intermédiaire de Vq (rn). De plus, elle ne peut pas être évaluée exactement à cause de la

présence du terme centrifuge dans l�expression de l�action lorsque nous nous intéressons à l�étude

des ondes l. Néanmoins, il a été prouvé [52,84] que l�expression 4�2jqje2�r
(e2�r�jqj)2 +

�2

3 peut être utilisée

comme une très bonne approximation du terme centrifuge 1
r2
lorsque le paramètre q � �1 et

2�r � 1:

Nous allons consacrer le reste de ce chapitre au calcul de la fonction de Green (5.17) en

considérant les trois cas suivants : q � �1; �1 < q < 0 et q > 0.

5.3 Potentiels de Hulthén généralisés

Lorsque le paramètre de déformation q est négatif, les potentiels (5.1) représentent des

formes générales du potentiel de Hulthén [85]. Si �1 < q < 0; les potentiels (5.1) sont continus

sur tout l�intervalle R+; mais, pour q � �1; ils ont une forte singularité au point r = r0 =

1
2� ln jqj ; créant une barrière infranchissable, et dans ce cas, nous avons deux régions distinctes,
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l�une est dé�nie par l�intervalle ]0; r0[ et l�autre par l�intervalle ]r0;+1[ : Ceci nous amène à

construire la fonction de Green radiale (5.17) par l�intégrale de chemin dans chaque cas.

5.3.1 Premier cas : q � �1

Dans ce cas, nous allons discuter l�intégrale de chemin pour les potentiels (5.1) seulement

dans l�intervalle
�
1
2� ln jqj ;+1

�
puisque dans l�autre intervalle, la solution ne présente aucun

intérêt physique notable et de plus, elle ne peut pas être obtenue analytiquement. A�n de

construire l�intégrale de chemin pour un état de moment cinétique orbital l, nous remplaçons

d�abord 1
r2
approximativement par 4�2jqje2�r

(e2�r�jqj)2 +
�2

3 et nous e¤ectuons ensuite la transformation

spatiale

r 2 ]r0;+1[! � 2 ]�1;+1[ (5.20)

dé�nie par :

r = g(�) =
1

2�
ln [exp(4��) + jqj] ; (5.21)

accompagnée de la fonction régulatrice appropriée

f (r (�)) = g02 (�) =
exp (4��)

cosh2jqj (2��)
: (5.22)

Sous ces transfomations, le noyau (5.18) devient
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Pl(r
00; r0;S0) =

�
f(r00)f(r0)

� 1
4 lim
N!1

N+1Y
n=1

1p
2i�"s0

NY
n=1

�Z
d�n

�

� exp
(
i
N+1X
n=1

"
(��n)

2

2"s0
+

1

8"s0

�
g002

g02
� 2
3

g000

g0

�
(��n)

4

�4�2
�
�2

jqj2
+ �2 +

13

12
l(l + 1)

�
"s0

+2�2
�
�2

jqj + jqj �
2 + �2 +

jqj
12
l(l + 1)

�
"s0

1

cosh2jqj (2��n)

�4�2
�
�2 � �2

jqj2
� 11
12
l(l + 1)

�
"s0 tanhjqj (2��n)

��
; (5.23)

où les paramètres �; � et � sont dé�nis par :

8>>><>>>:
� = 1

2�

p
M2 � E2 + 2De (M + E);

� = 1
2�

p
4aDe (M + E);

� = 1
2�

p
2a2De (M + E);

(5.24)

avec a = e2�re + q.

Dans les équations (5.22) et (5.23), nous avons utilisé les fonctions hyperboliques déformées

introduites pour la première fois par Arai [9]. Par dé�nition

coshjqj x =
1

2

�
ex + jqj e�x

�
; sinhjqj =

1

2

�
ex � jqj e�x

�
; tanhjqj x =

sinhjqj x

coshjqj x
; (5.25)

où q est un paramètre réel.

Notons que le terme en (��n)
4 qui apparait dans l�expression de l�action contenue dans le

noyau (5.23) a une contribution signi�cative dans l�intégrale de chemin. Elle peut être évaluée

au moyen de la théorie des perturbations en remplaçant
D
(��n)

4
E
par :

D
(��n)

4
E
=

Z +1

�1
d (��n) (��n)

4

�
1

2i�"s0

� 1
2

exp

�
i

2"s0
(��n)

2

�
= �3"2s0 : (5.26)
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Le changement de variables un = 2��n et "� = 4�2"s0 nous permet de mettre la fonction

de Green (5.17), pour les états l, sous la forme :

Gl(r
00; r0) = � 1

4�

�
f
�
r00
�
f
�
r0
�� 1

4 GRM

�
u00; u0; eEl� ; (5.27)

où

GRM

�
u00; u0; eEl� = i

Z 1

0
d� exp

�
i eEl��P lRM �u00; u0;�� ; (5.28)

avec

eEl = �� �2

jqj2
+ �2 +

13

12
l(l + 1) +

1

4

�
; (5.29)

et

P lRM
�
u00; u0;�

�
=

Z
Du (�) exp

�
i

Z �

0

�
_u2

2
� V lRM (u)

�
d�

�
(5.30)

est le propagateur relatif au potentiel de Rosen-Morse [3] (ou potentiel de Pöschl-Teller modi�é

général) dé�ni en termes des fonctions hyperboliques déformées ainsi :

V lRM (u) = Al tanhjqj(u)�
Bl

cosh2jqj (u)
; u 2 R; (5.31)

avec les paramètres Al et Bl dé�nis par :

8<: Al = �2 � �2

jqj2 �
11
12 l(l + 1)�

1
4 ;

Bl =
1
2

�
jqj �2 + �2

jqj + �
2 + jqj

12 l (l + 1)�
jqj
4

�
:

(5.32)

Comme la solution exacte de la fonction de Green (5.28) est bien connue dans la littérature

[23,52,53], nous pouvons donc écrire directement le résultat :

87



GlRM

�
u00; u0; eEl� =

� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�
1� tanhjqj u0

2
:
1� tanhjqj u00

2

�M1+M2
2

�
�
1 + tanhjqj u

0

2
:
1 + tanhjqj u

00

2

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

1

2

�
1 + tanhjqj u>

��
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

1

2

�
1� tanhjqj u<

��
;

(5.33)

où nous avons utilisé les notations suivantes :

8>>><>>>:
LE = �1

2 +
�
1
16 + 2EPT 0

� 1
2 ;

EPT 0 =
1
2

�
�2

jqj2 +
�2

jqj + �
2 + 1

12 l(l + 1)
�
� 1

32 ;

M1 = e�+ �l� + 1
2 ;M2 = e�� �l� � 1

2 ;

(5.34)

avec

�l� = �
1

2
�

s
�2

jqj2
+

�
l +

1

2

�2
; e� =r�2 + 1

12
l(l + 1): (5.35)

Dans la suite, nous devons prendre �l = �l+; pour éviter la chute de la particule sur le

centre [55]. Compte tenu des relations entre les variables r; � et u, nous obtenons pour la

fonction de Green radiale Gl (r00; r0) relative au potentiel (5.1), dans le cas où q � �1 et dans

l�intervalle ]r0;+1[ l�expression :

Gl
�
r00; r0

�
= � 1

2�

� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
jqj2 e�2�(r00+r0)

�M1+M2
2

�
h�
1� jqj e�2�r00

��
1� jqj e�2�r0

�iM1�M2+1
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1; 1� jqj e�2�r

0
�

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1; jqj e�2�r

00
�
: (5.36)
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Le spectre d�énergie est déterminé par l�équation

M2 � E2nr;l = 4�2

266664
�
nr +

1
2

�2
+
�
l + 1

2

�2
+ (2nr + 1)

r�
M+Enr;l

�
a2De

2�2jqj2 + (l + 1
2)
2 �

�
M+Enr;l

�
aDe

�2jqj

2

 
nr +

1
2 +

r�
M+Enr;l

�
a2De

2�2jqj2 + (l + 1
2)
2

!
377775
2

�2
�
M + Enr;l

�
De �

�2l(l + 1)

3
; (5.37)

et les fonctions d�onde sont données par :

uq��1nr;l
(r) = r	q��1nr;l

(r) = Anr;l
�
1� jqj e�2�r

��l+1 �jqj e�2�r�e�nr;l
� 2F1

�
�nr; nr + 2e�nr;l + 2�l + 2; 2e�nr;l + 1; jqj e�2�r� : (5.38)

En utilisant la relation entre les fonctions hypergéométriques et les polynômes de Jacobi (voir

Ref. [15], p. 952, Eq. (8.406.1))

P (�;�)n (t) =
� (n+ �+ 1)

n!� (�+ 1)
2F1

�
�n; n+ �+ � + 1; �+ 1; 1� t

2

�
; (5.39)

les fonctions d�onde (5.38) s�écrivent sous la forme :

uq��1nr;l
(r) = Nnr;l

�
1� jqj e�2�r

��l+1 �jqj e�2�r�e�nr;l P (2e�nr;l;2�l+1)nr (1� 2 jqj e�2�r); (5.40)

où Nnr;l est le facteur normalisant qui se calcule à l�aide de la condition de normalisation

Z 1

1
2�
lnjqj

���uq��1nr;l
(r)
���2 dr = 1: (5.41)

Tous calculs faits, on trouve
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Nnr;l =

"
4�e�nr;l �nr +e�nr;l + �l + 1�

nr + �l + 1

�
�
nr + 2e�nr;l + 1�� �nr + 2e�nr;l + 2�l + 2�

nr!� (nr + 2�l + 2)

# 1
2

� 1

�
�
2e�nr;l + 1� : (5.42)

Ensuite, nous devons véri�er que les fonctions d�onde radiales (5.40) satisfont les conditions

aux limites

lim
r!r0

uq��1nr;l
(r) = 0; (5.43)

et

lim
r!1

uq��1nr;l
(r) = 0: (5.44)

5.3.2 Deuxième cas : �1 < q < 0 et r 2 R+:

Lorsque �1 < q < 0; les potentiels (5.1) sont dé�nis sur l�intervalle R+: Dans ce cas, le

changement de variable (5.21) transforme r 2 R+ en u = 2�� 2
�
1
2 ln (1� jqj) ;+1

�
: Ceci

signi�e que le noyau (5.30), pour l = 0, est le propagateur qui décrit le mouvement d�une

particule placée dans un potentiel du type de Rosen-Morse q-déformé dé�ni sur la demi-droite

u > u0 =
1
2 ln (1� jqj) : Comme un calcul direct par l�intégrale de chemin n�est pas possible, le

problème peut être résolu à l�aide d�une astuce qui consiste à introduire un terme auxiliaire

représenté par une fonction � de Dirac dans l�expression de l�action contenue dans l�équation

(5.30) pour former un mur impénétrable [23, 77] au point u = u0 =
1
2 ln (1� jqj) : Alors, la

fonction de Green (5.28), pour l = 0, devient

G�RM (u
00; u0; eE0) = i

1Z
0

d� exp
�
i eE0��P �(u00; u0;�); (5.45)

où

P �
�
u00; u0;�

�
=

Z
Du (�) exp

�
i

Z �

0

�
_u2

2
� V �(u)

�
d�

�
: (5.46)
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Cette intégrale de chemin (5.46) peut être interprétée comme étant le propagateur d�une par-

ticule soumise à un potentiel de la forme :

V �(u) = V 0RM (u)� ��(u� u0): (5.47)

où V 0RM (u) est l�expression du potentiel (5.31) correspondant à l = 0. Comme il est tout à

fait apparent, vu la forme non triviale du potentiel (5.47), que le calcul par l�intégrale de

chemin de l�équation (5.45) ne peut pas être e¤ectué directement. Dans ce cas, il est commode

d�appliquer l�approche des perturbations qui consiste à exprimer exp
h
i�
R � 00
� 0 �(u� u0)d�

i
en

série de puissances. Alors, l�équation (5.46) peut s�écrire de cette façon :

P �
�
u00; u0;�

�
= P 0RM

�
u00; u0;�

�
+

1X
n=1

(i�)n

n!

nY
j=1

�Z �j+1

� 0
d� j

Z +1

�1
duj

�
�P 0RM

�
u1; u

0; �1 � �
0
�
�(u1 � u0)P 0RM (u2; u1; �2 � �1)� :::

��(un�1 � u0)P 0RM (un; un�1; �n � �n�1) �(un � u0)

�P 0RM
�
u00; un; �

00 � �n
�

= P 0RM
�
u00; u0;�

�
+

1X
n=1

(i�)n
Z � 00

� 0
d�n

Z �n

� 0
d�n�1:::

Z �2

� 0
d�1

�P 0RM
�
u0; u

0; �1 � � 0
�
P 0RM (u0; u0; �2 � �1)� :::

�P 0RM (u0; u0; �n � �n�1)P 0RM
�
u00; u0; �

00 � �n
�
; (5.48)

où nous avons ordonné le temps ainsi � 0 = �0 < �1 < �2 < ::: < �n < �n+1 = � 00 et � = � 00� � 0:

Pour e¤ectuer les intégrations successives sur les variable � j dans l�équation (5.48), nous insérons

(5.48) dans (5.45), et en utilisant le théorème de convolution de la transformation de Fourier,

il est possible d�écrire

G�RM (u
00; u0; eE0) = G0RM (u

00; u0; eE0)� G0RM (u
00; u0; eE0)G0RM (u0; u0; eE0)

G0RM (u0; u0;
eE0)� 1

�

; (5.49)

où G0RM (u
00; u0; eE0) est la fonction de Green associée au potentiel de Rosen-Morse déformé (5.31)

pour les onde s(l = 0). Ici les quantités eE0 et �0 sont données par :
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8<: eE0 = �� �2

jqj2 + �
2 + 1

4

�
;

�0 = �1
2 +

q
�2

jqj2 +
1
4 :

(5.50)

Si maintenant nous prenons la limite � ! �1, le système physique est forcé de se déplacer

dans le potentiel V 0RM (u) borné par une barrière in�niment répulsive [77, 86] au point u = u0.

Dans ce cas, la fonction de Green, pour l = 0, s�écrit comme suit

G0(r
00; r0) = � 1

4�

�
f
�
r00
�
f
�
r0
�� 1

4 eGRM �u00; u0; eE0� ; (5.51)

où

eGRM (u00; u0; eE0) = lim
�!�1

G�RM (u
00; u0; eE0)

= G0RM (u
00; u0; eE0)� G0RM (u

00; u0; eE0)G0RM (u0; u0; eE0)
G0RM (u0; u0;

eE0) : (5.52)

Le spectre d�énergie est déterminé par les pôles de l�expression (5.52), c�est à dire, par l�équation

G0RM (u0; u0;
eE0) = 0; ou encore par l�équation transcendante

2F1

�
� + �nr � eQnr ; � + �nr + eQnr ; 2�; 1� jqj� = 0; (5.53)

où � = �0 + 1 et eQnr = q�2nr + �2

q2
+ �2

jqj . Cette équation trancendante peut être résolue numé-

riquement pour connaître les niveaux d�énergie discrets de la particule.

En utilisant la relation entre (5.51) et (5.52) pour l = 0, la formule de transformation de

Gauss (2.31) et en revenant à la variable radiale à l�aide de (5.21), nous obtenons, pour les

fonctions d�onde correspondantes aux états liés, l�expression suivante :

u�1<q<0nr (r) = r	�1<q<0nr (r) = N
�
1� jqj e�2�r

�� �jqj e�2�r��nr
� 2F1

�
� + �nr � eQnr ; � + �nr + eQnr ; 2�; 1� jqj e�2�r� ; (5.54)

où N est un facteur constant.
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5.4 Potentiels de Woods- Saxon generalisés

Considérons le cas où le paramètre de déformation q est positif. Les potentiels (5.1) re-

présentent une généralisation du potentiel de Woods-Saxon [56] dé�nie dans l�intervalle R+:

Pour réduire l�intégrale de chemin (5.18), pour l = 0; à une forme résoluble, nous appliquons la

transformation de coordonnée suivante :

r 2 R+ ! � 2
�
1

4�
ln(1 + q);+1

�
(5.55)

dé�nie dans ce cas par :

r = g(r) =
1

2�
ln [exp(4��)� q] ; (5.56)

et nous introduisons la fonction régulatrice

f (r (�)) = g02 (�) =
exp (4��)

sinh2q (2��)
: (5.57)

Après quelques calculs simples et semblables à ceux e¤ectués dans le paragraphe précédent,

la fonction de Green radiale (5.17) peut s�exprimer en termes de la nouvelle variable � et du

nouveau temps S
0
. Ensuite, en e¤ectuant les changements y = 2�� � lnpq et "s0 = (2�)�2 "�;

nous pouvons écrire (5.17), pour les états l = 0, sous la forme suivante :

G0(r
00; r0) = � 1

4�

�
f
�
r00
�
f
�
r0
�� 1

4 eG0MR

�
y00; y0; eE0� ; (5.58)

où

eG0MR

�
y00; y0; eE0� = i

Z 1

0
d� exp

�
i eE0��PMR(y

00; y0;�); (5.59)

avec

eE0 = ���2
q2
+ �2 +

1

4

�
; (5.60)

et
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PMR(y
00; y0;�) =

Z
Dy (�) exp

8<:i
Z �

0

24 �
y
2

2
+A0 coth y �

B0

q sinh2 y

35 d�
9=; : (5.61)

Les constantes A0 et B0 sont données par :

8<: A0 =
�2

q2
� �2 + 1

4 ;

B0 =
1
2

�
�2

q + q�
2 � �2 � q

4

�
:

(5.62)

Le propagateur (5.61) a une forme semblable à l�intégrale de chemin relative au potentiel de

Manning et Rosen [4] dénoté VMR(y) et qui est dé�ni pour y 2 R+ ; mais, dans le cas présent,

nous avons converti l�intégrale de chemin pour les potentiels (5.1) en une intégrale de chemin

pour le potentiel de Manning et Rosen par la transformation r ! r(y) qui fait correspondre

R+ !
i
1
2 ln(1 +

1
q );1

h
: Ceci signi�e que le mouvement de la particule a lieu sur la demi-droite

y > y0 =
1
2 ln(1 +

1
q ): Pour calculer la fonction de Green (5.59), pour l = 0, nous procédons

comme dans le paragraphe précédent. Tous calculs faits, nous obtenons

eG0MR

�
y00; y0; eE0� = GMR

�
y00; y0; eE0�� G0MR(y

00; y0; eE0)G0MR(y0; y
0; eE0)

G0MR(y0; y0;
eE0) ; (5.63)

où GMR

�
y00; y0; eE0� est la fonction de Green associée au potentiel standard de Manning et

Rosen [4]

VMR(y) = �A0 coth y +
B0

q sinh2 y
; y > 0: (5.64)

Comme sa solution exacte est connue [51], nous pouvons alors écrire directement le résultat :
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GMR

�
y00; y0; eE0� =

� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 �M2 + 1)� (M1 +M2 + 1)

�
�

2

1 + coth y00
:

2

1 + coth y0

�M1+M2+1
2

�
�
coth y00 � 1
coth y00 + 1

:
coth y0 � 1
coth y0 + 1

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

coth y> � 1
coth y> + 1

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

2

1 + coth y<

�
;

(5.65)

dans lequel nous avons employé les notations suivantes :

8><>:
LE = �1

2 +
1
2

q
2(A0 � eE0) = �1

2 +
q

1
4 +

�2

q2
;

M1;2 =
1
2

�
2
q

2B0
q + 1

4 �
q
�2(A0 + eE0)� =q�2 + �2

q2
� �2

q � �:
(5.66)

Les symboles y> et y< représentent lemax(y00; y0) et lemin(y00; y0) respectivement et 2F1(�; �; 
; z)

est la fonction hypergéométrique.

Le spectre d�énergie pour les états liés est déterminé à partir des pôles de la fonction de

Green (5.63), c�est à dire, par l�équation G0MR(y0; y0;
eE0) = 0, ou encore par la condition de

quanti�cation suivante :

2F1(1 + �nr +Qnr � �; �nr + � +Qnr ; 2�nr + 1;
q

q + 1
) = 0: (5.67)

C�est une équation transcendante impliquant la fonction hypergéométrique. Dans le cas actuel,

nous avons pour les paramètres les valeurs :

� =
1

2
+

s
1

4
+
�2

q2
; Qnr =

s
�2nr +

�2

q2
� �2

q
: (5.68)

Par conséquent, pour déterminer les niveaux d�énergie discrets, on doit résoudre numéri-

quement l�équation transcendante (5.67). Les fonctions d�onde des états liés correspondantes
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au spectre d�énergie donné par l�équation (5.67) s�écrivent :

uq>0nr (r) = r	q>0nr (r) = N
�

q

e2�r + q

��nr � 1

1 + qe�2�r

�Qnr� 1
2

� 2F1

�
1 + �nr +Qnr � �; �nr + � +Qnr ; 2�nr + 1;

q

e2�r + q

�
; (5.69)

où N est un facteur constant.

5.5 Cas particuliers

5.5.1 Premier cas : potentiels de Hulthén standard

En posant q = �1 dans la dé�nition (5.1), nous obtenons les potentiels de Hulthén standard

V�1(r) = S�1(r) = De

�
1� e2�re � 1

e2�r � 1

�2
: (5.70)

Le paramètre �l dé�ni par l�expression ( 5.35) peut s�écrire

�l = �
1

2
+

s
�2 +

�
l +

1

2

�2
: (5.71)

Le spectre discret de l�énergie et les fonctions d�onde normalisées des états liés peuvent être

déduits respectivement à partir des équations ( 5.37 ) et ( 5.38). Ils valent

M2 � E2nr;l = 4�2

2664
aDe(M+Enr;l)

�2
�
��
nr +

1
2

�2
+
�
l + 1

2

�2
+ (2nr + 1)

q
a2De(M+Enr;l)

2�2
+
�
l + 1

2

��
2

�
nr +

1
2 +

q
a2De(M+Enr;l)

2�2
+ (l + 1

2)
2

�
3775
2

�2 (M + Enr;l)De �
�2l (l + 1)

3
; (5.72)

et
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uq=�1nr;l
(r) = r	q=�1nr;l

(r)

=

�
4�e�nr;l (nr +e�nr;l + �l + 1)

nr + �l + 1

� 1
2
�
� (nr + 2e�nr;l + 1)� (nr + 2e�nr;l + 2�l + 2)

nr!� (nr + 2�l + 2)

� 1
2

� 1

� (2e�nr;l + 1) �1� e�2�r��l+1 �e�2�r�e�nr;l
�2F1

�
�nr; nr + 2e�nr;l + 2�l + 2; 2e�nr;l + 1; e�2�r� : (5.73)

Dans le cas des ondes s (l = 0), ces résultats coincident avec ceux obtenus également par

l�approche des integrales de chemin dans la Ref. [83].

5.5.2 Deuxième cas : potentiels de Woods-Saxon

En prenant q = e2�R et en supposant 2�R� 1; les expressions (5.1) prennent la forme du

potentiel de Woods-Saxon

VWS(r) = De

 
1� e2�(re�R) + 1

e2�(r�R) + 1

!2
: (5.74)

Le paramètre R est la largeur du potentiel et ��1 étant l�épaisseur de surface.

Dans ce cas, la condition de quanti�cation pour les états l = 0 peut être déterminée à l�aide

de la formule de transformation de Gauss (2.31) et en notant que q
q+1 ' 1 pour 2�R� 1: Nous

montrons, après quelques calculs simples, que l�équation (5.67) se met sous la forme :

� (2Q) � (1 + �� � �Q) � (�+ � �Q)
� (�2Q) � (1 + �� � +Q) � (�+ � +Q)

�
e�2�R

��2Q
= �1: (5.75)

A�n de simpli�er la discussion de cette équation (5.75), nous considérons uniquement le cas

où Q2 < 0, ce qui signi�e que le nombre Q est imaginaire pur. En posant

Q = i�; (5.76)

et en dé�nissant �1,�2 et  ainsi :
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8>>><>>>:
�1 = arg � (�+ � + i�) ;

�2 = arg � (�� � + i�) ;

 = arg � (2i�) ;

(5.77)

nous pouvons récrire (5.75) sous la forme :

exp

�
2i � 2i�1 � 2i�2 � 2i arctan

�
�

�� �

�� �
e�2�R

��2i�
= �1: (5.78)

Cette équation conduit à la condition de quanti�cation suivante :

2��R+  � �1 � �2 � arctan
�

�

�� �

�
=

�
n+

1

2

�
�; (5.79)

avec n = 0;�1;�2;�3; :::.

5.5.3 Troisième cas : potentiels de Morse

En posant q = 0 dans l�expression (5.1), nous obtenons le potentiel radial de Morse

VM (r) = De

�
1� e�2�(r�re)

�2
: (5.80)

Le paramètre De représente la profondeur du puits de potentiel et re est la distance d�équilibre

entre les deux noyaux.

Dans ce cas, nous pouvons voir à partir des équations (5.68) que

8>>>>><>>>>>:
� '
q!0

1
2 +

�
q ; Q '

q!0
�1
2
�2

� +
�
q ;

1 + �+Q� � '
q!0

1
2 + ��

1
2
�2

� ;

�+Q+� '
q!0

1
2 + ��

1
2
�2

� +
2�
q !
q!0

1:

(5.81)

D�autre part, en utilisant la formule (2.65), il est facile de montrer qu�à la limite où q ! 0;

les fonctions d�onde (5.69) se réduisent à
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uq=0nr (r) = r	q=0nr (r)

= N
�
e�2�r

��nr exp ���e�2�r� 1F1

�
1

2
+ �nr �

1

2

�2

�
; 2�nr + 1; 2�e

�2�r
�
:(5.82)

Le spectre d�énergie peut être tiré de la condition à la limite au point r = 0. En admettant

que 2�e�2�re � 1 et en utilisant le comportement asymptotique, nous pouvons voir facilement

à partir de l�expression (5.81) que la condition de quanti�cation de l�énergie est donnée par :

1

2
+ �nr �

1

2

�2

�
= �nr; nr = 0; 1; 2; 3; :::; (5.83)

ou encore

M2 � E2nr = 4�
2

"�
nr +

1

2

�2
�
�
nr +

1

2

� p
2De (Enr +M)

�

#
: (5.84)

5.6 Conclusion

Comme dans le contexte non relativiste, nous constatons ici aussi que le potentiel vecteur

et le potentiel scalaire du type de Tietz amélioré comprennent trois formes particulières de

potentiel selon la valeur que prend le paramètre réel q qu�il faut envisager lors de la construction

de la fonction de Green radiale. En toute rigueur, nous avons d�abord introduit une fonction

régulatrice lors de la formulation de l�intégrale de chemin pour contourner le problème de la

singularité des potentiels à l�origine de la variable radiale et avoir une expression discrète stable

du propagateur. Notons bien que ce problème négligé dans les autres applications et pris en

considération ici est sans conséquence sur les résultats obtenus.

Lorsque le paramètre de déformation q est négatif, nous avons vu que deux cas sont présents :

q � �1 et �1 < q < 0. Dans le premier cas, nous avons remplacé le terme potentiel centrifuge

par une expression approximative analogue à celle du potentiel de Hulthén q�déformé. L�en-

semble composé des potentiels de Hulthén généralisés et de cette approximation a été converti

à l�aide d�une transformation spatiale accompagnée d�une fonction régulatrice appropriée en un

potentiel du type de Rosen-Morse q�déformé. La fonction de Green associée à l�onde l a été
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obtenue sous une forme compacte à partir de laquelle le spectre d�énergie et les fonctions d�onde

proprement normalisées ont été déduits. Pour �1 < q < 0, nous avons appliqué la méthode du

développement en série de perturbation pour introduire les conditions aux limites de Dirichlet

dans l�expression de l�intégrale de chemin. La fonction de Green relative aux ondes s(l = 0) a

été calculée sous forme compacte. L�équation de quanti�cation de l�énergie a été obtenue ainsi

que les fonctions d�onde. Dans le cas où q est positif, les potentiels de départ sont équivalents

à des potentiels de Woods-Saxon généralisés. Un traitement comme celui qui est utilisé dans le

cas précédent nous a fourni la fonction de Green, l�équation de quanti�cation de l�énergie et les

fonctions d�onde pour les états s(l = 0). Signalons en�n que les potentiels de Hulthén standard

(q = �1), les potentiels de Woods-Saxon (q = e2�R) et les potentiels de Morse (q = 0) ont été

discutés comme des cas particuliers.
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Chapitre 6

Mouvement d�une particule de

Klein-Gordon dans un potentiel

vecteur et un potentiel scalaire du

type de Tietz-Wei

6.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de traiter, en détail dans le cadre de l�approche des intégrales de

chemin, le problème d�une particule relativiste sans spin de masse M et de charge (�e) plongée

dans un champ central constitué d�un potentiel vecteur V (r) et d�un potentiel scalaire S(r). Le

potentiel scalaire est ajouté à la masse au repos de la particule et l�ensemble peut être interprété

comme une masse e¤ective dépendant de la position. Les potentiels V (r) et S(r) sont égaux et

de la forme :

V (r) = S(r) = VTW (r); (6.1)

où VTW (r) est le potentiel de Tietz-Wei dé�ni par l�expression (3.1).

Parmi les travaux récents sur ce problème, citons par exemple celui sur la résolution de

l�équation de Klein-Gordon pour les ondes s(l = 0) [87] et celui réalisé dans le cadre de l�ap-

101



proche de l�analyse fonctionnelle pour traiter les ondes l 6= 0 à l�aide de l�approximation de

Pekeris [34]. Mentionnons aussi celui sur l�application de la méthode de Nikiforov-Uvarov pour

résoudre l�équation de Klein-Gordon avec un potentiel scalaire et un potentiel vecteur du type

de Tietz-Wei généralisé pour une onde l arbitraire dans un espace à D dimensions [32]. Cepen-

dant, il faut noter que les résultats de ces études ne sont pas satisfaisants, quelle que soit la

valeur du paramètre de déformation. Par conséquent, un traitement rigoureux et complet de ce

problème qui tient compte de l�in�uence de ce paramètre mérite d�être e¤ectué.

Dans un premier paragraphe, nous formulons l�intégrale de chemin pour la fonction de Green

associée aux potentiels V (r) et S(r) égaux à VTW (r). Nous traitons les potentiels V (r) et S(r)

comme étant des potentiels de Manning-Rosen déformés (0 < ch < 1) dans le second paragraphe

en distinguant deux cas : e�bhre � ch < 1 et 0 < ch < e�bhre . Lorsque e�bhre � ch < 1

et re + 1
bh
ln ch < r < 1, nous montrons sans di¢ cultés que la fonction de Green radiale

associée à l�onde l est calculable sous une forme compacte en choisissant une approximation

appropriée pour le terme potentiel centrifuge. Nous en déduisons le spectre d�énergie et les

fonctions d�onde normalisées. Pour 0 < ch < e�bhre , comme l�approximation utilisée dans

le cas précédent ne convient pas, nous nous limitons à l�évaluation de la fonction de Green

relative aux ondes s(l = 0). Dans ce cas, nous employons la méthode des perturbations pour

incorporer les conditions aux limites de Dirichlet dans l�intégrale de chemin. L�équation pour

déterminer les niveaux d�énergie et les fonctions d�onde non normalisées peuvent être extraites

respectivement à partir des pôles et des résidus de la fonction de Green. Dans le troisième

paragraphe, nous abordons le cas où �1 < ch < 0. Ici, les potentiels V (r) et S(r) sont similaires

au potentiel de Rosen-Morse déformé. Nous établissons la fonction de Green correspondante

également aux ondes s(l = 0) pour tirer l�équation d�énergie et les fonctions d�onde comme dans

le cas précédent. Dans le quatrième paragraphe, nous considérons le problème du potentiel de

Morse radial (ch = 0). Le dernier paragraphe sera une conclusion.

6.2 Fonction de Green

La fonction de Green associée à un système physique se déplaçant dans un potentiel vecteur

et un potentiel scalaire à symétrie sphérique se développe en ondes partielles [62] en coordonnées
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sphériques

G
�
~r00; t00; ~r0; t0

�
=

1

r00r0

1X
l=0

(2l + 1)

4�
Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
Pl (cos�) ; (6.2)

où la fonction de Green radiale est donnée par :

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=

1

2i

1Z
0

d�

�
r00; t00

����exp� i2 h�P 2r + (P0 � V )2
� l (l + 1)

r2
� (M + S)2

�
�

����� r0; t0� ; (6.3)

et Pl(cos�) est un polynôme de Legendre de degré l en cos� avec cos� = ~r00~r0

r00r0
= cos �00 cos �0+

sin �00 sin �0 cos ('00 � '0).

Dans la formulation de Feynman [16, 21], la fonction de Green radiale Gl (r00; t00; r0; t0) est

explicitement exprimée sous la forme d�une intégrale de chemin

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=
1

2i

Z 1

0
d�Pl(r

00; t00; r0; t0; �); (6.4)

où le noyau Pl(r00; t00; r0; t0; �) s�écrit explicitement ainsi :

Pl(r
00; t00; r0; t0; �) = lim

N!1

NY
n=1

�Z
drndtn

�N+1Y
n=1

�Z
d(Pr)nd(P0)n

(2�)2

�

� exp
"
i

N+1X
n=1

�(Pr)n�rn + (P0)n�tn +
"�
2

�
�(Pr)2n

� l (l + 1)
r2n

+ ((P0)n � V (rn))2 � (M + S(rn))
2

��
; (6.5)

dans lequel nous avons utilisé les notations habituelles suivantes : �rn = rn � rn�1;�tn =

tn � tn�1; rn = r (tn) ; "� =
�

N+1 :

Pour procéder à l�évaluation de la fonction de Green (6.4), remarquons d�abord que le

calcul des intégrales sur les variables tn dans l�expression (6.5) donnent N distributions de

Dirac �
�
(P0)n � (P0)n+1

�
. En intégrant ensuite sur les variables (P0)n, on montre que

(P0)1 = (P0)2 = ::: = (P0)N+1 = E: (6.6)
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Par conséquent, le propagateur Pl(r00; t00; r0; t0; �) se récrit de cette façon :

Pl(r
00; t00; r0; t0; �) =

1

2�

+1Z
�1

dE exp
�
iE(t00 � t0)

�
Pl(r

00; r0; �); (6.7)

avec le noyau Pl(r00; r0; �) donné par :

Pl(r
00; r0; �) = lim

N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d(Pr)n
2�

�

� exp
(
i
N+1X
n=1

h
�(Pr)n�rn +

"�
2

�
�(Pr)2n + (E � V (rn))2

� l (l + 1)
r2n

� (M + S(rn))
2

���
: (6.8)

En e¤ectuant ensuite l�intégration par rapport aux variables (Pr)n; nous obtenons

Pl(r
00; r0; �) =

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�Z
drnp
2i�"�

�
exp

(
N+1

i
X
n=1

"
(�rn)

2

2"�

�"�
2

�
[M + S(rn)]

2 � [E � V (rn)]2 +
l (l + 1)

r2n

���
; (6.9)

et en remplaçant l�expression (6.7) dans (6.4), nous remarquons que le terme dépendant du

temps t ne contient pas la variable pseudo-temporelle �. Alors, nous pouvons récrire la fonction

de Green partielle (6.4) sous la forme :

Gl(r
00; t00; r0; t0) =

1

2�

+1Z
�1

dE exp
�
iE(t00 � t0)

�
Gl(r

00; r0); (6.10)

avec

Gl(r
00; r0) =

1

2i

+1Z
0

d�Pl(r
00; r0; �): (6.11)

Comme le potentiel vecteur et le potentiel scalaire sont égaux au potentiel de Tietz-Wei, la

fonction de Green radiale (6.11) se réduit à
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Gl(r
00; r0) =

1

2i

+1Z
0

d�exp

�
i

2

�
E2 �M2

�
�

�
Kl(r

00; r0; �); (6.12)

avec

Kl(r
00; r0; �) =

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�Z
drnp
2i�"�

�
exp

(
i
N+1X
n=1

"
(�rn)

2

2"�

�"�
2

�
2 (E +M)VTW (rn) +

l(l + 1)

r2n

���
: (6.13)

Le propagateur radial (6.13) et la fonction de Green radiale (6.12) dépendent d�un paramètre

de déformation réel arbitraire ch. Lorsque 0 < ch < e�bhre ou �1 < ch < 0, la fonction de Green

(6.12) peut être évaluée exactement seulement pour les états s, mais, quand e�bhre � ch < 1,

le problème d�un état l peut être résolu en utilisant une approximation appropriée du terme

centrifuge. Alors pour entreprendre cette étude, trois cas intéressants doivent être distingués

selon les valeurs de ch:

6.3 Potentiels radiaux de Manning-Rosen déformés

Lorsque le paramètre de déformation ch est positif, c�est à dire 0 < ch < 1, le potentiel de

Tietz-Wei prend la forme du potentiel de Manning-Rosen ch�déformé dé�ni par l�expression

(3.9). Comme nous l�avons fait dans le paragraphe (3.3), nous allons former la fonction de Green

radiale (6.12) en observant deux cas distincts : e�bhre � ch < 1 et 0 < ch < e�bhre .

6.3.1 Premier cas : e�bhre � ch < 1

Dans ce cas, nous allons discuter l�intégrale de chemin seulement dans l�intervalle ]r0;+1[

avec r0 = re+
1
bh
ln ch, puisque dans l�intervalle ]0; r0[ , la solution ne peut être obtenue analyti-

quement et de plus, elle ne présente aucun intérêt physique notable. A�n de construire l�intégrale

de chemin pour un état de moment cinétique orbital l, comme dans le sous paragraphe (3.3.1)

nous adoptons l�approximation (3.11) pour remplacer 1
r2
contenu dans le terme potentiel centri-

fuge et nous transformons ensuite la variable r 2 ]r0;+1[ en une nouvelle variable y 2 ]0;+1[

par :
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r = re +
1

bh
(2y + ln ch) : (6.14)

En plus de ce changement de variable, nous transformons l�intervalle de temps local "� en un

nouvel intervalle de temps 4
b2h
"s et � = 4

b2h
S. En mettant ces considérations ensemble, nous

pouvons récrire la fonction de Green (6.12), pour e�bhre � ch < 1, sous la forme :

eGl �r00; r0� = � 1
bh
GMR

�
y00; y0;E2l

�
; (6.15)

avec

GMR

�
y00; y0;E2l

�
= i

Z 1

0
dS exp

�
i
4

b2h
E2l S

�
K l
MR(y

00; y0;S); (6.16)

où

E2l =
E2 �M2

2
� (M + E)V0 �

l (l + 1)

2

�
C0 �

B0
2ch

+
A0
2c2h

�
; (6.17)

et

K l
MR(y

00; y0;S) =

Z
Dy (s) exp

�
i

Z S

0

�
_y2

2
� V lMR (y)

�
ds

�
; (6.18)

est le propagateur associé au potentiel standard de Manning-Rosen [4]

V lMR (y) = � ~Al coth y +
~Bl

sinh2 y
; y 2 R+; (6.19)

où les paramètres ~Al et ~Bl sont donnés par :8<: ~Al =
1
b2h

h
4 (E +M)V1 � l (l + 1)

�
B0
ch
� A0

c2h

�i
;

~Bl =
1
b2h

h
4(E+M)

ch
V2 +

l(l+1)
2c2h

A0

i
:

(6.20)

La fonction de Green peut être exprimée sous forme compacte comme cela est connu dans

la littérature [51�53]
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GMR

�
y00; y0;E2l

�
=

� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�

2

1 + coth y0
:

2

1 + coth y00

�M1+M2+1
2

�
�
coth y0 � 1
coth y0 + 1

:
coth y00 � 1
coth y00 + 1

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

coth y> � 1
coth y> + 1

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

2

coth y< + 1

�
:

(6.21)

Les quantités LE ; M1 et M2 sont données par :

8><>: LE = �1
2 +

1
bh

r
(M + E) [M � E + 2 (V1 + V0)] + l (l + 1)

�
C0 � B0

ch
+ A0

c2h

�
;

M1;2 = �l � 1
bh

p
(M + E) [M � E � 2 (V1 � V0)] + l (l + 1)C0:

(6.22)

avec

�l =

s
1

4
+
8 (M + E)

b2hch
V2 +

l (l + 1)

b2hc
2
h

A0: (6.23)

Le spectre d�énergie des états liés peut être obtenu à partir des pôles de la fonction de Green

(6.21) ou des pôles de la fonction d�Euler � (M1 � LE). Ces pôles sont donnés par :

M1 � LE = �nr; nr = 0; 1; 2:::: (6.24)

En insérant les valeurs de LE et M1 dans (6.24), nous obtenons

M2 � E2nr;l = �2 (M + Enr;l)V0 � l (l + 1)
�
C0 +

A0
2c2h

� B0
2ch

�
+
b2h
4

�
N2
r +

�2l
N2
r

�
; (6.25)
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avec

Nr = nr + �l +
1

2
; (6.26)

et

�l =
4 (M + Enr;l)

b2h
V1 �

l (l + 1)

b2h

�
A0
c2h
� B0
ch

�
: (6.27)

Les fonctions d�onde correspondantes sont de la forme :

Unr;l(r) = Nnr;l
�
1� che�bh(r�re)

� 1
2
+�l
�
che

�bh(r�re)
�
l

�P (2
l;2�l)nr (1� 2che�bh(r�re)); (6.28)

avec le paramètres 
l dé�ni par :


l =
1

bh

q�
M + Enr;l

� �
M � Enr;l � 2 (V1 � V0)

�
+ l (l + 1)C0; (6.29)

et la constante Nnr;l s�obtient à partir de la condition de normalisation

Z +1

re+
1
bh
ln ch

��Unr;l(r)��2 dr = 1: (6.30)

Le calcul mène à

Nnr;l =
"
2bh
l

�
nr + 
l + �l +

1
2

�
nr + �l +

1
2

nr!� (nr + 2
l + 2�l + 1)

� (nr + 2
l + 1)� (nr + 2�l + 1)

# 1
2

: (6.31)

6.3.2 Deuxième cas : 0 < ch < e�bhre et r 2 R+:

Dans ce cas, le potentiel (3.9) est dé�ni dans l�intervalle R+. La transformation r = re +

1
bh
(2y + ln ch) convertit r 2 ]0;+1[ en y 2

�
�1
2 (bhre + ln ch) ;+1

�
: Cela signi�e que le noyau

(6.13), pour l = 0, est le propagateur décrivant l�évolution d�une particule en présence d�un

potentiel de type Manning-Rosen sur la demi-droite y > y0 = �1
2 (bhre + ln ch). En e¤ectuant

la transformation temporelle � = 4S
b2h
; nous pouvons récrire (6.12), pour 0 < ch < e�bhre et l = 0,

ainsi
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�G0(r
00; r0) = � 1

bh
eG0MR

�
y00; y00;E20

�
; (6.32)

avec eG0MR

�
y00; y00;E20

�
= i

1Z
0

dS exp

�
i
4

b2h
E20S

�
K0
MR(y

00; y0;S); (6.33)

où

E20 =
E2 �M2

2
� (M + E)V0; (6.34)

et

K0
MR(y

00; y0;S) =

Z
Dy (s) exp

(
i

Z S

0

"
_y2

2
+ ~A0 coth y �

~B0

sinh2 y

#
ds

)
; y > y0;

(6.35)

avec les constantes ~A0 et ~B0 données comme suit :

8<: ~A0 =
4(E+M)

b2h
V1;

~B0 =
4(E+M)
b2hch

V2:
(6.36)

Le propagateur K0
MR(y

00; y0;S) décrit le mouvement d�une particule soumise au potentiel de

Manning-Rosen dé�ni sur la demi droite y > y0. Comme une intégration directe des chemins

n�est pas possible, nous pouvons construire la fonction de Green correspondante en termes de

la fonction de Green dans l�intervalle R+ à l�aide de la méthode de développement en série

de perturbation discutée en détail dans la littérature [51�53] et qu�il n�est pas nécessaire de

rappeler ici. Tous calculs faits, nous trouvons

eG0MR

�
y00; y00;E20

�
= G0MR(y

00; y0;E20)�
G0MR(y

00; y0;E20)G
0
MR(y0; y

0;E20)

G0MR(y0; y0;E
2
0)

; (6.37)

où G0MR(y
00; y0;E20) est la fonction de Green (6.21) associée au potentiel de Manning-Rosen

(6.19), pour les ondes s(l = 0) et 0 < ch < e�bhre :

Le spectre d�énergie est déterminé par les pôles de l�expression (6.37), c�est à dire, par
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l�équation G0MR(y0; y0;E
2
0) = 0; ou bien par l�équation transcendante

2F1

�
1

2
+ �0 � 
0 + !0;

1

2
+ �0 + 
0 + !0; 2
0 + 1; che

bhre

�
= 0; (6.38)

où les quantitiés �0; 
0 et !0 sont dé�nies par :8>>>><>>>>:
�0 =

r
1
4 +

8(M+Enr )
b2hch

V2;


0 =
1
bh

p
(M + Enr) [M � Enr � 2 (V1 � V0)];

!0 =
1
bh

p
(M + Enr) [M � Enr + 2 (V1 + V0)]:

(6.39)

L�équation transcendante (6.38) peut être résolue numériquement pour déterminer les ni-

veaux d�énergie de la molécule diatomique. Les fonctions d�onde correspondantes sont de la

forme :

Unr(r) = C
�
1� che�bh(r�re)

��0+ 1
2
�
che

�bh(r�re)
�
0

� 2F1

�
1

2
+ �0 + !0 � 
0;

1

2
+ �0 + 
0 + !0; 2
0 + 1; che

�bh(r�re)
�
;

(6.40)

où C est un facteur constant. Notons que ces fonctions d�onde satisfont bien les conditions aux

limites

Unr(r) �! 0
r!0

; (6.41)

et

Unr(r) �! 0
r!1

: (6.42)

6.4 Potentiels radiaux de Rosen-Morse

Pour �1 < ch < 0, le potentiel de Tietz-Wei est analogue au potentiel de Rosen-Morse ch-

déformé dé�ni par l�expression (3.39) et comme l�approximation du terme potentiel centrifuge

adoptée dans le sous paragraphe (3.3.1) ne s�applique pas au cas du potentiel de Rosen-Morse
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(voir, par exemple, la discussion sur la validité d�une approximation de ce type dans notre

précédent travail [54]), nous nous contenterons de l�étude des ondes s(l = 0) en évaluant la

fonction de Green a�n de trouver les niveaux d�énergie et les fonctions d�onde correspondantes

des états liés. Dans ce cas, la fonction de Green radiale (6.12) s�écrit

bG0(r00; r0) = 1

2i

+1Z
0

d�exp
h
i eE20�i bK0(r

00; r0; �); (6.43)

où le propagateur bK0(r
00; r0; �) est donné par :

bK0(r
00; r0; �) =

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�Z
drnp
2i�"�

�
exp

(
i

N+1X
n=1

"
(�rn)

2

2"�

�"� (E +M)VTW (rn)]g ; pour � 1 < ch < 0: (6.44)

Pour évaluer la fonction de Green (6.43), nous e¤ectuons la transformation de coordonnée

suivante :

r 2 ]0;+1[! u 2 ]u0;+1[ ; u0 = �
1

2
(bhre + ln jchj) ; (6.45)

dé�nie par :

r = re +
1

bh
(2u+ ln jchj) : (6.46)

Après avoir changé "� en ��2"s ou � en ��2S; nous pouvons écrire la fonction de Green

(6.43), sous la forme suivante :

bG0(r00; r0) = � 1
bh
eG0RM �u00; u0; eE20�

= � i

bh

Z 1

0
exp

 
i
4 eE20
b2h

S

!
K0
RM (u

00; u0;S); (6.47)

où
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eE20 = E2 �M2

2
� (M + E)U0; (6.48)

et

K0
RM (u

00; u0;S) =

Z
Du (s) exp

8<:i
Z S

0

24 �
u
2

2
� ~A tanhu+

~B

jchj cosh2 u

35 ds
9=; ; u > u0: (6.49)

Les constantes ~A et ~B sont données par :

8<: ~A = 4
b2h
(E +M)U1;

~B = 4
b2h
(E +M)U2:

(6.50)

Le propagateur (6.49) a la même forme que l�intégrale de chemin associée au potentiel

introduit à l�origine par Rosen et Morse pour discuter les états de vibration des molécules

polyatomiques [3]. Le potentiel de Rosen-Morse est dé�ni pour u 2 R; mais dans ce cas, nous

avons transformé l�intégrale de chemin pour le potentiel (3.1) en une intégrale de chemin pour

un potentiel du type de Rosen-Morse standard via la transformation r ! r (u) qui convertit

r 2 R+ ! u 2
�
�1
2 (bhre + ln jchj) ;+1

�
: Ceci signi�e que le mouvement de la particule a lieu

sur la demi-droite u > u0 = �1
2 (bhre + ln jchj) :

eG0RM �u00; u0; eE20� = G0RM

�
u00; u0; eE20�� G0RM (u

00; u0; eE20)G0RM (u0; u0; eE20)
G0RM (u0; u0;

eE20) ; (6.51)

où G0RM
�
u00; u0; eE20� est la fonction de Green associée au potentiel standard de Rosen-Morse [3]

VRM (u) = ~A tanhu�
~B

jchj cosh2 u
; u 2 R; (6.52)

avec la fonction Green G0RM
�
u00; u0; eE20� donnée par :
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G0RM

�
u00; u0; eE20� =

� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�
1� tanhu0

2
:
1� tanhu00

2

�(M1+M2)=2

�
�
1 + tanhu0

2
:
1 + tanhu00

2

�(M1�M2)=2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

1 + tanhu>
2

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

1� tanhu<
2

�
;

(6.53)

dans laquelle nous avons employé les notations suivantes :

8><>:
LE = �1

2 +

r
1
4 +

8(E+M)
b2hjchj

U2;

M1;2 =
1
bh

�p
(M + E) [M � E + 2 (U0 + U1)]�

p
(M + E) [M � E + 2 (U0 � U1)]

�
:

(6.54)

Les niveaux d�énergie des états liés sont déterminés à partir des pôles de la fonction de

Green (6.53), c�est à dire, par l�équation G0RM (u0; u0; eE20) = 0, ou encore par la condition de

quanti�cation suivante qui est une équation transcendante comprenant la fonction hypergéo-

métrique

2F1

�
~
 + ~! � ~Q+ 1; ~
 + ~! + ~Q; 2~
 + 1;

jchj
jchj+ e�bhre

�
= 0; (6.55)

où les paramètres ~Q; ~
 et ~! sont dé�nis par :

8>>>><>>>>:
~Q = 1

2 +

r
1
4 +

8(Enr+M)
b2hjchj

U2;

~
 = 1
bh

p
(M + Enr) [M � Enr + 2 (U0 + U1)];

~! = 1
bh

p
(M + Enr) [M � Enr + 2 (U0 � U1)]:

(6.56)

L�équation (6.55) peut être aussi résolue numériquement.

En utilisant la fonction de Green (6.53) pour le potentiel de Rosen-Morse et le lien entre
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(6.47) et (6.53), nous montrons que les fonctions d�onde correspondant aux états liés ont la

forme :

bUnr(r) = C
�

jchj
jchj+ ebh(r�re)

�~
 � 1

1 + jchj e�bh(r�re)

�~!
�2F1

�
~
 + ~! � ~Q+ 1; ~
 + ~! + ~Q; 2~
 + 1;

jchj
jchj+ ebh(r�re)

�
; (6.57)

où C est un facteur constant. Ces fonctions d�onde sont acceptables physiquement car elles

satisfont les conditions aux limites

bUnr(r) �! 0;
r!0

(6.58)

et

bUnr(r) �! 0:
r!1

(6.59)

6.5 Potentiels de Morse

En faisant tendre ch vers 0; dans l�expression (3.1), le potentiel de Tietz-Wei se réduit au

potentiel radial de Morse

VM (r) = D
�
1� e��(r�re)

�2
: (6.60)

Dans ce cas, on peut voir à partir des équations (6.56) que

8>>>>><>>>>>:

~Q '
jchj!0

1
2 +

e��1 + 1
jchj

�
;

~
 '
jchj!0

e�;
~! '
jchj!0

e�
jchj ;

(6.61)

expressions dans lesquelles nous avons posé

e� = 1

�

p
M2 � E2 + 2D (E +M); (6.62)
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et

e� = 1

�

p
2D (E +M): (6.63)

En utilisant la proprièté de la fonction hypergéométrique (2.65), les relations entre la fonction

hypergéométrique con�uente et les fonctions de Whittaker (2.66) et (2.67) et la formule (2.68),

nous montrons, après quelques calculs simples, que la fonction de Green (6.51) se réduit à la

fonction de Green bien connue associée au potentiel radial de Morse,

GM
�
r00; r0;E0

�
= � iM

~

�
�
1
2 � e�+ e��

� (2e�+ 1)pz00z0 e z00+z02 Me�;e� �z0�We�;e� �z00� ; z00 > z0;

(6.64)

où z = 2e�e��(r�re):
Pour déduire le spectre d�énergie, nous nous reportons à l�équation (6.55) et nous notons

que

lim
jchj!0

2F1

�
~
 + ~! � ~Q+ 1; ~
 + ~! + ~Q; 2~
 + 1;

jchj
jchj+ e�bhre

�
= 1F1

�
1

2
� e�+ e�; 2e�+ 1; 2e�e�re� = 0: (6.65)

C�est une équation transcendante compliquée à résoudre analytiquement pour déterminer les

niveaux d�énergie, mais comme, en général les valeurs de e� et e�re sont telles que e�e�re � 1

pour les molécules diatomiques standard [56], nous pouvons donc utiliser le comportement

asymptotique de la fonction hypergéométrique con�uente, nous pouvons voir à partir de (6.65)

que la condition de quanti�cation de l�énergie est donnée par :

1

2
� e�+ e� = �nr; nr = 0; 1; 2; :::: (6.66)

En insérant maintenant les valeurs de e� et e� dans (6.66), on trouve les niveaux d�énergie bien
connus associés au potentiel radial de Morse :
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M2 � E2nr = �2

"�
nr +

1

2

�2
�
�
nr +

1

2

�
2
p
2D (Enr +M)

�

#
; (6.67)

avec nr max =
�p

2D(Enr+M)

� � 1
2

�
:

De l�expression (6.64), en passant à la limite jchj ! 0, nous aurons pour les fonctions d�onde

correspondantes :

U jchj=0nr (r) = N exp

"
�
p
2D (Enr +M)

�
e��(r�re)

#�
e��(r�re)

�p2MD
�

�nr� 1
2

� 1F1

�
�nr;�2nr +

2

�

p
2D (Enr +M);

2

�

p
2D (Enr +M)e

��(r�re)
�
;

(6.68)

où N est la constante de normalisation.

6.6 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu le problème d�une particule relativiste sans spin en

présence d�un potentiel vecteur et d�un potentiel scalaire égaux du type de Tietz-Wei déformé

par l�intégrale de chemin. Ce problème n�a été discuté que partiellement par la résolution de

l�équation de Klein-Gordon [73]. Cependant, une solution complète peut être donnée pour tout

paramètre de déformation jchj < 1. Comme nous l�avons montré, l�intégrale de chemin pour la

fonction de Green associée à cette mixture de potentiels vecteur et scalaire égaux ne peut être

évaluée d�une manière uni�ée quelle que soit la valeur du paramètre de déformation ch. Lorsque

e�bhre � ch < 1 et re+ 1
bh
ln ch < r <1; la fonction de Green radiale pour tout état l est calculée

directement en utilisant une approximation appropriée du terme potentiel centrifuge. Nous

obtenons alors l�équation d�énergie et les fonctions d�onde correspondantes. Pour 0 < ch < e�bhre

ou �1 < ch < 0; nous nous sommes limités à l�évaluation des fonctions de Green pour les

ondes s(l = 0). Nous avons montré que la transformation de la fonction de Green associée au

potentiel de départ dé�ni sur l�intervalle R+ dans une intégrale de chemin associée au potentiel

du type de Manning-Rosen ou de Rosen-Morse réduit le problème à celui d�une particule forcée
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à se déplacer dans un demi-espace y > y0. Ce problème avec des conditions aux limites de

Dirichlet est traité à l�aide de l�approche des perturbations. Dans les deux cas, les conditions de

quanti�cation sont des équations transcendantes impliquant la fonction hypergéométrique qui

peuvent être résolues numériquement pour déterminer les niveaux d�énergie des états liés. Les

fonctions d�onde radiales, exprimées en termes des fonctions hypergéométriques, sont également

obtenues.
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Conclusion

Dans ce mémoire, après avoir présenté succinctement le formalisme des intégrales de chemin

de Feynman couvrant en particulier la formulation de l�intégrale de chemin en coordonnées

polaires pour traiter le problème d�un potentiel à symétrie sphérique et donné quelques aperçus

sur les techniques couramment employées dans le cadre de la méthode des intégrales de chemin

à savoir les transformations d�espace et de temps, l�introduction de fonctions régulatrices et

le développement en série entière de perturbation, nous avons repris de façon originale l�étude

complète d�un ensemble de systèmes quantiques composés de molécules diatomiques en mou-

vement dans des modèles de potentiels centraux largement utilisés en physique théorique et en

chimie quantique.

Dans le cadre de la mécanique non relativiste, nous nous sommes penchés d�abord sur le

problème d�une particule en mouvement dans le potentiel de Tietz amélioré ayant fait l�objet de

plusieurs travaux par divers techniques d�analyse dont les résultats sont partiellement corrects. Il

s�agit là d�une présentation qui tient compte des valeurs possibles du paramètre de déformation

q selon lesquelles ce potentiel est analogue au potentiel de Manning-Rosen radial ou au potentiel

de Rosen-Morse radial pour lesquels un solution uni�ée est inconcevable contrairement à ce qui

a été rapporté dans la littérature [6, 10, 11] pour q = 1 ou celle relative au potentiel de Rosen-

Morse radial déduite à partir de celle du potentiel de Rosen-Morse symétrique [13]. Dans chaque

cas caractérisé par le paramètre q, l�équation d�énergie et les fonctions d�onde correspondantes

sont extraites de l�expression compacte de la fonction de Green.

Nous avons appliqué le traitement précédent du potentiel de Tietz amélioré au potentiel

de Tietz-Wei dépendant du paramètre d�optimisation ch dé�ni dans l�intervalle �1 < ch < 1:

Comme le paramètre q contenu dans le potentiel de Tietz amélioré, le paramètre ch revêt une
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grande importance dans la façon de déterminer les solutions du problème. À la di¤érence des

discussions qu�on trouve dans un nombre impressionnant de travaux sur la spectroscopie de

molécules diatomiques en présence de ce potentiel [25, 27�35, 59�61], nous avons présenté une

analyse de ce problème en subdivisant judicieusement l�intervalle de variation du paramètre ch

en trois, à savoir : �1 < ch < 0; 0 < ch < e�bhre et e�bhre � ch < 1. Chaque cas a nécessité un

procédé de calcul distinctif pour parvenir à une solution appropriée du problème.

Par ailleurs, nous avons observé que l�expression du potentiel diatomique (potentiel de Tietz

amélioré ou potentiel de Tietz-Wei) dépend d�un paramètre de déformation qui délimite la

dé�nition de la fonction potentielle et modi�e par conséquent les conditions aux limites qui

doivent être imposées aux solutions du problème pour qu�elles soient acceptables physiquement.

Pour l�étude des états l, l�approximation utilisée à la place du terme 1
r2
contenu dans le terme

potentiel centrifuge dépend des constantes A0; B0 et C0 ajustables suivant le type de molécule

étudiée. Elle di¤ère de celle de Pekeris dont les constantes sont dé�nies en fonction du paramètre

de déformation à partir du développement en série de Taylor. Ce qui réduit son application à

un ensemble limité de molécules diatomiques.

Dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, nous avons réexaminé le problème

d�une particule sans spin, de masse M et de charge (�e) en présence d�un potentiel vecteur

Vq (r) et d�un potentiel scalaire Sq (r) égaux et du type de Rosen-Morse déformé en distinguant

ici aussi trois cas selon les valeurs que peut prendre le paramètre réel q: Nos résultats sont

originaux et plus complets que ceux obtenus à travers la résolution de l�équation de Klein-

Gordon [73]. Nous avons également abordé un problème semblable avec un potentiel vecteur et

un potentiel scalaire égaux et du genre de Tietz amélioré dans un autre esprit en convertissant

ces potentiels en ceux de Hulthén ou ceux de Woods-Saxon selon les valeurs du paramètre

q. En�n, nous avons étendu l�approche employée dans le traitement du système soumis à un

potentiel vecteur et un potentiel scalaire du type de Rosen-Morse ch�déformé à l�étude d�un

système diatomique relativiste sans spin plongé dans un champ constitué d�un potentiel vecteur

et un potentiel scalaire identiques ayant la forme du potentiel de Tietz-Wei. La comparaison de

nos résultats pour ces deux derniers systèmes quantiques avec ceux obtenus récemment (Jia et

coll. [88], Falaye et coll. [34]) montre que les résultats de ces derniers sont incontestablement

incorrects.
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Pour terminer, il faut souligner que l�approche des intégrales de chemin a, entre autres bé-

né�ces, un avantage indéniable par rapport aux variantes de la méthode d�analyse spectrale

directe (algèbre de Lie et groupes, SUSYQM, Nikiforov-Uvarov, itération asymptotique,...) qui

permet d�incorporer dans l�intégrale de chemin de Feynman les conditions aux limites de Di-

richlet rencontrées dans le cas des potentiels déformés par un paramètre réel. Les résultats

(spectre d�énergie et fonctions d�onde) obtenus sont plutôt satisfaisants.

Il faut mentionner que nos résultats sont assurément corrects puisque le spectre d�énergie et

les fonctions d�onde correspondant à plusieurs cas particuliers bien connus dans la littérature

et qui peuvent servir comme des tests ont été retrouvés.
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بواسطة تكامل رة ذدراسة كاملة لبعض الكمونات المشوهة ثنائية ال

 المسار لفاينمان

:ملخص  

 قق ذع قق ذةاعسققةذ ا لققةذ (Feynman) ت ا قق ذع  سققااذ ماي  ققا ذية ذشقق لااسققتع بيتعلققهذاققلعذع ع قق ذ

ذتهققق ع ت ققاظاذع  ققاوتذع تقق ذذخاضققعةذ ققبعكذع   و ققايذ  اذيققةذع ققلا ذلعيذيققة  أ ظ ققةذ    وعققةذ قق ذ

 .ع ميزياءذع  ظايةذو ي ياءذع   ذ

ذعذاف ذإطااذ ي ا ي  ذأولاذبعاكذ سأ ةذ  و ذتيازذذ سب لا ع    ع لتذع  حس ذ ع قطاتذوذ(Tietz)ق  ا

ذوسيطذيتعلهذب ذذqتشوه ذ، ذع   و ذذ.ةحقيقيلتذقي ة ذ  اقشة ذل كذبإعاة  ذبعة ذق  ا وعتذذ- تيازذع قطات  

(Tietz-Weiذ ذب( ذيت يز ذع لت ذذوسيط ذ>  >1-1ذثحيذ  تشوه ذ . ذتأ يا ذا اك ذع حالاي ذ   ذوسيطذف 

ذتقيي ذ،ع تشوه ذذت  ذغاي  ذGreen)ةع ة ذع ( ذقطاية ذش   ذ لحالايذذ،ص ف  ذع  و ة ذوةوع  طيفذع طاقة

 .بطةتاع  

ف ذو وةذ  و ذشعاع ذ(ذSpin)بةاعسةذ سي ةذبةو ذع لفذع  غز  ذذ اع   ذع  سب ذق ذاف ذ طاقذ ي ا ي 

ذـع  شوهذبذ(Rosen-Morse) واسذ- اوز ذقطاتذ  و ذع ش  ذع  ه اذ مسذذ، تساويا و  و ذسل  ذ

qوعتذذ- و ذتيازو ذ((Tietz-Weiو  و ذتيازذذقطاتوع ع  شوهذذ(Tietzذ) ذذ،ت ذتحةيةذ.ع  شوهوذع  حس

ع  و ةذقةذت ذأطيافذع طاقةذوةوع ذذ.علىذش  ذص قطايةذع (ذGreen)ةع ةذغاي ذذ،ف ذ ختلفذع حالاي

ذ.تحةيةاا

ذ،  ققققو ذتيققققازذ، ققققواسذ-  ققققو ذاوز ذ،ةع ققققةذغققققاي ذ،ع  اشققققا،ت ا قققق ذع  سااذ:الكلمااااات المفاااااتي 

ذذذ .حالايذ اتبطةذ،وعتذ-  و ذتياز



Complete study of some deformed diatomic 

potentials by the Feynman path integral  

Abstract: 

     This work is concerned with the use of the Feynman path integral formalism 

for the study of a set of quantum systems subjected to some spherically 

symmetric deformed diatomic potentials of interest in theoretical physics and 

in quantum chemistry. 

     In the framework of the nonrelativistic quantum mechanics, we first 

reviewed the problem of the improved radial Tietz potential that depends on 

the real parameter q of deformation. Next, we discussed again that of the 

radial Tietz-Wei potential characterized by the real parameter of deformation -

1<  <1. In all cases concerning the deformation parameter, the radial Green’s 

function in closed form, the energy spectrum and the wave functions of bound 

states are evaluated. 

     In the context of the relativistic quantum mechanics, the problems of a 

spinless relativistic particle in the presence of equal vector and scalar 

potentials, following the exact shape of the q-deformed radial Rosen-Morse 

potential, the deformed radial Tietz-Wei potential and the deformed improved 

radial Tietz potential are reexamined. In the different cases, the radial Green 

function is constructed in closed form. The energy spectra and the wave 

functions are determined. 

Key words: Path integral, propagator, Green’s function, Rosen-Morse 

potential, Tietz potential, Tietz-Wei potential, bound states. 



Résumé : 

       Ce travail concerne l’utilisation du formalisme des intégrales de chemin de 

Feynman pour l’étude complète d’un ensemble de systèmes quantiques soumis 

à certains potentiels diatomiques à symétrie sphérique intéressant  la physique 

théorique et la chimie quantique. 

       Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, nous avons 

d’abord revu le problème du potentiel radial de Tietz amélioré qui dépend 

duparamètre réel q de déformation. Nous avons ensuite rediscuté celui du 

potentiel radial de Tietz-Wei caractérisé par le paramètre réel de déformation  

-1<  <1. Dans tous les cas touchant le paramètre de déformation, la fonction 

de Green radiale sous forme compacte, le spectre d’énergie et les fonctions 

d’onde des états liés sont évalués. 

      Dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, les problèmes d’une 

particule relativiste sans spin en présence d’un potentiel vecteur et d’un 

potentiel scalaire égaux, épousant la forme du potentiel radial de Rosen-Morse 

q-déformé, du potentiel radial de Tietz-Wei déformé et du potentiel radial de 

Tietz amélioré déformé, sont réexaminés. Dans les différents cas, la fonction de 

Green radiale est construite sous forme compacte. Les spectres d’énergie et les 

fonctions d’onde sont déterminés. 

Mots clés : Intégrale de chemin, propagateur, fonction de Green, potentiel de 

Rosen-Morse, potentiel de Tietz, potentiel de Tietz-Wei, états liés. 




