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La simulation numérique devenue aujourd’hui un outil indispensable pour la prédiction et la 

détermination des propriétés physico-chimiques des matériaux. Grâce à leur aptitude de traiter des 

problèmes qui ont souvent été difficiles à résoudre, et leur prédictibilité de nouveaux propriétés des 

matériaux et même de nouveaux matériaux confirmés plus tard par des mesures expérimentales, la 

simulation a pu remplacer l’expérimentation lorsque celle-ci devient très coûteuse ou même 

irréalisable dans les laboratoires. En effet, plusieurs méthodes théoriques peuvent être utilisées pour 

calculer les différentes propriétés des matériaux. Parmi lesquelles, les méthodes ab-initio qui ont 

fait ses preuves en donnant des résultats fiables en les comparants avec les mesures expérimentales. 

Ces méthodes se fondent sur le formalisme de la théorie fonctionnelle de la densité (DFT) proposée 

par Hohenberg et Kohn puis développée par Kohn et sham. Cette théorie stipule que toutes les 

propriétés de l’état fondamental d’un système moléculaire, solide…, peuvent être déterminées à 

partir de sa densité électronique. Ceci consiste à résoudre l’équation de Schrödinger décrivant un 

système à plusieurs particules (de l’ordre de 1026) hautement corrélées, en se basant sur la densité 

électronique en tant que quantité de base pour les calculs. C’est l’idée principale de cette théorie qui 

diffère aux autres méthodes traditionnelles fondant sur une fonction d’onde multiélectronique. 

L’utilisation de la densité comme fonction principale permettant de réduire les temps de calculs, car 

il s’agit de traiter une seule fonction de trois variables au lieu de 3N variable comme c’est le cas 

pour les méthodes basées sur la fonction d’onde. Ainsi, cette théorie qui trouve ses origines dans le 

modèle développé par Thomas et Fermi est utilisée pour explorer les systèmes étendus (systèmes de 

très grandes tailles) hors de porté des autres méthodes. Les méthodes DFT devenues actuellement 

les moyens les plus efficaces et les plus utilisés dans la recherche des sciences des matériaux par 

voie numérique ; elles a permis d’étudier une large gamme de matériaux en apportant de très bons 

résultats pour un temps de calcul très réduit. Parmi ces matériaux nous citons les métaux, les 

alliages, les polymères, les semi-conducteurs, les composites et les céramiques. Ces derniers 

occupent une position privilégiée dans le domaine d’odontologie dû à leurs qualités mécaniques et 

esthétiques ainsi que leurs biocompatibilités dans le milieu buccale. 

L’utilisation du matériau céramique dans l’art dentaire remonte à 1774, lorsque le pharmacien 

Duchateau a essayé de remplacer sa prothèse en ivoire par une prothèse en porcelaine. Depuis lors, 

les matériaux céramiques désignant à la restauration dentaire ont connu un développement 

remarquable sur les plans : composition, structure, caractéristiques esthétiques et mécaniques. Dans 

le temps moderne et grâce à des progressions technologiques, des nouveaux systèmes apparus ayant 

des qualités très sophistiqués et qui peuvent être classés suivant leur composition chimique, leur 



Introduction générale 
 

2 
 

microstructure et leur technique d’élaboration. À titre d’exemple, on peut citer : les céramiques 

alumineuses (procédé In-Céram), les céramiques pressées ou vitrocéramiques qui comportent des 

matériaux de nature chimique différente (les systèmes IPS Empress, IPS  Empress2 et IPS e.max), 

les céramiques à base de zircon (ZrO2) ou de spinelle (MgAl2O4) (procédé In-Céram). La plupart de 

ces systèmes ont une structure biphasée : une phase vitreuse (matrice ou une phase infiltrée), et une 

phase cristalline constitue de fins cristaux appelés cristallites qui ont pour rôle la dispersion de la 

lumière incidente en donnant un aspect trouble à la phase vitreuse pour adapter la couleur du 

matériau à celle de la dent naturelle, garantir la stabilité du matériau à la cuisson, permet d’adapter 

le coefficient de dilatation thermique du matériau et conférer à ce dernier la dureté qui lui permettra 

de résister aux contraintes masticatoires et aux charges occlusales. Les cristaux de la phase 

cristalline ont ainsi un rôle sur le plan esthétique et aussi bien sur le plan de la résistance 

mécanique. Leur nature contrôle principalement les propriétés physiques et mécaniques de la 

restauration finale du matériau. Motivé par celle-ci, ce présent travail propose de vérifier le 

comportement physique et mécanique des céramiques dentaires à partir de leurs phases cristallines 

différemment structurées, en se basant sur une méthode ab-initio dite méthode du pseudo-potentiel 

et ondes planes (PP-PW) implémentée dans le logiciel CASTEP, dans l’objectif de calculer ses 

propriétés structurales, élastiques, électroniques et optiques avec un minimum de coût. En effet, 

c’est un travail qui peut être considéré comme un premier pas dans l’étude ab-initio pour ce genre 

de matériaux.  

L’objectif de notre étude est de mettre l’accent sur la possibilité de la prévoir à partir des différentes 

phases cristallines les propriétés physiques et mécaniques des céramiques dentaires. Nous voulons 

déterminer les propriétés structurales, la stabilité de phases, les propriétés élastiques, électroniques 

et optiques des composants formant ces phases cristallines, afin d’améliorer notre compréhension 

du comportement macroscopique de ce type de matériaux. Dans le cadre de cette thèse, nous allons 

choisir certains types de matériaux, à savoir : le système IPS e.max Press, le système IPS e.max 

Céram et le système In-Céram spinelle, vu leurs applications énormes en odontologie restauratrice. 

Ainsi, on veut tester l’efficacité et le pouvoir prédictif de l’approche numérique utilisée en se basant 

sur les résultats obtenus en les comparants avec les mesures expérimentales disponibles dans la 

littérature.  

Le travail que nous présentons dans cette thèse se compose de quatre chapitres : 

- Le premier chapitre décrit des généralités sur les céramiques dentaires. Un aperçu est donné 

sur l’historique de ces matériaux, leurs fabrications, leurs compositions ainsi que ses 

différentes propriétés. 
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- Le deuxième chapitre se rapporte à une description de différents types de matériaux étudiés. 

Nous exposerons leurs caractéristiques physico-chimiques, les procédés de fabrication ainsi 

que leurs indications cliniques.  

- Dans le troisième chapitre, nous présenterons en premier lieu la technique expérimentale 

avec laquelle les différentes phases ont été identifiées, puis en second lieu, nous discuterons 

de l’outil théorique par lequel ce travail à été effectué. Nous exposerons les fondements de 

la théorie fonctionnelle de la densité (DFT) ; nous commencerons d’abord par exposer les 

approximations qui ont été faites par Born-Oppenheimer et ensuite par Hartree-Fock, et 

nous terminerons par décrire les théorèmes de Hohenberg et Kohn et l’approche de Kohn et 

Sham sur lesquelles repose le formalisme de la DFT. Nous présenterons aussi dans ce 

chapitre, la méthode du pseudo-potentiel et ondes planes (PP-PW) ainsi que le code de 

calcul CASTEP qui ont permis de simuler de façon simple et rapide les diverses propriétés 

des matériaux considérés.  

- Le dernier chapitre de ce travail, sujet de deux publications est subdivisé en deux parties : 

 Une partie sera consacrée à la caractérisation structurale par diffraction des rayons X. 

Le but étant d’identifier les différentes phases présentent dans nos échantillons et 

d’extraire ses paramètres structuraux que nous utiliserons dans les calculs ab-intio. 

 La seconde partie sera dédiée à la présentation et l’interprétation de nos résultats 

théoriques concernant les propriétés structurales, la stabilité de phases, les propriétés 

élastiques, électronique et optiques des trois phases en question. Nous allons confronter 

nos prédictions aux résultats déjà acquis expérimentalement ainsi qu’à ceux rapportés 

par des travaux théoriques utilisant les méthodes ab-intio. Une étude comparative entre 

les différentes phases sera présentée au cours de cette partie dans le but de vérifier et 

confirmer certaines constatations expérimentales.  

Enfin, nous terminerons ce travail par une conclusion générale résumant nos principaux résultats.  
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Chapitre I. Généralités sur les céramiques dentaires 

 

I.1. Introduction  

L’emploi des céramiques pour la réalisation de prothèses biomédicales est justifiée par le fait que 

les matériaux mis en œuvre sont soit neutres pour le corps humain (problème de rejet des prothèses) 

et conservent dans cet environnement particulièrement agressif leurs propriétés mécaniques et 

surtout, leurs propriétés tribologiques, soit présentent une composition voisine de celles des tissus 

osseux et donc jouent un rôle actif dans la fonction de réparation du corps humain [1]. L’utilisation 

de matériaux céramiques dans les restaurations dentaires a permis d’améliorer les qualités 

esthétiques en donnant un aspect très proche du naturel. Ces matériaux ne cessent de se développer 

depuis leur apparition dans le domaine de l’odontologie. Ils sont utilisés pour la confection de 

prothèses dentaires amovibles, pour l’émaillage d’armatures métalliques, pour la réalisation de 

prothèse fixées unitaires ou plurales, en pellicules pour des restaurations collées de types facettes et 

aussi comme pilier supra implantaire [2].  

I.2. Définitions  

Le terme de céramique désigne une famille d’éléments solides non organiques et non métalliques 

(solides polyphasés) composés principalement d’oxydes, de carbures, de nitrures et de borures. Les 

céramiques présentent des liaisons chimiques fortes de nature ioniques ou covalentes. Elles sont 

mises sous forme d’agglomérat à partir d’une poudre de granulométrie adaptée. Puis une seconde 

étape consiste à densifier et consolider cet agglomérat par un traitement thermique appelé frittage 

(figure I.1) [3]. Il peut se réaliser avec ou sans application de pression externe grâce auquel un 

système de particules individuelles ou un corps poreux modifie certaines de ses propriétés dans le 

sens de l’évolution vers un état de compacité maximale. Actuellement, on considère que le 

traitement de consolidation peut être aussi une cristallisation ou une prise hydraulique [3]. 

 

 
Figure I.1. Frittage des particules de céramiques. 
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Les céramiques sont généralement dures et fragiles, constituées d’éléments métalliques ou de 

métalloïdes liés entre eux par un élément non métallique le plus courant l’oxygène. Les atomes 

d’oxygène de diamètre plus important que les autres constituent une charpente sur laquelle viennent 

s’insérer les atomes métalliques ou les métalloïdes (figure I.2) [4].  

  

 

Figure I.2. Structure des céramiques : représentation d’une chaine alumino-silicique [5].  
 

 

À la différence des verres, les céramiques, en tous cas dans les matériaux les plus anciens, sont 

constituée de deux phases distinctes : une phase vitreuse, la matrice désordonnée et une phase 

cristalline dispersée ordonnée (figure I.3) [6]. L’incorporation de cette phase cristalline dans la 

matrice vitreuse a permis une amélioration significative de la dureté et de la résistance des 

céramiques par rapport à celles des verres [6]. La nature de la phase cristalline présente dans la 

céramique conditionne principalement les propriétés physiques, mécaniques et optiques (réflexion 

lumineuse et couleur) de la restauration finale. Elle s’oppose notamment à la propagation des 

dislocations  et les micros fractures de surface au sein du matériau [3].   

 

 

Figure I.3. Microphotographie en MEB d’une céramique [6]. 

 

Les matériaux céramiques sont soumis à deux types de défauts, sources de leur fragilité: des défauts 

internes produits lors de l’élaboration (inclusion de porosités) et des défauts de surface liés aux 
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contraintes internes (due au changement de volume des deux phases vitreuse et cristalline lors du  

refroidissement) et aussi aux meulages lors de l’élaboration. 

Ils sont classés suivant leur technique d’élaboration et la composition de leur phase cristalline [3]. 

En dentisterie, les céramiques sont essentiellement employées dans des applications prothétiques 

mais peuvent également être utilisées en implantologie, en orthodontie, en matériau de restauration 

esthétique comme dans le cas d’inlays, onlays ou facettes [3]. 

I.3. Historique et fabrication des céramiques dentaires  

L'histoire de la restauration dentaire remonte aussi loin que l'antiquité égyptienne. Des exemples de 

prothèses dentaires faites en fil d'or, os de bœuf ou de bois ont été trouvés lors de fouilles de 

sépultures inviolées. D’autres matériaux d’origine animale comme la défense d’éléphant, 

d’hippopotame, ou de phoque ont été aussi utilisés dans cette époque [7].  

La technologie dentaire est restée pratiquement peu développée jusqu'à ce que le 18ème siècle, quand 

Alexis Duchateau et Nicholas Dubois de Chemant, ont fait avec succès les premières prothèses 

entièrement en porcelaine à l'usine de porcelaine Guerhard [8, 9]. En 1808, Fonzi ajoute à ces dents 

des crampons de platine [7]. En fait, il a fallu attendre 1838 pour obtenir une céramique dentaire 

ressemblant par sa teinte et sa translucidité à une dent naturelle. Cette céramique fut élaborée par 

Elias Wildman et a subi de multiples transformations pour aboutir aux céramiques modernes [10]. 

L’évolution de la céramique dentaire a continué jusqu’à la fin de 19ème siècle, lorsque le Dr Charles 

Land a déposé le brevet de la couronne « Jacket » entièrement porcelaine en 1889 [11]. Cette 

innovation a permis l’utilisation de la céramique pour la restauration des dents individuelles [12]. 

Malgré ses propriétés optiques et biologiques lui permettant d’être un matériau idéal pour la 

restauration dentaire, l’inconvénient majeur de la céramique porcelaine est sa fragilité mécanique 

qui a été considéré comme un obstacle à son utilité. Il a donc fallu renforcer ses propriétés 

mécaniques soit par renforcement de la céramique elle-même, soit en soutenant la céramique avec 

un support rigide suffisamment indéformable (procédés céramo-métallique) [13].À la fin des années 

1950, Abraham Weinstein a développé une couronne céramo-métallique pour réduire le risque de 

microfissures interne [14]. Cependant, l’ajout d’une couche opaque de métal à diminuer l’esthétique 

de cette restauration. Une résurgence d’une restauration tout céramique est venue en 1965 par 

l’addition de la porcelaine alumineuse industrielle (plus de 50%) à la porcelaine feldspathic. Cette 

nouvelle version a été développée par McLean et Hughes [15]. Bien qu’elle ait deux fois plus 

résistante que la couronne « Jacket » traditionnelle, sa plus grande opacité a également inconvénient 

majeur [16]. Un autre développement dans les années 1950 effectué par Stookey qui a développé la 

technique de la céramique de verre pour la société Corning Glass [7]. Le verre a été renforcé avec 
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diverses formes de mica. Ceci consiste à l’utilisation de la technique de moulage à la cire perdue, 

puis un traitement thermique de céramisation. Ce processus fourni une fine dispersion cristalline 

partout dans la phase vitreuse, permettant d’augmenter la résistance et la ténacité de la 

vitrocéramique. Ce matériau apparu il y a plus de 60 ans est à l’origine de nouveaux systèmes 

introduits par le laboratoire Ivoclar en 1991 puis en 1998, il s’agit de deux systèmes IPS Empress et 

IPS Empress 2 ; ce sont des vitrocéramiques pressées renforcées respectivement par des cristaux de 

leucite et de disilicate de lithium.  

Récemment, l’apparition de CAD/CAM (Computer Assisted Design/ Computer Assisted 

Manufacturing) et la CFAO (Conception Fabrication Assistée par Ordinateur), ouvrent un nouveau 

champ d’exploitation qui est celui de la céramique livrée sous forme de blocs qui peuvent être 

usinés, et présentent des qualités mécaniques remarquables [10]. 

I.4. Composition des céramiques dentaires  

Les céramiques dentaires sont des matériaux composés à 99 % d’oxydes mis en forme  par frittage 

en phase liquide ou solide. Pour la plupart, ils ont une structure biphasée de verre  chargé (une 

phase vitreuse et une phase cristalline) [3]. Le composant principal est le feldspath. Il  représente 

une proportion massique de 80 à 98% du composé final. Le kaolin sert essentiellement de liant lors 

de la préparation des pâtes. La silice sous forme cristallisée (quartz) améliore la résistance 

mécanique du composé final [7].  

I.4.1. Composition minéralogique  

Les céramiques dentaires comprennent les mêmes éléments de base que les céramiques 

traditionnelles : feldspaths et quartz [17]. Pour les céramiques traditionnelles, il existe deux phases: 

des cristaux répartis au sein d’une phase vitreuse. Les principaux constituants des céramiques 

traditionnelles sont les suivants : 

 L'oxyde de silicium (ou silice) SiO2  

C'est le constituant majeur de la matrice vitreuse. Le quartz est un oxyde de silicium sous forme 

cristalline dispersée dans le verre. Ce sont les cristaux de quartz qui confèrent sa résistance au 

produit fini [18]. 

 L'oxyde d'aluminium (ou alumine) A12O3  

C'est le constituant mineur de la matrice vitreuse. Sa présence accroît les propriétés mécaniques de 

la céramique, en améliore l'indice de réfraction et diminue son hydrosolubilité. 

Dans le cas des céramiques alumineuses, on retrouve l'alumine sous forme cristalline dispersée 

représentant alors 10 à 20% du poids du matériau. Les cristaux d'alumine sont alors un moyen 

d'augmenter la résistance mécanique et de diminuer la translucidité du verre [18]. 
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 Les feldspaths  

Ils représentent le constituant principal des céramiques conventionnelles. Ce sont des 

aluminosilicates qui peuvent être sodiques, potassiques ou calciques. Les feldspaths jouent un rôle 

de fondant et constituent la phase vitreuse [18]. Le feldspath potassique de formule chimique 

K(AlSi3O8) est le constituant idéal de la phase vitreuse, car il a une viscosité élevée dans un large 

domaine de température de fusion et se transforme partiellement en leucite à 1150°C contribuant 

ainsi à modifier le comportement dilatométrique de la céramique. Le feldspath sodique de formule 

Na(AlSi3O8) est un verre plus fluide à la température de fusion [18]. Ces composés ont comme rôle: 

          - d'abaisser la température de cuisson des céramiques. 

          - de servir de flux. 

          - d'influer sur la translucidité du produit fini. 

 Les oxydes modificateurs  

Ce sont les oxydes alcalins: Na2O, K2O, Li2O, BaO2, CaO, MgO; ils abaissent la température de 

fusion du verre, la tension superficielle et la viscosité de la céramique. 

 Les oxydes mineurs  

Ce sont: 

            • Les fondants qui permettent de diminuer la température de fusion de la céramique (Borate 

de sodium et oxyde de bore) ; 

            • Les opacifiants qui sont présents en quantité variable selon qu'il s'agisse d'une poudre type 

émail ou dentine (l'oxyde d'étain SnO2, l'oxyde de titane TiO2, l'oxyde de zirconium ZrO2) ; 

            • Les colorants, qui sont des oxydes de métaux de transition et sont soit incorporés à la 

phase cristalline par dispersion, soit incorporés au réseau de verre [18]. 

I.4.2. Composition chimique  

La majorité des céramiques dentaires sont biphasées, elles sont divisées en une phase cristalline et une 

phase vitreuse. La composition chimique de la phase vitreuse et celle de la phase cristalline sont 

proches [19]. Elles se composent chimiquement de : 

 Les oxydes principaux  

• Oxyde de silicium SiO2 : 55 à 78 % (composant à la fois de la phase vitreuse et de la phase 

cristalline dispersée) ; 

• Oxyde d’aluminium Al2O3 : < 10 % (composant de la phase vitreuse essentiellement mais aussi 

parfois phase cristalline ; il provoque une diminution de la translucidité). 

L’augmentation de la concentration en oxydes principaux s’accompagne d’une augmentation de la 

température de cuisson (frittage), de la tension superficielle, de la résistance mécanique et de la 

rétraction après frittage [6]. 
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 Oxydes alcalins modificateurs  

Oxydes de cations alcalins monovalents (Na2O, K2O, Li2O) : 10 à 17 % essentiellement 

modificateurs de la phase vitreuse, ils permettent d’abaisser la température de ramollissement, 

d’augmenter le coefficient de dilatation thermique en dessous de la température de transition 

vitreuse, et diminuer la température de solidification et la viscosité. 

Les céramiques à fortes teneurs en K2O (>11%) sont le siège d’une cristallisation à des 

températures voisines de 700 °C et 1200 °C en particulier de leucite (K2O, Al2O3, 4SiO2) [6]. 

 Oxydes mineurs  

• Opacifiants (ZrO2, SnO2, TiO2). Ils représentent 6 à15%. On les trouve dans la phase cristalline ;  

• Fondants (B2O3, Na2B4O7) ,0à5%.Ils abaissent la température de cuisson ; 

• Colorants (oxydes métalliques et terres rares) :TiO2 pour le jaune, Fe2O3 pour le marron, CoO 

pour le bleu, NiO pour le gris, V2O5 pour le jaune [6]. 

 

Nous notons que, la composition minéralogique et la composition chimique de la céramique sont 

proches : silice et alumine, auxquelles s’ajoutent les opacifiants et les fondants [18].    

I.4.3. Composition physique  

Les poudres de céramique feldspathiques modernes contiennent des grains de diamètre de 4 à 

10µm, pour 7 à 70µm dans les céramiques traditionnelles. Cet affinage du grain fut permis par 

cuisson sous vide ou sous atmosphère à gaz raréfié. Elle permit de diminuer la porosité de 4,5% à 

0,1%. 

La granulométrie varie avec la composition chimique ainsi qu'avec le procédé de mise en forme: 

- les céramiques alumineuses possèdent une granulométrie différente avec des particules d'alumine 

entre 2,5 et 40µm.  

- les céramiques feldspathiques renforcées présentent des cristaux de leucite mesurant 1 à 5µm dans 

le procédé Empress® et des cristaux de silicate de lithium de 0,5 à 4µm pour sa deuxième 

version [20]. 

- le système InCéram® contient des particules d'alumines de 0,5 à 3,5µm. 

I.5. Classification des céramiques dentaires  

En 1995 Sadoun et Ferrarri ont proposé une classification basée sur trois éléments: la nature 

chimique (les constituants chimiques), les procédés de mise en forme et la microstructure [21, 22]. 

Ce sont ces trois facteurs qui vont conditionner les propriétés finales du matériau céramique au 

niveau optique, mécanique, et de la précision d'adaptation. 
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I.5.1. Classification selon les constitutions chimiques  

Les céramiques dentaires peuvent être classées en fonction de leur constituant principale. Il existe 

généralement quatre catégories :  

a) Les céramiques feldspathiques  

Ces céramiques sont traditionnellement utilisées pour l’émaillage des couronnes céramo-

métalliques. On distingue deux catégories de céramiques feldspathiques :  

- Les céramiques feldspathiques traditionnelles  

Leurs propriétés mécaniques limitées nécessitent qu'elles soient utilisées sur une infrastructure 

rigide tel un alliage métallique, dans le cas des couronnes céramo-métalliques, ou une chape 

alumine s'il s'agit d'une reconstitution céramo-céramique [23].  

Elles sont mises en œuvre par la méthode de frittage. 

- Les céramiques feldspathiques à haute teneur en leucite  

L'infiltration par la leucite permet un renforcement mécanique du matériau mais modifie également 

le coefficient de dilatation thermique de la céramique qui n'est alors plus compatible avec le 

matériau de support métallique. Cette céramique sera donc utilisée dans des cas de prothèse tout 

céramique (figure I.4) [23].  

 
Figure I.4. Microphotographie en MEB d’un échantillon de céramique feldspathique à haute teneur 

en leucite (Optec hsp) [6]. 

 

 b)  Les céramiques alumineuses  

Ces céramiques comprennent une proportion importante d’alumine (Al2O3) dont le rôle est 

d’augmenter les propriétés mécaniques du produit (figure I.5). Il existe, en fonction des 

concentrations massiques en alumine : la « Jacket » de MacLean 40% (1965), les procédés 

Cerestore® et All Ceram® 65% (1983), InCeram® 85% (1985), Procera®99%. Ces produits sont des 

céramiques d’infrastructures, ont été développées pour se substituer aux armatures métalliques. 

Elles peuvent être moulées par injection ou cuites sur revêtement [2]. 
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L'utilité de l'alumine provient d'une variété de ses propriétés. Il a une grande température de fusion 

(2054 °C), et est très stable chimiquement et non réactif [24]. A température  ambiante, l’alumine 

présente une grande stabilité thermodynamique dite stabilité de phase. 

 
Figure I.5. Microphotographie en MEB d’un échantillon de céramique alumineuse à haute teneur 

en particules cristallines et verre infiltré [6]. 

 

c) Les vitrocéramiques  

Les vitrocéramiques sont des matériaux polycristallins biphasiques, constitués d’une phase amorphe 

dans laquelle des particules cristallisées appelées cristallites sont dispersées. En comparaison aux 

verres et aux monocristaux, ce sont des matériaux modernes inventés en 1954 par le chercheur 

américain Stookey. Ce dernier travaillait sur des verres photosensibles à base de silicate de lithium 

contenant de faibles quantités de cuivre, d’or ou d’argent. En chauffant un de ces verres à 900°C, au 

lieu de 700°C habituellement, il observa non pas un verre ramolli, mais un matériau polycristallin et 

opaque : c’était la première vitrocéramique. Elle s’était formée par dévitrification du verre, les 

cristaux métalliques ayant servi de germes à cette cristallisation [25]. Depuis leur découverte, les 

vitrocéramiques ont été étudiées pour leurs propriétés mécaniques, thermomécaniques, puis à partir 

de 1975, pour leurs propriétés optiques [26]. 

Au début de leur découverte, seuls les matériaux dont plus de 50% du volume était cristallisé étaient 

appelés "vitrocéramiques". Mais aujourd’hui, tout matériau amorphe contenant des particules 

cristallisées est appelé vitrocéramique [25]. 

La première étape de fabrication consiste à mélanger l’ensemble des matières premières (schéma 1). 

Ce mélange de poudres d’oxydes, carbonates, va être transformé en verre  fondu au cours du 

processus de fusion. Le verre fondu est ensuite trempé dans l'eau pour empêcher sa cristallisation. 

Le choc thermique ainsi créé permet d’obtenir de petits blocs inférieurs à 1cm et facilite le broyage 

ultérieur du verre [27].  
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Dans une dernière étape, un traitement thermique de cristallisation se réalise à une température 

appropriée permet de générer de fins cristaux dans le verre de base. On obtient alors un nouveau 

produit partiellement microcristallisé et partiellement vitreux, c’est ce que l’on appelle une 

vitrocéramique.  

 

 

 Schéma 1 : Synoptique d’élaboration d’une vitrocéramique basse fusion [28]. 

 

Le passage d’un verre à une vitrocéramique parfaitement cristallisée, deux processus sont possibles 

: nucléation/croissance et la décomposition spinodale. Le premier mécanisme commence par la 

nucléation qui correspond à la formation des germes (nucleis) sur lesquels vont grossir des cristaux 

au cours de la croissance, donnant ainsi naissance à une nouvelle phase différente de celle du verre. 

Afin de ne pas induire de pertes optiques par diffusion, il faut contrôler la taille des cristaux en 

contrôlant les vitesses relatives de nucléation et de croissance. En ce qui concerne le deuxième 

processus, il consiste en une modification de la composition du verre jusqu’à obtenir une séparation 

en deux phases bien distinctes. Une des deux phases cristallise alors [29]. 

Il existe, en fonction de la nature chimique différents types des vitrocéramiques : 

- Vitrocéramique renforcé à la leucite  

Ce type de céramique feldspathique est renforcé par des cristaux de leucite à hauteur de 40 à 50% 

pour le système Empress®. Les cristaux de leucite augmentent la solidité et la résistance à la 

fracture de la matrice vitreuse feldspathique [30]. 

Cette céramique permet la création de prothèses très translucides sous forme de blocs monolithiques 

[30]. 

Les constituants essentiels des céramiques renforcées à la leucite sont: environ 50% de SiO2 ; 

Al2O3 ; Na2O ; K2O ; CaO.  

- Vitrocéramique au disilicate de lithium  

La composition et les proportions en pourcentage du volume sont: SiO2 (57-80), Al2O3 (0-5), La2O3 

(0,1-6), P2O5 (0-11), K2O (0-13), Li2O (11-19), ZnO (0-8).  
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L'armature Empress2® est une vitrocéramique basée sur un système SiO2- Li2O avec un haut 

pourcentage de cristaux de disilicate de lithium Li2Si2O5 (la teneur en ces cristaux est de 70 ± 5% en 

volume) et est composée d'une phase vitreuse et d'une phase cristalline, faite de cristaux allongés de 

di-silicate de lithium (figure I.6) [30]. 

 
Figure I.6.Microphotographie en MEB d’un échantillon de vitrocéramique Empress 2 [6]. 

 

d)  Les matériaux en cours d’évolution  

- La zircone  

La zircone est le nom commun de l'oxyde de zirconium (ZrO2). Les trois formes allotropiques de la 

zircone à pression atmosphérique sont : monoclinique « m » (à température ambiante jusqu'à  

1170°C),  tétragonale ou quadratique « t » (de 1170°C à 2370°C) et cubique « c » (de 2370°C à 

2680°C température de fusion) [24]. 

À part la forme monoclinique qui est une structure stable, les différentes structures allotropiques de 

la zircone font d’elle un matériau instable, c’est pourquoi il est nécessaire de la stabiliser 

artificiellement [31].  

La transformation de la structure tétragonale à la structure monoclinique est dite martensitique. Afin 

d'inhiber cette transformation et conserver les propriétés mécaniques de la zircone en phase 

tétragonale, l'addition des oxydes comme CaO, MgO, CeO2 et Y2O3 permet de stabiliser la zircone 

en phase tétragonale à température ambiante [30].  

La céramique à base de la zircone stabilisée par l’oxyde d’yttrium Y2O3en phase tétragonale (Y-

TZP, Tétragonal Zirconia Polycrystal) possède une excellente résistance à la flexion variant de 900 

à 1200 MPa, et haute ténacité (7 à 8 MPa. m1/2) [32]. 

Pour les applications dentaires, l’ajout de zircone (ZrO2) dans les céramiques améliore les 

propriétés mécaniques, par exemple : l’alumine renforcée par l'oxyde de Zirconium ZrO2 (InCeram 

ZrO2-reinforced®, Vita) présente une résistance supérieure de 20% à celle de l'InCeram, mais 

l'esthétique obtenue est moyenne, car le matériau reste opaque [18]. 
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- Le spinelle 

C’est un oxyde mixte composé d'alumine et de magnésium MgAl204. Sa présence dans la céramique 

provoque une légère diminution de la résistance mécanique, mais permet de donner au matériau des 

propriétés optiques particulières tout en assurant une adaptation marginale et des qualités 

mécaniques caractéristiques des céramiques In-Ceram® [18, 33]. 

La translucidité et l’esthétique sont alors alliées à la résistance mécanique (c’est-à-dire, qu’il existe 

une corrélation entre la résistance mécanique à la flexion et la translucidité) selon les constituants 

chimiques des céramiques (schéma 2). 

 

 

Schéma 2. Corrélation entre la résistance à la flexion et la translucidité de différentes céramiques 

dentaires [34]. 

 

I.5.2. Classification selon le procédé de mise en forme   

Il existe actuellement quatre procédés de mise en forme des céramiques dentaires, et les différents 

types de céramiques ne peuvent pas tous être conçus par la même méthode, ceci étant dû aux 

propriétés de chacun d'entre eux [35] : 

 La technique de la barbotine 

Le montage de la céramique se fait couche par couche. La poudre est mélangée avec de l'eau et 

mise en forme pour la cuisson.  

 La céramique coulée 

La première étape consiste en la conception d'une forme de la reconstitution en cire qui sera mise en 

moufle pour procéder à la coulée de la céramique afin d'obtenir la pièce prothétique. La pièce 
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coulée est à l'état vitreux, ce qui nécessite un traitement thermique pour obtenir la céramisation 

conférant au matériau ses propriétés mécaniques [35].  

 La céramique pressée 

Une pièce en cire est conçue et mise en moufle, la coulée se fait dans un four particulier sous 

pression hydrostatique à partir de plots en vitrocéramique  précéramisés de teinte adaptée [35].  

 Céramique Usinée  

Le système CEREC®, existant depuis 1986, utilisant un système d’empreinte optique permet 

d’éviter les étapes d’empreinte traditionnelle, de coulée, de réalisation des maquettes et de mise en 

revêtement. La restauration, inlay, onlay ou couronne, est fraisée dans un bloc de céramique 

préfabriqué, homogène et ne présentant pas de porosités [35]. 

I.5.3. Classification selon la microstructure  

On distingue deux types de céramiques selon le nombre de phases qu'elle renferme: elles sont dites 

homogènes (une seule phase) ou hétérogènes (deux phases). 

 Les céramiques homogènes (monophasées)  

La céramique homogène n'est constituée que d'une seule phase, soit vitreuse, soit cristalline. Les 

céramiques hydrothermales ne contiennent qu'une seule phase vitreuse sans phase cristalline (ou 

très faible). Cependant, dans certaines on peut ajouter des micro-cristaux de leucite (la céramique 

Duceragold®) ce qui en fait des céramiques hydrothermales biphasées [36]. 

Les céramiques polycristallines ne contiennent qu'une phase cristalline sans phase vitreuse (ou très 

faible). La microstructure est alors composée uniquement de grains d'alumine ou de zircone 

cristallisés. 

L'intérêt de ces céramiques est soit d'avoir un comportement optique excellent s'il n'existe qu'une 

phase vitreuse, soit d'avoir un comportement mécanique excellent s'il n'existe qu'une phase 

cristalline [36]. 

Les céramiques polycristallines ne peuvent être utilisées qu'en infrastructure tandis que, les 

céramiques hydrothermales et feldspathiques peuvent être utilisées en recouvrement d'infrastructure 

ou bien pour des facettes. 

 Les céramiques hétérogènes (biphasées)  

La céramique hétérogène est constituée de deux phases, vitreuse et cristalline. La présence du verre 

va donner la translucidité à la pièce prothétique, alors les cristaux vont s'opposer à la propagation 

des fissures présentes dans le verre. La qualité optique est alors proportionnelle à la quantité de 

phase vitreuse et la qualité mécanique est inversement proportionnelle à celle-ci. Suivant les 

propriétés, le matériau sera utilisé soit dans une infrastructure soit en recouvrement, selon la 

proportion de la phase vitreuse et cristalline et la solidité des cristaux présents [36]. 
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Les vitrocéramiques possèdent une phase cristalline qui varie énormément d'une céramique à 

l'autre, du point de vue de la nature chimique des cristaux et de leur proportion par rapport à la 

phase vitreuse [36]. Elles peuvent être utilisées soit en armature soit en recouvrement cosmétique. 

La céramique In Ceram Alumina® a essentiellement une composition cristalline, puisqu’elle 

renferme 85 % de cristaux d'alumine. Sa microstructure explique qu'elle soit plus résistante et plus 

opaque qu'une vitrocéramique [36]. 

I.6. Propriétés générales des céramiques dentaires  

Les céramiques présentent des propriétés physiques, chimiques et mécaniques permettant un 

remplacement total ou partiel de l’organe dentaire. Parmi leurs propriétés avantageuses, nous citons: 

I.6.1. Propriétés physiques   

 Propriétés thermiques  

La structure des céramiques en fait des isolants thermiques ; elles ont une conductivité thermique de 

0,01°C/cm2 [3]. Elles possèdent une température de fusion très élevée qui peut dépasser 2000°C à 

cause de ses liaisons chimiques fortes. Leur coefficient de dilatation thermique est adaptable en 

fonction de leur utilisation en modifiant la teneur en K2O du verre [3]. Il varie aussi en fonction de 

la constitution de la céramique. Par exemple, pour les céramiques à basse température de fusion 

utilisées pour les couronnes céramo-métalliques, la dilatation thermique est maximale: 15.5 x10-

6/°C. Celle-ci est liée à la présence de leucite dont la dilatation relative entre 0 et 650°C peut 

atteindre 15%. Ce coefficient de dilatation est compatible avec celui des alliages nickel-chrome 

sous-jacents qui est de 16x10-6/°C. Concernant les céramiques pour couronne jacket, le coefficient 

de dilatation thermique est de 8.5x10-6/°C alors que celui des céramiques alumineuses est de 

7.5x10-6/°C [18]. 

 Propriétés électriques  

Les céramiques sont des isolants électriques, car le déplacement des charges électriques ne pouvant 

se faire que par diffusion ionique [3]. 

 Propriétés optiques  

Les rendus optiques des céramiques dentaires vont de l’opaque au translucide selon la composition, 

la nature chimique, la taille, la quantité et l’indice de réfraction des charges cristallines, et des 

pigments repartis dans la phase vitreuse [22]. Les propriétés optiques sont caractérisées par la 

réflexion, l’indice de réfraction, la fluorescence et la couleur : 

 La réflexion : il existe deux types de réflexion suivant l’état de surface: la réflexion 

spéculaire lorsque la surface d’un corps est plane (cas d’un miroir), et la réflexion diffuse lorsque la 

surface présente des reliefs (cas d’une dent naturelle).  
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 Indice de réfraction : si un rayon lumineux traverse un verre, sa vitesse de propagation est 

réduite ; si l’angle d’incidence est oblique, la trajectoire est modifiée selon la loi de la réfraction. 

Toute la lumière ne pénètre pas dans le verre qui possède un pouvoir réfléchissant. Dans un 

matériau dense, la vitesse de propagation dépend de la longueur d’onde et l’indice de réfraction du 

matériau ; c’est le phénomène de dispersion [25]. 

Dans le cas d’une céramique dentaire, une partie du faisceau va être réfléchie, et l’autre sera 

absorbée en fonction de sa longueur d’onde, des porosités et de la microstructure. La structure de la 

céramique présente plusieurs interfaces entre le verre et les cristaux d’indices de réfractions 

différents. Les interactions sont donc multiples et complexes [3]. 

L'indice de réfraction tend à augmenter avec la densité de matière et le degré d'opacité dépend non 

seulement de l'indice de réfraction relatif des phases, mais aussi d'autres facteurs tels que, la taille 

des particules dispersées dans le verre et le degré de distribution de taille [37]. 

 La fluorescence : c’est l’aptitude d’un corps à absorber des photons de longueur d’onde en 

dehors du visible (de grande énergie) et les transformés en radiations visibles d’énergie moindre. 

 La couleur : une caractéristique optique importante qui permet aux céramiques d’être 

employées en odontologie. La couleur observée de la dent peut être le résultat de l’absorption des 

proches longueurs d’onde des radiations à l’intérieur de la région visible. Elle peut également être 

due à la nonstoichiometrie dans la structure. 

I.6.2. Propriétés mécaniques  

Les céramiques dentaires sont plus résistantes en compression qu’en traction et flexion. La 

caractéristique mécanique principale est la rupture dite fragile, c’est-à-dire sans déformation 

plastique en raison des liaisons covalentes qui ne permettent pas de distorsions par glissement. 

Depuis la théorie de Griffith en 1920 [38], nous savons que la fracture d’une céramique se fait 

généralement par propagation d’une fissure à partir d’un défaut initial [39]. 

 Résistance à la rupture  

Les matériaux céramiques sont fragiles, c'est-à-dire leur rupture s’effectue sans déformation 

plastique au cours d’un essai de traction. Ce sont en fait des matériaux durs qui se rompent 

brutalement lorsque se propage une fissure initiée au niveau d'un défaut de structure. La résistance à 

la rupture sera donc dépendante au nombre de défauts structuraux existant dans le matériau 

(fissures, pores, etc…), et en particulier au niveau de sa surface.  

 Résistance à la compression 

Les céramiques dentaires possèdent une importante résistance à la compression, elle est égale ou 

supérieure à celle de l’émail : 350 à 500 MPa, jusqu’à 1000 MPa pour les céramiques alumineuses 

[3]. 
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 Résistance à la traction  

Les céramiques sont très peu résistantes à la traction, elle est de l'ordre 25 MPa pour les céramiques 

feldspathiques alors qu'elle est de 105 MPa pour la dentine [40, 41]. Ceci est lié à la nature 

chimique minérale des céramiques qui se caractérisent par des liaisons chimiques fortes de type 

ionique ou covalente leur conférant une forte cohésion interne et donc une grande fragilité. 

 Résistance à la flexion  

La résistance aux contraintes de flexion est relativement faible par rapport aux autres valeurs de 

résistance que présentent les matériaux céramiques [30]. La faible résistance à la flexion tient au fait 

que les liaisons ioniques entre les atomes empêchent tout mouvement au sein de la structure, 

provoquant ainsi une rupture brutale sans déformation plastique. Cependant, on peut constater 

d’après la figure I.7, qu’il y a une augmentation constante de la résistance à la flexion qui 

correspond à la chronologie d’apparition de nouvelles céramiques dentaires [6].  

 
Figure I.7. Résistance à la flexion de quelques céramiques dentaires [6]. 

 

 Module d’élasticité (rigidité)  

Il exprime le rapport entre la contrainte appliquée au matériau et sa déformation ; plus ce rapport est 

élevé, plus le matériau est résistant à la déformation.  

Les céramiques se caractérisent par leur fragilité c'est-à-dire qu'elles vont se fracturer sous les 

contraintes avec une déformation à la rupture très faible. Elles ne peuvent pas s'adapter à une 

déformation de plus de quelques micromètres. Contrairement aux métaux qui ont un large domaine 

de plasticité, les céramiques fracturent brutalement. Quand une contrainte est appliquée sur un 

échantillon de céramique, la déformation est de type linéaire, sans aucune déformation plastique, 

jusqu'à ce que la contrainte de rupture soit atteinte. Ainsi, les céramiques ont un module de Young 

plus élevé que celui des métaux [36, 42]. 
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Le module d’élasticité des premières céramiques dentaires telles que les céramiques 

conventionnelles et les céramiques cosmétiques est légèrement inférieur à celui de l’émail humain 

(entre 60 et 70 GPa, contre 70 à 90 GPa pour l’émail humain), alors que celui des céramiques 

d’infrastructure (céramique alumineuse) est quatre fois plus élevé (figure I.8).  

 
Figure I.8. Module d’élasticité (rigidité) de l’émail et de quelques céramiques : Vitadur® 

(céramique feldspathique conventionnelle), Optec hsp® (céramique feldspathique à haute teneur en 

leucite), Empress (céramique feldspathique à haute teneur en leucite), Dicor®(Vitrocéramique), 

Empress 2 (céramique à base de di-silicate de lithium) et InCeram® (céramique alumineuse) [6]. 

 Ténacité  

La ténacité est la capacité d’un matériau à résister à la progression d’une fissure pré-existante, c’est 

une propriété intrinsèque du matériau. Elle est mesurée par le coefficient d'intensité de contraintes 

noté Kic (exprimé en MPa.m1/2). Plus ce coefficient est élevé, plus la taille de la fissure critique 

engendrant une rupture totale est élevée [36].  

La ténacité des produits céramiques utilisés pour la restauration dentaire est de 0,7 à 10 MPa.m1/2. 

La zircone est considérée actuellement le matériau céramique le plus tenace (figure I.9), c’est 

pourquoi qu’il est servait dans les restaurations plurales, y compris pour les longues portées et les 

ancrages implantaires [36].  

 
               Figure I.9. Ténacité de différentes céramiques d’infrastructure [6]. 
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 Dureté Vickers 

La dureté est la capacité d'un matériau à résister à la pénétration d’un indenteur. Elle est notée HV et 

s'exprime en N/mm2 ou en MPa. 

Les céramiques dentaires ont une dureté Vickers légèrement supérieure à celle de l’email : 380 à 

460 VHN contre 340 VHN. Elle est plus ou moins grande selon la nature chimique de la céramique. 

I.6.3. Propriétés chimiques  

 La biocompatibilité  

La biocompatibilité est une caractéristique importante de toutes les céramiques. En effet, elles sont 

dites bio-inertes chimiquement, biologiquement, électriquement et thermiquement. Leur structure 

chimique leur confère une grande stabilité, supérieure à celle des métaux et des résines, et ne 

présentent pas de dégradation par corrosion dans le milieu buccal. Elle ne provoque aucune allergie 

[43]. 

 La solubilité chimique  

La solubilité chimique est une mesure de la capacité d’une céramique à résister à l'attaque chimique 

d'un milieu liquide simulant l'agressivité du milieu buccal. Elle est exprimée en µg/cm2 et 

représente une perte de masse du matériau pendant un temps donné. Conformément aux  normes 

internationales ISO 6872 et ISO 9693, la solubilité chimique ne doit pas dépasser 100 µg/cm2. Les 

céramiques dentaires et en particulier les vitrocéramiques ont une grande stabilité chimique car leur 

solubilité est généralement inférieure à 20 µg/cm2. 
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Chapitre II. Description des matériaux étudiés  

 

II.1. Vitrocéramique au disilicate de lithium (système IPS e.max Press)  

II.1.1. Introduction  

Le système IPS Empress® apparu depuis plus de 25 ans, est l’un des premiers procédés de 

céramique pressée présenté par la firme Ivoclar. Connue pour ses propriétés optiques et de 

translucidités excellentes, cette vitrocéramique de type feldspathique renforcée par des cristaux de 

leucite était aussi dotée d’une faible résistance mécanique, de l’ordre de 117MPa [44-46]. Afin de 

remédier ce problème, Ivoclar développa par la suite un autre produit à base de disilicate de lithium 

(70% en volume de Li2Si2O5), aux capacités mécaniques renforcées, avec une résistance à la flexion 

d’environ 350 MPa (trois fois plus que la première version), il s’agit de la vitrocéramique Empress 

2® [46,47]. Plus récemment, une nouvelle évolution de l’Empress 2® a été proposée : Empress® 

Emax [48,49], pour élargir encore son champ d’application clinique. Dans le cadre de notre travail, 

l’étude portera plus particulièrement sur ce système. 

II.1.2. Système IPS e.max® 

Le système IPS e.max® est un système tout céramique innovant qui réunit des matériaux en 

vitrocéramique au disilicate de lithium (LS2) et en oxyde de zirconium (ZrO2). Il convient aussi 

bien à la technologie de pressée qu’à la technologie CFAO (la conception et fabrication assistée par 

ordinateur). De plus, une vitrocéramique à base de nano-fluoroapatite polyvalente (IPS e.max 

Ceram) permet la stratification de tous les composants du système IPS e.max [50]. 

Le système IPS e.max se distingue par un matériau exceptionnel: la vitrocéramique au disilicate de 

lithium (LS2) brevetée (IPS e.max Press et IPS e.max CAD (Computer Aided Design ou la 

conception assistée par ordinateur)) [50]. Cette céramique innovante est idéale pour la réalisation de 

couronnes unitaires monolithiques, elle vous permet d'obtenir des résultats hautement esthétiques et 

présente une résistance 2 à 3 fois supérieure à celle des autres vitrocéramiques. Associée à 

une armature en zircone, elle peut également être utilisée pour la fabrication de bridges dans le 

secteur postérieur [51]. 

Cette vitrocéramique se distingue de tous les autres systèmes de céramique grâce à quatre propriétés 

en particulier [50]: 

• Un indice de réfraction optique adapté : l'indice de réfraction optique des cristaux de disilicate 

de lithium est adapté à la  matrice de verre.  

• Une résistance élevée sans aucune perte de translucidité: la vitrocéramique au disilicate de 

lithium présente une  résistance à la flexion de 360 à 400 MPa (selon ISO 6872) [50].  
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• Un coefficient de dilatation thermique (CDT) adapté : la vitrocéramique au disilicate de 

lithium possède un CDT de 10,2 x 10-6/K, qui est très proche de celui de l'oxyde de zirconium 

(ZrO2). Il est donc possible d'utiliser la vitrocéramique IPS e.max-Ceram pour réaliser tous les 

recouvrements, aussi bien sur la vitrocéramique IPS e.max-LS2 que sur IPS e.max-ZrO2[50]. 

• Une technologie de traitement innovante : la vitrocéramique au disilicate de lithium (LS2) 

convient à toutes les restaurations unitaires réalisées par CFAO [50]. 

Depuis ses débuts, le système IPS e.max à été suivi par la communauté scientifique et de nombreux 

experts de renom qui ont contribué à alimenter une excellente base de données sur ces matériaux. 

C’est le système le plus utilisé et le plus demandé du marché, et les 35 millions de restaurations déjà 

réalisées témoignent le succès et la fiabilité de ce produit [52]. 

Selon les indications les systèmes IPS e.max sont mises en œuvre par usinage, méthode pressée, 

méthode surpressée, ou par stratification [53]. Dans cette catégorie de céramiques on trouve ces 

deux matériaux : le système IPS e.max Press et le système IPS e.max CAD. Ces deux derniers ayant 

les mêmes caractéristiques et présentent la même phase cristalline (à base de disilicate de lithium), 

pour cela nous nous intéressons seulement au système IPS e.max Press. 

II.1.3. Système IPS e.max Press 

Le système IPS e.max Press est un lingotin vitrocéramique biocompatible à base de cristaux de 

disilicate de lithium conçu pour la technologie de mise en œuvre par pressée. Elle est utilisée pour 

la fabrication de couronnes ultra résistantes ou de bridges antérieurs de courte portée pouvant aller 

jusqu’à la deuxième prémolaire [53]. 

Les lingotins IPS e.max Press présentent la plus forte résistance aujourd'hui dans le domaine de la 

pressée (résistance à la flexion de 400 Mpa). Leurs processus de fabrication permet l'obtention d'une 

parfaite homogénéité et de différents degrés d'opacité et de translucidité (Haute translucidité HT, 

basse translucidité LT, moyenne opacité MO, haute opacité HO) (figure II.1) [54].  

À la différence des systèmes IPS Empress, les lingotins IPS e.max Press présentent un diamètre 

supérieur autorisant la fabrication d’un nombre plus important de restaurations. Ceci améliore le 

rapport qualité/prix et l’efficacité du produit [54]. 

Ce système est disponible en différents degrés d’opacités et de transparences, ce qui lui permet de 

s’adapter aux différentes indications cliniques: transparence élevée (inlays, onlays, facettes), faible 

transparence (couronnes, facettes), opacité moyenne (infrastructures pour dents légèrement 

décolorées), opacité élevée (infrastructures pour préparations dentaires très décolorées). On peut 

l’utiliser donc pour des couronnes unitaires personnalisées, et aussi comme matériau 

d’infrastructure sur lequel sera ensuite montée la céramique cosmétique. Enfin, l’IPS e.max Press 

est une céramique de choix pour toutes restaurations esthétiques du secteur antérieur [53]. 
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Figure II.1. Lingotins IPS e.max Press [54]. 

 

II.1.3.1. Composition  

IPS e.max Press se compose essentiellement des éléments suivants (les proportions en pourcentage 

massique) [55]: SiO2: 57-80% ; Li2O: 11-19% ; K2O: 0-13% ; P2O5: 0-11% ; ZrO2: 0-8% ; ZnO: 0-

8% ; Autres oxydes: 0-10% ; oxydes colorants: 0-8%. 

II.1.3.2. Procédé de fabrication  

Les vitrocéramiques sont classées en fonction de leurs compostions chimiques et / ou leurs 

applications. Le système IPS e.max à base de disilicate de lithium est composé de quartz (la silice), 

de l'oxyde de lithium, l'oxyde de phosphore, l'alumine, l'oxyde de potassium, et d'autres 

composants. Ces poudres sont combinées et fondues à une température située entre 1200°C et 

1600°C [56] pour produire un verre fondue. Une fois que la viscosité adéquate est obtenue 

(similaire à celle du miel), le verre fondu est coulé dans un moule en acier, ou éventuellement, 

refroidies à la température de cristallisation. Les lingots ou blocs de verre sont ensuite traitées en 

utilisant les techniques de pressage à chaud à la cire perdue (IPS e.max Press) ou procédures 

d'usinage (IPS e.max CAD) [57]. 

Concernant le système IPS e.max Press, les lingots de verre obtenus ont subis un traitement 

thermique de cristallisation au cours d'un cycle thermique en une ou deux étapes  (l'étape de 

nucléation et l’étape de croissance cristalline (cristallisation)) dans l’intervalle de température 

d'environ 400°C à environ 1100°C [56] (figure II.2). Ces lingots sont ensuite pressés à environ 

920°C pendant5 à 15 minutes [57]. Enfin, les lingots sont des vitrocéramiques composées d’une 

phase vitreuse et d'une phase cristalline, faite de cristaux allonges de di-silicate de lithium. La 

teneur en ces cristaux est de 70% en volume. 
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 Figure II.2. Procédé de fabrication du système IPS e.max Press [57].    

 

II.1.3.3. Microstructure  

La microstructure est dite de type matrice vitreuse avec phase cristalline dispersée, car il s’agit de 

matériaux obtenus à partir de l’état vitreux après un traitement thermique de cristallisation contrôlée 

et partielle [30]. 

La microstructure d’IPS e.max Press est constituée de cristaux de disilicate de lithium (Li2Si2O5) 

(environ 70%), qui sont noyés dans une matrice vitreuse. Le disilicate de lithium est la phase 

cristalline principale constitué de cristaux en forme d'aiguilles imbriqués les uns aux autres (figure 

II.3). Les cristaux mesurent de 3 à 6 µm de longueur. 

 
Figure II.3. Microstructure de l’IPS e.max Press (en microscopie électronique à balayage) [57]. 

 

II.1.3.4. Structure  

Les vitrocéramiques sont des matériaux polycristallins biphasique, constitué d'une phase amorphe 

dans laquelle des particules cristallisées, appelées cristallites, sont dispersées. 
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La structure de la phase vitreuse de disilicate de lithium  ressemble en grande partie à la structure de 

la silice vitreuse. Cependant, l'addition de l'oxyde de lithium à la silice modifie légèrement la 

structure de verre [58]. L'oxyde de lithium va infiltrer la structure au voisinage d'un atome 

d'oxygène, et brisera l'une des liaisons Si-O de cet atome d'oxygène. 

En contraste, la structure de la phase cristalline de disilicate de lithium est très différente de la 

structure de la phase vitreuse. La phase cristalline a une structure orthorhombique complexe qui 

contient des feuilles ondulées de silice [59,60]. La figure ci-dessous (figure II.4) est un schéma qui 

montre la phase ordonnée de la phase cristalline de disilicate de lithium (côté gauche de la figure), 

et la phase désordonnée de la phase vitreuse (côté droite). Notez que, dans la partie cristalline, les 

atomes de lithium sont disposés en couches au-dessus d'atomes d'oxygène et les atomes de silicium 

ne sont pas représentés car ils sont cachés à l'intérieur du tétraèdre derrière les atomes d'oxygène 

[60]. 

 
Figure II.4.Représentation bidimensionnelle de la structure des cristaux de disilicate de lithium (à 

gauche) et les verres (à droite) [60]. 

 

II.1.3.5.Propriétés 

Les céramiques du système IPS e.max Press sont caractérisées par leurs bonnes propriétés 

mécaniques, optiques et leur biocompatibilité : 

 Mécaniques  

La quantité importante des cristaux de disilicate de lithium (70% en volume) est à l’origine de la 

résistance du matériau. La propagation des fissures est stoppée à l’interface de la phase vitreuse et 

cristalline [61]. 

Selon le rapport de la société Ivoclar [55], la résistance à la flexion de la céramique pressée IPS 

e.max Press mesurée par différentes méthodes est varie entre 239 et 466 MPa (figure II.5). 
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Figure II.5. Résistance à la flexion d’IPS e.max Press mesurée par différentes méthodes (voir aussi 

le tableau II.1) [55]. 

 

Les valeurs de la résistance à la flexion et les différentes méthodes de mesure sont illustrées dans le 

tableau II.1. Selon Albakry, elle est de 440 ±50 MPa ; elle est donc supérieure à celle de l’IPS 

Empress® (175 MPa) [62]. 

Examinateur Résistance à la   
flexion [MPa] 

Méthode de mesure  

Berge et al. [63]; f)        375.7 Résistance à la flexion biaxiale, ISO 6872; 
test en H2O 

Sorensen et al. [64]; e)        411.6 Résistance à la flexion biaxiale, test humide 
Sorensen et al. [64]; a)        455.5 Résistance à la flexion biaxiale 
Kappert;a) 426 Résistance à la flexion biaxiale 
      Anusavice [65]; d)        239 Résistance à la flexion 4 points après 48 

heures de stockage en H2O  
  Ludwig et al. [66]; b)       426 Résistance à la flexion 3 points 
Marx et al. [67]; c)       388 Solidité de Weibull σ 63.21% ; Résistance à la 

flexion 4 points, DIN EN 843-1 
Albakry et al. [62]; a)       440 Résistance à la flexion biaxiale 
Guazzato et al.[68]; b)       303 Résistance à la flexion 3 points 

 

Tableau II.1. Les valeurs et les méthodes de mesure de la figure II.5 [55]. 

 

La ténacité KIC ou la résistance à la propagation d’une fissure de la céramique pressée IPS e.max 

Press peut être déterminée à l’aide de plusieurs méthodes. Les valeurs de la ténacité dépendent 

largement de la  méthode utilisée (figure II.6). 

Résistance à la flexion [MPa] 
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Figure II.6. Ténacité de l’IPS e.max Press mesurée par différentes méthodes :(Indentation Strength 

IS (Indentation par application d’une force, ensuite essai de fluxion 3 points, 4 points ou biaxiale) ; 

Indentation Fracture IF (Fissures d’indentation par application d’un pénétrateur) (Guazzato [68], 

Albakry [69], Anusavice et al. [65]) d’après Ivoclar [55]. 

 

Le module d’élasticité de l’IPS e.max Press est également supérieur à celui de la céramique 

Empress® avec une valeur de 95 GPa contre 60 GPa, selon le rapport de la société Ivoclar [55]. 

De plus, les principales propriétés physiques et mécaniques de l’IPS e.max Press investigués par 

différents chercheurs sont résumées dans le tableau II.2 : 

 

Propriété   valeur Investigateur  

Ténacité 2.5 – 3.0 MPa.m1/2 D’après Ivoclar Vivadent AG[55] 

Module d’élasticité 95 ± 5 GPa D’après Ivoclar Vivadent AG[55] 

Module d’élasticité 91.0 GPa Albakry et al. [62] 

Coefficient de Poissonν 0.23 Albakry et al. [62] 

Dureté Vickers  5800 ± 100 MPa D’après Ivoclar Vivadent AG[55] 

Dureté 5.5 GPa Albakry et al. [69] 

Densité  2.5 ± 0.1 g/cm3 D’après Ivoclar Vivadent AG[55] 

CDT (100-400°C) [10-6/K] 10.2 Selon ISO 6872 

CDT (100-500°C) [10-6/K] 10.5 Selon ISO 6872 

 

Tableau II.2. Principales propriétés physiques et mécaniques de l’IPS e.max. 
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 Optiques  

Lorsqu'un rayon lumineux projeté sur une dent naturelle, le rayon incident peut être partiellement 

transmis, absorbé, réfléchi ou réfracté sous une couleur et orientation différentes. À ces 

caractéristiques fondamentales on doit aussi ajouter d’autres paramètres comme la fluorescence, 

l’opalescence, la brillance et la translucidité. Au niveau optique, la translucidité est le principal 

paramètre, elle varie selon la constitution des céramiques.  

Selon Edelhoff [70], le taux de transmission de la lumière de l’IPS e.max press est le plus élevé par 

rapport aux différents matériaux dentaires (figure II.7). La haute translucidité de ce matériau 

(proche de celui de la dent naturelle) peut être attribuée à la compatibilité optique entre la matrice 

vitreuse et les cristaux de disilicate de lithium. L’indice de réfraction de ces deux phases étant très 

proche, la dispersion de la lumière à l’interphase et l’opacité sont faibles [71]. 

 

 
Figure II.7. Transmission de la lumière à travers différents matériaux dentaire ainsi de la dentine 

d’après Edelhoff [70].   

 

 Biocompatibilité  

Tous les matériaux céramiques sont connus pour leurs niveaux élevés de biocompatibilité [72,73].  

Selon  Anusavice [74], les matériaux céramiques sont parmi les matériaux dentaires les plus 

durables. La durabilité chimique du système IPS e.max Press selon la norme ISO 6872 est de 40 ± 

10 [μg/cm2] ; elle est donc inférieure au niveau maximal permis par la norme (<100 μg/cm2) [55]. 
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II.2.Vitrocéramique à base de fluoroapatite (IPS e.max Ceram) 

Jusqu'à ce jour, aucun matériau à usage dentaire n’est capable de répondre à lui seul aux exigences 

esthétiques et aux besoins spécifiques des différentes indications. Ce souci peut être résolu grâce à 

la nouvelle vitrocéramique à base de nano-fluoroapatite : IPS e.max Ceram. 

II.2.1. Définitions  

C’est une vitrocéramique de stratification utilisée pour le recouvrement des céramiques 

d’infrastructures afin d’améliorer le rendu esthétique. 

IPS e.max Ceram est une vitrocéramique basse fusion à base de nano-fluorapatite permettant de 

caractériser et de recouvrir des restaurations réalisées en technologie de pressée et/ou CAD/CAM, 

en apportant des résultats hautement esthétiques. Grâce à la combinaison optimisée d’une 

température de cuisson basse (750 °C) et d’un coefficient de dilatation thermique CDT de 9,5 x 10-

6/K (100-400 °C), ce matériau est adapté au revêtement d’armatures en vitrocéramique et en oxyde 

de zirconium ZrO2. 

Cette céramique contenant des cristaux de nano-fluoro-apatite (Ca5(PO4)3F) présente une structure 

cristalline proche de celle de la dent, qui confère toute leur vitalité aux restaurations IPS e.max. Les 

caractéristiques optiques sont obtenues grâce aux cristaux de nano-fluoro-apatite de taille comprise 

entre 100 et 300 nm et de microcristaux de fluoro-apatite de 1–2 μm (figure II.8). Les cristaux 

d'apatite sont présents dans les diverses masses IPS e.max Ceram en concentrations différentes. Ils 

permettent ainsi – selon la nature de la masse – d'obtenir un réglage précis du trio "translucidité, 

luminosité et opalescence"[75]. 

 

 

 

Figure II.8. Microstructure d’IPSe.max Ceram (image SEM): cristaux de fluorapatite dans l'ordre 

du nanomètre [75]. 
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II.2.2. Composition  

La composition standard de système IPS e.max Ceram d’après Ivoclart Vivadent [76] en 

pourcentage massique est  : SiO2: 60- 65% ;Al2O3: 08-12% ;Na2O: 06-09% ; K2O: 06-08% ; ZnO: 

02-03% ; CaO, P2O5, F: 02-06% ; Autres oxydes: 02-8.5% ; Pigments: 0.1-1.5%. 

II.2.3. Propriétés  

Les Propriétés physico-chimiques de système  IPS e.max Ceram sont résumées dans le Tableau 

II.3: 

 

 

 

 

 

*selon ISO 6872. 

Tableau II.3.  Propriétés physico-chimiques de système IPS e.max Ceram [75]. 

Le module d’élasticité de la vitrocéramique à base de fluorapatite varie de 60 à 80 GPa, selon 

Simon Perelmuter [77]. 

 

II.3. Céramique à base de spinelle (système In-Ceram Spinelle) 

II.3.1. Définitions 

Le système In-Ceram Spinelle est un système tout céramique infiltré, mise au point par la société 

Vita en 1994. Il est composé principalement par des cristaux spinelle MgAl2O4qui lui confèrent une 

haute translucidité et une résistance mécanique suffisamment élevée. Ce système est initialement 

utilisé comme matériau pour inlays, mais en raison da sa grande capacité d’absorption lumineuse et 

de sa translucidité, comparables à celle de l’émail dentaire naturel, son champ d’indications se 

trouva étendu à la restauration des couronnes antérieures [78]. Sa microstructure est constituée 

essentiellement d’une phase cristalline (la matrice) qui occupe un volume d’environ 85%, et une 

phase vitreuse minoritaire infiltrée (figure II.9). La taille des particules est comprise entre 1 et 5 

µm. 

CDT (100–400°C) [10-6/K] 9.5 

Résistance à la flexion (biaxiale) [MPa]* 90 

Dureté Vickers [MPa] 5400 

Solubilité chimique [μg/cm2]* 15 

Température de cuisson [°C] 750 
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Figure II.9. Microstructure de système In-Ceram spinelle [79]. 
 

 
II.3.2. Procédé de fabrication 

Les céramiques à infiltration de verre sont des lingotins poreux appelés « Blanks » obtenus par 

condensation sous pression puis frittage préliminaire. Ceci consiste en une première cuisson de la 

poudre céramique (oxyde d’alumine et de magnésium Al2O3/MgO pour le système spinelle) pour 

solidariser intimement les grains. À ce stade, les « Blanks » ont une microstructure poreuse et ne 

présentent pas une grande résistance, ce qui facilite leurs usinages [80]. La dernière étape consiste 

à l’infiltration d’une matière vitreuse (Lanthanglas), en procédant une seconde cuisson pour 

remplir les pores de la microstructure. Enfin, on obtient la structure finale de la céramique In 

Ceram. Cette structure ne présente quasiment pas de pores, ce qui permet une prévention contre 

les fissures et leur propagation [80, 81]. 

II.3.3. Propriétés du système 

Le système In-Ceram Spinelle est comme toutes les céramiques dentaires, possède une meilleure 

biocompatibilité et une haute stabilité chimique. Sa résistance à la flexion et sa ténacité atteignant 

les valeurs de 400 MPa et 2.7 MPa.m1/2[79], respectivement. Ces valeurs sont en effet moins que 

celles du système In-Ceram Alumina (500 MPa et 3.9 MPa.m1/2 [79]). Cependant, ce système 

possède des bonnes propriétés optiques, ce qui lui permet de répondre aux exigences esthétiques 

requises pour imiter la dent naturelle. En effet, le spinelle est 40% plus translucide que l’alumine 

[3] ; grâce à la structure cubique de cristaux spinelle, ce système présente un pouvoir élevé de 

transmission de la lumière comparable à la translucidité de l’émail naturel [77]. De plus, un autre 

avantage réside dans le fait que le point de fusion élevé de cette céramique (2135 °C) lui confère 

une faible conduction thermique [77]. 
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Chapitre III. Technique expérimentale et méthode numérique utilisés 

 

Pour évaluer les propriétés physiques et mécaniques des céramiques dentaires à partir de leurs 

différentes phases cristallines, nous avons réparti notre étude en deux parties. Une consacrée à la 

caractérisation structurale à l’aide de la diffraction des rayons X afin d’identifier la nature 

(composition chimique) et la structure (paramètre de maille et le groupe d’espace) des produits 

cristallisés présentes dans les matériaux analysés. Cette partie est suivie par une méthode numérique 

dite ab-initio, utilisée pour calculer les propriétés physiques et mécaniques des différentes phases 

cristallines à l’aide d’un code de calcul basé sur la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT).   

Dans ce chapitre, nous présenterons la technique expérimentale utilisée, suivie par une description 

approfondie sur les fondements de la DFT laquelle repose la méthode de calcul utilisée dans nos 

simulations. 

III.1. Analyse par diffraction des rayons X  

III.1.1. Introduction  

La diffraction des rayons X (XRD, abréviation de l'anglais « X-ray diffraction ») est une puissante 

technique sans effets destructeurs destinée à caractériser les matériaux cristallins. Elle donne des 

informations sur les structures, les phases, les orientations privilégiées du cristal (texture) et d'autres 

paramètres structurels comme la taille moyenne du grain, la cristallinité, la tension et les défauts des 

cristaux. Les pics de diffraction des rayons X sont produits par interférence constructive d'un 

faisceau monochromatique de rayons X diffusé à des angles spécifiques de chaque jeu de plans 

réticulaires compris dans un échantillon. Les intensités des pics sont déterminées par la distribution 

des atomes à l'intérieur du réseau. Par conséquent, le schéma de diffraction des rayons X est 

l'empreinte digitale du dispositif atomique périodique dans un matériau donné.  

III.1.2. Principe 

La diffraction de rayons X nous permet d’étudier des matériaux constitués d’une multitude de 

cristaux d’orientation quelconque. Ces cristaux sont répartis de façon ordonnée en familles de plans 

parallèles et équidistants que l’on appelle les plans réticulaires (hkl) (figure III.1). Lorsque le 

faisceau de rayons X monochromatiques (longueur d'onde λ fixe) et parallèles irradie l’échantillon, 

les rayons sont diffractés dans une direction donnée par chacune des familles des plans réticulaires à 

chaque fois que la condition de Bragg est réalisée. 

 2d(hkl) sin θhkl = nλ                                  (III.1) 

avec : d(hkl) distance interréticulaire, n ordre de la diffraction, λ longueur d'onde du faisceau de 

rayons X et θ angle d’incidence des rayons X. 
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Figure. III.1. Schéma de diffraction de rayons X par une famille de plan (hkl), θ angle de Bragg. 

 

Donc, si nous connaissons la longueur d’onde du faisceau de rayons X, nous pouvons, à partir de la 

mesure de l’angle θ, déterminer les distances interréticulaires d(hkl) caractéristiques du matériau. 

Puis, nous pouvons alors identifier les phases et les structures cristallines de l’échantillon, en 

comparant avec la base de données standard ICDD (International Centre for Diffraction Data) 

comportant actuellement les données de plus de 274 443 fichiers (242 528 inorganiques et 38 995 

organiques).  

Dans ce travail, les diffractogrammes (spectres) obtenus à partir de nos échantillons sont réalisés en 

utilisant un diffractomètre du type X-Perts et un faisceau de rayons X de longueur d’onde 

λKα(Cu)=1.54Å (obtenu pour une tension de 45 kV et un courant d’intensité 40 mA) avec les 

conditions d'enregistrement suivantes : 

- pas : 0,006°, 

- temps d’acquisition pour une valeur θ : 20s, 

- 2θ variant de 10° à 120°. 

III.1.3. Analyse qualitative des phases cristallines 

L'identification des phases cristallines par diffraction des rayons X est rendu possible grâce aux 

périodicités de l'arrangement atomique (structure) des cristaux qui sont uniques d’une phase à 

d’autre. Ces périodicités sont dues à un empilement de plans identiques dans un cristal et sont 

décrites par des longueurs correspondant aux distances entre les plans d’empilement. Cette distance 

entre les plans réticulaires est nommée distance réticulaire ou dhkl, où les indices hkl désignent la 

direction considérée dans le cristal. Selon la loi de Bragg, pour une certaine valeur de dhkl, et un 

rayonnement X incident monochromatique, des intensités diffractées ne peuvent être observées que 

sous des angles 2θhkl bien définis qui représentent un cône de diffraction entre le rayon diffracté et le 

rayon incident. 
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L'identification des phases présentes dans un échantillon se fait par comparaison de son spectre 

(positions et intensités des raies diffractées) avec des spectres de phases connues. 

Afin de comparer des spectres obtenus à partir de différentes radiations (λ) nous utilisons, au lieu 

des angles 2θhkl, les valeurs dhkl, qui sont une propriété caractéristique du cristal. 

La procédure d'identification des phases se présente donc comme suit: 

1. mesure des angles θhkl sous lesquels des intensités diffractées sont observées ; 

2. calcul des valeurs de dhkl correspondantes, d'après la loi de Bragg ; 

3. comparaison des valeurs de dhkl obtenues avec celles de substances connues ; 

4. comparaison des intensités relatives des pics dans les spectres donnés avec celles des substances 

connues. 

 

III.2. Le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 

III.2.1. Introduction 

L’étude des propriétés physiques des matériaux cristallins à l’échelle atomique est un des sujets 

traditionnels de la physique de l’état solide [82].  Plusieurs modèles théoriques ont été proposés 

dans le but d’interpréter des mesures expérimentales et récemment, de prédire de nouveaux effets 

qui ne sont pas dans certains cas inaccessibles au laboratoire. Parmi ces modèles les méthodes ab-

initio  (méthode de premier principe) qui sont devenus aujourd’hui un outil de base pour le calcul 

des diverses propriétés physiques (structurales, électroniques, mécaniques, optiques, 

thermodynamiques,…..etc.) des systèmes les plus complexes.  

La puissance des calculs ab-initio a pour origine le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la 

densité (DFT) et ses deux approximations de l’énergie d’échange et de corrélation : l’approximation 

de la densité locale (LDA) et l’approximation du gradient généralisé (GGA). Elle est basée 

principalement sur la résolution des équations de la mécanique quantique et en particulier l’équation 

de Schrödinger.  

III.2.2. Equation de Schrödinger 

Les propriétés physiques des matériaux sont fortement liées aux comportements des électrons les 

constituant. En fait, leur comportement est régi par les lois de la mécanique quantique, précisément 

par l’équation fondamentale établie par Erwin Schrödinger en 1925 [83] qui s’écrit sous la forme : 

𝛨𝛹 = 𝛦𝛹                                               (III.2)            

où H est l’hamiltonien du cristal, E l’énergie totale du cristal (valeur propre), Ψ sa fonction d’onde 

(fonction propre). La fonction d’onde du cristal dépend des coordonnées de toutes les particules qui 

le composent :   𝛹(𝑟1, 𝑟2, … ; 𝑅1, 𝑅2 … ) = 𝛹(𝑟𝑖, 𝑅𝛼) 
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où ri représente les coordonnées généralisées des électrons et Rα, les coordonnées des noyaux.  

L’hamiltonien exact du cristal résulte de la présence des forces électrostatiques d’interaction : soit 

répulsion ou attraction suivant la charge des particules (ions, électrons, noyaux,…etc.) [84]. Il se 

compose de cinq termes : l’énergie cinétique des noyaux et celle des électrons, ainsi que les 

différentes interactions entre eux. 

𝐻 = 𝑇𝑒 + 𝑇𝑛 + 𝑉𝑛−𝑛 + 𝑉𝑛−𝑒 + 𝑉𝑒−𝑒(III.3) 

avec : 

 Te : l’énergie cinétique des électrons. 

𝑇𝑒 = ∑ 𝑇𝑖

𝑖

= − ∑
ℏ2

2𝑚
𝑖

∆𝑖 

où m est la masse de l’électron ;ℏ =
ℎ

2𝜋
, h étant la constante de Planck ; 2

i i     est l’opérateur 

de Laplace pour le i-ième électron :
2 2 2

2

2 2 2i i

i i ix y z

  
    

  
 

 Tn : l’énergie cinétique des noyaux. 

𝑇𝑛 = ∑ 𝑇𝛼𝛼 = − ∑
ℏ2

2𝑀𝛼
𝛼 ∆𝛼 où Mα étant la masse du noyau et 

2 2 2

2 2 2X Y Z


  

  
   

  
 

 Vn-n : l’énergie potentielle d’interaction entre les noyaux. 

𝑉𝑛−𝑛 =
1

2
∑

𝑍𝛼𝑍𝛽𝑘𝑒2

|𝑅𝛼 − 𝑅𝛽|
𝛼≠𝛽

=
1

2
∑ 𝑉𝛼𝛽

𝛼≠𝛽

 

       Zα et Zβ sont les charges des noyaux α et β. 

 Vn-e : l’énergie potentielle d’attraction noyaux-électrons. 

 𝑉𝑛−𝑒 = − ∑
𝑍𝛼𝑘𝑒2

|𝑟𝑖 − 𝑅𝛼|
𝑖,𝛼

= − ∑ 𝑉𝑖𝛼

𝑖,𝛼

 

 Ve-e : l’énergie potentielle de répulsion entre les électrons. Zα et Zβ 

𝑉𝑒−𝑒 =
1

2
∑

𝑘𝑒2

|𝑟𝑖 − 𝑟𝑗|
𝑖≠𝑗

=
1

2
∑ 𝑉𝑖𝑗

𝑖≠𝑗

 

L’équation de Schrödinger pourra donc être représentée sous la forme suivante : 

𝛨𝛹 = [− ∑
ℏ2

2𝑚𝑖 ∆𝑖 − ∑
ℏ2

2𝑀𝛼
𝛼 ∆𝛼 − ∑

𝑍𝛼𝑘𝑒2

|𝑟𝑖−𝑅𝛼|
+

1

2
∑

𝑍𝛼𝑍𝛽𝑘𝑒2

|𝑅𝛼−𝑅𝛽|𝛼≠𝛽 +
1

2
∑

𝑘𝑒2

|𝑟𝑖−𝑟𝑗|𝑖≠𝑗𝑖,𝛼 ] Ψ = [− ∑
ℏ2

2𝑚𝑖 ∆𝑖 −

∑
ℏ2

2𝑀𝛼
𝛼 ∆𝛼 − ∑ 𝑉𝑖𝛼𝑖,𝛼 +

1

2
∑ 𝑉𝛼𝛽 +

1

2
∑ 𝑉𝑖𝑗𝑖≠𝑗𝛼≠𝛽 ] Ψ = 𝛦𝛹                        (III.4) 
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La résolution de cette équation est rigoureusement impossible, car il s’agit d’un problème à N corps 

(Ne+Nn) fortement interagissant ; afin de la rendre abordable on doit procéder à un certain nombre 

d’approximations. Nous allons rappeler dans ce qui suit les principales approximations 

fondamentales sur lesquelles reposent la majorité des méthodes ab-initio, afin de pouvoir résoudre 

l’équation (III.4) de façon approchée. On commence par la première approximation, celle de Born-

Oppenheimer. 

III.2.3. Approximation adiabatique de Born-Oppenheimer 

L'idée de l'approximation de Born-Oppenheimer [85] est de découpler le mouvement des électrons 

de celui des noyaux. Du faite que la masse des électrons est trop faible (négligeable) devant celle 

des noyaux (
𝑚𝑒

𝑚𝑝
=

1

1830
), les électrons se déplacent donc beaucoup plus rapidement que les noyaux 

atomiques. Ils sont considérés comme se déplaçant dans un potentiel créé par des noyaux fixes. Par 

conséquent il est possible de considérer les noyaux comme ponctuels et les traiter de manière 

classique, c’est l’approximation adiabatique. Le problème passe donc d'un système de (Ne+Nn) 

particules en interaction à un système de (Ne) électrons en interaction dans un potentiel extérieur 

génère par les noyaux. L’Hamiltonien décrit dans l’équation (III.4) peut donc se réduire à un 

hamiltonien électronique, puisque l’énergie cinétique des noyaux devient nulle, l’énergie 

d’interaction des noyaux devient constante mais qu’on peut la rendre nulle par un choix convenable 

de l’origine [86]. 

L’Hamiltonien électronique Hele s’écrit de la forme: 

𝛨é𝑙 = − ∑
ℏ2

2𝑚
𝑖

∆𝑖 − ∑
𝑍𝛼𝑘𝑒2

|𝑟𝑖 − 𝑅𝛼|
+

1

2
∑

𝑘𝑒2

|𝑟𝑖 − 𝑟𝑗|
𝑖≠𝑗𝑖,𝛼

                                          (III. 5) 

 

La fonction d’onde du cristal ( , )r R s’écrit de la forme d’un produit de la fonction d’onde des 

noyaux ( )R  et celle des électrons ( , )e r R correspondant aux positions R des noyaux fixes: 

( , ) ( , ) ( )er R r R R  
      

(III.6)                     

Si on remplace les équations (III.5) et (III.6) dans l’équation (III.4), on obtient : 

𝛨é𝑙𝛹𝑒(𝑟, 𝑅) = 𝛦é𝑙(𝑅)𝛹𝑒(𝑟, 𝑅)                                               (III.7) 

L’énergie totale du système sera donc la somme de l’énergie électronique et l’énergie des noyaux: 

 

𝐸 = 𝛦é𝑙(𝑅) + 𝐸𝑛        (III.8) 
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L’approximation adiabatique est le premier pas vers la résolution de l’équation de Schrödinger, 

mais elle reste toujours insuffisante. Par conséquent, des approximations supplémentaires sont 

nécessaires. 

III.2.4. Approximation des électrons libre de Hartree-Fock  

Bien que le problème est grandement simplifie par l’approximation de Born-Oppenheimer, la 

résolution exacte de l’équation (III.7) est toujours impossible dû aux interactions électron-électron 

qui empêche la séparation de cette équation en n équations électroniques. 

Une nouvelle tentative a été proposée par Hartree en 1928 [87] pour estimer l'interaction électron-

électron dans les solides. Il a supposé qu’on peut substituer  à un système d’électrons en interaction 

un système d’électrons indépendants. Dans cette approximation, dite de champ moyen, on considère 

les électrons comme indépendants, dans lequel chaque électron se mouvant dans un champ moyen 

produit par le restant des électrons, et désignons par Ωi l’énergie potentielle de l’électron i dans ce 

champ. L’énergie d’interaction électron-électron peut être mise sous la forme d’une somme des 

termes d’énergie Ωi : 

1

2
∑

𝑘𝑒2

|𝑟𝑖 − 𝑟𝑗|
𝑖≠𝑗

→ ∑ Ω𝑖(

𝑁𝑒

𝑖=1

𝑟𝑖) 

Dans ce cas, l’hamiltonien global Hél s’écrit comme une somme des hamiltoniens mono-

électroniques : 

 

𝐻é𝑙 = − ∑
ℏ2

2𝑚
∆𝑖

𝑁𝑒
𝑖=1 + ∑ Ω𝑖

𝑁𝑒
𝑖=1

(𝑟𝑖) − ∑ (∑
𝑍𝛼𝑘𝑒2

|𝑟𝑖−𝑅𝛼|

𝑁𝑛
𝛼=1 )

𝑁𝑒
𝑖=1 = − ∑

ℏ2

2𝑚
∆𝑖

𝑁𝑒
𝑖=1 + ∑ Ω𝑖

𝑁𝑒
𝑖=1

(𝑟𝑖) +

                                                                                                                 ∑ (∑ 𝑉𝑖𝛼
𝑁𝑛
𝛼=1 )

𝑁𝑒
𝑖=1 = ∑ 𝐻𝑖

𝑁𝑒
𝑖=1       (III.9) 

 

où l’hamiltonien correspondant à l’électron i vaut : 

𝐻𝑖 = −
ℏ2

2𝑚
∆𝑖 + Ω𝑖(𝑟𝑖) + 𝑉𝑖 (𝑟𝑖) (III.10) 

Ω𝑖(𝑟𝑖)représente l’énergie potentielle de l’électron i soumis à l’action du champ produit par tous les 

autres électrons, et  𝑉𝑖 (𝑟𝑖)son énergie potentielle dans le champ produit par tous les noyaux du 

cristal. 

Puisque l’hamiltonien ne renferme plus de termes représentant les énergies d’interaction des 

électrons, la fonction d’onde du système électronique à la forme d’un produit de fonctions d’onde 

de chacun des électrons, et l’énergie de ce système est, par conséquent, égale à la somme des 

énergies de tous les électrons : 

𝛹𝑒(𝑟1, 𝑟2, … . 𝑟𝑁) = 𝛹1(𝑟1)𝛹2(𝑟2) … . 𝛹𝑁(𝑟𝑁) = ∏ 𝛹𝑖(𝑟𝑖)𝑖      (III.11) 

𝐸𝑒 = ∑ 𝐸𝑖
𝑁𝑒
𝑖=1      (III.12) 
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L'équation de Schrödinger à un électron s’écrit de la forme suivante : 

−
ℏ2

2𝑚
∆𝛹𝑖(𝑟) + 𝑉𝑖(𝑟𝑖)𝛹𝑖(𝑟) + [

1

2
∑ ∫|𝛹𝑗(𝑟𝑗)|

2 𝑘𝑒2

|𝑟𝑖−𝑟𝑗|
𝑑𝑟𝑗𝑖≠𝑗 ] 𝛹𝑖(𝑟) = 𝐸𝑖 𝛹𝑖(𝑟)(III.13) 

avec : Ω𝑖(𝑟𝑖) =
1

2
∑ ∫|𝛹𝑗(𝑟𝑗)|

2 𝑘𝑒2

|𝑟𝑖−𝑟𝑗|
𝑑𝑟𝑗𝑖≠𝑗                                                                    (III.14) 

Le premier terme correspond à l’énergie cinétique de l’électron, le second représente le potentiel 

produit par tous les noyaux et le troisième terme  est le potentiel moyen produit par les autres 

électrons, appelé potentiel de Hartree (VH) [87]. Dans l’équation (III.14) le terme (|𝛹𝑗(𝑟𝑗)|
2

𝑒2) 

représente la densité de charge du nuage électronique de l’électron j situé en un point de coordonnée 

𝑟𝑗. 

Pour résoudre l’équation mono-électronique (III.13) (équation de Hartree), il faut connaître le 

potentiel de Hartree (VH) qui, à son tour, nécessite la connaissance de la densité de charge, elle-

même calculée à partir des solutions que nous cherchons. Il n’existe aucune méthode directe 

permettant de trouver simultanément le potentiel et la densité de charge. Pour remédier à ce 

problème, Hartree propose une solution auto-cohérente (un cycle auto-cohérent) au problème du 

système électronique. Pour ce faire, on se donne à l’entrée de ce cycle des fonctions d’onde mono-

électroniques arbitraires et on calcule la densité de charge et donc le potentiel (sont 

interdépendants). Par la suite, on résoudra l’équation de Schrödinger pour déterminer de nouvelles 

fonctions d’onde de sortie. Ce cycle est prolongé jusqu’à ce que les grandeurs de sortie et d’entrée 

soient égales à une précision près. 

La solution donnée par l’approximation de Hartree ne correspond pas tout à fait à la réalité et est 

incompatible avec certains principes de base de la physique. En effet, la fonction d’onde proposée 

par Hartree ne satisfait pas au principe de Pauli qui stipule que la fonction d'onde décrivant un 

système multiélectronique doit changer de signe lors de la permutation des coordonnées de deux 

électrons quelconques (car les électrons sont des fermions). De ce fait, la fonction d’onde totale du 

système électronique doit être antisymétrique par rapport à l’échange (permutation de deux 

électrons). Pour corriger le défaut de cette approximation, Fock [88] a proposé d’ajouter un terme 

supplémentaire purement quantique, appelé terme d’échange qui résulte de l’application du principe 

de Pauli. Dans ce cas, la fonction d’onde totale 𝛹𝑒(𝑟1, 𝑟2, … . 𝑟𝑁) est remplacé par un déterminant de 

Slater [86] construit sur des fonctions d’onde mono-électroniques qui garantie l’antisymétrique de 

la fonction d’onde, il est donné par : 

𝛹𝑒(𝑋1, 𝑋2, … . 𝑋𝑁) =
1

√𝑁!
|

𝛹1(𝑋1) 𝛹1(𝑋2) … 𝛹1(𝑋𝑁)

𝛹2(𝑋1)
⋮

𝛹2(𝑋2)
⋮

… 𝛹2(𝑋𝑁)
⋮

𝛹𝑁(𝑋1) 𝛹𝑁(𝑋2) … 𝛹𝑁(𝑋𝑁)

| (III.15) 
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où N est le nombre d’électrons et Xi représente une combinaison des coordonnées spatiales et du 

spin des électrons. 

L'expression définissant l'énergie avec cette fonction d’onde est donnée par l’équation de Hartree-

Fock : 

𝐸𝑖 = ∫ 𝛹𝑒
∗(𝑋1, 𝑋2, … . 𝑋𝑁) [−

ℏ2

2𝑚
∆𝑖 + 𝑉𝑖(𝑟𝑖)] 𝛹𝑒(𝑋1, 𝑋2, … . 𝑋𝑁)𝑑𝑋

+
1

2
∑ ∫ 𝛹𝑒

∗(𝑋1, 𝑋2, … . 𝑋𝑁)

𝑗≠𝑖

𝑘𝑒2

𝑟𝑖𝑗
𝛹𝑒(𝑋1, 𝑋2, … . 𝑋𝑁)𝑑𝑋                                     (III. 16) 

 

Les résultats obtenus à partir de l’approximation de Hartree-Fock ne sont pas en accord avec 

l’expérience, l’énergie est toujours supérieure à celle observée expérimentalement. Elle reste 

cependant insuffisante du fait qu’elle ne tient pas compte des effets de corrélations électroniques 

(c’est-à-dire l’effet de corrélation qui existe entre deux électrons de spins opposés et qui les tient à 

distance l’un de l’autre). On peut l’améliorer en incluant les effets de corrélation à travers une 

méthode qui s’appelle « l’interaction des configurations » avec une combinaison de plusieurs 

déterminants de Slater. Cette méthode conduit, en principe, à une fonction d'onde exacte mais elle 

est extrêmement coûteuse car le nombre de configurations augmente très rapidement avec le 

nombre d'électrons. Cependant, elle ne peut traiter que les systèmes avec peu d’électrons comme les 

petites molécules. Une nouvelle méthode a été développée afin de pouvoir traiter les systèmes 

étendus, il s’agit de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) qui sera présentée dans le 

prochain paragraphe. Cette méthode qui prend en considération les effets d’échange et de 

corrélation est plus fiable, moins coûteuse et relativement complète. 

III.2.5. La théorie de la fonctionnelle de la densité DFT 

Les méthodes traditionnelles dans les théories de la structure électronique de la matière, en 

particulier la théorie de Hartree-Fock et les méthodes dérivées de ce formalisme, se fondent sur une 

fonction d'onde multiélectronique. Dans la théorie de la fonctionnelle de la densité, l’idée principale 

est de remplacer cette fonction d’onde par une densité électronique ρ(r) en tant que quantité de base 

pour les calculs. C’est en fait une idée ancienne datant principalement des travaux de Thomas et 

Fermi [89,90] qui ont déjà essayé d’exprimer l’énergie totale d’un système en fonction de sa densité 

électronique en représentant son énergie cinétique selon une fonctionnelle (une fonction de 

fonction) de cette grandeur. Cependant, cette approche ne permet pas d’obtenir une précision 

satisfaisante à cause de l’absence du terme d’échange-corrélation. Le formalisme de la DFT permet 

en principe de déterminer de façon exacte la densité électronique de l’état fondamental ainsi que 

toutes les quantités qui en sont des fonctions, en particulier l’énergie fondamentale. L’utilisation de 
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la densité électronique ρ(r) comme fonction principale permettant de réduire le nombre de degrés de 

liberté de 3Ne (Ne : nombre d’électrons du système) à seulement 3 (ρ(r) est une fonction d’espace à 

trois variables), il s'agit donc d'une quantité plus facile à traiter tant mathématiquement que 

conceptuellement. 

Le principal intérêt de cette théorie réside dans le fait qu’il permet de traiter des systèmes 

relativement étendus (molécules de taille importante, solides) avec une précision excellente 

comparativement aux autres méthodes décrites précédemment. Elle repose sur deux théorèmes 

fondamentaux, établis par Hohenberg et Kohn [91]. 

III.2.5.1. Les théorèmes de Hohenberg et Kohn 

En 1964, Hohenberg et Kohn [91] ont établi les théorèmes sur lesquels s'appuie la théorie de la 

DFT : 

Premier théorème :Pour tout système de particules en interaction dans un potentiel externe Vext(r) 

(potentiel généré par les noyaux), ce potentiel est déterminé de manière unique, à une constante 

additive près, par la densité électronique ρ(r) du système dans son état fondamental. En d’autres 

termes, il existe une relation bijectif entre le potentiel que ressentent les électrons et la densité 

électronique de l'état fondamental permettant de représenter le premier comme une fonctionnelle de 

l’état fondamental de la deuxième (c’est-à-dire, si le potentiel externe change, la densité change 

aussi). Par conséquent, l’énergie totale du système à l’état fondamental est également une 

fonctionnelle unique universelle de la densité électronique, soit:𝐸 = 𝐸[𝜌(𝑟)]. Cela signifie que 

toutes les propriétés du système peuvent être complètement déterminées par la connaissance de la 

densité électronique de l’état fondamental. De ce fait, la connaissance initiale de la fonction d’onde 

du système comme c’est le cas dans la méthode de Hartree-Fock n’est en principe pas nécessaire 

pour évaluer ses propriétés.  

L’expression de la fonctionnelle de l’énergie totale de l’état fondamental s’écrit comme suit : 

𝐸 = 𝐸[𝜌(𝑟)] = 𝐹[𝜌(𝑟)] + ∫ 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟)𝜌(𝑟)𝑑𝑟   (III.17) 

  

où le terme ∫ 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟)𝜌(𝑟)𝑑𝑟 représente l'interaction noyaux-électrons et [ ( )]F r représente la 

fonctionnelle universelle de Hohenberg et kohn. C’est une fonction universelle de la densité ρ(r) qui 

contient les contributions cinétiques et coulombiennes à l’énergie; elle est donnée par : 

𝐹[𝜌(𝑟)] = 𝑇[𝜌(𝑟)] + 𝑉[𝜌(𝑟)]    (III.18) 

avec : [ ( )]T r  : est l’énergie cinétique des électrons ; 𝑉[𝜌(𝑟)] : l’interaction électron-électron. 

Cette fonctionnelle n'est pas connue de manière exacte, et par conséquent, les équations 

correspondantes ne peuvent pas être résolues.  
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Second théorème : Hohenberg et Kohn ont montré que la vraie densité de l’état fondamental (la 

densité exacte) n’est que celle qui minimise la fonctionnelle 𝐸[𝜌(𝑟)] (c’est-à-dire cette 

fonctionnelle obéit au principe variationnel) : 

𝐸[𝜌𝑜(𝑟)] = min𝐸[𝜌(𝑟)]                              (III.19)                         

où ρo(r) est la densité électronique exacte de l’état fondamental du système, et la valeur minimale 

de 𝐸[𝜌(𝑟)]  est l’énergie correspondante.  

Les deux théorèmes proposés par Hohenberg et Kohn permettent de reformuler le problème, pas de 

le résoudre compte tenu de la méconnaissance de la forme de la fonctionnelle 𝐹[𝜌(𝑟)]. En effet, la 

méthode DFT nous enseigne que si la forme de la fonctionnelle est connue, il est relativement aisé, 

pour un potentiel externe donné, de déterminer l’énergie de l'état fondamental. Le problème qui se 

pose est alors la formulation de la fonctionnelle 𝐹[𝜌(𝑟)]. Malheureusement, cette fonctionnelle 

demeure inconnue à l’heure actuelle de façon exacte. Il est par conséquent nécessaire de recourir à 

des approximations qui correspondent aux équations de Kohn-Sham [92] établies dans l’objectif de 

fournir les fondements nécessaires pour exploiter de façon effective les théorèmes de Hohenberg et 

Kohn [91]. 

III.2.5.2. Les équations de Kohn et Sham 

En 1965 Kohn et Sham [92] proposent une méthode déterministe et pratique permettant la 

détermination de la fonctionnelle de Hohenberg et Kohn 𝐹[𝜌(𝑟)] en introduisant les orbitales. Ces 

auteurs ont proposé de ramener le système réel de Ne électrons en interaction soumis au potentiel 

extérieur Vext à un système fictif de Ne électron sans interaction évaluant dans un potentiel effectif 

Veff  caractérisé par la même densité électronique que celle associée à l’état fondamental du système 

réel. On passe ainsi d'un problème avec une fonction d'onde 𝛹(𝑟) à Ne électrons à un problème à Ne 

fonctions d'ondes mono-électroniques 𝛷(𝑟) appelées états de Kohn-Sham. En conséquence, la 

fonctionnelle de l’énergie peut être calculée selon l’expression suivante : 

𝐸[𝜌(𝑟)] = 𝑇0[𝜌(𝑟)] + 𝐸𝐻[𝜌(𝑟)] + 𝐸𝑋𝐶 [𝜌(𝑟)] + ∫ 𝑉𝑒𝑥𝑡 (𝑟)𝜌(𝑟)𝑑𝑟                  (III.20) 

où : 𝑇0[𝜌(𝑟)]représente l’énergie cinétique du système de Ne électrons sans interaction,  

𝐸𝐻[𝜌(𝑟)] désigne le terme d’interaction électrostatique de Hartree (l’interaction Coulombienne 

classique entre les électrons décrite à travers leur densité de charge) donné par : 

𝐸𝐻[𝜌(𝑟)] =
𝑒2

8𝜋𝜀𝑜

∫
𝜌(𝑟)𝜌(𝑟′)

|𝑟 − 𝑟′|
𝑑𝑟𝑑𝑟′    (III. 21) 

𝐸𝑋𝐶 [𝜌(𝑟)]est une fonctionnelle additionnelle qui décrit l’interaction inter électronique appelée 

l’énergie d’échange et de corrélation. Ce terme apparaît comme la différence entre l’énergie 

cinétique réelle et celle des électrons sans interaction d’une part, et la différence entre l’énergie 
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d’interaction réelle et celle de Hartree d’autre part, comprenant ainsi toutes les effets multi-

électroniques : 

𝐸𝑋𝐶 [𝜌(𝑟)] =  𝑇[𝜌(𝑟)] − 𝑇0[𝜌(𝑟)] + 𝑉[𝜌(𝑟)] − 𝐸𝐻[𝜌(𝑟)]                             (III.22) 

Maintenant en minimisant l’équation (III.20), on obtient l’équation d’Euler : 

∫ [
𝛿𝑇0[𝜌(𝑟)]

𝛿𝜌(𝑟)
+

𝑒2

8𝜋𝜀𝑜
∫

𝜌(𝑟 ′)

|𝑟−𝑟 ′|
𝑑𝑟′ + 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟) +

𝛿𝐸𝑋𝐶[𝜌(𝑟)]

𝛿𝜌(𝑟)
] 𝛿𝜌(𝑟)𝑑𝑟 = 0       (III.23) 

Le terme entre parenthèses de l'équation (III.23) est donc constant. On peut alors définir un 

potentiel effectif dans lequel baignent les électrons, c'est la première équation de Kohn-Sham : 

𝑉𝑒𝑓𝑓[𝜌(𝑟)] =  𝑉𝐻[𝜌(𝑟)] + 𝑉𝑒𝑥𝑡[𝜌(𝑟)] + 𝑉𝑋𝐶 [𝜌(𝑟)]     (III.24) 

avec : 

 𝑉𝐻[𝜌(𝑟)] =
𝑒2

8𝜋𝜀𝑜
∫

𝜌(𝑟 ′)

|𝑟−𝑟 ′|
𝑑𝑟′ : est le potentiel de Hartree 

𝑉𝑋𝐶 [𝜌(𝑟)] =
𝛿𝐸𝑋𝐶[𝜌(𝑟)]

𝛿𝜌(𝑟)
 : est le potentiel d’échange et de corrélation. 

 

Donc l’équation de Schrödinger mono-électroniques à résoudre dans le cadre de l’approche de 

Kohn et Sham s’écrit de la forme suivante : 

[−
ℏ2

2𝑚
∆ + 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟)] 𝛷𝑖(𝑟) = 𝜀𝑖𝛷𝑖(𝑟)          /𝑖 = 1,2, … … , 𝑁𝑒 (III.25) 

𝛷𝑖(𝑟)représente les états de Kohn et Sham et 𝜀𝑖définit les énergies munis de ces états. L'équation 

(III.25) est dite la seconde équation de Kohn et Sham. La troisième équation de Kohn-Sham est 

donnée par la somme des orbitales occupées et qui définit la densité électronique du système: 

𝜌(𝑟) = ∑ |𝛷𝑖(𝑟)|2𝑁𝑒
𝑖=1  (III.26) 

Les trois équations de Kohn et Sham doivent être résolues numériquement et de façons auto-

cohérente (self-consistent) afin de pouvoir déterminer la densité de l'état fondamental (figure III.2). 

Pratiquement, on commence par une certaine densité initiale à partir de laquelle on calcule le 

potentiel Veff (potentiel d’entrée). L’équation de Schrödinger mono-électroniques (III.25) est alors 

résolue et une nouvelle densité électronique est déterminée. A partir de cette nouvelle densité, un 

nouveau potentiel effectif peut être calculé qui est en général différent du potentiel d’entrée. Ce 

processus est répété de façon auto-cohérente jusqu’à ce que le potentiel effectif ne varie plus (en 

d’autre terme, jusqu’à ce que la nouvelle densité électronique soit égale ou très proche de la 

précédente). 

Cependant, la résolution de ces équations n’est possible qu’en donnant une forme analytique à la 

fonctionnelle d’échange et de corrélation 𝐸𝑋𝐶 [𝜌(𝑟)]qui demeure inconnue dans le développement 

du formalisme de Kohn-Sham. Dans ce cas, il est indispensable de recourir à d’autre approximation 

afin de définir cette fonctionnelle. 
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Figure III.2.Le schéma de l’interdépendance des équations de Kohn et Sham. 

 

III.2.5.3. La fonctionnelle d’échange et de corrélation 

Dans le formalisme de Kohn-Sham toute la complexité du problème à N corps est rejetée dans le 

terme d’échange-corrélation 𝐸𝑋𝐶  qui contient les effets des interactions électron-électron au delà du 

terme de Hartree. La forme explicite de 𝐸𝑋𝐶  comme fonctionnelle de la densité n’est pas connue ; 

on doit donc recourir aux approximations. Les approximations les plus utilisées sont : 

l’approximation de la densité locale (LDA) et l’approximation du gradient généralisé (GGA). 

III.2.5.3.a- L’approximation de la densité locale (LDA) 

Afin d’obtenir une bonne approximation de la fonctionnelle d’échange-corrélation 𝐸𝑋𝐶 [𝜌(𝑟)], Kohn 

et Sham proposait dés 1965 l’approximation de la densité locale (LDA) qui est basée sur le modèle 

du gaz électroniques uniforme (homogène) de Thomas-Fermi. Dans cette approximation, on 

suppose que la densité électronique varie suffisamment lentement à l’intérieur du système pour que 

l’on puise définir la fonctionnelle d’échange et de corrélation par l'expression suivante [93] : 

𝐸𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟)] = ∫ 𝜀𝑋𝐶[𝜌(𝑟)] 𝜌(𝑟)𝑑𝑟      (III.27) 

où 𝜀𝑋𝐶[𝜌(𝑟)]est une fonctionnelle qui désigne l’énergie d’échange et de corrélation par électron 

d’un gaz d’électrons homogène de densité uniforme ρ(r). Le potentiel d’échange et de corrélation 

correspondant devient : 

𝑉𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟)] =

𝛿𝐸𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟)]

𝛿𝜌(𝑟)
= 𝜀𝑋𝐶 [𝜌(𝑟)] + 𝜌(𝑟)

𝛿𝜀𝑋𝐶[𝜌(𝑟)]

𝛿𝜌(𝑟)
     (III.28) 

La fonctionnelle 𝜀𝑋𝐶[𝜌(𝑟)] peut être divisée en un terme d’échange et un terme de 

corrélation comme suit: 

𝜀𝑋𝐶[𝜌(𝑟)] = 𝜀𝑋[𝜌(𝑟)] + 𝜀𝐶[𝜌(𝑟)] (III.29) 

La contribution d’échange est connue, elle est donnée par la fonctionnelle d’énergie d’échange de 

Dirac [94]: 
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𝜀𝑋[𝜌(𝑟)] = −
3

4
(

3

𝜋
𝜌(𝑟))

1/3

 (III.30) 

 

Concernant la contribution de corrélation, des valeurs précises sont disponibles dans la littérature, 

parmi les plus connues, celles de Ceperley et Alder [95], Perdew et Zunger[96] et Hedin et 

Lundqvist [97]. 

L’idée de base de LDA est qu’il est possible d’estimer l’énergie d’échange-corrélation d’un système 

inhomogène en considérant le gaz d’électrons comme homogène dans des portions infinitésimales 

de celui-ci. On peut alors appliquer localement à ces régions les résultats du gaz homogène et la 

sommation de ces contributions individuelles 𝜀𝑋𝐶[𝜌(𝑟)]𝜌(𝑟)𝑑𝑟 donne une valeur approchée de 

l’échange et de corrélation du système inhomogène. Cette approximation est raisonnable pour des 

systèmes faiblement inhomogènes, elle permet d’obtenir dans de très nombreux cas une bonne 

description des propriétés de l’état fondamental, cette observation doit néanmoins être tempérée en 

plusieurs domaines. La LDA donne, par exemple une très mauvaise estimation du gap des isolants 

et semi-conducteur. 

III.2.5.3.b- L’approximation du gradient généralisé (GGA)  

L’approximation du gradient généralisé dite GGA (Generalized gradient approximation) ou parfois 

aussi appelées approximation non locale, cette approximation a été formulé afin d'améliorer les 

résultats obtenus avec la LDA. La première amélioration consiste à exprimée l’énergie d’échange et 

de corrélation non seulement en fonction de la densité électronique rmais aussi de son gradient 

rpour prendre en compte l'inhomogénéité du gaz d’électrons. 

𝐸𝑋𝐶
𝐺𝐺𝐴[𝜌(𝑟)] = ∫ 𝜀𝑋𝐶 [𝜌(𝑟), ∇𝜌(𝑟)] 𝜌(𝑟)𝑑𝑟 (III.31) 

où la fonctionnelle 𝜀𝑋𝐶 [𝜌(𝑟), ∇𝜌(𝑟)] représente l’énergie d’échange et de corrélation par électron 

d’un système d’électrons en interaction mutuelle de densité non uniforme. Cette approximation 

devrait être moins critique que la LDA dans les systèmes où la densité électronique ne varie pas 

lentement. Il existe plusieurs formes de la fonctionnelle d’échange et de corrélation de type GGA, 

parmi elles celle proposé par Perdew-Burke et Enzerhoft dite PBE [98].  

 

 

 

III.2.5.4. La méthode du champ auto-cohérent (The self-consistent field « SCF ») 

Afin de simplifier les calculs basés sur la DFT, les équations de Kohn-Sham d’une seule particule 

peuvent être résolues séparément sur un ensemble de points (les points de haute symétrie) dans la 
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première zone de Brillouin. La résolution des équations de K-S se fait d’une manière itérative en 

utilisant un cycle d’itérations auto-cohérent dite SCF (figure III.3). Ce processus commence par une 

densité d’essai ρin pour la première itération. Généralement, cette densité initiale est construite à 

partir d’une superposition de densités atomiques :𝜌𝑖𝑛 = 𝜌𝑐𝑟𝑖𝑠𝑡𝑎𝑙 = ∑ 𝜌𝑎𝑡
𝑎𝑡 . Cette densité est utilisée 

par la suite pour calculer le potentiel Veff(r) qui est utilisé dans la résolution des équations de Kohn 

et Sham d’une seule particule. Ensuite, une nouvelle densité de sortie ρout est calculée en utilisant 

l’expression (III.26). Cette dernière doit être testée suivant certaines conditions de convergence. Si 

cette densité obéit à ces conditions on s’arrête ; sinon on mélange les deux densités de sortie et 

d’entrée (ρout et ρin) de la manière suivante pour accélérer la convergence : 

𝜌𝑖𝑛
𝑖+1 = (1 − 𝛼)𝜌𝑖𝑛

𝑖 + 𝛼𝜌𝑜𝑢𝑡
𝑖    (III.32) 

où 𝛼 représente le paramètre de mélange (mixage) et i correspond à la ième itération. La nouvelle 

densité d’entrée définie à partir de cette étape, 𝜌𝑖𝑛
𝑖+1, est alors introduite dans un second cycle auto-

cohérent. Ce processus est répété de façon itérative jusqu’à ce que la convergence soit atteinte (i.e. 

la différence entre ρout et ρin est faible). Lorsque la convergence est atteinte, l’énergie de l’état 

fondamental du système considéré est connue. 

 

Figure III.3.Schéma de cycle auto-cohérent (SCF) pour la résolution des équations de Kohn-Sham. 

 

III.2.6. Méthodes de calcul 

Le progrès récent dans le calcul de la structure électronique des atomes, molécules et des solides a 

montré que nous sommes en mesure de pouvoir prévoir les propriétés physiques et chimiques des 
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systèmes à plusieurs particules avec fiabilité et sans calcul excessif. Il existe plusieurs méthodes de 

calculs de structures électroniques pour la résolution des équations de la DFT, parmi lesquelles on 

peut citer : la méthode linéaire des orbitales Muffin-Tin (The linear muffin-tin orbital « LMTO »), 

la méthode linéaire des ondes plane augmentée (The linearized augmented plane wave « LAPW »), 

la méthode des ondes sphérique augmentée (The augmented spherical wave « ASW ») et finalement 

la méthode du pseudo-potentiel et ondes planes (The pseudopotential plane wave « PP-PW ») qui a 

été utilisée dans le cadre de cette thèse.  

III.2.6.1. Méthode du pseudo-potentiel 

Dans le présent travail, les calculs ont été effectués selon l’approche du pseudo-potentiel et ondes 

planes (PP-PW). Cette approche calculatoire nous a permis de fournir de façon simple et rapide des 

informations utiles sur les propriétés des systèmes polycristallins considérés comme étant infinis.  

L'approche du pseudo-potentiel est basée sur le fait qu'une grande majorité des propriétés physico- 

chimiques des matériaux ne dépendent que du comportement des électrons de valence. En effet, 

dans un atome seuls les électrons de périphériques (en petit nombre) contribuent à la formation des 

liaisons chimiques alors que les électrons de cœur (en grand nombre) sont fortement liés au noyau 

atomique et donc peu sensible à l'environnement proche de l'atome. La distribution des électrons de 

cœur peut donc être considérée comme pratiquement inchangée même lorsque l'atome est placé 

dans un milieu différent de celui de l'atome isolé. Cette considération permet donc de regrouper les 

électrons du cœur avec les noyaux, pour constituer des ions rigides : c’est l’approximation du cœur 

gelé [99]. On peut aller plus loin en remplaçant l’interaction des électrons de valence avec 

l’ensemble « noyau et électrons de cœur » par un potentiel effectif, beaucoup moins attractif que le 

potentiel créé par le noyau avec tous les électrons, c’est ce potentiel effectif qu’on appelle un 

pseudo-potentiel. Ce dernier tente de reproduire l’interaction générée par le vrai potentiel sur les 

électrons de valence sans inclure explicitement dans le calcul les électrons de cœur. Cela permet 

donc de réduire grandement le nombre d’équations à résoudre (a titre d'exemple, pour un cristal de 

100 atomes de silicium on passe de 1 400 à 400 électrons et donc à 400 équations à résoudre).  

En pratique, les fonctions d’onde réelles 𝜑𝑣 représentant les électrons de valence qui sont appelées 

fonctions d’onde de valence «tous électrons», sont remplacés par des «pseudo-fonctions d’onde» 

𝜑𝑣
𝑝𝑠

(figure III.4). Ces pseudo-fonctions d’onde sont plus lisses ou douces que celles des fonctions 

d’onde réelles (varient plus lentement au voisinage du cœur), et elles peuvent de ce fait être 

représentées par un nombre d’ondes planes très inférieur à celui qui a nécessité dans le traitement 

des fonctions d’onde réelles. On définit le rayon de coupure rc, le rayon de la sphère qui délimite la 

région du cœur. À l’extérieur de cette sphère (r >rc) l’égalité 𝜑𝑣
𝑝𝑠

(𝑟) = 𝜑𝑣(𝑟)est imposée (c’est-à-

dire les pseudo-fonctions d’onde sont identiques aux vraies fonctions d’onde au-delà de rc). À 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Silicium
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l’intérieur (r <rc), la forme de 𝜑𝑣
𝑝𝑠

est choisie de manière à supprimer les nœuds et les oscillations 

dus à l’orthogonalisation des fonctions d’onde avec les états du cœur. En résumé, dans la région du 

cœur, le pseudo-potentiel génère des pseudo-fonctions d’onde oscillant plus lentement (nécessitant 

moins d’ondes planes pour leur description) et qui sont identiques aux vraies fonctions d’onde en 

dehors de cette région, le pseudo-potentiel ici étant confondu avec le vrai potentiel (voir la figure 

III.4). 

 

Figure III.4. Comparaison entre la vraie fonction d’onde de valence (ligne continue) et la pseudo 

fonction d’onde (ligne discontinue) et le vrai potentiel et le pseudo-potentiel généré. 

 

Par ailleurs, le pseudo-potentiel généré doit respecter les règles suivantes [100]: 

 Les valeurs propres de la pseudo-fonction d’onde de valence et de la fonction d’onde tout 

électron (fonction d’onde réelle) doivent être identique 𝜀𝑣
𝑝𝑠

= 𝜀𝑣. 

 La densité de charge réelle et celle obtenue avec le pseudo-potentiel doivent d’être identique 

dans la région de cœur ; dans ce cas le pseudo-potentiel est dit « pseudo-potentiel à norme 

conservée ». 

 Les dérivées premières et les dérivées secondes de la pseudo-fonction d’onde et de la 

fonction d’onde réelle doivent coïncider en r = rc, ce qui permet d’obtenir un pseudo-

potentiel variant continûment. 

De plus, le pseudo-potentiel doit vérifier un certain nombre de propriétés : 

 Il doit être additif : c’est-à-dire il doit être la somme des pseudo-potentiels lorsque plusieurs 

atomes sont en présence. 

 Il doit être transférable : c’est à dire qu’on doit pouvoir utiliser le même pseudo-potentiel 

dans des environnements chimiques différents. La transférabilité du pseudo-potentiel doit 



Chapitre III :                Technique expérimentale et méthode numérique utilisés 
 

48 
 

être vérifiée avant toute utilisation. La façon la plus simple d'augmenter la transférabilité 

d'un pseudo-potentiel est de réduire le rayon de coupure rcdes fonctions d'onde. 

 Il doit avoir l’efficacité des calculs : c’est-à-dire la capacité du pseudo-potentiel doit être 

évaluée avec un effort de calcule minime, notamment par la réduction du nombre d’ondes 

planes nécessaires à la description des fonctions d’onde. 

Ces critères permettent d’obtenir des pseudo-potentiels de bonne qualité, mais laissent une grande 

liberté de choix dans la région de cœur. Plusieurs méthodes ont été proposées pour générer des 

pseudo-potentiels, chacun imposant ses propres critères supplémentaires pour obtenir les meilleurs 

résultats possibles. Ces méthodes sont divisées en deux catégories : la méthode des pseudo-

potentiels à norme conservée et la méthode des pseudo-potentiels à norme non-conservée (relaxée). 

C’est cette dernière que nous avons utilisé dans cette thèse.  

a) La méthode des pseudo-potentiels à norme conservée 

C’est une méthode proposée par Hamann, Schlüter et Chiang en 1979 [100], puis développée en 

1982 par Bachelet, Hamann et Schlüter [101] et Hamann [102]. Elle permet de décrire d’une 

manière correcte la densité de charge de valence. Cependant, la conservation de la norme (pseudo-

potentiel à norme conservée)  pose certains problèmes dans la mesure où les orbitales de valence 

sont localisées. Dans ce cas il faut utiliser un nombre d’ondes planes important pour les décrire 

correctement (l’énergie de coupure est plus grande), ce qui occasionne un surcoût de calcul. Pour 

combler les insuffisances de la conservation de la norme il est nécessaire de faire appel à des 

pseudo-potentiels qui ne conservent pas la norme (Pseudo-potentiel à norme relaxée). 

b) La méthode des pseudo-potentiels à norme non-conservée ou relaxée (ultra-soft pseudo-

potentiels « USPP ») 

Comme nous venons de le voir le rayon rc divise la fonction d’onde en deux parties : cœur = 

fonction d’onde lissée, externe = fonction d’onde vraie. Si le rayon augmente la pseudo-fonction 

devienne plus lisse et la précision en est réduite. Afin éviter cela, le rayon de coupure doit rester 

relativement petit. Dans ce contexte, Vanderbilt [103] a proposé une nouvelle méthode pour 

construire des pseudo-potentiels où la norme peut être variable (non conservée). Il a ainsi construit 

une nouvelle classe de pseudo-potentiels pour lesquelles les pseudo-fonctions d’onde peuvent être 

lissées dans la région du cœur. On l’appelle ces pseudo-potentiels « ultra-soft » (ou ultra-soft 

pseudo-potentials USPP). Ce changement permet de réduire l’énergie de coupure et donc la 

réduction du nombre d’ondes planes nécessaires à la description des fonctions d’onde. Toutefois, 

ces fonctions d’onde ne permettent pas de retrouver toute la charge du système. Pour retrouver cette 

charge manquante, il est nécessaire d’augmenter la densité électronique autour des atomes [103]. 

Comparé au pseudo-potentiel à norme conservée, il apporte une nette amélioration en termes de 
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précision et de douceur des fonctions d’onde. L’approche des pseudo-potentiels ultra-soft est 

actuellement largement utilisée dans les calculs ab-initio.  Le grand avantage de cette approche est 

leur convergence extrêmement rapide en fonction de l’énergie de coupure. Les temps de calcul et la 

mémoire nécessaire pour effectuer un calcul sont extrêmement réduits. 

Enfin, le pseudo-potentiel est un élément essentiel dans les calculs en physique du solide, de par la 

grande simplification qu’il apporte, leur transférabilité, et les bons résultats qu’il donne. Un pseudo-

potentiel bien trouvé pouvant être utilisé dans de nombreux systèmes. Sans pseudo-potentiel, on ne 

peut pas utiliser une base d’ondes planes, base essentielle à la rapidité des calculs. 

III.2.6.2. Méthode des ondes planes 

Pour pouvoir résoudre numériquement les équations de Kohn-Sham et avoir un calcul réel, il est 

nécessaire de choisir une base de fonctions pour exprimer les fonctions d’onde mono-électroniques 

𝛷𝑖. Mais, il est préférable que les fonctions de cette base soient mathématiquement simples, ceci 

permet de faciliter le développement théorique et le travail analytique. En considérant leurs 

simplicités, les ondes planes s’avèrent un choix judicieux, elles forment un système de base 

asymptotiquement complet et pratique à manipuler. Elles ont par ailleurs l’avantage de pouvoir être 

facilement étendus afin d’améliorer la description de la fonction d’onde globale. Suivant cette 

formulation, les fonctions d’onde mono-électroniques s’écrivent comme une somme continue 

d’ondes planes. Cependant, l’utilisation de bases continues n’est pas possible numériquement, il 

faut avoir une base discrète. Ceci peut être réalisé en travaillant sur des systèmes périodiques, en 

utilisant des conditions aux limites périodiques à l’aide du théorème de Bloch.  

III.2.6.2.a- Théorème de Bloch 

Dans un système cristallin parfait, les atomes sont arrangés de manière parfaitement périodique. 

Cette périodicité est aussi caractéristique du potentiel cristallin, de sorte qu’en un point quelconque 

r, on peut écrire :𝑉(𝑟) = 𝑉(𝑟 + 𝑅⃗⃗), où 𝑅⃗⃗ est un vecteur de translation du réseau direct 

correspondant à une combinaison linéaire entière des trois vecteurs unitaires déterminant la 

périodicité du réseau dans les trois directions de l’espace : 𝑅⃗⃗ = 𝑛1𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑛2𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑛3𝑎3⃗⃗⃗⃗⃗. En 

conséquence, toutes les quantités physiques décrivant le système périodique y compris la densité 

électronique 𝜌(𝑟)et le potentiel effectif 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝑟)de Kohn-Sham sont également caractérisés par 

l’invariance translationnelle du réseau : 𝜌(𝑟) = 𝜌(𝑟 + 𝑅⃗⃗) ; 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟) = 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝑟 + 𝑅⃗⃗). Cette propriété 

d’invariance par symétrie de translation a été décrite d’une façon plus avantageuse dans le théorème 

de Bloch [104] qui stipule que toute fonction d’onde mono-électronique d’un réseau cristallin peut 

être exprimée comme le produit d’une onde plane 𝑒𝑖𝑘⃗⃗.𝑟de vecteur d’onde 𝑘⃗⃗ par une fonction ayant 

la  périodicité du système 𝑓𝑖 (𝑟) : 
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𝛷𝑖(𝑘⃗⃗, 𝑟) = 𝑒𝑖𝑘⃗⃗.𝑟 . 𝑓𝑖(𝑟)                                       (III. 33) 

où𝑓𝑖(𝑟) = 𝑓𝑖(𝑟 + 𝑅⃗⃗) est fonction périodique et peut être exprimée comme une somme discrète 

d’ondes planes dont les vecteurs d’onde 𝐺⃗ appartiennent au réseau réciproque : 

𝑓𝑖(𝑟) = ∑ 𝑐𝑖,𝐺⃗𝐺⃗ 𝑒𝑖𝐺⃗.𝑟     (III.34) 

En combinant les équations (III.33) et (III.34) on obtient la fonction d’onde mono-électronique 

écrite comme une série de Fourier : 

𝛷𝑖(𝑘⃗⃗, 𝑟) = ∑ 𝑐𝑖,𝑘⃗⃗+𝐺⃗𝐺⃗ 𝑒𝑖(𝑘⃗⃗+𝐺⃗).𝑟     (III.35) 

où 𝐶𝑖,𝑘⃗⃗+𝐺⃗  sont les coefficients de Fourier, et 𝐺⃗ et 𝑘⃗⃗ représente respectivement un vecteur du réseau 

réciproque et un vecteur d’onde de l’espace réciproque appartenant à la première zone de Brillouin 

(la plus petite unité du réseau réciproque permettant de reconstruire totalement le système par 

symétrie). En conséquence, l’utilisation de la périodicité du système permet d’exprimer exactement 

les fonctions d’onde de Kohn-Sham dans une base discrète.         

Le théorème de Bloch permet ainsi de transformer le problème consistant à résoudre un nombre 

infini d’équations mono-électroniques en celui de la résolution d’un nombre fini d’équations mono-

électroniques pour un nombre infini de points 𝑘⃗⃗ dans un volume fini (zone de Brillouin). 

Cependant, du point de vue pratique il n’est pas possible de résoudre les équations de Kohn-Sham 

en une infinité de points 𝑘⃗⃗. Il est donc nécessaire de faire un échantillonnage discret de l’espace des 

points 𝑘⃗⃗ afin de réaliser une interpolation optimal.  

III.2.6.2.b- Echantillonnage de la zone de Brillouin 

En théorie, l’équation (III.35) doit être résolue pour chaque vecteur d’onde 𝑘⃗⃗ de la zone de 

Brillouin, mais en pratique les choses ne sont pas aussi simples à cause de nombre infini des points 

𝑘⃗⃗. Pour résoudre le problème de l’infinité des points k, la zone de Brillouin doit être échantillonnée 

de façon à ne devoir calculer la structure électronique qu’en un nombre fini minimal de points 𝑘⃗⃗. 

Les points 𝑘⃗⃗ choisi doit tenir compte des symétries du système. En particulier, il est judicieux de 

regrouper dans la sommation les points 𝑘⃗⃗ équivalents par symétrie, de telles méthodes réduisent 

significativement le nombre de points 𝑘⃗⃗ à considérer, appelés points spéciaux, tout en offrant une 

très bonne précision [105]. Différentes méthodes ont été proposées afin d’échantillonner l’espace 

des points 𝑘⃗⃗ de manière discrète et réalisable d’un point de vue pratique. On citera en particulier 

celles de Chadi et Cohen [106], celles de Joannopoulus et Cohen [107], celles de Evarestov et 

Smirnov [108] ou celles de Monkhorst et Pack [109]. C’est cette dernière que nous avons utilisée 

dans ce travail. La méthode consiste à établir un échantillonnage dans les trois directions k1×k2×k3 
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de l’espace de la zone de Brillouin. Certains points pourront être équivalents suivant les symétries 

de la maille. En effet, un échantillonnage deux fois plus fin dans l’espace réciproque revient à 

considérer une maille deux fois plus grande dans l’espace réel.  

Par ailleurs, l’étude des métaux impose l’utilisation d’un nombre important de points 𝑘⃗⃗ pour bien 

décrire la structure des bandes et la surface de Fermi. Par contre, dans le cas d’un isolant où d’un 

semi-conducteur, on obtient de bonnes valeurs de l’énergie totale avec un petit nombre de points 𝑘⃗⃗. 

On notera que, l’augmentation du nombre de points 𝑘⃗⃗ correspond à une opération linéaire en temps 

de calcul. 

III.2.6.2.c- Développement d’une base d’ondes planes 

Comme indiqué dans la partie précédente, la décomposition en ondes planes des fonctions d’ondes 

consiste à exprimer ces fonctions d’onde à l’aide de séries de Fourier (III.35). Avec une telle 

décomposition, les équations de Kohn et Sham peuvent être théoriquement résolues. En pratique 

deux considérations font obstacle à la représentation des fonctions d’ondes 𝛷𝑖(𝑘⃗⃗, 𝑟). D’une part, il 

existe une infinité de vecteurs 𝐺⃗ (combinaisons linéaire des vecteurs du réseau réciproque), et 

d’autre part, les vecteurs 𝑘⃗⃗ appartenant à la première zone de Brillouin sont également en nombre 

infini. Dans le paragraphe précédent nous sommes arrivés à résoudre ce deuxième problème par 

l’échantillonnage de la zone de Brillouin. 

Pour résoudre le premier problème, on est amené à définir une énergie de coupure notée Ecut (cut-off 

energy) au-delà de laquelle les vecteurs 𝐺⃗ ne seront pas pris en compte. En d’autre terme, seuls les 

vecteurs du réseau réciproque 𝐺⃗ qui vérifient la condition suivante sont retenus pour le 

développement :  

ℏ2

2𝑚𝑒
|𝑘⃗⃗ + 𝐺⃗|

2
≤ 𝐸𝑐𝑢𝑡    (III.36) 

avec :                                     𝐸𝑐𝑢𝑡 =
ℏ2

2𝑚𝑒
|𝑘⃗⃗ + 𝐺⃗𝑚𝑎𝑥|

2
          (III.37)  

Cela revient à sélectionner une sphère de rayon 𝐺𝑚𝑎𝑥 centrée à l’origine de l’espace réciproque en 

imposant la condition |𝑘⃗⃗ + 𝐺⃗| ≤ 𝐺𝑚𝑎𝑥. 

Cette énergie Ecut permet de limiter la base aux ondes planes, on enlève dans cette coupure les 

ondes planes de grande énergie cinétique (c’est-à-dire celle qui oscillent très rapidement). Le 

nombre d’ondes planes prises en compte dans le calcul est donc : 

𝑁𝑝𝑤 ≈ 𝑁𝑘
1

2𝜋2 𝛺𝐸𝑐𝑢𝑡
3/2

      (III.38)             

où Nk est le nombre de vecteurs k⃗⃗ à l’aide desquels la zone de Brillouin est échantillonnée et Ω est 

le volume de la cellule de simulation. Le nombre d’ondes planes augmente alors avec l’énergie de 
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coupure, et cela se traduit par une densité électronique mieux décrite et un calcul plus fiable. 

L’inconvénient est cependant que le temps de calcul augmente également avec l’énergie de 

coupure. On doit donc déterminer Ecut réaliste au niveau du temps de calcul pour lequel l’énergie 

totale converge avec la précision recherchée. En effet, la valeur de l’énergie de coupure Ecut dépend 

du système étudié et en particulier du choix du pseudo-potentiel qui décrit l’interaction cœur-

valence.  

Un développement des fonctions d’ondes sur une base d’ondes planes possède de nombreux 

avantage notamment les suivants : 

 La convergence des calculs sur les propriétés physiques obtenues peut être contrôlée, tout 

simplement, en augmentant l’énergie de coupure Ecut et par conséquent le nombre d’ondes 

planes. 

 Le calcul de certains termes est très facile en utilisant la transformée de Fourier rapide (Fast 

Fourier Transform, FFT) pour passer de l’espace direct à l’espace réciproque. 

 Il n’y a pas de problème de superposition de bases puisque les ondes planes décrivent de 

façon uniforme l’espace. 

 Le calcul des forces est grandement simplifié. 

III.2.6.3. Description du code de calcul  

L'utilisation des techniques de simulation par ordinateur est de plus en plus importante dans la 

compréhension des propriétés physiques des matériaux. Plusieurs codes de simulation ont été crées 

dans le cadre de la méthode du pseudo-potentiel et ondes planes tels que : VASP [110], ABINIT 

[111], SIESTA [112], Quantum-Espresso [113] et le CASTEP [114]. Ces codes utilisent les 

méthodes ab-initio ou le premier principe, utilisant les constantes atomiques pour résoudre 

l’équation de Schrödinger. La DFT (densité fonctionnelle théorie) implantée dans ces codes c’est 

imposée comme meilleure méthode, pour le calcul quantique de la structure électronique de la 

matière. 

Dans ce travail, nous avons utilisé le code de calcul CASTEP (CAmbridge Serial Total Energy 

Package). Le CASTEP est un ensemble de logiciels développé par le professeur M.C.Payne [115] et 

commercialisé par Accelrys ©. Il a été énormément décrit dans la littérature [116,117]. Il s’agit 

d’un code de calcul qui utilise des conditions périodiques, une intégration sur la Zone de Brillouin 

(BZ), une base d’ondes planes et des pseudo-potentiels pour calculer l’énergie totale d’un système. 

Ce code sert à simuler les propriétés des solides, et peut prédire les propriétés, y compris les 

constantes élastiques, les propriétés structurales, les structures de bande, la densité d'états, les 

densités de charge et les propriétés optiques. Il est caractérisé par deux algorithmes du champ auto-
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cohérent SCF (Self-Consistent-Field ou champ auto-cohérent) utilisés pour trouver l’état 

électronique fondamental du système étudié : Density Mixing (noté DM) [118] et EDFT (Ensemble 

Density Functional Theory) [119]. Le choix de l’un ou de l’autre algorithme est gouverné par les 

difficultés de convergence de CASTEP pour un système donné. Les optimisations géométriques 

sont effectuées dans le CASTEP à l’aide d’un algorithme BFGS (Méthode de Broyden–Fletcher– 

Goldfarb–Shanno). Les pseudo-potentiels ultra doux [103] extraits de la bibliothèque de Materials 

Studio (Accelrys ©) sont utilisés pour chaque élément. Ces pseudo-potentiels ont été optimisés en 

LDA, mais ont été qualifiés avec les approximations LDA et GGA. 
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Chapitre IV. Résultats et discussions 
 

Notre travail de recherche porte sur une étude de simulation des propriétés physiques et mécaniques 

des céramiques dentaires à partir de leurs différentes phases cristallines. Les résultats obtenus dans 

ce cadre sont présentés et interprétés dans ce chapitre qui s’organise comme suit : dans la partie 

IV.1, nous présentons les résultats de la caractérisation structurale des échantillons par la diffraction 

des rayons X, et dans le paragraphe IV.2, les propriétés physiques et mécaniques simulées à savoir, 

les propriétés structurales, élastiques, électroniques et optiques sont présentées et analysées. Une 

conclusion est tirée dans la dernière section. 

 

IV.1. Caractérisation structurale par diffraction des rayons X 

La diffraction des rayons X est l'un des moyens les plus adaptés pour mettre en évidence les 

différentes phases qui peuvent exister dans un matériau, car elle est très sensible à toute perturbation 

de la périodicité du réseau cristallin. 

Le dépouillement des spectres enregistrés et l’indexation des pics de diffraction correspondant aux 

différentes phases constituant nos échantillons sont faits à l’aide des fichiers ICDD (International 

Centre for Diffraction Data). 

 

IV.1.1. Caractérisation structurale de système IPS e.max Press 

L'analyse par DRX de l'échantillon de système IPS e.max Press est indiquée sur la figure IV.1. Le 

résultat d’analyse montre l’existence d’une série de pics de différentes intensités et les plus 

caractéristiques sont situés à : 2θ=23.76°, 2θ=24.42° et 2θ=24.90°. Par comparaison avec les 

données de la fiche ICDD (82-2396 [120]), ces pics correspondent aux plans : (130), (040) et (111), 

respectivement, sont reliés à la présence d’une phase cristalline principale qui est le disilicate de 

lithium (Li2Si2O5). L’intensité et les angles de diffraction permettent de déduire que les cristallites 

de disilicate de lithium possèdent une structure orthorhombique avec la symétrie du groupe 

d’espace Ccc2 où les paramètres de maille sont : a= 5.807Å ; b=14.58Å ; c=4.773Å. 

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que le pic (111) de la phase Li2Si2O5 présente l’intensité 

la plus grande, ce qui pourrait indiquer l’existence d’une orientation privilégiée suivant cette 

direction. En outre, la présence de plusieurs pics bien définis indique la bonne cristallinité de ce 

matériau.  
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Figure IV.1. Spectre de DRX de l’échantillon IPS e.max Press à base de disilicate de lithium 

(Li2Si2O5). 

 

IV.1.2. Caractérisation structurale de système IPS e.max Ceram 

La figure (IV.2) illustre le spectre de diffraction de l’échantillon IPS e.max Ceram à base de 

fluorapatite. On observe en plus de la phase amorphe, la présence de pics de diffraction localisés à 

2θ : 25.83°, 31.87°, 33.10°, 34.07° et 51.73°. Ces pics correspondent respectivement aux plans 

(002), (211), (300), (202) et (140) sont attribués aux cristallites de la fluorapatite Ca5(PO4)3F qui 

cristallise dans une structure hexagonale du groupe d’espace P63/m dont les paramètres de maille 

sont : a= b = 9.397Å ; c= 6.878Å [121].  

Par ailleurs, la présence de nombre insuffisant de pics diffractés témoigne de la faible cristallinité de 

ce matériau. De plus, l’absence des pics intenses dans ce spectre indique que les cristallites de 

Ca5(PO4)3F ont une orientation aléatoire. 
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Figure IV.2. Spectre de diffraction des RX de l'échantillon IPS e.max Ceram à base de 

fluoroapatite Ca5(PO4)3F. 

 

IV.1.3. Caractérisation structurale de système In-Ceram Spinelle 

Le spectre de diffraction des rayons X de l’échantillon In-Ceram Spinelle est représenté sur la 

figure IV.3. À partir de ce spectre on peut remarquer que ce système est principalement cristallin 

avec des pics de diffractions bien définis dont les plus spécifiques sont situés à 2θ : 18.98°, 31.32°, 

36.83°, 44.77°, 59.45° et 65.21°. Une comparaison avec les fichiers standards ICDD a montré que 

ces pics sont attribués respectivement aux réflexions des plans (111), (220), (311), (400), (511) et 

(440) des cristallites de spinelle MgAl2O4 qui cristallise dans une structure cubique de groupe 

d’espace Fd3m (ICDD № 86−2258). Le paramètre de maille moyenne calculé à travers la relation : 

𝑎 = 𝑑ℎ𝑘𝑙 ×√(ℎ
2 + 𝑘2 + 𝑙2), en utilisant les pics les plus intenses (311), (400) et (440) est trouvé 

égal à 8.0886 Å. Cette valeur concorde bien avec celle (8.088 Å) rapportée dans la fiche ICDD 

(86−2258) [122]. 

D’autre part, nous pouvons remarquer que les cristallites de spinelle MgAl2O4 ont une orientation 

préférentielle suivant le plan (311). 
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Figure IV.3. Spectre de diffraction des RX de l'échantillon In-Ceram Spinelle. 

 

IV.2. Etude des propriétés physiques et mécaniques des phases cristallines 

IV.2.1. Introduction 

Les systèmes IPS e.max sont des vitrocéramiques poly-cristallins bi-phasiques, constitués d’une 

phase amorphe dans laquelle des particules cristallisées, appelées cristallites, sont dispersées ; leur 

nature, leur nombre et leur taille contrôlent les propriétés finales du matériau (propriétés physiques, 

mécaniques, thermodynamiques,…ect). Depuis leurs apparences, plusieurs études expérimentales 

ont été effectuées pour déterminer les propriétés de ces matériaux. Albakry et al. [62, 69] ont étudié 

les propriétés d’une vitrocéramique à base de disilicate de lithium, et rapportés les valeurs de 3.3 

MPa m1/2, 440 MPa, 91 GPa et 5.5 GPa pour la résistance à la rupture, la résistance en flexion, 

module d’élasticité et dureté de Vickers, respectivement. Les constantes élastiques, dureté de 

Vickers et la résistance à la rupture d’une vitrocéramique de disilicate de lithium ont été examinées 

par Denry et Holloway [123]. D’après ces études expérimentales et d’autres [55, 68], il semble que 

la composition et les propriétés de la structure des cristallites sont des facteurs importants pour 

évaluer les propriétés physiques et mécaniques de ces matériaux. Néanmoins, aucune étude 

théorique ni expérimentale n’a été faite jusqu'à maintenant sur les propriétés des cristallites afin de 

mieux comprendre le comportement physique et mécanique de ces matériaux. Dans ce contexte, 



Chapitre IV :                                                                          Résultats et discussions 
 

58 
 

une étude théorique a été effectuée dans le présent travail, sur les propriétés des cristaux qui 

constituent les phases cristallines des systèmes céramiques dentaires.  

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux propriétés structurales, élastiques, électroniques et 

optiques. Afin d’examiner les propriétés ci-dessus, une étude ab-initio (méthode de premier 

principe) a été adoptée, en utilisant la méthode du pseudo-potentiel et ondes planes (PP-PW) basée 

sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). 

 

IV.2.2. Détail de calcul 

Dans ce travail, les calculs ont été effectués au moyen du code CASTEP [115, 116]. C’est un code 

basé sur la DFT [91, 92], qui utilise la méthode du pseudo-potentiel et ondes planes pour calculer 

les énergies de l’état fondamentale des systèmes atomiques. La méthode du pseudo-potentiel est une 

approximation de la méthode tous électrons. Elle est basée sur le fait bien connu que les électrons 

de valence sont responsables de la plupart des propriétés physico-chimiques des matériaux. On est 

donc tenté de simplifier la description d'atomes à celles des pseudo-atomes, dans lesquelles seuls les 

états des électrons de valence sont explicitement traités dans le calcul de self-consistent (c'est à dire, 

en évitant le calcul les états des électrons de cœur), ce qui réduit considérablement le coût de calcul 

[124]. Dans cette approche, le type du pseudo-potentiel utilisé est l’ultra-soft de Vanderbilt [103] 

avec une énergie de coupure élevée égale à 340 eV, pour plus de précision. Les interactions 

d’échange-corrélation ont été prises en compte en utilisant  l’approximation de la densité locale 

(LDA) proposée par Perdew et Zunger [96], et l’approximation du gradient généralisé de Perdew-

Burke-Ernzerhof (GGA-PBE) [98]. L’échantillonnage de la zone de Brillouin a été traité par la 

technique des points spéciaux de Monkhorst et Pack [109] ; après des tests de convergence, nous 

avons choisi un échantillonnage de 4x2x5 k-points pour la structure orthorhombique de disilicate de 

lithium Li2Si2O5 et 2x2x2 k-points pour la structure hexagonale de la fluorapatite Ca5(PO4)3Fet la 

structure cubique de spinelle MgAl2O4. L’optimisation géométrique a été réalisée afin d’obtenir des 

structures relaxées (i.e, les paramètres de maille à l’équilibre) et l’énergie de l’état fondamentale des 

trois composés, en utilisant la technique de minimisation Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shenno 

(BFGS). Cette technique fournit une manière rapide la structure de plus basse énergie avec les 

critères de convergence suivants : la tolérance de 10-5 eV/atome est choisie 

pour l'optimisation géométrique de l’énergie totale; le maximum de la force ionique Hellmann-

Feynman est à moins de 3x10-2 eV/Å; le maximum de déplacement ionique et la contrainte 

maximale étant à moins de 10-3 Å et 0.05 GPa, respectivement. Les modules d’élasticités sont 

calculés à partir des approximations de Voigt-Reuss et Hill [125-127]. 
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IV.2.3. Propriétés de la phase de disilicate de lithium Li2Si2O5 

IV.2.3.1. Propriétés structurales 

L’étude des propriétés structurales est un point de départ très important pour la compréhension des 

propriétés des matériaux du point de vue microscopique.  

Afin de déterminer les propriétés structurales de l’état fondamental du composé de disilicate de 

lithium Li2Si2O5, tels que les paramètres de maille d’équilibre (a0, b0 et c0)  et le module de 

compressibilité B0, nous avons réalisé une optimisation géométrique en fonction de la contrainte 

normale en minimisant l’énergie totale de la structure du composé Li2Si2O5. Cela se fait en 

effectuant un calcul self-consistent (un processus itératif) dans lequel les coordonnées des atomes et 

les paramètres de maille (obtenues expérimentalement) sont ajustés de telle sorte que l'énergie totale 

de la structure est réduite au minimum. Le module de compressibilité B0 de l’équilibre statique  

(l’état fondamental) de la phase Li2Si2O5 est obtenu par l’ajustement de l’équation d’état (EOS) de 

Birch-Murnaghan [128] (voir la figure IV.4): 

 

𝑃(𝑉) =
3

2
𝐵0 [(

𝑉0
𝑉
)

7

3

− (
𝑉0
𝑉
)

5

3

] × [1 +
3

4
(4 − 𝐵0

′ ) ((
𝑉0
𝑉
)

2

3

− 1)] (IV. 1) 

 

ou :𝑃 est la pression hydrostatique appliquée en fonction du volume, 

𝑉0est le volume de la maille unitaire à l’équilibre, 

𝐵0est le module de compressibilité. Ce dernier mesure la résistance à une modification du volume 

dans les solides et donne ainsi une estimation de la réponse élastique d’un matériau à une 

pression hydrodynamique externe. Il est donné par l’expression suivante : 

                      

2

0 2( )  P EB V V V
V V
 

  
      

(IV.2) 

𝐵0
′est sa première dérivée par rapport à la pression P.  

 

L’optimisation structurale du composé Li2Si2O5 s’effectué en utilisant les données structurales des 

travaux de De jong et al. [120] ainsi que ceux obtenus expérimentalement dans la section 

précédente (IV.1.1) ; elles sont listées dans les deux tableaux (IV.1 et IV.2). Dans le tableau (IV.2), 

nos résultats de paramètres d’équilibre et le module de compressibilité obtenus à partir des calculs 

de LDA aussi bien de GGA sont regroupés et comparés avec certaines valeurs expérimentales 

disponibles dans la littérature [120]. 
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Figure IV.4. L’ajustement de l’équation d’état (EOS) pour le composé Li2Si2O5 en utilisant la LDA 

et GGA. 
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Composé : Li2Si2O5 

Groupe d’espace: Orthorhombique Ccc2 (n°=37), Z=4. 

Avant optimisationa  Après optimisationb 

Atome                x                  y                 z  

     Li             0.8484          0.9418        0.510 

     Si             0.3448          0.8515        0.5075 

     O1           0.1703          0.9278        0.5978 

     O2           0.5924          0.8623        0.6716 

     O3            0.25               0.75          0.5639 

 
 
 
 
 
 

 Atome                x                  y                  z 

     Li             0.8494        0.9434          0.5050 

     Si             0.3432        0.8528          0.5070 

     O1           0.1668        0.9292          0.6050 

     O2           0.5943        0.8639          0.6712  

     O3            0.25             0.75            0.5611 
a Les positions atomiques selon les travaux de  De Jong et al. [120] ; b Présent travail [129]. 

 

Tableau IV.1. Les positions atomiques avant et après l’optimisation de la structure orthorhombique 

de Li2Si2O5.  

 

 

Composé : Li2Si2O5   a0(Å)    b0(Å)   c0(Å) V0(Å3) B0(GPa)      

notre présent travail [129] 
(LDA) 
(GGA) 

 
5.708(7) 
5.920(9) 
 

 
14.401(7) 
14.800(2) 
 

 
4.712(9) 
4.858(2) 
 

 
387.48 
425.73 
 

 
77.152 
67.966 
 

(Exper)a 5.807 14.582 4.773 404.2         - 

 aValeurs expérimental [120]. 

Tableau IV.2. Les propriétés structurales de l’état fondamental de disilicate de lithium Li2Si2O5 en 

comparaison avec d’autres valeurs expérimentales. 

 

Dans la comparaison avec les données expérimentales, nos calculs de paramètres de maille 

d’équilibre (a0, b0et c0) et le volume par unité de cellule V0, sont en bon accord avec l’expérience. 

On peut noter que les paramètres de maille d’équilibre estimés théoriquement par le calcul dans 

l’approximation LDA sont légèrement sous-estimés par rapport aux valeurs expérimentales (à 

moins de 1.7%, 1.24%, 1.27%, pour a0, b0 et c0, respectivement) et légèrement surestimés, 

comparativement à notre calcul dans l’approximation GGA (à moins de 1.94%, 1.49% et1.78%). 

Cela dû au fait que la GGA donne une valeur d’énergie légèrement supérieure à celui en utilisant la 
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LDA. En ce qui concerne nos résultats du module de compressibilité, on n’a pas pu les comparer 

avec les résultats d’autres travaux expérimentaux ou théoriques par absence de ces derniers. De ce 

fait, nous pensons que cette partie de travail pourra servir à des futures études théoriques ou 

expérimentales et ouvre de nouvelles perspectives de recherche. 

La détermination de la stabilité structurale  des phases cristallines a une grande importance pour 

comprendre le comportement thermodynamique des vitrocéramiques. Afin d’évaluer la stabilité 

structurale de la phase Li2Si2O5, nous avons calculé leur enthalpie de formation. Ce dernier est 

considéré comme le meilleur indicateur de la stabilité des matériaux. En général, l’enthalpie de 

formation plus négative correspond à la bonne stabilité du matériau. L’enthalpie de formation de la 

phase Li2Si2O5 est donnée par la relation suivante : 

∆𝐻𝑓(𝐿𝑖2𝑆𝑖2𝑂5) = 𝐸𝑡𝑜𝑡(𝐿𝑖2𝑆𝑖2𝑂5) − 𝑛 [2𝐸(𝐿𝑖) + 2𝐸(𝑆𝑖) +
5

2
𝐸(𝑂2)] (𝐼𝑉. 3) 

 

où ∆𝐻𝑓(𝐿𝑖2𝑆𝑖2𝑂5) est l’enthalpie de formation,  Etot est l’énergie totale par unité de cellule du 

composé Li2Si2O5, E(X= Li, Si) représente l’énergie totale par atome de l’élément pure X, E(O2) est 

l’énergie totale de la molécule O2, et finalement n est le nombre d’unités formulaires Li2Si2O5 

contenant un cristal (n=4 pour le composé Li2Si2O5).  

La valeur de l’enthalpie de formation calculée dans le cadre de l’approximation GGA ainsi que les 

énergies totales du composé Li2Si2O5 et l’élément X, sont regroupées dans le tableau IV.3. À notre 

connaissance, l’enthalpie de formation de la phase Li2Si2O5 n’a pas été mesurée ou encore calculée 

jusqu’à présent. Par conséquent, notre valeur est considérée comme une quantité théorique 

prédictive et elle sera certainement une information importante à la communauté scientifique. 

Comme le montre le tableau IV.3, la négativité de la valeur calculée de l’enthalpie de formation 

signifie que la phase de disilicate de lithium Li2Si2O5 est énergétiquement plus stable. 

 

 

Composé : Li2Si2O5 

   Etot(eV)           E(Li)         E(Si)         E(O2)          ΔHf (KJ.mol-1)        ΔHf (KJ.mol-1/atome)  

-11167.27        -189.96     -107.25      -877.02           -1871.135                -51.976                           

 

Tableau IV.3. Calcul des énergies totales (en eV) et l’enthalpie de formation de la phase Li2Si2O5 

(la conversion de (eV/atome) au (KJ.mol-1) est ≈ 96.5 x N, où N est le nombre d’atomes par unité de 

cellule ; rappelons que N égal à 36 pour Li2Si2O5) [130]. 
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VI.2.3.2. Propriétés élastiques 

Les propriétés élastiques sont définies par le comportement des matériaux capables de reprendre 

leurs dimensions et leurs formes lorsque les forces qui produisent les déformations sont supprimées. 

La connaissance des propriétés élastiques joue un rôle important en fournissant des informations 

précieuses sur la stabilité structurale et les propriétés mécaniques d’un matériau. Sa stabilité 

élastique est représentée non seulement par son module de compressibilité B mais également par ses 

constantes élastiques Cij; quantités microscopiques reliant les contraintes aux déformations dans un 

solide [131]. 

Le comportement élastique des matériaux soumis à des forces appliquées est généralement bien 

décrit par les modèles basés sur une loi de comportement élastique linéaire, parmi lesquels la loi de 

Hook [132]. Cette loi permet d’établir assez facilement des relations entre les forces décrites par des 

tenseurs appelés tenseurs des contraintes qui déterminent la direction des forces et le plan sur lequel 

elle s’applique, et les réponses en terme de changements relatifs en dimension ou en forme appelées 

déformations, et sont également décrites par des tenseurs. Le rapport contrainte/ déformation est 

appelé module élastique (la loi de Hook): 

𝜎𝑖𝑗 =∑𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑘,𝑙

𝜀𝑘𝑙𝑜ù 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1 à 3                                                  (IV. 4) 

En notation contracté de Voigt la relation (IV.4) s’écrit : 

𝜎𝑗 =∑𝐶𝑖𝑗
𝑗

𝜀𝑗    𝑜ù 𝑖, 𝑗 = 1 à 6                                                              (IV. 5) 

où 𝐶𝑖𝑗sont les modules élastiques (habituellement appelés les constants élastiques) ; 𝜎 et 𝜀 

représentent respectivement les contraintes et les déformations subies par le matériau, définies par 

des tenseurs symétriques avec six composants indépendants : 

                        𝜎 = (
𝜎1 𝜎6 𝜎5
𝜎6 𝜎2 𝜎4
𝜎5 𝜎4 𝜎3

) (IV. 6) 

                        𝜀 =

(

 
 
𝜀1

1

2
𝜀6

1

2
𝜀5

1

2
𝜀6 𝜀2

1

2
𝜀4

1

2
𝜀5

1

2
𝜀4 𝜀3 )

 
 
(IV. 7)  

L’avantage de cette notation introduite par Voigt [133] est de faciliter l’écriture du tenseur 

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙d’ordre 4. Cependant pour 𝜀, un facteur ½ doit être introduit pour compenser les doubles 

comptages. On peut alors écrire la relation (IV.5) sous forme matricielle :  
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𝜎 =

(

  
 

𝜎1
𝜎2
𝜎3
𝜎4
𝜎5
𝜎6)

  
 
=

(

 
 
 

𝐶11
𝐶21
𝐶31

𝐶12
𝐶22
𝐶32

𝐶13
𝐶23
𝐶33

𝐶14
𝐶24
𝐶34

𝐶15
𝐶25
𝐶35

𝐶16
𝐶26
𝐶36

𝐶41
𝐶51

𝐶42
𝐶52

𝐶43
𝐶53

𝐶44
𝐶54

𝐶45
𝐶55

𝐶46
𝐶56

𝐶61 𝐶62 𝐶63 𝐶64 𝐶65 𝐶66)

 
 
 

(

  
 

𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝜀4
𝜀5
𝜀6)

  
 
(IV. 8) 

Le nombre totale de constantes élastiques est 36, et la relation 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑘𝑙𝑖𝑗permet de réduire ce 

nombre à seulement 21 constantes. Afin de simplifier au maximum la manipulation du tenseur 

élastique, les symétries des cristaux vont permettre de réduire encore ce nombre. Dans le cas des 

systèmes à symétrie orthorhombique, le tenseur élastique est caractérisé par 9 constantes élastiques 

indépendantesC11, C22, C33, C44, C55, C66, C12, C13 et C23, les autres composantes sont nulles. Les 

trois premières constantes élastiques C11, C22, C33représentent les résistances à la compression 

unidirectionnelle respectivement le long des directions principales [100], [010] et [001] (i.e., suivant 

les axes principaux a, b et c). D’autre part les six constantes élastiques qui restent C44, C55, C66, C12, 

C13 et C23définissent les résistances aux contraintes de cisaillement. Ces constantes élastiques nous 

permettent ainsi de comprendre les propriétés mécaniques du matériau. 

Dans le but d’évaluer les propriétés mécaniques de la phase cristalline de disilicate de lithium 

Li2Si2O5, nous avons calculé les constantes élastiques d’un monocristal orthorhombique de Li2Si2O5 

par l’application de petites contraintes à la maille à l’équilibre, puis nous avons déterminé les 

changements résultants dans l’énergie totale. L’énergie interne d’un cristal sous contrainte, fonction 

de son volume et du tenseur de déformation 𝐸(𝑉, 𝛿), peut être exprimée par un développement de 

Taylor en fonction des puissances du paramètre de distorsion 𝛿, en considérant sa valeur initiale 

(i.e. en statique, sans contrainte) 𝐸(𝑉0, 0)[132, 134], soit: 

𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 (∑𝜏𝑖𝜉𝑖
𝑖

𝛿𝑖 +
1

2
∑𝑐𝑖𝑗𝛿𝑖𝜉𝑖
𝑖𝑗

𝛿𝑗𝜉𝑗) + 𝛰(𝛿
3).                              (IV. 9) 

Dans cette équation, 𝑉 correspond au volume contraint de la maille, 𝑉0 à son volumeinitial, 𝜏𝑖 à un 

élément du tenseur des contraintes appliquées. Le facteur 𝜉𝑖, prend la valeur 1 si l'indice i est égal 

à1, 2, ou 3, et la valeur 2 si le nombre est égal à 4, 5 ou 6. Les neuf constantes élastiques sont 

identifiées à travers cette équation en utilisant neuf tenseurs de contraintes et par conséquent neuf 

matrices de distorsions (déformations dues aux contraintes). Dans le présent travail, nous avons 

tenu compte seules des petites distorsions afin de rester en dessous de la limite élastique du cristal. 

Les matrices de distorsions utilisées sont décrites dans les travaux de Ravindran et al. [134]. Les 

trois premières constantes élastiques C11, C22 et C33 ont été obtenues par les matrices de distorsions 

D1, D2 et D3, respectivement : 
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𝐷1 = (
1 + 𝛿 0 0
0 1 0
0 0 1

) ;    𝐷2 = (
1 0 0
0 1 + 𝛿 0
0 0 1

) ;  𝐷3 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1 + 𝛿

)(IV. 10) 

Les énergies correspondant aux ces distorsions orthorhombiques à volume non conservé sont 

données par les expressions suivantes : 

𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 (𝜏1𝛿 +
𝐶11
2
𝛿2) ;  𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 (𝜏2𝛿 +

𝐶22
2
𝛿2) 𝑒𝑡 

           𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 (𝜏3𝛿 +
𝐶33

2
𝛿2)                                                           (IV.11) 

Pour le calcul des constantes élastiques de cisaillement C44, C55et C66, nous avons utilisé les 

matrices de distorsions monocliniques à volume conservé D4, D5 et D6, respectivement :  

𝐷4 =

(

 
 
 
 
 

1

(1 − 𝛿2)
1

3

0 0

0
1

(1 − 𝛿2)
1

3

𝛿

(1 − 𝛿2)
1

3

0
𝛿

(1 − 𝛿2)
1

3

1

(1 − 𝛿2)
1

3)

 
 
 
 
 

; 𝐷5 =

(

 
 
 
 

1

(1 − 𝛿2)1/3
0

𝛿

(1 − 𝛿2)1/3

0
1

(1 − 𝛿2)1/3
0

𝛿

(1 − 𝛿2)1/3
0

1

(1 − 𝛿2)1/3)

 
 
 
 

; 

𝐷6 =

(

 
 

1

(1−𝛿2)1/3
𝛿

(1−𝛿2)1/3
0

𝛿

(1−𝛿2)1/3
1

(1−𝛿2)1/3
0

0 0
1

(1−𝛿2)1/3)

 
 

                                                           (IV.12) 

et les énergies associées aux D4, D5 et D6 peuvent s’écrire comme suit : 
 
            𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0(2𝜏4𝛿 + 2𝐶44𝛿

2);   𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0(2𝜏5𝛿 + 2𝐶55𝛿
2)𝑒𝑡  

        𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0(2𝜏6𝛿 + 2𝐶66𝛿2)  (IV.13) 

Enfin, les constantes C12, C13 et C23 sont calculées au moyen de types de distorsions 

orthorhombiques à volume conservé D7, D8 et D9, respectivement :  

𝐷7 =

(

 
 
 
 
 

1 + 𝛿

(1 − 𝛿2)
1

3

0 0

0
1 − 𝛿

(1 − 𝛿2)
1

3

0

0 0
1

(1 − 𝛿2)
1

3)

 
 
 
 
 

;  𝐷8 =

(

 
 
 
 

1 + 𝛿

(1 − 𝛿2)1/3
0 0

0
1

(1 − 𝛿2)1/3
0

0 0
1 − 𝛿

(1 − 𝛿2)1/3)

 
 
 
 

; 
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𝐷9 =

(

 
 

1

(1−𝛿2)1/3
0 0

0
1+𝛿

(1−𝛿2)1/3
0

0 0
1−𝛿

(1−𝛿2)1/3)

 
 

                                (IV.14)                            

Les énergies correspondant aux distorsions D7, D8 et D9 sont : 

          𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 [(𝜏1 − 𝜏2)𝛿 +
1

2
(𝐶11 + 𝐶22 − 2𝐶12)𝛿

2] ; 

         𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 [(𝜏1 − 𝜏3)𝛿 +
1

2
(𝐶11 + 𝐶33 − 2𝐶13)𝛿

2] ; 

        𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 [(𝜏2 − 𝜏3)𝛿 +
1

2
(𝐶22 + 𝐶33 − 2𝐶23)𝛿

2]      (IV.15)    

 

Les valeurs calculées des constantes élastiques du composé Li2Si2O5en phase orthorhombique à 

partir des deux approximations LDA et GGA sont présentées sur le tableau IV.4. Il est connu que 

l’approximation GGA sous-estime les modules d’élasticités par contre l’approximation LDA 

surestime ces modules. D’après les valeurs des constantes élastiques, on peut constater que le 

composé de disilicate de lithium Li2Si2O5est caractérisé par une grande résistance à la compression 

comparée à la résistance du cisaillement et que sa rigidité suivant la direction [010] est plus élevée 

par rapport aux deux directions [100] et [001] (C22˃ C33˃C11). 

Par ailleurs, selon les critères de stabilité mécanique des constantes élastiques de la structure 

orthorhombique [135]:C11>0, C22>0, C33>0, C44>0, C55>0, C66>0, [C11+ C22+ C33+2(C12+ C13+ 

C23)]>0, (C11+ C22− 2C12)>0, (C11+ C33− 2C13)>0, (C22+ C33− 2C23)>0, nous pouvons constater que 

les constantes élastiques calculées satisfassent toutes ces conditions de stabilité, ce qui indique que 

la phase orthorhombique de disilicate de lithium est stable contre les déformations élastiques.  

 

Composé: Li2Si2O5 C11 C22 C33 C44 C55 C66 C12 C13 C23 

notre présent travail 
(LDA) 

 
(GGA) 

 
132.62 
 
109.33 

 
180.92 
 
147.61 

 
144.52 
 
142.40 

 
43.15 
 
37.59 

 
71.71 
 
66.22 

 
59.45 
 
57.70 

 
56.14 
 
49.87 

 
36.53 
 
32.16 

 
28.70 
 
25.76 

 

Tableau IV.4. Calcul des constantes élastiques Cij(en GPa) du composé Li2Si2O5 [129]. 

 

À partir de la détermination des constantes élastiques, il est possible de calculer d’autres paramètres 

macroscopiques comme les modules de cisaillement (G) et de Young (E) ainsi que le coefficient de 
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Poisson(ν) qui sont des paramètres très importants pour la compréhension du comportement 

mécanique d'un matériau. Pour des cristaux orthorhombiques, ils sont liés aux constantes élastiques 

selon l’approximation de Voigt-Reuss-Hill [125-127] par les relations suivantes [136]: 

             𝐺 =
1

2
(𝐺𝑉 + 𝐺𝑅)  (IV. 16) 

où :𝐺𝑅 et 𝐺𝑉 représentes les modules de cisaillement de Reuss et Voigt, respectivement : 

           𝐺𝑅 = 15 {4[𝐶11(𝐶22 + 𝐶33 + 𝐶23) + 𝐶22(𝐶33 + 𝐶13) + 𝐶33𝐶12 − 𝐶12(𝐶23 + 𝐶12) −

                      𝐶13(𝐶12 + 𝐶13) − 𝐶23(𝐶13 + 𝐶23)]/∆ + 3 [(
1

𝐶44
) + (

1

𝐶55
) + (

1

𝐶66
)]}

−1

 (IV.17) 

          𝐺𝑉 =
1

15
(𝐶11 + 𝐶22 + 𝐶33 − 𝐶12 − 𝐶13 − 𝐶23) +

1

5
(𝐶44 + 𝐶55 + 𝐶66)           (IV. 18) 

           𝐸 =
9𝐵𝐺

3𝐵 + 𝐺
                                                                                                                   (IV. 19) 

           𝜈 =
3𝐵 − 2𝐺

2(3𝐵 + 𝐺)
                                                                                                             (IV. 20) 

avec : 𝐵 = 1

2
(𝐵𝑉 + 𝐵𝑅)    (IV. 21) 

            où : 𝐵𝑉et 𝐵𝑅, les modules de compressibilité de Voigt et Reuss, respectivement :  

            𝐵𝑉 =
1

9
[𝐶11 + 𝐶22 + 𝐶33 + 2(𝐶12 + 𝐶13 + 𝐶23)]    (VI. 22) 

           𝐵𝑅 = ∆[𝐶11(𝐶22 + 𝐶33 − 2𝐶23) + 𝐶22(𝐶33 − 2𝐶13) − 2𝐶33𝐶12 + 𝐶12(2𝐶23 − 𝐶12) +

𝐶13(2𝐶12 − 𝐶13) + 𝐶23(2𝐶13 − 𝐶23)]
−1    (IV.23) 

∆ est défini comme étant : 

            ∆= 𝐶13(𝐶12𝐶23 − 𝐶13𝐶22) + 𝐶23(𝐶12𝐶13 − 𝐶23𝐶11) + 𝐶33(𝐶11𝐶22 − 𝐶122 ) 

 

Les modules d’élasticité polycristallins calculés à partir des constantes élastiques sont listés dans le 

tableau IV.5. Il est important de souligner que, à notre connaissance, la littérature scientifique ne 

dispose d’aucun résultat concernant les valeurs expérimentales et théoriques des constantes et 

modules élastiques pour la phase de disilicate de lithium Li2Si2O5, ce qui nous conduit à considérer 

nos résultats comme des critères de comparaison pour d’éventuelles recherches expérimentales et 

théoriques. Cependant, il existe plusieurs mesures expérimentales rapportées sur des 

vitrocéramiques contenant d’environ 70% la phase cristalline de disilicate de lithium Li2Si2O5 [55, 

62, 123]. À titre de comparaison et en raison de l’absence des données expérimentales et théoriques, 

nous comparons nos résultats avec ces mesures expérimentales. D’après le tableau IV.5, on peut 

observer clairement que les valeurs prédites par nos calculs sont quelque peu différents des valeurs 

expérimentales. Les modules d’élasticités calculés (modules de cisaillement et de Young) sont 
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surestimés par rapport aux valeurs expérimentales à moins de ~ 30 à 35% en utilisant le calcul LDA 

et à moins de ~ 16 à 20% en utilisant la GGA, tandis que, le coefficient de Poisson (ν) est sous-

estimé de ~10 à 23% par rapport à celles de l’expérience. Cette différence a été prévue en raison de 

la présence de plusieurs facteurs, tels que la matrice amorphe résiduelle et la texture poly-cristalline 

des échantillons qui ont un impact significatif sur l’évaluation des propriétés des vitrocéramiques. Il 

est intéressant de noter que, les valeurs calculées en utilisant la GGA sont les plus proches à celles 

de l’expérience que les valeurs calculées en utilisant la LDA. Cela dû au fait que, l’approximation 

GGA prend en compte l’inhomogénéité de la densité de charge électronique. Nous avons également 

comparé les propriétés élastiques de notre composant avec d'autres composants qui sont les 

principaux cristaux formant l'émail dentaire, à savoir, l’hydroxyapatite (HAp), fluorapatite (FAp) 

(sera traité en détaille dans la partie IV.2.4) et carbonatapatite (CAp), de formules chimiques, 

Ca5(PO4)3OH, Ca5F(PO4)3 et Ca10(PO4)6CO3, respectivement. Les propriétés élastiques de ces 

composés illustrées dans le même tableau (IV.5) ont été calculées par des méthodes ab-intio basées 

sur la DFT. Il est évident que les modules de Young et de cisaillement de disilicate de lithium 

Li2Si2O5 sont plus élevés que ceux des autres composants, tandis que le module de compressibilité 

obtenu par le calcul GGA est inferieur à ceux de HAp et FAp, pendant qu’il est supérieur à CAp. 

Par conséquent, selon ces comportements mécaniques, le disilicate de lithium est plus rigide par 

rapport aux autres composés (rappelons que, le module de compressibilité ne donne aucune 

indication sur la dureté des matériaux). 

En outre, pour prédire les propriétés mécaniques telles que la ductilité et la fragilité des matières 

solides, certaines relations ont été proposées. Pugh [137] a proposé une relation simple qui relie 

empiriquement les propriétés plastiques des matériaux avec leurs modules d'élasticités par la 

relation B/G, d’où le module de cisaillement G représente la résistance à la déformation plastique, 

tandis que le module de compressibilité B représente leur résistance à la fracture. Le rapport élevé 

de B/G est associé à la ductilité, alors qu’une valeur faible correspond à la fragilité du matériau.  La 

valeur critique qui sépare le matériau ductile et fragile est d’environ 1.75, c'est à dire, si B/G>1.75, 

le matériau a un comportement ductile, par ailleurs, le matériau est fragile. Le rapport calculé de 

B/G pour le composé Li2Si2O5 est égal à 1.376 (1.356) en utilisant la LDA (GGA), ce qui indique 

que la phase de disilicate de lithium est de nature fragile. D'autre part, Frantsevich et al. [138], ont 

proposé d'établir une distinction fragilité et ductilité par la valeur du rapport de Poisson (ν). Selon 

Frantsevich, la valeur critique du rapport de Poisson (ν) d’un matériau est 1/3. Si ν<1/3, le matériau 

a un comportement fragile, autrement, le matériau a un comportement ductile. Du point de vue, le 

rapport de Poisson (ν) de Li2Si2O5 indique également le caractère de fragilité de ce matériau. 
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La dureté est une autre propriété mécanique qui est étroitement liée à la rigidité des matériaux. Elle 

est définie comme la résistance d'un matériau à la déformation permanente telle que l'indentation, 

l'usure et l'abrasion. Plus la dureté du matériau est élevée, plus sa résistance à la déformation. En 

général, la dureté est liée aux propriétés élastiques et plastiques d'un matériau. Pour les matériaux 

poly-cristallins, la dureté peut être prédite par une équation semi-empirique relativement simple 

basée sur le rapport de module de Pugh (k = G / B) et le module de cisaillement (G), donnée comme 

suit [139]: 

𝐻𝑉 = 2(𝑘
2𝐺)0.585 − 3                                                               (IV. 24) 

où 𝐻𝑉  désigne la dureté de Vickers (GPa). Les valeurs calculées de la dureté de la phase cristalline 

de disilicate de lithium, en utilisant les deux approximations LDA et GGA sont inscrites dans le 

tableau IV.5. Malheureusement, à notre connaissance, il n'y a aucune donnée disponible sur cette 

propriété pour cette phase dans la littérature ; les valeurs obtenues sont considérées purement 

prédictives et nous espérons que les futurs travaux expérimentaux vérifieront la validité de nos 

résultats. Cependant, les valeurs de la dureté prédites par nos calculs sont relativement supérieure en 

comparaison avec les résultats expérimentaux rapportés dans les références [55, 69, 123, 140]. Cela 

dû au fait que, les mesures de la micro-dureté dépendent aussi des caractéristiques spécifiques de 

l’échantillon telles que, la taille des grains, leur morphologie et les défauts existants, qui ont un 

impact significatif sur l’évaluation de la dureté des matériaux. 

De plus, le calcul des constantes élastiques nous a permis aussi de mesurer le degré d’anisotropie 

élastique de cette phase. Cette grandeur mécanique est un facteur important car il est fortement 

corrélé avec la possibilité d'induire des microfissures dans les matériaux [141]. Il est donc important 

de calculer l'anisotropie élastique d’un matériau afin de comprendre ces propriétés et de trouver des 

mécanismes qui permettront d'améliorer leur durabilité. Afin de quantifier l'anisotropie élastique de 

la phase cristalline Li2Si2O5, nous avons calculé les facteurs d’anisotropies de cisaillement (A) en 

utilisant les relations suivantes [134]: 

Le facteur d’anisotropie de cisaillement pour les plans de cisaillement {100} entre les directions 

<011> et <010> est donné comme suit: 

            𝐴1 =
4𝐶44

𝐶11 + 𝐶33 − 2𝐶13
           (IV. 25) 

 

Pour les plans de cisaillement {010} entre les directions <101>et <001> est donné par : 

       𝐴2 =
4𝐶55

𝐶22 +  𝐶33 − 2𝐶23
         (IV. 26) 
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Pour les plans de cisaillement {001} entre les directions <110>et <010> est donné par : 

          𝐴3 =
4𝐶66

𝐶11 + 𝐶22 − 2𝐶12
         (IV. 27) 

 

Les valeurs calculées des facteurs d’anisotropie de cisaillement en utilisant la LDA et GGA sont 

présentées dans le tableau IV.5. Pour un matériau isotrope les facteurs A1, A2, et A3 doivent être 

égaux à un, tandis que toute valeur inférieure ou supérieure à l'unité est une mesure de degré 

d'anisotropie élastique possédé par le matériau. Nous remarquons que les valeurs calculées sont 

relativement proches de l'unité, ce qui signifie que la phase de disilicate de lithium Li2Si2O5 est 

caractérisée par une faible anisotropie et par conséquent, elle possède une faible probabilité pour 

développer des microfissures ou des défauts de structure durant le processus de leur croissance. 

 

Matériaux G B E ν B/G HV A1 A2 A3 

Li2Si2O5 : nos 
calculs  (LDA) 

 
       (GGA) 

 
56.046 a 

 
50.126 a 

 
77.155 a 
 
67.966 a 
 

 
135.362 a 

 
120.704 a 

 
0.207 a 

 
0.204 a 

 
1.376 a 

 
1.356 a 

 
11.50 
 
10.83b 

 
0.845 a 

 
0.802 a 

 
1.070 a 

 
1.110 a 

 
1.181 a 

 
1.468 a 

 
Vitrocéramique 
à base Li2Si2O5 

(Exper) 

 

 
 
  42.6c 

 
 

- 

 
 
 104.2c 

 
 
0.269c 

 
 
- 

 
 
 5.77c 

 8.4* 

 
 
- 

 
 
- 

 
 
- 

 
Vitrocéramique 
IPS e.maxPress 

(Exper) 

 

 
- 

 
- 

 
  100d 

 
0.23e 

 
- 

 
 5.9d 

 

 5.5f 

 
- 

 
- 

 
- 

 
HAp (Théorie) 

 
FAp (Théorie) 
 
CAp (Théorie) 
 

 
  39.3g 
 
  39.2g 
 
31.55h 

 
   77g 
 
   81g 
 
   60.8h 

 
100.75g 
 
101.26g 
 
  80.69h 

 
0.282g 
 
0.291g 
 
0.279h 

 
1.96g 
 
2.06g 
 
1.92h 

 
- 
 
- 
 
- 

 
- 
 
- 
 
- 

 
- 
 
- 
 
- 

 
- 
 
- 
 
- 

aRéférence [129] ; bRéférence [130] ; cRéférence [123] ; dRéférence [55] ; eRéférence [62] ; 
fRéférence [69] ; gRéférence [142] ; hRéférence [143]. *Référence [140]. 

 

Tableau IV.5. Calcul des modules de cisaillement (G) et de Young (E) (en GPa), le coefficient de 

Poisson(ν), le rapport B/G, dureté de Vickers (HV) (en GPa) et les facteurs d’anisotropie de 

cisaillement (A1, A2 et A3) de la phase de disilicate de lithium Li2Si2O5 en comparaison avec 

d’autres valeurs expérimentales et théoriques. 
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IV.2.3.3. Propriétés électroniques 

Toutes les propriétés physico-chimiques d’un solide sont en effet reliées de manière directe ou 

indirecte à sa structure électronique. La connaissance de celle-ci permet d’avoir des informations 

sur le type de liaisons chimiques qui s’établit entre les constituants du matériau, l’origine des 

propriétés électroniques, optiques et structurales. 

Dans cette partie, on va présenter les résultats de notre étude relatifs à la structure électronique de 

disilicate de lithium (Li2Si2O5), via le calcul de la structure de bandes d’énergie (BS) et la densité 

d’états (DOS). La structure de bandes le long des directions de hautes symétries dans la zone de 

Brillouin pour le composé Li2Si2O5 est calculée à un volume d'équilibre (paramètres de maille 

d’équilibre) en utilisant l’approximation (GGA). Le résultat est représenté dans la figure IV.5. Nous 

constatons clairement qu’il y’a un grand gap d'énergie près du niveau de Fermi (fixé à l’origine des 

énergies) indiquant que ce composé a un caractère isolant dans son état stable. Le maximum de la 

bande de valence est situé au point N et le minimum de la bande de conduction est situé au point Γ. 

Nous concluons que notre composé a un gap indirect au point (N –Γ). La valeur de l’énergie de la 

bande interdite (ou du gap) estimé pour le composé Li2Si2O5 est d’environ ~ 5.1 eV. 

Pour élucider la nature de la structure de bandes électroniques, nous avons calculé la densité d’états 

totale (TDOS) et sa décomposition par sites et par orbitales (PDOS). Elles sont affichées dans la 

figure (IV.6) dans une gamme d’énergie de -10 à 15 eV. La densité d’états (DOS) montre trois 

régions principales :  

    - la première région- dans le bas de la bande de valence (inférieure à -5.0 eV)- est principalement 

dominée par les états Si-(s, p) avec une faible contribution des états O-2p.  

    - la deuxième région- du haut de la bande de valence jusqu’au niveau de Fermi (-5.0 à 0 eV)- est 

essentiellement composée par les états O-2p hybridés avec une faible quantité des états Si-(s, p) et 

O-2s. 

   - la troisième région du haut de la bande de conduction est formée par l’hybridation des états Si-

(s, p), Li-2s et O-2p. 

De plus, les états Si-(s, p) et O-(s, p) hybridés qui apparaissent dans la bande de valence indiquent 

que la force des liaisons Si-O est plus forte que celle des liaisons Li-O. Ceci est le caractère 

structurel important de ce composé. L’analyse de la densité d’états partielle (PDOS) suggère aussi 

des interactions ioniques pourraient être formées entre les orbites Si-2s, 2p et les orbites O-2s, 2p, et 

des interactions covalentes entre les orbites O-2p et les orbites Si-3p, 3s.  
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Figure IV.5. Calcul de structure de bandes du composé Li2Si2O5 suivant les directions de haute 

symétrie dans la zone de Brillouin [129]. 

 

 

Figure IV.6. Densité d’états totale (TDOS) et partielle (PDOS) du composé Li2Si2O5 [129]. 
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IV.2.3.4. Propriétés optiques 

Les propriétés optiques fondamentales du composé Li2Si2O5 sont présentées et discutées dans cette 

partie afin de fournir une bonne compréhension de la réponse optique de cette phase et leur 

influence sur le comportement optique de vitrocéramique. 

Les propriétés optiques d'un solide peuvent être décrites en termes de sa fonction diélectrique 𝜀(𝜔) 

qui caractérise la réponse linéaire du matériau soumis à un champ électromagnétique externe, et par 

conséquent régit le comportement de propagation d'un rayonnement dans un milieu. Dans le cas 

d'un champ statique, la fonction diélectrique dépendant de la fréquence est une grandeur réelle, 

alors que dans le cas d'un champ dynamique, est une fonction complexe donnée par : 𝜀(𝜔) =

𝜀1 (𝜔) + 𝑖𝜀2(𝜔), où 𝜀1 (𝜔) et 𝜀2(𝜔) sont respectivement les parties réelle et imaginaire de la 

fonction diélectrique. La partie imaginaire de la fonction diélectrique représente l'absorption optique 

dans le milieu, qui peut être calculée à partir des éléments de matrice du moment entre les états 

électroniques occupées et inoccupées dans la première zone de Brillouin donnée par l’équation 

suivante [144]: 

𝜀2(𝜔) =  
2𝑒2𝜋

Ω𝜀0 
∑|⟨𝜓𝑘

𝑐|𝑢⃗ . 𝑟 |𝜓𝑘
𝑣⟩|2

𝑘,𝑣,𝑐

𝛿(𝐸𝑘
𝑐 − 𝐸𝑘

𝑣 − ℏ𝜔)        (IV. 28) 

où ω est la fréquence des photons incidents, e est la charge de l’électron et Ω est le volume du 

cristal, 𝑟  est le vecteur de position et 𝑢⃗  est le vecteur unitaire définissant la polarisation de l'onde 

électromagnétique incidente, 𝜓𝑘𝑐et 𝜓𝑘𝑣sont les fonctions d'onde de la bande de conduction (CB) et de 

la bande de valence (VB), respectivement. La partie réelle de la fonction diélectrique 𝜀1 (𝜔)peut-

être dérivée de la partie imaginaire en utilisant la transformation de Kramers-Kronig [145, 146]: 

 

𝜀1 (𝜔) = 1 +
2

𝜋
𝑃∫

𝜔′𝜀2(𝜔
′)𝑑𝜔′

𝜔′2 −𝜔2

∞

0

         (IV. 29) 

où : P implique la valeur principale de l'intégrale. La connaissance des deux parties réelle et 

imaginaire de la fonction diélectrique permet de calculer d’autres paramètres optiques tels que, 

l’indice de réfraction n(ω), le coefficient d’extinction k(ω), le coefficient d’absorption α(ω) et la 

réflectivité optique R(ω) en utilisant les relations suivantes [147, 148]: 

𝑛(𝜔) = [
√𝜀1

2(𝜔) + 𝜀2
2(𝜔) + 𝜀1(𝜔)

2
]

1

2

    (IV. 30)  

𝑘(𝜔) =  [
√𝜀1

2(𝜔) + 𝜀2
2(𝜔) − 𝜀1(𝜔)

2
]

1

2

   (IV. 31) 
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𝛼(𝜔) = √2𝜔 [√𝜀1
2(𝜔) + 𝜀2

2(𝜔) − 𝜀1(𝜔)]

1

2

      (IV. 32) 

𝑅(𝜔) = |
√𝜀(𝜔) − 1

√𝜀(𝜔) + 1
|

2

=
(𝑛 − 1)2 + 𝑘2

(𝑛 + 1)2 + 𝑘2
       (IV. 33) 

 

Toutes les propriétés optiques sont calculées à la constante d’équilibre de maille en utilisant 

l’approximation GGA pour des énergies de photons allant jusqu’à 40 eV. La variation de la partie 

réelle 𝜀1 (𝜔) et la partie imaginaire 𝜀2(𝜔) de la fonction diélectrique du composé Li2Si2O5 en 

fonction de l’énergie des photons sont présentés par la figure IV.7. Le spectre de la partie 

imaginaire 𝜀2(𝜔) présente un pic  distingué centré à 9.3 eV suivi par deux pics de faibles intensités 

situés à 11.9 eV et 15.3 eV, tandis que le spectre 𝜀1 (𝜔)de la partie dispersive montre un pic et un 

creux situés à 7.9 eV et 12.66 eV respectivement, dans l’intervalle d’énergie 5-17 eV. On peut voir 

aussi que les parties imaginaire et réelle ne présentent aucune variation dans la zone de haute 

énergie (énergie supérieure à 20 eV). Ces résultats calculés ne peuvent pas être comparés avec les 

mesures expérimentales car ces derniers ne sont pas disponibles jusqu'à présent. 

Pour donner une meilleure compréhension des principales caractéristiques de la fonction 

diélectrique qui est principalement liée à la structure électronique, en faisant recours aux propriétés 

électroniques entamées auparavant. A partir de l’analyse de la densité d’états de disilicate de 

lithium Li2Si2O5 dans sa structure stable (orthorhombique Ccc2), l’origine du premier pic de la 

partie imaginaire provient essentiellement de la transition des électrons entre les états O-2p de la 

bande de valence (BV) et les états vides de Si-3p de la bande de conduction (BC). Le second et le 

troisième pic sont probablement attribués à des transitions électroniques interbandes entre les états 

O-2p (BV) et les états Li-2s (BC). Il est à noter que les pics observées dans le spectre de 𝜀2(𝜔) ne 

correspond pas à une seule  transition d’interbandes puisque beaucoup de transitions directes ou 

indirectes peuvent être trouvées dans la structure de bande avec une énergie correspondant au même 

pic [149]. On remarque aussi que la valeur de la partie imaginaire est nulle à basse fréquences au-

dessous de la bande interdite (énergie inférieure à 5 eV). Ceci suggère que les photons incidents ne 

subissent aucune interaction avec le milieu et ils sont transmis sans aucune perte d'énergie. Le 

disilicate de lithium Li2Si2O5 se comporte donc d’une manière transparente dans cette gamme 

d’énergie. Concernant la partie réelle de la fonction diélectrique, la quantité physique la plus 

importante est la constante diélectrique statique 𝜀1 (0), qui est la partie électronique, dépend 

fortement de la largeur de gap d’énergie. Elle est donnée par le passage de la partie réelle de la 

fonction diélectrique 𝜀1(𝜔) prés de la limite de zéro-fréquence. La valeur calculée de 𝜀1 (0) à 
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l’équilibre hydrostatique du paramètre de maille de Li2Si2O5 est d’environ 1.83. On peut voir 

clairement que la valeur de la partie réelle devient négative pour une énergie du photon 12.66 eV, 

indiquant ainsi que ce composé possède une propriété de réflexion métallique pour cette onde 

électromagnétique incidente. Donc le composé Li2Si2O5 peut servir comme matériau de protection 

contre les radiations dans les limites de cette énergie spécifique. 

Nos calculs de l’indice de réfraction n(ω) et le coefficient d’extinction k(ω) par rapport à l’énergie 

des photons sont affichés sur la figure IV.8. On peut observer que, les spectres de n(ω) et k(ω) 

suivent de près la partie réelle et imaginaire de la fonction diélectrique, respectivement. D’après la 

courbe de n(ω), la valeur de l’indice de réfraction statique n(0) (valeur obtenue à la limite de zéro-

fréquence) du composé étudié est 1.35. On peut également calculer ce paramètre à partir de la 

constante diélectrique statique par la relation suivante : 

𝑛(0) = [𝜀1 (0)]
1

2       (IV. 34) 

L’indice de réfraction statique calculée à partir de cette relation est identique à celui obtenu à partir 

de la figure IV.7 (c-à-d, n(0) = [ε1(0)]1/2 = [1.83]1/2 = 1.35). Les valeurs obtenues de 𝑛(0) et 𝜀1 (0) 

sont purement prédictives puisque nous ne disposons d’aucune valeur expérimentale ou théorique 

jusqu’à présent, à l’exception de quelques valeurs mesurées pour un disilicate de lithium Li2Si2O5 

cristallisé dans des phases métastables (c’est-à-dire des phases orthorhombiques du groupes 

d’espaces Cccm (n°=66)[150] et Pbcn (n°=60) [151]). Nos résultats sont relativement plus proches 

aux résultats obtenus ci-dessus avec un écart de 12.9% en comparaison avec les résultats 

expérimentaux [150] et de 7.6% par rapport à la valeur théorique [151] (voir le tableau IV.6). Par 

conséquent, nos résultats permettent de combler le manque d’informations sur ce composé dans la 

phase stable. Si nous examinons les spectres de la figure IV.8, nous pouvons remarquer que l’indice 

de réfraction varie en douceur dans la gamme infrarouge-visible, ensuite augmente rapidement avec 

l’augmentation d’énergie pour atteindre la valeur maximale 1.83 qui correspond un pic dans 

l’ultraviolet à environ 8.3 eV. Ce pic est suivi par une diminution qui atteint un niveau minimum 

d’environ 0.6 dans la région de haute énergie. A basse énergie dans la région de l'infrarouge-visible, 

le coefficient d'extinction est nul indiquant que la phase de Li2Si2O5 est en fait transparente. Le 

coefficient d’extinction k(ω) atteint une valeur maximale d’environ 0.96 à 9.93 eV (région 

ultraviolet). D'autre part, le coefficient d'extinction k (ω) peut constituer un critère important pour le 

phénomène de la fluorescence; plus k est grand, plus élevée sera la fluorescence. Il est clair que la 

courbe du coefficient d’extinction k (ω) présente une absorption très élevée dans l’ultraviolet, 

indiquant que le disilicate de lithium Li2Si2O5 pourrait être un matériau fluorescent.  
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Figure IV.7. La variation de la partie réelle 𝜀1(𝜔)et la partie imaginaire 𝜀2(𝜔)de la fonction 

diélectrique en fonction de l’énergie du photon de la phase Li2Si2O5 [130]. 

 

Figure IV.8. La variation de l’indice de réfraction n(ω) et le coefficient d’extinction k(ω) en 

fonction de  l’énergie du photon de la phase Li2Si2O5 [130]. 
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Composé Groupe d’espace  ε1(0)    n(0)                                     n(ω) 

         Infrarouge               Visible                       UV 

Li2Si2O5 (Nos 

calculs) [130] 

Orthorhombique 

(Ccc2) 

1.83 
 

  1.35 
 

     1.352–1.363           1.363–1.392            1.393–1.828 
 

Li2Si2O5 

(Exper)a 

Orthorhombique 

(Cccm) 

-   1.55 -                              -      - 
 

Li2Si2O5 

(Théorie)b 

Orthorhombique 

(Pbcn) 

1.70 - -                              -                                 - 

a valeur expérimental [150]. 
b valeur théorique [151]. 
 

Tableau IV.6. Calcul de la constante diélectrique statique 𝜀1(0), l’indice de réfraction statique n(0) 

et l’indice de réfraction n(ω) en fonction de l’énergie pour la phase Li2Si2O5en comparaison avec 

d’autres travaux.  

 

L'absorption de la lumière par un milieu optique est quantifiée par son coefficient d'absorption α(ω). 

Il est défini comme la fraction de la puissance absorbée dans une unité de longueur du milieu. Le 

coefficient d'absorption est une fonction de forte fréquence, de sorte que les matériaux optiques 

peuvent absorber une couleur, mais pas l'autre. La figure IV.9 montre la variation du coefficient 

d’absorption α(ω) de la phase optique de disilicate de lithium Li2Si2O5 en fonction de l’énergie des 

photons incidents. D’après la figure, on peut voir que l’absorption de la lumière est nulle dans la 

région de faible énergie. Ceci s’explique principalement par l’absence de la transition interbande en 

raison du caractère isolant du composé Li2Si2O5. Le seuil d’absorption commence à environ 5.1 eV, 

correspondant à la transition indirecte au point (N –Γ) des états électroniques O-2p de la plus haute 

bande de valence vers les états électroniques vides Si-3p, situés au bas de la bande de conduction. 

Le spectre d’absorption présente trois pics situés près de 10 eV, 12.2 eV et 15.5 eV. Ces pics 

observés sont liés aux pics de la partie imaginaire de la fonction diélectrique et aux transitions 

électroniques correspondantes. Le coefficient d’absorption diminue dans la région de haute énergie 

et devient nul pour l’énergie des photons supérieure à 20 eV. 

Le coefficient de réflexion R(ω) est aussi un autre paramètre optique très important car il caractérise 

la partie d’énergie réfléchie à l’interface du solide. La réflectivité optique R(ω) de la phase Li2Si2O5 

est représentée par la figure IV.10. Dans la gamme de 0 à 5 eV, la réflectivité calculée est inférieure 
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à 4 %. Elle augmente ensuite avec l’énergie des photons dans la gamme de l’ultraviolet jusqu’à ce 

qu’elle atteint une valeur maximale d’environ 18.7 % à 12.7 eV, puis commence à diminuer dans la 

région de haute énergie. Il est intéressant de noter que la réflectivité maximale se produit lorsque la 

partie réelle de la fonction diélectrique 𝜀1 (𝜔) passe au dessous de zéro, comme le montre les 

figures IV.7 et IV.10. 

Selon les spectres d’absorption et de réflectivité, nous pouvons conclure que la phase de disilicte de 

lithium Li2Si2O5 transmet des fréquences inférieures à 5 eV. Cela signifie que cette phase est 

théoriquement transparente dans le visible et l’infrarouge.   

 

Enfin, les propriétés optiques ci-dessus de la phase de disilicate de lithium Li2Si2O5 peuvent nous 

donner une idée sur le comportement optique de la vitrocéramique. Par exemple, la transparence, 

l'opacité et la brillance de ce matériau peuvent dépendre de la différence de l’indice de réfraction 

entre la phase cristalline et la matrice vitreuse. Si l’écart est plus élevé, par exemple, une luminosité 

élevée peut être obtenue, mais à peine les propriétés translucides peuvent être créées à cause de la 

forte diffusion de la lumière lors du passage à travers le milieu [152]. L’écart entre l’indice de 

réfraction calculé de la phase Li2Si2O5 (1,363 à 1,392 dans le domaine visible) en tant qu’un agent 

opacifiant et celui de la matrice vitreuse (1.5 à 1.55 [152]) étant plus faible, ce qui suggère que cette 

phase pourrait fournir un matériau vitrocéramique translucide. En outre, contrairement aux 

céramiques opaques classiques tels que l’oxyde de zirconium ZrO2 (indice de réfraction 2.1 à 2.2) et 

l’oxyde de titane TiO2 (indice de réfraction 2.5 à 2.6), où l'indice de réfraction est considérablement 

supérieur à celui de la matrice vitreuse, l'opacité des vitrocéramiques contenant la phase de 

disilicate de lithium Li2Si2O5 peuvent être idéalement adapté pour les restaurations dentaires 

esthétiques. 
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Figure IV.9. La variation du coefficient d’absorption α(ω)en fonction de l’énergie des photons de 

la phase Li2Si2O5 [130].  

 

Figure IV.10. La variation de la réflectivité optique R(ω) en fonction de l’énergie des photons de la 

phase Li2Si2O5 [130].  
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VI.2.4. Propriétés de la phase fluorapatiteCa5(PO4)3F 

VI.2.4.1. Propriétés structurales 

Avant de calculer les propriétés physiques et mécaniques de la phase fluorapatite et les comparer 

avec celles de la phase disilicate de lithium, nous réalisons d’abord une optimisation géométrique 

en minimisant l’énergie totale du composé Ca5(PO4)3F, afin de calculer les paramètres de maille 

d’équilibre de la structure relaxée (optimisée). Les paramètres de maille et les coordonnées des 

différents atomes qui servent à construire la maille de départ (initiale) de Ca5(PO4)3F optimisée par 

le code CASTEP, sont pris à partir des données expérimentales de Hughes et al. [121] et les 

mesures expérimentale du paragraphe (IV.1.2). La minimisation de l’énergie a permis d’obtenir la 

maille de l’état fondamentale comme nous indique la figure IV.11. Les paramètres de maille 

d’équilibre (a0, c0) et le volume par unité de cellule V0 calculés dans le cadre de l’approximation 

GGA sont rassemblés avec d’autres données expérimentales et théoriques dans le tableau IV.7. Les 

paramètres a0, c0et V0 sont en général en bon accord avec l’expérimental avec un écart de 1.12%, 

0.46% et 2.7%, respectivement, et bien plus consistants avec les résultats théoriques calculés par 

Menéndez et al.[142]. Nous avons aussi calculé le module de compressibilité B0 qui est un autre 

paramètre de l’équilibre statique par l’ajustement de l’équation d’état (IV.1) (figure IV.12), le 

résultat obtenu est également présenté dans le tableau IV.7 et comparé avec d’autres calculs 

théoriques. La valeur calculée de B0 est comparable à celle calculée par Menéndez et al. [142] et 

Cheng et al. [153]. D’autre part, il est évident que le module de compressibilité du composé 

Ca5(PO4)3F est relativement élevé que celui du composé Li2Si2O5, ce qui indique que la phase de la 

fluorapatite est moins compressible comparativement à celle de disilicate de lithium.  

 

 

Figure IV.11. Maille optimisée (relaxée) du composé Ca5(PO4)3F. 

 

 



Chapitre IV :                                                                          Résultats et discussions 
 

81 
 

 

Figure IV.12. L’ajustement de l’équation d’état (EOS) pour le composé Ca5(PO4)3F en utilisant la 

GGA. 

 

 

  Composé : 
Ca5(PO4)3F 

Groupe d’espace Atome 
par unité 
de cellule 

a0(Å) b0(Å) c0(Å) V0(Å3) B0(GPa) 

Nos calculs 
(GGA) [130] 

hexagonale   
P63/m 

       

     42 
 

  9.504 
 

  9.504 
 

  6.910 
 

540.63 
 

  76.09 
 

 
(Exper)a 

 
 

  
  9.397 

 
  9.397 

 
  6.878 

 
525.98 

 
      - 

(Théorie)b 

 

(Théorie)c 

    9.509 
 
  9.404 

  9.509 
 
  9.404 

  6.898 
 
  6.891 

540.18       
 
527.81 

  81 
 
  84.4 

a valeurs expérimentale [121]. 
b et c valeurs théoriques [142, 153]. 
 
Tableau IV.7. Paramètres de maille à l’équilibre et module de compressibilité B0 en comparaison 

avec les données expérimentales et d’autres calculs théoriques de la phase fluorapatite Ca5(PO4)3F.  

 

Dans le but d’examiner la stabilité structurale de la phase fluorapatite Ca5(PO4)3F, nous avons 

calculé leur enthalpie de formation en utilisant l’expression suivante : 
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∆𝐻𝑓(𝐶𝑎5(𝑃𝑂4)3𝐹) = 𝐸𝑡𝑜𝑡(𝐶𝑎5(𝑃𝑂4)3𝐹) − 𝑛 [5𝐸(𝐶𝑎) + 3𝐸(𝑃) + 6𝐸(𝑂2) +
1

2
𝐸(𝐹2)]      (IV.35) 

d’où n=2 pour le composé Ca5(PO4)3F. Le résultat obtenu ainsi que d’autres résultats expérimentaux 

et théoriques précédemment développés sont présentés dans le tableau IV.8. À partir de ce dernier, 

on peut voir que notre valeur calculée est très proche de celle mesurée expérimentalement [154-

156], la différence étant seulement environ  2.2%. On peut noter que l’erreur entre notre valeur et 

l’expérience est probablement liée à la négligence des paramètres tels que le changement dans le 

terme pression-volume (PV) ainsi que la température (notons que, les énergies internes ont été 

calculées à zéro degré, alors que les mesures expérimentales ont été effectuées à 298 K). De plus, 

nous avons enregistré presque le même écart en comparaison avec des valeurs théoriques récentes 

rapportées par Cheng et al. [153] et Njema et al. [157], en utilisant la méthode de pseudo-potentiel 

(PP-GGA) implantée dans le code CASTEP et QUANTUM-ESPRESSO, respectivement. Le 

tableau IV.8 montre aussi que la valeur de l’enthalpie de formation obtenue est plus négative. Cela 

signifie que la phase examinée est parfaitement stable. En outre, comparant cette valeur avec celle 

de la phase de disilicate de lithium Li2Si2O5, il en résulte que la phase de la fluorapatite Ca5(PO4)3F 

est énergétiquement la plus stable même à des températures élevée. D’autre part, il a été rapporté 

que les solides ayant une enthalpie de formation plus négative, possèdent généralement une 

température de fusion plus élevée [153]. D’après celle-ci, nos calculs de l’enthalpie de formation 

suggèrent que la phase de la fluoraptite Ca5(PO4)3F à la température de fusion la plus élevée (1917 

K [158] contre 1306 K [159] pour Li2Si2O5). En conséquence, les vitrocéramiques à base de 

cristaux de Ca5(PO4)3F devraient être thermodynamiquement plus stables que ceux basés sur les 

cristaux de Li2Si2O5.  

 

Composé : Ca5(PO4)3F 

Etot(eV)           E(Ca)        E(P)       E(O2)     E(F2)       ΔHf(KJ.mol-1)       ΔHf(KJ.mol-1/atome)        Réfs 

-23083.23     -1001.45   -179.97    -877.02   -1327.3         -13256.205                 -315.624         Ce travail (GGA)* 
                                                                                           -13545                        -322.5              [154] 
                                                                                            -13548                        -322.57                          [155] 
                                                                                    -13598                        -323.76                          [156] 
                                                                                   -12884.64                   -306.7                            [157]        
                                                                                           -13604.64                   -323.92                          [153] 

*Référence [130]. 

Tableau IV.8. Calcul des énergies totales (en eV) et l’enthalpie de formation de la phase 

Ca5(PO4)3F; la conversion de (eV/atome) au (KJ.mol-1) est ≈ 96.5 x N, où N égal à 42 pour 

Ca5(PO4)3F.  
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IV.2.4.2. Propriétés élastiques 

Le système à symétrie hexagonale pour la phase de la fluorapatite Ca5(PO4)3F, nécessite cinq 

coefficients élastiques indépendants pour décrire son comportement élastique et le tenseur des 

constantes élastiques se simplifier par symétrie : 

 

𝐶 =

(

  
 

𝐶11
𝐶12
𝐶13
0
0
0

  𝐶12
  𝐶11
  𝐶13
  0  
  0  
  0  

  𝐶13
  𝐶13
  𝐶33
  0  
  0  
  0  

  0  
  0  
  0  
  𝐶55
  0
  0

  0  
  0  
  0  
  0  
  𝐶55
  0  

  0
  0
  0
  0
  0
   𝐶66)

  
 

                                               (IV.36) 

Avec :  𝐶66 =
1

2
(𝐶11 − 𝐶12) 

Puisque nous avons cinq constantes élastiques indépendantes (C11, C12, C13, C33 etC55), alors nous 

avons besoin de cinq matrices de distorsions pour les déterminer. Les matrices de distorsions 

utilisées dans l’équation IV.8 sont décrites dans les travaux de Fast et al. [160]. La première 

distorsion qui s’écrit comme suit : 

𝐷1 = (
1 + 𝛿 0 0
0 1 + 𝛿 0
0 0 1

)         (IV. 37) 

change la taille du plan de base construit par les axes "a"  et "b", alors l’axe "c" reste inchangé, par 

conséquent, la symétrie de la maille perturbée est toujours hexagonale. L’énergie associée à cette 

distorsion peut être obtenue en mettant les valeurs de la matrice de déformation (Eq. IV.37) dans 

l’équation IV.9, et on obtient l’expression suivant : 

𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0[(𝜏1 + 𝜏2)𝛿 + (𝐶11 + 𝐶12)𝛿
2]        (IV. 38) 

La seconde distorsion donne une augmentation suivant l’axe "a" et diminution de l’axe "b" avec une 

quantité égale, tandis que, l’axe "c" reste constant. Ceci résulte un système de symétrie 

monoclinique : 

𝐷2 = (
1 + 𝛿 0 0
0 1 − 𝛿 0
0 0 1

)         (IV. 39) 

et une énergie correspondante qui s’écrit comme suit : 

𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0[(𝜏1 − 𝜏2)𝛿 + (𝐶11 − 𝐶12)𝛿
2]       (IV. 40) 

En combinant les équations (IV.38) et (IV.40), on peut déterminer facilement les deux constantes 

élastiques C11 et C12. Pour calculer la constante élastique C33, nous avons utilisé une matrice de 
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distorsion hexagonale à volume non conservé (allongement de l’axe "c", tandis que les axes "a" et 

"b" sont inchangés) D3 : 

𝐷3 = (
1     0   0
0     1   0
0     0   1 + 𝛿

)        (IV. 41) 

Dans ce cas, l’expression de l’énergie totale devient : 

𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 (𝜏3𝛿 +
𝐶33
2
𝛿2)       (IV. 42) 

La quatrième constante élastique C55 est déterminée au moyen d’une déformation triclinique D4 : 

𝐷4 = (
1     0     𝛿
0     1     0
𝛿     0     1

)           (IV. 43) 

où l’énergie associée à cette déformation est : 

𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0(𝜏5𝛿 + 2𝐶55𝛿
2)        (IV. 44) 

Pour la dernière constante élastique C13, on a utilisé la matrice de distorsion D5 qui donne une 
compression ou expansion au système. Cela permet de préserver la symétrie mais change le volume. 

 

𝐷5 = (
1 + 𝛿     0     0
0     1 + 𝛿     0
0     0     1 + 𝛿

)        (IV. 45) 

La constante C13 est déduite à partir de l’expression de l’énergie totale correspondante : 

𝐸(𝑉, 𝛿) = 𝐸(𝑉0, 0) + 𝑉0 [(𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3)𝛿 +
1

2
(2𝐶11 + 2𝐶12 + 4𝐶13 + 𝐶33)𝛿

2]      (IV. 46) 
 
Nos résultats des constantes élastiques calculées en utilisant l’approximation GGA sont illustrés 

dans le tableau IV.9 en comparaison avec d’autres données théoriques [142, 153] et des mesures 

expérimentales disponibles [161, 162]. On peut remarquer que nos valeurs de C11, C33 et C12 sont 

inférieures à celles mesurées expérimentalement [161] avec des écarts de 17%, 15.2% et 34.9%, 

respectivement. Toutefois, nos résultats sont généralement en bon accord avec les résultats 

théoriques avec un écart maximum de 11% concernant la constante C11. De toute évidence, la 

constante C33 est plus élevée que C11et C22 (C11= C22 pour une structure hexagonale) ce qui indique 

que l’axe "a" et "b" sont plus compressibles que l’axe "c". On peut expliquer ce résultat par 

l’existence de la liaison covalente entre les atomes dans la direction [0001] qui entraîne une grande 

cohésion du cristal le long de l’axe "z". D’autre part, la phase hexagonale de la fluorapatite 

Ca5(PO4)3F doit être stable mécaniquement dans les conditions normales car les constantes 
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élastiques calculées vérifient tous les critères de stabilité mécanique suivants [135]:C44>0, C11>C12, 

(C11 + 2C12) C33> 2(C13)2. 

 

 

Composé: Ca5(PO4)3F   C11   C12 C13 C33 C55 C66 

 
Ce travail (GGA) [126] 

 

 
119.1 

 
28.97 

 
65.31 

 
153.0 

 
44.08 

 
45.06 

 
(Théorie)a 

 

 
126.36 

 
36.2 

 
63.4 

 
167.6 

 
34.0 

 
45.08 

 
(Théorie)b 

 

 
133.8 

 
41.2 

 
63.5 

 
168.3 

 
44.0 

 
46.3 

 
(Exper)c 

 

 
143.4 

 
44.5 

 
57.5 

 
180.5 

 
41.5 

 
49.4 

 
(Exper)d 

 

 
152.0 

 
49.7 

 
63.2 

 
185.8 

 
42.8 

 
51.2 

 a Réf [142] ; b Réf [153] ; c Réf [161] ; dRéf [162]. 

 
Tableau IV.9. Les constantes élastiques Cij (en GPa) calculées pour le composé Ca5(PO4)3F en 

comparaison avec d’autres valeurs théoriques et expérimentales.  

 
 
 
Après avoir calculé les constantes élastiques, nous pouvons facilement calculer d’autres propriétés 

mécaniques de la phase fluorapatite à savoir, les modules d’élasticités polycristallins (modules de 

Young E et de cisaillement G), le coefficient de Poisson ν, le rapport B/G pour décrire la 

fragilité/ductilité du matériau, dureté de Vickers HV et l’anisotropie élastique A, en utilisant les 

équations citées précédemment. Les modules de compression et les modules de cisaillement de 

Voigt (BV, GV) et Reuss (BR, GR) pour la phase hexagonale sont donnés par les expressions 

suivantes [163]:  

𝐵𝑉 =
1

9
[2(𝐶11 + 𝐶12) + 4𝐶13 + 𝐶33]        (IV. 47) 

  

𝐵𝑅 =
(𝐶11 + 𝐶12)𝐶33 − 2𝐶

2
13

𝐶11 + 𝐶12 + 2𝐶33 − 4𝐶13
  =

𝐶2

𝑀
      (IV. 48) 

  

𝐺𝑉 =
1

30
(𝑀 + 12𝐶44 + 12𝐶66)         (IV. 49)            
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𝐺𝑅 = (
5

2
) [

𝐶2𝐶44𝐶66
3𝐵𝑉𝐶44𝐶66 + 𝐶2(𝐶44 + 𝐶66)

]        (IV. 50) 

 
 
Les résultats obtenus des propriétés mécaniques ainsi que d’autres résultats théoriques et 

expérimentaux disponibles sont présentés dans le tableau IV.10. Nous pouvons voir clairement que 

nos résultats sont en bon accord avec les données théoriques citées dans les références [142, 153]. 

Cependant, les valeurs du module de Young E et le coefficient Poisson ν prédites par nos calculs 

sont relativement différents comparativement aux valeurs expérimentales rapportées sur des 

échantillons polycristallins (vitrocéramiques) contenant des cristaux de fluorapatite Ca5(PO4)3F 

[164, 165]. Cette différence peut être due à l’effet de la matrice amorphe résiduelle (notons que ces 

vitrocéramiques possèdent une faible cristallinité). Il est intéressant de noter que la valeur du 

module de compressibilité B calculée à partir des constantes élastiques est presque la même évaluée 

à partir de l’équation de Birch-Murnaghan (IV.1).Comme nous l’avons déjà mentionné, la phase de 

la fluorapatite est relativement incompressible comparativement à celle de disilicate de lithium, 

néanmoins, une valeur élevée du module de compressibilité ne suffit pas pour décrire la résistance 

mécanique d’un solide [166]. En effet, le module de cisaillement est actuellement considéré comme 

le meilleur prédicateur qualitatif de dureté [167]. Plus le module de cisaillement est élevé, plus la 

résistance du matériau à la déformation plastique et, par conséquent plus le matériau est dur. De 

toute évidence, la phase de la fluorapatite Ca5(PO4)3F est caractérisée par la plus faible valeur du 

module de cisaillement (42.31GPa) en le comparant à celui de la phase de disilicate de lithium 

Li2Si2O5 (50.12GPa), ce qui suggère que cette dernière doit avoir la plus grande dureté. Ce 

comportement est confirmé par les valeurs de la dureté de Vickers prédites par nos calculs pour les 

deux phases comme le montre les tableaux IV.5 et IV.10. En outre, la rigidité d’un solide est décrite 

aussi par leur module de Young E ; lorsque la valeur de E est plus élevée, le matériau est rigide 

[168, 169]. D’après les valeurs calculées du module de Young des deux phases, on constate que la 

phase de disilicate de lithium est la plus rigide. 

Par ailleurs, pour savoir si la phase de la fluorapatite Ca5(PO4)3F a un comportement fragile ou 

ductile, en se basant sur la notion de Pugh [137]. La valeur calculée de B/G est supérieure à la 

valeur critique proposée par Pugh. Par conséquent la phase de la fluorapatitese comporte d’une 

façon ductile. De plus, une valeur critique du coefficient de Poisson a été établie aussi pour 

distinguer la fragilité et la ductilité des matériaux. Si la valeur du coefficient de Poisson ν est 

inférieure à 0.26, le matériau est considéré comme fragile; autrement (si ν est supérieure à 0.26), le 

matériau se comporte d'une manière ductile [170, 171]. Le coefficient de Poisson prédit de la phase 
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fluorapatite Ca5(PO4)3F est nettement supérieur à la valeur critique 0.26, ce qui explique également 

leur ductilité. 

D’autre part, nous remarquons que les valeurs calculées des facteurs d’anisotropie de cisaillement 

(A1, A2 et A3) de la phase fluorapatite sont proches de l’unité, ce qui indique que cette phase est 

caractérisée par une faible anisotropie élastique. 

 

 

 

Matériaux G B E ν B/G HV A1 A2 A3 

Ca5(PO4)3F nos 
calculs (GGA) 

 
41.32a 

 
76.21a 

 

 
104.9 a 

 
0.270a 

 

1.844a 
 

5.63a 
 

1.246 
 

1.246 

 

 
0.999 

 
(Théorie)b 

 
(Théorie)c 

 

 
  39.2 

 
  44.5 

 
  81 

 
  84.4 

 
101.26 

 
  113.5 

 
0.291 

 
0.276 

 
2.06 

 
1.89 

 
- 
 

5.58 

 
- 
 

  1.005 

 
- 
 

 1.005 

 
- 
 

 1.000 

Vitrocéramiques 
à base 

Ca5(PO4)3F 
(Exper) 

 

 
- 

 
- 

 
68d 
 
80e 

 
0.24d 

 
- 

 
- 

 

 

 
- 

 
- 

 
- 

a Référence [130]. 

b et c Valeurs théoriques [142, 153]. 
d et e valeurs expérimentales rapportées sur des vitrocéramiques à base de fluorapatite (IPS e.max 

Ceram [164] et IPS Eris [165]). 

 
Tableau IV.10. Les propriétés mécaniques de la phase fluorapatite Ca5(PO4)3F calculées à partir 

des constantes élastiques Cij en comparaison avec des données théoriques et expérimentales. 

 
 
 
Enfin, notre investigation montre bien que la phase de disilicate de lithium présente un 

comportement mécanique mieux que la phase fluorapatite. Par conséquent, les vitrocéramiques à 

base de disilicate de lithium Li2Si2O5 pourraient avoir de meilleures propriétés mécaniques que 

celles basées sur la fluorapatiteCa5(PO4)3F. 
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IV.2.4.3. Propriétés électroniques 

Dans les conditions ambiantes, nous avons calculé la structure de bandes du composé Ca5(PO4)3F le 

long des lignes de haute symétrie dans la première zone de Brillouin en utilisant l’approximation 

GGA (figure IV.13). On constate que le maximum de la bande de valence se trouve au point 0.5 x 

K−G tandis que le minimum de la bande de conduction est situé au point G. Il en résulte que le 

composé Ca5(PO4)3F possède un gap  indirect. La largeur de la bande interdite est d’environ 5.68 

eV, indiquant ainsi le caractère isolant de ce composé. Cette valeur du gap d’énergie est en bon 

accord avec d’autres résultats obtenus théoriquement par la méthode DFT (5.64 [153], 5.47 [172], 

5.9 [173]).  

Dans le but d’identifier avec précision les états formant chaque bande, nous avons calculé la densité 

d’états totale (TDOS) et partielle (PDOS) de ce composé (figure IV.14) pour une gamme d’énergie 

allant de -25 eV à 20 eV. Le résultat de calcul montre que le profil global de la densité d’états totale 

est similaire à d’autre schéma de (TDOS) obtenu théoriquement [153]. L’allure de la densité d’états 

totale est caractérisée par huit pics principaux au-dessous de niveau de Fermi (-25 eV à 0 eV). Les 

deux premiers pics situés dans le haut de la bande de valence juste au-dessous du niveau de Fermi (-

3.5 eV à 0 eV) sont formés essentiellement par les états O-2p avec une faible contribution des états 

F-2p. Les pics situés entre -3.5 eV et -7.5 eV (pic 3 et 4) sont principalement composés par 

l’hybridation des états O-2p et P-(s, p). Ceci indique la forte interaction entre les atomes de O et P. 

La plus basse bande de valence (inférieure à -15 eV) est principalement dominée par les états O-2s 

et Ca-3p avec peu de contribution des états P-(s, p) et F-2s. La bande de conduction inoccupée au-

dessus du niveau de Fermi (de 5 eV à 20 eV) est formée essentiellement par les états Ca-3d. 

D’autre part, la forte hybridation entre les orbitales O-2p et P-3s, 3p dans la région de valence, 

suggère une liaison covalente P−O dans le composé Ca5(PO4)3F. De plus, les états O-2s, Ca-3p et F-

2s hybridées apparaissent dans une gamme d’énergie plus faible (le bas de la bande de valence), 

suggère aussi des liaisons de type ioniques Ca−O et F−Ca peuvent être formées.  
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Figure IV.13. Structure de bandes du composé Ca5(PO4)3F le long des lignes de haute symétrie 

dans la première zone de Brillouin. 
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Figure IV.14. Densité d’états totale (TDOS) et partielle (PDOS) du composé Ca5(PO4)3F. 
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IV.2.4.4. Propriétés optiques 

Les propriétés optiques de la phase fluorapatiteCa5(PO4)3F telles que la fonction diélectrique, 

l’indice de réfraction, coefficient d’extinction, coefficient d’absorption et la réflectivité sont 

calculées et présentés dans les figures IV.15, IV.16, IV.17 et IV.18, pour une gamme d’énergie 

comprise entre 0 et 40 eV. La figure IV.15 montre les parties réelle et imaginaire de la fonction 

diélectrique 𝜀(𝜔). La courbe de la partie imaginaire 𝜀2(𝜔)présente quatre pics distingués : trois 

apparaissent dans la gamme d’énergie 5 à 15 eV situés à environ 7.55 eV, 9 eV et 11.25 eV, et le 

dernier situé à haute énergie à environ 26 eV. Sur la base de la structure électronique, l’origine de 

premier pic provienne essentiellement de la transition des électrons entre les orbitales de O-2p et P-

3p de la bande de valence et les orbitales inoccupés Ca-3d de la bande de conduction, tandis que le 

second et le troisième pic sont imputés aux transitions électroniques à partir des états O-2p et P-3s 

vers les états inoccupés de la bande de conduction. Le pic situé à haute énergie est probablement dû 

à la transition électronique entre les états O-2s et Ca-3p de la plus basse bande de valence et les 

états vides Ca-3d de la bande de conduction. Si nous examinons la partie réelle de la fonction 

diélectrique, nous pouvons voir que le spectre de 𝜀1(𝜔) présente deux pics principaux: l'un se 

trouve près de 6,6 eV et l’autre situe à ~ 25 eV. La constante diélectrique statique 𝜀1 (0) est obtenue 

par le passage de la partie réelle près des fréquences nulles. La valeur calculée de 𝜀1 (0) est 1.38 ; 

celle-ci est bien consistante avec la valeur théorique rapportée par Cheng et al [153]. On constate 

clairement que la valeur de 𝜀1 (0) de la phase fluorapatite Ca5(PO4)3F est plus petite que celle de la 

phase disilicate de lithium Li2Si2O5, du fait que le gap d’énergie du composé Li2Si2O5 (5.1 eV) est 

inferieur à celui du composé Ca5(PO4)3F (5.68 eV). On peut interpréter ce résultat sur la base du 

modèle de Penn [174] qui exprime le lien existant entre la constante diélectrique statique 𝜀1 (0) 

d’un composé (semi-conducteur ou isolant) et leur gap d’énergie par l’expression suivante :  

𝜀1 (0) = 1 + [
ℏωp

Eg
]

2

     (IV. 51) 

où ℏωP est l’énergie du plasma des électrons. Selon cette expression, un gap d’énergie Eg plus élevé 

implique une valeur plus petite de 𝜀1 (0). 

La figure IV.16 montre les variations de l’indice de réfraction n(ω) et le coefficient d’extinction 

k(ω) par rapport à l’énergie des photons. Notre valeur de l’indice de réfraction statique n(0) est 

1.17, cette valeur est en excellente accord avec celle calculée par Cheng et al [153]. L’indice de 

réfraction varie en douceur dans la région infrarouge-visible, puis croît fortement dans le domaine 

de l’ultraviolet et atteint une valeur maximale égale à 1.52 (à 6.75 eV) avant de décroît (voir tableau 

IV.11). Le spectre de n(ω) montre aussi un autre maximum situé dans la zone de haute énergie. De 

la figure, on peut voir que le coefficient d’extinction k(ω) est nul lorsque l’énergie du photon est 
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inférieure à 5.68 eV (énergie correspond au gap indirect). Au-delà de cette énergie, le coefficient 

d’extinction augmente pour atteindre la valeur maximale égale à 0.58 dans la gamme d’ultraviolet 

qui contient quatre pics à environ 7.85 eV, 9 eV, 11.3 eV et 26 eV respectivement. Les transitions 

électroniques interbandes expliquent l’origine des pics apparents dans les spectres de l’indice de 

réfraction et le coefficient d’extinction. On constate aussi que l’indice de réfraction est toujours plus 

élevé que le coefficient d’extinction le long de la gamme d’énergie étudiée, cela signifie que la 

phase de la fluorapatite Ca5(PO4)3F présente une propriété réfléchissante non métallique (𝑛2 − 𝑘2 =

𝜀1 > 0, 𝜀1 (𝜔) est toujours positive). Nous remarquons également que la valeur maximum de k(ω) 

de la phase Ca5(PO4)3F est moins élevée que celle de la phase Li2Si2O5, ceci indique que cette 

dernière présente une absorption très élevée dans l’ultraviolet par rapport à celle de Ca5(PO4)3F, et 

par conséquent, la phase de disilicate de lithium devrait être plus fluorescente que celle de la 

fluorapatite.      

 

 

 

Composé         ε1(0)    n(0)                                     n(ω) 

         Infrarouge               Visible                    UV 

Ca5(PO4)3F   

(Nos calculs) [130] 

 1.38 
 

  1.17 
 

     1.177–1.184           1.184–1.2            1.207–1.525 
 

(Autres calculs)a  1.38   1.17 -                              -      - 
 

        a Référence [153]. 

 

Tableau IV.11. Calcul de la constante diélectrique statique 𝜀1(0), l’indice de réfraction statique 

n(0) et l’indice de réfraction n(ω)en fonction de l’énergie pour la phase Ca5(PO4)3F en comparaison 

avec d’autres calculs.  
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Figure IV.15. La variation de la partie réelle 𝜀1(𝜔)et la partie imaginaire 𝜀2(𝜔)de la fonction 

diélectrique en fonction de l’énergie du photon de la phase Ca5(PO4)3F [130]. 

 

 
Figure IV.16. La variation de l’indice de réfraction n(ω) et le coefficient d’extinction k(ω) en 

fonction de  l’énergie du photon de la phase Ca5(PO4)3F [130]. 
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Les figures IV.17 et IV.18, montrent respectivement les spectres d’absorption optique α(ω) et la 

réflectivité optique R(ω)de la phase fluorapatite Ca5(PO4)3F. On peut remarquer qu’il n’y a pas 

d’absorption lorsque l’énergie des photons est inférieure à 5.68 eV. À partir de cette énergie le 

spectre d’absorption optique présente deux bandes d’absorption dans la gamme d’ultraviolet : une 

première bande peut clairement subdivisée en trois pics, et une seconde constituée du pic intense 

situé à haute énergie (~26 eV). L’analyse de la partie imaginaire de la fonction diélectrique explique 

également l’origine des différents pics de la courbe du coefficient d’absorption. D’autre part, nous 

pouvons constater que le coefficient d’absorption de la phase Ca5(PO4)3F, entre 5 et 15 eV, est très 

faible comparé à celui de la phase Li2Si2O5. Ceci confirme donc le résultat qui nous avons déjà 

mentionnée. La réflectivité optique simulée de la phase fluorapatite est inférieure à 1.5% à basse 

énergie (0 à ~5 eV), elle croit ensuite dans la région d’ultraviolet et atteint une valeur maximale 

égale à 8.45% à environ 9.5 eV. A la vue des spectres d’absorption et la réflectivité, nous pouvons 

conclure que la phase fluorapatite Ca5(PO4)3F est théoriquement transparente au rayonnement 

visible et infrarouge.  

Par ailleurs, à l’opposé de la phase disilicate de lithium Li2Si2O5, l’écart élevé entre les indices de 

réfraction de la phase fluorapatiteCa5(PO4)3F (1.184 à 1.20 dans le visible) et le milieu le contenant 

(la matrice vitreuse (1.50 à 1.55)) conduisant peut être à une luminosité élevée du matériau 

(vitrocéramique). 
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Figure IV.17. La variation du coefficient d’absorption α(ω) en fonction de l’énergie des photons de 

la phase Ca5(PO4)3F [130].  

 

 
Figure IV.18. La variation de la réflectivité optique R(ω) en fonction de l’énergie des photons de la 

phase Ca5(PO4)3F [130]. 
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IV.2.5. Propriétés de la phase spinelle MgAl2O4 

IV.2.5.1. Propriétés structurales 

Le spinelle MgAl2O4 se cristallise dans les conditions normales de température et de pression, dans 

la structure cubique dont le groupe d’espace est Fd3m (№ 227 dans les tableaux 

internationaux)[175].Cette structure est caractérisée par deux paramètres : le paramètre de maille a 

qui est défini par l’empilement cubique à faces centrées des anions d’oxygène [176],et le paramètre 

interne u qui représente leurs positions. La maille unitaire de spinelle contient huit molécules de 

MgAl2O4. Elle comporte donc 32 atomes oxygènes qui définissent 64 sites tétraédriques et 32 sites 

octaédriques. Seulement 8 sites tétraédriques à coordination (1/8, 1/8, 1/8) sont occupés par des 

cations divalents Mg+2, et 16 sites octaédriques à coordination (1/2, 1/2, 1/2) par des cations 

trivalents Al+3. Pour un arrangement idéal, les anions oxygène sont positionnés en (u, u, u) où u a 

une valeur de 0.25 [175]. En réalité, cet arrangement n’est jamais presque réalisé du fait des rayons 

ioniques des cations qui sont plus grand que l’espace idéal permis par l’assemblage compact des 

oxygènes. Pour adapter les différences dans le rapport de rayon des cations dans les sites 

tétraédriques et octaédriques, les anions sont forcés pour se déplacer dans la direction [111] mais 

sans changer la symétrie [177]. Dans ce cas, la structure spinelle est définie pour une valeur de u 

située entre 0.25 et 0.275 [178]. 

L’optimisation géométrique en minimisant l’énergie totale de la structure spinelle, nous a permet 

d’avoir des informations sur la position détaillée des atomes d’oxygène (le paramètre interne u) 

ainsi que le paramètre de maille, dans lesquels l’arrangement atomique de la structure spinelle est 

en état d’équilibre. Rappelons que, les paramètres structuraux utilisés pour construire la maille de 

départ sont pris à partir des données expérimentales de la section précédente (IV.1.3) ainsi que les 

travaux de Nestola et al. [179]. Nos résultats des propriétés structurales (le paramètre de maille a0, 

le paramètre interne u et le volume par unité de cellule V0) de l’état d’équilibre, calculés dans le 

cadre de l’approximation LDA et GGA, y compris des valeurs expérimentales et des résultats 

théoriques calculés par différentes approches numériques sont résumés dans le tableau IV.12. Nous 

remarquons à partir de ce tableau (IV.12) que nos résultats sont en très bon accord avec les mesures 

expérimentales [179, 180] et les calculs théoriques disponibles [178, 181, 182]. Le paramètre de 

maille et le paramètre interne calculés avec l’approximation LDA diffères respectivement de 

0.85%et 0.41% des valeurs expérimentales [179] et de 0.1% et 0.45% des calculs théoriques 

précédent utilisant la méthode FP-LAPW avec l’approximation LDA et GGA [178, 182] ; ce 

meilleur accord indiquant la précision et la fiabilité de la méthode numérique utilisée. D’autre part, 

à partir de la valeur du paramètre interne calculée, nous constatons que la structure spinelle simulée 

est très proche de la structure idéale caractérisée par u=0.25.  
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Pour compléter les caractéristiques structurales de la phase spinelle MgAl2O4, nous avons calculé 

leur module de compressibilité B0 de l’équilibre statique en utilisant l’équation d’état (EOS) IV.1 

(voir la figure IV.19). Les résultats des calculs sont portés dans le tableau (IV.12) avec d’autres 

données expérimentales et théoriques. À partir de ce tableau, il est évident que le meilleur accord 

entre la théorie (nos calculs) et l’expérience est obtenu en utilisant l’approximation LDA. D’autre 

part, une comparaison avec les différentes phases étudiées précédemment montre clairement que la 

phase spinelle est la plus résistante au changement de volume avec un module de compressibilité le 

plus élevé. 

Par ailleurs, nous avons aussi calculé l’enthalpie de formation de la phase spinelle MgAl2O4 en vue 

d’évaluer leur stabilité. Le résultat obtenu à partir de la relation (IV.52) est porté dans le tableau 

IV.13, avec d’autres données expérimentales et théoriques disponibles dans la littérature : 

               ∆𝐻𝑓(𝑀𝑔𝐴𝑙2𝑂4) = 𝐸𝑡𝑜𝑡(𝑀𝑔𝐴𝑙2𝑂4) − 𝑛[𝐸(𝑀𝑔) + 2𝐸(𝐴𝑙) + 2𝐸(𝑂2)]         (IV.52) 

où n qui représente le nombre de molécules MgAl2O4 par unité de cellule égal à 8. La valeur 

obtenue est en parfaite accord avec celle obtenue par l’expérience [183, 184] et par d’autres calculs 

théorique utilisant la méthode du pseudo-potentiel  avec l’approximation GGA [185, 186]. D’autre 

part, si nous comparons cette valeur avec celle des deux phases précédentes, nous constatons que la 

phase spinelle est la plus stable énergétiquement avec une valeur d’enthalpie de formation la plus 

négative, et par conséquence, une température de fusion la plus élevée (étant donné que la 

température de fusion de spinelle MgAl2O4 est mesurée à 2403 K [187]) qui lui confère une haute 

stabilité chimique. Ainsi, les céramiques dentaires à base de spinelle devraient être 

thermodynamiquement et chimiquement plus stables que ceux basés sur le disilicate de lithium ou 

le fluorapatite. 

    Composé : MgAl2O4 a0        u    V0      B0       

notre présent travail 
(LDA) 
(GGA) 

 
     8.019(8) 
     8.210 
 

 
 0.2644 
 0.2641 
 

 
515.815 
553.407 
 

 
  182.32 
  162.7 
 

 
 

(Exper) a 

(Exper) b 
     8.0888 

       8.0815 
0.2633 
0.2626 

529.32 
527.80 

  193 
  190.8 
 

        

(Théorie) 
 (LDA) 
(GGA) 

 
     8.027c 
     8.1074e 
 

 
0.2644d 
0.2632e 
 

 
      - 
      - 

 

 
  198d 
  188.4e 
 

 
 

 aréférence [179] ; b référence [180] ; c référence [178] ; d référence [181] ; e référence [182]. 
Tableau IV.12. Les propriétés structurales de l’état fondamental (a0 (en Å), u, V(Å3) et B0 (en  
GPa)) de la phase spinelle MgAl2O4 en comparaison avec d’autres valeurs expérimentales et 

théoriques. 
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Figure IV.19.L’ajustement de l’équation d’état (EOS) pour le composé Spinelle MgAL2O4 en 

utilisant la LDA et GGA. 
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Composé : MgAl2O4 

Etot(eV)          E(Mg)        E(Al)       E(O2)       ΔHf(eV/atome)     ΔHf(KJ.mol-1/unite      ΔHf(KJ.mol-1)           Réfs 
                                                                                                                formulaire)                 
-22782.90     -973.48      -57.13       -869.16          -3.114                       -2103.94                 -16831.53          Ce travail (LDA) 
                                                                               -3.404                       -2299.3                                                     [183] 
                                                                               -3.411                       -2304.5                                                     [184] 
                                                                               -3.26                         -2202.13                                                   [185] 
                                                                               -3.171                       -2142.3                                                     [186] 
           
 

 

Tableau IV.13. Calcul de l’enthalpie de formation de la phase spinelle MgAl2O4, en comparaison 

avec d’autres mesures expérimentales et théoriques (la conversion au KJ.mol-1est ≈ 96.5 x N, où 

N=56 atomes). 

 

 

IV.2.5.2. Propriétés élastiques 

Dans ce paragraphe, on s’intéressera à la détermination des propriétés élastiques de la phase 

Spinelle MgAl2O4, dans l’objectif d’offrir une meilleur compréhension du comportement 

mécanique du système In-CeramSpinel. Il est connu que, le comportement élastique d’un matériau 

de symétrie cubique est caractérisé par trois constantes élastiques indépendantes C11, C12 et C44. 

Pour évaluer ces coefficients, nous avons calculé l’énergie totale d’un monocristal MgAl2O4 

perturbé (sous contrainte). Ainsi, pour les calculer, nous avons utilisé la méthode développée par 

Mehl [188, 189]. Selon cette méthode, la déformation appliquée est choisie de sorte que le volume 

de la cellule unitaire soit conservé [190]. Par exemple, pour le calcul des coefficients C11 et C12, on 

applique un tenseur de déformation orthorhombique à volume conservé donné par l’expression 

suivante: 

𝐷1 = [
1 + 𝛿 0 0
0 1 − 𝛿 0
0 0 1/(1 − 𝛿2)

]                                             (IV.53) 

où 𝛿 est le paramètre de distorsion. 

L’application de cette matrice de distorsion sur la maille d’équilibre influe sur le calcul de l’énergie 

totale : 

𝐸(δ) = 𝐸0(0) + 𝑉0(𝐶11 − 𝐶12)δ
2 +𝛰(δ4)                                   (IV.54)  

où𝐸0(0) est l’énergie totale du système non déformé.  

Pour le coefficient C44, on utilise un tenseur de déformation monoclinique à volume conservé : 
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             𝐷2 = [
1 𝛿/2 0
𝛿/2 1 0

0 0 4/(4 − 𝛿2)
]                (IV.55)                               

qui donne une énergie totale comme suit :   

             𝐸(δ) = 𝐸0(0) +
1

2
𝐶44𝑉0δ

2 + 𝛰(δ4)        (IV.56) 

Par la comparaison des termes de second ordre de l’énergie totale de l’équation (IV.54) et (IV.56) 

avec ceux du fit polynomial de la dépendance Etotal(δ), et l’utilisation de l’expression du module de 

compression pour un cristal cubique 𝐵0 = (𝐶11 + 2𝐶12)/3, on peut déterminer facilement les trois 

constantes élastiques C11, C12 et C44. Les valeurs obtenues dans le cadre de l’approximation LDA et 

GGA, ainsi que les résultats expérimentaux et théoriques précédemment développés sont présentés 

dans le tableau IV.14. On peut noter que nos valeurs calculées par l’approche LDA sont en bon 

accord avec les résultats expérimentaux [191], et ceux théoriques employant la méthode (PP-

PW/LDA) [181]. Nous remarquons aussi que, la valeur de C11 est d’environ 40% plus élevée que 

les deux autres constantes (C12 et C44). Cela signifie que le composé spinelle MgAl2O4 est plus 

résistant à la compression qu’au cisaillement. De plus, il est évident que ces coefficients élastiques 

sont positifs et vérifient les critères de la stabilité mécanique des cristaux cubiques : C11˃ 0, C44˃ 0, 

(C11 + 2C12) ˃ 0, C11− C12˃ 0, y compris la condition C11˃ B ˃ C12 [135, 132] ; par conséquent, la 

phase spinelle est stable mécaniquement.  

Les propriétés élastiques poly-cristallines telles que le module de Young (E), le module de 

cisaillement (G) et le coefficient de Poisson (ν) sont déterminés à partir des constantes élastiques 

indépendantes ci-dessus en utilisant les relations (IV.16), (IV.19) et (IV.20). Les modules de 

cisaillement de Voigt (GV) et Reuss (GR) pour la phase cubique sont données par les expressions 

suivantes [192] : 

               𝐺𝑉 = (𝐶11 − 𝐶12 + 3𝐶44)/5                                      (IV.57) 

              𝐺𝑅 = 5(𝐶11 − 𝐶12)𝐶44/[4𝐶44 + 3(𝐶11 − 𝐶12)]         (IV.58) 

Nos résultats de modules d’élasticités poly-cristallins calculés par l’approximation LDA et GGA 

sont regroupés dans le tableau IV.14, comparés avec d’autres résultats théoriques et expérimentaux 

disponibles. Les valeurs obtenues de module de Young, module de cisaillement et le coefficient de 

Poisson sont très proches des valeurs prédites par d’autres calculs théoriques [193, 194], et ainsi de 

ceux de l’expérimentales rapportés sur des céramiques denses poly-cristallins MgAl2O4 [191, 195]. 

Cependant, nous avons enregistré une différence relativement faible entre notre valeur de module de 

Young prédite par l’approche GGA, et celle de l’expérience rapportée sur une céramique dentaire 

contenant d’environ 85% la phase cristalline spinelle MgAl2O4 (système In-CeramSpinel) [196]. 
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Cette différence peut être due à l’existence d’une phase vitreuse minoritaire infiltrée (Lanthanglas) 

qui joue un rôle dans le comportement mécanique de ce matériau. 

En outre, le comportement ductile/fragile et le degré d’anisotropie élastique de la phase spinelle ont 

été prédités. Basant sur le critère de Pugh [137], la phase spinelle se comporte d’une manière 

ductile, car la valeur du rapport B/G calculée dans le cadre de LDA et GGA (voir tableau IV.14) est 

supérieur à la valeur critique proposée par Pugh (B/G ˃1.75). Se comportement est confirmé aussi 

par la valeur du coefficient de Poisson qui est également supérieur à la valeur critique (ν ˃0.26). 

L’anisotropie élastique de la phase spinelle est mesurée à travers le facteur d’anisotropie d’un cristal 

cubique : 

               𝐴 = 2𝐶44/(𝐶11 − 𝐶12)       (IV.59) 

Toute déviation de A à partir de l’unité est considérée comme une mesure de degré d’anisotropie. 

Le tableau (IV.14) montre que la valeur de A est assez éloignée de l’unité, ce qui indique que la 

phase spinelle est fortement anisotrope (c’est-à-dire leur comportement élastique varie selon la 

direction de sollicitation). 

Afin de prédire la réponse du système In-CeramSpinel aux déformations permanentes, nous avons 

calculé la dureté de Vickers (Hv) de la phase cristalline correspondante. Comme nous l’avons déjà 

mentionné, la dureté de Vickers des matériaux poly-cristallins peut être prédite à partir de  certaines 

équations empiriques basées sur les paramètres élastiques tels que, le module de compression, le 

module de cisaillement, le module de Young et d’autres [197]. Pour la phase spinelle, nous avons 

choisi celle basée sur le module de Young [198] :  

                        𝐻𝑉 = 0.0608𝐸     (IV.60)  

Les valeurs mesurées de la dureté sont également listées dans le tableau IV.14. À notre 

connaissance aucune valeur expérimentale de la dureté rapportée sur des céramiques dentaires à 

base de spinelle n’est disponible pour faire la comparaison. Cependant, un bon accord est observé 

entre les résultats obtenus et les mesures expérimentales et théoriques estimés par d’autres modèles 

empiriques sur des céramiques poly-cristallins denses MgAl2O4 [199, 200].  

Enfin, le tableau IV.14 indique clairement que la phase spinelle présente une rigidité très élevée par 

rapport aux autres phases étudiées, vue les valeurs élevées de module de Young, module de 

cisaillement et dureté de Vickers. Par conséquent, les céramiques dentaires basées sur les cristaux 

de spinelle MgAl2O4 devraient être plus dure que ceux basés sur les cristaux de Li2Si2O5 ou 

Ca5(PO4)3F. 
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Matériaux                       C11           C12            C44         B            G             E            ν          B/G            A             Hv 

MgAl2O4 (ce travail) 

 (LDA)                          249.22      148.88      145.9      182.32     95.18     243.22    0.277     1.915      2.908       14.78 

(GGA)                          225.46      131.31      132.84    162.7       87.69     223  0.271     1.855      2.821       13.55 

résultats théoriques     276 a         154 a          153 a      196 a       101.8 b    212.33c   0.256 b       -             -            12.9d 

résultats expérimentales   

Céramique poly-cristallin  

(MgAl2O4)                   282.9e       155.4e        154.8e    198e       109e           -            0.270f        -            -            12.6g 

Matériau dentaire (In-Ceram  

Spinel)                             -               -                -               -              -           185h            -             -            -             - 

(Li2Si2O5) 
j, k

                                                                     67.96       50.12       120.7 0.204      1.35           -           10.83 

(Ca5(PO4)3F)k                                                              76.09       41.32      104.96    0.270      1.84           -             5.63 
 a Référence [181]; b Référence[193]; cRéférence [194]; dRéférence [200]; eRéférence [191]; fRéférence[195]; 
gRéférence [199]; h Référence [196];j Référence [129]; kRéférence [130].  

 

Tableau IV.14. Calcul des constantes élastiques Cij(en GPa), modules d’élasticités (B, G et E) (en 

GPa), le coefficient de Poisson (ν), le rapport B/G, dureté de Vickers (HV) (en GPa) et le facteur 

d’anisotropie (A) de la phase spinelle MgAl2O4, comparés aux données expérimentales et 

théoriques, ainsi qu’à ceux de la phase Li2Si2O5 et Ca5(PO4)3F. 
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IV.2.5.3. Propriétés électroniques 

Pour atteindre une bonne compréhension du comportement électronique et par la suite le 

comportement optique de système In-CeramSpinel, nous avons analysé la structure électronique du 

composé MgAl2O4 à travers le calcul de la structure de bandes électronique et la densité d’états 

totale (TDOS) et partielle (PDOS). 

La figure IV.20 représente la structure de bandes électroniques du composé spinelle calculée via 

l’approximation LDA. Une similitude globale est trouvée entre la structure de bandes calculée par 

notre méthode et celle obtenue par d’autres calculs théoriques utilisant la méthode FP-LAPW avec 

l’approximation LDA et GGA, respectivement [178,182]. Le calcul de la structure de bandes 

suggère que le composé MgAl2O4 est un isolant à gap direct ; le maximum de la bande de valence et 

le minimum de la bande de conduction sont situés au point Γ, séparées par un gap d’énergie (bande 

interdite) de l’ordre de 5.3 eV qui est en bon accord avec les résultats théoriques précédentes (5.55 

eV [178] et 5.2 eV [182]). Cependant, notre valeur du gap d’énergie est inférieure à celle obtenue 

expérimentalement (7.8 eV [201]). Cette sous-estimation est principalement liée à la limitation bien 

connue de l’approximation LDA qui sous-estime le gap d’énergie des isolateurs. 

La densité d’états (DOS) joue un rôle primordial dans l’analyse des propriétés optiques des 

matériaux. C’est pourquoi, nous avons calculé la densité d’états totale (TDOS) et partielle (PDOS)  

du composé spinelle avant d’entamer l’étude de leur comportement optique. Les densités d’états 

totale et partielle obtenues par l’approximation LDA sont montrées par la figure IV.21. Les résultats 

de calcul montrent que l’allure globale des spectres est presque identique aux autres schémas 

théoriques [178, 182]. L’analyse des spectres montre que le haut de la bande de valence au-dessous 

de niveau de Fermi (-5 eV à 0 eV) est essentiellement constitué par les états 2p de l’atome O avec 

une faible contribution des états 3s et 3p des atomes Mg et Al. Nous notons que la contribution des 

états s et p de l’atome Al dans la bande de valence dépassent largement la contribution des états s et 

p de l’atome Mg. Cela signifie que l’hybridation dans MgAl2O4 est plus importante entre l’ion O2- 

et l’ion Al3+ qu’entre O2- et Mg2+.  Le bas de la bande de conduction située entre 5.3 eV et 12.5 eV 

est formé par une mixture des états s, p et d des atomes Mg et Al, tandis que le haut de la bande de 

conduction au-delà de 12.5 eV est principalement dominé par les états 3s de l’atome Mg et les états 

3p de l’atome Al.   

D’autre part, l’hybridation entre les orbitales de l’atome O et les orbitales des atomes Al et Mg dans 

la bande de valence, suggère des liaisons principalement ioniques se manifestent dans ce type de 

matériau. 
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Figure IV.20. Structure de bandes du composé spinelle MgAl2O4 le long des lignes de haute   

symétrie dans la première zone de Brillouin. 
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Figure IV.21. Densité d’états totale (TDOS) et partielle (PDOS) du composé spinelle MgAl2O4. 
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IV.2.5.4. Propriétés optiques 

Les propriétés optiques de la phase spinelle sont calculées dans le cadre de l’approximation LDA, 

pour des énergies de photons allant jusqu’à 40eV. La figure IV.22 illustre respectivement les parties 

réelle et imaginaire de la fonction diélectrique du composé spinelle. Le spectre de la partie 

imaginaire 𝜀2(𝜔) montre un premier pic de faible intensité situé à 6.9 eV, suivi par trois pics 

distingués situés respectivement à 10.13 eV, 12.94 eV et 16.8 eV. À l’aide de la structure de bandes 

et la densité d’états entamées dans le paragraphe ci-dessus, nous avons identifié ces différents pics. 

Le premier pic provient généralement de la transition directe des électrons de valence à partir des 

états O-2p, Mg-3s,3p et Al-3s,3p vers les états Mg-3s,3p et Al-3s,3p de la partie inférieur de la 

bande de conduction, le long de la direction Γ- Γ. Le second et le troisième pic sont produits 

essentiellement de la transition directe (Γ- Γ) et indirecte (Γ- L ; Γ- X) d’électrons de valence vers 

les orbitaux Mg-(s, p) et Al-(p) de la partie supérieure de la bande de conduction. Le dernier pic est 

probablement dû aux transitions électroniques à partir des orbitaux O-2s situés dans la partie 

inférieure de la bande de valence (-15 eV à -20 eV). Il est intéressant de noter que la partie 

imaginaire reste nulle en deçà de l’énergie 4.7 eV (la gamme infrarouge-visible). Cela reflète 

l’absence des interactions entre le milieu et les photons incidents. Par conséquent, la phase spinelle 

se comporte d’une manière transparente dans cette gamme d’énergie. À partir du spectre de la partie 

réelle𝜀1(𝜔), la valeur calculée de la constante diélectrique statique 𝜀1(0) de la phase spinelle est 

d’environ 2.7. Cette valeur est en bon accord avec les résultats expérimentaux et théoriques 

disponibles (2.89 [202], 2.61 [203], 3.112 [182]). On peut voir que la partie réelle 𝜀1(𝜔) change 

lentement avec l’augmentation de l’énergie pour atteindre dans la région d’ultraviolet une valeur 

maximale égale 3.94 à environ 8.47 eV. Dans l’intervalle énergétique [13 eV à 17.75 eV], 

𝜀1(𝜔)devient négative avec un minimum situé à environ 13.88 eV. Cela signifie que la phase 

spinelle présente un caractère réfléchissant métallique dans cette gamme énergétique.  

L’indice de réfraction n(ω) et le coefficient d’extinction k(ω) ont été calculés à partir des équations 

(IV.30) et (IV.31) respectivement. Les spectres obtenus sont présentés dans la figure IV.23. On peut 

remarquer que ces spectres sont très similaires aux spectres de la partie réelle et imaginaire de la 

fonction diélectrique, d’où les pics observés dans les courbes de n(ω) et k(ω) sont originaires aux 

transitions électroniques expliqués auparavant. La valeur de l’indice de réfraction calculée près de 

la limite de zéro-fréquence (l’indice de réfraction statique n(0)) est présentée dans le tableau IV.15, 

avec d’autres données expérimentales et théoriques [182, 203, 204]. Notre valeur s’accorde avec la 

valeur expérimentale mesurée [204] et les valeurs théoriques calculées par d’autres méthodes 

numériques [182, 203]. Nous pouvons voir à partir de la figure que l’indice de réfraction a une 
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allure croissante à basse énergie. Il change très peu dans la région infrarouge-visible, puis croît 

rapidement dans le domaine ultraviolet jusqu’à ce qu’il atteint une valeur maximale égale 2.06 à 

environ 8.9 eV (voir le tableau IV.15). Cette valeur élevée de n(ω) nous indique que le spinelle se 

comporte comme un matériau opaque pour cette onde électromagnétique incidente. À haute énergie 

(plus de 25 eV) l’indice de réfraction se stabilise vers 1, valeur corresponde aux milieux 

transparents. À partir du spectre de coefficient d’extinction k(ω), nous pouvons constater qu’il n’y a 

aucune absorption dans la région de faible énergie (k(ω) est nul dans cette gamme énergétique) ; 

résultat qui indique que la phase spinelle est transparente aux rayonnements visible et infrarouge. 

L’absorption débute à environ 5.3 eV(point correspond au gap d’énergie fondamentale), d’où le 

coefficient d’extinction commence à augmenter avec l’énergie des photons jusqu’à ce qu’il atteint 

un sommet d’environ 1.58 dans la région ultraviolet. Cette valeur maximale de k(ω) qui est plus 

élevée que celle obtenue pour les phases Li2Si2O5 (0.96) et Ca5(PO4)3F (0.58), suggère que la phase 

spinelle MgAl2O4 devrait être plus fluorescente dans l’ultraviolet par rapport aux autres phases.  

Les variations du coefficient d’absorption α(ω) et la réflectivité optique R(ω) en fonction de 

l’énergie du photon sont montrées dans les figures IV.24 et IV.25, respectivement. Le spectre du 

coefficient d’absorption présente une large bande d’absorption allant de 5.3 à 19 eV (gamme 

ultraviolet) avec un maximum situé à environ 13 eV qui correspond au passage à zéro de la partie 

réelle 𝜀1(𝜔) (c’est-à-dire l’absence de la dispersion). À basse énergie l’absorption optique est nulle 

due au gap d’énergie. Si nous comparons les spectres d’absorption optique des trois phases étudiées, 

nous trouvons que la phase spinelle a une puissance d’absorption très importante lorsqu’elle est 

soumise à des rayonnements ultraviolets. En conséquence, la céramique dentaire à base de spinelle 

pourrait avoir une propriété fluorescente mieux que celle basée sur le disilicate de lithium ou le 

fluorapatite. Le spectre de la réflectivité optique montre que la réflexion de la lumière visible (la 

gamme 1.6 eV à 3.26 eV) est inférieure à 5.5%, alors que dans la région d’ultraviolet (12.5 eV à 

18.5 eV), une augmentation remarquable de R(ω) est observée avec un maximum d’environ 80%. 

Cette augmentation coïncide parfaitement avec le passage de 𝜀1(𝜔) au-dessous du niveau zéro. La 

faible réflexion ainsi que l’absence de l’absorption dans la région de basse énergie (inférieure à 3.26 

eV) confirmeraient la bonne transparence de la phase spinelle.  

 

Finalement, au vu aux propriétés physiques et mécaniques obtenues dans cette partie, il semble que 

le système céramique à base de spinelle MgAl2O4 pourrait être un bon candidat pour les 

restaurations dentaires. 
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     Composé             ε1(0)    n(0)                                     n(ω) 

         Infrarouge               Visible                       UV 

MgAl2O4 (Nos calculs)   2.7 
 

  1.64 
 

     1.642–1.658           1.658–1.697            1.698–2.057 
 

Résultats expérimentales  2.89a   1.71b -                              -      - 
 

Résultats théoriques  2.61c 

3.11d        

  1.61c 

  1.76d 

-                              -                                 - 

a Référence [202] ; b Référence [204] ; c Référence [203] ; dRéférence [182]. 

 

Tableau IV.15. Calcul de la constante diélectrique statique 𝜀1(0), l’indice de réfraction statique 

n(0) et l’indice de réfraction n(ω) en fonction de l’énergie pour la phase MgAl2O4, en comparaison 

avec d’autres mesures expérimentales et théoriques. 
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Figure IV.22. La partie réelle 𝜀1(𝜔)et imaginaire 𝜀2(𝜔)de la fonction diélectrique en fonction de 

l’énergie du photon de la phase spinelle MgAl2O4. 

 

Figure IV.23. L’indice de réfraction n(ω) et le coefficient d’extinction k(ω)en fonction de  

l’énergie du photon de la phase spinelle MgAl2O4. 
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Figure IV.24. Spectre du coefficient d’absorption α(ω) en fonction de l’énergie du photon de la 

phase spinelle MgAl2O4. 

 

Figure IV.25. Spectre de réflectivité optique R(ω) en fonction de l’énergie du photon de la phase 

spinelle MgAl2O4. 
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Conclusion générale 
 

Le travail présenté dans cette thèse est consacré au développement des propriétés structurales, 

élastiques, électroniques et optiques des composants formant les phases cristallines des céramiques 

dentaires, afin d’avoir une meilleure compréhension du comportement physique et mécanique de 

ces matériaux. En se basant sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) et via une 

approche ab initio dite méthode du pseudo-potentiel et ondes planes (PP-PW) implémentée dans le 

code CASTEP, les diverses propriétés ont été calculées dans le cadre des deux approximations LDA 

et GGA. 

Dans un premiers temps, nous avons d’abord effectué une caractérisation structurale par diffraction 

des rayons X afin d’identifier la nature et la structure des phases présentent dans nos échantillons. 

Les résultats obtenus des paramètres de mailles sont ensuite optimisés dans le but d’obtenir les 

structures et les énergies de l’état fondamental (état d’équilibre) des trois phases distinguées. Le 

calcul des propriétés structurales du composé de disilicate de lithium Li2Si2O5 montre que les 

paramètres de maille et le volume d’équilibre sont en bon accord avec celles obtenus 

expérimentalement. Nous avons constaté que nos résultats sont légèrement sous-estimés dans 

l’approximation LDA et surestimés dans la GGA comparativement à l’expérience, c’est l’effet 

habituel de ces deux approximations. Concernant le module de compressibilité B0, la valeur 

calculée de cette grandeur est considérée prédictive, car nous ne disposons d’aucune valeur 

expérimentale ou théorique dans la littérature. Basée sur le calcul de l’enthalpie de formation, la 

stabilité structurale de la phase Li2Si2O5 a été évaluée. Le résultat de calcul indique que cette phase 

est énergétiquement plus stable. Pour l’étude des propriétés élastiques, nous avons d’abord 

commencé par le calcul des constantes élastiques indépendantes. Le calcul de ces derniers montre 

que la phase orthorhombique de disilicate de lithium Li2Si2O5 est stable contre les déformations 

élastiques. Aussi les résultats obtenus montrent que le composé Li2Si2O5 est plus résistant à la 

compression que sa résistance aux déformations de cisaillement et que sa rigidité suivant la 

direction [010] est plus élevée par rapport aux deux directions [100] et [001]. À partir de ces 

constantes, nous avons calculé les modules d’élasticités polycristallins (modules de Young et de 

cisaillement), le coefficient de Poisson, le rapport B/G, le facteur d’anisotropie et la dureté de 

Vickers. Les résultats obtenus sont quelque peu différents des mesures expérimentales rapportées 

sur des vitrocéramiques contenant la phase de disilicate de lithium Li2Si2O5. Nous avons constaté 

également que l’approximation GGA a permis d’obtenir des résultats plus proches à celles de 

l’expérience comparativement à la LDA. L’étude des propriétés élastiques nous a permis aussi de 
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prédire que la phase de Li2Si2O5 a un comportement fragile et possède une faible anisotropie. Dans 

le cadre de l’étude les propriétés électroniques de la phase Li2Si2O5, notre calcul de la structure de 

bandes montre clairement d’une part, le comportement isolateur du composé Li2Si2O5 et d’autre 

part, un gap indirect au point (N – Γ). L’analyse de la densité d’états partielle suggère des 

interactions iono-covalentes pourraient être formés dans ce composé. On ce qui concerne les 

propriétés optiques, nous avons pu déterminer les différentes constantes optiques telles que l'indice 

de réfraction, le coefficient d'extinction, le coefficient d'absorption et la réflectivité optique au 

moyen de calcul des deux parties réelle et imaginaire de la fonction diélectrique complexe. 

L’analyse de la structure de bandes et la densité d’états donnent une explication détaillée de la 

réponse optique de la phase Li2Si2O5. La constante diélectrique statique 𝜀1 (0)et l’indice de 

réfraction statique 𝑛(0)ont été calculés aussi, et la valeur élevée du coefficient d’extinction dans 

l’ultraviolet suggère que le disilicate de lithium Li2Si2O5 pourrait être un matériau fluorescent. 

D’après les spectres d’absorption et la réflectivité, la phase de Li2Si2O5 est théoriquement 

transparente pour la lumière visible et l’infrarouge. Au vu de leurs excellentes propriétés optiques, 

la phase Li2Si2O5 peut offrir à la vitrocéramique le contenant une haute translucidité.  

Après avoir calculé les propriétés de la phase Li2Si2O5, nous avons passé à l’étude de la phase 

fluorapatite Ca5(PO4)3F, en vue de développer et comparer ses caractéristiques fondamentales avec 

celles de la phase Li2Si2O5. Dans le cadre de l’approximation GGA, les propriétés structurales de 

l’état fondamental sont calculées. En général, nos résultats de paramètres de réseau et le volume 

d’équilibre ainsi que le module de compressibilité sont en bon accord avec les mesures 

expérimentales et les calculs théoriques précédents. Nous avons constaté que la phase Ca5(PO4)3F 

est sensiblement moins compressible comparativement à la phase Li2Si2O5 vu à sa valeur du 

module de compression qui est relativement plus élevée. La valeur calculée de l’enthalpie de 

formation qui est très proche de celle de l’expérience, indique aussi que la phase Ca5(PO4)3F est 

énergétiquement plus stable que celle de Li2Si2O5, même à des températures élevée. Cela nous 

amène à conclure que les vitrocéramiques à base de cristaux de Ca5(PO4)3F devraient être 

thermodynamiquement plus stables que ceux basés sur les cristaux de Li2Si2O5. Notre étude des 

propriétés élastiques de la phase Ca5(PO4)3F montre que les critères de stabilité sont vérifiés, elle 

est donc stable mécaniquement dans les conditions normale. Les valeurs du module de Young et le 

coefficient de Poisson prédit par nos calculs sont relativement différents comparativement aux 

valeurs expérimentales rapportées sur des vitrocéramiques contenant des cristaux de fluorapatite 

Ca5(PO4)3F. Cette différence peut être due à l’effet de la phase amorphe résiduelle. D’après les 

résultats du module de Young, le module de cisaillement et la dureté de Vickers, nous pouvons 

conclure que la phase Ca5(PO4)3F est moins dure que celle de Li2Si2O5. Cela suggère que les 
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vitrocéramiques à base de cristaux Li2Si2O5 devraient être mécaniquement plus résistantes que ceux 

basés sur des cristaux Ca5(PO4)3F. Concernant les propriétés électroniques, l’analyse de la structure 

de bandes a montré que la phase Ca5(PO4)3F possède un caractère isolant avec un gap d’énergie 

indirect. Nous avons aussi constaté à partir de la densité d’états partielle que le composé 

Ca5(PO4)3F est formé par des liaisons de type covalente-ionique. Les résultats des propriétés 

optiques à savoir, la constante diélectrique statique et l’indice de réfraction statique sont trouvés 

inférieures à celles de Li2Si2O5, cela est dû au fait que le gap d’énergie de ce dernier est inférieur à 

celui de Ca5(PO4)3F. Aussi, le coefficient d’extinction est trouvé très faible dans la région 

ultraviolette comparé à celui de la phase Li2Si2O5, ceci pourrait être une indication que cette 

dernière devrait être plus fluorescente que celle de Ca5(PO4)3F. À basse énergie (région visible et 

infrarouge) la phase fluorapatite est transparente, mais l’écart élevé entre son indice de réfraction 

simulé et celui de la matrice amorphe peut conduire à une luminosité élevée du matériau 

vitrocéramique.  

La dernière partie de ce travail est consacrée à l’étude des propriétés de la phase spinelle MgAl2O4. 

Nos résultats des propriétés structurales sont en bon accord avec les mesures expérimentales et les 

calculs théoriques utilisant d’autres approches numériques. Ce meilleur accord est obtenu en 

utilisant l’approximation LDA. Le résultat du module de compressibilité montre clairement que la 

phase spinelle est plus résistante au changement de volume comparativement aux autres phases 

étudiées. Nous avons constaté également à travers le calcul de l’enthalpie de formation que la phase 

spinelle présente une haute stabilité structurale. Ceci nous a permis de conclure que les systèmes 

céramiques dentaires à base de MgAl2O4 sont thermodynamiquement plus stables que ceux basés 

sur Li2Si2O5 ou Ca5(PO4)3F. L’étude des propriétés mécaniques a montré que la phase spinelle est 

stable mécaniquement, de nature ductile et présente une forte anisotropie. Les valeurs obtenues de 

modules d’élasticités poly-cristallins ainsi que la valeur de la dureté, indiquent clairement que cette 

phase possède une rigidité très élevée par rapport aux autres phases étudiées. Donc, on peut 

conclure que la céramique dentaire à base de spinelle devrait être plus dure que celle basée sur le 

fluorapatite ou le disilicate de lithium. À travers les résultats de la structure électronique, nous 

pouvons conclure que le spinelle est un isolant à gap d’énergie direct, formé principalement par des 

liaisons ioniques. Nos résultats obtenus de l’étude de propriétés optiques indiquent que la phase 

spinelle est transparente aux rayonnements visibles et infrarouges, opaque dans l’ultraviolet et 

possède un comportement réfléchissant métallique aux ultraviolettes de grande énergie. De plus, 

l’absorption très élevée dans l’ultraviolet indiqué par les spectres optiques, suggère que le spinelle 

pourrait être un bon activateur du phénomène de la fluorescence. Aussi, ces caractéristiques 
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optiques ainsi que leur faible indice de réfraction (dans la région visible) font de lui un bon candidat 

pour les restaurations dentaires.   

En conclusion, les résultats issus de cette étude numérique nous permettent d’affirmer que le 

comportement physique et mécanique des systèmes céramiques dentaires dépend fortement des 

propriétés intrinsèques des phases cristallines dont sont constitués ces matériaux. De plus, l’étude 

comparative entre les différentes phases a permis d’expliquer les observations expérimentales 

concernant l’origine de performance de chaque matériau dentaire de point de vue mécanique et 

optique (voir schéma 2 de chapitre I). En outre, compte tenu aux résultats obtenus par cette 

approche numérique et en particulier les propriétés mécaniques et optiques qui sont relativement 

proches à ceux fournis par l’expérience, on peut dire que la méthode de calcul utilisée a révélé sa 

fiabilité et sa puissance prédictive pour ce genre de matériaux. Cela nous encourage à explorer 

d’autres propriétés physiques, ainsi que d’autres matériaux dentaires en utilisant d’autres moyens de 

calculs plus puissants, nous permettront de prédire leurs propriétés physiques avec une grande 

précision. 
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Prediction from different crystalline phases the physical and mechanical

properties of dental ceramics

Abstract
We have used the pseudo-potential and plan wave method (PP-PW) based on density functional

theory (DFT) to examine the physical and mechanical properties of dental ceramics systems based

on the crystals Li2Si2O5, Ca5(PO4)3F and MgAl2O4, by calculating the structural properties, phase

stability, elastic properties, electronic and optical properties of these crystals (phases). The various

properties were calculated in the framework of the local density approximation (LDA) and the

generalized gradient approximation (GGA) using CASTEP code. The calculated structural

properties such as the equilibrium lattice parameters, cell volume and the bulk modulus are

generally in good agreement with the available experiment and theoretical results. The structural

stability of the different phases was evaluated by calculating their formation enthalpies. The

obtained results show that these phases are energetically more stable, thus suggesting the

thermodynamic stability of the studied materials. Our study of elastic properties indicates also that

these phases are mechanically stable in the normal conditions. Our values of the polycrystalline

elastic moduli are relatively close to the experimental values, thus indicating the reliability and the

predictive power of the applied method. We have found from these values and the hardness values

that the lithium disilicate phase (Li2Si2O5) exhibits a higher stiffness than that fluorapatite

(Ca5(PO4)3F), but it is less hard than the spinel phase (MgAl2O4). To further elucidate the insulating

nature of the different dental systems, we have calculated the band structure and density of states

(DOS) of Li2Si2O5, Ca5(PO4)3F and MgAl2O4 compounds. The calculations indicate that these

phases have an insulator character. Optical parameters such as refractive index, extinction

coefficient, absorption coefficient and optical reflectivity have been determined from the

calculations of the complex dielectric function of these compounds. The results obtained allowed as

to provide an insight into the optical behavior of the studied materials.

Key words: Ab-initio calculations, Dental ceramics, Structural stability, Elastic properties,

Electronic and optical properties.



سیرامیك الأسنانلالخواص الفیزیائیة والمیكانیكیة بلتنبؤ من خلال مختلف الأطوار البلوریةا

ملخص
الالكترونیةالتي ترتكز على النظریة الوظیفیة للكثافة (PP-PW)طریقة شبھ الكمون والموجة المستویةفي ھذا العملاستعملنا

)DFT(5المشكلة أساسا من الأطوار البلوریة سیرامیك الأسنانفیزیائیة والمیكانیكیة لأنظمة لدراسة الخواص الO2Si2Li،

F3)4(PO5Ca4وO2MgAlالالكترونیة و الضوئیة ،الخواص المرونیة،الاستقرار الطوري،وذلك بحساب الخواص البنیویة

بمساعدة (GGA)و تقریب التدرج المعمم (LDA)إطار تقریب الكثافة المحلیة تم حساب مختلف الخصائص في . لھذه الأطوار

ضغاط متوافقة عموما مع حجم التوازن و معامل الان،نتائج حساب الخواص البنیویة مثل مقادیر ثابت الشبكة. CASTEPبرنامج 

أظھرت.محساب أنتالبیة تكوینھقیمھ عن طریقتم تراطوالألمختلفالاستقرار البنیوي. النتائج التجریبیة و القیم النظریة المتوفرة

نتائج دراستنا . للمواد المدروسةمما یشیر بالتالي إلى الاستقرار الترمودینامیكي،جد مستقرة طاقویاأن ھذه الأطوار ھي  ائجالنت

قیم معاملات المرونة وجدناھا قریبة . للخصائص المرونیة تشیر أیضا إلى الاستقرار المیكانیكي لھذه الأطوار في الشروط العادیة

ل ھذه القیم وقیم من خلاقد تبین لنا. التنبؤیةتھاوقدرالطریقة المستعملة لى موثوقیة عیدل الشيء الذي،نسبیا من القیم التجریبیة

لتوضیح .4O2MgAlو لكن مع ذلك فھو أقل صلابة من الطور،F3)4(PO5Caصلابة من طورأكثر5O2Si2Liالصلابة أن الطور

،5O2Si2Liات للمركب(DOS)بحساب البنیة الالكترونیة وكثافة الحالات قمناالأسنانسیرامیكلمختلف أنظمةالطابع العازل

F3)4(PO5Ca4وO2MgAl.معامل الانكسار:مثلیر الضوئیة عایالم. نتائج الحساب تشیر إلى الخاصیة العازلة لھذه المركبات،

. الدالة العازلة المركبة لھذه الأطوارمعامل الامتصاص والانعكاس الضوئي قد تم تحدیدھا من خلال حساب معامل الانقراض،

.عن السلوك الضوئي للمواد المدروسةعامةنظرةبتقدیم لناالنتائج المتحصل علیھا سمحت

.المرونیة، الالكترونیة و الضوئیة، الاستقرار البنیوي، الخصائصسیرامیك الأسنان، ab-initio حساب :الكلمات المفتاحیة



Résumé

Nous avons utilisé la méthode du pseudo potentiel et onde plane (PP-PW) basée sur la théorie de la

fonctionnelle de la densité (DFT). L’objectif est d’examiner les propriétés physiques et mécaniques

des systèmes céramiques dentaires basés sur les cristaux Li2Si2O5, Ca5(PO4)3F et MgAl2O4, en

calculant les propriétés structurales, la stabilité de phases, les propriétés élastiques, électroniques et

optiques de ces cristaux (phases). Les diverses propriétés ont été calculées dans le cadre de

l’approximation de la densité local (LDA) et l’approximation du gradient généralisé (GGA) à l’aide

du code de calcul CASTEP. Les résultats de calcul des propriétés structurales tels que les

paramètres de réseau et le volume d’équilibre ainsi que le module de compressibilité sont

généralement en bon accord avec les mesures expérimentales et les calculs théoriques disponibles.

La stabilité structurale de différentes phases a été évaluée via le calcul de leurs enthalpies de

formation. Les résultats obtenus montrent que ces phases sont énergétiquement plus stables,

suggérant ainsi la stabilité thermodynamique des matériaux étudiés. Notre étude des propriétés

élastiques indique aussi que ces phases sont stables mécaniquement dans les conditions normale.

Nos valeurs de modules d’élasticités polycristallins sont relativement proches des valeurs

expérimentales, indiquant ainsi la fiabilité et le pouvoir prédictif de la méthode appliquée. Nous

avons constaté d’après ces valeurs ainsi que les valeurs de la dureté, que la phase de disilicate de

lithium (Li2Si2O5) présente une rigidité plus élevée que celle de la fluorapatite (Ca5(PO4)3F), mais

cependant elle est moins dure que la phase spinelle (MgAl2O4). Pour mieux élucider la nature

isolante de différents systèmes dentaires, nous avons calculé la structure de bandes électroniques et

la densité d’états (DOS) des composants Li2Si2O5, Ca5(PO4)3F et MgAl2O4. Les calculs nous

indiquent que ces phases possèdent un caractère isolant. Les paramètres optiques tels que l'indice de

réfraction, le coefficient d'extinction, le coefficient d'absorption et la réflectivité optique ont été

déterminés à partir des calculs de la fonction diélectrique complexe de ces composés. Les résultats

issus nous ont permis de fournir un aperçu sur le comportement optique des matériaux étudiés.

Mots-clés : Calculs ab-initio, Céramique dentaire, Stabilité structurale, Propriétés élastiques,

électroniques et optiques.
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a b s t r a c t

The objective of this study is to investigate theoretically the structural, elastic and

electronic properties of Lithium Disilicate (LD) crystal (Li2Si2O5), using the pseudo potential

method based on Density Functional Theory (DFT) with the Local Density Approximation

(LDA) and the Generalized Gradient Approximation (GGA). The calculated structural

properties namely the equilibrium lattice parameters and cell volume are in good

agreement with the available experimental results. However, for the LD crystal elastic

moduli: Shear modulus G, Young's modulus E and Poisson's ratio ν we have found a

discrepancy between our theoretical values and experimental ones reported in polycrystal-

line sample containing LD crystals. The calculated elastic properties show that LD is more

rigid compared with other components. We also investigated the mechanical stability of

Li2Si2O5 compound and we have noticed that this compound is stable against elastic

deformations. On the basis of shear to bulk modulus ratio analysis, we inferred that

Li2Si2O5 compound is brittle in nature. In order to complete the fundamental character-

istics of this compound we have measured the elastic anisotropy. Our results for the

energy band structure and Density of States (DOS) show that Li2Si2O5 compound has an

insulator characteristic.

& 2013 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

The glass-ceramics are biphasic polycrystalline materials, con-
stituted of an amorphous phase in which the crystallized
particles, called crystallites, are distributed; their number and

size control the final material properties (physical, mechanical
and optical properties). Lithium disilicate (Li2Si2O5) was firstly
classified as glass-ceramic material by Stookey (1959). Following
this, lithium disilicate glass-ceramic became the subject of a
considerable amount of research. It was developed by Beall
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(1971), Freiman and Hench (1972) in multicomponent glass
systems. Later, the structure of lithium disilicate glass and its
corresponding crystal were well known and have been studied
for a number of years (Hannon et al., 1992; Soares Jr et al., 2003).
Lithium disilicate glass-ceramic contains two solid phases: the
amorphous phase and the crystalline one. The lithium disilicate
crystal phase (Li2Si2O5) melts congruently at 1033 1C and has a
stoichiometric composition. The structure of orthorhombic
lithium disilicate crystals involves corrugated sheets of
(Si2O5)

�2 on the (0 1 0) plane that gives excellent mechanical
properties for the glass-ceramic material (Holand and Beall,
2002). Some researchers have investigated the mechanical
properties of this material. Goharian et al. (2010) have reported
3-point flexural strength of 280 MPa for a lithium disilicate
glass-ceramics sample. Hölland et al. (2000) studied the micro-
structure and properties of different dental glass-ceramics and
reported a fracture toughness value for lithium disilicate glass-
ceramics of 3.370.3 MPa m1/2. The mechanical properties of
lithium disilicate glass-ceramic of IPS Empress 2 system have
been studied by Sang-Chun (2002) and reported a fracture
toughness and flexural strength values of 3.2 MPa m1/2 and
334 MPa respectively for this material. The elastic constants,
Vickers hardness, and fracture toughness of lithium disilicate
glass-ceramic have been examined by Denry and Holloway
(2004). Owing to its remarkable mechanical properties, this
material is widely used for various biomedical applications
(Schweiger et al., 1999; Hölland et al., 2000), and is suitable for
use in restorative dental applications (Hölland et al., 2009).

According to the results of several experimental studies
achieved to determine the physical and mechanical proper-
ties of a glass-ceramics, it seems that the composition and
structural properties of crystallites are important factors for
evaluating the mechanical and physical properties of this
material. In this context a theoretical study is carried out, in
the present work, on a lithium disilicate crystal (Li2Si2O5)
which is the essential component of a glass-ceramic, in order
to know these structural, mechanical and electronic proper-
ties. In order to examine the above properties of the Li2Si2O5

compound, ab initio study has been adopted, using the
pseudo potential method based on the DFT (density func-
tional theory) with the approximation (LDA) and (GGA) for the
exchange potential and correlation.

2. Computational methods

In the present work, DFT is used as implemented in the castep
code (Segall et al., 2002). The Vanderbilt ultrasoft pseudo
potential (Vanderbilt, 1990) was used with the cutoff energy of
340 eV for the considered structure Li2Si2O5. The k point of
4�2�5 for orthorhombic Ccc2 is generated using the Mon-
khorst–Pack scheme (Monkhorst and Pack, 1976; Pack and
Monkhorst, 1977). The exchange and correlation functional
are treated by both the Local Density Approximation (LDA)
(Ceperley and Alder, 1980; Perdew and Zunger, 1981) and the
Generalized Gradient Approximation (GGA) (Perdew et al., 1996).
The tolerances for geometry optimization were set as the
difference in total energy being within 10�5 ev/atom, the max-
imum ionic Hellmann–Feynman force within 3�10�2 ev/Å, the
maximum ionic displacement within 10�3 Å, and the

maximum stress within 0.05 GPa. The calculated bulk and shear
moduli are from the Voigt–Reuss–Hill approximations (Voigt,
1928; Reuss, 1929; Hill, 1952).

3. Results and discussions

3.1. Structural properties

In order to calculate the ground states properties of the
Lithium Disilicate crystal (Li2Si2O5), such as the equilibrium
lattice parameters (a0, b0 and c0) and bulk modulus B, we have
optimized the crystal structure of Li2Si2O5 using the structural
data from the works of De Jong et al. (1998) listed in Table 1.

Our results of equilibrium lattice and bulk modulus
obtained from LDA as well as GGA calculations along with
the experimental values are indicated in Table 2.

The calculated lattice parameters (a0, b0 and c0) and our
calculated cell volume per formula unit V are in good
agreement with the experimental results. It can be noted
that the theoretically estimated equilibrium lattices para-
meters and cell volume are underestimated in our LDA
calculation by comparison to the experimental values and
overestimated, comparatively to our GGA calculation. Con-
cerning the result of the bulk modulus, to the best of our
knowledge, there are neither experimental nor theoretical
data for Li2Si2O5 compound that are available to be compared
with our theoretical results.

3.2. Elastic properties

The elastic properties define the properties of a material that
undergoes stress, deforms and then recovers to its original
shape after stress ceases. These properties play an important
part in providing valuable information about the bonding
characteristic between adjacent atomic planes and the aniso-
tropic character of the bonding and structural stability. There
are 21 independent elastic constants Cij, but the symmetry of
orthorhombic crystal reduces this number to only nine
independent elastic constants namely C11, C22, C33, C44, C55,
C66, C12, C13 and C23. The elastic constants are identified as
proportional to the second order coefficient in a polynomial
fit of the total energy as a function of the distortion para-
meter δ (Wallace, 1972). In this work, we have considered, in
the present work, only small lattice distortions in order to
remain within the elastic limit of the crystal. In the following,
we have listed the relevant formulas needed to obtain the
elastic constants of orthorhombic crystals. The internal
energy of a crystal under strain, δ, can be expanded as a
Taylor series in powers of the strain tensor with respect to
the initial internal energy of the unstrained crystal in the
following way:

EðV; δÞ ¼ EðV0; 0Þ þ V0 ∑
i
τiξiδi þ

1
2
∑
ij
cijδiξiδjξj

 !
þ Οðδ3Þ: ð1Þ

The volume of the unstrained system is denoted V0 when E
(V0, 0) is the corresponding total energy. The factor ξi, takes
the value 1 if the index i is equal to1, 2, or 3 and the value 2 if
the number is equal to 4, 5, or 6. In the above equation, τi,
is an element in the stress tensor. We need nine diffe-
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rent strains to determine the elastic constants. The nine
distortions used in the present investigation are described in
the works of Ravindran et al. (1998). Once the elastic con-
stants have been determined, other mechanical parameters
will be calculated; namely shear modulus G (GPa), Young's
modulus E (GPa) and Poisson's ratio ν, using the following
formulas (Watt, 1979):

G¼ 1
2
ðGV þ GRÞ ð2Þ

GR ¼
15

4ðS11 þ S22 þ S33 Þ�4ðS12 þ S13 þ S23Þ þ 3ðS44 þ S55 þ S66Þ
ð3Þ

GV ¼ 1
15

ðC11 þ C22 þ C33�C12�C13�C23Þ þ
1
5
ðC44 þ C55 þ C66Þ ð4Þ

E¼ 9BG
3Bþ G

ð5Þ

ν¼ 3B�2G
2ð3Bþ GÞ ð6Þ

In the above formulas, the subscript V denotes the Voigt
approximation and R denotes the Reuss approximation. In
the Eq. (3), the Sij are the elastic compliance constants. The
elastic constants and elastic moduli (in GPa) of Li2Si2O5

compound have been listed in Table 3, calculated within
the LDA and GGA approximation.

As far as we know, there are neither available experimental
nor theoretical data of elastic properties of purely lithium
disilicate or textured monocrystalline sample to compare with
our ab initio results. The present work is the first theoretical
prediction for these quantities. However, several existing experi-
mental results are dealing with glass-ceramic composed of about

60% LD crystalline phase. Hence due to lack of experimental and
theoretical results for this compound, we compare our results
with Denry and Holloway (2004) ones. One can observe that,
there is a discrepancy between the experimental results and
theoretical ones. Our calculated elastic moduli (shear and
Young's moduli) are larger than the experimental values (within
�30% in the LDA calculation and within �16% in the GGA
calculation). While, the Poisson's ratio (ν) is much inferior to
experiment value (within �23%). This disagreement was
expected due to the presence of several other factors, such as
the residual amorphousmatrix and polycrystalline texture of the
sample that have a significant impact to assess the properties of
the glass-ceramic. It is interesting to note that the elastic
properties obtained from our GGA calculations are lower than
the ones obtained from LDA calculations. This is because that in
GGA approximation, we have taken into account the inhomo-
geneities in the electronic charge density. We have also com-
pared the elastic properties of our component with other
components that are the main crystals forming dental enamel,
they are namely hydroxyapatite (HAp), fluorapatite (FAp) and
carbonated apatite (CAp), with formula units of Ca5(PO4)3OH,
Ca5F(PO4)3, Ca10(PO4)6CO3 per crystal cell, respectively. The elastic
properties of these compounds have been calculated by ab intio
methods based on the DFT. However for CAp investigation, the
same code as our was used. We have noticed that lithium
disilicate (LD) have greater shear and Young's modulus than all
other components, but have smaller poisson's ratio. While, the
bulk modulus obtained from LDA (GGA) calculation is similar to
those of HAp and FAp, but it is larger than the CAp. This
difference in mechanical properties is mainly due to the differ-
ence in chemical composition and symmetry (orthorhombic
structure for LD and hexagonal for others). Hence, according to

Table 2 – Calculated equilibrium lattice parameters (a0, b0 and c0), volume (V) and bulk modulus (B).

Structure a0(Å) b0(Å) c0(Å) V(Å3) B(GPa)

Li2Si2O5

(LDA) 5.708(7) 14.401(7) 4.712(9) 387.48 77.152
(GGA) 5.920(9) 14.800(2) 4.858(2) 425.73 67.966
(Exp)a 5.807 14.582 4.773 404.2

a Experimental values (De Jong et al., 1998).

Table 1 – The atomic positions before and behind optimization of crystal structure Li2Si2O5.

Structure: Li2Si2O5

Space group: Orthorhombic Ccc2 n1¼37, Z¼4

Before optimizationa Behind optimization

Atom x y z Atom x y z

Li 0.8484 0.9418 0.510 Li 0.8494 0.9434 0.5050
Si 0.3448 0.8515 0.5075 Si 0.3432 0.8528 0.5070
O1 0.1703 0.9278 0.5978 O1 0.1668 0.9292 0.6050
O2 0.5924 0.8623 0.6716 O2 0.5943 0.8639 0.6712
O3 0.25 0.75 0.5639 O3 0.25 0.75 0.5611

a The atomic positions from the works of De Jong et al. (1998).
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the mechanical behavior, lithium disilicate is more rigid than all
other compounds.

The requirement of mechanical stability criteria in this
orthorhombic structure leads to the following restrictions on
the elastic constants (Nye, 1985): C1140, C2240, C3340, C4440,
C5540, C6640, [C11þC22þC33þ2(C12þC13þC23)]40, (C11þC22�2C12)
40, (C11þC33�2C13)40, (C22þC33�2C23)40, indicating that this
compound is stable against elastic deformations.

Mechanical properties such as ductility and brittleness of
materials can be explained from some proposed relationship.
Pugh (1954) has proposed a simple relationship that links
empirically the plastic properties of materials with their elastic
moduli by B/G, the shear modulus G represents the resistance to
plastic deformation, while the bulk modulus B represents their
resistance to fracture. A high B/G ratio is associated with
ductility, whereas a low value corresponds to the brittle nature
of the material. The critical value which separates ductile and
brittle material is around 1.75, i.e., if B/G41.75, the material
behaves in a ductile manner, otherwise, the material behaves in
a brittle manner. We have found that the B/G ratio for this
compound from our LDA (GGA) calculation is 1.376 (1.356),
classifying Li2Si2O5 as brittle. On the other hand, Frantsevich
et al. (1983), also suggested to distinguish brittleness and ductility
by the Poisson's ratio value (ν). According to Frantsevich the
critical value of Poisson's ratio of a material is 1/3. For the brittle
material such us ceramic, the Poisson‘s ratio value (ν) is less than
1/3, otherwise the material behaves in ductile manner. Here, the
calculated Poisson's ratio for Li2Si2O5 compound is more less
than 1/3, classifying this compound as brittle material.

The elastic anisotropy is an important factor as it has been
highly correlated with the possibility of inducing microcracks
in the materials. Hence, it is important to calculate material
elastic anisotropy in order to understand these properties
and to find mechanisms which will improve their durability.
Essentially all known crystals are elastically anisotropic. In
order to quantify the elastic anisotropy of Li2Si2O5 compound,
we have calculated the shear anisotropic factors (A) using the
following relations (Ravindran et al., 1998):

The shear anisotropic factor for the {1 0 0} shear planes
between the o0 1 14 and o0 1 04 directions is

A1 ¼
4C44

C11 þ C33�2C13
ð7Þ

For the {0 1 0} shear planes between o1 0 14 and o0 0 14
directions it is

A2 ¼
4C55

C22 þ C33� 2C23
ð8Þ

For the {0 0 1} shear planes between o1 1 04 and o0 1 04
directions it is

A3 ¼ 4C66

C11 þ C22� 2C12
ð9Þ

The calculated values of the shear anisotropic factors for this
compound obtained from LDA as well as GGA calculations are
given in Table 4. For an isotropic crystal the factors A1, A2,
and A3 must be one, while any value smaller or greater than
unity is a measure of elastic anisotropy degree possessed by
the crystal. The calculated values are relatively deviant from
the unity, which means that this compound has a lower
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anisotropy and possesses a low probability to develop micro-
cracks or structural defects during its growing process.

3.3. Electronic properties

In the following paragraph we shed more light on the
electronic properties of lithium disilicate crystal (Li2Si2O5),
via calculating the energy band structure and density of
states. The calculated band structure at equilibrium volume
for Li2Si2O5 compound within GGA is shown in Fig. 1. As it can
be seen there is a large energy gap near the Fermi level which
indicates that this compound has an insulator nature in their
stable phase.

To further elucidate the nature of the electronic band
structure, we have also calculated the total and atomic site-
projected l-decomposed densities of states (TDOS and PDOS)
for this compound. These are displayed in Fig. 2. The DOS
show three main regions: the first region – in the low of the
valence band (lower to �5.0 eV) – is mainly dominated by the
Si-(s,p) states, followed by the second region – the high of the
valence band just above the Fermi level (�5.0,0 eV) – that
arises mainly from a mixture of O–2p, Si–(s,p) and O–s states.

The third region – the high of conduction band – contains
a strong contribution from Li–(s,p) and O–p states.

4. Conclusion

In this work, the pseudo potential method (CASTEP code)
based on the DFT, within the LDA and GGA approximation
has been performed in order to predict the structural, elastic
and electronic properties of lithium disilicate (Li2Si2O5) com-
pound. The structural properties, including equilibrium lat-
tice parameters and bulk modulus, have been calculated. The
results show that the lattice parameters are in good agree-
ment with experimental data. The independent elastic con-
stants and the mechanical properties like shear modulus,
Young's modulus and Poisson's ratio have been calculated,
too. On the basis of these results, it appears that Li2Si2O5

compound is stable against elastic deformations, brittle in
nature and possesses a lower anisotropy. The comparison
between the elastic properties values of LD crystal and the
polycrystalline sample containing large amounts of LD crys-
tals shows a slight expected disagreement. From its mechan-
ical behavior, lithium disilicate is more rigid compared with
other components. Our results for the energy band structure
and DOS show that Li2Si2O5 compound has insulator char-
acteristic. Finally they found structural, mechanical and
electronic properties of lithium disilicate crystal may provide
insight into the crystallites behavior, which are one of the
most important factors in assessing the physical and mecha-
nical properties of the glass-ceramic.
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A Comparative Study of Structural Stability and Mechanical
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The aim of this paper is a comparative study of structural stability and
mechanical and optical properties of fluorapatite (FA) (Ca5(PO4)3F) and
lithium disilicate (LD) (Li2Si2O5), using the first principles pseudopotential
method based on density functional theory (DFT) within the generalized
gradient approximation (GGA). The stability of fluorapatite and lithium
disilicate compounds has been evaluated on the basis of their formation
enthalpies. The results show that fluorapatite is more energetically
stable than lithium disilicate. The independent elastic constants and related
mechanical properties, including bulk modulus (B), shear modulus (G),
Young’s modulus (E) and Poisson’s ratio (m) as well as the Vickers hardness
(Hv), have been calculated for fluorapatite compound and compared with
other theoretical and experimental results. The obtained values of the shear
modulus, Young’s modulus and Vickers hardness are smaller in comparison
with those of lithium disilicate compound, implying that lithium disilicate is
more rigid than fluorapatite. The brittle and ductile properties were also
discussed using B/G ratio and Poisson’s ratio. Optical properties such as
refractive index n(x), extinction coefficient k(x), absorption coefficient a(x)
and optical reflectivity R(x) have been determined from the calculations of
the complex dielectric function e(x), and interpreted on the basis of the
electronic structures of both compounds. The calculated values of static
dielectric constant e1(0) and static refractive index n(0) show that the
Li2Si2O5 compound has larger values compared to those of the Ca5(PO4)3F
compound. The results of the extinction coefficient show that Li2Si2O5 com-
pound exhibits a much stronger ultraviolet absorption. According to the
absorption and reflectivity spectra, we inferred that both compounds are
theoretically the best visible and infrared transparent materials.
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structural stability, mechanical properties, optical properties
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INTRODUCTION

Glass–ceramics are polycrystalline materials that
are produced by controlled crystallization of glasses.1

This controlled crystallization leads to precipitation
of crystalline particles called crystallites; their mor-
phology, texture, composition and fraction, as well as
the remaining glass phase, are important factors to
assess the mechanical and optical properties of these
systems. Glass–ceramics are widely used in den-
tistry as materials for dental restoration due to their
dual role in strength and esthetics.

Lithium disilicate glass–ceramic (Li2Si2O5) is one
such all-ceramic system. Since its launch in the late
20th century, this material has been used in different
combinations,2,3 for example in the fabrication of
single and multi-unit dental restorations, mainly for
dental crowns, bridges and veneers, because of its
color being similar to natural teeth and its excellent
mechanical properties.4 Due to the high crystals
content of lithium disilicate (Li2Si2O5) (up to
70 vol.%) and the high degree of interlocking crys-
tals, this glass–ceramic exhibits a strength of approx-
imately 400 MPa and a fracture toughness of
3.3 MPa m1/2.5,6 For esthetics restorations, lithium
disilicate glass–ceramic is indicated to fabricate
veneers, due to the fact that this material may be
translucent, even with the high crystalline content;
this is due to the relatively low refractive index of the
lithium-disilicate crystals.7 In order to imitate the
optical properties of natural teeth, this product is
generally coated with a fluoroapatite glass–ceramic.8

Glass–ceramics with fluoroapatite crystals are
durable biomaterials, preferred for dental restora-
tion. These materials do not have bioactive charac-
teristics and exhibit very special optical and
mechanical properties that mimic those of natural
teeth. Due to the low precipitation density of
fluorapatite (Ca5(PO4)3F) crystals, these materials
achieve biaxial strength values between 80 MPa
and 100 MPa, whilst fulfilling the standard require-
ment of International Organization for Standard-
ization (ISO) 6872 (>50 MPa).9 The poor
mechanical behavior of the fluorapatite is the major
limitation in using it as substructure material, due
to its brittle nature and poor fatigue resistance.10

Apart from the fact that the structure of fluorapatite
crystals is analogous to that of natural tooth
enamel, the crystals are systematically employed
to adjust the optical properties of different materi-
als.9 Because of the small difference between the
refractive index of fluorapatite crystals and that of
the glass matrix, high translucency may be
achieved. Therefore, these materials are ideal as
veneering ceramics for dental applications.

According to the literature, it seems that the
mechanical and optical behavior of glass–ceramics
depends on the chemical composition, microstruc-
ture and the amount of crystallites embedded in the
matrix. Furthermore, we have recently developed a
computational analysis devoted to the determination

of physical and mechanical properties of glass–
ceramics based on lithium disilicate crystals, where
we inferred that knowing crystallites properties may
provide insight into glass–ceramics behavior.11

In this context, we carry out a theoretical study of
the structural stability and mechanical and optical
properties of two different compounds, namely
fluorapatite (FA) (Ca5(PO4)3F) and lithium disili-
cate (LD) (Li2Si2O5), which are the principal crys-
tals forming dental glass–ceramics, in order to get a
better understanding of their behavior. For this
purpose, an ab initio study was adopted using the
pseudopotential method based on the density func-
tional theory (DFT) with a generalized gradient
approximation (GGA) for the exchange and correla-
tion interaction. It is worth noting that this work is
a complementary study of our previous one11 car-
ried out for lithium disilicate crystal, where only the
structural stability and optical properties were
investigated for this compound.

COMPUTATIONAL METHODS

All calculations in the present work were per-
formed by means of the first-principles pseudopo-
tential plane wave (PP-PW) method implemented in
CASTEP 6.0,12 which is a quantum mechanics
program that can calculate the ground state
energies of atomic systems based on density func-
tional theory (DFT).13,14 The pseudopotential
method is an approximation of the all-electron
method, and is based on the well-known fact that
valence electrons are responsible for most chemical
and physical properties of molecules and solids. It is
therefore tempting to simplify the description of
atoms to those of pseudo atoms, in which only the
valence electrons are explicitly treated in the self-
consistent calculation (i.e., avoiding the calculation
of core electrons states), thereby dramatically
reducing the computational cost.15 In this approach,
we have used the generalized gradient approxima-
tion of Perdew–Burke–Ernzerhof (GGA-PBE)16 for
the exchange–correlation functional in the calcula-
tions. The Vanderbilt ultra-soft pseudo-potentials
have been used to describe the electron–ion inter-
actions.17 We have applied a series of kinetic energy
cutoffs (Ecut) ranging from 250 eV to 600 eV, in
order to determine the lowest possible energy cutoff
assuring the convergence of the total energy of both
structures in question. The energy calculations in
the first Brillouin zone were performed using spe-
cial k-point sampling methods of the Monkhorst–
Pack scheme.18,19 We have calculated the total
energy of Li2Si2O5 and Ca5(PO4)3F with different
k-point grids in order to find a good mesh, assuring
the accuracy of our results. Geometry optimization
was achieved in order to obtain the relaxed struc-
tures and the ground state energy for both com-
pounds, using the following convergence criteria: an
energy tolerance of 10�5 eV/atom, the maximum
Hellman–Feynman forces that were converged less

Biskri, H. Rached, Bouchear, D. Rached, and Aida

Author's personal copy



than 0.03 eV/Å, and maximum stress and maximum
displacement set as 0.05 GPa and 10�3 Å, respec-
tively. The elastic constants were calculated by the
‘energy versus strain’ method. The calculated poly-
crystalline elastic moduli are from the Voigt–Reuss–
Hill approximations.20 It is worth noting that in our
optical properties calculations, a Gaussian smearing
of 0.5 eV was used.

RESULTS AND DISCUSSION

Relaxed Structures and Stability

Before calculating the equilibrium lattice param-
eters of Ca5(PO4)3F and Li2Si2O5 crystals, we
calculated their total energies as a function of
energy cutoff (Ecut) in order to obtain values assur-
ing the accuracy of the present ab initio calcula-
tions. The variations of total energy (Etot) with
energy cutoff values are shown in Fig. 1. Conver-
gence tests indicated that the cutoff energy of
340 eV is sufficient to guarantee the convergence
of the total energy for both structures. On the other
hand, we also plotted the variations of total energy
as a function of k-point grids. As shown in Fig. 2, a
very tiny variation of total energies starting from
the k-point sampled as 4 9 2 9 5 (equivalent to 40
k-points in the entire BZ; due to the cell symmetry,
these k-points have been reduced to six) for Li2Si2O5

and 2 9 2 9 2 (equivalent to 8 k-points in the entire
BZ; due to the cell symmetry, they have been
reduced to four) for Ca5(PO4)3F. Therefore, our
calculations should be reasonable when we use
these parameters for the stability, mechanical and
optical investigations in this paper.

In order to calculate the equilibrium lattice
parameters of relaxed structures, we have per-
formed a geometry optimization as a function of
the normal stress by minimizing the total energy of
the proposed compounds. The crystal structure and
atomic positions of the fluorapatite Ca5(PO4)3F and
lithium disilicate Li2Si2O5 taken from the experi-
mental data of Hughes et al.21 and De Jong et al.,22

respectively, are used as starting structures for the
total energy minimization.

The results of equilibrium lattice parameters and
unit cells volume obtained from GGA calculations
are given in Table I, along with the experimental
and theoretical values.21–23 The calculated lattice
parameters and our calculated unit cell volume of
the FA crystal (a0, c0 and V0) are slightly more
expanded than the experimental ones (within a
difference of �1.12%, 0.46% and 2.7%, respectively);
and are in excellent agreement with the available
theoretical results.23 While the computed lattice
constants a0, b0, c0 and V0 of LD crystal show an
expansion of �1.92%, 1.24%, 1.93% and 5%, respec-
tively, one can note that the overestimation of
lattice parameters is inherent to the GGA approx-
imation and these errors are acceptable within the
accuracy of the present calculation.

The determination of the structural stability of
lithium disilicate (LD) and fluorapatite (FA) is of
great importance to understanding the thermody-
namic behavior of the corresponding glass–ceramics
when subjected to real service conditions. It is well
known that the best indicator of the stability of
materials is their formation enthalpies. In general,
a more negative formation enthalpy corresponds to
a better stability. The enthalpy of formation of both
compounds is calculated using the following
equations:

DHf Ca5 PO4ð Þ3F
� �

¼ Etot Ca5 PO4ð Þ3F
� �

� n 5E Cað Þ þ 3E Pð Þ þ 6E O2ð Þ þ 1

2
EðF2Þ

� � ð1Þ

DHf Li2Si2O5ð Þ ¼ Etot Li2Si2O5ð Þ

� n 2E Lið Þ þ 2E Sið Þ þ 5

2
E O2ð Þ

� � ð2Þ

where DHf(Ca5(PO4)3F) and DHf(Li2Si2O5) are the
formation enthalpies of Ca5(PO4)3F and Li2Si2O5,
Etot is the total energy per unit cell of the bulk
compounds, E(X = Ca, P, Li, Si) represents the total
energy per atom of the element X in pure solid state,
E(O2) and E(F2) are the total energies per O2 and F2

molecules, respectively, and finally, n is the total
number of compound formulas contained in the
crystal (n = 2, 4, for Ca5(PO4)3F and Li2Si2O5,
respectively).

The calculated formation enthalpies of the dif-
ferent compounds, along with other available
experimental and previous theoretical results, are
regrouped in Table II. As can be seen from the
latter table, our calculated formation enthalpy of
FA compound is very close to that measured
experimentally,24–26 the difference being only
about 7 kJ/mol of atoms. The error between our
calculated and experimental data is probably due
to neglecting parameters such as the change in the
pressure–volume term (PV) and the temperature
(noting that, the internal energies were calculated
at 0�/K, whereas the experimental enthalpies were
determined at 298 K). Approximately the same
difference has been obtained in comparison with
the previous first-principle results using a pseu-
dopotential technique within GGA approxima-
tion.27,28 For the LD compound, to the best of our
knowledge, its formation enthalpy has not yet been
measured or calculated; hence, our result may be
considered as a quantitative theoretical prediction.
From Table II, it is obvious that the calculated
formation enthalpies are more negative, which
indicates that the examined compounds are quite
stable even at high temperatures. Also, we can
observe that the most negative formation enthalpy
is that of the FA compound. This means that FA is
more energetically stable than LD. Furthermore, it
has been reported that a solid with a more negative
formation enthalpy has a higher melting
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temperature.28 Thereby, the FA compound has the
highest melting temperature (1917 K29 versus
1306 K30 for LD). Accordingly, the glass–ceramics

based on the FA crystals should be thermodynam-
ically more stable than those based on the LD
crystals.

Fig. 1. The calculated total energy of Li2Si2O5 (a) and Ca5(PO4)3F (b) as a function of energy cutoff values.

Table I. Calculated equilibrium lattice parameters (a0, b0, c0) and unit cell volume (V0) of relaxed structures

Compound Space group and symmetry Atoms per unit cell a0 (Å) b0 (Å) c0 (Å) V0 (Å3)

Ca5(PO4)3F P63/m (hexagonal) 42 9.504 9.504 6.910 540.63
(Theory)a 9.509 9.509 6.898 540.18
(Exp)b 9.397 9.397 6.878 525.98
Li2Si2O5 Ccc2 (orthorhombic) 36 5.921 14.765 4.867 425.60
(Exp)c 5.807 14.582 4.773 404.2

aRef. 23.bRef. 21.cRef. 22.
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Mechanical Properties

In order to determine the mechanical properties
of the fluorapatite (FA) compound and compare
them with those of lithium disilicate (LD), which
were calculated in our previous work,11 we have
calculated the elastic constants Cij within the GGA
approximation. These constants are the proportion-
ality coefficients relating the applied strain ei to the
stress (ri), where ri = Cijei. Thus, the Cij determine
the response of the crystal to external forces char-
acterized by the bulk modulus, Young’s modulus,
shear modulus and Poisson’s ratio, and therefore,
play an important part in determining the stability
and stiffness of the materials.31,32 Due to the
hexagonal symmetry of the fluorapatite crystal,
the matrix of 21 stiffness constants can be reduced
to only five independent elastic constants; namely,
C11, C12, C13, C33 and C44. The elastic constants are
derived through Taylor expansion of the total
energy E(V, ei) of the system with respect to the
strain tensor, ei

33,34:

E V; eið Þ ¼ E0 V0; 0ð Þ þ V0

X

i

siniei þ
1

2

X

ij

cijeiniejnj

 !

þ O e3
� �

ð3Þ

E0 and V0 are the energy and the volume of
unstrained system, respectively. The factor ni takes
the value 1 if the index i is equal to 1, 2 or 3; and the
value 2 if it is equal to 4, 5 or 6. In the above
equation, si is an element in the stress tensor.

We used a first-principles theory to calculate E(V,
ei) for various strains of the system. Since we have
five independent elastic constants, we need five
different strains to determine them. The five strains
used in Eq. 3 are described in the work of Fast
et al.34 After calculating the total energy as a
function of the strains, the elastic constants can be

easily identified by comparing the second order
terms of the fitted polynomials of the dependences
Etotal (ei) with the second order term of the Taylor
expansion of the total energy (Eq. 3). For polycrys-
talline materials, the mechanical properties such as
bulk modulus (B), shear modulus (G), Young’s
modulus (E) and Poisson’s ratio (m) can be calculated
directly within these elastic constants based on
Voigt–Reuss–Hill (VRH) approximation,20,35,36

using the following formulas:

BV ¼ 1

9
2ðC11 þ C12Þ þ C33 þ 4C13½ � ð4Þ

BR ¼ ðC11 þ C12ÞC33 � 2C2
13

C11 þ C12 þ 2C33 � 4C13
ð5Þ

B ¼ 1

2
BV þ BRð Þ ð6Þ

GV ¼ 1

15
2C11 þ C33 � C12 � 2C13 þ 6C44 þ 3C66ð Þ

ð7Þ
where C66 ¼ 1

2 C11 � C12ð Þ

GR ¼ 15

4 2S11 þ S33ð Þ � 4 2S13 þ S12ð Þ þ 3ð2S44 þ S66Þ
ð8Þ

G ¼ 1

2
GV þGRð Þ ð9Þ

E ¼ 9BG

3BþG
ð10Þ

m ¼ 3B� 2G

2 3BþGð Þ ð11Þ

In the above formulas, the subscript V denotes the
Voigt approximation, while R denotes the Reuss

Table II. Calculated total energy (in eV) (for compound and its elemental constituents) and formation
enthalpy of FA and LD compounds, along with other experimental and theoretical results

Compound: Ca5(PO4)3F

Etot (eV) E(Ca) E(P) E(O2) E(F2) DHf (kJ mol21) DHf (kJ mol21 of atoms) Refs.

�23083.23 �1001.45 �179.97 �877.02 �1327.3 �13256.205 �315.624 This work
�13545 �322.5 24
�13548 �322.57 25
�13598 �323.76 26
�12884.64 �306.77 27
�13604.64 �323.92 28

Compound: Li2Si2O5

Etot (eV) E(Li) E(Si) DHf (kJ mol21) DHf (kJ mol21 of atoms) Refs.

�11167.27 �189.96 �107.25 �1871.135 �51.976 This work
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approximation. In Eq. 8, the Sij represents the
elements of the elastic compliance matrix. The
results of the elastic constants and elastic moduli
are shown in Table III, along with other available
theoretical and experimental results. It is remark-
able to note that the values of the elastic constants
and elastic moduli for the stable phase of
Ca5(PO4)3F are in agreement with the other theo-
retical values.23,28 However, our calculated Young’s
modulus (E) and Poisson’s ratio (m) are relatively
larger than the experimental values measured in
polycrystalline samples (glass–ceramics) containing
FA crystals.37,38 This difference may be due to the
presence of the residual amorphous matrix.

The elastic constants C11, C22 and C33 represent
the resistances to unidirectional compression along
the principle crystallographic directions a, b and c,
respectively. The obtained values presented in
Table III show that C33 is larger than C11 and C22

(C11 = C22 for hexagonal structure), which indicates
that the compression along the c-axis is more
difficult than that along the a and b-axes. This
result can be explained in terms of the existence of
strong covalent bonding in the [0001] direction,
resulting in a strong cohesion of the crystal along
the c-axis.

The requirement of mechanical stability criteria
for hexagonal structure leads to the following
restrictions on the elastic constants:39 C33 > 0,
C44 > 0, C11 > |C12| and ðC11 þ 2C12ÞC33 >2C2

13.
Thereafter, according to these restrictions, the
calculated elastic constants completely satisfy the
criteria, suggesting that the hexagonal phase of FA
is stable against elastic deformations.

The bulk modulus is an important physical prop-
erty of a solid, usually assumed to be a measure of
resistance to volume change due to an applied
pressure. It is also defined as the reciprocal of
compressibility. A large value of bulk modulus
indicates that the solid is relatively incompressible
(i.e., a large pressure change is needed to create a
small change in volume). So, the calculated values
of the bulk modulus of FA and LD, which are
76.09 GPa and 67.96 GPa respectively, indicate
that the FA is relatively less compressible compared
to LD. The increased incompressibility of FA is
owing to the larger values of C11 (119.1 GPa) and
C33 (153 GPa) in comparison with those of LD
(C11 = 109.33 GPa, C33 = 142.4 GPa).11

However, high bulk modulus is not enough to
describe the mechanical strength of a material.40

The shear modulus is indeed a significantly better
qualitative predictor of hardness than the bulk
modulus, and a linear relationship is observed
between the hardness and shear modulus.41 The
higher the shear modulus, the greater the material
resistance to plastic deformation, and therefore, the
harder the material. Obviously, LD has a higher
shear modulus (50.12 GPa) than FA (41.32 GPa);
thus, the LD should have the highest hardness. It
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can be noted that the greater resistance of LD to
shear deformations is probably caused by the pure
shear elastic constants C55 (66.22 GPa) and C66

(57.7 GPa),11 which are larger than those of FA
(C55 = C44 = 44.08 GPa; C66 = 45.06 GPa).

Furthermore, the stiffness of a solid is measured
by Young’s modulus (E).When the value of Young’s

modulus is larger, the material is stiffer.42,43 From
the Young’s modulus values of FA (104.96 GPa) and
LD (120.7 GPa), it is seen that LD is the stiffer.

The ratio of bulk to shear modulus B/G is
proposed as an indication of the ductile and brittle
characters. A high B/G ratio is associated with
ductility, whereas a low value corresponds to the

Fig. 2. The variation of total energy of Li2Si2O5 (a) and Ca5(PO4)3F (b) as a function of k-point grids (for Ecut = 340 eV).
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brittle nature of the material. According to the Pugh
criterion,44 the critical value which separates duc-
tile and brittle material is around 1.75; i.e., if B/G
>1.75, the material behaves in a ductile manner,
otherwise, the material behaves in a brittle manner.
Moreover, the Poisson’s ratio (m) can also be used to
distinguish brittleness and ductility of materials. If

the value of the Poisson’s ratio is less than 0.26, the
material is considered brittle; otherwise (i.e., if m is
more than 0.26) the material behaves in a ductile
manner.45 In contrast to LD, which is a brittle
material according to the above criteria (i.e., their B/
G ratio (1.35) and Poisson’s ratio m (0.204) are less
than the critical values), the calculated values of B/

Fig. 3. Real part e1(x) and imaginary part e2(x) of the dielectric function for LD Li2Si2O5 (a) and FA Ca5(PO4)3F (b).
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G ratio and Poisson’s ratio m for FA compound (1.84
and 0.27, respectively) are larger than the critical
values, hence classifying this compound as ductile
material.

Hardness is another mechanical property that is
closely related to a material’s strength. It is defined
as the resistance of a material to permanent

deformation such as indentation, wear and abra-
sion. The greater the material hardness is, the
greater its resistance to deformation. In general,
hardness is related to the elastic and plastic prop-
erties of a material. For polycrystalline materials,
hardness can be predicted by a relatively simple
semi-empirical equation based on the Pugh’s

Fig. 4. The calculated refractive index and extinction coefficient for LD (a) and FA (b).
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Table IV. Calculated static dielectric constant e1(0), static reflective index n(0), as well as refractive index
n(x) in IR–Vis–UV region for Ca5(PO4)3F and Li2Si2O5 with other theoretical results

Compound e1(0) n(0)

n(x)

Infrared Visible UV

Ca5(PO4)3F 1.38 1.17 1.177–1.184 1.184–1.2 1.207–1.525
(Theory)a 1.38 1.17
Li2Si2O5 1.83 1.35 1.352–1.363 1.363–1.392 1.393–1.828

aRef. 28.

Fig. 5. Calculated reflectivity and absorption coefficient for lithium disilicate Li2Si2O5.

Fig. 6. Calculated reflectivity and absorption coefficient for fluorapatite Ca5(PO4)3F.
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modulus ratio (k = G/B) and the shear modulus (G)
as follows46:

Hv ¼ 2 k2G
� �0:585�3 ð12Þ

Hv denotes the Vickers hardness (GPa). The calcu-
lated hardnesses for LD and FA compounds are
presented in Table III. The hardness of the FA
compound is in good agreement with the theoretical
result predicted from other theoretical models,28

while for the LD compound, as far as we know, there
are no published experimental or theoretical studies
dealing with this property. As can be seen in
Table III, the hardness value of LD is greater than
that of the FA, indicating that LD possesses the
higher strength to permanent deformation.

According to these mechanical properties, one can
conclude that LD possesses better mechanical
behavior compared to FA. Therefore, the glass–
ceramics based on LD would have better mechanical
properties than those based on FA.

Optical Properties

The optical properties of a solid can be described
in terms of its dielectric function e, which charac-
terizes the linear response of the material to an
electromagnetic radiation, and therefore governs
the propagation behavior of radiation in a medium.
In the case of a static field, e is a real size, while in
the case of a dynamic field it is a complex function
given as:eðxÞ ¼ e1ðxÞ þ ie2ðxÞ, where e1ðxÞ and e2(x)
are the real and imaginary parts, respectively.
These are functions of the field frequency or the
photon energy. The imaginary part of the dielectric
function e2(x) represents the optical absorption in
the crystal, which can be calculated from the
momentum matrix elements between the occupied
and unoccupied electronic states within the first
Brillouin zone using the following relation47:

e2 xð Þ ¼ 2e2p
Xe0

X

k;v;c

wc
kj~u �~rjwv

k

�� ��2d Ec
k � Ev

k � �hx
� �

ð13Þ

where x is the frequency of the incident photons, X
is the volume of the crystal, e is the electron charge,
e0 is the dielectric constant of the free space, wc

k and
wv

k are the conduction and valence band wave
functions at k, respectively, ~r is the position vector
and ~u is the vector defining the polarization of the
incident electromagnetic wave. The real part e1ðxÞ
can be derived from the imaginary part e2(x) by the
Kramers–Kronig transformation48–50:

e1 xð Þ ¼ 1 þ 2

p
P

Z1

0

x0e2ðx0Þdx0

x02 � x2
ð14Þ

where P is the principal value of the integral. In the
zero frequency limit (or infinite wavelength), the
real part e1(x) is equal to the square of the refractive
index n(x). The expression for all other frequency

dependent optical properties, such as refractive
index n(x), extinction coefficient k(x), absorption
coefficient a(x) and optical reflectivity R(x) could be
derived from e1(x) and e2(x), through the following
relations51,52:

n xð Þ ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
e2
1 xð Þ þ e2

2 xð Þ
q

þ e1 xð Þ
2

2

4

3

5

1
2

ð15Þ

k xð Þ ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
e2
1 xð Þ þ e2

2 xð Þ
q

� e1 xð Þ
2

2

4

3

5

1
2

ð16Þ

a xð Þ ¼
ffiffiffi
2

p
x

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
e2
1 xð Þ þ e2

2 xð Þ
q

� e1 xð Þ
� �1

2

ð17Þ

R xð Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
eðxÞ

p
� 1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
eðxÞ

p
þ 1

�����

�����

2

¼ n� 1ð Þ2þk2

nþ 1ð Þ2þk2
ð18Þ

Our calculated imaginary and real parts of the
dielectric function at the equilibrium lattice con-
stant for both compounds LD and FA are presented
in Fig. 3. In the case of the LD compound, the curve
of the imaginary part shows a sharp peak at 9.3 eV,
followed by two weaker peaks located at 11.9 eV and
15.3 eV. The curve of the real part, on the other
hand, shows a peak and a trough at 7.9 eV and
12.66 eV, respectively, in the energy range of 5–
17 eV. It can be seen also that in a high-energy area
(above 20 eV), the imaginary and real parts do not
exhibit any peaks.

The imaginary part of the dielectric function for
the FA compound is characterized by four main
peaks: three appear in the energy range of 5–15 eV
located at the photon energies of 7.55 eV, 9 eV and
11.25 eV, and another is situated at a high energy of
�26 eV. The real part has two main peaks: one lies
near 6.6 eV and another is situated at �25 eV. To
the best of our knowledge, there is no report in the
literature about the dielectric function of purely LD
in its stable structure (orthorhombic Ccc2) to com-
pare our result with. Therefore, the present work is
the first theoretical prediction for this physical
parameter. In the case of the FA compound, our
result is in good agreement with the other theoret-
ical result reported in Ref. 28.

To give a better understanding of the main
features of the dielectric function, which is mainly
connected with the electronic structures, we have
analyzed the density of states of compounds given in
previous works.11,28 From the analyses, the density
of states of lithium disilicate (LD) crystal, the main
peak in the imaginary part of the dielectric function,
corresponds to the strong interband transitions
between the O-2p states at the valence band (VB)
and empty states of Si-3p and Li-2 s in the
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conduction band (CB). For the FA crystal, the first
absorption peak corresponds mainly to the transi-
tions from the upper valence band formed by O-2p
and P-3p states to the lower conduction band, while
the peak situated at high energy results from
transitions from Ca-3p states. The stable behavior
of imaginary parts for both compounds at low
frequencies (0 eV to �5 eV for LD and 0–5.4 eV for
FA) below the band gap suggests that the studied
materials do not interact with these low energy
photons, which means that these compounds are
transparent to these frequencies. However, for the
real part e1(x) of the dielectric function e(x), the
most important physical quantity is the static
dielectric constant e1(0), which is the electronic
part, strongly depends on the band gap and is given
by the low energy limit of e1(x). Our results for the
static dielectric constants e1(0) of LD and FA are
equal to 1.83 and 1.38, respectively. It is clearly
observed that the e1(0) of the LD is larger than that
of the FA. This is due to the energy gap of the LD
compound, which is smaller (�5.1 eV11) compared
to that of the FA compound (5.64 eV28). This could
be explained on the basis of the Penn model

e1 0ð Þ � 1 þ ð�hxP=Eg

� �2
; where �hxP is the plasma

energy).53 According to this expression, a smaller
energy gap (Eg) yields a larger e1(0) value. It is also
clear from Fig. 3a that the minimum value of e1(x)
at the photon energy �12.66 eV for LD is negative,
indicating that this compound exhibits metallic
reflectance characteristic for this incident electro-
magnetic wave. Thus this material can be used as a
protection from radiations in this specific energy
limit. In contrast, the FA compound has positive
values of e1(x) in a wide energy range, which
indicates that this compound possesses a non-metal
reflective property.

Our calculations of the spectrum of refractive
index n(x) and extinction coefficient k(x) for LD and
FA are displayed in Fig. 4. One can observe that the
spectra of the refractive index and the extinction
coefficient closely follow the real and imaginary
parts of the complex dielectric function, respec-
tively. From the curves of the refractive index of the
studied compounds, the values of static refractive
index [value of refractive index at zero frequency
limits n(0)] are found to be 1.35 and 1.17 for LD and
FA, respectively, as listed in Table IV. We can also
calculate this parameter (n0) from the real dielectric
function by the relation n(0) = (e1(0))1/2. The values
of the static refractive index calculated from the
latter relation [(1.83)1/2 = 1.35 for LD and
n(0) = (1.38)1/2 = 1.17 for FA] are found to be iden-
tical to those obtained from Fig. 3. Our value of n(0)
for the FA compound is in excellent agreement with
previous theoretical results.28 With regard to the
result of n(0) for the LD compound, to the best of our
knowledge, there are neither experimental nor
theoretical data that are available to be compared
with our theoretical result. It is clear from Fig. 4

that the spectra of refractive index n(x) of both
compounds increase slowly with increasing energy
in the infrared–visible area and rapidly reach the
highest values in the ultraviolet (UV) region at
around 1.83 and 1.52 for LD and FA, respectively
(see Table IV). They then decrease dramatically to a
minimum level at about 0.6 (LD) and 0.7 (FA) in the
high energy region. For the extinction coefficient
k(x), the values reach maximum at about 0.96 at
9.93 eV for LD and 0.58 at 7.84 eV for FA. It is clear
that the maximum value of k(x) of LD is larger than
that of the FA compound, indicating that LD
exhibits a much stronger ultraviolet absorption
compared to FA. On the other hand, the extinction
coefficient k(x) may constitute an important crite-
rion for the phenomenon of fluorescence; when k is
most large, the fluorescence will be higher. Hence,
according to this characteristic, LD should be more
fluorescent in the ultraviolet range. At low fre-
quency (energy) in the infrared–visible region, the
extinction coefficient is zero for both compounds,
indicating that LD and FA are effectively
transparent.

Figures 5 and 6 show the variations of the
absorption coefficient a(x) and reflectivity R(x) as
a function of the photon energy for LD and FA,
respectively. From the spectra of absorption coef-
ficient, it is seen that there is no absorption at low
energy region (below �5 eV for LD and �5.4 eV
for FA) due to the insulating character of these
compounds. In the ultraviolet energy range, at
around 8.5–14 eV, the absorption spectrum of LD
shows a very intense absorption in comparison
with the FA. This may be the reason that the LD
can be more fluorescent than FA. The different
peaks appearing in the absorption bands of both
compounds arise from the interband transitions
mentioned previously. In the range from 0 eV to
5 eV, our calculated reflectivity is lower than 1.5%
for the FA compound and 4% for the LD com-
pound. It increases with increasing energy and
reaches the maximum value with 8.45% for FA
and 18.7% for LD. These results are located in the
ultraviolet region at about 9.5 eV and 12.66 eV,
respectively. Interestingly, the maximum reflec-
tivity for LD occurs where the real part of
dielectric function e1(x) goes below zero, as can
seen in Figs. 3(a) and 5. According to the absorp-
tion and reflectivity spectra, one can conclude that
LD and FA are theoretically transmitting in the
energy range below 5 eV, and therefore, both
compounds are good visible and infrared trans-
parent materials.

Finally, the above optical properties of these
compounds give us some insight into the optical
behavior of glass–ceramics. For example, the
translucency, opacity and brightness of these mate-
rials may depend on the difference in refractive
index between the crystal phase and the glass
matrix. If the difference is too high, for example,
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high brightness may be achieved, but hardly any
translucent properties can be created because of the
strong scattering of the light when passing through
the material.9 The difference between our calcu-
lated refractive index of the LD crystal (1.363–1.392
in the visible range) as opaquing agent and that of
the glass matrix (1.5–1.559) is significantly smaller,
indicating that this compound can provide a
translucent glass–ceramic material. On the con-
trary, the FA crystal (refractive index 1.184–1.2)
may give high brightness to the glass–ceramic.
Furthermore, in contrast to conventional opaquing
ceramics such as zirconium oxide ZrO2 (refractive
index 2.1–2.2) or titanium oxide TiO2 (refractive
index 2.5–2.6) where the refractive index is consid-
erably higher than that of the glass matrix one, the
opacity of the glass–ceramics containing LD or FA
crystals may be ideally suitable for aesthetic dental
restorations.

CONCLUSIONS

In this work, we have presented a comparative
study of structural stability and mechanical and
optical properties of fluorapatite (FA) Ca5(PO4)3F
and lithium disilicate (LD) Li2Si2O5, which are the
main components forming dental glass–ceramics.
This is achieved by means of the first principles
pseudopotential method based on density functional
theory, using self-consistent CASTEP code within
the GGA approximation.

It is found that the equilibrium lattice parameters
of relaxed structures for both compounds are slightly
overestimated compared to the experimental ones.
Based on the calculations of formation enthalpies, the
structural stability of FA and LD have been evalu-
ated. The results show that FA is energetically more
stable than LD. The independent elastic constants
and related mechanical properties like bulk modulus,
shear modulus, Young’s modulus and Poisson’s ratio,
as well as the Vickers hardness, have been calculated
for the FA compound, and the resultant values are
generally in good agreement with other available
theoretical results. However, the values of Young’s
modulus and Poisson’s ratio are found to be larger
than the experimental ones reported in polycrys-
talline samples containing FA. By analyzing the
Poisson’s ratio (m) and the ratio of bulk to shear
modulus B/G, we conclude that FA is ductile in
nature, while LD is brittle in nature. The obtained
values of the shear modulus, Young’s modulus and
Vickers hardness for the FA compound are smaller
than those of the LD compound, implying that LD is
more rigid than FA. The optical properties such as
refractive index, extinction coefficient, absorption
coefficient and optical reflectivity have been deter-
mined through the calculations of the complex dielec-
tric function of both compounds. We have analyzed
the interband contribution to the optical response
functions using the electronic properties of studied
compounds given in previous works. The static

dielectric constant and the static refractive index
have been calculated too, and the results show that
the LD compound has larger values compared to
those of the FA compound. Our results for the
extinction coefficients show that the LD compound
exhibits a much stronger ultraviolet absorption com-
pared to that of the FA compound. From this char-
acteristic, the LD may be more fluorescent. According
to our findings of the absorption and reflectivity
spectra, both compounds are theoretically excellent
visible and infrared transparent materials. Finally,
on the basis of this theoretical study, it appears that
LD possesses mechanical and optical properties that
are better than those of the FA. Therefore, we infer
that the glass–ceramics containing LD crystals could
have better mechanical and optical behaviors than
those based on FA crystals.

ACKNOWLEDGEMENTS

The authors are very grateful to Mohammed
Salah Aida from the University of Constantine and
Kamel Khelifa Kerfa from the University of Chlef
for their helpful assistance in improving the use of
English in the manuscript.

REFERENCES

1. P.W. McMillan, Glass-Ceramics (London: Academic Press
Inc., 1979).

2. H.J. Conrad, W.J. Seong, and I.J. Pesun, J. Prost. Dent. 98,
389 (2007).
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