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 ال̱س˯ة الكمية لفكرة المشي العشوائي ] ما هي في الحق̀قة إلا1إن فكرة المشي العشوائي الكمي[

فُ اخ˗صارا من اسمه ̊لى ،الߕس̑يكي ا߳ي يصنف ضمن الظواهر الإحصائية Գحۡلية ҧو يعُر 

 تطورل يدرس السلوك العام و خصائصه وفق مˍادئ الفيزԹء الߕس̑يك̀ة  اتيشكل نموذج رԹضي

ة من الخطوات (أو التحولات) ة (أو ˨اߦ فيزԹئية) من ˭لال لموضع نقطة م˗حرك الزمني مجمو̊

سمى ات و اتجاهات ممك̲ة فقط تحددها الب̱̀ة المميزة لما ̼ مسار  ̊بر ،العشوائية المۡثߧ و المتكررة

  ].3،2أو الغير مس̑تمر[ المس̑تمرسواء في ˨اߦ الزمن  ،ا߳ي تتطور وفقه )graphخْطَاطْ (Դلمِ 

ة معينة من العقد ̊ددها الكلي ) ̊لى 𝐺عموما يعرف أي مخطاط (̽رمز ࠀ Դلحرف  ، 𝑁أنه مجمو̊

تتصل فۤ ب̿نها ̊لى شكل ثنائيات. عن طريق وصلات ممك̲ة فقط بحسب ب̱̀ة كل مخطاط، ̊ددها 

ُ كل عقدة بعدد صحيح  ،𝐸الكلي هو  ҧتعَُلم𝑛، كل وصߧ ҩعقدتين  ممك̲ة بين و م̲ه يمكن أن نعُِلم

). إذا كان ̊دد الوصلات التي تنطلق من كل عقدة (̽رمز ̊ادة لهذا 𝑛،�̀�( بـالثنائية �̀�و  𝑛مختلف˗ين 

ت ̊بر . و إذا كانت الحركة أو الخطواԴلمنتظم) هو نفسه لجميع العقد ̼سمى هذا ا߿طاط 𝑑العدد بـ 

هالمغير بكل وصߧ بين أي عقدتين م˗واصلتين تتم في Գتجاهين ف̿سمى هذا ا߿طاط  lو.  

ة: كالت̱ˍؤ  تاس̑تعمالا س̑يكيإن ̥لمشي العشوائي الߕ ات كثيرة و Էجحة و في ̊دة م̀اد̽ن م˗نو̊

ت المالية، دراسة السلوك العام لك˞ير من الأنظمة ا߱ينام̀ك̀ة الإحصائية ءاԳق˗صادية أو Գس̑تقر 

ر صنف معين من الخوارزم̀ات العشوائية التي تف̀د في ˨ل صنف معين من  أو العشوائية، تطو̽

  ].6-4س̑يك̀ة ...إلخ[معضلات الحوس̑بة الߕ

الߕس̑يكي. و ذߵ  ع المشيم ةفي العقد̽ن الأ˭ير̽ن. بدأ Գهۡم يتزايد كثيرا Դلمشي الكمي مقارنت

مالات ثورية و ما يمكن أن ت˖̀˪ه من اس̑تع الحوس̑بة الكمية نظرԹ و تطبيق̀ا مع ˊروز فكرة موا̠بتة
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كي من ݨة Դلمشي الߕس̑ي الكمي مقارنتةشجعة و الهامة لمشي ] و ظهور بعض النتائج الم 7من ݨة[

، 8طبيق̀ة [يع النظرية و الت أخرى. هذا كله عزز من توظيف نتائج المشي الكمي في ̊ديد من المواض 

 الش̑بكات البصرية الكمية ،)quantum search algorithems( البحثية كالخوارزم̀ات الكمية ]9

)quantum optical lattice(، لكتروԳ اويفˤدينام̀ك̀ة الكمية  ـالت )cavity quantum 

electrodynamics(، ت المحتجزة ضمن الش̑بكات البصريةԷالأيو )trapped ions in an 

optical lattice( ]10-13 ،14...[لخ.إ  

إن لنوعية ب̱̀ة ا߿طاط ا߿تار في المشي العشوائي سواء الߕس̑يكي أو الكمي دور ࠐم في دراسة ما 

هذه الفعالية  رربت ̊دة كميات لاخ˗با. و قد جُ ذج الكمية مقارنة Դلۣذج الߕس̑يك̀ةمدى فعالية الۣ

الموضع  ،)mixing time( زمن Գس̑تقرار أو الۡزج، )hitting time( زمن Գصطدام م˞ل:

 Գنتقال ˭اصية، )max position( موضع القمة، )average position( المتوسط

)transport property(Գ ،نتقال المثالي ̥ل˪اߦ )perfect state transfer(] كما ]. 8...إلخ

. و و العكسأمخاطيط كثيرة فمنها من كانت ̮سختها الكمية أسرع من الߕس̑يك̀ة بنى أو  اُقترحت

، الحلقة ،الˌس̑يطالخط  من بين أشهر هذه البنى و ا߿اطيط التي درست لحد الآن: م˞لانذ̠ر 

ت الش̑بكا ثية الفراغية،الثلا المس̑توية أو الثنائية يةيز الش̑بكة الكارت. لفائقا المكعبو  المكعب الˌس̑يط

ات بنى ، الش̑بكات ذالثنائية والشˤيرية الأ˨ادية ذات الب̱̀ة  تالش̑بكا ،النجميةذات الب̱̀ة 

) hypercube˨اليا، تعد ب̱̀ة ا߿طاط "المكعب الفائق" ( .لخإ...الهندسة التكسيرية و التكرارية

] من 17[ )glued double trees( الملتصق"  ـالثنائي  ـالشˤيري  ـو ا߿طاط "التفرع] 16، 15[

و التي شجعت  Դلߕس̑يكي سر̊ة و كفاءة المشي الكمي مقارنتة̊لى  تبين أنجح الأعمال التي ˊرهن

قامت في مجملها بعرض أفكار ˡديدة في ̠يف̀ة دراسة و اخ˗بار كفاءة  دراسات و أعمال ̊دة̊لى 

عمال نذ̠ر منها: ˭اصية Գنتقال الكمي ̊بر الق̲وات الخطية Դس̑ت Դلߕس̑يكي مقارنتة الكمي المشي

] و أهمية توظيفها quantum transport on spin chains ]18-20الس̑بين أو ما يعرف بـ 

ما  ،كأسلاك بين مختلف أجزاء الأݨزة الكمية سواء ̥لتوصيل أو لتنف̀ذ العمليات الحسابية الكمية

] ا߳ي سلط الضوء ̊لى أهمية التحكم في مختلف Anderson localisation ]21-23رف بـ يع
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نتائج بصفة أحسن ال لمشي الكمي ̥لوصول إلى أحسن معدل انتقال أو ̥الثوابت ا߳اتية أو ا߱ا˭لية 

كمي لأهمية التناظر في البنى و ا߿اطيط التي يدُْرَسُ من ˭لالها كفاءة المشي ا ،]26، 25، 24[ ̊امة

اطِيطيجاد المِخْطَا] و ̠يف̀ة توظيفه لإ28، 27[ َ˯ َ أ̽ن ˔كون ̮سخته  .̥لمشي العشوائي المثلى ط أو الم

اف̀ة عمال التي وظفت ميزات إضالأمن  حتى . و هناكمن ̮سخته الߕس̑يك̀ةكفأ الكمية أسرع و أ

] و ̠يف multi-walker] (29كفكرة ̊دة مشائين عشوائيا في آن وا˨د ( :̥لمشي في ˨د ذاته

) بين الحالات entanglementتوظيف ˭اصية ال˖شابك الكمي ( ،]30س̿˗فا̊لون في ما ب̿نهم [

) أثناء weak measurement( الضعيف]. اس̑تعمال فكرة الق̀اس Գ31بتدائية لعدة مشائين [

 و ̠يف̀ة التحول )decoherenceفك Գرتباط ( التطور الزمني ̥لمشي الكمي ߱راسة و فهم موضوع

] 35-33، 32أو Գنتقال من المشي الكمي إلى الߕس̑يكي بوجود عوامل تأثير المحيط الخارݭ [

  إلخ...

طاط حتى أن هناك من ̊لل به أس̑باب نجاح مخ ،ˡد ࠐم إن تناظر ب̱̀ة ا߿اطيط لطالما أعتبر ̊املا

أصبح مرشحا فوق العادة  ]. و Դلتالي1الملتصق" [  ـالثنائي  ـالشˤيري  ـالفائق" و "التفرع  ـ"المكعب

]. من هنا 28، 24سرع من المشي الߕس̑يكي [أ̥لعب دور مميز في ايجاد البنى التي ˔تميز بمشي كمي 

الفكرة (أو لنقل أمسك̲ا بطرف الخيط) ح̀ث لم نجد أي من الأعمال قد درست بنى ذات  تبدأ

قليدية. و لإاˡة وفق الهندسة در  التناظر ذو الأ̊لىتناظر ̠روي رغم أن التناظر الكروي يعتبر هو 

هذا التناظر الكروي في البداية قادԷ إلى اقتراح مخطاط بن̿˗ه العامة ̠روية و تفاصيࠁ الجزئية ˓ش̑به 

تفاصيل خطوط الطول و دواˁر العرض الوهمية التي تحدد تقاطعاتها الأما̠ن ̊لى سطح الكرة  اتمام

ا̽ر نوبي أ̽ن تتقاطع خطوط الطول ˉشكل مغالأرضية. لكن مع ˊروز مشكل القطب الشمالي و الج 

ا ما منجعلنا نغير  الأما̠ن (أي مخطاط ̎ير م̲تظم)و أكبر من بق̀ة  الب̱̀ة  ب̱̀ة ا߿طاط إلى نو̊

ج تفصيل ̠رة القدم التي نعرفها. و كل ذرة تخر  اأ̽ن تفاصيࠁ هي تمام 𝑪𝟔𝟎الكروية لجزيء الكربون 

). و بعد النتائج الأولية الجيدة التي تحصلنا 𝑑=3تظم ح̀ث منها ثلاث وصلات فقط (أي مخطاط م̲ 

) و ذߵ armchairو  zigzagالنانو ا߿تلفة ( بشجعتنا ̥لمضي قدما نحو بنى أخرى كأԷب̿ .̊ليها

ˤال بحث بم او من ݨة أخرى ارتباط هذه البنى التي اقترح̲اه ،سطواني. هذا من ݨةلتناظرها الأ
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نا الحالي " و ما ̼شكله من ثقل بحثي في وق̠ ˔ك̲ولوݭالنانو" و "النانو  ˡد ࠐم و ˡد ̮شط كـ: "بنى

هناك  ،ؤخرا. ما] هو ما شجعنا أكثر في المضي قدما في اخ˗بار هذه البنى التي اقترح̲اه36-46[

بعض الأعمال التي تطرقت لاخ˗بار المشي الكمي المس̑تمر، وفق ش̑بكات بن̿تها م˞ل ب̱̀ة أوراق 

ريقة أخرى أهدافها مغا̽رة للأهداف التي قمنا بها في هذه ا߱راسة (دراسات الجرافين و لكن بط

  ]).50-48] و طرق و أهداف أخرى [47كمية بحثية [ تتحليلية ˓سا̊د في إيجاد خوارزم̀ا

Թضيا إن ا߱راسة الت˪ليلية لمشي الكمي ̊بر مختلف البنى تعتبر تحدԹق̀ق̀ا. و تتطلب مخاطيط ح  تيار

الفائق   ـ] أو المكعب51]. فحتى أˉسط البنى التي درست تحليليا كالحلقة [20ذات ب̱̀ة م˗ˤا̮سة [

 امعتبر  اتي] كانت ࠐمّة ل̿ست Դلسهߧ. و تطلبت ݨدا رԹضيا55-53] أو الش̑بكة الكارتيزية [52[

 perfect stateالانتقال المثالي ̥ل˪اߦ (أن ا߱راسة الت˪ليلية لما ̼سمى بـ ̥لوصول الى نتائجها. كما

transfer(  ̊بر البنى الصغيرة أ̽ن يتم اخ˗بار إمكانية الوصول لمكان موضع الهدف نفس الحاߦ

Գبتدائية Դلضبط التي انطلقت من موضع Գنطلاق كللت بحلول تحليلية و لكن من أˡل ̊دد 

قا في ˨اߦ دراسة البنى التي ˓س̑تعمل تق̲ية توليف ب̱̀ة ̠بيرة انطلا اأمّ  ،]56محدود فقط من الحالات [

ة من البنى الصغيرة [ عبارة عن  ى] ح̀ث ˔كون ˨لولها الت˪ليلية هي Գخر 57من ˔ر̠يب مجمو̊

˔ر̠يبة لحلول كل هذه البنى الصغيرة حتى هي تعتبر تق̲ية لها ˨دود و لا يمكن اس̑تعمالها في جميع 

لتعامل مع أي ب̱̀ة اتبقى ا߱راسات الرقمية هي الخيار الأفضل في  ،الحالات. و Դلتالي في الحاߦ العامة

  ࠐما كان نوعها و تعق̀دها و ˓شعبها.

المس̑تمر. سواء الߕس̑يكي أو ̥لمشي العشوائي ̎ير  1إن ا߱راسة التي س̑نقدࠐا هنا هي دراسة رقمية

ة Գنتقال ̠بنى الجرافين. و سنركز ̊لى اخ˗بار ˭اصي ة̎ير موݨ ة̊بر ب̱̀ة مخاطيط ̊دّة م̲تظم الكمي

 هذه الأطرو˨ة في بتدائية من أˡل الوصول الى أحسن النتائج.ظر في الحالات الإو ̠يف̀ة توظيف التنا

كون حسب ظني ˨اولت أن أس̑تف̀ض في المقدمات لت المحليةو بحكم أن الموضوع ˡديد ̊لى السا˨ة 

 ،لߕس̑يكيبعنوان المشي العشوائي االأول  ،و سهߧ الفهم من القراءة الأولى. فحررت فصلين اواضحت

                                                           
و  Pythonة البرمجة و قد اس̑تعملنا لغ ت ˭اصة. ح̀ث بعض من ا߱قائق ˔كون كاف̀ة ̥لحصول ̊لى النتائج ا̦نهائية.لا تتطلب تجهيزا 1 

 ].61-58لواحقه [
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س̑ت˯لاص في الحاߦ العامة لا اتيس̑تمر، و نموذˡه الرԹضيالم ̀ه المشي الߕس̑يكي ̎ير نعَُرف ف 

معادلاته. ثم نطبق هذا ا̦نموذج ̊لى أ˨د أشهر البنى أو ا߿اطيط م˞ل الخط المس̑تمر و الحلقة المنتهية. 

، لكميا الثاني فهو بعنوان المشي العشوائي الن˪لل في الأ˭ير النتائج و ̮س̑ت˯لص الخصائص. أمّ 

 ال̱س˯ة الكمية ̥لمشي العشوائي و ̠يف يمك̲نا أن نميز السلوك الكمي عن الߕس̑يكي اس̑تعرضنا ف̀ه

عن طريق عملية الق̀اس و ما يمكن أن يحدثه إذا طبق من ̊دمه. اس̑تعملت أˉسط م˞ال لبناء 

˝̲اءات و د Գس̑ت قليلا عن تال̱س˯ة أو ا̦نموذج الكمي مع التفصيل في جميع المرا˨ل تقريبا. توقف

 بق̲ا المشيط التنˌيهات التي من شأنها أن ˓سا̊د ̊لى الإ˨اطة Դلموضوع ˉشكل حسن و مقˍول. 

الكمي ̊لى بعض الأم˞ߧ الˌس̑يطة و اس̑تعرضنا نتائجها و اس̑ت˯لصنا مميزاتها ˭اصة التي تغا̽ر ال̱س˯ة 

افين ر الج و قدم̲ا ف̀ه بنى ،الߕس̑يك̀ة. في الفصل الثالث د˭لنا في صلب موضوع Գطرو˨ة

التي س̑نحتاݨا في لتناظرية ا مميزاتهاالتعليق و التنˌ̀ه ̊لى لها Դ߱راسة. و ˭اصة  اا߿تلفة التي تعرضن

Դلبرامج  بعد تطبيق هذه الۣذج Դلاس̑تعانةتطبيق نماذج المشي العشوائي الߕس̑يكي و الكمي. 

نفس الحجم  مع الحلقة من ارԷهاق الحاسوبية من أˡل ̊دد ̠بير من الخطوات تحصلنا ̊لى النتائج و

صفة ̊امة في الفصل الرابع و الأ˭ير لخصنا نتائج Գطرو˨ة بلنˤد و ̮س̑ت˯لص النتائج و نعلق ̊ليها. 

دمه أولا عن طريق ربطها ب̱˗ائج مواضيع أخرى و ما يمكن ان تق ،ركزԷ بعدها ̊لى م̲اقشة أهميتها ثم

أفكار ̊لى شكل  تقديم ش̑بهԶنيا عن طريق  ،واضيع̡˯يرات إضاف̀ة مسا̊دة لتحسين نتائج هذه الم

ة ربما يمكن أن ˔كون مواضيع بحث في الأعمال القادمة كام˗دادات لما قدم في هذه  أس̑ئߧ مف˗و˨

  الأطرو˨ة.
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وفق  س̑تمرلم ا عن فكرة المشي العشوائي الߕس̑يكي ̎ير ،س̑ن˪اول في هذا الفصل إعطاء نظرة مفصߧ

لحركة العشوائية ا߳ي يصف هذا النوع من ا اتيالرԹضينموذج ا̦ ̠يف̀ة بناء البنى المنتظمة. س̱س̑تعرض 

من الصفر لنصل في الأ˭ير إلى إيجاد المعادߦ الزم̲ية لتطور توزع Գحۡل الكلي ̥لمشي العشوائي 

ه و شكله (أي الحاߦ العام هذا  ة). بعدها س̑نطبق معادلاتوفق أي ب̱̀ة مخطاط م̲تظم ࠐما كان نو̊

. س̱س̑تعرض ةتهينته̖ي أو المس̑تمر و الحلقة المن الم ا̦نموذج ̊لى ˨التين ˭اصتين شهيرتين و هما الخط ̎ير 

المعادلات ثم نحسب تطور توزع Գحۡل الكلي من أˡل الخطوات الأولى و بعدها س̱˗كلم عن 

لكلي من ي يمك̲ه حساب تطور توزع Գحۡل االأمور التق̲ية و ̠يف̀ة تحر̽ر البرԷمج الحاسوبي ا߳

س̑ت˯لص في شكل رسومات بيانية لن˪للها و ̮  النتائج ̱س̑تعرضس  ،أ˭يراأˡل ̊دد ̠بير من الخطوات. 

  منها أهم مميزات هذا النوع من الحركة العشوائية وفق الخط و الحلقة.

و ذߵ بتقديم فكرة  و ا߿اطيطإلى عرض الك̀ف̀ة العامة في المقارنة بين مختلف البنى  س̱˗طرقها دبع

 ن̽الناجمة عنها. لنقارن بعدها مˍاشرة بين الخط المس̑تمر و الحلقة ا̥ߴ ةالمس̑توԹت و البنى المكاف˄

نتقال أو إ ˡديدة هي ˭اصية درس̑ناهما في بداية الفصل. و لكن هذه المرة بتقديم و اخ˗بار ˭اصية

˨ات وشر  نقدمس̑ موضع Գنطلاق و موضع الوصول. هما  ،تنقل Գحۡل الكلي بين موضعين نختارهما

 ،ل الكلԴس̑تعمال المعادلات الزم̲ية لتطور توزع Գحۡ و كف̀ة حسابه كمياً  ˭اصية Գنتقال ةعن فكر 

ثم تنˌيهات تق̲ية عن ̠يف̀ة بناء البرԷمج الحاسوبي ا߳ي س̑يقوم ب˖̲ف̀ذ الحساԴت من أˡل ̊دد ̠بير 

ا߿اطيط أفضل في  بت˪ليها ل̱س̑ت̱˗ج أي س̑نقومل ̊لى النتائج البيانية ̮سˌ̀ا من الخطوات. بعد الحصو 

  نقل Գحۡل الكلي من الآخر.

لى ̊في ما يخص المراجع أنصح Դلتدرج لمن لا ̽ريد التعمق كثيرا في المراجع ̊لى النحو التالي: ̥لحصول 

  ].6-4ثم لتعمق و التوسع أكثر [ ،]8، 3، 2و دل [ ما قل
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ْ̲تظَِمْ  اطٍ طَ خْ مِ ب̱̀ة أو  مشي عشوائيا وفقيـ مجردة أو شـخص ̊ادي ةـنقطلتكن ߱ينا  يتكون من  ،مُ

𝑁 .كل عقدة عقدة 𝑛  َِلعقدتين  ˔رتبطتنطلق منها وَصْلتَينԴ س̑بقها عن طريق رابطين ˓ التي التي تليها و

من  انطلاقا ،(ل̿س شرط أن ̽كون مس̑تقيم) ̽ربط ب̿نها مس̑تمر شكل خط ةمعطي ،فقط ممك̲ين

. أ̽ن 01-2م˞لا كما هو موضح في الوثيقة  𝑛=0مˍدأ م̲اسب لزمان و المكان؛ و لتكن العقدة  اخ˗يار

فيها  Գحۡلأ̽ن ˔كون قيمة  0العقدة  Դس̑ت˝̲اءمعدوم في جميع العقد  الشخصتواˡد  احۡلس̑يكون 

ث ح̀ شي عشوائيا ضمن هذا ا߿طاطالشخص يم. س̑نترك "1"ساوي ̥لو˨دة الكلي الم  Գحۡلهي 

ߧٍَ نقدية ذات وݨين (أو زهرة ̯رد ذات  يَعْمِدُ إلى رمي قطعة أو عمُْ يَخْطُوهَا، سَ̑ قˍل كل خطوة سَ̑

 ممك̲ينلين و محتم اتجاهيين˗حرك وفق ̿ س  ثلاث وجوه م˞لاً)، و حسب ن˖ˤ̀ة رمي العمߧ النقدية،

أو ˉش̑به خطوة تبق̀ه ( ال̿سارنحو  ˔زيحه نحو ا̦يمين أو بخطوة ˔زيحه بخطوة ،(أو ثلاث) فقط في المشي

قلوب ̊دد م هيقيمته  ،لكل اتجاه اوٍ سَ ˖َ مُ  Դحۡلو في مكانه. س̱سميها م˞لاً خطوة "استرا˨ة") 

ଵ، أي: "𝑑" الممك̲ةالمحتمߧ او  Գتجاهات

 
  =ଵ

ௗ
 ߧَ مْ العُ Դحۡل  حۡلهذا Գ̼سمى ̊ادة . (

"𝑐𝑜𝑖𝑛(" س˖˗كر هذه العملية مرار و ˔كرار و ˉشكل مۡثل  ،خطوة بعد خطوة و لحظة،. لحظة بعد

كلة ̊لى مس̑توى كل العقد المش الشخصتواˡد  لاحۡلˡديدا  اتوز̊ مع الوقت، ةعطيم  ،و عشوائي

  ̥لمخطاط.

 اتيԹضيناء نموذج ريمك̲نا ب العشوائي و Գحۡلي ߱راسة مميزات و خصائص هذا النوع من المشي 

يمك̲نا  البداية فيح̀ث  ،فوفيو ذߵ Դلاعۡد ̊لى خصائص الجداء المص ،يصف و يحاكي هذا المشي

 𝑛. و Դلتالي فكل عقدة 𝑁بعده هو ̊دد عقد ا߿طاط  شعاعيبفضاء المدروس ا߿طاط  ان نعبر عن

ْ̲تَظِمْ  مخطاط 𝑁يتألف من  مُ = 2𝐸 + و ( ̊لى هيئة خط مس̑تمر˔رتبط فۤ ب̿نها  ،عقدة 1
من كل عقدة  نطلاقاايتم  يمكن أن العشوائي ح̀ث المشي )مُ̲تَْظِمْ حصول ̊لى ب̱̀ة لكن طرف̀ه م˗صلين ̥ل

 . "ممك̲ة: "يمينا، ̼سارا أو استرا˨ة تثلاثة اتجاها )) اتجاهين ممك̲ين: "يمينا أو ̼سارا". (: (وفق
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دَةِ من ا߿طاط س̑نعبر عنها بأ˨د أشعة وِ  كلها  ،مر̠بة 𝑁توي ̊لى التي تح  الشعاعي الفضاءهذا ˨ْ

أشعة الو˨دة  ضمن ˔رت̿ب كل شعاع الو˨دة المعَْنيِ Դلأمررتبة  المر̠بة التي توافق Դس̑ت˝̲اءمعدومة 

سب ا߿تار حسب الحاˡة و ح  المتبق̀ة)، و العقدضمن ˔رت̿ب كل الـمَعْنِيَةِ  𝑛 رتبة العقدة(أي،  المتبقة

 نختار يمكن أنسواء في ˨اߦ ا߿طاط (أ) أو (ب)  ،01-2الوثيقة المدروسة. فمثلا في ˨اߦ الحاߦ 

  :الترت̿ب التاليوفق  𝐸,⋯ ,1 ,0 ,1-,… ,-𝐸 لعُقَدِ ا̦تمثيل الشعاعي ̥

 |𝐸⟩=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0
⋮
0
0
0
⋮
1⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

,…,|1⟩=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0
⋮
0
0
1
⋮
0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

,|0⟩=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0
⋮
0
1
0
⋮
0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

,|-1⟩=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0
⋮
1
0
0
⋮
0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

,…,|-𝐸⟩=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

1
⋮
0
0
0
⋮
0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

.  

لجداء Դ يمك̲نا في الحاߦ العامة أن نعبر شعاعيا عن كل خطوة ،و انطلاقا من هذا ا̦تمثيل الأ˭ير

 ،في شعاع عمود ̼ساراً  مضروԴً  .التي تبدأ منها الخطوة 𝑛العقدة يمثل ، المصفوفي بين شعاع سطر يمينا

  :. أي(و ذߵ لوجود وصߧ ب̿نهما) ته̖ي إ̦يها الخطوةالتي ت̱  �̀�العقدة  يمثل

)01-2(  |�̀�⟩⟨𝑛| 

التي تنطلق منها الخطوة و رتبة  𝑛̊ادة ما يعُْمَدُ إلى منهˤة او تق̲ين العلاقة التي ˔ربط بين رتبة العقد 

سات الت˪ليلية ابحسب توَزيعٍ و ˔رميزٍ ممنهج ̼سا̊د و ̼سهل في ا߱ر  و ذߵ ،التي ت̱ته̖ي إ̦يها �̀�العقد 

 𝑛التي ت̱ته̖ي إ̦يها الخطوة هي عبارة عن داߦ Դل̱س̑بة لرتبة لعقد  �̀�ح̀ث ˔كون رتبة العقد  ،˭اصة

. و Դلتالي في الحاߦ العامة يمكن التعبير عن جميع الخطوات �̀�=𝑓(𝑛)التي تنطلق منها الخطوة أي 

  ا الشعاعية هي:عبارته ،جميع الخطوات̊لى وي تالممك̲ة بمصفوفة وا˨دة تح 

)02-2(  𝐴 =  |𝑓(𝑛)⟩⟨𝑛| 
ா

ୀ-ா
 

عبرة ، مالقيمتين الصفر أو الوا˨د فقط ، تأ˭ذ𝐴عناصرها  ،س̱سمي هذه المصفوفة بمصفوفة الخطوات

عن كل  لتعبير̥ و  ).𝑖نحو العقدة  𝑗بذߵ عن إمكانية ˨دوث الخطوة و ݨتها من ̊دࠐا (من العقدة 

بـ:  ا ̼سمونهمالعمߧ ̊لى مصفوفة الخطوات ̥لحصول ̊لى  ل̽كفي أن ند˭ل احۡ ،هاخطوة و احۡل 

  ، ح̀ث:𝑀مصفوفة Գنتقال 
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)03-2(  𝐴 𝑑⁄ = 𝑀               ,          𝑀 = 1
ா

ୀିா
 

سميه ̮  ،قد ˉشعاععن احۡل جميع الع لتعبير̥ س̑نحتاج  𝑀بحكم الك˗ابة المصفوف̀ة لمصفوفة Գنتقال 

هي Գحۡلات الجزئية الموافقة لاحۡل تواˡد المتحرك  𝑃(𝑇)مر̠باته  ،𝑃(𝑇)الكلي Գحۡلشعاع 

  .𝑇من ا߿طاط بعد ̊دد معين من الخطى العشوائية  𝑛عند كل عقدة 

)04-2(  𝑃(𝑇)=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝑃-ா(𝑇)
⋮

𝑃-ଵ(𝑇)

𝑃(𝑇)

𝑃ଵ(𝑇)
⋮

𝑃ா(𝑇 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

)

          ,  𝑃(𝑇) = 1

-ா

ୀா

 

 ˔ربط بين نتائج عن طريق معادߦ مصفوف̀ةالمشي العشوائي  ̀كاو Դلتالي يمك̲نا في الأ˭ير وصف دينام 

  ؛ أي:𝑀مصفوفة Գنتقال الخطوة الجديدة عن طريق احۡل الخطوة القديمة و نتائج  احۡل

)05-2(  𝑃(𝑇) = [𝑐 ∙  𝐴]் ∙ 𝑃(0) 
𝑃(𝑇) = [𝑀]் ∙ 𝑃(0) 

  ح̀ث:

𝑃 ُحۡل ع: هو شعاع توََزԳ  الكلي. و يتكون من𝑁  مر̠بة الموافقة لـ𝑁 عقدة.  

𝑃(0) حۡل: هو شعاع توزعԳ  الكلي في ا̥لحظة𝑡 = 𝑇أو بعد الخطوة  0 = 0.  

𝑃(𝑇) حۡل: هو شعاع توزعԳ  الكلي بعد𝑇 .خطوة معينة أو مختارة  

𝑐يمته (في ˨اߦ ق و ˓ساوي  ،أ˭ذ قيمة سُلمِّيَة في ˨اߦ المشي الߕس̑يكيي يو ا߳ .ߧَ مْ العُ  احۡل و: ه

ଵ في ا߿طاط الممك̲ةأو الخطوات  Գتجاهات̊دد إلى مقلوب البنى المنتظمة) 

ௗ
.  

𝐴 و هي عبارة عن مصفوفة مربعة  الخطوات (أو الجوار كما ̼سميها البعض).: هي مصفوفة(𝑁×𝑁).  

𝑀:  نتقالهي مصفوفةԳ  حۡل(أوԳ (اوي̀ث أن مجموع عناصر كل عمود ˓سح  كما ̼سميها البعض 

دة (شرط انتظام ا߿طاط)، ∑أي:  الو˨ 𝑀 = 1ா
ୀିா.  

 س̱س̑تعرض و في ما س̑يأتي ،عمليا يمك̲نا القول أننا أنهينا عملية بناء ا̦نموذج و المعادلات الخاصة به

  و المشهورة و نحلل نتائجها و ̮س̑ت˯لص أهم مميزاتها.بعض الأم˞ߧ المهمة 
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  يمكن أن نعبر عن جميع الخطوات المتجهة نحو ا̦يمين Դلعبارة: ،)2-01الخط المس̑تمر (الوثيقة  ˨اߦ في

)06-2(  ൭  |𝑛+1⟩⟨𝑛| 

ா-ଵ

ୀ-ா

൱ + |-𝐸⟩⟨𝐸| 

  و جميع الخطوات المتجهة نحو ال̿سار Դلعبارة:

)07-2(  ൭  ห𝑛-1ൿ⟨𝑛|

ா

ୀ-ாାଵ

൱ + |𝐸⟩⟨-𝐸| 

  و جميع خطوات Գسترا˨ة Դلعبارة:

)08-2(   |𝑛⟩⟨𝑛|

ா

ୀ-ா

 

  كل من ا߿طاط (أ) و (ب) هما ̊لى الترت̿ب:و Դلتالي ˔كون العبارة الشعاعية ߽موع خطوات 

فةَِ مس̑بقا و بتطبيق الشكل التفصيلي ҧنى و ال̿سرى يصبح مجموع الخطوات ا̦يم ،لأشعة العقد المعَُر

فين القطريين عناصر الص Դس̑ت˝̲اءصفرية  مربعة  صفوفةيعُْطَى بم  2-01الموافق ̥لمخطاط (أ) في الوثيقة 

  :طري ̥لمصفوفةالصف الق (توافق خطوات ا̦يمين) و أسفل طوات ال̿سار)(توافق خ يقعان أ̊لى ̽نا̥ߴ

)11-2(  𝐴 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0 1 0
1 0 1
0 1 0

…
0 0 1
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 0
0 0 0
1 0 0

…
0 1 0
1 0 1
0 1 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

تُعْطَى مصفوفة مجموع الخطوات، بنفس المصفوفة ،و في ˨اߦ ا߿طاط (ب) من نفس الوثيقة بعة المر  سَ̑

  السابقة ̥لمخطاط (أ) زائد عناصر قطرية ̎ير معدومة (توافق خطوات Գسترا˨ة)، أي:

)09-2(  𝐴= ቌ൭  |𝑛+1⟩⟨𝑛| 

ா-ଵ

ୀ-ா

൱ +|-𝐸⟩⟨𝐸|ቍ + ቌ൭  ห𝑛-1ൿ⟨𝑛|

ா

ୀ-ாାଵ

൱ +|𝐸⟩⟨-𝐸|ቍ 

)10-2(  𝐴= ቌ൭  |𝑛+1⟩⟨𝑛| 

ா-ଵ

ୀ-ா

൱ +|-𝐸⟩⟨𝐸|ቍ + ቌ൭  ห𝑛-1ൿ⟨𝑛|

ா

ୀ-ாାଵ

൱ +|𝐸⟩⟨-𝐸|ቍ + ൭  |𝑛⟩⟨𝑛|

ா

ୀ-ா

൱ 
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)12-2(  𝐴 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

1 1 0
1 1 1
0 1 1

…
0 0 1
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 0
0 0 0
1 0 0

…
1 1 0
1 1 1
0 1 1⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

  :2لى الترت̿ب هما (أ) و (ب) ̊ينْ ̥لمِخْطَاطَ الموافقة  المشي،المفصߧ لمعادلات الك˗ابة المصفوف̀ة  أ˭يرا،

  

المبين أ) (يدوԹ يمك̲نا إجراء الحساب لعدد محدود من الخطوات الأولى فˤ̲د م˞لا في ˨اߦ ا߿طاط 

  النتائج: 01-2في الوثيقة 

E ⋯ 4  3  2  1  0  1-  2-  3-  4-  ⋯ -E 
  العقد         
  الخطوات

0  ⋯ 0  0  0  0  1  0  0  0  0  ⋯ 0  P (0)  

0  ⋯ 0  0  0  1/2  0 1/2  0  0  0  ⋯ 0  P (1)  

0  ⋯ 0  0  1/4  0  2/4  0  1/4  0  0  ⋯ 0  P (2)  

0  ⋯ 0  1/8  0  3/8  0  3/8  0  1/8  0  ⋯ 0  P (3)  

0  ⋯ 1/16  0  4/16  0 6/16  0 4/16  0  1/16  ⋯ 0  P (4)  

 :النتائج نˤدس̑ ف  الثلاثة اتجاهاتذو  (ب) في ˨اߦ ا߿طاط اأم

                                                           
البرԷمج  ة تصميمو Դلتالي ̠يف̀آلية ˨دوث الحساԴت أو الهيئة المصفوف̀ة المفصߧ تعمدت إظهارها لتف̀دԷ في فهم هذا الشكل  2 

  الحاسوبي.
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E ⋯ 4  3  2  1  0  1-  2-  3-  4-  ⋯ -E 
  العقد         

  تالخطوا
0  ⋯ 0  0  0  0  1  0  0  0  0  ⋯ 0  𝑃(0) 

0  ⋯ 0  0  0  1/3  1/3  1/3  0  0  0  ⋯ 0  𝑃(1) 

0  ⋯ 0  0  1/9  2/9  3/9  2/9  1/9  0  0  ⋯ 0  𝑃(2) 

0  ⋯ 0  1/27  3/27  6/27  7/27  6/27  3/27  1/27  0  ⋯ 0  𝑃(3) 

0  ⋯ 1/81  4/81  10/81  16/81 19/81  16/81 10/81  4/81  1/81  ⋯ 0  𝑃(4) 

الملحق: البرԷمج (ببرԷمج ˨اسوبي ̥لق̀ام بذߵ  ̊دد خطوات ̠بير ̮سˌ̀ا يمكن أن ̮س̑تعينفي ˨اߦ  اأم

 ،و سهߧ و وا̊دة مجانيةو هي لغة ˊرمجة  ،)Pythonالبايثون ( هنا لغة البرمجة اس̑تعملتو قد  .)1

تائج البرԷمج و و لكن قˍل اس̑تعراض ن  ة التي ̯ك˗بها.اتيԹضيكما ان أوامرها ˓ش̑به كثيرا العبارات الر

ة من التنˌيهات المهمة التي يجب الإشارة إ̦يها ،تحليلها ̀ة بناء و اس̑تعمال لضبط و فهم ̠يف  ،هناك مجمو̊

  البرԷمج.

 البرمجة.و ذߵ لسهوߦ التعامل معها أثناء الحساب و  ،𝑁-1إلى  0̊ادة ما ̽كون ˔رقيم العقد من  )1

ே-ଵ, …, 0إلى . E ,… ,0 ,… ,E-من  ،01-2في الوثيقة و ̊ليه س̑نغير ˔رقيم العقد 

ଶ
 ,… ,𝑁-1 

 .)𝑁=(2𝐸+1)ه (ـقى العدد الكلي ̥لعقد هو نفسـيˍس̑ . ح̀ث أثناء تحر̽ر البرԷمج ̊لى الترت̿ب

ே-ଵمن العقدة المرقمة بـ س̑تكون و بداية الحركة 

ଶ
 .في الترقيم القديم 0العقدة  في الترقيم الجديد عوض 

تعريف̀ا، البنى المنتظمة هي كلها بنى م̲تهية (مغلقة). و لكن تق̲يا، يمك̲نا محاكات خصائص البنى  )2

 ب̱̀ة نتهية (المس̑تمرة) عن طريق البنى المنتظمة المناس̑بة لها (فمثلا الحلقة المغلقة؛ و التي تعتبرالم ̎ير 

ف ݨات دي ˨دوث التدا˭ل بين مختلاتف رص ̊لىمع الحم̲تظمة، تناسب الخط المف˗وح). و لكن 

߿تار، أي: ا ̊دد الخطواتدائما بتغير ̊دد العقد يتعلق ان˖شار Գحۡل الممك̲ة. و ذߵ بجعل 

𝑁 ≥ 𝑓(𝑇) ) شكل ا߱اߦ𝑓(𝑇) (وح. فمثلا في ˨اߦ الخط المف˗تحدده خصائص البنى المدروسة ،

يجب أن ̽كون ̊دد العقد أكبر من ضعف ̊دد الخطوات . 𝑇ر بعد تثˌ̀تنا لعدد الخطوات ا߿تا و

و بذߵ  .𝑁 ≥ (2𝑇+1) (ˉسˌب العقد الصفرية). أي: 1(لأن الخطوات تن˖شر في اتجاهين) زائد 

 اران˖شالتدا˭ل بين ˨دوث التي س̑نختارها)  𝑇يمك̲نا أن نتفادى دوما (و ࠐما كانت قيمة الخطوات 

ق الب̱̀ة. و ˉسˌب انغلا ا߳ي ين˖شر ݨة ال̿سار Գحۡل مع ا߳ي ين˖شر ݨة ا̦يمين Գحۡل
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̯كون في Գ˭ير قد ˨ا̠ينا سلوك ب̱̀ة ̎ير م̲تهية (م˞ل خط مف˗وح) عن طريق ب̱̀ة م̲تظمة و 

  ية (م˞ل الحلقة). ته م̲ 

فۤ يخص هذا البرԷمج يمكن ̮س˯ه ثم لصقه ̊لى أي صف˪ة ˡديدة لقارئ لغة الـبايثون و م̲فذها  )3

 ل مˍاشرة.و س̑يعم

. الحالات) في بعض (هذا ما ˨دث معيفي بعض الحالات يمكن أن يتم ا̥لصق ˉشكل ̎ير صحيح  )4

فߴا أنصح بمتابعة جميع السطور و تصحيح الأش̑ياء التي لم تلصق Դلشكل الصحيح. لأن البرԷمج 

  .  أعطابصحيح و يعمل معي دون مشاكل أو 

 "matplotlib.pyplot"" و numpyم˞ل الحزمة "يجب تثˌ̀ت جميع الحزم المطلوبة ̊لى الحاسب  )5

 .ةكانت ̎ير م˞ب ذاإ

 Enthought canopyهنا القارئ  اس̑تعملتلغة البايثون و تنفذها كثيرة. و أԷ  أالبرامج التي تقر  )6

 free academic usesح̀ث يوفر ˭دمة ما ̼سمى بـ  الأكاديمية للاس̑تعمالاتوهو مجاني و ˭اصة 

فهو لا يقوم  تعليقات في لغة البايثون. إذن مجردالعلامة "#" أو ب̿نها هي الك˗اԴت التي تأتي بعد  )7

 ب˖̲ف̀ذها.

  وضعالمس̿ˍقى بجوار ˡل Գحۡل ) توضح ˡليا أن 2-02(الوثيقة  بعد تنف̀ذ البرԷمج س̑نˤد أن النتائج

 مقارنة بعدد الخطوات التي عنه لا يˌ˗عد كثيرا و ،)0قدة المشي العشوائي (الع م̲ه انطلقا߳ي  الأصلي

  ح̀ث أن:. مشاها

1 ҧحۡل س̑تكون  ة) قِمԳ نطلاق في ˨اߦ ا߿طاط (ب)متمركزԳ عقدة  ز فيو ˔تمرك ،ة دوما في عقدة

 ߵحسب طبيعة ̊دد الخطواتيانها تل  Գنطلاق أو العقدԵن ا̥لتين ، مˍاشرة في ˨اߦ ا߿طاط (أ). و ذ

  وج̀ة كانت أم فردية ̊لى الترت̿ب.ز 

) في ˨اߦ ا߿طاط (أ) تنعدم قيمة Գحۡل في العقد الزوج̀ة إذا كان ̊دد الخطوات فردي و العكس 2

  في ˨اߦ ا߿طاط (ب) فلا تنعدم قيمة Գحۡل ࠐما كان نوع ̊دد الخطوات. اصحيح. أم

  .وصعبارة توزيع غإلى طى يتقارب ) عموما توزيع Գحۡل ˭اصة في ˨اߦ ̊دد ̠بير من الخ3
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ة ا̦تمثيل البياني لك̀ف̀ 
تواˡد  احۡلتطور 

من  قه(بعد انطلا المتحرك
̊بر مختلف عقد ) 0العقدة 

ا߿طاط ̊لى شكل خط 
 100, 25, 0بعد مف˗وح 

خطوة ̊لى  1000و 
 . في ˨اߦ المشيالترت̿ب

الߕس̑يكي ذو Գتجاهين 
في ˨اߦ )، 𝐶ଶ(̯رمز ࠀ بـ: 

 ذو المشي الߕس̑يكي
 (̯رمز ࠀ اتجاهات الثلاث

 .)𝐶ଷبـ:   
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  ). أي:2مع فرق ˉس̑يط (عبارة توزيع غوص مضروب في 

)15-2(  𝑃(𝑇) ≅ 2 ∙ ቆ
1

√2 𝜋 𝜎ଶ
∙ 𝑒

(ିఓ)మ

ଶ ఙమ ቇ                  ,      
𝜎ଶ(𝑇) = 𝑇
𝜇(𝑇) = 0

 

ةُ ت˖̲اقص قيمة  )3 ҧحۡل مع ˔زايد ̊دد الخطوات، قِمԳ حۡل الكلԳ ي.في ˨ين ̽زداد عرض بيان  

ة4 ل الكلي أو نقدر ˓ش˖ت مر̠بات Գحۡيمكن أن نق̿س  ،) كمَِيҤا و في هذا النوع من البنى المف˗و˨

ذره نجد أنه ي˖̲اسب Դلتقريب مع ̊دد الخطوات أو ˡ ح̀ث ،عن طريق التبا̽ن أو Գنحراف المعياري

  ] أي:8التربيعي ̊لى الترت̿ب [

)16-1(  𝜎ଶ(𝑇) = 𝑇 ⇒ 𝜎(𝑇) = √𝑇 
طاط (أ) يمك̲نا أن نقول أن ا߿ ،مدى ˓ش˖ت نتائج ا߿طاط (أ) مع نتائج ا߿طاط (ب) ما) بمقارنة 5

مع ا߿طاط  ة، عن موضع انطلاقه بدلاߦ ̊دد الخطوات، مقارنا، أو هو الأسرع ابتعاداهو الأكثر ˓ش˖˗

  (ب).

البنى ̎ير و Դلتالي نفس معادلات  2-01في ˨اߦ البنى المغلقة كالحلقة م˞لا. س̱س̑ت˯دم نفس الوثيقة 

في ˨اߦ  2-14في ˨اߦ المشي وفق اتجاهين و المعادߦ  2-13ح̀ث س̱س̑ت˯دم المعادߦ  .ةالسابقنتهية الم 

ات بين ݨ ،هذه المرة مع الحرص ̊لى ˨دوث ظاهرة التدا˭ل و لكن ،ثلاث اتجاهاتالمشي وفق 

و  ،𝑇من تبعيته لعدد الخطوات الكلي  𝑁و ذߵ بتحر̽ر ̊دد العقد الكلي  ،ان˖شار Գحۡل ا߿تلفة

  بحسب Գخ˗يار.   معينة مايمة جعࠁ Զبتا في ق 

 ،س̑نˤد أن سلوك Գحۡل الكلي في ˨اߦ الحلقة هو نفسه سلوكه في ˨اߦ الخط ،ساب اليدوفي الح 

 Eو لكن هذا فقط Դل̱س̑بة ̥لخطوات الأولى قˍل أن يصل ان˖شار Գحۡل إلى العقدتين ا̦نهائي˖ين 

ين مع ان˖شار ݨة ا̦يم سلوك Գحۡل جراء بداية التدا˭ل بين ان˖شار احۡل و بعدها س̿˗غير ،E–و 

𝐸عند القيمة  Eاحۡل ݨة ال̿سار. فمثلا عندما نثˌت  = نبدأ نلاحظ الفرق انطلاقا من الخطوة  3

𝑇 =   أ̽ن يبدأ التدا˭ل بين ان˖شار احۡل ا̦يمين و ال̿سار سواء في ˨اߦ ا߿طاط (أ): 4
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  العقد          -3  3  2  1  0  -1  -2  -3  3
  الخطوات

0  0  0  0  1  0  0  0  0  P (0) 

0  0  0  1/2  0 1/2  0  0  0  P (1)  

0  0  1/4  0  2/4  0  1/4  0  0  P (2)  

1/8  1/8  0  3/8  0  3/8  0  1/8  1/8  P (3)  

1/16  16/1  4/16  0 69/16  0 4/16  1/16  1/16  P (4)  

 :(ب) في ˨اߦ ا߿طاطأو 

3-  3  2  1  0  1-  2-  3-  3 
  العقد         

  تالخطوا
0  0  0  0  1  0  0  0  0  𝑃(0)

0  0  0  1/3  1/3  1/3  0  0  0  𝑃(1)

0  0  1/9  2/9  3/9  2/9  1/9  0  0  𝑃(2)

1/27  1/27  3/27  6/27  7/27  6/27  3/27  1/27  1/27  𝑃(3)

5/81  5/81  10/81  16/81 19/81  16/81 10/81  5/81  5/81  𝑃(4)

وح سوف نحافظ إجمالا ̊لى نفس البرԷمج السابق ̥لخط المف˗ ،̊دد خطوات ̠بير ̮سˌ̀افي ˨اߦ  اأم

و لكـن مع تـغـير وا˨د مـهـم و هو تحرر عـدد العـقـد من تبعيته لعدد الخطـوات  ،)1لملحق: البرԷمج (ا

≤ 𝑁و التي كانت وفق العلاقة:  (2𝑇 +  𝑁=11و نثˌ˗ه في قيمة معينة مختارة Զبتة (و لتكن م˞لا  (1

  عقدة) و ̯رى ̠يف يتصرف سلوك Գحتمـال الكلـي قˍل و بعد حـدوث التدا˭ل.

سلوك Գحۡل قˍل وصوࠀ  )1: () توضح ˡليا أن2-03(الوثيقة  بعد تنف̀ذ البرԷمج س̑نˤد أن النتائج

و لكن بعد تدا˭ل Գحۡل ا߳ي ) 2(م˞ل سلوك الخط المف˗وح.  اإلى العقد الطَرَفِ̀ةَِ س̑يكون تمام

ك بين نلاحظ أن الفرق في السلو  ،ا߳ي ين˖شر من ݨة ال̿سارين˖شر من ݨة ا̦يمين مع Գحۡل 

م و ح̀ث أن Գحۡل يبدأ تدريجيا Դلميل إلى التوزع ˉشكل م̲تظ ،بدأ يظهر المس̑تمر الحلقة و الخط

و بعدها س̿ˍقى هذا Գنتظام أو Գس̑تقراء ̊لى ) 3(م˖ساو ̊لى جميع العقد و هذا ما يحصل Դلفعل. 

Էو لكن من ݨة أخرى، نجد أن الزمن أو ̊دد ) 4( ̊دد خطوات أو مدة المشي. هذه الحال ࠐما زد

 ح̀ث نـˤد أن المـخطاط ،الخطوات اللازم لحدوث هذا Գس̑تقرار سوف يختلف من مـخطاط لآخر

  لـمخطاط (أ).Դ صوࠀ إلى ˨اߦ Գس̑تقرار مقارنةو  (ب) س̑يكون أسرع في
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تحرك تواˡد الم
 )

لاقه 
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من العقدة 
0 (
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لى 
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ملت فآلية Գخ˗بار التي اس̑تعملت في الخط المف˗وح هي ̎ير آلية Գخ˗بار التي اس̑تع ،كما رأينا سابقا

في الحلقة المغلقة. و لهذا لا يمك̲نا المقارنة ب̿نهما ˉسˌب اخ˗لاف طبيعة هذه البُنى و سلوك نتائجها. و 

̀وي معين، ف هذه البنى ا߿تلفة إلى نمط ب̱ ية أخرى تمك̲نا من ˔ك̀ فعمليا هناك طريق ،لكن رغم هذا

ك̲ة. و Դلتالي يمك̲نا المقارنة ب̿نها عن طريق مختلف وسائل Գخ˗بار المم  ،̽كون مشترك ب̿نها جميعا

فها إلى ي ̀ ح̀ث كل ب̱̀ة ࠐما كانت هي˃تها يمكن ˔ك  ،يعتبر نمط المس̑توԹت ˨لا في م˞ل هذه الحالات

ح̀ث كل  ،˔كافئها. فعوض أن نتعامل مع العقد مˍاشرة س̱˗عامل مع ما ̮سميه Դلمس̑توԹتب̱̀ة أخرى 

ة من العقد من ا߿طاط  ىمس̑تو  في ا߿طاط الجديد س̑يكون مكاف˄اً لسلوك عقدة وا˨دة أو مجمو̊

ول ̊لى أنه كل العقد الجديدة التي يمكن أن يصلها المتحرك لأ وىالأصلي. إِذْ يمكن أن نعَُرفَِ كل مس̑ت

). بعد تحديد ا߿طاط 2-04مرة بعد كل خطوة ˡديدة إلى الأمام مˍتعدا عن نقطة انطلاقه (الوثيقة 

Թقط ˨اߦ الحلقة و تها. هنا سوف ندرس فالمكا߈ لكل البنى ا߿تلفة، يمك̲نا ح̀نها المقارنة بين مس̑تو

) و الخط 2-04-ة جالخط المغلق، ح̀ث س̑تكون الحلقة ممثߧ بخط مغلق يصف مس̑توԹتها (الوثيق

 المغلق العادي س̑يكون ممثل بعقده العادية (كل عقدة تعتبر مس̑توى).

 و هناك ̊دة خصائص ممك̲ة ̥لمشي العشوائي يمك̲نا أن نختبرها.دود ̥لمقارنة بين الحلقة و الخط المح

دԷ أن ˭اصية Գنتقال هي التيلكن ر (راجع الفصل الأول) و لقد جربنا ̊دة خصائص أو مقاد̽ lو 

تعطي أوضح و أفضل النتائج Դل̱س̑بة لموضوع الأطرو˨ة ̡كل. و ߳ا سوف نق˗صر في دراس˖̲ا هنا 

 حسب.̊لى اخ˗بار ˭اصية Գنتقال و 

  

ه كموضع يتم اخ˗يار معين وىقال Գحۡل بين عقدة أو مس̑تنحسب من ˭لالها سر̊ة انتهي كمية 

) ينطلق م̲ه Գحۡل الكلي و بين عقدة أخرى أو مس̑توى آخر يتم اخ˗ياره 0انطلاق (لنقل العقدة 

  بحيث ،̊ادة تختار في نهاية الطرف المقابل لموضع Գنطلاق) ،𝑎كموضع وصول أو هدف (لنقل العقدة 
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 الهدف Գنطلاق

 الهدف Գنطلاق
 المس̑توԹت

 المس̑توԹت

 المس̑توԹت

ة من البنى أو ا߿اطيط ذات العقد    يذ̲تهٍ م  ̊لى شكل خط اتهَُ ˄افِ كاَ مُ و هنا ߱ينا مجمو̊
ه الأول من العقدة مخطاط ̊لى شكل تفرع شجيري "ثنائي، م˗ق : مس̑توԹت lإلى  0ابل الوجوه". الو

ه الثاني من العقدة  30̎اية العقدة  lيمكن مكاف˄ة هذا ا߿طاط بخط 45إلى العقدة  15م˗دا˭ل مع الو .
مخطاط نجمي: هنا ߱ينا ˨اߦ النجمة الثلاثية، ح̀ث كل عقدة لها ثلاث  ي ˓سع مس̑توԹت ذمحدود 

 أربع مس̑توԹت. و إذا جمعنا هذا ا߿طاط ̊لى ذيبخط نصف محدود وصلات. يمكن مكاف˄ة هذا ا߿طاط 
ه الأول مع وݨه الثاني (ا߳ي ينعكس في المرآة) نتحصل ̊لى ب̱̀ة مغلقة ̊لى شكل ̠رة  lأساس أنه الو

تكون من مخطاط داˁري أو ˨لقي ي  بن̿تها المكاف˄ة س̑تكون ̊لى شكل خط محدود ˉس̑بع مس̑توԹت. 
 مخطاط ̊لى شكل مكعب ثماني مس̑توԹت.  ذيكن مكاف˄ته بخط محدود ̊دد زوݭ من العقد يم

 أربع مس̑توԹت. و يمكن تعميم هذه الفكرة لأي مخطاط ذيˉس̑يط يمكن مكاف˄ته عن طريق خط محدود 
 أو بنىَُ ࠐما كان تعق̀دها أو نوعها. 
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عشوائي، س̲̿˖شر Գح˗ـمال ̊بر العقد و المس̑توԹت ش̑ي˄ـا فش̑ي˄ـا إلى ̎ايـة أن بداية المشي ال بعد 

يبدأ في الوصول إلى الهدف، ا߳ي سنزوده بخاصية Գم˗صاص، ح̀ث كل قِيمةَِ احۡل تصل إليه، 

تجَِزَ الهدف كل Գحۡل الكليد. إذن هكذا و 3فلا يمكنها أن تغادره مرة أخرى  .واليك إلى ̎اية أن يحَْ

َ هذه الفكرة يمكن أن نعبر عن  تيارԹضيا بعد كل  𝑎لعقدة االتي تصل إلى قيمة Գحۡل  عُ تزَِ نْ بداߦ ت

 ثم تجميعها في مقدار ˡديد هو: ،خطوة

)17-2(  𝐴(𝑇) =  𝑃(𝑡)

்

௧ୀ

 

توضح فكرة حساب ˭اصية Գنتقال في شكل مخطط توضيحي خطوة بعد خطوة. و  2-05الوثيقة 

لكل ب̱̀ة من معرفة من هو ا߿طاط الأسرع  𝐴(𝑇)يمك̲نا في ا̦نهاية و بعد حساب تطور ا߱اߦ  Դلتالي

 .Գنطلاق(ام˗صاص أو اح˗ˤاز) كل Գحۡل الكلي المنطلق من موضع في انتقال 

                                                           
ح الفكرة س̑نمثل مكان الهدف هنا ̡حفرة عميقة كلما وصلت إ̦يها أي قيمة من Գحۡل الكلي المن˖شر فس˖سقط فيها و لن تخرج لتوضي 3 

 .منها أبدا

 تطور و ̠يف̀ة حساب المشي الߕس̑يكي، ق معادلاتظهر عن طريي  ،توضيحي مخطط 

ثم خطوة بخطوة إلى ̎اية  0) انطلاقا من الخطوة 𝑎عند موضع الهدف (العقدة 𝐴(𝑇) الممتص  لԳحۡ

 . 𝑇الخطوة 
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سابقة لآلية اء البرامج ال ̊لى نفس خطة بن س̑ن˪افظح̀ث  ،فكرة تحر̽ر البرԷمج س̑تكون ˉس̑يطة

حظات التي ات و الملاير مع بعض التغي ي لكل من الحلقة و الخيط المحدودحساب تطور Գحۡل الكل

  س̑نلخصها في ما يلي:

. ح̀ث س̑نقارن بين 2-01عوض الوثيقة  2-04-س̱˗عامل هنا مع ا߿طاط الموضح في الوثيقة ج .1

 عقد. 8ذو الـ  دود) و الخط المحمس̑توԹت 8الـ  الخط المغلق ذوعقدة (المكا߈  14لحلقة ذات ا

̥لحصول ̊لى خط محدود من ݨة ال̿سار (هذه الفكرة يمكن تعميمها ̊لى أي ݨة ̯ريد ̎لقها)  .2

. ح̀ث لا يمكن 0س̑نضع ̊ارضة انعكاس Դل̱س̑بة ̥لخط المف˗وح عند موضع انطلاقه في العقدة 

 0تحويل الخطوة التي س˖̲طلق من العقدة . إِذْ س̑نعمد ل 0لاحۡل أن ين˖شر ̊لى ̼سار العقدة 

س̑يكون ߱يها خطوتين في ݨة ا̦يمين عوض  0. و Դلتالي العقدة م˗جهة ̼سارا إلى Գتجاه يمينا

 و وا˨دة ̼سارا. اخطوة وا˨دة يمين

(المكا߈  0لأن Գحۡل ا߳ي ̽كون في المس̑توى  ،في ما يخص الحلقة فخطها المكا߈ هو مغلق أصلا .3

، 0دة  تأتيان قˍل و بعد العقين(المكا߈ ̥لعقدتين ا̥لت 1س̑يَصُبُ حۡ كله في المس̑توى ) 0̥لعقدة 

 ̊لى الترت̿ب).  13و العقدة  1أي العقدة 

و   7لكل من الخط المحدود عند العقدة  ،)𝑎س̑نضع ̊ارضة ام˗صاص عند موضع الهدف (العقدة  .4

) و ذߵ Դنتزاع أي قِيمةَْ 2-04-وثيقة ج(ال 7المكا߈ ̥لعقدة  7الحلقة المغلقة عند المس̑توى رقم 

احۡل تصل إلى العقدة الهدف بعد ن˖ˤ̀ة توزع احۡل كل خطوة (Գنتزاع س̿تم ̊لى مس̑توى 

 ب̱س̑بة ̥لخط المحدود و الحلقة سواء). 7مر̠بة شعاع Գحۡل الكلي الموافقة ̥لعقدة 

 .2-05خطة الحساب س˖تم Դلضبط وفق ما هو موضح في الوثيقة   .5

لكل من الخط المحدود  )2-06الحصول ̊لى النتائج (الوثيقة  و )2(الملحق: البرԷمج بعد تنف̀ذ البرԷمج 
س̑نˤد أن  ،عقدة سواء في ˨اߦ Գتجاهين أو الثلاث اتجاهات 14الۢني عقد و الحلقة ذات  يذ
و لكن نجد أن ˨اߦ ) 2( نفسها في الخط المحدود و الحلقة. سر̊ة ام˗صاص Գحۡل الكلي هي) 1(

  الثلاث اتجاهات ˔كون أبطئ من ˨اߦ Գتجاهين في سر̊ة انتقال او ام˗صاص Գحۡل الكلي.
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تطور قيمة Գحۡل الممتص (عند العقدة الهدف) في ˨اߦ الحلقة و الخط المغلق ذَوَا الۢنية  
خطوة، ح̀ث نلاحظ أن الحلقة مكاف˄ة تماما ̥لخط المغلق  400ثم  50) بعد 2-04-توԹت (الوثيقة جمس̑ 

من ح̀ث سر̊ة انتقال Գحۡل، و لكن من ݨة أخرى، يتضح أن انتقال Գحۡل ̽كون في ˨اߦ 
 Գتجاهين أسرع من أن نظيف خطوة استرا˨ة كاتجاه Զلث.
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رة المشي كفي هذا الفصل س̱س̑تعرض فكرة المشي العشوائي الكمي و ̠يف̀ة اس̑ت˯لاصه انطلاقا من ف

ا ما الطريقة المألوفة في ˔كميم الأنظمة الߕس̑يك̀ة لتصبح أنظمة كمي ،الߕس̑يكي . 4ةو التي تخالف نو̊

رات كمية وا˨دية  ح̀ث عوض أن نت˪دث عن تعويض كميات ߔس̑يك̀ة م˞ل العزم أو الطاقة بمؤ̨

ر لم في فضاء هيلبرت س̑نعوض احۡل العمߧ الߕس̑يكي ا߳ي كان عبارة عن قيمة س  ية و فقط بمؤ̨

ر في فضاء هيلبرت ر العمߧ" يؤ̨ دَتِهِ التي س̑ت ،كمي وا˨دي ˡديد، سميّ "بمؤ̨ ْ˨ عبر عن أشعة وِ

مختلف الوصلات التي تنطلق من كل عقدة، س̑يكون لها ا߱ور العميق في مسا̊دتنا ̊لى بناء 

الترا̠ب  أ كمبدك الكمالمعادلات الزم̲ية لتطور المشي العشوائي ا߳ي ̼س̑توعب أ˨د أهم مˍادئ م̀كاني

(التواˡد في ̊دة أما̠ن في نفس ا̥لحظة).

رس ح̀ث نفس ˓سلسل كل ما د ،ال̱س˯ة المكممة ̥لفصل الأول ،هذا الفصل يمكن اعتباره مجازا

Դلتأ̠يد التركيز  في هذا الفصل. و اߔس̑يك̀ا في الفصل الأول، س̿تم بنفس ال˖سلسل دراس̑ته كميّ 

كرار قات الجوهرية بين ال̱سختين، بحسب الضرورة و الحاˡة. و ̊دم ˔وفر و التنˌ̀ه و التعليق ̊لى ال

 شرح و توضيح ما شرح و وضح في الفصل الأول.

] من أشهر الأعمال التي أعطت نظرة سريعة و شامߧ و واف̀ة 1في ما يخص المراجع يعتبر المرجع [

߳ي يمكن الرجوع إليه لتفصيل و ] ا8لحدٍ ما، لفهم فكرة المشي الكمي و تطبقاته. ثم يأتي المرجع [

قات و اس̑تعمالات المشي تطبيالتعمق أكثر في البرهنة لأهم النتائج و التفاصيل. و أ˭يرا فۤ تعلق Դل 

] يعتبر واف̀ا و كاف̀ا لمن أراد التعمق.9المرجع [ الكمي

                                                           
ا كانت . أي أن الخطوات تتم ˉشكل ̎ير مس̑تمر و مكمم أصلا. و ߳في الفضاء س̑تمر في ˨د ذاته مكممالم ربما لأن المشي العشوائي ̎ير  4

قة إيجاد ال̱س˯ة الكمية يطر من ݨة أخرى يمكن التنˌ̀ه الى أن ا هي تصميم معادߦ ˓س̑توعب السلوك التطوري لميكانيك الكم. الخطة ربم
      ].8، 1[المس̑تمر إيجاد ال̱س˯ة الكمية ̥لمشي العشوائي ̎ير  قةي̥لمشي العشوائي المس̑تمر تختلف عن طر 
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عشوائي لمشي العشوائي الكمي ا߳ي يعتبر ال̱س˯ة المكممة و المقابߧ لمشي ال في الحق̀قة ̥لحصول ̊لى ا

س̑نطبق نفس الفكرة الأساس̑ية و التي ˔تمثل في عشوائية حركة المشي. و لكن هذه  ،الߕس̑يكي

و م̲ه  ك̀ة.الߕس̑ي  الميكانيكالمرة، س̑يحكم تطورها الزمني و مˍادئ م̀كانيك الكم، عوض مˍادئ 

وذج س̑ن˪افظ عموماً ̊لى مجمل التعاريف التي بن̲̿ا بها ا̦نمالكمي ̥لمشي العشوائي لبناء ا̦نموذج 

لن ̯ك˗في بوصف ا߿طاط عن طريق مختلف عقده فقط. بل  ،و لكن هذه المرة ،الߕس̑يكي

س̑نحتاج لإدراج فضاء شعاعي ˡديد، مس̑تقل عن فضاء العقد. نعبر به عن ̊دد و تفاصيل مختلف 

دَةِ هذا الفضاء الشعاعي الجديد،  أطَْرَافِ الوَصْلاَتِ  ْ˨ التي تنطلق من كل عقدة ̊لى ˨دى. أَشِعَةُ وِ

س̑توعب  ˔ك̀يف Է ̊لىدس˖سا̊  ينام̀كادالمعادلات الزم̲ية لمشي العشوائي عند كل عقدة لتتأقلم و˓

م̀كانيك الكم. إذن فالفضاء الشعاعي الكلي، ا߳ي س̑يصف ب̱̀ة أي مخطاط ˊكل عُقَدِهِ و تفاصيل 

 هو: ) التي تتم ̊برها الخطوات3-01رَافِ وَصْلاَتهِاَ (الوثيقة أطَْ 

)01-3(  𝐻 = (𝐻ே ⨂ 𝐻ௗ) 

م˗صلتين ببعضهما البعض ̥لحصول  𝐸–و  𝐸اهين لكل عقدة (العقدتين مخطاط ذو اتج

ة من ̠يف̀ة توزيع ˔رقيم العقد و أطراف وصلاتها وفق ثلاث م̲اهج  ̊لى مخطاط م̲تظم). نظُهر ف̀ه مجمو̊
- مختلفين يمينامع طرفين̊لى شكل ثنائيات ذهاب و إԹب بين كل عقدتين م˗ˤاورتين: : مختلفة

حسب رتبة  "𝐿-𝐿"̼سارا -ثم ̼سارا "𝑅-𝑅"يمينا -مع طرفين مۡثلين يمينا. " دائما𝑅-𝐿"̼سارا 

̊لى شكل مس̑تمر و م̲فصل، ح̀ث ا߳هاب في عقدة Գنطلاق زوج̀ة ثم فردية ̊لى الترت̿ب. 

 دائما." 𝐿-𝐿"ة دائما و الإԹب في اتجاه ال̿سار مع اطراف ̼ساري "𝑅-𝑅"اتجاه ا̦يمين مع أطراف يمي̱̀ة 
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𝐻ே) دته ، ⟨𝑛|: هو الفضاء الجزئي ا߳ي يعبر عن عقد ا߿طاط، و Դلتالي فإن بعده و ̊دد أشعة و˨

𝑛 ∈ ℤே" يحدد وفق ̊دد هذه العقد (𝑁". 

𝐻ௗ :لتالي  5هو الفضاء الجزئيԴ ا߳ي س̑يعبر عن أطراف الوصلات التي تنطلق من كل عقدة، و

دته ( ةد بعُْدِهِ و ̊دد أشعيس̿تم تحد 𝑐⟩ ،𝑐|و˨ ∈ ℤௗ" عن طريق ̊دد الوصلات ( 𝑑 التي تنطلق "

 ).𝑑=2يعني أن:  اكل عقدة لها طرفين مم 3-01الوثيقة من كل عقدة ̊لى ˨دى (في ˨اߦ 

 ҧدة الموافقة لها من مُ العق̊ادة ما ˔رَُق . و ˔رقم أطراف وصلاتها و (𝑁-1)إلى ̎اية  0د و أشعة الو˨

. و ˔كون عملية توزيعهما ̊بر ا߿طاط ̠يف̀ة و 6(𝑑-1)إلى ̎اية  0أشعة الو˨دة الموافقة لها من 

 اخ˗يارية. و لكن ل˖سهيل عملية بناء معادلات الحركة و التعامل معها، أثناء دراسة البنى ذات الحجم

فه في شكل ̎البا ما يتم تعري ،ما يعُْمَدُ إلى اخ˗يار توزيعهما وفق نمط مُمَنهْجٍَ و مُقَعҧدٍ  ،الكˍير ˭اصةً 

 3-01ثنائيات، ˔كون بين كل خُطْوَةِ ذَهَابٍ و ِإԹَبٍ، بين كل عقدتين م˗واصلتين بوصߧ (الوثيقة 

 داߦ ن هذا التوزيع عن طريق تأثيريتم التعبير ع تيا). رԹضيا𝑑=2توضح فكرة هذا التوزيع في ˨اߦ 

عُ الترقيم في شكل ثنائيات ذهاب و إԹب. فمثلا كل عقدة 𝑒معينة (̮سميها " ҩتوَُز ("𝑛  من ݨة

عن طريق خطوة ا߳هاب، و العكس  𝑏 وَصْلتهَِاَمن ݨة طَرَفِ  𝑣تتصل Դلعقدة  𝑎طَرَفِ وَصْلتهَِاَ 

 صحيح Դل̱س̑بة لخطوة الإԹب، أي:

,𝑒(𝑎  )3-02-أ( 𝑛) = (𝑏, 𝑣) 

,𝑒൫𝑒(𝑎  )3-02-ب( 𝑛)൯ = 𝑒(𝑏, 𝑣) = (𝑎, 𝑛)  

. ۡثߧوفق خطوات عشوائية م ،المشي الكمي يمكن تصوره و دراس̑ته إذن، ̊بر حركة أي جس̑يمة ما

ة من المواضع أو الحالات المحددة 𝑡˭لال مجالات زم̲ية م˖ساوية  تتم (أي: فضاء العقد).  𝑁. ̊بر مجمو̊

ة حرية دا˭لية أو ذاتية قيمتها كل موضع أ lو ˨اߦ يحتمل در𝑑 (أي: فضاء العمߧ)و ̊ليه، فداߦ 7 .

                                                           
 أشعة و˨دة هذا الفضاء كأشعة ذاتية ࠀ. هذا المؤ˛ر الجديد س̑يلعب نفس دور العمߧ لمؤ˛ر ˡديد س̿˗˯ذ ةس̱سميه فضاء العُمْߧَ، ̮س̑ب 5

  النقدية في الحاߦ الߕس̑يك̀ة. و Դلتالي اش̑تقت ˓سميته من دوره و سمي بـ: مؤ˛ر "العُمْߧَ.
أفضل. و لكن  همِْ و تخيل الأفكار ˉشكلأطراف الوصلات. و ذߵ لسهوߦ فَ  عو الترميز الأَحْرُفِ م اء الشرح اتبعت الترقيم مع العقدأثن 6

  في البرامج الحاسوبية اتبعت الترقيم ا߳ي يعُْمَلُ به ̎البا لأنه ̼سهل التحكم أكثر في البرمجة.
فضاء بو فضاء الس̑بين و ˨التيه (̊لوي، سفلي) أبفضاء العمߧ و ˨التيه لتقريب المعنى:  عبر عن" يمكن أن ن𝑑=2في ˨اߦ البعد̽ن " 7

  ب الفوتوԷت و ˨التيهما (عمودي، أفقي) ...إلخ.اس̑تقطا
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 هي:  𝐻التي س̑تصف تطور ˨اߦ جس̑يمتنا في فضاء هيلبرت الكلي  𝜓(𝑡)الحاߦ المق̲نة 

)03-3(  |𝜓(𝑡)⟩ =  𝛼,(𝑡)

ே-ଵ,ௗ-ଵ

,ୀ

(|𝑐⟩⨂|𝑛⟩)       ,         ห𝛼,(𝑡)ห
ଶ

ே-ଵ,ௗ-ଵ

,ୀ

= 1 

إن عملية اخ˗يار شكل الحاߦ Գبتدائية لها تأثيرها المهم في تحديد السلوك التطوري و ا̦نهائي ̥لمشي 

ئما حتمي) عكس المشي الߕس̑يكي ا߳ي ̽كون ࠀ دا م̀كاالمشي الكمي هو دينا ̀كاالكمي (لأن دينام 

̥ Էاخ˗يار Էبتدائية، سواء الߕس̑يك̀˪اߦ لنفس السلوك ࠐما ̎يرԳ بتدائية.  كما أن الحاߦԳ ة منها

يمكن أن ˔كون عبارة عن ˨اߦ ˉس̑يطة ̊لى شكل إ˨دى ˨الات أشعة فضاء العقد مع  ،أو الكميّة

 إ˨دى ˨الات أشعة فضاء العمߧ. أي:

)04-3(  |𝜓(𝑇 = 0)⟩ = |𝑐, 𝑛⟩ = (|𝑐⟩⨂|𝑛⟩) 

ة  ˗وازنة،أو ̎ير م  ˉس̑يطة ̊لى شكل ˔ر̠يبة خطية م˗وازنةو يمكن أن ˔كون عبارة عن ˨اߦ ̎ير  ߽مو̊

 سواء في ˨الات فضاء العقد أو في ˨الات فضاء العمߧ.  ،معينة من أشعة الحالات الممك̲ة

)05-3(  |𝜓(𝑇=0)⟩= ቌ  𝛼|𝑐⟩

ௗሗ ஸௗ-ଵ

ୀ

⨂  𝛼|𝑛⟩

ேሗ ழே-ଵ

ୀ

ቍ        ,       

|𝛼|ଶ

ௗሗ

ୀ

= 1

|𝛼|ଶ

ேሗ

ୀ

= 1

  

ند بداية ع لن˯تر الحاߦ الˌس̑يطة (لتˌس̑يط فكرة بناء ا̦نموذج الكمي). و نقل أن ˨اߦ جس̑يمتنا كانت 

من فضاء العقد و في (أو   ⟨𝑛|في عقدة معينة  ،)𝑇=0أو بعد الخطوة ( 𝑡=0في ا̥لحظة ا߱راسة 

 :8من فضاء العمߧ ⟨𝑐|ملتفت ݨة) أ˨د أطراف و صلاتها 

)06-3(  |𝜓(𝑇=0)⟩ = |𝑐, 𝑛⟩ = (|𝑐⟩⨂|𝑛⟩) 

لتين: لمحاكاة  المشي العشوائي أثناء كل خطوة وفق رԹضيات م̀كانيك الكم هناك مر˨

ߧ أولى  وُجُوهِهَا لحصوࠀ ̊لى كل ،: نحاكي فيها بقاء الشخص في مكانه و رم̀ه العمߧ النقديةمر˨

ظ االمهم ألاّ ̽كون م̲˪ازا كليا لأ˨د الوجوه الممك̲ة، ̥لحف ،˖ساو (أو م̲˪از جزئياالممك̲ة و Դحۡل م 

                                                           
  ".𝑑=2معين ما، و ˉس̑بين ̊لوي أو سفلي م˞لا في ˨اߦ " ىكالإلكترون في موضع معين أو مس̑تو   8
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ر  ،̊لى آلية ˨دوث العشوائية) ߦ ˡديد ما ̊لى شعاع الحا وا˨ديو ذߵ عن طريق تطبيق مؤ̨

ح̀ث يجب أن يعطي شعاع ˨اߦ ˡديد، يبقي الجس̑يمة في نفس مكانها أو  ،Գبتدائي ̥لجس̑يمة

فيها، و لكن مع ظهور جميع ˨الات فضاء العمߧ الممك̲ة و Դحۡل م˖ساو (أو ش̑به  العقدة التي كانت

ر وا˨دي يلبي هذا السلوك يجب أن ̼س̑توفي الشروط التالية:  م˖ساو). لتصميم هكذا مؤ̨

ر في فضاء العقد و أن ̽كون مس̑تقلا عنه. أولا:  لكي يبقي الجس̑يمة في مكانها ̽كفي ألاّ يؤ̨

دة هذا الفضاء كأشعة لكي يظهر جمي Զنيا: ع ˨الات فضاء العمߧ الممك̲ة ̽كفي أن يت˯ذ أشعة و˨

 ذاتية ࠀ.

: لكي تظهر جميع ˨الات فضاء العمߧ Դحۡل م˖ساوي (أو م̲˪از جزئيا) ̽كفي أن ت˖ساوى (أو Զلثا

  ̊لى الترت̿ب.م˞نى تختلف قليلا) جميع مربع طويߧ عناصر أعمدة مصفوف˗ه فۤ ب̿نها م˞نى

̽كون م̲˪ازا Դلكلية لأي أ˨د من أشعته ا߳اتية (الحفاظ ̊لى آلية ˨دوث العشوائية).  لا لكي ا:رابع

َ ̽كفي أن يخلو كل عمود من مصفوف˗ه من عنصر وا˨د،  دة " دُ رِ فْ تَ سْ̑ ̼ " (و التالي 1مربع طويلته Դلو˨

 البق̀ة حۡ س̑تكون معدومة).

ر العُمْߧَ  ر ̼س̑توفي هذه الشروط س̱سميه بمؤ̨ ߱وره المماثل ߱ور العمߧ النقدية  (̮س̑بة "ℂ "كل مؤ̨

دة  في الحاߦ الߕس̑يك̀ة). و س̑يؤدي تطبيقه ̊لى شعاع الحاߦ Գبتدائية إلى الحفاظ ̊لى أشعة و˨

دة فضاء العمߧ. تتعلق معاملاتها ˊرت  بدونفضاء العقد  بة تغير مع ظهور ˔ر̠يبة خطية لجميع أشعة و˨

ر العمߧ  ⟨𝑐|شعاع و˨دة فضاء العمߧ   . أي:ℂا߳ي طبق ̊ليه مؤ̨

)07-3(  [ℂௗ ⨂ 𝟙ே] (|𝑐⟩⨂|𝑛⟩) =  (𝛽)(|𝑖⟩⨂|𝑛⟩)

ௗିଵ

ୀ

           ,           |(𝛽)|ଶ

ௗିଵ

ୀ

= 1 

ر ا 𝑐" هي عناصر العمود ذو الرتبة (𝛽)ح̀ث أن المعاملات "  .ℂلعمߧ من مصفوفة مؤ̨

ߧ Զنية:  ،نحاكي ف̀ه تحديد اتجاه خطوات الشخص الممك̲ة بحسب نتائج عملية رمي العمߧ النقدية مر˨

ر القفزات ر وا˨دي ˡديد ̼سمونه بمؤ̨ الوا˨دي ) shift operator( و ذߵ عن طريق تطبيق مؤ̨

"𝕊،"  لاتها المناس̑بةوصيعمل ̊لى نقل شعاع ˨اߦ الجس̑يمة إلى مختلف العقد المتصߧ و وفق أطراف، 

ر العمߧ. عمليا هذا السلوك  و ذߵ بحسب كل ˨اߦ من ˨الات العمߧ التي ظهرت بعد تطبيق مؤ̨

. و م̲ه يمك̲نا أن ̮س̑ت̱˗ج مˍاشرة العبارة العامة 𝑒هو نفسه سلوك داߦ توزع ˔رقيم العقد و أطرافها 
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ر القفزات   :𝕊لمؤ̨

𝕊∙(|𝑎⟩⨂|𝑛⟩)  )3-08-أ( = |𝑒(𝑎, 𝑛)⟩ = |(𝑏, 𝑣)⟩ = |𝑏⟩⨂|𝑣⟩ 

𝕊∙൫𝕊∙(|𝑎⟩⨂|𝑛⟩)൯  )3-08-ب( = ห𝑒൫𝑒(𝑎, 𝑛)൯ൿ = |𝑎⟩⨂|𝑛⟩ 

ر  (الموافق لخطوة ا߳هاب) ̼ساوي إلى مقلوب نفسه (الموافق إلى  𝕊المعادߦ الأ˭يرة تبين أن المؤ̨

رالم̼سمى  )3-80-أ(عادߦ لما في 𝑎=𝑏كانت  إذا̊ادة  .9خطوة الإԹب) و Դلتالي فهو وا˨دي  𝕊 ؤ̨

ر ا ر الشقلبة 𝑎≠𝑏لقفزات، و لكن إذا كانت بمؤ̨  flip-flop( ف̀طلق ̊لى مؤ˛ر القفزات بمؤ̨

operator(. 

ر̽ن مع مرا̊ا ߧ تأثيرهما ةبجمع تأثير هذ̽ن المؤ̨ ر التطور أو  يمك̲نا اس̑ت˯لاص عبارة ،˔رت̿ب مر˨ مؤ̨

 المشي ̥لخطوة الأولى:

)09-3(  ൣ𝕊 .  [ℂ ⨂ 𝟙ே]൧ ∙ (|𝑐⟩⨂|𝑛⟩) = 𝕌 ∙ |𝜓(𝑇=0)⟩ = |𝜓(𝑇=1)⟩ 

 أو لكل خطوة م̲فردة:

)10-3(  |𝜓(𝑇+1)⟩ = 𝕌 |𝜓(𝑇)⟩ = ൣ𝕊 .  [ℂ ⨂ 𝟙ே]൧  ∙  |𝜓(𝑇)⟩ 

 :𝑇الخطى و Դلتالي، إيجاد معادߦ المشي من أˡل أي ̊دد معين من 

)11-3(  |𝜓(𝑇)⟩ = ൣ𝕊 .  [ℂ ⨂ 𝟙ே]൧
்

 ∙  (|𝑅⟩⨂|𝑛) 

|𝜓(𝑇)⟩ =  [𝕌]்  ∙  |𝜓(0)⟩  

𝜓 و يتكون من صف ˨اߦ الجس̑يمةي يالحاߦ ا߳: شعاع .(𝑑∙𝑁) الموافقة لـ ، مر̠بة𝑁 من  عقدة
لَ  َ˪ ر العمߧ. 𝑑لـ  تاً فضاء هيلبرت مُْ̲ ة بِفِعل بعُْد فضاء مؤ̨ lدر  

𝜓(0) هو شعاع الحاߦ في ا̥لحظة :𝑡 = 𝑇أو بعد الخطوة  0 = 0.  
𝜓(𝑇) هو شعاع الحاߦ بعد :𝑇 .خطوة معينة أو مختارة  

𝕊 : ر القفزات. و هو مصفوفة مربعة وا˨دية س̑تكون  ةصيغتها التفصيلي ൫(𝑑∙𝑁)×(𝑑∙𝑁)൯مؤ̨
  بحسب اخ˗يارԷ لتوزيع ˔رقيم العقد وأطراف وصلاتها (سواء كان ممنهˤا أم لا).

ℂ :ر شريطة أن لا ˔كون نتائج  (𝑑×𝑑)مربعة دية وا˨ مصفوفةأي عبارة عن  وو ه ،ߧَ مْ العُ  مؤ̨
 ). العشوائيةفكرة اكات تأثيرها م̲˪ازة "Դلكلية" لأ˨د أشعتها ا߳اتية (لمح

𝕌 :ر التطور   .൫(𝑑∙𝑁)×(𝑑∙𝑁)൯و هو مصفوفة مربعة وا˨دية  ،مؤ̨

                                                           
 ة). ملكن يبقى الشرط الكافي، لوا˨دية مؤ˛ر القفزات في الحاߦ العامة، هو إتبا̊ه لتوزيع الترقيم ا߳ي يت˯ذه مخطاطه (ذو الب̱̀ة المنتظ 9
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 البداية في س̿˗غير احۡل تواˡد الجس̑يمة ̊بر جميع العقد بعدما كان 𝑇بعد ˔كرار المشي لعدة خطوات 

ة عند كل ح̀ث يمك̲نا أن نجد احۡل تواˡد الجس̑يم ،كله متمركزا في العقدة Գبتدائية ا߿تارة فقط

Դ ر الق̀اس ̊لى مر̠بات شعاع الحاߦ  𝕄̊لى ˨دى  ة̱س̑بة لكل عقدل عقدة. أولاً بتطبيق مؤ̨

𝜓(𝑇)،  و ذߵ ̥لحصول ̊لى شعاع الحاߦ الجزئي𝜓(𝑇) س̑ت˝̲اء المر̠بات  (مر̠باتهԴ كلها معدومة

  ). أي: 𝜓(𝑇)من شعاع الحاߦ الكلي  𝑛المن˪ߧ الموافقة ̥لعقدة 

)12-3(  𝜓(𝑇) = 𝕄  ∙  𝜓(𝑇) 

𝜓(𝑇) = [𝟙ௗ ⨂ |𝑛⟩⟨𝑛|]  ∙  𝜓(𝑇) 

ن مجموع م 𝑛و ثم Զنيا، يمك̲نا أن نحسب Գحۡل الجزئي لتواˡد الجس̑يمة عند كل عقدة معينة 

  مع نفسه. 𝜓(𝑇)عن طريق الجداء السلمي لـشعاع الحاߦ الجزئي  ،العقد

)13-3(  𝑃(𝑇) = ⟨𝜓(𝑇)|𝜓(𝑇)⟩ 

و أ˭يرا بناء شعاع Գحۡل الكلي عن طريق مر̠باته (Գحۡلات الجزئية) بعد كل ̊دد معين من 

  .𝑇الخطوات 

)14-3(  𝑃(𝑇) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑃-ா(𝑇) = ൻ𝜓(0)ା ∙ 𝕌ା்
∙ 𝕄-ா

ା ห𝕄-ா  ∙  𝕌்  ∙   𝜓(0)ൿ

⋮

𝑃-ଵ(𝑇) = ൻ𝜓(0)ା ∙ 𝕌ା்
∙ 𝕄-ଵ

ା ห𝕄-ଵ  ∙  𝕌்  ∙   𝜓(0)ൿ

𝑃(𝑇) = ൻ𝜓(0)ା ∙ 𝕌ା்
∙ 𝕄0

ାห𝕄0  ∙  𝕌்  ∙   𝜓(0)ൿ

𝑃ଵ(𝑇) = ൻ𝜓(0)ା ∙ 𝕌ା்
∙ 𝕄1

ାห𝕄1  ∙  𝕌்  ∙   𝜓(0)ൿ

⋮

𝑃ா(𝑇) = ൻ𝜓(0)ା ∙ 𝕌ା்
∙ 𝕄ா

ାห𝕄ா  ∙  𝕌்  ∙   𝜓(0) ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

ൿ

 

و يمك̲نا الآن  ،العشوائي الكمي ̥لمشي اتيينا من بناء ا̦نموذج الرԹضيته أ̯  نناأعمليا يمك̲نا القول 

ح فكرة المشي لتوضي ،و المهمة الشروع في اس̑تعمال معادلات هذا ا̦نموذج ̊لى بعض الأم˞ߧ الشهيرة

  الكمي أكثر و التعرض لأهم الفروقات بين نتائجه و نتائج المشي الߕس̑يكي.

دة لها وصلتين (أي عقدة و كل عق 𝑁߱ينا  3-01المبين في الوثيقة  في ˨اߦ ا߿طاط ذو Գتجاهين

𝑑=2 س̑ن˪افظ ̊لى ا̦تمثيل الشعاعي ̥لعقد ا߳ي اس̑ت˯دم̲اه في فصل المشي الߕس̑يكي ̦تمثيل .(
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الفكرة س̑نعبر عن مختلف أطراف الوصلات بأشعة فضاء العمߧ الطريقة أو  . و بنفس⟨𝑛|الحالات 

 ذو البعد̽ن. أي:

)15-3(  |0⟩ ≡ |𝑅⟩ = ቀ
1
0

ቁ          ,           |1⟩ ≡ |𝐿⟩ = ቀ
0
1

ቁ 

߱راسة المشي الكمي ̊بر هذا ا߿طاط س̑نختار أˉسط ˨اߦ ابتدائية، ح̀ث أن المتحرك س̑يكون 

  م˞لا قˍل Գنطلاق في المشي و Դحۡل كلي في الحاߦ:

)16-3( |𝜓(𝑇=0)⟩ = (|𝑅⟩⨂|0⟩) 

ر العمߧ هناك ثلاث أنواع شهيرة مس̑تع ةالعبارة التفصيلي   ):𝑑 بعدها مߧ (بدلاߦلمصفوفة مؤ̨

  )، دوما معتدل:Hadamard( ℍௗهادمارد  )1

)17-3(  
ℍଵ=[1]                                  ℍଶ=

1

√2
ቂ
1 1
1 -1

ቃ  

ℍଶ=ℍଶ⨂ℍଶ-భ= 
ℍଶ-భ ℍଶ-భ

ℍଶ-భ -ℍଶ-భ
൨  for 𝑑≥2 

  )، دوما معتدل:DFT( 𝔽ௗ تحويل فورييه المباشر )2

)18-3( 𝔽ௗ =
1

√𝑑

⎝

⎜
⎛

1
1
1
⋮
1

1
𝜔

𝜔ଶ

⋮
𝜔ௗିଵ

1
𝜔ଶ

𝜔ସ

⋮
𝜔ଶ(ௗିଵ)

⋯
⋯
⋯
⋱
⋯

1
𝜔ௗିଵ

𝜔ଶ(ௗିଵ)

⋮

𝜔(ௗିଵ)మ

⎠

⎟
⎞

 

 and 𝜔 = 𝑒-ଶగ ௗ⁄  

  )، م̲˪از جزئيا:Grover( 𝔾ௗجروفر  )3

)19-3(  𝔾ௗ =
1

𝑑
ቌ

2 − 𝑑
2
⋮
2

2
2 − 𝑑

⋮
2

⋯
⋯
⋱
2

2
2
⋮

2 − 𝑑

ቍ 

ر جروفر 𝑑=2في ˨اߦ  Դلكلية (عنصر وا˨د مربع  ةسوف ˔كون م̲˪از  𝔾ଶ. نجد أن مصفوفة مؤ̨

  في كل عمود)، أي: 1 ةطويلته ̼س̑تحوذ ̊لى الو˨د

)20-3(  𝔾ଶ = ቀ
0 1
1 0

ቁ 

ر فورييه عشوائيةال في إنتاج  ̲ايخدم ̮س̑ت˯دمه لأنه لن  و Դلتالي لن فمصفوف˗ه س̑تكون  𝔽ଶ. أما مؤ̨

  ح̀ث س̑تكون عبارته الشعاعية ̊لى النحو التالي: ،ℍଶلمصفوفة هادمارد  امساوية تمام
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)21-3(  ℍଶ  =  
1

√2
൫(|𝑅+𝐿⟩⟨𝑅|⨂|𝑛⟩⟨𝑛|) + (|𝑅-𝐿⟩⟨𝐿|⨂|𝑛⟩⟨𝑛|) ൯ 

و ا߳ي يمتاز بخاصية "Գعتدال التام" ح̀ث كل نتائجه الممك̲ة لها نفس احۡل الظهور. و Դلتالي 

  فهو يحاكي العمߧ النقدية في الحاߦ الߕس̑يك̀ة من ح̀ث ˓ساوي نتائجها Դلضبط.

ر القفزات  ت˯ذه لتوزيع الترقيم ا߳ي ي  اة تمامس̑تكون عبارته الشعاعية موافق )3-08(المعادߦ  𝕊مؤ̨

  ̊لى الترت̿ب: 03-01من الوثيقة  ب"-"أو  "ب"أ" ، -مخطاطه في الحالات "أ

و عباراتهم المصفوف̀ة هي أيضا ̊لى الترت̿ب:

  

 

=𝕊  )3-23-أ(

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ቆ
0 0

1 0
ቇ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

⨂

0 0 0
1 0 0
0 1 0

…
0 0 1
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 0
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0 0 0

…
0 0 0
1 0 0
0 1 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

+

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

൬0 1
0 0

൰

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

⨂

0 1 0
0 0 1
0 0 0

…
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
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…
0 1 0
0 0 1
0 0 0⎠

⎟
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⎟
⎞

⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

 

 

=S  )3-23-ب(
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⎨
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⎧

ቆ
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0 0
ቇ

⎝
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⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

+

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ቆ
0 0

0 1
ቇ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

⨂

0 1 0
0 0 1
0 0 0

…
0 0 0
0 0 0
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⋮ ⋱ ⋮
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…
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𝕊  )3-22-أ( = ቌ|𝐿⟩⟨𝑅|⨂ ൭|𝑛+1⟩⟨𝑛|

ಶ-భ

స-ಶ

+|-𝐸⟩⟨𝐸|൱ቍ + ቌ|𝑅⟩⟨𝐿|⨂ ൭  |𝑛-1⟩⟨𝑛|

ಶ

=-ಶ+భ

+|𝐸⟩⟨-𝐸|൱ቍ 

=𝕊 )3-22-ب( ቌ|𝑅⟩⟨𝑅|⨂ ൭|𝑛+1⟩⟨𝑛|

ಶ-భ

స-ಶ

+ |-𝐸⟩⟨𝐸|൱ቍ + ൮|𝐿⟩⟨𝐿|⨂ ቌ  |𝑛-1⟩⟨𝑛|

ಶ

=(-ಶ+భ)

+|𝐸⟩⟨-𝐸|ቍ൲ 

=𝕊 )3-22-ج(

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

(|𝐿⟩⟨𝑅|⨂|-𝐸⟩⟨𝐸|)+(|𝑅⟩⟨𝐿|⨂|𝐸⟩⟨-𝐸|)+

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

൭|𝑅⟩⟨𝑅|⨂ |𝑛+1⟩⟨𝑛|

ಶ-భ

స-ಶ

൱ + ቌ|𝐿⟩⟨𝐿|⨂  |𝑛-1⟩⟨𝑛|

ಶ

స(-ಶ+భ)

ቍ
𝑛: زوجي

|𝐸|: زوجي

൭|𝐿⟩⟨𝐿|⨂  |𝑛+1⟩⟨𝑛|

ಶషభ

సషಶ

൱ + ቌ|𝑅⟩⟨𝑅|⨂  |𝑛-1⟩⟨𝑛|

ಶ

స(-ಶ+భ)

ቍ
𝑛: فردي

|𝐸|: زوجي
 

(|𝑅⟩⟨𝐿|⨂|-𝐸⟩⟨𝐸|)+(|𝐿⟩⟨𝑅|⨂|𝐸⟩⟨-𝐸|)+

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

൭|𝑅⟩⟨𝑅|⨂ |𝑛+1⟩⟨𝑛|

ಶ-భ

స-ಶ

൱ + ቌ|𝐿⟩⟨𝐿|⨂  |𝑛-1⟩⟨𝑛|

ಶ

=(-ಶ+భ)

ቍ
𝑛: زوجي

|𝐸|: فردي

൭|𝐿⟩⟨𝐿|⨂ |𝑛+1⟩⟨𝑛|

ಶ-భ

స-ಶ

൱ + ቌ|𝑅⟩⟨𝑅|⨂  |𝑛-1⟩⟨𝑛|

ಶ

=(-ಶ+భ)

ቍ
𝑛: فردي

|𝐸|: فردي
 

 

 



- 32 - 
 

ر التطور 𝕌ℍమ وم̲ه بتطبيق عبارة مؤ̨
من أˡل الحصول ̊لى داߦ الحاߦ الموافقة  )3-09(المعادߦ 

  لى نجد:خطوة الأول̥

)24-3(  
𝕌ℍమ

 |𝜓(𝑇=0)⟩ = ൣ𝕊 ∙   [ℍଶ ⨂ 𝟙ே]൧ (|𝑅⟩⨂|0⟩)  

                         =
1

√2
[|𝐿⟩⨂|1⟩ + |𝑅⟩⨂|-1⟩]   

   = |𝜓(𝑇=1)⟩         

ر العمߧ  ر القفزات  ℍأ̽ن أ˛رԷ ̊لى الحاߦ Գبتدائية بمؤ̨   :̊لى الترت̿ب. أي 𝕊ثم بمؤ̨

)25-3(  
(|𝑅⟩⨂|0⟩)

ℍమ ⨂ 𝟙ಿ
ሱǦ Ǧ Ǧ Ǧ  

1

√2
[(|𝑅⟩+|𝐿⟩)⨂|0⟩] 

                     
      𝕊        
ሱǦ Ǧ Ǧ Ǧ  

1

√2
[(|𝐿⟩⨂|1⟩) + (|𝑅⟩⨂|-1⟩)] 

  هنا يمكن أن نميز سلوكين ˨اسمين و هامين هما:

 -1و  1 نˤد أن الجس̑يمة تتواˡد في العقدتينبعد هذه الخطوة الأولى س̑  بعملية الق̀اسإذا قمنا  :أولاً 

ቚبنفس Գحۡل و هو 
ଵ

√ଶ
ቚ

మ

ا قˍل منه ت(أي كل ˨اߦ س̑تأ˭ذ نصف قيمة احۡل الحاߦ التي تطور 

بعد الخطوة  نااتجتن الناس̑تصبح الحالتتنف̀ذ الخطوة). و لكن الشيء المهم هنا أنّ بعد عملية الق̀اس 

} م̲فصلتين تماما عن بعضهما البعض. ح̀ث كل ˨اߦ س˖شكل (⟨𝑅⟩⨂|-1|)، (⟨𝐿⟩⨂|1|)الأولى {

ضمن النظام الكلي (و هو تطور الحاߦ Գبتدائية التي  ىنظام جزئي موضعي م̲فصل عن الأخر 

انطلق منها المشي العشوائي). مما يعني أن في الخطوة التي س̑تليها (أي الخطوة الثانية) س̑نطبق مؤ̨ر 

𝕌ℍమالتطور 
𝕌ℍమ" (أي: نطبق ˨دى̊لى كل ˨اߦ ̊لى " 

𝕌ℍమو نطبق  ،(⟨𝐿⟩⨂|1|)̊لى  
̊لى  

=S )3-23-ج(
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𝑛: زوجي

|𝐸|: زوجي
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𝑛: فردي

|𝐸|: زوجي
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𝑛: زوجي

|𝐸|: فردي
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𝑛: فردي

|𝐸|: فردي
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(|𝑅⟩⨂|-1⟩)   لتالي إذا أس̑تمرԴ وԷفي إجراء عملية الق̀اس بعد كل خطوة س̑نحصل دائما ̊لى  ر

ضبط ل ا̦نهاية Դ في و هذا س̑يعطي ،""تطورԵَ منهااحۡل الحاߦ التي  نصف"لهما " "م̲فصلتين"˨التين 

  التوزيع الߕس̑يكي ̥لمشي العشوائي ا߳ي تعرضنا ࠀ في الفصل السابق.

quantum إذا لم نقم بعملية الق̀اس بعد كل خطوة س̑ن˪افظ Դلتالي ̊لى الترابط الكمي ( :Զنياً 

correlationا ) بين الحالات الناتجة ߿تلف العقد بعد كل خطوة. مما س̿سمح دائما؛ بتدا˭ل ˨الاته

(المعبرة عن مختلف مواضع العقد) و الناتجة ˭لال كل الخطوات أثناء المشي العشوائي. هذا التدا˭ل 

ُ̽زِ    المشي الكمي و ˉشكل ˡذري عن المشي الߕس̑يكي. هو Դلضبط ما س̑يؤدي إلى تمََا

 

طوات الحاߦ (حساب يدوي) لبعض من الخ شعاع̠يف̀ة تطور لتوضيح الفكرة أكثر س̱س̑تعرض 

  الأولى إلى ̎اية أول ظهور لفرق بين المشي الكمي و الߕس̑يكي (س̑نˤده بعد الخطوة الثالثة). أي:

(أي مربع طويߧ معامل كل ˨اߦ) س̑نحسب و نلخص نتائج احۡلات تواˡد  تثم بلغة Գحۡلا

  خطوات الأولى كالتالي:  ربع ̊بر مختلف العقد من أˡل الأالجس̑يم

-E ⋯ 4-  3-  2-  1-  0  1  2  3  4  ⋯ E             𝑛  
P (T)  

0  ⋯ 0  0  0  0  1  0  0  0  0  ⋯ 0  P (0) 

0  ⋯ 0  0  0  1/2  0 1/2  0  0  0  ⋯ 0  P (1)  

0  ⋯ 0  0  1/4  0  2/4  0  1/4  0  0  ⋯ 0  P (2)  

0  ⋯ 0  1/8  0  5/8  0  1/8  0  1/8  0  ⋯ 0  P (3)  

0  ⋯ 1/16  0  10/16  0 2/16  0 2/16  0  1/16  ⋯ 0  P (4)  

من أˡل ̊دد ̠بير من الخطوات س̱س̑تعين بمعادلات المشي الكمي التي بن̲̿ا بها نموذج المشي الكمي. 

  ).1و تحر̽رها في شكل ˊرԷمج ˨اسوبي (الملحق: البرԷمج 

)26-3(  

|𝜓(𝑇=0)⟩
𝕌ℍమ 
ሱǦ   |𝜓(𝑇=1)⟩=

1

√2
[(|𝐿⟩⨂|1⟩)+(|𝑅⟩⨂|-1⟩)] 

|𝜓(𝑇=1)⟩
𝕌ℍమ 
ሱǦ   |𝜓(𝑇=2)⟩=

1

2
[(|𝐿⟩⨂|2⟩)+(|(𝐿-𝑅)⟩⨂|0⟩)+(|𝑅⟩⨂|-2⟩)] 

|𝜓(𝑇=2)⟩
 𝕌ℍమ 
ሱǦ   |𝜓(𝑇=3)⟩=

1

2√2
[(|𝐿⟩⨂|3⟩)-(|𝑅⟩⨂|1⟩)+(|(𝐿-2𝑅)⟩⨂|-1⟩)+(|𝑅⟩⨂|-3⟩)]

 



- 34 - 
 

  ح̀ث أن: )3-02شي الߕس̑يكي (الوثيقة̥لم اس̑نˤد أن المشي الكمي س̑يعطي نتائج مغا̽رة تمام

ةُ احۡࠀ (˔رافقها قمم أخرى أقل منها و تليها في الحجم) نجدها تˌ˗عد عن موضع Գنطلاق كلما 1 ҧقِم (

زدԷ ̊دد الخطوات و بمسافة ت˖̲اسب طردԹ و ̊دد الخطوات قدرها 

√మ
عكس المشي  ،≈

تُهُ و القمم ال ҧالجوار  تي تليها في الحجم دائما متمركزة في موضع انطلاقه والߕس̑يكي ا߳ي تبقى قِم

  ا߳ي يليها.

ت˖ش˖ت مر̠بات Գحۡل الكلي (أي Գحۡلات الجزئية) عن طريق التبا̽ن و Գنحراف ) 2

  ]. أي:8لت˖̲اسب Դلتقريب مع مربع ̊دد الخطوات و ̊دد الخطوات ̊لى الترت̿ب [. المعياري

)27-3(  𝜎ଶ(𝑇)  ∝ 𝑇ଶ ⇒ 𝜎(𝑇) ∝ 𝑇 

دԷها  lلتقريب مع ̊دد الخطوات و الجذر التربيعي لعكس المشي الߕس̑يكي التي وԴ عدد ت˖̲اسب

  ). )2-08(الخطوات ̊لى الترت̿ب (المعادߦ 

 Գبتعاد عن موضع في أسرع ˔ربيعيامˍاشرة و ࠐمة: أن المشي الكمي  ةيعني في المحصߧ، و ̡ن˖ˤ̀ امم

  لߕس̑يكي.انطلاقه مقارنة Դلمشي ا

س̑نضيف فقط خطوة Գسترا˨ة. ح̀ث س̑ن˪افظ ̊لى مجمل  تالثلاثة اتجاهافي ˨اߦ ا߿طاط ذو 

كون ߱ينا ح̀ث س̑ي ،"𝑑=3بعُد فضاء العمߧ ليصبح " تغييرمعادلات ا߿طاط ذو Գتجاهين مع 

  ثلاث وصلات وم̲ه ثلاث أشعة ˨اߦ من فضاء العمߧ، هي:

)28-3(  |0⟩ ≡ |𝑅⟩ = ൭
1
0
0

൱ , |1⟩ ≡  |𝐿⟩ = ൭
0
1
0

൱ , |2⟩ ≡  |●⟩ = ൭
0
0
1

൱ 

⟨𝜓(𝑇=0)|الحاߦ Գبتدائية، س̑نختار أˉسطها م˞ل:"  = (|𝑅⟩⨂|0⟩) "  

ر العمߧ س̑تصبح هي الأخرى ذات ثلاث  أبعاد  لاثالث اتأبعاد. مصفوفة هادمارد ذمصفوفة مؤ̨

ر جروفر  فةٍَ. و Դلتالي س̱س̑تعمل فقط مصفوفة مؤ̨ ҧ̎ير مُعَر𝔾ଷ:  
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ة من  𝐻ଶمن ˭لال المشي الكمي ( 𝑃(𝑇) توزع Գحۡل الكلينتائجمجمو̊ 𝐺ଷ, 𝐹ଷ) و الߕس̑يكي (𝐶ଶ 𝐶ଷ (

 ).𝜓ଷ) أو الثلاث اتجاهات (𝜓ଶطوة. و ذߵ من أˡل مختلف الحالات Գبتدائية الممك̲ة سواء في ˨اߦ Գتجاهين (خ 100بعد 
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 أ. -Ե02-2بع ̥لوثيقة 
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)29-3(  𝔾ଷ =
1

3
൭

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1

൱ 

  :𝔽ଷو مصفوفة فورييه 

)30-3(  𝔽ଷ =
1

√3
ቌ

1 1 1

1 𝑒
-మഏ

య 𝑒
-మഏ

య
×మ

1 𝑒
-మഏ

య
×మ 𝑒

-మഏ
య

×ర

ቍ =
1

√3
൮

1 1 1

1 -
ଵ

ଶ
-√ଷ

ଶ
 -

ଵ

ଶ
+

√ଷ

ଶ


1 -
ଵ

ଶ
+

√ଷ

ଶ
 -

ଵ

ଶ
-√ଷ

ଶ


൲ 

ر القفزات  عموما س̿ˍقى هو نفسه ا߳ي أس̑تعمل في ˨اߦ الخط المف˗وح ذو Գتجاهين مع  𝕊مؤ̨

   عن خطوات Գسترا˨ة. و التي س̑تكون عمليا سهߧ في ˔رميزها، ح̀ثإضافة ˨د ˡديد فقط يعبر

  كل خطوة س̑ت˪افظ ̊لى نفس العقدة و طرف الوصߧ التي كانت فيها، أي:

)31-3(  |●⟩⟨●|⨂ |𝑛⟩⟨𝑛|



 

ر القفزات    :10أ" م˞لا هي-ا߳ي يصف ا߿طاط "أ 𝕊و م̲ه تصبح العبارة الشعاعية لمؤ̨

  وف̀ة هي:و عبارته المصف

ر التطورب  ،أ˭يرا و الحاߦ الموافقة لخطوة  شعاع̊لى س̑نحصل ) 3-09(المعادߦ 𝕌 تطبيق عبارة مؤ̨

  .الأولى

                                                           
 ب" و "ب" أو أي مخطاط أخر Դل̱س̑بة لخطوات Գسترا˨ة.-و بنفس الفكرة س̱˗عامل مع ا߿طاط "أ 10

)32-3(  𝕊= ቌ|𝐿⟩⟨𝑅|⨂ ൭|𝑛+1⟩⟨𝑛|

ಶ-భ

స-ಶ

+|-𝐸⟩⟨𝐸|൱ቍ + ቌ|𝐿⟩⟨𝑅|⨂ ൭  |𝑛-1⟩⟨𝑛|

ಶ

=-ಶ+భ

+|𝐸⟩⟨-𝐸|൱ቍ + ൭|●⟩⟨●|⨂ |𝑛⟩⟨𝑛|

ಶ

=-ಶ

൱

 

)33-3(  

𝕊=

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

൭
0 0 0
1 0 0
0 0 0

൱

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

⨂

0 0 0
1 0 0
0 1 0

…
0 0 1
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 0
0 0 0
0 0 0

…
0 0 0
1 0 0
0 1 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

+

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

൭
0 1 0
0 0 0
0 0 0

൱

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

⨂

0 1 0
0 0 1
0 0 0

…
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 0
0 0 0
1 0 0

…
0 1 0
0 0 1
0 0 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

 

   +

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

൭
0 0 0
0 0 0
0 0 1

൱

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

⨂

1 0 0
0 1 0
0 0 1

…
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 0
0 0 0
0 0 0

…
1 0 0
0 1 0
0 0 1⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫
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  𝔾ଷ مؤ˛ر جروفرفي ˨اߦ اس̑تعمال  أولا:

)34-3(  
𝕌𝔾య

|𝜓(𝑇=0)⟩ = ൣ𝕊 ∙   [𝔾ଷ ⨂ 𝟙ே]൧ (|𝑅⟩⨂|0⟩)  

                           =
1

3
[(-|𝐿⟩⨂|1⟩)+(2|𝑅⟩⨂|-1⟩)+(2|●⟩⨂|0⟩)] 

                           = |𝜓(𝑇=1)⟩ 

ر العمߧ  ر القفزات  𝔾ଷأ̽ن أ˛رԷ ̊لى الحاߦ Գبتدائية بمؤ̨    ̊لى الترت̿ب. أي: 𝕊ثم بمؤ̨

)35-3(  
(|𝑅⟩⨂|0⟩)

 𝔾య ⨂ 𝟙ಿ 
ሱǦ Ǧ Ǧ Ǧ  

1

3
[(-|𝑅⟩+2|𝐿⟩+2|●⟩)⨂|0⟩] 

                     
        𝕊       
ሱǦ Ǧ Ǧ Ǧ  

1

3
[(-|𝐿⟩⨂|1⟩)+(2|𝑅⟩⨂|−1⟩)+(2|●⟩⨂|0⟩)] 

ر جروفر  ح̀ث س̑يعطي الحاߦ التي طبق ̊ليها  ،م̲˪از جزئيا 𝔾ଷبلغة Գحۡلات، نجد أن مؤ̨

Դଵحۡل "

ଽ
ر. و في المثال ا߳ي اس̑تعرضناه أ̊لاه  " (أعني أ˨د ˨الات العمߧ التي س̑يطبق ̊ليها المؤ̨

"). و يعطي الحالتين (⟨𝑅⟩⨂|0|)" االحاߦ Գبتدائية التي ا˭ترԷه شعاع" من ⟨𝑅|كانت هي الحاߦ "

ସالمتبق̀تين Դحۡل " خرتينالأ

ଽ
" ⟨●|" و "⟨𝐿|" تا هما الحالتينأ̊لاه كان " (في المثال ا߳ي اس̑تعرضناه 

من فضاء العمߧ). عمليا يمكن التغلب ̊لى هذه الخاصية بتحضير مزيج م˗كا߈ من ˨الات العمߧ في 

  داߦ الحاߦ Գبتدائية. أي:

)36-3(  |𝜓(𝑇=0)⟩ = ൭
1

√3
(|𝑅⟩ + |𝐿⟩ + |●⟩)൱ ⨂|0⟩ 

Դ"ଵحۡل  عطىلى. نجد أن كل ˨اߦ Էتجة س̑تُ و Դلتالي بعد حساب احۡلات نتائج الخطوة الأو

ଷ
". و 

  ى.من العيوب في ˨الات و من المحاسن في ˨الات أخر  اهذه الميزة لمصفوفات جروفر يمكن اعتباره

  𝔽ଷفورييه في ˨اߦ اس̑تعمال  Զنيا:

)37-3(  
𝕌𝔽య

 |𝜓(𝑇=0)⟩ = ൣ𝕊 ∙   [𝔽ଷ ⨂ 𝟙ே]൧ (|𝑅⟩⨂|0⟩)  

                            =
1

√3
[(|𝐿⟩⨂|1⟩)+(|𝑅⟩⨂|−1⟩)+(|●⟩⨂|0⟩)] 

                            = |𝜓(𝑇=1)⟩         

ر العمߧ  ر القفزات  𝔽ଷأ̽ن أ˛رԷ ̊لى الحاߦ Գبتدائية بمؤ̨    ̊لى الترت̿ب. أي: 𝕊ثم بمؤ̨

)38-3(  
(|𝑅⟩⨂|0⟩)

𝔽య ⨂ 𝟙ಿ
ሱǦ Ǧ Ǧ Ǧ  

1

√3
[(|𝑅⟩+|𝐿⟩+|●⟩)⨂|0⟩] 

                     
       𝕊      
ሱǦ Ǧ Ǧ  

1

√3
[(|𝐿⟩⨂|1⟩)+(|𝑅⟩⨂|−1⟩)+(|●⟩⨂|0⟩)] 
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تعتبر دوما معتدߦ (نفس Գحۡل لجميع نتائجها). م˞لها م˞ل مصفوفات  𝔽ௗعموما فمصفوفات فورييه 

) ا߳ي يمكن أن يحدث 𝑒-ఈفرق الوح̀د ا߳ي يميزها هو ظهور الطور (أي . و الℍௗهادمارد 

مع التطور ا߳ي  ةلمشي الكمي، مقارن̥تغيرات مختلفة ˉسˌب تدا˭ل دوال الحاߦ أثناء التطور الزمني 

  يوافق مصفوفات هادمارد.

كل ˊرԷمج شو تحر̽رها في  ،من أˡل ̊دد ̠بير من الخطوات س̱س̑تعين بمعادلات المشي الكمي

  ).1˨اسوبي (الملحق: البرԷمج 

  :في ما يلييمكن أن نلخص النتائج  )3-02بعد تحليل البياԷت (الوثيقة 

حۡل ̥لمشي الߕس̑يكي ح̀ث أن Գ امغا̽رة تمام انتائج) كالعادة س̑نˤد أن المشي الكمي س̑يعطي 1

عن نقطة انطلاقه عكس الߕس̑يكي ا߳ي يبقى متمركزا و محاذԹ لنقطة  س̲̿˖شر و يمتد مˍتعدا

  انطلاقه.

س̿تميز بقمته البارزة و المتمركزة دوما عند نقطة انطلاقه و قمم صغيرة أخرى  𝔾ଷ) في ˨اߦ جروفر 2

وا˨دة Դرزة ة Է قماԷ أخرى ( و أح̀اԷ و م˗ناظرة يمينا و ̼سارا أح̀اԷ و ̼سارا أح̀ام˗نا˛رة يمينا أح̀

  و هذا كله بحسب الحاߦ Գبتدائية ا߿تارة. )اناث̱˗أو 

عن  ةعموما ل̿س ࠀ قمة Դرزة بل قمم م˗قاربة في الطول تقريبا تمتد مˍتعد 𝔽ଷ) في ˨اߦ فورييه 3 

Է نحو احԷ̀ م̲˪ازة ̥ليمين و أانقطة انطلاقها (˓ش̑به إلى ˨د بعيد إشارات ˓شو̼ش الفضاء). أح̀

  Է أخرى م˗ناظرة بين ا̦يمين و ال̿سار و ذߵ طبعا بحسب الحاߦ Գبتدائية ا߿تارة.او أح̀ال̿سار 

اهين يمك̲نا القول أن ذو Գتج تاتجاها ةو الثلاثنتائج الخط المس̑تمر ذو Գتجاهين  Է) إذا قار4

ثلاث اتجاهات. و ال مع ذ Գحۡل التي يحملها معه مقارنةيعطي نتائج أفضل في سر̊ة ابتعاده و كمية 

  و لكن عموما يبقى السلوك الكمي هو الأفضل ˊك˞ير في Գبتعاد عن نقطة انطلاقه مقارنة Դلߕس̑يكي.

 ˨اߦ البنى صيل التي اس̑تعرضناها فيما يخص البنى المغلقة س̱س̑ت˯دم نفس المعادلات و التفافي 
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ة ري و مع فرق ˉس̑يط و جوه ،سواء في ˨اߦ الخط ذو Գتجاهين أو ذو الثلاث اتجاهات ،المف˗و˨

وا˨د  ط Էقصاهو ̊دد الخطى ا߳ي س̑نختاره يجب أن ̽كون أكبر تماما من نصف ̊دد عقد ا߿ط

𝑇(أي:  >
ே-ଵ

ଶ
(، Գ حۡل ا߳ي ين˖شر من ݨة ا̦يمين و ذߵ ̥لحصول ̊لى ظاهرة التدا˭ل بين

  ال̿سار. Գحۡل ا߳ي ين˖شر من ݨةمع 

نى اߦ البفي ˨ اس̑تعرضناها߳ي  ههو أيضا نفس )1(الملحق: البرԷمج و البرԷمج الحساب اليدوي 

ة  𝑇مع مرا̊اة الشرط المف˗و˨ >
ே-ଵ

ଶ
  نف̀ذ البرԷمج.أثناء ت  

  أن نلخص أهم النتائج في ما يلي:من ك̲ا تم و تحليلها  )3-03بعد الحصول ̊لى البياԷت (الوثيقة 

دԷها في الحاߦ  .1 lس̑تقرار التي وԳ السلوك الكمي في البنى المغلقة كالحلقة لا يجنح إلى ˨اߦ

 .𝑇ن أˡل ̊دد ̠بير ˡدا من الخطى و هذا حتى م ،الߕس̑يك̀ة

تلف و ߿  تاتجاهاة الثلاثالحلقة ذات Գتجاهين أو  سلوك الكمي سواء في ˨اߦال  ،عموما  .2

رات   العمߧ، يختلف بعضه عن بعض.مؤ̨

ر جروفر  .3 تُهُ  نجد أن 𝔾ଷفي ˨اߦ مؤ̨ ҧنطلاق قِمԳ ة عكس بق̀ ،˔كون دوما متمركزة في موضع

رات العمߧ.  مؤ̨

كما فعلنا في المشي الߕس̑يكي س̑نقوم الآن Դخ˗بار ˭اصية التنقل في ب̱̀ة مغلقة كالحلقة Դل̱س̑بة 

 ح̀ث س̑ن˪افظ ̊لى جميع التعريفات و الأفكار التي أوردԷه في ˨اߦ المشي الߕس̑يكي ،̥لمشي الكمي

لكن مع تغير معادلات الحركة إلى معادلات الحركة الخاصة Դلمشي الكمي. ح̀ث س̑تصبح عبارة و 

 كالتالي: 𝑎المسؤوߦ ̊لى انتزاع قيمة Գحۡل عند العقدة الهدف ، 𝐴(𝑇)ا߱اߦ 

)39-3(  𝐴(𝑇) = 〈𝜓(𝑡)|𝜓(𝑡)〉

்

௧ୀ

=  𝑃(𝑡)

்

௧ୀ
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 احۡلور ̀ف̀ة تطا̦تمثيل البياني لك  
. بعد انطلاقه من تواˡد المتحرك

 11( ̊بر مختلف العقد .0العقدة 
߿طاط ̊لى شكل ˨لقة. في  )عقدة

ذو  :˨اߦ المشي الߕس̑يكي
الثلاثة  ذو)، Գ )𝐶ଶتجاهين

في ˨اߦ المشي  ا. أم)𝐶ଷ( تاتجاها
. )𝐻ଶ( الكمي: هادمارد ذو Գتجاهين

 تثلاثة اتجاهاجروفر في ˨اߦ 
)𝔾ଷ( ثلاثة . فورييه في ˨اߦ

 .)𝔽ଷ( تاتجاها
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توضح فكرة حساب ˭اصية Գنتقال في شكل مخطط توضيحي عن طريق المعادلات  3-04يقة الوث 

في ˨اߦ المشي الكمي  𝐴(𝑇)و خطوة بعد خطوة. و Դلتالي يمك̲نا في ا̦نهاية من حساب تطور ا߱اߦ 

 مع المشي الߕس̑يكي. او مقار̯ته

 

نجد أن  ،3-04) حسب فكرة ا߿طط الموضح في الوثيقة 2بعد تنف̀ذ البرԷمج (الملحق: البرԷمج 

 توضح ˡليا أن: )3-05النتائج (الوثيقة 

̽كون في البداية هو الأسرع في نقل Գحۡل (يصل الى أكثر من  𝐻ଶ) المشي الكمي في ˨اߦ 1

بعد الخطوة  𝐶ଷو  𝐶ଶߵ ̼س̑بقه المشي الߕس̑يكي خطوة الأولى). ثم بعد ذ 85˭لال الـ  %80

̊لى الترت̿ب. بۣ̿  320و  220إلى نقل كل Գحۡل الكلي بعد  ن̊لى الترت̿ب. و يصلا 180و  90

 .500لا يصل الى نقل كل Գحۡل الكلي Գ بعد الخطوة  𝐻ଶالمشي الكمي 

لبداية ̽كون أسرع من المشي الߕس̑يكي (ينقل أكثر هو الآخر في ا 𝐹ଷ) المشي الكمي في ˨اߦ 2

. ثم بعد ذߵ ̼س̑بقه 𝐻ଶخطوة الأولى) و لكن أقل دائما من المشي الكمي  40˭لال  50من %

الى  𝐹ଷ̊لى الترت̿ب. و لا يصل المشي الكمي  85و  40بعد الخطوة  𝐶ଷو  𝐶ଶالمشي الߕس̑يكي 

 خطوة. 6000 نقل كل Գحۡل الكلي Գ بعد

الممتص  لԳحۡ و تطور ظهر عن طريق المعادلات ̠يف̀ة حسابي  ،توضيحي مخطط 

 𝐴(𝑇) عند موضع الهدف (العقدة𝑎 خطوة بخطوة إلى ̎اية الخطوة  0)، إنطلاقا من الخطوة𝑇. 
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ل الممتص في ب̱̀ة م˞ل الحلقة ذَات الۢنية مس̑توԹت بدلاߦ ̊دد الخطوات. تطور قيمة Գحۡ 
ح̀ث نلاحظ أن الحلقة مكاف˄ة تماما ̥لخيط المغلق، من ح̀ث سر̊ة انتقال Գحۡل. و من ݨة أخرى 

 يتضح أن انتقال Գحۡل ̽كون في ˨اߦ Գتجاهين أسرع من أن نضيف خطوة استرا˨ة كاتجاه Զلث.
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خطوة  25˭لال الـ  𝐶ଷلسر̊ة المشي الߕس̑يكي  ̽كون Դلتقريب مساوٍ  𝐺ଷ) المشي الكمي 3

من نقل كل  و لكن لن ̽تمكن ،ثم ت˖̲اقص سرعته ليصبح هو الأقل سر̊ة من بين الجميع ،الأولى

 حۡل الكلي ࠐما زدԷ في ̊دد الخطواتمن Գ 45احۡࠀ الكلي ح̀ث لن يتˤاوز نقل ̮س̑بة %

 .خطوة)مليون (وصلنا إلى 
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ين ذات الߕس̑يكي و المشي الكمي ̊لى بنى الجرافالعشوائي في هذا الفصل س̑نطبق فكرة المشي 

معها ̡عقد  الفيزԹئية و الكيميائية ߳رات الكربون بل س̱˗عامللن ̯راعي هنا المهية (الب̱̀ة الكربونية 

ا ما مقارنة بما تعرضنا إليه في الفصل ،)مجردة فقط   ين السابقين.و التي ˔تميز ب˖̲اظراتها و بن̿تها المعقدة نو̊

 و تناظرات مضلعاته الخماس̑ية ،ره الكروي المميز عموماظو ذߵ لتنا ،𝑪𝟔𝟎س̱ˍدأ بجزيء الكربون 

ة العقد التي  ،و السداس̑ية خصوصا و التي س̑يكون لها دور ࠐم أثناء توظيفها في اخ˗يار مجمو̊

ة العقد التي س˖شكل موضع الهدف. في الحق̀قة لقد عملنا ̊لى  س˖شكل موضع Գنطلاق و مجمو̊

 تطور القيمة ،تطور أ̊لى قمة احۡل ،كتطور توزع Գحۡل ،اخ˗بار و تحليل نتائج ̊دة مقاد̽ر

  ˭اصية Գنتقال (Գحۡل الواصل). رلنصل في الأ˭ير لاخ˗با ،المتوسطة ...إلخ

ات النتائج التي تحصلنا ̊ليها هي التي شجعتنا ̥لمضي قدما في دراسة بنى أخرى ˔تمتع ببعض التناظر 

˔را̠يبها  و تنوع ،ومو التي ˔تميز ب˖̲اظرها الأسطواني عم ،المميزة م˞ل بنى اԷب̿ب النانو بمختلف أصنافها

صنفين: ب و واقعيتها ا߿برية و الصناعية خصوصا. ح̀ث نجد أԷب̿ب النانو ̊لى شكل ˭اتم مغلق 

zigzag  وarmchair،  :ب̿ب مس̑تقيمة مقˍبة بصنفينԷو أzigzag  وarmchair،  كلها أعطت

أفضل من  أنها و حتىمع مش̑يها الߕس̑يكي  ةبخصوص مش̑يها الكمي مقارنكفاءة أكثر و م˞يرة نتائج 

  .سلفا كالحلقة و الخطالمشهورة و المدروسة لبعض البنى المشي الكمي 
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(أي  كل ذرة لها ثلاث وصلات ،)𝑁=60(أي  ذرة ̠ربون 60ن م 𝐶جزيء الكربون  يتكون

𝑑=3(  هاف بذߵ ب̱̀ة مغلقة ̊لى شكل ̠رة القدم التي نعر  ةمشكلتتصل بثلاث ذرات مجاورة لها، 

مضلع سداسي. س̑نختبر ̊بر ب̱̀ة هذا الجزيء ˭اصية  20مضلع خماسي و  12ح̀ث يظهر لنا 

أربعة ك̲ة أو مم  تثلاثة اتجاهافي ˨اߦ الكمي، Գنتقال سواء من ˭لال المشي الߕس̑يكي أو المشي 

ن ). س̱تمك2-04ممك̲ة إذا أضف̲ا خطوة Գسترا˨ة. Դس̑تعمال فكرة المس̑توԹت (الوثيقة  تاتجاها

حۡل ثم نتقصى أي الحالات هي الأكثر فعالية من بين الجميع في نقل Գ ،من مقارنة نتائجنا مع الحلقة

 ߵبحسب  الكلي. في عملية اخ˗يارԷ لموضع Գنطلاق و موضع الهدف س̑نجرب ثلاث اخ˗يارات و ذ

 روضة في هذا الفصل: كل مجسمات بنى الجرافين المعملاحظة. (𝑪𝟔𝟎التناظرات المتوفرة في جزيء 

 .])Virtual Nanolab ]62تم بناؤها Դس̑تعمال البرԷمج 

كموضع  رها قُطرԹ من الجهة الأخرىظو العقدة التي تنا ،س̑نختار أ˨د العقد المنفردة كموضع انطلاق

. بعد تحر̽ر )4-01ة (الوثيقمس̑توԹت  10و Դلتالي س̑نحصل ̊لى ب̱̀ة ذات  ،وصول أو هدف

 𝑪𝟏𝟖مس̑توԹت  10) و مقارنة النتائج مع نتائج الحلقة ذات الـ 3: البرԷمج البرԷمج و تنف̀ذه (الملحق

) ˭لال 1أ̽ن يظهر ˡليا أن: ( ،4-02-س̑نˤد النتائج المب̲̿ة في الوثيقة أ ،عقدة) 18(أي ˨لقة بـ 

). %90من المشي الߕس̑يكي (نقل أكثر من  خطوة الأولى ˔كون نتائج المشي الكمي أفضل 190الـ 

ملون بطريقة  𝑪𝟔𝟎جزيء الكربون 
موضع  منلت˪ديد مختلف مس̑توԹته العشر. انطلاقا 

ثم (وا˨دة، زرقاء، ̼سارا).  0المس̑توى  :Գنطلاق
(س̑تة،  2المس̑توى ). (ثلاثة، حمراء، ̼سارا 1المس̑توى 

توى المس̑ ). (ثمانية، ˊرتقالي 3المس̑توى ). ̦يمونيأخضر 
). (عشرة، خضراء 5المس̑توى ). راء(عشرة، صف 4

(ثمانية،  7المس̑توى ). (عشرة، بيضاء 6المس̑توى 
 ). وصولا إلىا(ثلاثة، حمراء، يمين 8المس̑توى ). رمادي

  ).(وا˨دة، زرقاء، يمينا 9المس̑توى  :موضع الهدف
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ر ح̀ث Եرة  ر  Դ𝑪𝟔𝟎ل̱سˍـة لـجزيء الكربون  𝔾ଷ˔كون الغلبة لمؤ̨ Դل̱س̑بة  ℍଶو Եرة أخرى لمؤ̨

ر  90إلى ̎اية الخطوة  ،𝑪𝟏𝟖̥ل˪لقة  . Դ𝑪𝟔𝟎ل̱سˍـة لـجزيء الكربـون  𝔾ଷأيـن تبقـى الغلبة دائما لمؤ̨

) ̊لى المشي الكمي ح̀ث يصل هو 𝑪𝟏𝟖يتفوق المشي الߕس̑يكي (الحلقة  190الخطوة  ) بعد2(

نلاحظ أن كل ˨الات المشي  4-02-) من الوثيقة ب3أولا لنقل كامل احۡࠀ الكلي قˍل الجميع. (

العشوائي تـ˗ـمكن من نقل كل Գحۡل الكلي Դس̑ت˝̲اء الحالات الكمية التي تـحتوي ̊لى خطوة 

Գ) ستراحـة𝔾ସ ،𝔽ସ  وℍସ.(  

ر  Դل̱س̑بة ̥لمشي ،من الآن فصا̊دا تنˌ̀ه: Դل̱سˍـة لبنى  𝔾ଷالكمي س̱س̑تعرض فقط نتائج مؤ̨
رات س̑تعطي نتائج أقل كفاءة في نقل Գحۡل  الجرافين المتبق̀ة التي س̑ندرسها. و ذߵ لأن بق̀ة المؤ̨

ر  ي مقارنةالكل   .Դ𝔾ଷلمؤ̨

  

و المتمثߧ في المضلعات الخماس̑ية و المضلعات  𝑪𝟔𝟎س̑ن˪اول توظيف التناظرات الموجودة في جزيء 

عقد أ˨د المضلعات الخماس̑ية (أي خمس عقد، ̊لى  س̑نختارح̀ث  ،)4-03السداس̑ية (الوثيقة 

يد ا̦تمثيل البياني لتزا 
قيمة Գحۡل الواصل بدلاߦ ̊دد 

 ار ˭اصية Գنتقالالخطوات. لاخ˗ب
ذو العشر  𝑪𝟔𝟎̊بر جزيء الكربون 

). في ˨اߦ 3-01الوثيقة ( مس̑توԹت
( أخضر.  𝔾ଷالمشي الكمي: 

 𝔽ଷأخضر، م˗قطع). ( 𝔾ସمس̑تمر). 
فيروزي، ( 𝔽ସفيروزي. مس̑تمر). (

و  ، م˗قطع).أصفر( ℍସم˗قطع). 
المشي الߕس̑يكي: ثلاثي Գتجاهات 

. رԴعي Գتجاهات مس̑تمر) أسود،(
ائج ̥لمقارنة أضف̲ا نت  ).م˗قطع، أسود(

. 𝑪𝟏𝟖الحلقة ذات العشر مس̑توԹت 
( أزرق.  ℍଶ في ˨اߦ المشي الكمي:

. و في ˨اߦ المشي مس̑تمر)
أسود، ( الߕس̑يكي: اتجاهين

 .م̲قط)
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ه قطرԹ ضلع الخماسي ا߳ي يناضرشكل ˔ر̠يبة خطية م˖ساوية المعاملات) كموضع انطلاق و عقد الم

 . و بنفس الطريقة س̑نختار كذߵ عقد أ˨د المضلعات السداس̑ية (أيكموضع وصول في الجهة المقابߧ

ست عقد، ̊لى شكل ˔ر̠يبة خطية م˖ساوية المعاملات) كموضع انطلاق و عقد المضلع السداسي 

مس̑توԹت  8 س̑نحصل ̊لى ب̱̀ة ذات . و Դلتاليكموضع وصول ره قطرԹ في الجهة المقابߧظا߳ي ينا

  ).4-04في الحالتين (الوثيقة 

  

  

ب̱̀ة جزيء اس̑تعراض  
يح ̠يف أن ˨اߦ لتوض  𝑪𝟔𝟎الكربون 

اس̑تعمال المضلع السداسي (̼سارا) كزوج: 
انطلاق/هدف. ̽كون أكثر تناظرا من 
اس̑تعمال المضلع الخماسي (يمينا) كزوج: 

  انطلاق/هدف.

ملون بطريقة  𝑪𝟔𝟎جزيء الكربون 
 .الۢنيةلت˪ديد مختلف مس̑توԹته 

 :لاقԳنط موضع انطلاقا من: ˨اߦ المضلع الخماسي )أ(
 (خمسة ̊لى شكل خماسي، زرقاء، ̼سارا). 0المس̑توى 

 2المس̑توى ). (خمسة، حمراء، ̼سارا 1المس̑توى  ثم
 ).(عشرة، ˊرتقالي 3المس̑توى ). (عشرة، ̦يموني، ̼سارا

(عشرة،  5المس̑توى ). (عشرة، صفراء 4المس̑توى 
). (خمسة، حمراء، يمينا 6المس̑توى . ب). ̦يموني، يمينا

(خمسة ̊لى  7المس̑توى  :وضع الهدفموصولا إلى 
 ).خماسي، زرقاء، يمينا شكل
موضع : انطلاقا من سيالسدا˨اߦ المضلع  (ب)

(س̑تة ̊لى شكل سداسي،  0المس̑توى  :Գنطلاق
). (س̑تة، حمراء، ̼سارا 1المس̑توى ثم زرقاء، ̼سارا). 

 3المس̑توى ). (˓سعة، ̦يموني، ̼سارا 2المس̑توى 
). (˓سعة، صفراء 4المس̑توى ). (˓سعة، ˊرتقالي

 6المس̑توى . ب). (˓سعة، ̦يموني، يمينا 5المس̑توى 
 :موضع الهدفوصولا إلى ). (س̑تة، حمراء، يمينا

 .)(س̑تة ̊لى شكل سداسي، زرقاء، يمينا 7المس̑توى 
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 8و مقارنة النتائج مع نتائج الحلقة ذات الـ  )5و  4: البرԷمج بعد تحر̽ر البرԷمج و تنف̀ذه (الملحق

و التي تظهر ˡليا  ،4-05س̑نˤد النتائج المب̲̿ة في الوثيقة  ،عقدة) 14(أي ˨لقة بـ  𝑪𝟏𝟒مس̑توԹت 

) المشي الكمي يبقى دائما هو الأسرع من المشي الߕس̑يكي و يصل أولاً الى نقل 1المرة أن: ( هذه

ة التناظر في اخ˗يارԷ 2كل احۡࠀ الكلي ˭لاف اخ˗يار ˨اߦ العقدة المنفردة. ( lمن در Էكلما زد (

 ،𝑪𝟔𝟎جزيء  لعقد موضع Գنطلاق/الهدف في المشي الكمي كلما زادت كفاءة نقل Գحۡل الكلي في

من  أمن اخ˗يار المضلع الخماسي و ߔهما دائما أكف أح̀ث أن اخ˗يار المضلع السداسي ̽كون أكف

لبة Եرة ࠀ أ̽ن ˔كون الغ  𝑪𝟔𝟎الحلقة و بفارق ملموس. عكس ˨اߦ اخ˗يار العقدة المنفردة في جزيء 

  و Եرة أخرى ̥ل˪لقة.

  

الجرافين كلها تتكون من ذرات الكربون ذات ثلاث وصلات (أي أوراق بنى  كما هو معلوم فإن

𝑑=3(،  ط و ية و متراصة في شكل م̲ˌستتصل بثلاث ذرات مجاورة لها مشكلة سداس̑يات م˗تال

إذا . و zigzagوع فإننا س̱˗حصل ̊لى أنبوب مف˗وح من ن zigzag. إذا لفت وفق اتجاه الـ مس̑تو

 ق(بين موضع Գنطلا مس̑توԹت الۢنيةذو  𝑪𝟔𝟎˭اصية Գنتقال ̊بر جزيء الكربون  
)). ا̦تمثيل البياني لتزايد قيمة Գحۡل 4-01) (الوثيقة 7) و موضع الهدف (المس̑توى 0(المس̑توى 

و ߿تلف وضعيات  𝔾ଷخطوة)، في ˨اߦ المشي الكمي Դس̑ت˯دام  400الواصل بدلاߦ ̊دد الخطوات (
، أسود( السداسي أحمر، مس̑تمر). و المشي الߕس̑يكي:(الخماسي ( أخضر. مس̑تمر).  سداسي Գنطلاق:

. في ˨اߦ المشي 𝑪𝟏𝟒̥لمقارنة أضف̲ا نتائج الحلقة ذات الۢني مس̑توԹت   ).̲قطم ، أسود(. الخماسي م˗قطع)
 .  ، مس̑تمر)(أسود. و في ˨اߦ المشي الߕس̑يكي: ثنائي Գتجاهات ( أزرق. مس̑تمر) ℍଶ الكمي:
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-06(الوثيقة  armchairفإننا س̱˗حصل ̊لى أنبوب مف˗وح من نوع  armchairلفت وفق اتجاه الـ 

ة هي بنى ̎ير م̲تظم). 4 تين فقط ˉسˌب العقد الطرف̀ة التي تم߶ وصل و ذߵ  ةԷԳب̿ب المف˗و˨

)𝑑=2(،  ق˗ين:ي و لحل هذه المشكلة اهتدينا لطر  

  

ة لأԷب̿ب النانو مع بعضها البعض، ل˖شك̀ل أنبوب مغلق ̊لى شكل  و هي وصل الأطراف المف˗و˨

). 4-07˭اتم داˁري الشكل، و Դلتالي كل عقدة س̑تكون لها ثلاث وصلات (الوثيقة لنقل ˨لقة أو 

ك̀ل ˨لقة. ߱راسة المف˗وح ل˖ش فكرة ربط الطرفين المف˗و˨ين ̥لخط ا عمليا هذه الطريقة تماثل تمام

˭اصية Գنتقال عمدԷ لتوظيف التناظر مرة أخرى في اخ˗يار موضع Գنطلاق/ الهدف. ح̀ث 

ة العقد التي تقع ̊لى نفس المس̑توى (مشكلة داˁرة عمودية ̊لى المح ر الطولي و اس̑تعملنا مجمو̊

ة العقد التي تناظرها قطرԹ و تقع  للأنبوب) كموضع انطلاق وى (أو ا߱اˁرة) ̊لى نفس المس̑تو مجمو̊

ير نصف قطر الأنبوب و طوࠀ كل مرة لمعرفة ي). كما قمنا بتجريب تغ 4-07موضع هدف (الوثيقة 

  مدى تأثيرهما ̊لى ˭اصية Գنتقال.

-08تحصلنا ̊لى النتائج الموضحة في الوثيقة  ).7و  6: البرԷمج بعد تحر̽ر البرԷمج و تنف̀ذه (الملحق

ࠐما ̎يرԷ نصف قطر ԷԳب̿ب فس˖ˍقى سر̊ة Գنتقال هي نفسها سواء ) 1. و التي تظهر أن: (4

Դل̱س̑بة ̥لمشي الكمي أو الߕس̑يكي، و Դلتالي ˭اصية Գنتقال لا تتعلق بنصف قطر Գنبوب 

 ورقة جرافين(أ) 
 .̊لى شكل سداس̑يات متراصة

ح̀ث نميز فيها اتجاهين: 
zigzag )أخضر( .

armchair )حمر)أ  
إذا لفت وفق اتجاه  (ب)

zigzag  نحصل ̊لى أنبوب من
 .zigzagنوع 

إذا لفت وفق اتجاه  )ج(
armchair  نحصل ̊لى أنبوب

 .armchairمن نوع 
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بة اԷب̿ب ˭اصة Դل̱س̑  ،النانو ̽كون هو الأفضل دائما المشي الكمي في أԷب̿ب) 2). (4-08-الوثيقة أ(

̊لى  zigzag) تفوق اԷب̿ب الـ Դ3لجميع. ( صل أولا لنقل كل Գحۡل مقارنةالتي ت zigzagالـ 

) كلما زدԷ في طول ԷԳب̿ب كلما قلت كفاءة Գنتقال 4). (4-08-الوثيقة ب( armchairأԷب̿ب 

  صحي˪ة. و لكن مع بقاء النتائج السابقة

  

أԷب̿ب النانو  
 الكربونية المغلقة ̊لى شكل
 Էاتم، و ̠يف̀ة اخ˗يار˭
لموضع Գنطلاق من 

ة العقد  0المس̑توى  (مجمو̊
Դ̥لون الأزرق ݨة ال̿سار) 
ا߳ي ينطلق م̲ه المشي 
الكمي و يتقدم تدريجيا ̊بر 
مختلف المس̑توԹت: 

ة العقد  1س̑توى الم  (مجمو̊
 2 س̑توى، الم )حمرԴ̥لون الأ

ة العقد Դ̥لون  (مجمو̊
 3س̑توى ، الم )ا̥ليموني

ة   العقد Դ̥لون(مجمو̊
، هكذا و )البرتقالي

تواليك...إلى ̎اية الوصول 
ة  إلى موضع الهدف (مجمو̊
العقد Դ̥لون الأزرق ݨة 

 اԷب̿ب من نوع ا̦يمين). 
arm-chair  56مشكلة 

اԷب̿ب من  مس̑توى. 
 91مشكلة    zig-zagنوع

 .مس̑توى
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ين لأԷب̿ب النانو Դلنصفين الكرويين لجزيء  ح̀ث  ،̊لى الترت̿ب 𝑪𝟔𝟎و هي وصل الطرفين المف˗و˨

 
: ˭اصية Գنتقال (أ)+(ب)

Էاتم ب̿ب النانو المغلقة كالخ̊بر أ
بعدة مس̑توԹت) و  8(ذات 

 10، (×)عقد  6اقطار مختلفة: 
). ●عقدة ( 14عقد (م˗قطع) و 

في ˨اߦ المشي الكمي نجد 
و (أخضر)  zigzagأԷب̿ب 
(أحمر).  armchairأԷب̿ب 

في ˨اߦ المشي الߕس̑يكي نجد 
و (أسود)  zigzagأԷب̿ب 
(أصفر).  armchairأԷب̿ب 

 رنة أضف̲ا نتائج الحلقة ذات̥لمقا
. في ˨اߦ 𝑪𝟏𝟒ثمانية مس̑توԹت 

( أزرق.  ℍଶ المشي الكمي:
. و في ˨اߦ المشي مس̑تمر)

الߕس̑يكي: ثلاثي Գتجاهات 
في ˨اߦ  (أ). ، مس̑تمر)(أسود

 400في ˨اߦ  (ب)خطوة.  150
 خطوة.

˭اصية Գنتقال لمشي  )ج(
ˍبة: أԷب̿ب النانو المق الكمي ̊بر 
(أخضر).  zigzagأԷب̿ب 
(أحمر) و  armchairأԷب̿ب 

الحلقة (أزرق). و لكن لأطوال 
 10مس̑توԹت مختلفة: 

 30(م˗قطع)،  20(مس̑تمر)، 
).  ●(مس̑تمر،  40(م̲قط) و 
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ذات القطر الثابت ا߳ي يحتوي  zigzagوصل أԷب̿ب الـ  (أ)يمك̲نا فقط:  التكامل الب̱̀ويبحسب 

عقد  9يحتوԹن ̊لى  نو ا̥ߴا 4-04-مع النصفين الكرويين الموضحين في الوثيقة ب ،عقد 9̊لى 

في المس̑توى الثالث (ا̥لون البرتقالي) و الرابع  Դ𝑪𝟔𝟎لضبط عند طرفيهما (أي عند م̲تصف ̠رة 

 ين المعلمينيالسداس̑  ينعقد المضلعو Դلتالي س̑يكون موضع Գنطلاق/الهدف هما  ،(ا̥لون الأصفر))

ذات القطر الثابت ا߳ي  armchairوصل أԷب̿ب الـ  (ب). Դ-09-4̥لون الأزرق في الوثيقة أ

 10يحتوԹن ̊لى  نو ا̥ߴا 4-04-مع النصفين الكرويين الموضحين في الوثيقة أ ،عقد 10يحتوي ̊لى 

الرابع  ) وفي المس̑توى الثالث (ا̥لون البرتقالي 𝑪𝟔𝟎عقد Դلضبط عند طرفيهما (أي عند م̲تصف ̠رة 

 ين المعلميني الخماس̑ ينعقد المضلع(ا̥لون الأصفر)). و Դلتالي س̑يكون موضع Գنطلاق/الهدف هما 

و Դلتالي الحصول ̊لى ب̱̀ة م̲تظمة كل عقدها لها نفس ̊دد  ،Դ-09-4̥لون الأزرق في الوثيقة ب

  ).𝑑=3الوصلات (

  

ةا߳ي اعتمدԷ ̊ليه في وصل ԷԳب  يمن التكامل الب̱̀و  فس̑نا مق̀د̽ن في نجد ان  ،̿ب النانو المف˗و˨

ية ح̀ث لم يبقى لنا سوى اخ˗بار ˭اصية طول ԷԳب̿ب و ̊لاقتها مع ˭اص  ،إخ˗باراتنا لهذه ԷԳب̿ب

  Գنتقال.

-10صلنا ̊لى النتائج الموضحة في الوثيقة تح  ،)7و  6: البرԷمج: بعد تحر̽ر البرԷمج و تنف̀ذه (الملحق

أح̀اarmchair،  ԷأԷب̿ب و  zigzagالـ م˗بادߦ بين أԷب̿ب  ˔كون الغلبة )1و التي تظهر أن: ( ،4

) كلما زدԷ في طول ԷԳب̿ب 2هما ̽كون أسرع من نتائج الحلقة. (و لكن ߔ ،لهذه و أح̀اԷ لت߶

أԷب̿ب النانو المقˍبة  
مس̑توى. انطلاقا من  30ذات 

المس̑توى الصفري (العقد الزرقاء 
عقد Դل̱س̑بة لأԷب̿ب  6ا: (أ) ̼سار 

zigzag (ب) .ل̱س̑بة  5Դ عقد
) الى ̎اية armchairلأԷب̿ب 

 29الوصول إلى الهدف في المس̑توى 
 عقد 6: (أ) ينا(العقد الزرقاء يم 
 5(ب)  .Դzigzagل̱س̑بة لأԷب̿ب 

 .)Դarmchairل̱س̑بة لأԷب̿ب  عقد
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  .ت كفاءة Գنتقالكلما قلّ 

  

  

 40(عين Զبت معند مقارن˖̲ا بين اԷب̿ب النانو المغلقة ̊لى شكل ˨لقة و المقˍبة في ˨اߦ طول 

لأԷب̿ب الـ  ح̀ث أن الغلبة ˔كون في البداية ،4-11نجد النتائج المب̲̿ة في الوثيقة  )مس̑توى م˞لا

zigzag حۡل الكلي) ثم تأتي فترة معينة %88قة كالحلقة أو المقˍبة (نقل أكثر من سواء المغلԳ من 

   دـن بعدها س̑ي˝ˍت ع̲ـالمقˍب و لك armchairن يتفوق أنبوب الـ ـخطوة) أي 550إلى  150(من 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

˭اصية Գنتقال  
انو ̊بر أԷب̿ب الني لمشي الكم

 (أخضر). zigzag: المقˍبة
armchair  (أحمر) و الحلقة

(أزرق). و لكن لأطوال 
 10مس̑توԹت مختلفة: 

 30(م˗قطع)،   20(مس̑تمر)، 
).  ●(مس̑تمر+  40(م̲قط) و 
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. فۤ يخص الـ خطوة) 60000( ) و لا ̽زيد ̊ليها ࠐما زدԷ ̊دد الخطوات%95قيمة معينة (

armchair  بطئ من بين جميع الحالات الكمية و لك̲ه يصل إلى نقل جميعԳ المغلق كالخاتم يعتبر هو

  .خطوة) 30000( احۡࠀ الكلي مع الوقت

  

ة Գنتقال ة لتناقص كفاءة ˭اصياتيالعلاقة الرԹضي الآن س̑نقدم دراسة معيارية نتقصى من ˭لالها

ثر من طوات المطلوبة التي من أˡلها ̽كون قد تم نقل أكمع ˔زايد طول الأԷب̿ب. س̑نختبر كم ̊دد الخ

و ذߵ بدلاߦ طول الأԷب̿ب ا߿تلفة. الوثيقة  ،)𝑁.ହنصف Գحۡل الكلي (سنرمز لهذه القيمة بـ: 

طور خطيا مع ح̀ث بيانيا نلاحظ ˡليا أن نتائج كل أنبوب تت ،توضح النتائج التي تحصلنا ̊ليها 12-4

المغلقة ̡˯اتم ثم المقˍبة، و  Էzigzagب̿ب الـ و أن الغلبة في الكفاءة ˔كون لأ ،تغير طول Գنبوب

، يمك̲نا او تأتي في الأ˭ير نتائج الحلقة. كميّ  ،المقˍبة ثم المغلقة كالخاتم armchairبعدها أԷب̿ب الـ 

: التعبير عن ̠يف̀ة تطور قيم كل أنبوب عن طريق معادߦ خط مس̑تقيم عبارته العامة من الشكل

𝑦 = 𝑚 𝑥 + 𝑏 ، وԴ ملخصة ̊لى النحو التالينتائج كل ب̱̀ة لتالي س̑تكون:  

 𝑚 𝑏  𝑟ଶ  نوعية الب̱̀ة

0.9996 2.00- 2.12  الحلقة
0.9986 0.00 1.08  المغلقة zigzagالـ 
0.9986 1.50- 1.20  المقˍبة zigzagالـ 
0.9996 1.50- 1.33  المقˍبة armchairالـ 
0.9997  2.00- 1.43  المغلقة armchairالـ 

  .coeffecient of deterninationهو Զبت يصف دقة هذا التعبير و ̼سمى بـ:  𝑟ଶح̀ث 

تطور ̊دد  
الخطوات اللازمة لانتقال نصف 

) بدلاߦ 𝑁.ହالكلي ( لԳحۡ
 zigzagب النانو. طول أԷب̿

م˗قطع)، مغلقة (خط أخضر 
zigzag  مقˍب (خط أخضر

مقˍب  armchairمس̑تمر), 
(خط أحمر مس̑تمر)، 

armchair  مغلق (خط أحمر
م˗قطع). ̥لمقارنة أضف̲ا الحلقة 

  (خط أزرق م˗قطع).  
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]، ̯كون قد قدم̲ا 63قال في مجߧ محكمة [كم في هذا الجهد المتواضع ا߳ي كلل و ߸ الحمد، ب̱شره

Թنظر Էنتقال عن طريق المشي الكمي ̎ير ˊرهاԳ س̑تمرلم ا عن طريق معالجة رقمية تبين أن ˭اصية، 

˔كون أكثر كفاءة و سر̊ة في بنى مختلفة من بنى الجرافين الواقعية مقارنة مع نظيراتها من نفس الحجم 

  كالحلقة التي كانت في وقت ل̿س ببعيد تعد هي الأكفأ و الأسرع.

ذو التناظر الكروي و أԷب̿ب النانو  𝑪𝟔𝟎الجرافين ̡جزيء الكربون  إن حسن توظيف تناظرات بنى

  هو ا߳ي كان ࠀ ا߱ور المهم و المسا̊د في الوصول إلى هذه النتائج. ،ذات التناظر الأسطواني

دԷ أن Գنتقال ̽كون أحسن في أԷب̿ب الـ  lحسب المشي الكمي وzigzag  ب̿ب الـԷمقارنة بأ

armchair، ب̿ب النانوو هذا مԷئية لأԴب̿ب ا ،ا يخالف خواص الناقلية الكهرԷلـ ح̀ث أن أ

zigzag  ب̿ب الـԷلها سلوك أنصاف النواقل و أarmchair  لتالي نتائج هذاԴ لها سلوك المعادن. و

العمل من شأنها أن تؤدي إلى طرح أس̑ئߧ ˡديدة لمعرفة العلاقة بين المشي الكمي من ݨة و الناقلية 

Դيات بنى النانو و التحكم فيها أكثر. الكهر   ئية من ݨة أخرى. و هذا كله س̑يعزز أكثر في فهم سلو̠

]. و Դلتالي من 64̎البا ما ̽كون سلوكا المشي الكمي الغير مس̑تمر يماثل المشي الكمي المس̑تمر [

˯دم و هذا ما س̑ي ،الأفضل بمكان التأكد من صلاح̀ة نتائجنا حتى Դل̱س̑بة ̥لمشي الكمي المس̑تمر

و هي كثيرة و  ،أو بنى النانو في الوقت المس̑تمر النانو ˔ك̲ولوݭلمواضيع التي تخص أيضا بعض ا

  م˗عددة.

ع بنى الجرافين نته̖ي" ح̀ث أن جميالم تعد نتائج هذه ا߱راسة عملية لتجنبها مشكلة "زمن الوصول ̎ير 

هي أԷب̿ب الـ  و ،˨دة فقطالمدروسة ˔تمكن من نقل جميع احۡلها الكلي ̥لهدف Դس̑ت˝̲اء ˨اߦ وا



-57- 
 

armchair لتالي هذا ما  ،المقˍبةԴ يعزز من أهمية هذه ا߱راسة و قابلية تطبيق نتائجها.س̑ و  

  الحلقة يعد أسرع و أكفأ مقارنة Դلخط من نفس الحجمبما أن Գنتقال أو نقل Գحۡل الكلي ̊بر

Գحۡل  من الخط في نقلو أسرع أكفأ  عمليا يمك̲نا القول أن بنى الجرافين هي الأخرى نإذ ،]20[

و Դلتالي س̑ت˯دم فكرة توظيف أԷب̿ب النانو كأسلاك توصيل في ا߱ارات الكمية أو حتى  ،الكلي

  .]20، 19[ في المعالجات الكمية ̿سرئ كمكون 
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 Classical random walk  شوائي الߕس̑يكيالمشي الع 

 Quantum walk  المشي الكمي
  Graph  مخطاط

 Transport property  ˭اصية Գنتقال

 Honey comb lattice  ش̑بكة ˭لية الن˪ل
 Nodes, vertexes  عقد

 Edge  وصߧ
 regular  م̲تظم

ه l̎ير مو  Undirected 
 coin  عمߧ

 Hitting time  زمن Գصطدام
 Mixing time  الۡزجزمن أو  من Գس̑تقرارز 

 Limit distribution  التوزيع ا̦نهائي

ر القفزات  Shift operator مؤ̨
ر   Flip-flop operator  الشقلبةمؤ̨

ر   Coin operator العمߧمؤ̨
 Graphene sheet  الغرافين)أو ( ورقة الجرافين

 Hexagonal  مضلع خماسي
 Pentagonal  مضلع سداسي

 Է  Nanotubeب̿ب النانوا
 Zigzag  م̲عرج

  armchair  ذراع الكرسي

 Capped tube  أنبوب مقˍب
 Torus tube  أنبوب ˨لقي
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   Գحۡل الكلي ̥لخط المف˗وح و الحلقةتوزع : تطور 1البرԷمج 

print ('بسم الله الرحمان الرحيم') 
#Author: Hamza Bougroura  
#------ Import the requirement module --------------------------------------------- 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
from matplotlib.ticker import MultipleLocator 
#------ Define the critical number ------------------------------------------------ 
T = 200         # number of random steps 
N = (2*T)+1     # number of node or vertex in open line  (in cycle case we fix the value of N (for example N= 11) 
O=1             # O,X,Y to control the different initial state (the coin part) 
X=1  
Y=1  
#===== operators ===================================== 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
F3 = (np.fft.fft(np.eye(3)))/np.sqrt(3.)  
H2 = (np.array([[1, 1], [1, -1]]))/np.sqrt(2) 
#=====coin state ===================================== 
coin2 = np.array([[1, 0], [0, 1]]) 
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
#--------------- 
cxx2 = np.outer(coin2[0], coin2[0])  
cyy2 = np.outer(coin2[1], coin2[1])  
#-------------- 
coo3 = np.outer(coin3[0], coin3[0])  
cxx3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
cyy3 = np.outer(coin3[2], coin3[2]) 
#====== Define steps ================================= 
node = np.eye(N) 
k=0  
step_plus=0  
while k<=(N-2):  

plus = np.outer(node [k+1], node [k])  
step_plus = step_plus + plus  
k+=1  

step_plus = step_plus + np.outer(node [0], node [N-1]) 
#======== 
k=1  
step_minus=0  
while k<=(N-1):  

minus = np.outer(node [k-1], node [k])  
step_minus = step_minus + minus  
k+=1  

step_minus = step_minus + np.outer(node [N-1], node [0]) 
#======== 
k=0  
step_rest=0  
while k<=(N-1):  

rest = np.outer(node [k], node [k])  
step_rest = step_rest + rest  
k+=1 

#===== compute the Shift operator ====================== 
S_Q2 = np.kron(step_plus, cxx2) + np.kron(step_minus, cyy2) 
S_C2 = step_plus + step_minus 
S_Q3 = np.kron(step_rest, coo3) + np.kron(step_plus, cxx3) + np.kron(step_minus, cyy3)  
S_C3 = step_rest + step_plus + step_minus 
#===== Evolution operator ====================== 
UH2 = S_Q2.dot(np.kron(np.eye(N), H2)) 
UG3 = S_Q3.dot(np.kron(np.eye(N), G3)) 
UF3 = S_Q3.dot(np.kron(np.eye(N), F3)) 
UC2 = S_C2/(2.) 
UC3 = S_C3/(3.) 
#==== Define the initial state Psi(zero) ============= 
posn0 = np.zeros(N) 
posn0[(N-1)/2] = 1 # the initial node position space 
psi0Q2 = np.kron(posn0,((coin2[0])*X+(coin2[1])*Y)/np.sqrt(X+Y))  
psi0C2 = posn0 
psi0Q3 = np.kron(posn0,((coin3[0]*O)+(coin3[1]*X)+(coin3[2]*Y))/np.sqrt(X+Y+O))  
psi0C3 = posn0 
#==========evolution equation======================== 
psiNH2 = np.linalg.matrix_power(UH2, T).dot(psi0Q2) 
psiNC2 = np.linalg.matrix_power(UC2, T).dot(psi0C2) 
psiNG3 = np.linalg.matrix_power(UG3, T).dot(psi0Q3) 
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psiNF3 = np.linalg.matrix_power(UF3, T).dot(psi0Q3) 
psiNC3 = np.linalg.matrix_power(UC3, T).dot(psi0C3) 
#======= compute the Probability======== 
#=====Hadamard: 2D=================  
probH2 = np.zeros(N) 
k = 0 
while k<N: 

posn = np.zeros(N) 
posn[k] = 1 
M_hat_k = np.kron( np.outer(posn,posn), np.eye(2)) 
proj = M_hat_k.dot(psiNH2) 
probH2[k] = proj.dot(proj.conjugate()).real 
k+=1 

xH2=np.sum(probH2) 
#======Grover: 3D=================== 
probG3 = np.zeros(N) 
k = 0 
while k<N:  

posn = np.zeros(N) 
posn[k] = 1 
M_hat_k = np.kron( np.outer(posn,posn), np.eye(3)) 
proj = M_hat_k.dot(psiNG3) 
probG3[k] = proj.dot(proj.conjugate()).real 
k+=1 

xG3=np.sum(probG3)  
#======Fourier: 3D====================  
probF3 = np.zeros(N) 
k = 0 
while k<N:  

posn = np.zeros(N) 
posn[k] = 1 
M_hat_k = np.kron( np.outer(posn,posn), np.eye(3)) 
proj = M_hat_k.dot(psiNF3) 
probF3[k] = proj.dot(proj.conjugate()).real 
k+=1 

xF3=np.sum(probF3)  
#======classic: 2D ====================== 
xC2=np.sum(psiNC2) 
probC2=psiNC2  
#======classic: 3D ====================== 
xC3=np.sum(psiNC3) 
probC3=psiNC3 
#======Plot the probability==================== 
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.plot(probH2, 'r*-', label='$H_2$', markersize=20, linewidth=7) 
plt.plot(probC2, '*-', label='$C_2$', markersize=25, linewidth=7, c='gray') 
plt.plot(probG3, 'go-', label='$G_3$', markersize=10, linewidth=7, c='lime') 
plt.plot(probF3, 'bo-', label='$F_3$', markersize=10, linewidth=7) 
plt.plot(probC3, 'ko--', label='$C_3$', markersize=10, linewidth=7) 
V = N-1 
plt.xticks(range (0, N, (V)/10)) 
ax.set_xticklabels(range (-V/2, (V/2)+1, (V)/10)) 
A = np.array([[probC2], [probC3], [probF3], [probG3], [probH2]])  
y = (np.max (A))-0.05 
plt.text(((N-1)/2), y, '$T= '+str(T)+'$', fontweight='heavy',bbox={'facecolor':'red', 'alpha':0.5, 'pad':10}, fontsize=65) 
ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.yaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.grid(which='both') 
ax.grid(which='minor', lw=0.5, ls=':')  
ax.grid(which='major', lw=1, ls='--') 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=10, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='minor', labelsize=70, width=2, length=10, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k')  
ax.xaxis.set_minor_locator(MultipleLocator(50)) 
ax.yaxis.set_minor_locator(MultipleLocator(0.10))  
plt.title('quantum walk in simple line aftre ' + str(N) + ' steps', fontsize=16) 
plt.legend(fontsize=50) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#=== End of the code========= 
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 ل˪لقة ̥: تطور Գحۡل الواصل 2البرԷمج 
print ('بسم الله الرجمان الرحيم') 
#Author: Hamza Bougroura  
#------ Import the requirement module ---------------------- 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
from matplotlib.ticker import MultipleLocator 
#------ Define the critical number -------------------------- 
T = 500          # number of random steps 
a = 2            # just a constant 
N = (a*6)+a      # number of node (we change only the value of 6) 
Lev = (N/2)+1    # level (circle of 8 level) 
O=1 
X=1  
Y=1  
#== operators ============================================== 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
F3 = (np.fft.fft(np.eye(3)))/np.sqrt(3.)  
H2 = (np.array([[1, 1], [1, -1]]))/np.sqrt(2) 
#=====coin state =========================================== 
coin2 = np.array([[1, 0], [0, 1]])                   
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
#------------ 
cxx2 = np.outer(coin2[0], coin2[0])  
cyy2 = np.outer(coin2[1], coin2[1])  
#-------------- 
coo3 = np.outer(coin3[0], coin3[0])  
cxx3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
cyy3 = np.outer(coin3[2], coin3[2]) 
#======== Define different steps (the matrix) ================ 
node = np.eye(N) 
k=0  
step_plus=0  
while k<=(N-2):  

plus = np.outer(node [k+1], node [k])  
step_plus = step_plus + plus  
k+=1  

step_plus = step_plus + np.outer(node [0], node [N-1]) 
#---------- 
k=1  
step_minus=0  
while k<=(N-1):  

minus = np.outer(node [k-1], node [k])  
step_minus = step_minus + minus  
k+=1  

step_minus = step_minus + np.outer(node [N-1], node [0]) 
#---------- 
k=0  
step_rest=0  
while k<=(N-1):  

rest = np.outer(node [k], node [k])  
step_rest = step_rest + rest  
k+=1 

#================= the Shift operator ============================ 
S_Q2 = np.kron(step_plus, cxx2) + np.kron(step_minus, cyy2) 
S_C2 = step_plus + step_minus 
S_Q3 = np.kron(step_rest, coo3) + np.kron(step_plus, cxx3) + np.kron(step_minus, cyy3)  
S_C3 = step_rest + step_plus + step_minus 
#========== the Evolution operator ==================================== 
UH2 = S_Q2.dot(np.kron(np.eye(N), H2)) 
UG3 = S_Q3.dot(np.kron(np.eye(N), G3)) 
UF3 = S_Q3.dot(np.kron(np.eye(N), F3)) 
UC2 = S_C2/(2.) 
UC3 = S_C3/(3.) 
#========== Define the initial state Psi(zero) =============== 
posn0 = np.zeros(N) 
posn0[0] = 1  
psi0Q2 = np.kron(posn0,((coin2[0])*X+(coin2[1])*Y)/np.sqrt(X+Y))  
psi0C2 = posn0 
psi0Q3 = np.kron(posn0,((coin3[0]*O)+(coin3[1]*X)+(coin3[2]*Y))/np.sqrt(X+Y+O))  
psi0C3 = posn0 
#============================ 
yy = (T+1) 
Arriva_probH2 = np.zeros(yy) 
Arriva_probG3 = np.zeros(yy) 
Arriva_probF3 = np.zeros(yy) 
Arriva_probC2 = np.zeros(yy) 
Arriva_probC3 = np.zeros(yy) 
Norm_psiNH2 = np.zeros(yy) 
Norm_psiNC2 = np.zeros(yy) 
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Norm_psiNG3 = np.zeros(yy) 
Norm_psiNF3 = np.zeros(yy) 
Norm_psiNC3 = np.zeros(yy) 
aH2 =0 
aC2 =0 
aG3 =0 
aF3 =0 
aC3 =0 
bH2 = np.zeros(yy) 
bC2 = np.zeros(yy) 
bG3 = np.zeros(yy) 
bF3 = np.zeros(yy) 
bC3 = np.zeros(yy) 
#============================================================== 
t=0 
while t<=T: 

if t==0: 
psiNH2 = psi0Q2  
psiNC2 = psi0C2  
psiNF3 = psi0Q3  
psiNG3 = psi0Q3  
psiNC3 = psi0C3  

else : 
psiNH2 = np.dot(UH2, psiNH2) 
psiNC2 = np.dot(UC2, psiNC2 
psiNF3 = np.dot(UF3, psiNF3) 
psiNG3 = np.dot(UG3, psiNG3) 
psiNC3 = np.dot(UC3, psiNC3) 

#===Hadamard: 2D=================== 
psiNH2[(Lev-1)*2] = 0 
psiNH2[((Lev-1)*2)+1] = 0 
#---------------------------------------- 
Norm_psiNH2[t] = psiNH2.dot(psiNH2.conjugate()).real 
Arriva_probH2[t] = 1 - Norm_psiNH2[t] 
#===Grover: 3D==================== 
psiNG3[(Lev-1)*3] = 0 
psiNG3[((Lev-1)*3)+1] = 0 
psiNG3[((Lev-1)*3)+2] = 0 
#----------------------- 
Norm_psiNG3[t] = psiNG3.dot(psiNG3.conjugate()).real 
Arriva_probG3[t] = 1 - Norm_psiNG3[t] 
#===Fourier: 3D======================  
psiNF3[(Lev-1)*3] = 0 
psiNF3[((Lev-1)*3)+1] = 0 
psiNF3[((Lev-1)*3)+2] = 0 
#----------------------- 
Norm_psiNF3[t] = psiNF3.dot(psiNF3.conjugate()).real 
Arriva_probF3[t] = 1 - Norm_psiNF3[t]  
#===classic: 2D ====================== 
aC2 = aC2 + psiNC2[(Lev-1)] 
Arriva_probC2[t] = aC2 
psiNC2[(Lev-1)] = 0  
#===classic: 3D ====================== 
aC3 = aC3 + psiNC3[(Lev-1)] 
Arriva_probC3[t] = aC3 
psiNC3[(Lev-1)] = 0 
t+=1 

t-=1 
#===== the plotted part =======================================  
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.plot(Arriva_probH2, 'r-', label='H 2D', markersize=20, linewidth=7) 
plt.plot(Arriva_probG3, 'b--', label='G 3D', markersize=20, linewidth=7, c='lime') 
plt.plot(Arriva_probF3, 'b:', label='F 3D', markersize=20, linewidth=7) 
plt.plot(Arriva_probC2, 'k-', label='C 2D', markersize=20, linewidth=7) 
plt.plot(Arriva_probC3, 'k--', label='C 3D', markersize=20, linewidth=7) 
plt.xticks(np.arange (0, yy, 20))  
plt.xlim(0, yy) 
plt.ylim(0, 1) 
ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.yaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.grid(which='both') 
ax.grid(which='minor', lw=0.5, ls=':')  
ax.grid(which='major', lw=1, ls='--') 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=10, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='minor', labelsize=70, width=2, length=10, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Arrival Probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k') 
ax.xaxis.set_minor_locator(MultipleLocator(50)) 
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ax.yaxis.set_minor_locator(MultipleLocator(0.10))  
plt.title('Arrival probability.circle '+str(Lev)+' levels, initial state(node 1, and equal mixture all coin state) .after 
'+str(T)+' steps', fontsize=16) 
plt.legend(fontsize=30) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#------the End of the code ---------------------------------------------------------------------------------------- 
 

  انطلاقا من عقد م̲فردة 𝑪𝟔𝟎: تطور Գحۡل الواصل لجزيء 3البرԷمج 
print ('بسم الله الرحمان الرحيم') 
#Author: Hamza Bougroura 
#======= Import the requirement module ======================= 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
#===define the critical number =============================== 
T = 700   # number of random steps 
N = 60    # number of positions in space (nodes) 
Lev = 10  # Level of graph 
#=== define the operators ===================================== 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
G4 = (np.array([[-2, 2, 2, 2], [2, -2, 2, 2], [2, 2, -2, 2], [2, 2, 2, -2]]))/(4.) 
F3 = (np.fft.fft(np.eye(3)))/np.sqrt(3.)  
F4 = (np.fft.fft(np.eye(4)))/np.sqrt(4.)  
H4 = (np.array([[1, 1, 1, 1], [1, -1, 1, -1], [1, 1, -1, -1], [1, -1, -1, 1]]))/(2.) 
#========== Define the coni states ================================================= 
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
coin4 = np.array([[1, 0, 0, 0], [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 0], [0, 0, 0, 1]]) 
#=====generate nodes states ======================================================== 
node = np.zeros((N+1, N))  
k=0 
while k<N: 

space = np.zeros(N) 
space[k] = 1 
node[k+1] = space 
k+=1 

#====generate possible steps ===================================  
os1 = np.outer(node[1], node[1]) +np.outer(node[2], node[2]) +np.outer(node[3], node[3]) +np.outer(node[4], node[4]) 
+np.outer(node[5], node[5]) +np.outer(node[6], node[6]) 
os2 = os1 + np.outer(node[7], node[7])  +np.outer(node[8], node[8])  +np.outer(node[9], node[9])  +np.outer(node[10], 
node[10])+np.outer(node[11], node[11])+np.outer(node[12], node[12]) 
os3 = os2 + np.outer(node[13], node[13])+np.outer(node[14], node[14])+np.outer(node[15], node[15])+np.outer(node[16], 
node[16])+np.outer(node[17], node[17])+np.outer(node[18], node[18]) 
os4 = os3 + np.outer(node[19], node[19])+np.outer(node[20], node[20])+np.outer(node[21], node[21])+np.outer(node[22], 
node[22])+np.outer(node[23], node[23])+np.outer(node[24], node[24]) 
os5 = os4 + np.outer(node[25], node[25])+np.outer(node[26], node[26])+np.outer(node[27], node[27])+np.outer(node[28], 
node[28])+np.outer(node[29], node[29])+np.outer(node[30], node[30]) 
os6 = os5 + np.outer(node[31], node[31])+np.outer(node[32], node[32])+np.outer(node[33], node[33])+np.outer(node[34], 
node[34])+np.outer(node[35], node[35])+np.outer(node[36], node[36]) 
os7 = os6 + np.outer(node[37], node[37])+np.outer(node[38], node[38])+np.outer(node[39], node[39])+np.outer(node[40], 
node[40])+np.outer(node[41], node[41])+np.outer(node[42], node[42]) 
os8 = os7 + np.outer(node[43], node[43])+np.outer(node[44], node[44])+np.outer(node[45], node[45])+np.outer(node[46], 
node[46])+np.outer(node[47], node[47])+np.outer(node[48], node[48]) 
os9 = os8 + np.outer(node[49], node[49])+np.outer(node[50], node[50])+np.outer(node[51], node[51])+np.outer(node[52], 
node[52])+np.outer(node[53], node[53])+np.outer(node[54], node[54]) 
os10= os9 + np.outer(node[55], node[55])+np.outer(node[56], node[56])+np.outer(node[57], node[57])+np.outer(node[58], 
node[58])+np.outer(node[59], node[59])+np.outer(node[60], node[60]) 
# os10: represent the possible jumping in space corresponding to |O><O| 
 
xs1 = np.outer(node[3], node[1]) + np.outer(node[5], node[2]) + np.outer(node[1], node[3]) + np.outer(node[9], node[4]) 
+np.outer(node[2], node[5]) + np.outer(node[12], node[6]) 
xs2 = xs1 + np.outer(node[8], node[7])  +np.outer(node[7], node[8])  +np.outer(node[4], node[9])  +np.outer(node[17], 
node[10])+np.outer(node[19], node[11])+np.outer(node[6], node[12]) 
xs3 = xs2 + np.outer(node[22], node[13])+np.outer(node[23], node[14])+np.outer(node[24], node[15])+np.outer(node[26], 
node[16])+np.outer(node[10], node[17])+np.outer(node[28], node[18]) 
xs4 = xs3 + np.outer(node[11], node[19])+np.outer(node[30], node[20])+np.outer(node[31], node[21])+np.outer(node[13], 
node[22])+np.outer(node[14], node[23])+np.outer(node[15], node[24]) 
xs5 = xs4 + np.outer(node[35], node[25])+np.outer(node[16], node[26])+np.outer(node[37], node[27])+np.outer(node[18], 
node[28])+np.outer(node[38], node[29])+np.outer(node[20], node[30]) 
xs6 = xs5 + np.outer(node[21], node[31])+np.outer(node[42], node[32])+np.outer(node[43], node[33])+np.outer(node[44], 
node[34])+np.outer(node[25], node[35])+np.outer(node[46], node[36]) 
xs7 = xs6 + np.outer(node[27], node[37])+np.outer(node[29], node[38])+np.outer(node[40], node[39])+np.outer(node[39], 
node[40])+np.outer(node[50], node[41])+np.outer(node[32], node[42]) 
xs8 = xs7 + np.outer(node[33], node[43])+np.outer(node[34], node[44])+np.outer(node[36], node[46])+np.outer(node[48], 
node[47])+np.outer(node[47], node[48]) 
xs9 = xs8 + np.outer(node[57], node[49])+np.outer(node[41], node[50])+np.outer(node[52], node[51])+np.outer(node[51], 
node[52])+np.outer(node[58], node[53])+np.outer(node[55], node[54]) 
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xs10= xs9 + np.outer(node[54], node[55])+np.outer(node[59], node[56])+np.outer(node[49], node[57])+np.outer(node[53], 
node[58])+np.outer(node[56], node[59]) 
# xs10: represent the possible jumping in space corresponding to |X><X| 
 
ys1 = np.outer(node[4], node[1])  +np.outer(node[10], node[2]) +np.outer(node[7], node[3])  +np.outer(node[1], node[4])  
+np.outer(node[12], node[5]) +np.outer(node[13], node[6]) 
ys2 = ys1 + np.outer(node[3], node[7])  + np.outer(node[15], node[8]) + np.outer(node[17], node[9]) + np.outer(node[2], 
node[10]) + np.outer(node[18], node[11])+ np.outer(node[5], node[12]) 
ys3 = ys2 + np.outer(node[6], node[13]) +np.outer(node[22], node[14])+np.outer(node[8], node[15]) +np.outer(node[25], 
node[16])+np.outer(node[9], node[17]) +np.outer(node[11], node[18]) 
ys4 = ys3 + np.outer(node[30], node[19])+np.outer(node[21], node[20])+np.outer(node[20], node[21])+np.outer(node[14], 
node[22])+np.outer(node[24], node[23])+np.outer(node[23], node[24]) 
ys5 = ys4 + np.outer(node[16], node[25])+np.outer(node[27], node[26])+np.outer(node[26], node[27])+np.outer(node[37], 
node[28])+np.outer(node[39], node[29])+np.outer(node[19], node[30]) 
ys6 = ys5 + np.outer(node[42], node[31])+np.outer(node[33], node[32])+np.outer(node[32], node[33])+np.outer(node[35], 
node[34])+np.outer(node[34], node[35])+np.outer(node[45], node[36]) 
ys7 = ys6 + np.outer(node[28], node[37])+np.outer(node[48], node[38])+np.outer(node[29], node[39])+np.outer(node[41], 
node[40])+np.outer(node[40], node[41])+np.outer(node[31], node[42]) 
ys8 = ys7 + np.outer(node[44], node[43])+np.outer(node[43], node[44])+np.outer(node[36], node[45])+np.outer(node[47], 
node[46])+np.outer(node[46], node[47])+np.outer(node[38], node[48]) 
ys9 = ys8 + np.outer(node[56], node[49])+np.outer(node[51], node[50])+np.outer(node[50], node[51])+np.outer(node[58], 
node[52])+np.outer(node[54], node[53])+np.outer(node[53], node[54]) 
ys10= ys9 + np.outer(node[59], node[55])+np.outer(node[49], node[56])+np.outer(node[60], node[57])+np.outer(node[52], 
node[58])+np.outer(node[55], node[59])+np.outer(node[57], node[60]) 
# ys10: represent the possible jumping in space corresponding to |Y><Y| 
 
zs1 = np.outer(node[2], node[1]) +np.outer(node[1], node[2])+np.outer(node[6], node[3])  +np.outer(node[8], node[4])  
+np.outer(node[11], node[5]) +np.outer(node[3], node[6]) 
zs2 = zs1 + np.outer(node[14], node[7]) +np.outer(node[4], node[8])  +np.outer(node[16], node[9]) +np.outer(node[18], 
node[10])+np.outer(node[5], node[11]) +np.outer(node[20], node[12]) 
zs3 = zs2 + np.outer(node[21], node[13])+np.outer(node[7], node[14]) +np.outer(node[25], node[15])+ np.outer(node[9], 
node[16]) +np.outer(node[27], node[17])+np.outer(node[10], node[18]) 
zs4 = zs3 + np.outer(node[29], node[19])+np.outer(node[12], node[20])+np.outer(node[13], node[21])+np.outer(node[32], 
node[22])+np.outer(node[33], node[23])+np.outer(node[34], node[24]) 
zs5 = zs4 + np.outer(node[15], node[25])+np.outer(node[36], node[26])+np.outer(node[17], node[27])+np.outer(node[38], 
node[28])+np.outer(node[19], node[29])+np.outer(node[40], node[30]) 
zs6 = zs5 + np.outer(node[41], node[31])+np.outer(node[22], node[32])+np.outer(node[23], node[33])+np.outer(node[24], 
node[34])+np.outer(node[45], node[35])+np.outer(node[26], node[36]) 
zs7 = zs6 + np.outer(node[47], node[37])+np.outer(node[28], node[38])+np.outer(node[49], node[39])+np.outer(node[30], 
node[40])+np.outer(node[31], node[41])+np.outer(node[51], node[42]) 
zs8 = zs7 + np.outer(node[52], node[43])+np.outer(node[53], node[44])+np.outer(node[35], node[45])+np.outer(node[55], 
node[46])+np.outer(node[37], node[47])+np.outer(node[56], node[48]) 
zs9 = zs8 + np.outer(node[39], node[49])+np.outer(node[57], node[50])+np.outer(node[42], node[51])+np.outer(node[43], 
node[52])+np.outer(node[44], node[53]) 
zs10= zs9 + np.outer(node[46], node[55])+np.outer(node[48], node[56])+np.outer(node[50], node[57])+np.outer(node[60], 
node[58])+ np.outer(node[58], node[60]) 
# zs10: represent the possible jumping in space corresponding to |Z><Z| 
 
# the except four jumping space are(corresponding to |Z><X| and |X><Z|) 
node54_45= np.outer(node[54], node[45]) 
node45_54= np.outer(node[45], node[54]) 
node60_59= np.outer(node[60], node[59]) 
node59_60= np.outer(node[59], node[60]) 
# the coin state terms that we need without change (in 4D) 
coo4 = np.outer(coin4[0], coin4[0])  
cxx4 = np.outer(coin4[1], coin4[1])  
cyy4 = np.outer(coin4[2], coin4[2])  
czz4 = np.outer(coin4[3], coin4[3])  
# the coin state terms that we need without change (in 3D) 
cxx3 = np.outer(coin3[0], coin3[0])  
cyy3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
czz3 = np.outer(coin3[2], coin3[2])  
# the coin state terms that we need with change (in 4D) 
czx4 = np.outer(coin4[3], coin4[1])  
cxz4 = np.outer(coin4[1], coin4[3])  
# the coin state terms that we need with change (in 3D) 
czx3 = np.outer(coin3[2], coin3[0])  
cxz3 = np.outer(coin3[0], coin3[2])  
# in the following terms there is not change in the coin state when the jumping in space is happenig (4D) 
S_hat_O4 = np.kron(os10, coo4)  
S_hat_X4 = np.kron(xs10, cxx4)  
S_hat_Y4 = np.kron(ys10, cyy4)  
S_hat_Z4 = np.kron(zs10, czz4)  
# in the following terms there is not change in the coin state when the jumping in space is happenig (3D) 
S_hat_X3 = np.kron(xs10, cxx3)  
S_hat_Y3 = np.kron(ys10, cyy3)  
S_hat_Z3 = np.kron(zs10, czz3)  
# However there is only four terms that we should change the coin state when the jumping in space is happening (4D)  
zx4_54_45 = np.kron(node54_45, czx4) 
xz4_45_54 = np.kron(node45_54, cxz4) 
xz4_60_59 = np.kron(node60_59, cxz4) 
zx4_59_60 = np.kron(node59_60, czx4) 
# However there is only four terms that we should change the coin state when the jumping in space is happening (3D)  



-65- 
 

zx3_54_45 = np.kron(node54_45, czx3) 
xz3_45_54 = np.kron(node45_54, cxz3) 
xz3_60_59 = np.kron(node60_59, cxz3) 
zx3_59_60 = np.kron(node59_60, czx3) 
# Finally the Shift operator is: 
S_hatQ4 = S_hat_O4 + S_hat_X4 + S_hat_Y4 + S_hat_Z4 + zx4_54_45 + xz4_45_54 + xz4_60_59 + zx4_59_60  
S_hatQ3 = S_hat_X3 + S_hat_Y3 + S_hat_Z3 + zx3_54_45 + xz3_45_54 + xz3_60_59 + zx3_59_60  
S_hatC4 = os10 + xs10 + ys10 + zs10 + node54_45 + node45_54 + node60_59 + node59_60  
S_hatC3 = xs10 + ys10 + zs10 + node54_45 + node45_54 + node60_59 + node59_60  
#======= Evolution operator ======================= 
UH4 = S_hatQ4.dot(np.kron(np.eye(N), H4)) 
UG4 = S_hatQ4.dot(np.kron(np.eye(N), G4)) 
UF4 = S_hatQ4.dot(np.kron(np.eye(N), F4)) 
UG3 = S_hatQ3.dot(np.kron(np.eye(N), G3)) 
UF3 = S_hatQ3.dot(np.kron(np.eye(N), F3)) 
UC4= S_hatC4/4  
UC3= S_hatC3/3 
#======define the initial state Psi(zero)============================= 
psi0Q4 = np.kron(node[1],(coin4[0]+coin4[1]+coin4[2]+coin4[3])/np.sqrt(4.))  
psi0Q3 = np.kron(node[1],(coin3[0]+coin3[1]+coin3[2])/np.sqrt(3.))   
psi0C4 = node[1]  
psi0C3 = node[1]  
#----------------------------------------------------------------------------- 
yy= T+1 
Arri_Prob_H4 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_G3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_G4 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_F3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_F4 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_C3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_C4 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_H4 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_G3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_G4 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_F3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_F4 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_C3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_C4 = np.zeros(yy) 
aH4 =0 
aG4 =0 
aG3 =0 
aF4 =0 
aF3 =0 
aC4 =0 
aC3 =0 
bH4 = np.zeros(yy) 
bG4 = np.zeros(yy) 
bG3 = np.zeros(yy) 
bF4 = np.zeros(yy) 
bF3 = np.zeros(yy) 
bC4 = np.zeros(yy) 
bC3 = np.zeros(yy) 
#----------------------------------------------------------------------------- 
t=0 
while t<=T: 

if t==0: 
psi_t_G3 = psi0Q3 
psi_t_G4 = psi0Q4 
psi_t_F3 = psi0Q3 
psi_t_F4 = psi0Q4 
psi_t_H4 = psi0Q4 
psi_t_C3 = psi0C3 
psi_t_C4 = psi0C4 

else : 
psi_t_G4 = np.dot(UG4, psi_t_G4) 
psi_t_G3 = np.dot(UG3, psi_t_G3) 
psi_t_F3 = np.dot(UF3, psi_t_F3) 
psi_t_F4 = np.dot(UF4, psi_t_F4) 
psi_t_H4 = np.dot(UH4, psi_t_H4) 
psi_t_C4 = np.dot(UC4, psi_t_C4) 
psi_t_C3 = np.dot(UC3, psi_t_C3) 

#====Grover 3D================================= 
e3 = ((59)*3) 
while e3<(60*3): 
psi_t_G3[e3] = 0 
e3+=1 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_G3[t] = psi_t_G3.dot(psi_t_G3.conjugate()).real  
Arri_Prob_G3[t] = 1 - Norm_psi_t_G3[t] 
#====Grover 4D================================= 
e4 = ((59)*4) 
while e4<(60*4): 
psi_t_G4[e4] = 0 
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e4+=1 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_G4[t] = psi_t_G4.dot(psi_t_G4.conjugate()).real  
Arri_Prob_G4[t] = 1 - Norm_psi_t_G4[t] 
#====Fourier 3D================================= 
e3 = ((59)*3) 
while e3<(60*3): 
psi_t_F3[e3] = 0 
e3+=1 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_F3[t] = psi_t_F3.dot(psi_t_F3.conjugate()).real  
Arri_Prob_F3[t] = 1 - Norm_psi_t_F3[t] 
#====Fourier 4D================================= 
e4 = ((59)*4) 
while e4<(60*4): 
psi_t_F4[e4] = 0 
e4+=1 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_F4[t] = psi_t_F4.dot(psi_t_F4.conjugate()).real  
Arri_Prob_F4[t] = 1 - Norm_psi_t_F4[t] 
#========== Hadamard 4D=========================  
e4 = ((59)*4) 
while e4<(60*4): 
psi_t_H4[e4] = 0 
e4+=1 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_H4[t] = psi_t_H4.dot(psi_t_H4.conjugate()).real  
Arri_Prob_H4[t] = 1 - Norm_psi_t_H4[t] 
#=========classical case 4D======================= 
psi_t_C4[59]=0 
#---------------------------------- 
Norm_psi_t_C4[t] = np.sum(psi_t_C4)  
Arri_Prob_C4[t] = 1 - Norm_psi_t_C4[t] 
#=========classical case 3D======================= 
psi_t_C3[59]=0 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_C3[t] = np.sum(psi_t_C3)  
Arri_Prob_C3[t] = 1 - Norm_psi_t_C3[t] 
t+=1 

t-=1 
#======= the plotting part of the arrival probability vector=================== 
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.plot(Arri_Prob_G3, 'g-', label='G 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_G4, 'g--', label='G 4D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_F3, 'c-', label='F 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_F4, 'c--', label='F 4D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_H4, 'y--', label='H 4D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_C3, 'k-', label='C 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_C4, 'k--', label='C 4D', markersize=12, linewidth=7) 
ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Arrival probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k') 
plt.xlim(0, yy) 
plt.ylim(0, 1) 
plt.title('Arrival probability.C60.initial state (Single atom, and equel mixture of all coin stetes, after ' + str(T) + ' steps', 
fontsize=25) 
plt.legend(fontsize=20, loc='best', borderaxespad=0.) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#------the End of the code ---------------------------------------------------------------------------------------- 

  
  انطلاقا من مضلع خماسي 𝑪𝟔𝟎: تطور Գحۡل الواصل لجزيء 4البرԷمج 

print('بسم الله الرحمان الرحيم') 
#Author: Hamza Bougroura 
#=== Import the requirement module =============== 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
#===Define the critical number ==================== 
T = 200 # number of random steps 
N = 60 # number of positions in space (nodes) 



-67- 
 

Lev = 8 # Level of graph 
#===Define Grover coin operator 3D ================= 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
#=====generate coin state ===================================== 
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
#=====generate space state that represent nodes ================ 
node = np.zeros((N+1, N))  
k=0 
while k<N: 

space = np.zeros(N) 
space[k] = 1 
node[k+1] = space 
k+=1 

#====generate possible steps =================================== 
os1 =       np.outer(node[1], node[1])  +np.outer(node[2], node[2])  +np.outer(node[3], node[3])  +np.outer(node[4], node[4])  
+np.outer(node[5], node[5])  +np.outer(node[6], node[6]) 
os2 = os1 + np.outer(node[7], node[7])  +np.outer(node[8], node[8])  +np.outer(node[9], node[9])  +np.outer(node[10], 
node[10])+np.outer(node[11], node[11])+np.outer(node[12], node[12]) 
os3 = os2 + np.outer(node[13], node[13])+np.outer(node[14], node[14])+np.outer(node[15], node[15])+np.outer(node[16], 
node[16])+np.outer(node[17], node[17])+np.outer(node[18], node[18]) 
os4 = os3 + np.outer(node[19], node[19])+np.outer(node[20], node[20])+np.outer(node[21], node[21])+np.outer(node[22], 
node[22])+np.outer(node[23], node[23])+np.outer(node[24], node[24]) 
os5 = os4 + np.outer(node[25], node[25])+np.outer(node[26], node[26])+np.outer(node[27], node[27])+np.outer(node[28], 
node[28])+np.outer(node[29], node[29])+np.outer(node[30], node[30]) 
os6 = os5 + np.outer(node[31], node[31])+np.outer(node[32], node[32])+np.outer(node[33], node[33])+np.outer(node[34], 
node[34])+np.outer(node[35], node[35])+np.outer(node[36], node[36]) 
os7 = os6 + np.outer(node[37], node[37])+np.outer(node[38], node[38])+np.outer(node[39], node[39])+np.outer(node[40], 
node[40])+np.outer(node[41], node[41])+np.outer(node[42], node[42]) 
os8 = os7 + np.outer(node[43], node[43])+np.outer(node[44], node[44])+np.outer(node[45], node[45])+np.outer(node[46], 
node[46])+np.outer(node[47], node[47])+np.outer(node[48], node[48]) 
os9 = os8 + np.outer(node[49], node[49])+np.outer(node[50], node[50])+np.outer(node[51], node[51])+np.outer(node[52], 
node[52])+np.outer(node[53], node[53])+np.outer(node[54], node[54]) 
os10= os9 + np.outer(node[55], node[55])+np.outer(node[56], node[56])+np.outer(node[57], node[57])+np.outer(node[58], 
node[58])+np.outer(node[59], node[59])+np.outer(node[60], node[60]) 
# os10: represent the possible jumping in space corresponding to |O><O| 
 
xs1 =       np.outer(node[2], node[1])  +np.outer(node[1], node[2])  +np.outer(node[4], node[3]) +np.outer(node[3], node[4]) 
+np.outer(node[10], node[5]) +np.outer(node[11], node[6]) 
xs2 = xs1 + np.outer(node[12], node[7])  +np.outer(node[15], node[8])+np.outer(node[16], node[9])+np.outer(node[5], 
node[10])+np.outer(node[6], node[11]) +np.outer(node[7], node[12]) 
xs3 = xs2 + np.outer(node[14], node[13])+np.outer(node[13], node[14])+np.outer(node[8], node[15])+np.outer(node[9], 
node[16])+np.outer(node[27], node[17])+np.outer(node[28], node[18]) 
xs4 = xs3 + np.outer(node[20], node[19])+np.outer(node[19], node[20])+np.outer(node[35], node[21])+np.outer(node[34], 
node[22])+np.outer(node[33], node[23])+np.outer(node[32], node[24]) 
xs5 = xs4 + np.outer(node[31], node[25])+np.outer(node[40], node[26])+np.outer(node[17], node[27])+np.outer(node[18], 
node[28])+np.outer(node[37], node[29])+np.outer(node[36], node[30]) 
xs6 = xs5 + np.outer(node[25], node[31])+np.outer(node[24], node[32])+np.outer(node[23], node[33])+np.outer(node[22], 
node[34])+np.outer(node[21], node[35])+np.outer(node[30], node[36]) 
xs7 = xs6 + np.outer(node[29], node[37])+np.outer(node[48], node[38])+np.outer(node[26], node[40])+np.outer(node[42], 
node[41])+np.outer(node[41], node[42]) 
xs8 = xs7 + np.outer(node[51], node[43])+np.outer(node[52], node[44])+np.outer(node[46], node[45])+np.outer(node[45], 
node[46])+np.outer(node[53], node[47])+np.outer(node[38], node[48]) 
xs9 = xs8 + np.outer(node[54], node[49])+np.outer(node[55], node[50])+np.outer(node[43], node[51])+np.outer(node[44], 
node[52])+np.outer(node[47], node[53])+np.outer(node[49], node[54]) 
xs10= xs9 + np.outer(node[50], node[55])+np.outer(node[57], node[56])+np.outer(node[56], node[57])+np.outer(node[59], 
node[58])+np.outer(node[58], node[59]) 
# xs10: represent the possible jumping in space corresponding to |X><X| 
 
ys1 =       np.outer(node[5], node[1])  +np.outer(node[3], node[2])  +np.outer(node[2], node[3])  +np.outer(node[9], node[4])  
+np.outer(node[1], node[5])  +np.outer(node[20], node[6]) 
ys2 = ys1 + np.outer(node[13], node[7]) +np.outer(node[14], node[8]) +np.outer(node[4], node[9])  +np.outer(node[19], 
node[10])+np.outer(node[12], node[11])+np.outer(node[11], node[12]) 
ys3 = ys2 + np.outer(node[7], node[13]) +np.outer(node[8], node[14]) +np.outer(node[16], node[15])+np.outer(node[15], 
node[16])+np.outer(node[18], node[17])+np.outer(node[17], node[18]) 
ys4 = ys3 + np.outer(node[10], node[19])+np.outer(node[6], node[20]) +np.outer(node[30], node[21])+np.outer(node[23], 
node[22])+np.outer(node[22], node[23])+np.outer(node[25], node[24]) 
ys5 = ys4 + np.outer(node[24], node[25])+np.outer(node[27], node[26])+np.outer(node[26], node[27])+np.outer(node[29], 
node[28])+np.outer(node[28], node[29])+np.outer(node[21], node[30]) 
ys6 = ys5 + np.outer(node[40], node[31])+np.outer(node[33], node[32])+np.outer(node[32], node[33])+np.outer(node[35], 
node[34])+np.outer(node[34], node[35])+np.outer(node[37], node[36]) 
ys7 = ys6 + np.outer(node[36], node[37])+np.outer(node[39], node[38])+np.outer(node[38], node[39])+np.outer(node[31], 
node[40])+np.outer(node[55], node[41])+np.outer(node[51], node[42]) 
ys8 = ys7 + np.outer(node[44], node[43])+np.outer(node[43], node[44])+np.outer(node[52], node[45])+np.outer(node[53], 
node[46])+np.outer(node[48], node[47])+np.outer(node[47], node[48]) 
ys9 = ys8 + np.outer(node[50], node[49])+np.outer(node[49], node[50])+np.outer(node[42], node[51])+np.outer(node[45], 
node[52])+np.outer(node[46], node[53])+np.outer(node[59], node[54]) 
ys10= ys9 + np.outer(node[41], node[55])+np.outer(node[60], node[56])+np.outer(node[58], node[57])+np.outer(node[57], 
node[58])+np.outer(node[54], node[59])+np.outer(node[56], node[60]) 
# ys10: represent the possible jumping in space corresponding to |Y><Y| 
 
zs1 =       np.outer(node[6], node[1])  +np.outer(node[7], node[2])  +np.outer(node[8], node[3])  +np.outer(node[5], node[4])  
+np.outer(node[4], node[5])  +np.outer(node[1], node[6]) 
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zs2 = zs1 + np.outer(node[2], node[7])  +np.outer(node[3], node[8])  +np.outer(node[17], node[9]) +np.outer(node[18], 
node[10])+np.outer(node[21], node[11])+np.outer(node[22], node[12]) 
zs3 = zs2 + np.outer(node[23], node[13])+np.outer(node[24], node[14])+np.outer(node[25], node[15])+np.outer(node[26], 
node[16])+np.outer(node[9], node[17]) +np.outer(node[10], node[18]) 
zs4 = zs3 + np.outer(node[29], node[19])+np.outer(node[30], node[20])+np.outer(node[11], node[21])+np.outer(node[12], 
node[22])+np.outer(node[13], node[23])+np.outer(node[14], node[24]) 
zs5 = zs4 + np.outer(node[15], node[25])+np.outer(node[16], node[26])+np.outer(node[39], node[27])+np.outer(node[38], 
node[28])+np.outer(node[19], node[29])+np.outer(node[20], node[30]) 
zs6 = zs5 + np.outer(node[41], node[31])+np.outer(node[42], node[32])+np.outer(node[43], node[33])+np.outer(node[44], 
node[34])+np.outer(node[45], node[35])+np.outer(node[46], node[36]) 
zs7 = zs6 + np.outer(node[47], node[37])+np.outer(node[28], node[38])+np.outer(node[27], node[39])+np.outer(node[50], 
node[40])+np.outer(node[31], node[41])+np.outer(node[32], node[42]) 
zs8 = zs7 + np.outer(node[33], node[43])+np.outer(node[34], node[44])+np.outer(node[35], node[45])+np.outer(node[36], 
node[46])+np.outer(node[37], node[47])+np.outer(node[54], node[48]) 
zs9 = zs8 + np.outer(node[40], node[50])+np.outer(node[56], node[51])+np.outer(node[57], node[52])+np.outer(node[58], 
node[53])+np.outer(node[48], node[54]) 
zs10= zs9 + np.outer(node[60], node[55])+np.outer(node[51], node[56])+np.outer(node[52], node[57])+np.outer(node[53], 
node[58])+np.outer(node[55], node[60]) 
# zs10: represent the possible jumping in space corresponding to |Z><Z| 
 
# the except four jumping space are(corresponding to |Z><X| and |X><Z|) 
node49_39= np.outer(node[49], node[39])  
node39_49= np.outer(node[39], node[49])  
node60_59= np.outer(node[60], node[59])  
node59_60= np.outer(node[59], node[60])  
# the coin state terms that we need without change (in 3D) 
cxx3 = np.outer(coin3[0], coin3[0])  
cyy3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
czz3 = np.outer(coin3[2], coin3[2])  
# the coin state terms that we need with change (in 3D) 
czx3 = np.outer(coin3[2], coin3[0])  
cxz3 = np.outer(coin3[0], coin3[2])  
# in the following terms there is not change in the coin state when the jumping in space is happenig (3D) 
S_hat_X3 = np.kron(xs10, cxx3)  
S_hat_Y3 = np.kron(ys10, cyy3)  
S_hat_Z3 = np.kron(zs10, czz3)  
# However there is only four terms that we should change the coin state when the jumping in space is happening (3D)  
zx3_49_39 = np.kron(node49_39, czx3) 
xz3_39_49 = np.kron(node39_49, cxz3) 
xz3_60_59 = np.kron(node60_59, cxz3) 
zx3_59_60 = np.kron(node59_60, czx3) 
# Finally the Shift operator is: 
S_hatQ3 = S_hat_X3 + S_hat_Y3 + S_hat_Z3 + zx3_49_39 + xz3_39_49 + xz3_60_59 + zx3_59_60  
S_hatC3 = xs10 + ys10 + zs10 + node49_39 + node39_49 + node60_59 + node59_60  
#===== Evolution operator ====== 
UG3 = S_hatQ3.dot(np.kron(np.eye(N), G3))  
UC3 = S_hatC3/3  
#===Define the initial system state psi(zero)===== 
psi_0_Q3 = np.kron((node[1]+node[2]+node[3]+node[4]+node[5])/np.sqrt(5.),(coin3[0]+coin3[1]+coin3[2])/np.sqrt(3.)) 
psi_0_C3 =(node[1]+node[2]+node[3]+node[4]+node[5])/(5.) 
#======================================================= 
yy= T+1 
Arri_Prob_G3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_C3 = np.zeros(yy) 
aG3 =0 
aC3 =0 
bG3 = np.zeros(yy) 
bC3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_G3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_C3 = np.zeros(yy) 
#======================================= 
t=0 
while t<=T: 

if t==0: 
psi_t_G3 = psi_0_Q3 
psi_t_C3 = psi_0_C3 

else : 
psi_t_G3 = np.dot(UG3, psi_t_G3) 
psi_t_C3 = np.dot(UC3, psi_t_C3) 

#====Grover 3D================================= 
e3 = ((55)*3) 
while e3<(60*3): 
psi_t_G3[e3] = 0 
e3+=1 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_G3[t] = psi_t_G3.dot(psi_t_G3.conjugate()).real  
Arri_Prob_G3[t] = 1- Norm_psi_t_G3[t] 
#=========classical case 3D======================= 
psi_t_C3[55]=0 
psi_t_C3[56]=0 
psi_t_C3[57]=0 
psi_t_C3[58]=0 
psi_t_C3[59]=0 



-69- 
 

#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_C3[t] = np.sum(psi_t_C3)  
Arri_Prob_C3[t] = 1 - Norm_psi_t_C3[t] 
#--------------------------------------------------------- 
t+=1 

t-=1 
#====the plotting part ================= 
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.plot(Arri_Prob_G3, 'g-', label='G 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_C3, 'k-', label='C 3D', markersize=12, linewidth=7) 
ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Arrival probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k') 
plt.xlim(0, yy) 
plt.ylim(0, 1) 
plt.title('Arrival probability,C06. 8 Levels, starting from 5 vertex and and equal mixture of all coin states.after ' + str(T) 
+ ' steps', fontsize=16) 
plt.legend(fontsize=20, loc='best', borderaxespad=0.) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#------the End of the code ---------------------------------------------------------------------------------------- 
 

  انطلاقا من مضلع سداسي  𝑪𝟔𝟎 الواصل لجزيء: تطور Գحۡل 5البرԷمج 
print('بسم الله الرحمان الرحيم') 
#Author: Hamza Bougroura  
#=== Import the requirement module =============== 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
#===Define the critical number ==================== 
T = 200 # number of random steps 
N = 60 # number of positions in space (nodes) 
Lev = 8 # Level of graph 
#===Define Grover coin operator 3D ================= 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
#=====generate coin state ===================================== 
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
#=====generate space state that represent nodes =============== 
node = np.zeros((N+1, N))  
k=0 
while k<N: 

space = np.zeros(N) 
space[k] = 1 
node[k+1] = space 
k+=1  

#====generate possible steps =================================== 
os1 =       np.outer(node[1], node[1])  +np.outer(node[2], node[2])  +np.outer(node[3], node[3])  +np.outer(node[4], node[4])  
+np.outer(node[5], node[5])  +np.outer(node[6], node[6]) 
os2 = os1 + np.outer(node[7], node[7])  +np.outer(node[8], node[8])  +np.outer(node[9], node[9])  +np.outer(node[10], 
node[10])+np.outer(node[11], node[11])+np.outer(node[12], node[12]) 
os3 = os2 + np.outer(node[13], node[13])+np.outer(node[14], node[14])+np.outer(node[15], node[15])+np.outer(node[16], 
node[16])+np.outer(node[17], node[17])+np.outer(node[18], node[18]) 
os4 = os3 + np.outer(node[19], node[19])+np.outer(node[20], node[20])+np.outer(node[21], node[21])+np.outer(node[22], 
node[22])+np.outer(node[23], node[23])+np.outer(node[24], node[24]) 
os5 = os4 + np.outer(node[25], node[25])+np.outer(node[26], node[26])+np.outer(node[27], node[27])+np.outer(node[28], 
node[28])+np.outer(node[29], node[29])+np.outer(node[30], node[30]) 
os6 = os5 + np.outer(node[31], node[31])+np.outer(node[32], node[32])+np.outer(node[33], node[33])+np.outer(node[34], 
node[34])+np.outer(node[35], node[35])+np.outer(node[36], node[36]) 
os7 = os6 + np.outer(node[37], node[37])+np.outer(node[38], node[38])+np.outer(node[39], node[39])+np.outer(node[40], 
node[40])+np.outer(node[41], node[41])+np.outer(node[42], node[42]) 
os8 = os7 + np.outer(node[43], node[43])+np.outer(node[44], node[44])+np.outer(node[45], node[45])+np.outer(node[46], 
node[46])+np.outer(node[47], node[47])+np.outer(node[48], node[48]) 
os9 = os8 + np.outer(node[49], node[49])+np.outer(node[50], node[50])+np.outer(node[51], node[51])+np.outer(node[52], 
node[52])+np.outer(node[53], node[53])+np.outer(node[54], node[54]) 
os10= os9 + np.outer(node[55], node[55])+np.outer(node[56], node[56])+np.outer(node[57], node[57])+np.outer(node[58], 
node[58])+np.outer(node[59], node[59])+np.outer(node[60], node[60]) 
# os10: represent the possible jumping in space corresponding to |O><O| 
 
xs1 =       np.outer(node[6], node[1])  +np.outer(node[3], node[2])  +np.outer(node[2], node[3])  +np.outer(node[5], node[4])  
+np.outer(node[4], node[5])  +np.outer(node[1], node[6]) 
xs2 = xs1 + np.outer(node[14], node[7]) +np.outer(node[15], node[8]) +np.outer(node[17], node[9]) +np.outer(node[18], 
node[10])+np.outer(node[20], node[11])+np.outer(node[13], node[12]) 
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xs3 = xs2 + np.outer(node[12], node[13])+np.outer(node[7], node[14]) +np.outer(node[8], node[15]) +np.outer(node[25], 
node[16])+np.outer(node[9], node[17]) +np.outer(node[10], node[18]) 
xs4 = xs3 + np.outer(node[28], node[19])+np.outer(node[11], node[20])+np.outer(node[30], node[21])+np.outer(node[35], 
node[22])+np.outer(node[33], node[23])+np.outer(node[32], node[24]) 
xs5 = xs4 + np.outer(node[16], node[25])+np.outer(node[31], node[26])+np.outer(node[39], node[27])+np.outer(node[19], 
node[28])+np.outer(node[37], node[29])+np.outer(node[21], node[30]) 
xs6 = xs5 + np.outer(node[26], node[31])+np.outer(node[24], node[32])+np.outer(node[23], node[33])+np.outer(node[43], 
node[34])+np.outer(node[22], node[35])+np.outer(node[45], node[36]) 
xs7 = xs6 + np.outer(node[29], node[37])+np.outer(node[47], node[38])+np.outer(node[27], node[39])+np.outer(node[41], 
node[40])+np.outer(node[40], node[41])+np.outer(node[50], node[42]) 
xs8 = xs7 + np.outer(node[34], node[43])+np.outer(node[52], node[44])+np.outer(node[36], node[45])+np.outer(node[53], 
node[46])+np.outer(node[38], node[47])+np.outer(node[54], node[48]) 
xs9 = xs8 + np.outer(node[55], node[49])+np.outer(node[42], node[50])+np.outer(node[44], node[52])+np.outer(node[46], 
node[53])+np.outer(node[48], node[54]) 
xs10= xs9 + np.outer(node[49], node[55])+np.outer(node[57], node[56])+np.outer(node[56], node[57])+np.outer(node[59], 
node[58])+np.outer(node[58], node[59]) 
# xs10: represent the possible jumping in space corresponding to |X><X| 
 
ys1 =       np.outer(node[7], node[1])+np.outer(node[8], node[2])+np.outer(node[4], node[3]) +np.outer(node[3], node[4])  
+np.outer(node[11], node[5])+np.outer(node[12], node[6]) 
ys2 = ys1 + np.outer(node[1], node[7])+np.outer(node[2], node[8])+np.outer(node[16], node[9])+np.outer(node[19], 
node[10])+np.outer(node[5], node[11])+np.outer(node[6], node[12]) 
ys3 = ys2 + np.outer(node[22], node[13])+np.outer(node[15], node[14])+np.outer(node[14], node[15])+np.outer(node[9], node[16]) 
+np.outer(node[18], node[17])+np.outer(node[17], node[18]) 
ys4 = ys3 + np.outer(node[10], node[19])+np.outer(node[21], node[20])+np.outer(node[20], node[21])+np.outer(node[13], 
node[22])+np.outer(node[34], node[23])+np.outer(node[33], node[24]) 
ys5 = ys4 + np.outer(node[32], node[25])+np.outer(node[39], node[26])+np.outer(node[38], node[27])+np.outer(node[37], 
node[28])+np.outer(node[36], node[29])+np.outer(node[35], node[30]) 
ys6 = ys5 + np.outer(node[40], node[31])+np.outer(node[25], node[32])+np.outer(node[24], node[33])+np.outer(node[23], 
node[34])+np.outer(node[30], node[35])+np.outer(node[29], node[36]) 
ys7 = ys6 + np.outer(node[28], node[37])+np.outer(node[27], node[38])+np.outer(node[26], node[39])+np.outer(node[31], 
node[40])+np.outer(node[50], node[41])+np.outer(node[51], node[42]) 
ys8 = ys7 + np.outer(node[44], node[43])+np.outer(node[43], node[44])+np.outer(node[52], node[45])+np.outer(node[47], 
node[46])+np.outer(node[46], node[47])+np.outer(node[49], node[48]) 
ys9 = ys8 + np.outer(node[48], node[49])+np.outer(node[41], node[50])+np.outer(node[42], node[51])+np.outer(node[45], 
node[52])+np.outer(node[59], node[53])+np.outer(node[60], node[54]) 
ys10= ys9 + np.outer(node[56], node[55])+np.outer(node[55], node[56])+np.outer(node[58], node[57])+np.outer(node[57], 
node[58])+np.outer(node[53], node[59])+np.outer(node[54], node[60]) 
# ys10: represent the possible jumping in space corresponding to |Y><Y| 
 
zs1 =       np.outer(node[2], node[1])  +np.outer(node[1], node[2])  +np.outer(node[9], node[3])  +np.outer(node[10], node[4]) 
+np.outer(node[6], node[5])  +np.outer(node[5], node[6]) 
zs2 = zs1 + np.outer(node[13], node[7]) +np.outer(node[16], node[8]) +np.outer(node[3], node[9])  +np.outer(node[4], node[10]) 
+np.outer(node[19], node[11])+np.outer(node[21], node[12]) 
zs3 = zs2 + np.outer(node[7], node[13]) +np.outer(node[23], node[14])+np.outer(node[24], node[15])+np.outer(node[8], node[16]) 
+np.outer(node[26], node[17])+np.outer(node[27], node[18]) 
zs4 = zs3 + np.outer(node[11], node[19])+np.outer(node[29], node[20])+np.outer(node[12], node[21])+np.outer(node[34], 
node[22])+np.outer(node[14], node[23])+np.outer(node[15], node[24]) 
zs5 = zs4 + np.outer(node[31], node[25])+np.outer(node[17], node[26])+np.outer(node[18], node[27])+np.outer(node[38], 
node[28])+np.outer(node[20], node[29])+np.outer(node[36], node[30]) 
zs6 = zs5 + np.outer(node[25], node[31])+np.outer(node[41], node[32])+np.outer(node[42], node[33])+np.outer(node[22], 
node[34])+np.outer(node[44], node[35])+np.outer(node[30], node[36]) 
zs7 = zs6 + np.outer(node[46], node[37])+np.outer(node[28], node[38])+np.outer(node[48], node[39])+np.outer(node[49], 
node[40])+np.outer(node[32], node[41])+np.outer(node[33], node[42]) 
zs8 = zs7 + np.outer(node[51], node[43])+np.outer(node[35], node[44])+np.outer(node[53], node[45])+np.outer(node[37], 
node[46])+np.outer(node[54], node[47])+np.outer(node[39], node[48]) 
zs9 = zs8 + np.outer(node[40], node[49])+np.outer(node[56], node[50])+np.outer(node[43], node[51])+np.outer(node[58], 
node[52])+np.outer(node[45], node[53])+np.outer(node[47], node[54]) 
zs10= zs9 + np.outer(node[50], node[56])+np.outer(node[52], node[58])+np.outer(node[60], node[59])+np.outer(node[59], node[60]) 
# zs10: represent the possible jumping in space corresponding to |Z><Z| 
 
# the except four jumping space are(corresponding to |Z><X| and |X><Z|) 
node57_51= np.outer(node[57], node[51]) 
node51_57= np.outer(node[51], node[57]) 
node60_55= np.outer(node[60], node[55]) 
node55_60= np.outer(node[55], node[60]) 
# the coin state terms that we need without change (in 3D) 
cxx3 = np.outer(coin3[0], coin3[0]) 
cyy3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
czz3 = np.outer(coin3[2], coin3[2]) 
# the coin state terms that we need with change (in 3D) 
czx3 = np.outer(coin3[2], coin3[0])  
cxz3 = np.outer(coin3[0], coin3[2])  
# in the following terms there is not change in the coin state when the jumping in space is happenig (3D) 
S_hat_X3 = np.kron(xs10, cxx3) 
S_hat_Y3 = np.kron(ys10, cyy3)   
S_hat_Z3 = np.kron(zs10, czz3)  
# However there is only four terms that we should change the coin state when the jumping in space is happening (3D)  
zx3_57_51 = np.kron(node57_51, czx3) 
xz3_51_57 = np.kron(node51_57, cxz3) 
xz3_60_55 = np.kron(node60_55, cxz3) 
zx3_55_60 = np.kron(node55_60, czx3) 
#=== Finally the Shift operator is:=== 
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S_hatQ3 = S_hat_X3 + S_hat_Y3 + S_hat_Z3 + zx3_57_51 + xz3_51_57 + xz3_60_55 + zx3_55_60  
S_hatC3 = xs10 + ys10 + zs10 + node57_51 + node51_57 + node60_55 + node55_60  
#===== Evolution operator ========================== 
UG3 = S_hatQ3.dot(np.kron(np.eye(N), G3))# Grover, quantum 3D 
UC3= S_hatC3/3 # classical case 3D 
#======Define the initial state Psi(zero)====================================== 
psi_0_Q3 = np.kron((node[1]+node[2]+node[3]+node[4]+node[5]+node[6])/np.sqrt(6.),(coin3[0]+coin3[1]+coin3[2])/np.sqrt(3.))  
psi_0_C3 = (node[1]+node[2]+node[3]+node[4]+node[5]+node[6])/(6.)  
#------------------------------------------------------------------------- 
yy= T+1 
Arri_Prob_G3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_C3 = np.zeros(yy) 
aG3 =0 
aC3 =0 
bG3 = np.zeros(yy) 
bC3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_G3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_C3 = np.zeros(yy) 
#========================================== 
t=0 
while t<=T: 

if t==0: 
psi_t_G3 = psi_0_Q3 
psi_t_C3 = psi_0_C3 

else : 
psi_t_G3 = np.dot(UG3, psi_t_G3) 
psi_t_C3 = np.dot(UC3, psi_t_C3) 

#====Grover 3D================================= 
e3 = ((54)*3) 
while e3<(60*3): 
psi_t_G3[e3] = 0 
e3+=1 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_G3[t] = psi_t_G3.dot(psi_t_G3.conjugate()).real  
Arri_Prob_G3[t] = 1- Norm_psi_t_G3[t] 
#=========classical case 3D======================= 
psi_t_C3[54]=0 
psi_t_C3[55]=0 
psi_t_C3[56]=0 
psi_t_C3[57]=0 
psi_t_C3[58]=0 
psi_t_C3[59]=0 
#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_C3[t] = np.sum(psi_t_C3)  
Arri_Prob_C3[t] = 1 - Norm_psi_t_C3[t] 
#--------------------------------------------------------- 
t+=1 

t-=1 
#====the plotting part ================= 
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.plot(Arri_Prob_G3, 'g-', label='G 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_C3, 'k-', label='C 3D', markersize=12, linewidth=7) 
ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Arrival probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k') 
plt.xlim(0, yy) 
plt.ylim(0, 1) 
plt.title('Arrival probability,C06. 8 Levels, starting from 6 vertex (hexagonal) and equal mixture of all coin states .after ' 
+ str(T) + ' steps', fontsize=16) 
plt.legend(fontsize=20, loc='best', borderaxespad=0.) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#--------end of the code---------------------------------------------------- 
 

  الحلقي ZigZag: تطور Գحۡل الواصل لأنبوب 6البرԷمج 
print ('بسم الله الرحمان الرحيم') 
#author: Hamza Bougroura  
#========= Import the requirement module =================== 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
#=======Define the critical number ======================== 



-72- 
 

T = 600          # number of random steps 
W = 6            # number of vertex in width direction (any number)  
R = (2*8)+2      # the number of rings (should be even number) 
Lev = (R/2)+1    # number of Level in loop 
N = W*R          # the whole(entire) number of vertex 
O=1 
X=1 
Y=1 
Z=1 
#===Define Grover coin operator 3D ================= 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
#=====generate coin state ===================================== 
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
#=====generate space state that represent nodes =============== 
node = np.zeros((N+1, N))  
k=0 
while k<N: 

space = np.zeros(N) 
space[k] = 1 
node[k+1] = space 
k+=1 

#====generate steps matrix ========================== 
L=N-W 
r=v=i=1 
os=xs=ys=zs= 0 
while r<=R: 

a=b=c=d=1 
while v <= (W*r): 

if i==1: 
if a==1: 

a1=(2*W)-1 
y = np.outer(node[v+a1], node[v]) 
ys = ys + y 
a = a + 1 

else: 
a2=W-1 
y = np.outer(node[v+a2], node[v]) 
ys = ys + y 

if i==2: 
if b==W: 

bw=(2*W)-1 
y = np.outer(node[v-bw], node[v]) 
ys = ys + y 

else: 
b2=W-1 
y = np.outer(node[v-b2], node[v]) 
ys = ys + y 
b+=1 

if i==3: 
if c==W: 

y = np.outer(node[v+1], node[v]) 
ys = ys + y 

else: 
c2=(W+1) 
y = np.outer(node[v+c2], node[v]) 
ys = ys + y 
c+=1 

if i==4: 
if d==1: 

y = np.outer(node[v-1], node[v]) 
ys = ys + y 
d = d + 1 

else: 
d2=W+1 
y = np.outer(node[v-d2], node[v]) 
ys = ys + y 

v+=1  
r+=1 
i+=1 
if i==5: 

i=1 
 
r=v=1 
while r<=R: 

while v<=(W*r):  
if r==1: 

z = np.outer(node[v+W], node[v]) 
x = np.outer(node[v+L], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os = os + o 
zs = zs + z 
xs = xs + x 

else: 
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if r==R: 
z = np.outer(node[v-L], node[v]) 
x = np.outer(node[v-W], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os = os + o 
zs = zs + z 
xs = xs + x 

else: 
z = np.outer(node[v+W], node[v]) 
x = np.outer(node[v-W], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os = os + o 
zs = zs + z 
xs = xs + x 

v+=1 
r+=1 

 
# the coin state terms that we need without change (in 3D) 
cxx3 = np.outer(coin3[0], coin3[0])  
cyy3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
czz3 = np.outer(coin3[2], coin3[2])  
# the coin state terms that we need with change (in 3D) 
czx3 = np.outer(coin3[2], coin3[0])  
cxz3 = np.outer(coin3[0], coin3[2])  
# in the following terms no change in the coin state when the jumping in space is happening (3D) 
S_hat_X3 = np.kron(xs, czx3)  
S_hat_Y3 = np.kron(ys, cyy3)  
S_hat_Z3 = np.kron(zs, cxz3)  
# Finally the Shift operator is: 
S_hatQ3 = S_hat_X3 + S_hat_Y3 + S_hat_Z3  
S_hatC3 = xs + ys + zs  
print ('these results are for W=' + str(W) + ', and R =' + str(R) + '.') 
#======Evolution operator ============= 
UG3 = S_hatQ3.dot(np.kron(np.eye(N), G3)) 
UC3 = S_hatC3/3  
#======Difine the initial state Psi(zero)===== 
i=1 
space = np.zeros(N) 
while i<=W: 

space = space + node[i] 
i+=1 

psi0Q3 = np.kron((space)/np.sqrt(W),((coin3[0]*X)+(coin3[1]*Y)+(coin3[2]*Z))/np.sqrt((X)+(Y)+(Z))) 
psi0C3 = ((space))/(W) 
#------------------------------------------------------------------------------------------------- 
yy= T+1 
Arri_Prob_G3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_C3 = np.zeros(yy) 
aG3 =0 
aC3 =0 
bG3 = np.zeros(yy) 
bC3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_G3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_C3 = np.zeros(yy) 
#============================================== 
t=0 
while t<=T: 

if t==0: 
psi_t_G3 = psi0Q3 
psi_t_C3 = psi0C3 

else : 
psi_t_G3 = np.dot(UG3, psi_t_G3) 
psi_t_C3 = np.dot(UC3, psi_t_C3) 

#====Grover 3D================================= 
e3 = ((Lev-1)*W*3) 
while e3<(Lev*W*3): 

psi_t_G3[e3] = 0 
e3+=1 

#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_G3[t] = psi_t_G3.dot(psi_t_G3.conjugate()).real  
Arri_Prob_G3[t] = 1 - Norm_psi_t_G3[t] 
#=========classical case 3D======================= 
s = 0 
while s<W: 

psi_t_C3[((Lev-1)*W)+s] = 0 
s+=1 

#---------------------------------- 
Norm_psi_t_C3[t]=np.sum(psi_t_C3)  
Arri_Prob_C3[t] = 1 - Norm_psi_t_C3[t] 
t+=1 

t-=1 
#===== the plotting part =========================================== 
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
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plt.plot(Arri_Prob_G3, 'g-', label='G 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_C3, 'k-', label='C 3D', markersize=12, linewidth=7) 
ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Arrival probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k') 
plt.xlim(0, yy) 
plt.ylim(0, 1) 
plt.title('Arrival probability.ZigZag loop ('+str(Lev)+' Levels),'+str(W)+' width,'+str(R)+' ring,initial state: '+str(W)+' node 
+ equal mixture of all coin states.after '+str(T)+' steps', fontsize=16) 
plt.legend(fontsize=20, loc='best', borderaxespad=0.) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#------the End of the code --------------------------------------------------------------------------------------- 
 

  الحلقي  ArmChair: تطور Գحۡل الواصل لأنبوب Է7مج البر
print ('بسم الله الرحمان الرحيم') 
#author: Hamza Bougroura  
#====== Import the requirement module ====================== 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
#======== Define the critical number ====================== 
T = 1000       # number of random steps 
W = 6          # number of vertex in width direction (any number)  
R = (2*8)+2    # the number of rings (should be even number) 
Lev = (R/2)+1  # number of Level in loop 
N = W*R        # the whole(entire) number of vertex 
O=1 
X=1 
Y=1 
Z=1 
#===Define Grover coin operator 3D ================= 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
#=====generate coin state ===================================== 
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
#=====generate space state that represent nodes ============== 
node = np.zeros((N+1, N))  
k=0 
while k<N: 

space = np.zeros(N) 
space[k] = 1 
node[k+1] = space 
k+=1 

#====generate steps matrix ========================== 
r=v= 1 
os=xs=ys=zs= 0 
while r<=R: 

i=1 
while v <= (W*r):  

if r%2==0:  
if i==1: 

ye1 = np.outer(node[v+(W-1)], node[v]) 
ys = ys + ye1 
i = i + 1 

else: 
if i==W: 

yew = np.outer(node[v-(W-1)], node[v]) 
ys = ys + yew 

else: 
if v%2==0: 

yee = np.outer(node[v+1], node[v]) 
ys = ys + yee 
i = i + 1 

else: 
yeo = np.outer(node[v-1], node[v]) 
ys = ys + yeo 
i = i + 1 

else: 
if v%2==0: 

yoe = np.outer(node[v-1], node[v]) 
ys = ys + yoe 

else: 
yoo = np.outer(node[v+1], node[v]) 
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ys = ys + yoo 
v+=1  

r+=1 
 
r=1 
v=1 
L=N-W 
while r<=R: 

while v<=(W*r):  
if r==1: 

z = np.outer(node[v+W], node[v]) 
x = np.outer(node[v+L], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os = os + o 
xs = xs + x 
zs = zs + z 

else: 
if r==R: 

z = np.outer(node[v-L], node[v]) 
x = np.outer(node[v-W], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os = os + o 
xs = xs + x 
zs = zs + z 

else: 
z = np.outer(node[v+W], node[v]) 
x = np.outer(node[v-W], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os = os + o 
xs = xs + x 
zs = zs + z 

v+=1 
r+=1 

# the coin state terms that we need without change (in 3D) 
cxx3 = np.outer(coin3[0], coin3[0])  
cyy3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
czz3 = np.outer(coin3[2], coin3[2])  
# the coin state terms that we need with change (in 3D) 
czx3 = np.outer(coin3[2], coin3[0])  
cxz3 = np.outer(coin3[0], coin3[2])  
# in the following terms not change in the coin state when the jumping in space is happening (3D) 
S_hat_X3 = np.kron(xs, czx3)  
S_hat_Y3 = np.kron(ys, cyy3)  
S_hat_Z3 = np.kron(zs, cxz3)  
# Finally the Shift operator is: 
S_hatQ3 = S_hat_X3 + S_hat_Y3 + S_hat_Z3  
S_hatC3 = xs + ys + zs 
print ('these results are for W=' + str(W) + ', and R =' + str(R) + '.') 
#======Evolution operator ============= 
UG3 = S_hatQ3.dot(np.kron(np.eye(N), G3)) 
UC3= S_hatC3/3  
#======Difine the initial state Psi(zero)===== 
i=1 
space = np.zeros(N) 
while i<=W: 

space = space + node[i] 
i+=1 

psi0Q3 = np.kron((space)/np.sqrt(W),((coin3[0]*X)+(coin3[1]*Y)+(coin3[2]*Z))/np.sqrt((X)+(Y)+(Z))) 
psi0C3 = ((space))/(W) 
#---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
yy= T+1 
Arri_Prob_G3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_C3 = np.zeros(yy) 
aG3 =0 
aC3 =0 
bG3 = np.zeros(yy) 
bC3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_G3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_C3 = np.zeros(yy) 
#============================================== 
t=0 
while t<=T: 

if t==0: 
psi_t_G3 = psi0Q3 
psi_t_C3 = psi0C3 

else : 
psi_t_G3 = np.dot(UG3, psi_t_G3) 
psi_t_C3 = np.dot(UC3, psi_t_C3) 

#====Grover 3D================================= 
e3 = ((Lev-1)*W*3) 
while e3<(Lev*W*3): 
psi_t_G3[e3] = 0 
e3+=1 
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#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_G3[t] = psi_t_G3.dot(psi_t_G3.conjugate()).real  
Arri_Prob_G3[t] = 1 - Norm_psi_t_G3[t] 
#=========classical case 3D======================= 
s = 0 
while s<W: 
psi_t_C3[((Lev-1)*W)+s] = 0 
s+=1 
#---------------------------------- 
Norm_psi_t_C3[t]=np.sum(psi_t_C3)  
Arri_Prob_C3[t] = 1 - Norm_psi_t_C3[t] 
t+=1 

t-=1 
#===== the plotting part =========================================== 
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.plot(Arri_Prob_G3, 'g-', label='G 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_C3, 'k-', label='C 3D', markersize=12, linewidth=7) 
ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Arrival probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k') 
plt.xlim(0, yy) 
plt.ylim(0, 1) 
plt.title('Transport probability.ArmChair loop ('+str(Lev)+' Levels),'+str(W)+' width,'+str(R)+' ring,initial state: '+str(W)+' 
node + equal mixture of all coin states.after '+str(T)+' steps', fontsize=16) 
plt.legend(fontsize=20, loc='best', borderaxespad=0.) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#------the End of the code --------------------------------------------------------------------------------------- 
 

  المقˍب ZigZag الواصل لأنبوب: تطور Գحۡل 8البرԷمج 
print ('بسم الله الرحمان الرحيم') 
#author: Hamza Bougroura  
#======== Import the requirement module =================== 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
#======= Define the critical number ====================== 
T = 6000              # number of random steps 
aa = 2                # this aa number because the number of the ring muset be even 
R = aa*16             # number of ring (only in the open tube) 
W = 9                 # the width of each ring  
Lev = R + 8           # the Levels number of the whole capped tube  
N = (W*R)+60          # number of entier of vertex in space (vertex)  
#===Define Grover coin operator 3D ================= 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
#=====generate coin state ===================================== 
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
#=====generate space state that represent nodes =============== 
node = np.zeros((N+1, N))  
k=0 
while k<N: 

space = np.zeros(N) 
space[k] = 1 
node[k+1] = space 
k+=1 

#====generate steps matrix =================================== 
r=4 
rr=R+(r-1) 
v=31 
i=4 
os=xs=ys=zs= 0 
xs_1 = 0 
while r<=(rr): 

a=b=c=d=1 
ll=v 
while v <(W+ll): 

if i==1: 
if a==1: 

a1=(2*W)-1 
y = np.outer(node[v+a1], node[v]) 
ys = ys + y 
a = a + 1 
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else: 
a2=W-1 
y = np.outer(node[v+a2], node[v]) 
ys = ys + y 

if i==2: 
if b==W: 

bw=(2*W)-1 
y = np.outer(node[v-bw], node[v]) 
ys = ys + y 

else: 
b2=W-1 
y = np.outer(node[v-b2], node[v]) 
ys = ys + y 
b+=1 

if i==3: 
if c==W: 

y = np.outer(node[v+1], node[v]) 
ys = ys + y 

else: 
c2=(W+1) 
y = np.outer(node[v+c2], node[v]) 
ys = ys + y 
c+=1 

if i==4: 
if d==1: 

y = np.outer(node[v-1], node[v]) 
ys = ys + y 
d = d + 1 

else: 
d2=W+1 
y = np.outer(node[v-d2], node[v]) 
ys = ys + y 

v+=1  
r+=1 
i+=1 
if i==5: 

i=1 
r=4 
rr=R+(r-1) 
v=31 
while r<=rr: 

ll=v 
while v<(W+ll):  

if r==4: 
z = np.outer(node[v+W], node[v]) 
x = np.outer(node[v-W], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os = os + o 
zs = zs + z 
xs_1 = xs_1 + x 

else: 
z = np.outer(node[v+W], node[v]) 
x = np.outer(node[v-W], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os = os + o 
zs = zs + z 
xs = xs + x 

v+=1 
r+=1 

v-=1 
v = v - 30 
#====generate the space terms For the two half of the C60 sphere alone starting from 6 vertex case 
(Hexagonal)====================== 
#|O><O| 
os1 = np.outer(node[1], node[1])+np.outer(node[2], node[2]) +np.outer(node[3], node[3])+np.outer(node[4], 
node[4])+np.outer(node[5], node[5])+np.outer(node[6], node[6])+np.outer(node[7], node[7])+np.outer(node[8], 
node[8])+np.outer(node[9], node[9])+np.outer(node[10], node[10]) 
os2 = os1 +np.outer(node[11], node[11])+np.outer(node[12], node[12])+np.outer(node[13], node[13])+np.outer(node[14], 
node[14])+np.outer(node[15], node[15])+np.outer(node[16], node[16])+np.outer(node[17], node[17])+np.outer(node[18], 
node[18])+np.outer(node[19], node[19])+np.outer(node[20], node[20]) 
os3 = os2 +np.outer(node[21], node[21])+np.outer(node[22], node[22])+np.outer(node[23], node[23])+np.outer(node[24], 
node[24])+np.outer(node[25], node[25])+np.outer(node[26], node[26])+np.outer(node[27], node[27])+np.outer(node[28], 
node[28])+np.outer(node[29], node[29])+np.outer(node[30], node[30]) 
#----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
os4 = os3 +np.outer(node[v+31], node[v+31])+np.outer(node[v+32], node[v+32])+np.outer(node[v+33], 
node[v+33])+np.outer(node[v+34], node[v+34])+np.outer(node[v+35], node[v+35])+np.outer(node[v+36], 
node[v+36])+np.outer(node[v+37], node[v+37])+np.outer(node[v+38], node[v+38])+np.outer(node[v+39], 
node[v+39])+np.outer(node[v+40], node[v+40]) 
os5 = os4 +np.outer(node[v+41], node[v+41])+np.outer(node[v+42], node[v+42])+np.outer(node[v+43], 
node[v+43])+np.outer(node[v+44], node[v+44])+np.outer(node[v+45], node[v+45])+np.outer(node[v+46], 
node[v+46])+np.outer(node[v+47], node[v+47])+np.outer(node[v+48], node[v+48])+np.outer(node[v+49], 
node[v+49])+np.outer(node[v+50], node[v+50]) 
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os6 = os5 +np.outer(node[v+51], node[v+51])+np.outer(node[v+52], node[v+52])+np.outer(node[v+53], 
node[v+53])+np.outer(node[v+54], node[v+54])+np.outer(node[v+55], node[v+55])+np.outer(node[v+56], 
node[v+56])+np.outer(node[v+57], node[v+57])+np.outer(node[v+58], node[v+58])+np.outer(node[v+59], 
node[v+59])+np.outer(node[v+60], node[v+60]) 
 
#|X><X|: don't forget to put back the term "np.outer(node[v+49], node[v+40])" in its right place  
xs1 = np.outer(node[6], node[1]) +np.outer(node[3], node[2]) +np.outer(node[2], node[3]) +np.outer(node[5], node[4]) 
+np.outer(node[4], node[5]) +np.outer(node[1], node[6]) +np.outer(node[14], node[7]) +np.outer(node[15], node[8]) 
+np.outer(node[17], node[9]) +np.outer(node[18], node[10])+np.outer(node[v+49], node[v+40]) 
xs2 = xs1 +np.outer(node[20], node[11])+np.outer(node[21], node[12])+ +np.outer(node[7], node[14]) +np.outer(node[8], 
node[15]) + np.outer(node[9], node[17])+np.outer(node[10], node[18])+ +np.outer(node[11], node[20]) 
xs3 = xs2 +np.outer(node[12], node[21])+np.outer(node[31], node[22])+np.outer(node[32], node[23])+np.outer(node[33], 
node[24])+np.outer(node[34], node[25])+np.outer(node[35], node[26])+np.outer(node[36], node[27])+np.outer(node[37], 
node[28])+np.outer(node[38], node[29])+np.outer(node[39], node[30]) 
#----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
xs4= np.outer(node[v+22], node[v+31])+np.outer(node[v+23], node[v+32])+np.outer(node[v+24], node[v+33])+np.outer(node[v+25], 
node[v+34])+np.outer(node[v+26], node[v+35])+np.outer(node[v+27], node[v+36])+np.outer(node[v+28], 
node[v+37])+np.outer(node[v+29], node[v+38])+np.outer(node[v+30], node[v+39]) 
xs5 = xs3+ +np.outer(node[v+51], node[v+42])+ + +np.outer(node[v+53], node[v+45])+ +np.outer(node[v+54], node[v+47])+ 
+np.outer(node[v+40], node[v+49])  
xs6 = xs5+np.outer(node[v+42], node[v+51])+np.outer(node[v+58], node[v+52])+np.outer(node[v+45], 
node[v+53])+np.outer(node[v+47], node[v+54])+np.outer(node[v+60], node[v+55])+np.outer(node[v+57], 
node[v+56])+np.outer(node[v+56], node[v+57])+np.outer(node[v+52], node[v+58])+ + np.outer(node[v+55], node[v+60]) 
 
#|Y><Y| 
ys1 = + +np.outer(node[8], node[2]) +np.outer(node[4], node[3]) +np.outer(node[3], node[4]) +np.outer(node[11], node[5]) 
+np.outer(node[12], node[6]) +np.outer(node[13], node[7]) +np.outer(node[2], node[8]) +np.outer(node[16], node[9]) 
+np.outer(node[19], node[10]) 
ys2 = ys1 +np.outer(node[5], node[11]) +np.outer(node[6], node[12]) +np.outer(node[7], node[13]) +np.outer(node[15], 
node[14])+np.outer(node[14], node[15])+np.outer(node[9], node[16]) +np.outer(node[18], node[17])+np.outer(node[17], 
node[18])+np.outer(node[10], node[19])+np.outer(node[21], node[20]) 
ys3 = ys2 +np.outer(node[20], node[21])+np.outer(node[32], node[22])+np.outer(node[33], node[23])+np.outer(node[34], 
node[24])+np.outer(node[35], node[25])+np.outer(node[36], node[26])+np.outer(node[37], node[27])+np.outer(node[38], 
node[28])+np.outer(node[39], node[29])+np.outer(node[31], node[30]) 
#----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
ys4 = ys3 +np.outer(node[v+30], node[v+31])+np.outer(node[v+22], node[v+32])+np.outer(node[v+23], 
node[v+33])+np.outer(node[v+24], node[v+34])+np.outer(node[v+25], node[v+35])+np.outer(node[v+26], 
node[v+36])+np.outer(node[v+27], node[v+37])+np.outer(node[v+28], node[v+38])+np.outer(node[v+29], 
node[v+39])+np.outer(node[v+41], node[v+40]) 
ys5 = ys4 +np.outer(node[v+40], node[v+41])+np.outer(node[v+50], node[v+42])+np.outer(node[v+44], 
node[v+43])+np.outer(node[v+43], node[v+44])+np.outer(node[v+52], node[v+45])+np.outer(node[v+47], 
node[v+46])+np.outer(node[v+46], node[v+47])+np.outer(node[v+49], node[v+48])+np.outer(node[v+48], 
node[v+49])+np.outer(node[v+42], node[v+50]) 
ys6 = ys5 + +np.outer(node[v+45], node[v+52])+np.outer(node[v+59], node[v+53])+np.outer(node[v+60], 
node[v+54])+np.outer(node[v+56], node[v+55])+np.outer(node[v+55], node[v+56])+np.outer(node[v+58], 
node[v+57])+np.outer(node[v+57], node[v+58])+np.outer(node[v+53], node[v+59])+np.outer(node[v+54], node[v+60]) 
 
#|Z><Z| 
zs1 = np.outer(node[7], node[1])+ +np.outer(node[9], node[3])+np.outer(node[10], node[4]) +np.outer(node[6], node[5]) 
+np.outer(node[5], node[6]) +np.outer(node[1], node[7]) + +np.outer(node[3], node[9]) +np.outer(node[4], node[10]) 
zs2 = zs1 + + +np.outer(node[22], node[13])+np.outer(node[23], node[14])+np.outer(node[24], node[15])+np.outer(node[25], 
node[16])+np.outer(node[26], node[17])+np.outer(node[27], node[18])+np.outer(node[28], node[19])+np.outer(node[29], node[20]) 
zs3 = zs2 +np.outer(node[30], node[21])+np.outer(node[13], node[22])+np.outer(node[14], node[23])+np.outer(node[15], 
node[24])+np.outer(node[16], node[25])+np.outer(node[17], node[26])+np.outer(node[18], node[27])+np.outer(node[19], 
node[28])+np.outer(node[20], node[29])+np.outer(node[21], node[30]) 
#----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
zs4 = zs3 +np.outer(node[v+40], node[v+31])+np.outer(node[v+41], node[v+32])+np.outer(node[v+42], 
node[v+33])+np.outer(node[v+43], node[v+34])+np.outer(node[v+44], node[v+35])+np.outer(node[v+45], 
node[v+36])+np.outer(node[v+46], node[v+37])+np.outer(node[v+47], node[v+38])+np.outer(node[v+48], 
node[v+39])+np.outer(node[v+31], node[v+40]) 
zs5 = zs4 +np.outer(node[v+32], node[v+41])+np.outer(node[v+33], node[v+42])+np.outer(node[v+34], 
node[v+43])+np.outer(node[v+35], node[v+44])+np.outer(node[v+36], node[v+45])+np.outer(node[v+37], 
node[v+46])+np.outer(node[v+38], node[v+47])+np.outer(node[v+39], node[v+48])+np.outer(node[v+55], node[v+49])  
zs6 = zs5 +np.outer(node[v+57], node[v+51])+ + + +np.outer(node[v+49], node[v+55])+ +np.outer(node[v+51], node[v+57])+ 
+np.outer(node[v+60], node[v+59])+np.outer(node[v+59], node[v+60]) 
 
# the except four jumping space are(corresponding to |Z><X| and |X><Z|) 
node_zy = np.outer(node[2], node[1])  
node_yz = np.outer(node[1], node[2])  
 
node_zx = np.outer(node[8], node[16])+np.outer(node[11], node[19])+np.outer(node[12], node[13])+np.outer(node[v+50], 
node[v+41])+np.outer(node[v+52], node[v+44])+np.outer(node[v+53], node[v+46])+np.outer(node[v+54], 
node[v+48])+np.outer(node[v+56], node[v+50])+np.outer(node[v+58], node[v+59]) 
 
node_xz = np.outer(node[16], node[8])+np.outer(node[19], node[11])+np.outer(node[13], node[12])+np.outer(node[v+41], 
node[v+50])+np.outer(node[v+44], node[v+52])+np.outer(node[v+46], node[v+53])+np.outer(node[v+48], 
node[v+54])+np.outer(node[v+50], node[v+56])+np.outer(node[v+59], node[v+58]) 
 
node_yx = np.outer(node[v+51], node[v+43]) 
node_xy = np.outer(node[v+43], node[v+51]) 
#------------------------------------------------------------ 
## the coin state terms that we need without change (in 3D) 
cxx3 = np.outer(coin3[0], coin3[0])  
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cyy3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
czz3 = np.outer(coin3[2], coin3[2])  
# the coin state terms that we need with change (in 3D) 
czx3 = np.outer(coin3[2], coin3[0])  
cxz3 = np.outer(coin3[0], coin3[2])  
#---- 
cyx3 = np.outer(coin3[1], coin3[0])  
cxy3 = np.outer(coin3[0], coin3[1])  
#----- 
czy3 = np.outer(coin3[2], coin3[1])  
cyz3 = np.outer(coin3[1], coin3[2]) 
#------------------------------------------ 
osT = os6 + os 
xsT = xs6 + xs_1 
ysT = ys6 + ys 
zsT = zs6  
#------------------------------------------ 
# in the following terms (of the Shift operator) there is not change in the coin state when the jumping in space is happening 
(3D) 
S_hat_X3 = np.kron(xsT, cxx3)  
S_hat_Y3 = np.kron(ysT, cyy3)  
S_hat_Z3 = np.kron(zsT, czz3)  
# However there is only four terms (of the Shift operator) that we should change the coin state when the jumping in space is 
happening (3D)  
S_hat_zx3 = np.kron(node_zx, czx3)+np.kron(xs4, czx3)+np.kron(xs, czx3) 
S_hat_xz3 = np.kron(node_xz, cxz3)+np.kron(zs, cxz3) 
#----- 
S_hat_yx3 = np.kron(node_yx, cyx3) 
S_hat_xy3 = np.kron(node_xy, cxy3) 
#----- 
S_hat_zy3 = np.kron(node_zy, czy3) 
S_hat_yz3 = np.kron(node_yz, cyz3) 
#----------------------------------------------------------- 
# Finally the Shift operator is: 
S_hatQ3 = S_hat_X3 + S_hat_Y3 + S_hat_Z3 + S_hat_zx3 + S_hat_xz3 + S_hat_yx3 + S_hat_xy3 + S_hat_zy3 + S_hat_yz3  
S_hatC3 = xsT + ysT + zsT + node_xz + node_zx + node_xy + node_yx + node_yz + node_zy + xs4 + xs +zs  
#---------------------------------------------- 
invers_S_hatQ3 = np.linalg.inv(S_hatQ3) 
unitarity_of_S_hatQ3 = np.dot(invers_S_hatQ3, S_hatQ3) 
print ('unitarity of S_hatQ3 = ') 
print (unitarity_of_S_hatQ3) 
 
print ('these results are for W=' + str(W) + ', and R =' + str(R) + '.') 
print ('++++++++++++++++++++++++++++') 
#===== Evolution operator ========= 
UG3 = S_hatQ3.dot(np.kron(np.eye(N), G3)) 
UC3= S_hatC3/3  
#======Difine the initial state Psi( zero)====================== 
i=1 
space = np.zeros(N) 
while i<=(6): 
space = space + node[i] 
i+=1 
psi0Q3 = np.kron((space)/np.sqrt(6),(coin3[0]+coin3[1]+coin3[2])/np.sqrt(3.)) 
psi0C3 =((space))/(6) 
#=============================================== 
yy= T+1 
Arri_Prob_G3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_C3 = np.zeros(yy) 
aG3 =0 
aC3 =0 
bG3 = np.zeros(yy) 
bC3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_G3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_C3 = np.zeros(yy) 
#============================================== 
t=0 
while t<=T: 

if t==0: 
psi_t_G3 = psi0Q3 
psi_t_C3 = psi0C3 

else : 
psi_t_G3 = np.dot(UG3, psi_t_G3) 
psi_t_C3 = np.dot(UC3, psi_t_C3) 

#====Grover 3D================================= 
e3 = ((v+54)*3) 
while e3<((v+60)*3): 

psi_t_G3[e3] = 0 
e3+=1 

#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_G3[t] = psi_t_G3.dot(psi_t_G3.conjugate()).real  
Arri_Prob_G3[t] = 1 - Norm_psi_t_G3[t] 
#=========classical case 3D======================= 
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psi_t_C3[v+54]=0 
psi_t_C3[v+55]=0 
psi_t_C3[v+56]=0 
psi_t_C3[v+57]=0 
psi_t_C3[v+58]=0 
psi_t_C3[v+59]=0 
#---------------------------------- 
Norm_psi_t_C3[t]=np.sum(psi_t_C3)  
Arri_Prob_C3[t] = 1 - Norm_psi_t_C3[t] 
t+=1 

t-=1 
#===== the plotting part =========================================== 
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.plot(Arri_Prob_G3, 'g-', label='G 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_C3, 'k-', label='C 3D', markersize=12, linewidth=7) 
ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Arrival probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k') 
plt.xlim(0, yy) 
plt.ylim(0, 1) 
plt.title('Arrival probability.ZigZag capped ('+str(Lev)+' Levels),'+str(W)+' width,'+str(R)+'+8 ring, initial state: 6 
node(Hexagonal) + equal mixture of all coin states.after '+str(T)+' steps', fontsize=16) 
plt.legend(fontsize=20, loc='best', borderaxespad=0.) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#------the End of the code --------------------------------------------------------------------------------------- 
 

 المقˍب ArmChairواصل لأنبوب : تطور Գحۡل ال9البرԷمج 
print ('بسم الله الرحمان الرحيم') 
#author: Hamza Bougroura  
#======== Import the requirement module =================== 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from matplotlib.ticker import AutoMinorLocator 
#======= Define the critical number ====================== 
T = 60000       # number of random steps 
R = 32          # number of ring only in the open tube  
W = 10          # the width of each ring  
Lev = R + 8     #the Levels number of the whole closed tube  
N = (W*R)+60    # number of positions in space (vertex)  
#===Define Grover coin operator 3D ================= 
G3 = (np.array([[-1, 2, 2], [2, -1, 2], [2, 2, -1]]))/(3.) 
#=====generate coin state ===================================== 
coin3 = np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]]) 
#=====generate space state that represent nodes =============== 
node = np.zeros((N+1, N))  
k=0 
while k<N: 

space = np.zeros(N) 
space[k] = 1 
node[k+1] = space 
k+=1 

#====generate steps matrix =================================== 
r=4 
v=31 
os_P2=0 
xs_P2_xx=0 
xs_P2=0 
ys_P2=0 
zs_P2= 0 
while r<=(R+3): 

i=1 
while v <= (W*r):  

if r%2==0:  
if i==1: 

ye1 = np.outer(node[v+(W-1)], node[v]) 
ys_P2 = ys_P2 + ye1 
i = i + 1 

else: 
if i==W: 

yew = np.outer(node[v-(W-1)], node[v]) 
ys_P2 = ys_P2 + yew 
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else: 
if v%2==0: 

yee = np.outer(node[v+1], node[v]) 
ys_P2 = ys_P2 + yee 
i = i + 1 

else: 
yeo = np.outer(node[v-1], node[v]) 
ys_P2 = ys_P2 + yeo 
i = i + 1 

else: 
if v%2==0: 

yoe = np.outer(node[v-1], node[v]) 
ys_P2 = ys_P2 + yoe 

else: 
yoo = np.outer(node[v+1], node[v]) 
ys_P2 = ys_P2 + yoo 

v+=1  
r+=1 

r=4 
v=31 
while r<=(R+3): 

while v<=(W*r):  
if r==4: 

z = np.outer(node[v+W], node[v]) 
x = np.outer(node[v-W], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os_P2 = os_P2 + o 
xs_P2_xx = xs_P2_xx + x 
zs_P2 = zs_P2 + z 

else: 
z = np.outer(node[v+W], node[v]) 
x = np.outer(node[v-W], node[v]) 
o = np.outer(node[v], node[v]) 
os_P2 = os_P2 + o 
xs_P2 = xs_P2 + x 
zs_P2 = zs_P2 + z 

v+=1 
r+=1 

v-=1 
v = v - 30 
#------------------------------------ 
#|O><O| 
os1 = +np.outer(node[1], node[1])+np.outer(node[2], node[2])+np.outer(node[3], node[3])+np.outer(node[4], 
node[4])+np.outer(node[5], node[5])+np.outer(node[6], node[6]) +np.outer(node[7], node[7]) +np.outer(node[8], node[8]) 
+np.outer(node[9], node[9]) +np.outer(node[10], node[10]) 
os2 = os1 +np.outer(node[11], node[11])+np.outer(node[12], node[12])+np.outer(node[13], node[13])+np.outer(node[14], 
node[14])+np.outer(node[15], node[15])+np.outer(node[16], node[16])+np.outer(node[17], node[17])+np.outer(node[18], 
node[18])+np.outer(node[19], node[19])+np.outer(node[20], node[20]) 
os_P1 = os2 +np.outer(node[21], node[21])+np.outer(node[22], node[22])+np.outer(node[23], node[23])+np.outer(node[24], 
node[24])+np.outer(node[25], node[25])+np.outer(node[26], node[26])+np.outer(node[27], node[27])+np.outer(node[28], 
node[28])+np.outer(node[29], node[29])+np.outer(node[30], node[30]) 
#----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
os4=np.outer(node[v+31], node[v+31])+np.outer(node[v+32], node[v+32])+np.outer(node[v+33], node[v+33])+np.outer(node[v+34], 
node[v+34])+np.outer(node[v+35], node[v+35])+np.outer(node[v+36], node[v+36])+np.outer(node[v+37], 
node[v+37])+np.outer(node[v+38], node[v+38])+np.outer(node[v+39], node[v+39])+np.outer(node[v+40], node[v+40]) 
os5=os4 +np.outer(node[v+41], node[v+41])+np.outer(node[v+42], node[v+42])+np.outer(node[v+43], 
node[v+43])+np.outer(node[v+44], node[v+44])+np.outer(node[v+45], node[v+45])+np.outer(node[v+46], 
node[v+46])+np.outer(node[v+47], node[v+47])+np.outer(node[v+48], node[v+48])+np.outer(node[v+49], 
node[v+49])+np.outer(node[v+50], node[v+50]) 
os_P3=os5 +np.outer(node[v+51], node[v+51])+np.outer(node[v+52], node[v+52])+np.outer(node[v+53], 
node[v+53])+np.outer(node[v+54], node[v+54])+np.outer(node[v+55], node[v+55])+np.outer(node[v+56], 
node[v+56])+np.outer(node[v+57], node[v+57])+np.outer(node[v+58], node[v+58])+np.outer(node[v+59], 
node[v+59])+np.outer(node[v+60], node[v+60]) 
 
#|X><X| 
xs1 = np.outer(node[2], node[1])+np.outer(node[1], node[2])+np.outer(node[4], node[3])+np.outer(node[3], 
node[4])+np.outer(node[10], node[5]) +np.outer(node[11], node[6]) +np.outer(node[12], node[7]) +np.outer(node[15], 
node[8])+np.outer(node[16], node[9])+np.outer (node[5], node[10]) 
xs2 = xs1 +np.outer(node[6], node[11])+np.outer(node[7], node[12])+np.outer(node[14], node[13])+np.outer(node[13], 
node[14])+np.outer(node[8], node[15])+np.outer(node[9], node[16])+np.outer(node[20], node[19])+np.outer(node[19], node[20]) 
xs_P1 = xs2 +np.outer(node[31], node[21])+np.outer(node[32], node[22])+np.outer(node[33], node[23])+np.outer(node[34], 
node[24])+np.outer(node[35], node[25])+np.outer(node[36], node[26])+np.outer(node[37], node[27])+np.outer(node[38], 
node[28])+np.outer(node[39], node[29])+np.outer(node[40], node[30]) 
#----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
xs_P3_zx= np.outer(node[v+21], node[v+31])+np.outer(node[v+22], node[v+32])+np.outer(node[v+23], 
node[v+33])+np.outer(node[v+24], node[v+34])+np.outer(node[v+25], node[v+35])+np.outer(node[v+26], 
node[v+36])+np.outer(node[v+27], node[v+37])+np.outer(node[v+28], node[v+38])+np.outer(node[v+29], 
node[v+39])+np.outer(node[v+30], node[v+40]) 
xs5= np.outer(node[v+50], node[v+41])+np.outer(node[v+52], node[v+42])+np.outer(node[v+51], node[v+43])+np.outer(node[v+45], 
node[v+44])+np.outer(node[v+44], node[v+45])+np.outer(node[v+55], node[v+46])+np.outer(node[v+54], 
node[v+47])+np.outer(node[v+53], node[v+49])+np.outer(node[v+41], node[v+50]) 



-82- 
 

xs_P3= xs5+np.outer(node[v+43], node[v+51])+np.outer(node[v+42], node[v+52])+np.outer(node[v+49], 
node[v+53])+np.outer(node[v+47], node[v+54])+np.outer(node[v+46], node[v+55])+np.outer(node[v+57], 
node[v+56])+np.outer(node[v+56], node[v+57])+np.outer(node[v+59], node[v+58])+np.outer(node[v+58], node[v+59]) 
 
#|Y><Y| 
ys1 = np.outer(node[5], node[1])+np.outer (node[3], node[2])+np.outer (node[2], node[3])+np.outer (node[9], node[4]) 
+np.outer(node[1], node[5])+np.outer(node[20], node[6]) +np.outer(node[13], node[7])+np.outer(node[14], node[8]) 
+np.outer(node[4], node[9]) +np.outer(node[19], node[10]) 
ys2 = ys1 +np.outer(node[12], node[11])+np.outer(node[11], node[12])+np.outer(node[7], node[13])+np.outer(node[8], 
node[14])+np.outer(node[16], node[15])+np.outer(node[15], node[16])+np.outer(node[18], node[17])+np.outer(node[17], 
node[18])+np.outer(node[10], node[19])+np.outer(node[6], node[20]) 
ys_P1 = ys2 +np.outer(node[30], node[21])+np.outer(node[23], node[22])+np.outer(node[22], node[23])+np.outer(node[25], 
node[24])+np.outer(node[24], node[25])+np.outer(node[27], node[26])+np.outer(node[26], node[27])+np.outer(node[29], 
node[28])+np.outer(node[28], node[29])+np.outer(node[21], node[30]) 
#----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
ys4=np.outer(node[v+32], node[v+31])+np.outer(node[v+31], node[v+32])+np.outer(node[v+34], node[v+33])+np.outer(node[v+33], 
node[v+34])+np.outer(node[v+36], node[v+35])+np.outer(node[v+35], node[v+36])+np.outer(node[v+38], 
node[v+37])+np.outer(node[v+37], node[v+38])+np.outer(node[v+40], node[v+39])+np.outer(node[v+39], node[v+40]) 
ys5=ys4 +np.outer(node[v+52], node[v+41])+np.outer(node[v+43], node[v+42])+np.outer(node[v+42], 
node[v+43])+np.outer(node[v+51], node[v+44])+np.outer(node[v+55], node[v+45])+np.outer(node[v+47], 
node[v+46])+np.outer(node[v+46], node[v+47])+np.outer(node[v+49], node[v+48])+np.outer(node[v+48], 
node[v+49])+np.outer(node[v+53], node[v+50]) 
ys_P3=ys5 +np.outer(node[v+44], node[v+51])+np.outer(node[v+41], node[v+52])+np.outer(node[v+50], 
node[v+53])+np.outer(node[v+59], node[v+54])+np.outer(node[v+45], node[v+55])+np.outer(node[v+60], 
node[v+56])+np.outer(node[v+58], node[v+57])+np.outer(node[v+57], node[v+58])+np.outer(node[v+54], 
node[v+59])+np.outer(node[v+56], node[v+60]) 
 
#|Z><Z| 
zs1 = np.outer(node[6], node[1])+np.outer (node[7], node[2])+np.outer(node[8], node[3])+np.outer (node[5], node[4])+np.outer 
(node[4], node[5])+np.outer (node[1], node[6])+np.outer(node[2], node[7])+np.outer(node[3], node[8]) 
zs2 = zs1 +np.outer(node[21], node[11])+np.outer(node[22], node[12])+np.outer(node[23], node[13])+np.outer(node[24], 
node[14])+np.outer(node[25], node[15])+np.outer(node[26], node[16])+np.outer(node[27], node[17])+np.outer(node[28], 
node[18])+np.outer(node[29], node[19])+np.outer(node[30], node[20]) 
zs_P1 = zs2 +np.outer(node[11], node[21])+np.outer(node[12], node[22])+np.outer(node[13], node[23])+np.outer(node[14], 
node[24])+np.outer(node[15], node[25])+np.outer(node[16], node[26])+np.outer(node[17], node[27])+np.outer(node[18], 
node[28])+np.outer(node[19], node[29])+np.outer(node[20], node[30]) 
#----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
zs4 =np.outer(node[v+41], node[v+31])+np.outer(node[v+42], node[v+32])+np.outer(node[v+43], node[v+33])+np.outer(node[v+44], 
node[v+34])+np.outer(node[v+45], node[v+35])+np.outer(node[v+46], node[v+36])+np.outer(node[v+47], 
node[v+37])+np.outer(node[v+48], node[v+38])+np.outer(node[v+49], node[v+39])+np.outer(node[v+50], node[v+40]) 
zs5 =zs4 +np.outer(node[v+31], node[v+41])+np.outer(node[v+32], node[v+42])+np.outer(node[v+33], 
node[v+43])+np.outer(node[v+34], node[v+44])+np.outer(node[v+35], node[v+45])+np.outer(node[v+36], 
node[v+46])+np.outer(node[v+37], node[v+47])+np.outer(node[v+38], node[v+48])+np.outer(node[v+39], 
node[v+49])+np.outer(node[v+40], node[v+50]) 
zs_P3 =zs5 +np.outer(node[v+56], node[v+51])+np.outer(node[v+57], node[v+52])+np.outer(node[v+58], 
node[v+53])+np.outer(node[v+60], node[v+55])+np.outer(node[v+51], node[v+56])+np.outer(node[v+52], 
node[v+57])+np.outer(node[v+53], node[v+58])+np.outer(node[v+55], node[v+60]) 
 
# the except four jumping space are(corresponding to |Z><X| and |X><Z|) 
node9_17 = np.outer(node[9], node[17]) 
node17_9 = np.outer(node[17], node[9]) 
node10_18 = np.outer(node[10], node[18]) 
node18_10 = np.outer(node[18], node[10]) 
#----------- 
node54_48_P3 = np.outer(node[(v+54)], node[(v+48)])  
node48_54_P3 = np.outer(node[(v+48)], node[(v+54)])  
node59_60_P3 = np.outer(node[(v+59)], node[(v+60)]) 
node60_59_P3 = np.outer(node[(v+60)], node[(v+59)]) 
#---------- 
node_xz = node17_9 + node18_10 + node48_54_P3 + node60_59_P3 
node_zx = node9_17 + node10_18 + node54_48_P3 + node59_60_P3 
#------------------------------------------------------------ 
# the coin state terms that we need without change (in 3D) 
cxx3 = np.outer(coin3[0], coin3[0])  
cyy3 = np.outer(coin3[1], coin3[1])  
czz3 = np.outer(coin3[2], coin3[2])  
# the coin state terms that we need with change (in 3D) 
czx3 = np.outer(coin3[2], coin3[0])  
cxz3 = np.outer(coin3[0], coin3[2]) 
#-------------------------------------------------------------------- 
#the shift terms P1 + P3: 
os_P1P3 = os_P1 + os_P3 
xs_P3_zx 
xs_P1P3 = xs_P1 + xs_P3 
ys_P1P3 = ys_P1 + ys_P3 
zs_P1P3 = zs_P1 + zs_P3 
#---------------------------------------- 
# the shift operator parts for (3D): 
S_hat_X3_P3_zx = np.kron(xs_P3_zx, czx3) 
S_hat_X3_P1P3 = np.kron(xs_P1P3, cxx3)  
S_hat_Y3_P1P3 = np.kron(ys_P1P3, cyy3)  
S_hat_Z3_P1P3 = np.kron(zs_P1P3, czz3)  
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S_hat_X3_P2_xx = np.kron(xs_P2_xx, cxx3) 
S_hat_X3_P2 = np.kron(xs_P2, czx3)  
S_hat_Y3_P2 = np.kron(ys_P2, cyy3)  
S_hat_Z3_P2 = np.kron(zs_P2, cxz3) 
#-------------------------------------------------------------------- 
# the changed coin state terms in the C60 (3D)  
S_hat_zx3 = np.kron(node_zx, czx3) 
S_hat_xz3 = np.kron(node_xz, cxz3) 
#-------------------------------------------------------------------- 
S_hat_X3 = S_hat_X3_P1P3 + S_hat_X3_P2 + S_hat_X3_P3_zx + S_hat_X3_P2_xx 
S_hat_Y3 = S_hat_Y3_P1P3 + S_hat_Y3_P2 
S_hat_Z3 = S_hat_Z3_P1P3 + S_hat_Z3_P2 
#--------------------------------------------------------------------- 
os = os_P1P3 + os_P2 
xs = xs_P1P3 + xs_P3_zx + xs_P2 + xs_P2_xx 
ys = ys_P1P3 + ys_P2 
zs = zs_P1P3 + zs_P2  
#-------------------------------------------- 
# Finally the Shift operator is: 
S_hatQ3 = S_hat_X3 + S_hat_Y3 + S_hat_Z3 + S_hat_xz3 + S_hat_zx3 # quantum case 3D 
S_hatC3 = xs + ys + zs + node_xz + node_zx # classical case 3D 
#---------------------------------------------- 
invers_S_hatQ3 = np.linalg.inv(S_hatQ3) 
unitarity_of_S_hatQ3 = np.dot(invers_S_hatQ3, S_hatQ3) 
print ('unitarity of S_hatQ3 = ') 
print (unitarity_of_S_hatQ3) 
 
print ('these results are for W=' + str(W) + ', and R =' + str(R) + '.') 
print ('++++++++++++++++++++++++++++') 
#===== Evolution operator ============================= 
UG3 = S_hatQ3.dot(np.kron(np.eye(N), G3)) 
UC3= S_hatC3/3  
#======Difine the initial state Psi( zero)====================== 
i=1 
space = np.zeros(N) 
while i<=(5): 
space = space + node[i] 
i+=1 
psi0Q3 = np.kron((space)/np.sqrt(5),(coin3[0]+coin3[1]+coin3[2])/np.sqrt(3.)) 
psi0C3 =((space))/(5) 
#=============================================== 
yy= T+1 
Arri_Prob_G3 = np.zeros(yy) 
Arri_Prob_C3 = np.zeros(yy) 
aG3 =0 
aC3 =0 
bG3 = np.zeros(yy) 
bC3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_G3 = np.zeros(yy) 
Norm_psi_t_C3 = np.zeros(yy) 
#============================================== 
t=0 
while t<=T: 

if t==0: 
psi_t_G3 = psi0Q3 
psi_t_C3 = psi0C3 

else : 
psi_t_G3 = np.dot(UG3, psi_t_G3) 
psi_t_C3 = np.dot(UC3, psi_t_C3) 

#====Grover 3D================================= 
e3 = ((v+55)*3) 
while e3<((v+60)*3): 

psi_t_G3[e3] = 0 
e3+=1 

#--------------------------------------------- 
Norm_psi_t_G3[t] = psi_t_G3.dot(psi_t_G3.conjugate()).real  
Arri_Prob_G3[t] = 1 - Norm_psi_t_G3[t] 
#=========classical case 3D======================= 
psi_t_C3[v+55]=0 
psi_t_C3[v+56]=0 
psi_t_C3[v+57]=0 
psi_t_C3[v+58]=0 
psi_t_C3[v+59]=0 
#---------------------------------- 
Norm_psi_t_C3[t]=np.sum(psi_t_C3)  
Arri_Prob_C3[t] = 1 - Norm_psi_t_C3[t] 
t+=1 

t-=1 
#===== the plotting part =========================================== 
minorLocator = AutoMinorLocator() 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.plot(Arri_Prob_G3, 'g-', label='G 3D', markersize=12, linewidth=7) 
plt.plot(Arri_Prob_C3, 'k-', label='C 3D', markersize=12, linewidth=7) 
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ax.xaxis.set_minor_locator(minorLocator) 
ax.tick_params(axis='x', which='major', labelsize=70, width=6, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='x', which='minor', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.tick_params(axis='y', which='major', labelsize=70, width=2, length=20, colors='k') 
ax.set_xlabel('Steps number', fontsize=65) 
ax.set_ylabel('Arrival probability', color='k', fontsize=65) 
for tl in ax.get_yticklabels(): 
tl.set_color('k') 
plt.xlim(0, yy) 
plt.ylim(0, 1) 
plt.title('Arrival probability.ArmChair capped ('+str(Lev)+' Levels),'+str(W)+' width,'+str(R)+'+8 ring, initial state: 5 
node(Pentagonal) + equal mixture of all coin states.after '+str(T)+' steps', fontsize=16) 
plt.legend(fontsize=20, loc='best', borderaxespad=0.) 
figManager = plt.get_current_fig_manager() 
figManager.window.showMaximized() 
plt.tight_layout()  
plt.show() 
print ('Ϳ الحمد') 
#------the End of the code --------------------------------------------------------------------------------------- 
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Quantum-walk transport properties on graphene structures 

Abstract: 

We present numerical studies of quantum walks on C60 and related graphene structures, 

to investigate their transport properties. Also known as a honeycomb lattice, the lattice 

formed by carbon atoms in the graphene phase can be rolled up to form nanotubes of 

various dimensions. Graphene nanotubes have many important applications, some of 

which rely on their unusual electrical conductivity and related properties. Quantum walks 

on graphs provide an abstract setting in which to study such transport properties 

independent of the other chemical and physical properties of a physical substance. They 

can thus be used to further the understanding of mechanisms behind such properties. We 

find that nanotube structures are significantly more efficient in transporting a quantum 

walk than cycles of equivalent size, provided the symmetry of the structure is respected in 

how they are used. We find faster transport on zig-zag nanotubes compared to armchair 

nanotubes, which is unexpected given that for the actual materials the armchair nanotube 

is metallic, while the zig-zag is semiconducting. 

 quantum information, quantum walk, discrete-time model, transport 
propriety, graphene structure, Bucky-ball (C60), torus nanotube, capped nanotube,  
 

  

  



   
 

Marche-quantique Propriétés de transport sur les structures de graphène 

Résumé: 

Nous avons présenté une étude numérique de la marche quantique dans la molécule C60 

et des structures de graphène apparentées, pour étudier leurs propriétés de transport. 

Egalement connu sous le nom de "honeycomb lattice", le treillis formé par des atomes de 

carbone dans la phase de graphène peut être enroulé pour former des nanotubes de 

différentes dimensions. Les nanotubes de graphène ont de nombreuses applications 

importantes, dont certaines dépendent de leur conductivité électrique inhabituelle et des 

propriétés connexes. La marche quantique sur les graphes fournit un cadre abstrait pour 

étudier ces propriétés de transport indépendamment des autres propriétés chimiques et 

physiques d'une substance physique. Ils peuvent ainsi être utilisés pour approfondir la 

compréhension des mécanismes derrière ces propriétés. Nous constatons que les 

structures de nanotubes sont significativement plus efficaces dans le transport d'une 

marche quantique que les cycles de taille équivalente, à condition que la symétrie de la 

structure est respectée dans la façon dont ils sont utilisés. Nous trouvons un transport 

plus rapide sur les nanotubes en zigzag par rapport aux nanotubes en armchair, ce qui est 

inattendu étant donné que pour les matériaux réels, le nanotube d'armchair est métallique, 

tandis que le zigzag est semi-conducteur. 

 information quantique, marche quantique, discrète-temps model, transport 
propriété, graphène structure, Bucky-ball (C60), torus nanotube, capped nanotube,  
 



 
 

 

 الـمـلـخـص:

بنى و  𝐶ب̱̀ة جزيء الكربون  المشي الكمي فيتحاكي رقمية هنا في هذه ا߱ارسة. معالجة قدّم̲ا 

المعروفة أيضا  وا، من أˡل اخ˗بار ˭اصية Գنتقال. ش̑بكة الجرافين المس̑توية، الجرافين المتعلقة به

ات الكربون في شكل سداس̑يات مكونة من ذر هي ش̑بكة  ،الن˪ل" عسلتحت مسمى "ش̑بكة 

الهامة، تعتمد طبيقات ت العديد من ال لها هذه الأԷب̿ب ل˖شك̀ل أԷب̿ب النانو بأحجام مختلفة. لفَُهَا يمكن 

 شي العشوائي الكميلمإن فكرة ا . و الخواص المتعلقة بها فةو لأԷقليتها الكهرԴئية الغير مبعضها ̊لى 

ائص ، مما يعني أن نتائجنا س̑تكون مس̑تقߧ عن مختلف الخصتطبق عموما ̊بر بنى مجردة (ا߿طاط)

في فهم حق̀قة الآلية  أكثر هذايعزز و Դلتالي س̑  ة لمهية مكوԷت البنى المدروسة.الفيزԹئي ة والكيميائي

دԷ أԷ بنى أԷب̿ب النانو ˔كون˭اصية Գنتقالالمسؤوߦ عن  lكفاءةكثر أو ˉشكل ملحوظ  . لقد و 

ن اخ˗يار و شريطة أن نحس ،الحجم من نفسˌنى م˞ل الحلقات ب لتنقل مقارنة في اخ˗بار ˭اصية ا

دԷ أناس̑تعمال التناظرات المتوفرة في بنى الجرافين lب̿بأالتنقل ̽كون أسرع في  . كما وԷ من  النانو

هي ن˖ˤ̀ة ̎ير م̲تظرة ̠ون ̊لم المواد يصنف  و ،armchairوع ـنظر̽تها من نب  مقارنة zigzagالنوع 

  أنصاف النواقل.ˡ̱س من  zigzagأԷب̿ب من ˡ̱س المعادن و  armchairأԷب̿ب اليوم 

المعلوماتية الكمية، المشي الكمي، ا̦نموذج الغير مس̑تمر، ˭اصية Գنتقال، بنى 

 ، أԷب̿ب النانو الحلق̀ة، أԷب̿ب النانو المقˍبة.60Cالجرافين، جزيء الكربون 
  


