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Les transferts couplés de chaleur et de masse ont suscité de nombreuses études notamment la
convection naturelle double diffusive ou une variété d’études théoriques, numériques et
expérimentales ont traité ce phénomene dans différentes géométries pour le cas des milieux
fluides et des milieux poreux saturés. L'étude de la convection naturelle double diffusive dans
des espaces annulaires contenants un milieu poreux saturé de fluide est d'une importance
fondamentale car de nombreuses applications sont souvent rencontrées dans des installations
domestiques et industrielles, telles que I’extraction de 1’énergie géothermique, la récupération du
pétrole et du gaz, le stockage des déchets chimiques, les problémes de sureté dans le cas
accidentel des réacteurs nucléaires, 1’isolation thermique des batiments, les échangeurs de
chaleur et les systémes solaires thermiques.

Différentes géométries ont fait l'objet d'é¢tudes considérables sur la convection naturelle, mais
d’aprés la littérature disponible, nous pouvons affirmer que toutes les études publiées sur la
convection naturelle double diffusive dans les milieux poreux saturés ont été limités a des
géométries simples comme des cavités rectangulaires ou carrées. En revanche, jusqu'a présent,
les études sur la convection naturelle double diffusive dans des espaces annulaires elliptiques
horizontaux contenants un milieu poreux saturé¢ de fluide sont trés rares.

L’importance de [I’utilisation des conduits a géométrie annulaire elliptique est due
essentiellement a leurs avantages dans I’industrie des échangeurs de chaleur ainsi que dans les
installations solaires thermiques.

Dans la présente ¢tude, nous nous sommes intéressés a la convection naturelle purement
thermique et double diffusive dans un espace annulaire délimité par deux cylindres d’axes
horizontaux de sections droites elliptiques, cet espace est rempli par un milieu poreux saturé de
fluide. Dans ce travail, nous avons développé un code de calcul aux volumes finis afin de
déterminer I’effet des différents parameétres sur la structure de I’écoulement, les distributions de
la température et de la concentration ainsi que sur les taux de transfert de chaleur et de masse
représentés respectivement par les nombres locaux et moyens de Nusselt et de Sherwood.

Le manuscrit de cette thése est composé de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous
avons présenté des généralités sur la convection naturelle ainsi qu’une revue détaillée des
travaux antérieurs qui ont traité la convection naturelle dans les milieux fluides puis dans les
milieux poreux saturés de fluide en arrivant aux études qui ont traité la convection naturelle
double diffusive dans les milieux poreux saturés de fluide et cela dans des géométries annulaires
circulaires et elliptiques.

Le deuxiéme chapitre est dédi€ au modele physique, on y présente les hypotheses
simplificatrices, les équations en coordonnées cartésiennes, leurs conditions aux limites, Leurs
écritures en coordonnées elliptiques et également leurs adimensionalisations.
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Dans le troisiéme chapitre, nous avons expos¢ la méthode des volumes finis utilisée pour la
discrétisation des équations de la chaleur et d’especes qui sont de type parabolique ainsi qu’une
méthode aux différences centrées pour discrétiser 1'équation de mouvement qui est de type
elliptique. Les équations ainsi obtenues sont résolues par une méthode itérative avec une sous-
relaxation successive.

Le quatrieme chapitre qui est consacré aux résultats et leurs discussions, est divisé en deux
parties, la premiere partie des résultats traite la convection naturelle purement thermique et la
deuxi¢me partie traite la convection naturelle double diffusive pour les deux cas, coopérant et
opposant.

Nous terminons ce travail par une conclusion générale qui synthétise les principaux résultats.
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CHAPITRE I :
GENERALITES ET REVUE BIBLIOGRAPHIQUE
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1.1 Généralités sur la convection naturelle

En général, la convection peut étre naturelle, forcée ou mixte et constitue avec la conduction
thermique et le transfert radiatif, I'un des trois modes d'échange de chaleur entre deux systémes
donnés (physiques, chimiques ou biologiques). La convection naturelle se produit lorsqu'un
gradient induit un mouvement dans le fluide. La masse volumique est en général fonction de la
température et de la concentration et un gradient de température ou de concentration implique
une différence de masse volumique au sein du fluide qui induit un mouvement de ces particules.
De tels déplacements s'appellent des mouvements de convection. Ils sont a l'origine de certains
phénomenes océanographiques (courants marins), géologiques (remontées de magma) et
météorologiques comme par exemple les orages.

La convection naturelle autour de notre sphere terrestre, comme c’est illustré sur la figure 1.1,
qui représente les cellules de G. Hadley [1] dans I’atmospheére, ou la convection naturelle joue
un role indispensable comme par exemple dans le cas de la pollution due aux gaz émis par les
automobiles et les effluents industriels, qui doit étre évacuée assez rapidement par les
mouvements atmosphériques, sinon l'air deviendrait irrespirable.

" air froid} Gar froid

Figure 1.1 : Convection naturelle dans I'atmosphére (Cellules de Hadley)

(Source : http://www.ffime.fr/fiches-ffme-techniques/page/dynamisme-general-de-I-atmosphere. html)
Parce qu’en convection naturelle, les vitesses et les intensités de transfert sont généralement
beaucoup plus faibles que celles observées en convection forcée. Donc, quand il est souhaitable
de réduire au minimum les frais d'exploitation des installations thermiques, la convection
naturelle est souvent préférable, ce qui explique 1’intérét considérable porté a ce phénomene dans
les milieux fluides, comme dans les milieux poreux, et leurs applications sont telles que la
récupération du pétrole, le stockage des produits d’agriculture, I’extraction de 1’énergie
géothermique, les problémes de sécurité¢ dans les réacteurs nucléaires, les centrales thermique -
solaires montrée dans la figure 1.2 et les échangeurs de chaleur.
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Figure 1.2 : Exemple d’une centrale thermique solaire avec tubes cylindriques concentriques
(http://outilssolaires.com/developpement-durable/energie-solaire/centrales-thermiques)

1.2 La convection naturelle double diffusive dans les espaces a géométries annulaires
contenant des milieux poreux.

Depuis plus de deux décennies, un autre type de transfert convectif en milieux poreux ou fluides
capte l’attention des scientifiques, c’est la convection double diffusive ou dite par fois
thermosolutale qui se manifeste par la présence simultanée de deux gradients, de température et
de concentration. Le phénomene de la double diffusion a été¢ mis en évidence la premicre fois en
1959 par H. Stommel et al. [2] dans un cadre de recherche sur les phénomenes
océanographiques, mais sa formulation théorique n’a été réalisée qu’en 1969 par ML.E. Stern [3].

Ce phénomene peut se produire dans les milieux fluides ou poreux, tels que les magmas,
stellaires et planétaires, métaux liquides, océans, lacs et I'atmosphére. Une simulation numérique
faite par W.S. Kiefer et L.H. Kellogg [4] montre la convection qui se produit dans le manteau
de notre planéte. Bien que la surface de la terre soit solide, son intérieur est souple et coule
comme un liquide trés visqueux. Ce mouvement, appelé convection du manteau illustré dans
la figure 1.3, qui est le mécanisme d'entrainement pour la tectonique des plaques responsable de
la production des tremblements de terre, des chaines de montagnes et de volcans.

Les deux configurations géométriques que nous avons vues dans les figures (1.1) et (1.3)
représentent des espaces annulaires elliptiques ou les transferts de chaleur et de masse se
manifestent a une échelle planétaire.



Généralités et revue bibliographique Chapitre 1
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Figure 1.3 : Le transfert de chaleur et de matiere par convection a I’intérieur de la terre
(Source : http://www.icem-freinet.net/~btj/btjmag5/volcano.htm)

Mais nous retrouvons également la convection naturelle double diffusive dans des applications
industrielles comme par exemple les caloducs poreux de section annulaire cylindrique dans les
installations des récepteurs solaires pour le chauffage domestique illustré par la figure 1.4.

Figure 1.4 : Exemple de capteur solaire a caloduc
(Source : hitp://www.solarwaterheater.fr/2-3-heat-pipe-solar-collector.html)

La figure 1.5 illustre un caloduc qui est généralement constitué par un tube métallique, formant
une enceinte fermée le plus souvent cylindrique dont les parois intérieures peuvent comporter
une structure poreuse saturée par un fluide caloporteur, généralement la matiére poreuse confinée
entre les deux parois du caloduc a pour but d’améliorer le transfert R. A. Mahdi et al [5].


http://www.solarwaterheater.fr/2-3-heat-pipe-solar-collector.html
http://www.solarwaterheater.fr/2-3-heat-pipe-solar-collector.html
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Figure 1.5 : Schéma de principe du caloduc
(Source : http://uved.univ-perp.fr/module2/co/2-1-2-2-capteurs-solaires-sous-vide. html)

1.3 Revue bibliographique

L’étude des transferts de chaleur et de masse par convection naturelle suscite toujours I’intérét de
nombreux scientifiques et industriels. Les recherches menées, dans ce domaine, s’étendent sur un
peu plus d’un demi-siécle, ces recherches ont été précédées par de nombreuses études sur la
convection naturelle suite a la découverte de ce phénomene par les expériences de H. Bénard [6]
et 'analyse théorique de L. Rayleigh [7] au début du vingtieme siecle.

La revue de littérature qui va suivre montre qu’il existe un nombre considérable de travaux
théoriques, expérimentaux et numériques consacrés a I’étude des transferts de chaleur et de
masse par convection naturelle dans des milieux poreux contenus dans des espaces annulaires
entre deux cylindres circulaires ou elliptiques. Notre recherche bibliographique synthétisée est
organisée en plusieurs parties, en respectant un sens chronologique croissant dans le but de voir
I’évolution des différentes recherches dans cette thématique qui a suscité et suscite toujours une
attention particuliere due a son intérét économico-industriel.

La premiere partie concerne la convection naturelle dans les milieux fluides a I’intérieur d’un
espace annulaire entre deux cylindres, nous avons cité en premier lieu le cas des cylindres
circulaires puis le cas de cylindres elliptiques. Une deuxiéme partie consacrée a la recherche sur
la convection naturelle dans les milieux poreux contenus a I’intérieur d’un espace annulaire entre
deux cylindres pour les deux cas circulaire et elliptique. La derniére partie est consacrée a la
convection naturelle double diffusive ou dite thermosolutale dans les milieux poreux saturée de
fluide dans des espaces annulaires entre deux cylindres circulaires ou elliptiques. Nous avons
constaté qu’un grand nombre d’auteurs ont étudié ce phénoméne dans I’espace annulaire
cylindrique vertical représenté généralement par une forme rectangulaire, en revanche la


http://uved.univ-perp.fr/module2/co/2-1-2-2-capteurs-solaires-sous-vide.html
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disposition horizontale représentée par un anneau cylindrique ou elliptique a suscité un intérét
particulier ces dernieres années.

1.3.1 Convection naturelle dans les espaces annulaires
1.3.1.1 Espace annulaire cylindrique

Une des premieres ¢tudes bien documentées sur le transfert de chaleur dans des enceintes
annulaires horizontales a été présentée par W. Beckmann [8] en 1931. 1l a effectué des mesures
expérimentales pour trois gaz différents, de 1'air, H, et CO,, pour une large gamme du rapport de
forme et du nombre de Grashof. Une contribution supplémentaire de cet auteur est son analyse
fondamentale de ce probléme, qui a conduit a la définition du rapport de conductivité effective
adimensionnelle utilis¢é dans de nombreuses ceuvres ultérieures. Il a également proposé une
corrélation simple pour ses résultats. Plusieurs publications ultérieures ont soulevé des questions
concernant l'exactitude des mesures de W. Beckmann, en particulier dans le cas de l'air. Par
exemple, apres trente années C.Y. Liu et al. [9] ont attribué les erreurs de conduction axiales le
long des parois du tube a W. Beckmann qui n’a pas employé une isolation thermique aux
extrémités du tube. Ils démontrent que les effets de cette conduction axiale sont plus visibles
lorsque la longueur du tube est faible par rapport a son diametre. M.R. Abbott [10] a présenté
une méthode numérique pour résoudre les équations de la convection naturelle laminaire
stationnaire dans un anneau cylindrique concentrique étroit avec un axe horizontal.

U. Grigull et W. Hauf [11] ont mené une étude expérimentale du transfert de chaleur par
convection naturelle dans des espaces annulaires cylindriques concentriques d’axes horizontaux.
Ils ont visualisé la structure de I'écoulement et ont étudi¢ également les caractéristiques de
transfert de chaleur. J. Prusa et L.S. Yao [12] ont étudi¢ numériquement 1’écoulement laminaire
par convection naturelle entre des cylindres horizontaux excentrés. Ils ont examiné I’effet de
l'excentricité du systéme ainsi que la flottabilité du fluide. T.H. Kuehn et R.J. Goldstein
[13-17] ont réalisé plusieurs travaux qui traitent la convection naturelle dans les espaces
annulaires cylindriques centrés et excentrés. Une premicre recherche [13] a été consacrée a une
¢tude expérimentale, théorique et numérique pour approfondir les connaissances existantes sur
les distributions de vitesse et de température ainsi que les coefficients de transfert de chaleur
locaux pour la convection naturelle, pour ce faire, ils ont utilis¢ une méthode aux différences
finies, suivie d’une autre étude [14] dans laquelle ils ont présenté des corrélations pour les taux
de transfert de chaleur par convection naturelle dans une enceinte cylindrique qui ont été
obtenues en utilisant un modéle de conduction de la couche limite, une autre étude [15] a été
consacrée a une investigation expérimentale, concernant la convection naturelle a travers un
espace annulaire délimité par deux cylindres horizontaux isothermes excentrés, menée afin de
déterminer l'influence de l'excentricité du systéme ainsi que celle du nombre de Rayleigh. Ils ont
traité aussi le transfert de chaleur par convection naturelle laminaire dans un espace annulaire
horizontal [16], en résolvant les équations de Navier-Stokes et I’équation de 1'énergie, et enfin
dans une autre étude [17], ils ont présenté une recherche numérique dans laquelle ils ont mis en
évidence I’effet du nombre de Prandtl sur le transfert de chaleur par convection naturelle toujours
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dans un espace annulaire cylindrique et concentrique. Quant a D.N. Francis et al. [18], ils ont
¢tudi€ le cas du transfert de chaleur par convection naturelle dans un espace entre deux cylindres
concentriques. Ils ont utilisé¢ un code de calcul CFD pour reproduire les résultats expérimentaux,
numériques ainsi que les équations de corrélation développées par T.H. Kuehn et R.J.
Goldstein [13] et [14]. A. Passerini et al. [19] ont fait une investigation dont 1’objectif principal
¢tait d’entreprendre 1’étude théorique du modele mathématique le plus couramment utilisé pour
la convection naturelle entre deux cylindres horizontaux coaxiaux, Tout d'abord, ils ont montré
l'existence de solutions pour le probléme instable, ceci d’une part, d’autre part, ils ont montré
que pour tout nombre de Prandtl et pour I'inverse de I’entrefer relatif de 1’espace annulaire,
l'existence et la stabilité d'une solution stationnaire est prouvée, a condition que le nombre de
Rayleigh soit suffisamment faible. P. Teertstra et al. [20] ont développé un modéle analytique
pour la convection naturelle bidimensionnelle dans 1’espace annulaire formé par deux cylindres
isothermes horizontaux concentriques. Le modele est constitué d’une combinaison de trois
solutions asymptotiques qui sont la limite de diffusion, la limite de la couche limite laminaire et
la limite de la transition de I’écoulement. Y. Shi et al. [21] ont présenté un modéle aux
différences finies avec la méthode de lattice-BGK, ils ont appliqué ce modele pour simuler un
transfert de chaleur par convection naturelle dans un espace annulaire cylindrique horizontal
soumis a un gradient de température. E.L.M. Padilla et al. [22] ont étudié numériquement la
convection naturelle pour des nombres de Rayleigh faibles et modérés et dans un espace
annulaire cylindrique soumis a des températures uniformes. L'écoulement est présenté pour
plusieurs nombres de Rayleigh, avec une analyse sur les taux de transfert de chaleur. Ils ont aussi
fait une formulation tridimensionnelle du probléme, qui leur a permis de quantifier les
composantes axiales de la vitesse autour d’un nombre de Rayleigh de 1'ordre de 10°.
A. Cheddadi et al. [23] ont travaillé sur une méthode d’optimisation et de controle des transferts
thermiques au sein d’un espace annulaire cylindrique avec des blocs chauffants, ou I’écoulement
de l’air est généré par la convection naturelle. Leur recherche est orientée vers la description et
I’optimisation des différents effets thermoconvectifs, induits par la variation de la position
angulaire de deux blocs chauffants au sein d’un espace annulaire entre deux cylindres coaxiaux,
horizontaux et isothermes. O.S. Azmir et C.S.N. Azwadi [24] ont fait une étude numérique du
comportement de 1’écoulement convectif entre deux cylindres concentriques pour différentes
valeurs du nombre de Rayleigh, du nombre de Prandtl et différents rapports d’aspect. Ils ont
employé¢ la méthode des différences finies Lattice-Boltzmann (FDLBM) pour améliorer
l'efficacité et la stabilité du calcul numérique de la méthode conventionnelle. Le schéma proposé
utilise ’approche UTOPIA (précision de troisieme ordre dans l'espace) pour étudier la
distribution de la température et de la formation de tourbillons dans I'espace annulaire. J. Robles
et al. [25] ont comparé plusieurs approches différentes pour modéliser le phénomene de la
convection naturelle dans une enceinte annulaire cylindrique a 1'aide d’un code de calcul CFD et
pour montrer comment ces approches peuvent étre appliquées a un calcul réel des températures
du combustible nucléaire irradi¢ (SNF) pendant les opérations de stockage a sec. Parmi les
méthodes comparées : les corrélations normalisées, simulation des grandes échelles (LES), et la

10
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simulation RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes).W. M. Abed et al. [26] ont étudié
numériquement le transfert de chaleur par convection naturelle dans un espace annulaire d’axe
horizontal formé par un cylindre maintenu isotherme renfermant un tube aplati traversé par une
densité de flux de chaleur constante. Les caractéristiques de 1'écoulement du fluide caloporteur
sont obtenues par ’utilisation du code Fluent-CFD. H. Imtiaz et F. M. Mahfouz [27] ont étudié
numériquement le probléme de la convection naturelle stationnaire ainsi que transitoire dans un
espace annulaire concentrique rempli par un fluide micropolaire, en utilisant la méthode
spectrale de Fourier. M. Yaghoubi et al. [28] ont évalué les pertes de chaleur des tubes
absorbeurs de section transversale cylindrique dans le systéme des collecteurs cylindro-
paraboliques d’une centrale thermique-solaire pour le champ de 250 kW dans la ville de Shiraz
en Iran. Ils ont utilisé les mesures expérimentales et la modélisation numérique pour déterminer
I'impact de la défaillance des tubes de collecte de chaleur.

1.3.1.2 Espace annulaire elliptique

J.H. Lee et T.S. Lee [29] ont simulé le probléeme de la convection naturelle en coordonnées
elliptiques pour des espaces annulaires elliptiques aplatis et allongés présentant un axe de
symétrie et ils ont réalis¢ quelques expériences pour cette géométrie. W. C. Schreiber et S. N.
Singh [30] ont étudié la convection naturelle stationnaire bidimensionnelle dans un espace
annulaire entre deux cylindres elliptiques confocaux, orientés selon un angle défini par rapport a
la force de pesanteur, est exprimée dans un systéme de coordonnées elliptiques. Ils ont utilisé la
méthode du développement spectral en série pour traiter le systeme d'équations différentielles du
second ordre. M. M. Elshamy et M. N. Ozisik [31] ont étudi¢ numériquement la convection
naturelle pour l'air délimité par deux cylindres elliptiques horizontaux et confocaux pour le cas
de surfaces isothermes. Les nombres de Nusselt locaux et moyens ont ét¢ déterminés pour des
valeurs variées du nombre de Rayleigh et pour différentes excentricités de la surface du cylindre
elliptique intérieur. C. H. Cheng et C.C. Chao [32] ont présenté une étude sur 1’écoulement de
I’air entrainé par effet de flottabilité dans un espace entre deux cylindres elliptiques excentrés.
Les équations qui régissent I’écoulement ont été discrétisées avec la méthode des volumes finis,
ils ont examiné 1’effet du nombre de Rayleigh, I’excentricité¢ adimensionnelle ainsi que le rapport
des deux surfaces des cylindres intérieur et extérieur sur 1’écoulement, leurs résultats ont montré
que pour Ra>10" 1’écoulement s’intensifie suffisamment pour donner des taux de transfert de
chaleur appréciables. W. Chmaissem et al. [33] ont mis au point un code de calcul utilisant une
méthode des ¢éléments finis a deux dimensions pour simuler un écoulement laminaire stationnaire
a l'intérieur d’un espace annulaire formé par un cylindre elliptique entourant un autre cylindre
circulaire.

Y.D. Zhu et al. [34] ont étudi¢ numériquement le transfert de chaleur par convection naturelle
entre deux cylindres elliptiques horizontaux en utilisant la méthode des quadratures
différentielles (DQ), les équations régissant I’écoulement sont écrites en formulation vorticité-
fonction de courant. M. Djezzar et al. [35] ont exprimé les équations de Boussinesq de la
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convection naturelle thermique laminaire, dans le cas d'un écoulement permanent et
bidimensionnel, dans un espace annulaire entre deux cylindres elliptiques confocaux en utilisant
un code de calcul aux volumes finis avec la formulation vitesse-pression dans un systéme de
coordonnées elliptiques. Ils ont examiné I’effet du nombre de Rayleigh et I’'influence de la
géométrie du cylindre elliptique intérieur sur 1’écoulement. Y.R. Sakr et al. [36] ont fait une
étude expérimentale et numérique bidimensionnelle sur la convection naturelle de 'air existant
dans un espace annulaire formé par deux cylindres elliptiques horizontaux et confocaux. Les
expériences ont été réalisées pour plusieurs valeurs du nombre de Rayleigh, différents angles
d'orientation du systéme étudié et également par rapport au rayon hydraulique, le calcul
numérique et la simulation du probléme sont effectués en utilisant un code commercial
CFD.F.M. Mahfouz [37] a fait une recherche sur la convection thermique entrainée par 1’effet
de la flottabilité¢ dans une enceinte annulaire elliptique. Les équations régissant I’écoulement sont
formulées en termes de vorticité et fonction de courant et sont résolues numériquement en
utilisant la méthode spectrale de Fourier pour différentes orientations de l'enceinte.

1.3.2 Convection naturelle dans les espaces annulaires contenant un milieu poreux
1.3.2.1 Espace annulaire cylindrique

J.P. Caltagirone [38] a ¢tudi¢ expérimentalement la convection naturelle dans un espace entre
deux cylindres concentriques remplis par un milieu poreux avec un rapport de rayons R=2. Dans
ces expériences, le champ thermique a été visualisé en utilisant l'effet Christiansen. Les nombres
de Nusselt expérimentaux ont également ¢été déterminés sur la base des mesures de la
température du champ thermique au moyen de thermocouples insérés dans la couche poreuse.
H.H. Bau [39] a appliqué les techniques de développement de perturbation réguliere pour traiter
la convection thermique a I'état stationnaire dans un milieu poreux totalement saturé et délimité
par deux cylindres excentrés horizontaux. Les deux cylindres sont imperméables au mouvement
du fluide et sont maintenus a des températures différentes et uniformes. Les conditions aux
limites complexes sont traitées en utilisant les coordonnées bicylindriques. K. Himasekhar et
H.H Bau [40] ont fait une analyse détaillée des bifurcations pour différents rapports de rayons
dans un espace annulaire cylindrique contenant un milieu poreux saturé de fluide. Ils ont étudié
la structure d'écoulement en fonction des parametres (R, Ra) ou R est le rapport des rayons et Ra
est le nombre de Rayleigh-Darcy. Le mouvement du fluide est décrit par les équations (DOB) de
Darcy-Oberbeck-Boussinesq en deux dimensions résolues en utilisant la méthode de I'expansion
de perturbation. Les expériences de visualisation, de Caltagirone, mentionnées en [39] ont été
refaites a nouveau par M.C. Charrier-Mojtabi et al [41] dans une série d'essais sur une couche
poreuse cylindrique de rayon égale a celui de Caltagirone. J.P.B. Mota et E. Saatdjian [42] ont
étudi¢ numériquement la convection naturelle dans un milieu poreux délimité par deux cylindres
horizontaux avec le modele de Darcy. Ils ont appliqué un schéma précis au second ordre avec
différences finies en utilisant la méthode des directions alternées et une sous-relaxation
successive dans un maillage tres raffiné. A.F. Alfahaid et al. [43] ont présenté une étude
numérique de la convection thermique a 1'état stationnaire dans un milieu poreux totalement
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saturé et délimité par deux cylindres concentriques horizontaux, les cylindres sont imperméables
et maintenus a différentes températures uniformes. Le schéma de solution est basé sur le modele
a deux dimensions des équations de Darcy-Oberbeck-Boussinesq. La méthode des éléments finis
est utilisée avec une technique de Galerkin. J.E. Braga et al. [44] ont réalis¢ un calcul
numérique sur la convection naturelle laminaire et turbulente dans un espace annulaire
cylindrique horizontal rempli d'un milieu poreux saturé de fluide. Les calculs ont été réalisés
pour plusieurs valeurs du nombre de Rayleigh sur un intervalle de 25<Ra,<500 ainsi que pour le
nombre de Darcy de 3.2x10°<Da<3.2x10" en utilisant la méthode des volumes finis. Ils ont
adopté le modele de turbulence k-e¢ macroscopique pour décrire 1’écoulement turbulent en
milieux poreux. Le méme casa été trait¢ par J.C. Leong et F.C. Lai [45] qui ont utilisé la
méthode de perturbation et de transformation de Fourier. Les deux cylindres intérieur et extérieur
sont maintenus a des températures constantes ou la paroi intérieure a une température légérement
supérieure a celle extérieure. Ils ont effectué une étude paramétrique pour examiner les effets du
nombre de Rayleigh, le nombre de Darcy, 1’épaisseur de la couche poreuse et la conductivité
thermique relative sur les résultats de transfert de chaleur. K. Khanafer et al. [46] ont réalisé
une recherche numérique sur le transfert de chaleur par convection naturelle a l'intérieur d’un
anneau horizontal bidimensionnel, I’anneau entre les deux cylindres est partiellement rempli d'un
milieu poreux saturé d’un fluide. Ils ont pris les effets de Forchheimer et Brinkman dans leur
calcul. M. Kumari et G. Nath [47] ont ¢tudié la convection naturelle instationnaire dans un
espace annulaire cylindrique horizontal rempli d'un milieu poreux non Darcien. Le probléme se
pose en raison du changement brusque dans la température de la paroi du cylindre extérieur. Ils
ont résolu les équations de Navier-Stokes ainsi que I'€quation de I'énergie par la méthode des
volumes finis. M. Sankar et al. [48] ont présenté une étude sur la convection naturelle dans un
espace cylindrique annulaire vertical rempli d'un milieu poreux saturé de fluide. La paroi
intérieure est soumise a un chauffage discret et la paroi extérieure est maintenue de manicre
isotherme a une température inférieure, tandis que la paroi supérieure et inférieure ainsi que les
parties non chauffées de la paroi intérieure sont maintenues adiabatique. Ils ont examiné
l'importance relative du chauffage discret sur la convection naturelle dans l'espace annulaire
poreux grace a l'équation de Darcy-Brinkman étendue. Ils ont utilisé une méthode aux
différences finies implicite pour résoudre les équations du modele mathématique. Ils ont effectué
une analyse sur un large intervalle de valeurs des nombres de Rayleigh modifié et de Darcy pour
différentes longueurs et différents emplacements de la source de chaleur.

1.3.2.2 Espace annulaire elliptique

M.C. Charrier-Mojtabi [49] a effectu¢ une étude numérique de la convection naturelle
bidimensionnelle et tridimensionnelle dans un espace annulaire elliptique contenant un milieu
poreux saturé de fluide, en utilisant une approximation de Fourier-Galerkin pour les directions
azimutale et axiale. Pour la direction radiale confinée I’auteur a adopté I’approximation de
collocation-Chebyshev. L'algorithme numérique intégre les équations de Darcy-Boussinesq
formulées en fonction de la pression et de la température. E. Saatdjian et al. [50] ont obtenu des
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solutions numériques précises pour les équations de Darcy-Boussinesq bidimensionnelles dans
un espace annulaire circulaire avec un systeme de coordonnées elliptiques. Ils ont utilisé la
méthode des différences finies au second ordre avec un maillage trés raffiné, et avec les deux cas
limites de la géométrie circulaire, les résultats obtenus montrent que les boucles d’hystérésis sont
observées pour quelques rapports de rayons choisis. Leurs résultats sont en trés bon accord avec
ceux qui utilise un syst¢tme de coordonnées cylindriques et mémes avec les résultats
expérimentaux. J.P.B. Mota et al. [S1] ont résolu en coordonnées orthogonales généralisées les
équations de Darcy-Boussinesq en deux dimensions qui gouvernent le transfert de chaleur par
convection naturelle dans un milieu poreux saturé. Ils ont utilis¢ la méthode des différences
finies sur un maillage trés raffiné généré numériquement en utilisant la méthode de la trajectoire
orthogonale. Le code est appliqué a des anneaux elliptiques excentriques et horizontaux
contenant des milieux poreux saturés. F.A. Khaleel et A.S. Dawood [52] ont examiné
numériquement l'influence de l'installation de deux obstacles adiabatiques sur la convection
naturelle dans une couche poreuse d'épaisseur constante considérée comme un milieu poreux
non-Darcien. Cette couche poreuse entourée par deux cylindres elliptiques de surface chaude
isotherme pour la paroi interne et de surface froide isotherme pour la paroi externe. Ils ont
examiné les effets de la longueur des obstacles, leurs positions angulaires et radiales pour
différentes configurations. Un systéme de coordonnées curvilignes non orthogonales a été adopté
avec les méthodes des différences finies et ADI avec une relaxation pour résoudre le systeme
d’équations.

1.3.3 Convection naturelle bidiffusive dans les espaces annulaires remplis par un milieu
poreux.
1.3.3.1 Espace annulaire vertical

H. Beji et al. [S3] ont réalisé une étude numérique sur la convection naturelle a double diffusion
dans une couche poreuse annulaire verticale dont les parois sont maintenues a des températures
et des concentrations constantes. Ils ont examiné plusieurs valeurs du nombre de Rayleigh
thermique, du nombre de Lewis, du rapport de flottabilités et du rapport des rayons de I'enceinte.
M. Benzeghiba et al. [54] ont présenté des solutions numériques pour la convection naturelle
thermosolutale dans une cavité concentrique verticale partiellement remplie d'un milieu poreux.
La cavité est soumise a des gradients horizontaux de température et de concentration. Ils ont
adopté le modele général étendu de Darcy-Brinkman-Forchheimer pour formuler I'écoulement a
travers la matrice poreuse dans la cavité. Les effets des paramétres de controle sur 1’écoulement
et le comportement des transferts de chaleur et de masse ont été examinés ainsi que les
différentes structures d'écoulement en fonction des parametres géométriques, de la nature du
fluide, des parametres dynamiques du fluide caloporteur et des caractéristiques de la matrice
poreuses. J.C. Kalita et A.K. Dass [S5] ont mis au point un calcul numérique en utilisant
I’algorithme HOC pour le probléme du transfert chaleur et de masse. Un schéma compact
d’ordre élevé (HOC) est utilisé pour la simulation de la convection naturelle avec double
diffusion dans un espace annulaire poreux vertical compris entre deux cylindres concentriques
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maintenus a des températures et des concentrations constantes. M. Sankar et al. [56] ont réalisé
une étude numérique de la convection naturelle a double diffusion dans un espace annulaire
vertical poreux saturé d'un fluide soumis a un flux de chaleur et de masse a partir d'une portion
de la paroi interne. La paroi externe est maintenue a une température et une concentration
uniformes, tandis que les deux parois, supérieure et inférieure sont adiabatiques et imperméable
au transfert de masse. Ils ont formulé le modéle physique en utilisant la loi de Darcy et ils ont
résolu les équations régissant 1’écoulement en utilisant une méthode implicite aux différences
finies. Les effets des parameétres physiques et géométriques sur les lignes de courant, les
isothermes, les isoconcentrations, les nombres moyens de Nusselt et de Sherwood ont été
numériquement étudiés. S.K. Jena et al. [57] ont présenté une étude numérique des équations
relatives a la convection naturelle thermosolutale a I'intérieur d'un anneau cylindrique. La surface
interne de l'anneau est exposée a une température élevée et une concentration élevée en soluté
tandis que la surface extérieure de l'anneau est maintenue a basse température et a faible
concentration du soluté. Les auteurs ont utilisé le modéle de Darcy-Brinkman-Forchheimer pour
¢tudier 1'écoulement du fluide ainsi que le transfert de chaleur et de masse dans un milieu poreux
Darcien non-saturé. Les effets des paramétres tels que le nombre de Rayleigh-Darcy, le nombre
de Darcy, le rapport des flottabilités et I’épaisseur de I’anneau ont été examinés.

1.3.3.2 Espace annulaire horizontal

Afin d’optimiser l'utilisation d'adsorbants solides dans des cycles thermodynamiques de
réfrigération fonctionnant avec de l'énergie solaire, M. Bakkas et al. [S8] ont étudié le transfert
de chaleur et de matieére dans I'adsorbeur par convection naturelle. Pour pallier a ces problémes,
ils ont analysé I'impact d'utiliser un caloduc poreux de forme annulaire cylindrique couplé a un
capteur solaire a concentration du type CPC. Ils ont résolu les équations de conservation de la
matiere et de I'énergie par une méthode implicite aux différences finies et le modele de Dubinin-
Raduskevitch pour décrire le phénomeéne d'adsorption. K.S. Reddy et G.V. Satyanarayana [59]
ont propos¢ un modele de récepteur de forme annulaire cylindrique installé avec un
concentrateur parabolique pour améliorer le transfert de chaleur et de masse. Un modele
numérique 3D est congu pour évaluer la performance du récepteur avec différentes
configurations d'inserts poreux de forme carrée, triangulaire, trapézoidale et des formes
circulaires. Ils ont résolu le probléme avec le modele k-¢ en utilisant le progiciel CFD Fluent.
L.A. Tofaneli et J.S. Marcelo de Lemos [60] ont présenté des résultats pour les transferts
couplés de masse et de chaleur par convection naturelle sous un régime d'écoulement laminaire
dans un anneau cylindrique horizontal rempli d'un milieu poreux saturé de fluide. Les équations
modélisées sont présentées selon le concept de la double décomposition qui prend en
considération les fluctuations temporelles ainsi que les déviations spatiales dans le calcul des
valeurs moyennes.

N. Allouache et al. [61]ont présenté une recherche qui consiste a analyser les transferts de
chaleur et de masse par convection naturelle dans un absorbeur poreux de forme annulaire
cylindrique qui est considéré comme 1’élément le plus important dans les systemes de
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refroidissement solaires. Le milieu poreux est contenu dans 'espace annulaire de 1’absorbeur qui
est chauffé par 'énergie solaire. Ils ont utilis¢ la méthode des volumes finis implicite pour
discrétiser les équations régissant 1’écoulement. B. Cheddadi et al. [62] ont examiné le
probléme de la convection naturelle double diffusive dans un espace annulaire cylindrique avec
un rapport de rayons R=2. La méthode ADI a été utilisée pour décrire les solutions symétriques
bidimensionnelles pour les isothermes, les lignes de courant et les isoconcentrations pour le cas
de faibles flottabilités solutales. Cette étude numérique a été validée en comparant leurs résultats
au cas purement thermique. K. Ragui et al. [63] ont fait une recherche sur la convection
naturelle en mode coopérant par les forces de flottabilité thermique et solutale dans un cylindre
horizontal poreux contenant un cylindre intérieur concentrique. Ils ont utilis¢é le modele de
Darcy-Brinkman pour résoudre 1'ensemble des équations couplées en utilisant la méthode des
volumes finis avec l'algorithme SIMPLER. A.J.J. Belabid et A. Cheddadi [64] ont présenté
dans leur étude une simulation numérique de la convection naturelle & double diffusion dans un
espace annulaire horizontal cylindrique rempli par un milieu poreux saturé de fluide. Leur
analyse porte sur l'influence des différents parameétres, a savoir, le nombre de Rayleigh, le
nombre de Lewis et le rapport des flottabilités, sur le transfert de chaleur et de masse et sur la
structure de I'écoulement, dans le cas d'un rapport de rayon fixe R=2. Ils ont utilisé la méthode
des différences finies avec le schéma ADI pour la discrétisation des équations adimensionnelles.

A lissue de cette rétrospective sur les travaux de recherche qui ont contribué a la compréhension
du phénomene de la convection naturelle bidiffusive, ce qui a conduit a ’amélioration des
installations industrielles pour les transferts thermique et massique par convection naturelle dans
les milieux poreux au sein de ces géométries annulaires. Ceci illustre bien l'importance de ce
phénomeéne qui continue a susciter une attention croissante.

La majorité des travaux référentiels cités dans la dernieére partie de ce chapitre porte sur la
convection naturelle bidiffusive en milieux poreux entre deux cylindres de forme circulaire. La
revue bibliographique considérée ici ne cite aucun travail concernant 1’étude de la convection
naturelle bidiffusive dans une matrice poreuse de section droite annulaire elliptique et saturée de
fluide, ce qui a motivé cette investigation, qui a pour avantage d’utiliser un systéme de
coordonnées elliptiques qui nous permet de retrouver les configurations cylindriques.

L’intérét porté aussi, a la géométrie elliptique des cylindres est dii essentiellement aux avantages
qu’ils auront notamment dans I’industrie des échangeurs de chaleur ainsi que dans les
installations de conversion de 1’énergie solaire qui utilisent en général des systémes de
canalisation cylindrique avec des sections circulaires. Aussi dans le cas de limitation de I'espace
qui constitue une contrainte majeure dans la conception et I’installation, les cylindres avec des
sections elliptiques se substituent comme une excellente solution dans les installations
compactes. En plus, ’avantage d’un tube de section elliptique est celui d’avoir un périmetre plus
grand que celui d’un tube circulaire pour la méme superficie de section transversale
d'écoulement et, par conséquent, les systémes congus avec des conduits elliptiques assurent une
surface d'échange plus grande que celle dans les installations avec des conduits circulaires pour
la méme longueur.
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CHAPITRE 11 :
MODELE MATHEMATIQUE

17



Modéle mathématique Chapitre II

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous exposons la description et la modélisation mathématique du probléme
physique. Le modele mathématique est représenté par I’ensemble des équations différentielles
aux dérivées partielles qui sont les équations de continuité, de quantité de mouvement, de
I’énergie et de concentration. Les équations du modele mathématique sont présentées dans les
coordonnées cartésiennes puis réécrites dans le systeéme de coordonnées elliptiques que nous
avons adopté pour résoudre le probléme. La forme adimensionnelle des équations est obtenue par
la normalisation des variables dans les équations du modé¢le mathématique avec des échelles
caractéristiques appropriées.

2.2 Description du probleme

Considérons le transfert de chaleur et de masse par convection naturelle dans un espace annulaire
entre deux cylindres elliptiques horizontaux et confocaux, cet espace annulaire est incliné d’un
angle o par rapport au plan horizontal et contient un milieu poreux saturé par un fluide.

Vertical

Figure 2.1 : Géométrie du systéme
Les deux parois elliptiques interne et externe sont considérées isothermes et imperméables,

maintenues a des températures et des concentrations constantes T, C; et T,, C, respectivement.
Avec T>T; et C;> C,. La configuration du probléme est illustrée sur la Figure 2.1
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2.3 Les hypothéses simplificatrices
Les hypothéeses simplificatrices que nous avons retenues dans notre étude sont les suivantes :

- Le fluide est newtonien et incompressible.

- On suppose que le milieu poreux est isotrope, homogeéne et en éEquilibre
thermodynamique avec le fluide dont il est saturé.

- Le transfert de chaleur par rayonnement n'est pas pris en considération.

- L’interaction entre les transferts de chaleur et de masse (effets Soret et Dufour) sont
négligeables.

- La dissipation visqueuse et le travail des forces de pression sont négligeables dans
I'équation de la chaleur.

- Nous admettons que I’écoulement est bidimensionnel, permanent et laminaire.

- Les propriétés thermo-physiques du fluide sont constantes et déterminées a partir de la
température et de la concentration de référence Ty et Cy respectivement. Par contre, la
densit¢ du fluide dans le terme des forces de volume varie linéairement avec la
température T et la concentration C selon I’approximation de J. Boussinesq [65].

Cette variation est donnée par la relation suivante :

p(T,C) = po(1 = Br(T — Ty) — Bc(C — Cp)) (2.1)

Ou p, est la densité a la température Ty et la concentration Cy de référence, B est le coefficient
d’expansion volumique thermique et S; le coefficient d’expansion volumique solutal exprimés
ci-dessous :

Br = —%(Z—?)P,c (2.1.1)
1 /0p
Bc = _E<ﬁ)m (2.1.2)

2.4 Modélisation mathématique

Les équations dimensionnelles qui modélisent le probléme posé sont exprimées dans un premier
lieu sous leur forme vectorielle, puis elles sont écrites dans les coordonnées cartésiennes avec la
considération des hypothéses simplificatrices avant leur transformation en coordonnées
elliptiques qui sont naturellement adaptées a la géométrie du probléme. Ces équations sont
déduites des principes fondamentaux de conservation.

2.4.1 Formulation vectorielle

- Equation de continuité :
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W -
sa—i +V(pV) =0 2.2)

Avec :
¢ : La porosité

p : La masse volumique du fluide

- Equation de la quantité de mouvement :

Nous avons utilis¢ la formulation classique de H. Darcy [66] exprimée par une équation
macroscopique de mouvement pour les fluides newtoniens dans les milieux poreux. Il a montré
que I'écoulement dépendait linéairement du gradient de pression et de la force de gravité. La
vitesse moyenne de filtration (vitesse de Darcy) V est alors proportionnelle a la somme du
gradient de pression et de la force gravitationnelle, I'effet de I’inertie étant négligé. Il en résulte
I'équation de Darcy sous la forme suivante :

_ K -
V= —;(VP —pg) (2.3)
Avec :

K: La perméabilité du milieu poreux

M La viscosité dynamique du fluide

- Equation de I’énergie

aTa—T +(V.V)T = e _ger (2.4)
ot (pCp)
Avec :
C
or = (PG : Le rapport de capacités thermiques.
(pCP)f

Ap: La conductivité thermique de la matrice poreuse.
(pCp)s: La capacité thermique du fluide a pression constante.

(pCp)p : La capacité thermique du milieu poreux a pression constante.
- Equation de concentration :
aC — —>
e+ (Vv.V)C = DV3C (2.5)

Avec :
D : La diffusivité massique
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2.4.2 Formulation des équations dans les coordonnées cartésiennes

Introduisons les coordonnées cartésiennes telles qu’elles sont définies sur la Figure 2.1 et en
tenant compte des hypothéses simplificatrices, les équations (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5) s’écrivent
de la manicre suivante :

- Equation de continuité :

aU av

2.6
ax 6y (2.6)
- Equations de quantité¢ de mouvement:

La projection de 1’équation de Darcy (2.3) sur les deux axes (x) et (y) avec I’introduction de
I’approximation de Boussinesq (2.1) nous donne les deux équations suivantes :

U= X (Z_P +pog (1 = Br(T = Ty) — Bc(C — CO))sin(a)> (2.7a)
u\ ox
0
V= —§<£ + pog(1 = Br(T = Ty) — Be(C - co>)cos(a)> (2.7b)

2.4.2.1 Elimination du terme de pression des équations du mouvement

L’utilisation de la formulation vorticité-fonction de courant nous permet d’éliminer le terme de
la pression dans 1I’équation de quantité de mouvement. En dérivant les équations du mouvement
(2.8a) et (2.8b) respectivement par rapport a y et par rapport a x de la manicre suivante :

aZ
—( )= —— (m g, O (1= Bo(T = To) - elC - co))sm(a))> (2.8a)
d%p
2w = ——(a oy P95 O (1= Bo(T = To) - elC - co))cos(a))> (2.8b)
En soustrayant 1’équation (2.8b) de (2.8a), nous obtenons :
ou av K aT ac aT ac
o2 pOgﬁT < +ﬁC ) Os(a) <_ &_)Sln(a) (29)
dy 0Ox u Br 0x Brad
En introduisant dans I’équation (2.9) la fonction de courant y telle que :
oy _ 0y
U= a— etV = ox
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L’équation du mouvement donc s’écrit comme suit:

0%y 9%y KgPr( (0T  BcoC oT B.oC
axz+ay2—— " <<—+E—)cos(a) (— E—)sm(a)) (2.10)

- Equation de la chaleur :

U oT Y aT E)ZT 0°T 211

ax dy \oxz ay (2.11)
Avec :

P e .
a= : La diffusivité thermique
(pCP)f 1
- Equation de concentration :

U ac ac E)ZC 0%C 212

dx 6y ox? ay (2.12)

Avec :

D : La diffusivité massique

2.4.3 Formulation des équations dans le systéme des coordonnées elliptiques

Nous avons présenté les équations (2.6), (2.10), (2.11) et (2.12) qui constituent notre modele
mathématique en coordonnées cartésiennes avec la considération des hypothéses simplificatrices.
Pour le probléme que nous avons posé, I'usage du systéme de coordonnées elliptiques est
naturellement adapté a la géométrie du probléme.

Les coordonnées elliptiques (1, 0) permettent, précisément dans notre cas d'obtenir un référentiel
tel que les limites du systéme se traduisent par des valeurs constantes des coordonnées. La paroi
du cylindre elliptique extérieur est représentée par n=mn,=constante, celle du cylindre elliptique
intérieur par n=n;=constante. (Voir le détail en annexe).

Dans le systéme de coordonnées (1, 9, z), les surfaces n=constante sont des cylindres elliptiques,
les surfaces B=constante sont des cylindres hyperboliques et les surfaces z=constante sont des
plans paralleles comme illustré dans la Figure 2.2.

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques s'effectue a l'aide des
relations ci-dessous:

x = c.chn.cose} (2.13)

y = c.shn.sinf
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Figure 2.2 : Schéma des coordonnées elliptiques

Les coefficients métriques dans le systéme de coordonnées elliptiques sont donnés par:
_ o — 2 P2 1/2
h= h,=hy = c(sh (n) + sin (9)) , h,=1

Avec :
A B

“T () " shn)

Les équations (2.6), (2.10), (2.11) et (2.12) s’écrivent respectivement dans les coordonnées
elliptiques de la maniére suivante (voir le détail de la transformation dans I’annexe) :

) )
%(h%) + %(th) =0 (2.14)
1[a%y  a%y]
n|anz T 907|
KgBr , T BcaC
_ ([cos(a) F(n,0) —sin(a) G(n,0)] <% + E%)
oT B aC
_ [sin() F(n,8) + cos(a) G(n,0)] <% 4 %%D (2.15)
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V6T+V6T_ (1) 62T+62T 216
nan " a9~ *\n)|anz T 962 (2.16)
Vac+Vac_D<1) 6ZC+6ZC 517
Ton "~ %00 " " \n/|onz T 962 (2.17)
Avec:
shn.cos6
F(n,0) = ————)
(sh?n +sin )z ¥ (2.18)
chn.sin@
G(n,6) = 7 |
(sh?n +sin29)5}

V., et Vg sont les composantes de la vitesse suivant les directions n et 0.
2.4.4 Les conditions aux limites
Les conditions aux limites sont les suivantes :

- La paroi interne :

oy _ oy _
=Ve % ﬁ OetT—Tl,C—Cl
- La paroi externe :
oY _ oY
VIm=Vo=—=—=0etT=T,C=C
n an 00 € 2 2

2.4.5 La forme adimensionnelle des équations du modéle mathématique

De facon a rendre les équations de notre modéle mathématique adimensionnelles, la dimension ¢
qui représente la distance focale de I’enceinte a été choisie comme longueur de référence. La
diffusivité thermique a est utilisée pour adimensionnaliser la fonction de courant, (a/c) pour
adimensionnaliser les composantes de la vitesse, la température et la concentration sont
adimensionnalisées respectivement par rapport aux écarts de température AT et de concentration
AC entre les deux parois actives de 1’enceinte dans le cas de nos conditions pariétales thermique
et massique. Les différentes grandeurs sans dimension sont données par les expressions
suivantes:

H = % = (sh?(m) + sinZ(H))%;
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- /4
! (“/c)
+ Ve .
NG/
Y
+ —_—
yr=_
T+ _ T - TZ ;
T1 - TZ
C+ _ C - CZ
€ =G

Introduisant également les nombres suivants respectivement, le nombre de Grashof, le nombre
Prandtl et le nombre de Darcy :

c3AT v K
GrzgﬁT—; Pr=—; Da=—
V2 a c?

En portant les quantités adimensionnelles définies ci-dessus dans les équations du modele
mathématique (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17), on obtient :

- Equation de continuité :
—(HV ) +35 (HV9+) =0 (2.19)

- Equation de quantité de mouvement :

az¢+ az¢+ B
] -
C3AT v K aT+ ACAC*
WV;Z 2 —([cos(a)F(n, 0) — sin(a) G(, 9)]( o +§i v an>
—bmuanﬁ)+ammhxmeﬂ(”+ Zﬁi%g)) (2.20)

En introduisant le nombre de Rayleigh-Darcy (Ray,) et le rapport de flottabilités N donnés par les
relations suivantes :

BcAC

Ra,, = Gr.Pr.Da; N = 5. AT

L’équation de quantité¢ de mouvement (2.20) s’écrit comme suit :
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az¢+ az¢+
l on? " 062 l

—H.Ra,, ([cos(a) F(n,0) —sin(a) G(n,0)] (‘367;; +N aa(,;;)

— [sin(a) F(n, 0) + cos(a) G(n,0)] (a;; + N a;;)) (2.21)

- Equation de la chaleur :

oT* oTt [a2T+ o2T*
= (2.22)

Hy,* +2 |1 T
oy THY% 55 =G T ez

- Equation de concentration :

Hy, " (2.23)

Uan

ac+ Y L0Ct 1 o%ct +aZc+
O 96  Le| an? T 062

Avec Le qui représente le nombre de Lewis défini par :

L a
e=—

D

2.4.6 La forme adimensionnelle des conditions aux limites

Les conditions aux limites adimensionnelles sont les suivantes :

- La paroi interne (n=ni= constant) :
op*t oyt
Vnt=vet =——= =0etT," =1,6," =1
n an 90 et Iy 1

- La paroi externe (n=ne= constant) :
op*t oyt
Vit =Vet =——= =0etT," =0,6,"=0
n an EY: et Iz 2

Avec :

10yt

" =ﬁ$pe \

161/)*} (2.24)
0 H on
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2.4.7 Les coefficients d’échanges de chaleur et de masse

2.4.7.1 Les nombres de Nusselt et de Sherwood locaux

Nous exprimons les transferts de chaleur et de masse sur les parois actives de 1’enceinte par les
nombres de Nusselt (Nu) et de Sherwood (Sh) définis respectivement par la loi de Fourrier et la
loi de Fick. Le nombre de Nusselt est donné par :

Nu = (2.25)

q : La densité du flux de chaleur a travers la paroi de l'enceinte.

As: La conductivite thermique du fluide.

AT : L’écart de températures (T;-T»)

L.: La longueur caractéristique de la géométrie, dans notre cas c’est la distance focale (c).

Avec :

_ Lot
1= " han

(2.26)

n=Cte

En utilisant la définition de la température adimensionnelle dans la condition pariétale
thermique, le Nusselt local s’écrit :

N Lor” (2.27)
Uu=—— :
H aT] n=Cte
Le nombre de Sherwood est donné par :
sh=—_ (2.28)
D )
Le
j : La densité du flux de masse a travers la paroi de I'enceinte.
D: La diffusivité massique.
AC : L’écart de concentrations (C;-C,)
' D 10¢ (2.29)
] =Py .
h aT] n=Cte
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En utilisant la définition de la concentration adimensionnelle dans la condition pariétale
massique, le Sherwood local s’écrit :

H aT] n=Cte
2.4.7.2 Les nombres de Nusselt et de Sherwood moyens
Les nombres de Nusselt et de Sherwood moyens s’expriment par les relations suivantes :
1 21

Nu=— Nu dé 2.31

“ Zn_fo u ( )
_ 1 21
Sh=—| Shdf 2.32

21 _[0 ( )
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CHAPITRE III:
RESOLUTION NUMERIQUE
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3.1 Introduction

Les équations régissant la convection naturelle bidiffusive dans un milieu poreux que nous avons
exposées dans le chapitre précédent, constituent un systéme d’équations différentielles aux
dérivées partielles non linéaires et couplées qui ne peuvent étre résolues analytiquement, on les
résout donc numériquement. Dans ce chapitre, et pour résoudre ces équations avec leurs
conditions aux limites associées, nous considérons une solution numérique par la méthode des
différences centrées pour 1'équation (2.21), qui est une équation du type elliptique, alors que pour
les équations (2.22) et (2.23) qui sont des équations du type parabolique, nous considérons une
solution numérique par la méthode des volumes finis.

3.2 La méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis que nous avons choisie consiste a discrétiser le domaine physique
¢tudi¢ en un domaine de calcul montré dans la figure 3.1 qui se compose d’un nombre fini de
volumes. Les bilans des grandeurs étudiées seront exprimés sur ces volumes de contrdle. Cette
méthode est fréquemment utilisée dans la solution numérique des probleémes de transferts, les
détails de la méthode sont exposés par S.V. PATANKAR [67]

Paroi externe froide avec n
faible concentration 4
Paroi externe froide avec

L faible concentration
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Figure 3.1 : Domaine physique et domaine de calcul.

3.2.1 Représentation d’un volume de contréle

Le découpage de I'espace annulaire selon les directions des coordonnées elliptiques 6 et | en un
ensemble de volumes égaux nous donne des volumes de contrdles, ces volumes sont appelées
¢galement volumes élémentaires d'intégration. Chacun de ces volumes est égal a la quantité
« H*.An.A0.1». Parce que nous avons considéré le probléme bidimensionnel, on prend l'unité
dans la direction z comme épaisseur du volume de contrdle.
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Le centre d'un volume fini typique est un point P et ses faces latérales «est», «ouest» «nord» et

7

érieur

tivement, par les lettres : e, w, n et s. Chaque volume fini int

7

7

ésignées respec

«sudy, sont d

est entouré¢ de quatre autres volumes finis. Les centres de ces volumes sont les points E, W, N et

.) sont stockées aux points centrés dans

S. Les variables scalaires (température, concentration,..

les volumes finis. Donc les équations de transfert des variables scalaires sont intégrées dans le

volume fini typique. La figure 3.2 ci-dessous représente un volume fini typique entouré par les

volumes finis de son voisinage.
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Figure 3.2 : Représentation d’un volume
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(2.22) et (2.23) qui représentent

tions

J4

équa

Pour une meilleure illustration de la discrétisation des

respectivement 1’équation de la chaleur et 1’équation de la concentration sous leurs formes

adimensionnelles par la méthode des volumes finis, on considére 1’équation de transport dans

notre cas sous sa forme générale :

(3.1

a0

Pour chacune des équations (2.22) et (2.23), le terme de source et le coefficient de diffusion sont

fiés dans le tableau 3.1

J4

spéci
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Tableau 3.1 : Coefficients de diffusion et Termes de source.

Equation Variable ¢ Coefficient I'y Source S
Température
T 1 0
Eq. (2.22)
Concentration
c' 1/Le 0
Eq. (2.23)

3.3.1 Discrétisations de I’équation de continuité

Avant de discrétiser I’équation générale de transport (3.1), nous allons discrétiser 1’équation de
continuité :

fefn aILIV"++61LIV9+ dndd = 0 (3.2)
L\ Ton ag )41 = '
(1), = (V) | 86 + [(HV). — (HV),)An =0 (3.3)

Nous poserons dans ce qui suit :

F, = (HVn*)n.AH\I
F, = (HV;') .06

F, = (HV9+)6-A77 |
E, = (HV;),,.An)

(3.4)

Fn, Fs, Feet Fw, sont les débits massiques (termes de convection) a travers les surfaces du volume
fini. L’équation de continuité (2.19) apres discrétisation dans le volume élémentaire, s’écrit :

FL-FK+F—-F,=0 (3.5)
3.3.2 Discrétisation de I’équation générale de transport

Ci-aprés, on présente la discrétisation de 1’équation générale de transport (3.1) :
e n a [ a¢) e n a a¢)
—|HV, "¢ — T —] dnde +f f —[HV9+¢>—F —|dnd6
fwfsan K ¢ on wJs 00 ¢ 96

= f f Sg dnd6 (3.6)
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Posons :

.
= 10~ 1 50

a(p} 3.7)
Jo =HVp ¢ _Fd)ﬁ}

J, et Jg sont les flux totaux (convection plus diffusion), en portant ces valeurs dans 1’équation
(3.6), on obtient :

e n a e n a e n
f f %(]n)dnd9+f f %(]Q)dndezf de,dndH (3.8)

S

Apres intégration sur le volume de contrdle de la figure 3.2, I’équation (3.8) s’écrit comme suit :
]n_]s+]e _]w ZQAV (39)
ou J., J.., J, et J; sont les valeurs des flux totaux aux interfaces du volume de contréle.

% . est la valeur moyenne de Sy, dans ce volume €lémentaire. Ce terme peut généralement étre

linéarisé en fonction de ¢p (au nceud P) et se mettre sous la forme:

Sy =So+Sp.Pp (3.10)
Avec:Sp <0

L’équation (3.9) s’écrit comme suit :

In—=Jst]e—Jw = (50 + SP-¢P)-AV (3-11)

En multipliant ’équation de continuité discrétisée (3.5) par la fonction ¢p et en soustrayant
I’équation obtenue de 1’équation (3.11):

(]n - Fn'¢P) - (]s - ES¢P) + (]e - Fe'¢P) - (]w - FW'¢)P) = (SO + SP'¢P)-AV (312)

D’apres S.V. PATANKAR [67], on peut représenter les termes entre parentheses de I’équation
(3.11) de la maniere suivante :

Jn — Fy.¢p = a. (¢p — d) \

Js — Fs.¢pp = ag. (s — ¢p)

Je — Fo-¢pp = ag. (pp — Pg) } (3.13)
Jw — Ev.®p = aw. (P — ¢P)}
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Aprés introductions de ces termes, I’équation (3.12) s’écrit sous sa forme de discrétisation
suivante :

ap.¢pp = ay. ¢y +as. s +ag. oy +ay. Py + b (3.14)
Avec :

ap =ay +ag+ag +ay +Sp. AV (3.15)
b =S5, AV (3.16)

On introduit maintenant la fonction A(|P|) du nombre de Péclet, qui est celle de la loi de
puissance (Power Law) d’aprés S.V. PATANKAR [67], elle est donnée par:
A(lPD) = 110,(1 = 0.1|PD3||

Le symbole ||A4, B|| signifie que le maximum entre A et B sera choisi. Les coefficients de
I’équation algébrique (3.14) s’écrivent alors :

ay = Dp. AUBD) + 1=, Olly
as = D;. A(IB,]) + IIF,,0 | }
ag = D,. A(IR.]) + [I—E,, 0]
aw = Dy A(P,D + lIE, , 0ll)

(3.17)

Dans les relations (3.17), les grandeurs D,, D;, D, et D,, sont les termes diffusifs qui sont définis
par :

(I3) .26
mT (6
(I3) 06
* (6
(Hp)Z-An (3.18)
¢ (89),
_(F¢)W.An
v (80),,

Les pas d’intégration (61),,, (1), (660).¢et (66),, peuvent étre égaux ou non aux pas de calcul An et
ABrespectivement, dans notre cas, ils sont choisis constants et égaux aux An et A8. Considérons que
les interfaces : e, w, s et n sont respectivement les milieux des nceuds (P, E), (P, W), (P, N) et (P, S).
Dans ces conditions les grandeurs précédentes s’écrivent :
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I,) .A8)
) ),
An
r,) .00
Ap A (3.19)
:(r¢)e.An
e Y,
(1), Mn
Dw="2")

Les grandeurs P,, Ps, P, et P, dans les relations (3.17), représentent les nombres de Péclet qui
sont définis par :

I
B, =—
n Dn
F,
=1
>b (3.20)
p_F
e_De
Ey
P, =—
D,/

Parmi les conditions de convergence et de stabilité exigées par cette méthode, notons que dans

I’équation (3.14) tous les coefficients doivent étre positifs, Sp doit étre négatif et le coefficient ap
doit étre égal a la somme des autres coefficients et SpAV.

3.3.3 Discrétisations de I’équation de la chaleur

La discrétisation de I’équation générale de transport s’applique a 1I’équation de la chaleur (2.22)
en suivant les mémes étapes de discrétisation et en remplagant la fonction générale ¢ aux nceuds

P, E, W, N et S par la température adimensionnelle 7' . on obtient I’équation algébrique
suivante :

aP.TP+ = aN.TN+ + as.TS+ + aE.TE+ + aw.TW+ (3.21)

Comme le montre le tableau 3.1, le terme de source Sy dans I’équation de la chaleur (3.1) est
nul, donc le coefficient ap figurant dans I'équation (3.15) devient:

ap =ay +ag+ag +ay (3.22)

En introduisant dans les relations (3.4), les composantes de la fonction de courant
adimensionnelle ¥ *qui sont définies par les relations suivantes :

35



Résolution numérique Chapitre III

0.-(5%) e0.~())
|
W)

W, 10+ o 10+ (3.23)
6 Je H on e' 6 Jw = H an
Les termes convectifs a travers les surfaces du volume fini s’écrivent :
o) )
e (%)
n
oy~
o (%)
i .
(o (3:24)
e — 77 an .
oY+
()
an J
Dans la suite nous supposons que :
L W+ + 93
v = .
L YEN+YE-1,))
Y = : 5
.. DN 3.2
L WG+ D+ Y3E)) (3:25)
P = -
Y = > )

Les développements du gradient de la fonction de courant i * aux interfaces : €, w, n et s, sont
¢tablis d'apres la démarche de E.F. NOGOTOYV [68] montrée dans la figure 3.3 :

(22 - vr(itggtg) vt (i+5-3)

an An
1Y*E )+ a+1L,)+y9*0 j+ D+t +1,j+1)
= E Z
PTG AP+ LD +YTE D +YT 41— D
An 4

(‘i;’;) = ﬁ(vﬁ(i,j +D+YTE+ L+ D =t - 1) -t +1,j— 1))
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(.0 I N

T---=--

G+1) _@1 ’_jj'l)., ____________ S (_itl_’jj—_ll -
0 I U
\E
).
(1) mmmmmmdmmmmmme g mmmo oo
, i+, 5-1)
(+1)

Figure 3.3 : Représentation schématique des noeuds principaux et aux interfaces dans le maillage.

Donc le coefficient convectif sur ’interface « e » s’écrit :

F = %(t/)*(i —Lj+ D+t —-1,)—-¢ri+ 1) —yvri+1,j+1)) (3.28a)

(%) oy (imggty) v (i-503)

an An
A1 YPrEHP+Y G+ D+ -1Lj+D+y*(-1,))
A 4
1PN HYTG D+ -+ -1, -1
An 4

op+ 1
( ;/:] )W = m(l/ﬁ(i,j + D+ P -1+ D -9 - D -p*ri-1,j-1)

Le coefficient convectif sur I’interface « w » s’écrit :

1
Fo= 20+ DA (= 1j+ D=9 Gj = D+9* - 1,j - 1) (3.28b)

(aw) (i) v (-3 +3)

06 AG
1 Y*E N+ A+, +9 G j+ D)+ G +1,j+1)
Y 4
_il/)-l_(l,]) + l/)+(l'] + 1) + l/)+(l - 1']) + l/)+(l - 1'] + 1)
AG 4
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oY~
(69> 4A9("’ G+1j+ D+ G+ L) - —1,j+1) -+ —1,))

Le coefficient convectif sur I’interface « n » s’écrit :

F, = %(t/)*(i +1Li+ D+ E+ 1) —¢pri—-1j+1)—¢Ti—1,))) (3.28¢)

(o) - v (i3 -3) -t (i-5-3)

96 A8
_ 1 ¢+(ij)+¢+(i+1j)+¢+(ij—1)+¢+(i+1j—1)
A8
1Y @) +yY*a,j—1 +y* (1—11)+¢+(t—11—1)
YY) 4

oY~
(¢ G+LD+Y*(+1j-D-yp*-1) -y (i—-1,j-1)
a0 4A9
Le coefficient convectif sur ’interface « s » s’écrit :

1
Fo= (0 G+ L) +97 G+ 1) - D =9 = 1) - =1,/ = 1) (3.284)

Comme nous l’avons présenté précédemment dans le tableau 3.1, le coefficient I'r prend la
valeur 1 et en portant cette valeur dans le systéme (3.19), les termes diffusifs s’écrivent :

AH\
Dn = Ds = E
An (3.29)
De = Dw = E
Les nombres de Péclet dans le systéme (3.20) deviennent :
An
h=Fizg
A
P =F %
“an
b _F A6

Pour homogénéiser les notations dans I’équation (3.21) on remplace P, E, W, N et S
respectivement par (i), (i+1,j), (i-1,j), (1,j+1), (i,j-1).
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Les coefficients ag, aw, ax et as, sont pris au nceud (i,)), ’équation (3.21) peut finalement s’écrire
sous la forme suivante :

ap.TH(i,j) =ay.T*(+1,j))+as.TT(i—1,j) +ag.T*((,j+ 1) +ay,.T*(i,j— 1) (3.31)
3.3.3.1 Discrétisations des conditions aux limites

Pour satisfaire les conditions imposées a la température sur les parois intérieure et extérieure de
I’enceinte, on doit avoir les conditions suivantes :
Sur la paroi chaude interne (j=1) :

T'(,1)=1
Sur la paroi froide externe (j=NN) :
T"(i, NN)=0

Sachant que NI et NN représentent respectivement le nombre de points suivant 1 et le nombre de
points suivant 6.

3.3.4 Discrétisations de I’équation de concentration

La discrétisation de 1’équation générale de transport s’applique également a 1’équation de
concentration (2.23) en suivant les mémes étapes de discrétisation pour 1’équation de la chaleur
et en remplacant la fonction générale ¢ aux nceuds P, E, W, N et S par la concentration
adimensionnelle C*, on obtient 1’équation algébrique suivante :

aP.CP+ = aN.CN+ + as.CS+ + aE.CE+ + aw.CW+ (3.32)

Comme le montre le tableau 3.1, le terme de source Sc dans I'équation de concentration (3.1) est
nul, donc le coefficient ap figurant dans I'équation (3.15) devient:

ap =ay +ag+ag +ay (3.33)

Par analogie a la discrétisation de I’équation de la chaleur et d'aprés la démarche exposée par
E.F. NOGOTOV [68], le développement du gradient de la fonction de courant ¥ * aux
interfaces du volume fini qui sont représentées dans la figure 3.3 par les lettres minuscules : e, w,
n et s, les termes convectifs a travers les surfaces du volume fini s’écrivent :

F = %(t/)*(i —Lj+ D+t —-1,) -y i+ 1) —yvri+1,j+1)) (3.34a)
1
Ry = Z(IIJ*(LJ' — DY -1, - D)=yt —1,j+ 1)+ 9+ (i, j+ 1)) (3.34b)
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F, = %(t/)*(i +1Li+ D+ E+ 1) —¢pri—-1j+1D)—¢T@i—1,))) (3.34c¢)
1
Fo= (0 G+ L) +97 G+ 1) =D =9 = 1) - =1,/ = 1) (3.34d)

Comme nous l’avons présenté précédemment dans le tableau 3.1, le coefficient I'c prend la

1
valeur Io et en portant cette valeur dans le systéme (3.19), les termes diffusifs pour 1I’équation de

concentration s’écrivent :

1 A6
Dn=DS=——\

LeAr]} (3.35)
D =D 1My '
€W T LeAd

Les nombres de Péclet dans le systéme (3.20) deviennent :

An

Pn = FnﬁLe\
A

P, = I*"S%Le

P =Ry le
AG

Py =g Le)

Pour homogénéiser les notations dans I’équation (3.32), on remplace P, E, W, N et S
respectivement par (i,j), (i+1,j), (i-1,j), (i,j+1), (i,j-1). Les coefficients ag, aw, ax et as, sont pris
au nceud (i,j) et I’équation (3.32) peut finalement s’écrire sous la forme suivante :

ap.C*(i,j) =ay.C*(i+1,j)+as.CT(i—1,j)+ag.C*(i,j+1) +ay.CT(G,j—1) (3.37)
3.3.4.1 Discrétisations des conditions aux limites

Pour satisfaire les conditions imposées a la concentration sur les parois intérieure et extérieure de
I’enceinte, on doit avoir les conditions suivantes :
Sur la paroi interne a forte concentration (j=/) :

C'(,1)=1
Sur la paroi externe a faible concentration (j=NN) :

C"(i, NN)=0
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3.3.5 Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement

L’équation (2.21) est de type elliptique comme nous 1’avons cité plus haut, c’est pourquoi pour
la discrétiser nous utiliserons les différences centrées. Les différents termes de 1’équation (2.21)
seront discrétisés séparément de la facon suivante :

0%yt 0%yt YT j+D-29TEN+YTGE -1

oz a6z - @n?
Y+ 1) -2¢7G )+t —1,))

+ 20y (3.38)
oT*|  T*(i,j+1)—T*(i,j—1) 3.39
anl,~ 207 e
T+ T*(i+1,j)-T*(i—1,))
7, _ S0 (3.39h)
aC+ _C+(i,j+1)_c+(i:j_1) 3.40
anl,~ 20 A
act Cti+1,j)—-Cct(i—-1,))
a7, _ 20 (3.40b)

Yr,j+1) =297 )+ -1 N PHA+1,) =297 N+ -1,)]
(An)? (A6)? B
T*(i,j+1) —T*(i,j — 1)
2(An)

—H.Ra,, ([cos(a) F(n,0) —sin(a) G(n,0)] (

Cr(,j+1) —C*(i,j— 1))
2(An)

T*(+1,))-T*(—-1,))
2(A6)

— [sin(a) F(n,0) + cos(a) G(n, 6)] (

(3.41)

N C*rG+1,))—-Cc*(i—1,))
2(A0) )
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N LN G+ D) +9* G =) P+ L)+t - 1,))

v @) =5 (e Gay) l @n)? ¥ 06y

TH(,j+1)—-T (@, j—1)
2(4n)

+ H.Ra,, ([cos(a) F(n,0) — sin(a) G(n, 6)] (

Cr(i,j+1) —C*(i,j— 1))
2(An)

T*(+1,))-T*(—-1,))
2(A6)

— [sin(a) F(n,0) + cos(a) G(n, 6)] (

MY e G Lj))) (3.42)

2(A6)

3.3.5.1 Discrétisations des conditions aux limites

Sur la paroi interne chaude a forte concentration (j=1) :
YrE,1) =0

Sur la paroi externe froide a faible concentration (j = NN):
Y*(i,NN) =0

3.4 Discrétisation des composantes de la vitesse

Nous utilisons également les différences centrées pour obtenir une expression discrétisée des
composantes adimensionnelles de la vitesse, ce qui nous donne :

SHE H(i,j) a‘;/‘); iJj

) Héj) lqﬁ(i +1, ];(A—91§)+(i ~1, j)l (3.43)
Ve (i,)) = _H(i]') a;/:I+ i

- - H(i,]') [l/ﬁ(i,j i 12)(;nlf+(i'j - Dl o

V(@i,j)i#l;i# NI j#1;j#NN
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3.5 L’algorithme de calcul

Pour résoudre le systéme d'équations algébriques (3.31), (3.37) et (3.42) nous utilisons la méthode
proposée par E.F. NOGOTOV [69] qui est une méthode itérative a coefficients de sous-relaxation et
afin de faciliter I’application de cette méthode, ces équations adimensionnalisées et discrétisées
peuvent se mettre sous la forme ci-dessous pour étre mieux adaptées a une résolution a l'aide
d'une méthode itérative a coefficients de sous-relaxation et pour la clarté de la présentation
des équations, les indices exposants « + » indiquant le caractére adimensionnel des variables sont
omis :

T ) =1 = 6T )

G
+ a—T [ay. TG+ 1,)) + ac. T (i — 1,)) + ag.T"(i,j + 1)
P

+ay. TG, j — 1)] (3.45)

C™1({,j) =1 -6G)C™(,))
+ % [ay. C"(Gi + 1,/) + ag. C™*1(i — 1,/) + ap. C"(i,j + 1)
P
+ay. C"1(3i,j — 1] (3.46)
Y™ ) = A =GP (I, ))
Gp/ 1 1\ [rGj+ 1)+, - 1)
+7<(An)2 + (AH)Z) l (an)?

+ l/)n(l + 1']) + l/)n-l_l(i - 1'])
(46)?

TP+ 1) — TG, — 1)
2(An)

+ H.Ra,, ([cos(a) F(n,0) — sin(a) G(n,6)] (

C™1i(i,j+1)—C™Mi(i,j—1
N @G,j+1) () ))

2(An)
TP+ 1,j) — T —1,))
2(406)

— [sin(a) F(n,0) + cos(a) G(n, 6)] (

N C™(G+1,j) —C™(i - Lﬂ)) (3.47)

2(4A6)

Les parametres Gr, Geet Gp sont les "facteurs de sous-relaxation". Leurs valeurs dépendent de la
valeur du nombre de Darcy-Rayleigh (Ray,). Nous résolvons le systeme d'équations (3.45), (3.46)
et (3.47) ou ’exposant « n » indique I’ordre de I’itération, de la fagon suivante :
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1. Initialisation des valeurs de chaque variable sur le maillage.

2. Calcul de la distribution de température.

3. Calcul de la distribution de concentration.

4. Calcul de la distribution de la fonction de courant.

5. Le processus itératif est répété jusqu’a ce qu’il y ait satisfaction des critéres de convergence
sur les valeurs de : 1, T et C, selon le critéres de convergence suivant :

max¢p™t! — maxe™
max¢n+1

<10°°

6. Calcul des composantes de la vitesse.
7. Stockage des valeurs de 7, C et .
8. Fin du processus de calcul
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3.6 L’organigramme

‘ Début ’
v

Lecture des données

n=10

Initialisation des valeurs de variables
T’ C’ III

n=n+1

Calcul de la distribution des températures 7

v

Calcul de la distribution des concentrations C

v

Calcul de la distribution de la fonction de courant Y

Non Test de Oui
convergence
de P
1/;"+1 +yP" T+l 4 Non Test de
1[; = T = convergence
2 2 deT
Cn+l +C"
C =
2
Test de
convergence
y de C
Non
n > nmax

A\ V2
v
Calcul des nombres de Nusselt
et de Sherwood locaux et
moyens

Pas de
convergence

\|/
v

Stockages des résultats

Fin |
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CHAPITRE IV:
RESULTATS ET DISCUSSIONS
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous avons présenté nos résultats avec leurs discussions et pour une meilleure
représentation de ces résultats nous les avons divisés en deux parties, la premicre traite la
convection naturelle purement thermique avec N=0 ou nous présentons la distribution de la
température par des isothermes et la structure de 1’écoulement par des lignes de courant. Le taux
d’échange de la chaleur au niveau des parois de I’espace annulaire sera présenté par les nombres
de Nusselt locaux et moyens.

La deuxieme partie concerne la convection naturelle bidiffusive avec N#0 ou nous présentons la
distribution de la température par des isothermes, la concentration par des isoconcentrations et la
structure de 1’écoulement par des lignes de courant. Les taux d’échange de la chaleur et de la
masse au niveau des parois de I’espace annulaire sont présentés respectivement par les nombres
de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens.

Les parametres de contrdle dans cette étude sont :

- Parameétres géométriques :
e Les excentricités des cylindres elliptiques, intérieur et extérieur « e;, e, »
e [’angle de I'inclinaison de I’espace annulaire « a »

- Parameétres d’écoulement :
e Le nombre de Rayleigh-Darcy « Rap »
e Le rapport de flottabilités « N », N=0 pour le cas purement thermique
e N>0 pour le cas coopérant
e N<O0 pour le cas opposant
e Lenombre de Lewis « Le »

4.2 Etude du maillage

Nous mettons en évidence dans cette partie 1’indépendance des résultats obtenus des maillages
considérés pour les deux cas N=0 et N=1 pour un nombre de Lewis Le=0.1, les excentricités de
€1=0.75 et e,=0.5 et pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy « Ray, » et pour deux
positions de I’angle d’inclinaison a = 0° et 45°.

Le tableau 4.1 représente les valeurs maximales de la fonction de courant et des nombres de
Nusselt et de Sherwood moyens sur la paroi interne pour différents maillages et nous a permis de
choisir le maillage 71x91.
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Tableau 4.1: Effet du maillage sur les résultats numériques pour le cas de la convection naturelle
purement thermique avec N=0 et le cas bidiffusive avec N=1

Maillage 11x21 | 21x31 | 31x41 | 41x51 | 51x71 | 61x81 | 71x91 | 81x101 91x111
|§| Pmax 7.49 | 7.56 7.54 7.56 7.56 7.56 7.56 7.56 7.56
5 Ny, 2.19 | 2.28 231 2.33 2.36 2.37 2.37 2.37 2.37
O|C|> % ymax | 15.97 | 15.97 | 16.03 | 1599 | 1597 | 1597 | 15.97 | 15.97 15.97
8 | £ Nu; 3.21 3.46 3.55 3.60 3.65 3.67 3.67 3.67 3.68
S | ¥max | 2566 | 25.61 | 25.57 | 25.51 | 25.42 | 2537 | 2537 | 25.37 25.36
=) ;“5 Nu; 431 4.83 5.00 5.09 5.17 5.22 5.22 5.22 5.22
; g | ymax | 859 | 8.68 8.69 8.69 8.68 8.69 8.69 8.69 8.69
o ;f Nu; 228 | 2.38 2.42 2.44 2.46 2.48 2.48 2.48 2.48
? (‘%I ymax | 1783 | 17.88 | 17.89 | 17.89 | 17.85 | 17.83 | 17.83 | 17.82 17.82
3 ,_525 Nu; 3.38 | 3.68 3.78 3.83 3.88 3.92 3.92 3.92 3.92
S | wmax | 2825 | 28.11 | 28.00 | 27.95 | 27.84 | 27.80 | 27.77 | 27.75 27.72
;JE’E Ny, 452 | 513 5.34 5.44 5.53 5.59 5.59 5.59 5.61
Maillage 11x21 | 21x31 | 31x41 | 41x51 | 51x71 | 61x81 | 71x91 | 81x101 91x111
- Pmax 1.60 1.60 1.60 1.60 1.60 1.60 1.60 1.59 1.60
Is Nu; 1.69 1.72 1.73 1.74 1.75 1.76 1.76 1.76 1.76
) Sh; 1.66 1.69 1.70 1.71 1.72 1.72 1.73 1.73 1.73
S ymax | 1391 | 14.01 | 14.00 | 13.97 | 13.96 | 13.96 | 13.95 | 13.94 13.94
! D Nu, 295 | 3.14 3.21 3.24 3.28 3.29 3.30 3.30 3.30
S |2 Sh; 1.69 1.72 1.73 1.74 1.75 1.75 1.76 1.76 1.76
- ymax | 28.60 | 28.65 | 28.54 | 28.43 | 28.36 | 28.33 | 28.29 | 28.29 28.28
ﬁi Ny, 447 | 4.96 5.12 5.21 5.28 5.31 5.33 5.33 5.32
? 2 Sh; 1.76 1.80 1.82 1.83 1.84 1.84 1.85 1.85 1.85
=, - ymax | 1.84 1.83 1.83 1.84 1.84 1.84 1.84 1.84 1.84
e Nu; 1.70 1.73 1.73 1.75 1.76 1.76 1.77 1.77 1.77
= Sh; 1.66 1.69 1.69 1.71 1.72 1.72 1.73 1.73 1.73
n | oo ymax | 15.88 | 15.84 | 15.79 | 15.79 | 15.78 | 15.76 | 15.74 | 15.74 15.73
Tlr i Nu; | 3.15 | 3.37 345 | 3493 | 3.51 3.54 3.55 3.55 3.55
3|2 Sh; 1.69 1.72 1.73 1.74 1.75 1.75 1.76 1.76 1.77
- ymax | 32.23 | 31.87 | 31.66 | 31.63 | 31.50 | 31.49 | 31.46 | 31.46 31.46
‘E Ny, 472 | 531 5.51 5.60 5.69 5.72 5.76 5.76 5.77
Z Sk, 1.78 1.82 1.83 1.84 1.85 1.86 1.86 1.86 1.86
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4.2.1 Représentation graphique du tableau 4.1
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Figure 4.1.a : Variation de la valeur maximale de la fonction de courant en fonction du maillage
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Figure 4.1.b : Variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi interne en fonction du maillage

pour €,;=0.75, €,=0.5, N=0 et a=0°.
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Figure 4.1.c : Variation de la valeur maximale de la fonction de courant en fonction du maillage
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Figure 4.2.a : Variation de la valeur maximale de la fonction de courant en fonction du maillage

pour €;=0.75, €,=0.5, N=1, Le=0.1 et a=0°.
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Figure 4.2.b : Variation de la valeur maximale de la fonction de courant en fonction du maillage

pour €,;=0.75, €,=0.5, N=1, Le=0.1 et a=45°.
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Figure 4.2.c : Variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi interne en fonction du maillage
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Figure 4.2.d : Variation du nombre de Sherwood moyen sur la paroi interne en fonction du

maillage pour ,=0.75, e,=0.5, N=1, Le=0.1 et a=0°.
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Figure 4.2.e : Variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi interne en fonction du maillage

pour €;=0.75, €,=0.5, N=1, Le=0.1 et a=45°.
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Figure 4.2.f: Variation du nombre de Sherwood moyen sur la paroi interne en fonction du

maillage pour €,=0.75, e,=0.5, N=1, Le=0.1 et a=45°.
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4.3 Validation numérique

Nous avons Comparé nos résultats issus de ce code de calcul avec les résultats des travaux
similaires disponibles dans la littérature, pour le cas purement thermique ou N=0 et pour le cas
des transferts couplés de chaleur et de masse avec N=1. Les références utilisées pour le cas de la
convection purement thermique avec N=0 sont [38], [44], [49], [50] et [60]. La référence [60] est
¢galement utilisée pour le cas de la convection bidiffusive avec N=1.

4.3.1 Le cas de la convection naturelle purement thermique avec N=0
4.3.1.1 La configuration circulaire

a. Le cas de l'anneau circulaire avec un rapport de rayon R=2 pour les excentricités qui
correspondent a ay/a; = 2 et b;/a;= 0.99 avec un nombre de Prandtl Pr=7.

Tableau 4.2: Comparaison quantitative avec les références [38], [44], [49], [50] et [60] du
nombre de Nusselt moyen (Nu; ) sur la paroi interne pour un rapport de rayon R=2 avec Pr=7

Ra,, 25 63 70 90 100 105 112 150 | 200 | 500
Référence [38] | 5993 - - - 1.8286 - - - | 2.6256 | 4.1983
1976
Référence [44]
1907 - - - - 1.8670 - - 123090 - -
Référence [49] |} |95 - - - 1.8629 - - 2.3023 | 2.6764 | 4.2741
2006
Referf;‘;; [50] - | 14943 | 15710 | 17681 | 1.8571 | 1.8997 | 1.9570 | - ] ]
Referze(;‘fg 1601 |} 1076 - - - 1.8544 - - 2.3022 | 2.6495 | 4.2631

Présent travail | 1.0748 | 1.4810 | 1.5523 | 1.7823 | 1.8536 | 1.9032 | 1.9805 | 2.3421 | 2.7279 | 4.0956

Erreur relative

. 3.12% | 0.89% | 1.19% | 0.79% | 1.35% | 0.18% | 1.18% | 1.70% | 3.75% | 4.17%
maximale

b. Le cas de ’anneau circulaire avec un rapport de rayon R=1.2

(b)

Figure 4.3 : Isocourants et isothermes pour Ra,,=70, un rapport de rayon R=1.2 avec Pr=7
(a) Présent travail, (b) Référence [50]
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Tableau 4.3: Comparaison quantitative avec la référence [S0] du nombre de Nusselt moyen

(Nu; ) sur la paroi interne pour un rapport de rayon R=1.2 avec Pr=7

Ra,, 35 70 142 212 285 355
Présent travail 1.0525 | 1.0544 | 1.0623 1.0748 | 1.0928 | 1.1141
Référence [S0] 1.0027 | 1.0083 | 1.0127 | 1.0286 | 1.0720 | 1.1477
Erreur relative 4.73% | 437% | 4.66% | 4.29% 1.90% | 2.92%

4.3.1.2 La configuration elliptique

a) Le cas de l'anneau elliptique avec les excentricités qui correspondent a a/a;=2 et
bi/a;=0.5 et pour l'inclinaison a =0° afin de comparer nos résultats avec les résultats dans
la référence [50].

Tableau 4.4: Comparaison quantitative avec la référence [S0] du nombre de Nusselt moyen
(Nu; ) sur la paroi interne pour différents Ray, avec ay/a;=2, bi/a;=0.5 et Pr=7

Ra,, 57 72.5 75 92.5 115 138.5 173 179
, Ny, . 1.8494 | 2.0929 | 2.1298 | 2.3651 | 2.6485 | 2.9070 | 3.2447 | 3.2993
Présent travail
o N, 1.8268 | 2.0555 | 2.1086 | 2.3340 | 2.6243 | 2.8798 | 3.3957 | 3.4520
Référence [50]
Erreur relative % 1.22 1.78 0.99 1.31 0.91 0.93 4.44 4.42

a) Le cas de la configuration elliptique, avec les excentricités qui correspondent a a,/a;=1.1
et bi/a;= 0.1 pour le régime bicellulaire.

(a)

(b)
Figure 4.4 : comparaison qualitative des isocourants et isothermes pour Ra;,;=200
ar/a;=1.1 and by/a;=0.1 et Pr=7
(a) Présent travail, (b) Référence [50]
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4.3.2 Le cas de la convection bidiffusive en mode coopérant avec N=1

Le cas de la configuration circulaire de I'espace annulaire avec un rapport de rayon R=2 pour
N=1 qui correspond au cas coopérant des gradients température et de concentration.

(a) (b)
Figure 4.5 : Isocourants et isothermes pour R=2, Ra,, = 25, N=1 et Pr=7
(a) Présent travail, (b) Référence [60]

Tableau 4.5: Comparaison quantitative avec la référence [60] du nombre de Sherwood moyen
(Sh;) sur la paroi interne pour un rapport de rayon R=2, Le=1, N=1 et Pr=7

Ra,, 25 100 150 200

Présent travail 1.1654 2.2644 2.7213 3.0860

Référence [60] 1.1193 2.2665 2.7744 3.1975

Erreur relative 3.95% 0.09% 1.91% 3.43%

56



Résultats et discussions Chapitre IV

Premicre partie des résultats :
Convection naturelle purement thermique
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4.4 Convection naturelle purement thermique avec N=0

Dans cette premicre partie ou on traite uniquement le transfert de chaleur au sein d’une enceinte
annulaire remplie d’un milieu poreux saturé d’air avec un nombre de Prandtl Pr=0.702, on va
examiner |’effet des différents parametres de contrdle sur la distribution de la température, la
structure de I’écoulement ainsi que sur le nombre de Nusselt qui exprime le taux d’échange de
chaleur au niveau des parois de 1’espace annulaire.

4.4.1 Effet du nombre de Rayleigh-Darcy « Rap »

4.4.1.1 Les isothermes et les lignes de courant

Nous présentons les isothermes et les lignes de courant pour différentes valeurs du nombre de
Rayleigh-Darcy dans le cas d’un espace annulaire délimité par deux cylindres elliptiques dont les
excentricités respectives sont e; = 0.95 et e, = 0.8 en position horizontale avec a=0°.

Nous constatons sur ces figures que les isothermes et les lignes de courant sont symétriques par
rapport a un plan fictif vertical médian. Les isothermes de la figure 4.6.a correspondant a
Ra,=100 sont des courbes fermées paralléles et concentriques qui épousent bien le profil des
parois, la répartition de la température est simplement décroissante de la paroi chaude vers la
paroi froide. Les lignes de courant de la méme figure montrent que I’écoulement est organisé en
deux cellules principales qui tournent trés lentement dans des directions opposées. La cellule en
rouge tourne dans le sens trigonométrique par contre la cellule en bleu tourne dans le sens
horaire. Ceci est dii au déplacement des particules de fluide vers le haut de I’enceinte sous l'effet
de la poussée d’Archimede en s’échauffant le long de la paroi chaude et le déplacement vers le
bas des particules de fluide sous I’effet de la pesanteur en se refroidissant le long de la paroi
froide. Les valeurs de la fonction de courant sont trés faibles. Dans ce cas, le transfert de chaleur
se fait principalement par conduction. Les figures (4.6.b) et (4.6.c) correspondant respectivement
a Ra,=135 et Ra,=150 montrent que les isothermes sont modifiées dans la partie supérieure de
I’enceinte. Le sens de la déformation des isothermes correspond a la direction de rotation des
lignes de courant. Les valeurs de fonction de courant augmentent progressivement avec
I’augmentation de la valeur de Ra, ce qui signifie que la convection naturelle s’intensifie. Les
isothermes dans la partie inférieure restent toujours paralléles ce qui traduit que le transfert de
chaleur dans cette partie de I’enceinte se fait principalement par conduction.

Dans la figure 4.6.b on peut voir I’apparition de bifurcations donnant naissance de deux cellules
supplémentaires qui se détachent des cellules principales sous 1’effet de I’intensification de
I’écoulement, ces petites cellules tournent dans les sens contraires de leurs cellules voisines ainsi
que 1’une par rapport a ’autre. Dans la figure 4.6.c pour Ra,,=150, I'augmentation du nombre de
Rayleigh-Darcy engendre une intensification de la convection naturelle qui a permis le
détachement complet des cellules supplémentaires qui commencent a prendre de I’ampleur et a
occuper plus d’espace dans cette région. En augmentant davantage la valeur de Rayleigh-Darcy a
Ra,=175, la convection s’intensifie sensiblement pour donner un régime d’écoulement transitant
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d’un régime bicellulaire vers un régime multicellulaire comme le montre la figure 4.6.d ou la
genese des deux autres cellules est trés apparente.

La figure 4.6.e pour la valeur de Ra,= 500 illustre bien les bifurcations avec les quatre cellules
supplémentaires chacune tournant dans le sens inverse de sa cellule voisine. L'augmentation du
nombre de Rayleigh-Darcy a permis de passer a un autre régime d'écoulement qui est
'écoulement multicellulaire, avec l'apparition de ces bifurcations dans la partie supérieure de
l'espace annulaire qui représente une zone d'instabilité pour les grandes valeurs du nombre de
Rayleigh-Darcy. Les isothermes dans la partie supérieure de I’espace annulaire se déforment et
s’enfoncent dans la zone ou il y a présence de deux tourbillons contra-rotatifs. Le fluide est
presque immobile dans la partie inférieure de I'enceinte ou le transfert est quasi-conductif.

Psi
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0.95 l 1.60
085 100
0.75 0.40
065 0.01
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(d) Ran=175
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Figure 4.6 : Isothermes et lignes de courant pour €,=0,95, ¢,=0,8 et a=0

4.4.1.2 Le nombre de Nusselt local

La figure 4.7 montre la variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne du cylindre
elliptique pour les excentricités €;=0.95 et e,=0.8, cette variation nous permet de constater
qu’avec l'augmentation du nombre de Rayleigh-Darcy, la valeur du nombre de Nusselt local
augmente, ce qui est évident car le transfert par convection s’intensifie et le taux d’échange entre
les parois et le fluide augmente. Cette figure montre pour Ra,,>100, I'existence de trois minimas

et deux maximas dans la partie supérieure de l'enceinte (30°<6<150°) correspondant a la
juxtaposition des cellules qui tournent en sens inverse les unes par rapport aux autres repoussant
le fluide de la paroi chaude dans le cas d'un minimum, et ’amenant vers celle-ci dans le cas d'un
maximum. Alors que pour la valeur Ra,=100 I’allure de la courbe est similaire a celles de la
partie inférieure de I’enceinte correspondant a une zone morte, ce qui nous met en présence d’un
régime d’écoulement pseudo-conductif.
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Nusselt local sur la paroi interne
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Figure 4.7 : La variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne en fonction de la
position azimutale 6, pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy Ray,
4.4.2 Effet de ’angle d’inclinaison « a »

On va examiner I’effet de I’inclinaison du systéme par rapport a la verticale ou I’angle est calculé
a partir de I’horizontale dans le sens trigonométrique. Pour cela nous avons considéré plusieurs
valeurs de a (0°, 15°, 30°, 45°, 60° et 90°) pour les excentricités ¢,=0.95 et e,=0.8 et pour le
nombre de Rayleigh-Darcy Ra,=500.

4.4.2.1 Les isothermes et les lignes de courant

Le cas ou l'angle d'inclinaison est égal a zéro a=0° :

Dans ce cas, le plan fictif vertical médian (passant par les petits axes des ellipses) est en principe
un plan de symétrie pour les phénomenes de transfert. Par conséquent, I’écoulement s’organise
par symétrie et par rapport a ce plan vertical en deux cellules principales tournant en sens inverse
’une par rapport a I’autre avec les quatre cellules qui résultent de bifurcations comme le montre
la figure 4.6.e.
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Le cas ou l'angle d'inclinaison a# 0° et & # 90° :

En donnant a l'angle a une valeur autre que 0° et 90°, nous détruisons la symétrie du systeme
par rapport au plan fictif vertical médian. Les figures (4.8.a), (4.8.b) et (4.8.c) qui représentent
respectivement les isothermes et les lignes de courant pour a=15°, 30° et 45° et pour Ra,,=500,
montrent que le tourbillon de droite peut davantage se développer par rapport a son homologue
dans la partie gauche et que la cellule de la partie droite inférieure se développe aussi davantage
que son homologue dans la partie gauche. La cellule a gauche se déplace a la partie supérieure de
l'espace annulaire pour fusionner avec le tourbillon supérieur de la partie droite du systéme ceci
en augmentant l'angle d'inclinaison jusqu’a o= 60° comme c’est illustré sur la figure 4.8.d qui
montre que ces deux tourbillons se développent pour occuper entiérement l'espace annulaire.

Le cas ou l'angle d'inclinaison a= 90°

Lorsque a=90°, le plan fictif vertical médian (qui dans ce cas passe par les grands axes des
ellipses) est un plan de symétrie, la figure 4.8.e montre que les isothermes représentent des
courbes fermées presque paralléles et concentriques qui épousent presque le profil des parois.
Dans la région sommitale, ces isothermes s’insérent vers le haut de I’enceinte, cela est di a la
séparation des particules se déplacant de la paroi chaude vers la paroi froide au niveau du plan de
symétrie, ce qui montre la présence sur chacun des deux cotés de I’espace annulaire, d’une
cellule de circulation qui emporte les particules du fluide de la paroi chaude vers la paroi froide.

0.95
0.85
0.75
065

0.55
0.45
0.35
o 025
i 0.15
0.05

(b) o = 15°

14.00
11.00

62



Résultats et discussions Chapitre IV
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Figure 4.8 : Isothermes et lignes de courant pour Ra,, = 500, e¢; = 0,95 et e, = 0,8
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4.4.2.2 Le nombre de Nusselt local

La variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne illustrée sur la figure 4.9 est en tres
bon accord avec les distributions des isothermes dans les figures précédentes. Les courbes qui
correspondent a 0°<0<45° montrent l'existence des minimas et des maximas dans la partie
supérieure de I'enceinte ou 30°<0<150°, ce qui interprete la présence d’un régime multicellulaire
pour ces inclinaisons. Pour le cas de a=60° et 90°, les deux courbes présentent un seul maximum
a 0=180° et un seul minimum a 6=0° ceci est di au fait que nous sommes en présence de deux
cellules principales ¢éloignant du fluide de la paroi chaude a 6=0° et I’amenant vers celle-ci a
0=180°, ces deux positions correspondent aux deux rétrécissements de 1’espace annulaire.

Nusselt local sur la paroi interne

'5 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
eo
Figure 4.9 : La variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne en fonction de la
position azimutale 0, pour différentes valeurs de I’angle de I’inclinaison a

4.4.3 Effet de I’excentricité de la paroi interne « e»

Nous considérons les espaces annulaires caractérisés par les différentes excentricités du cylindre
elliptique interne (e,=0.55), (,=0.688), (€:=0.86), (e;=0.9) et (€,=0.999). L'excentricit¢ du
cylindre externe est maintenue constante (e, = 0.5) avec Rayleigh-Darcy Ra,,=500 et I'inclinaison
choisie est a=0°.
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4.4.3.1 Les isothermes et les lignes de courant

La figure 4.10.a, montre que lorsque e,=0.55 l'espace libre entre les deux surfaces d'échange est
trés faible ce qui favorise le transfert par conduction entre les deux parois. L'augmentation de la
valeur de I'excentricité de l'ellipse interne engendre une augmentation de 1’espace annulaire,
comme l’illustrent les figures (4.10.b), (4.10.c), (4.10.d) et (4.10.e), ou le transfert par convection
devient plus important, ce qui se traduit par une intensification de la convection naturelle dans la
partie supérieure de I’espace annulaire.
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Figure 4.10 : Isothermes et lignes de courant pour Ra,, = 500 et e; = 0,5

4.4.3.2 La conductivité thermique équivalente

Puisque cette étude examine la convection naturelle dans un espace annulaire dont la géométrie
varie en fonction de l'excentricité, le nombre de Nusselt n’est pas donc un bon indicateur de
transfert de chaleur lorsque I’on compare des géométries différentes, la conductivité thermique
équivalente est le parametre le plus approprié permettant de comparer les transferts thermiques
des différents espaces annulaires.

La conductivité thermique équivalente locale est définie comme étant le rapport entre le nombre
de Nusselt local sur la surface au voisinage de laquelle un fluide est en mouvement et le nombre
de Nusselt local qui serait calculé si le fluide est au repos. Elle est donnée par la relation
suivante :

or*

an . )
/’lzq — convection+conduction (41)

oT*
an

conduction
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La conductivité thermique équivalente globale est donnée par le rapport des nombres moyens de
Nusselt pour le cas de la convection sur des nombres moyens de Nusselt pour le cas de la
conduction.

La figure 4.11 montre que la valeur de la conductivité thermique équivalente moyenne augmente

avec l'augmentation de l'excentricité de la paroi interne ce qui explique I’intensification du
transfert par mode convectif qui est favorisé par I’augmentation de 1’espace entre les deux
cylindres elliptiques.
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Figure 4.11 : La conductivité thermique équivalente globale sur la paroi interne en fonction de
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Deuxieme partie des résultats :
Convection naturelle bidiffusive
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4.5 Convection naturelle bidiffusive N # 0

Dans cette deuxieéme partie on va étudier le transfert de chaleur et de masse a I’intérieur de
I’enceinte annulaire contenant un milieu poreux saturé d’un fluide binaire, on va examiner 1’effet
des différents paramétres de controle sur la distribution de la température et la concentration et sur
la structure de I’écoulement ainsi que sur les nombres de Nusselt et de Sherwood qui interprétent
respectivement le taux d’échange de chaleur et le taux d’échange de masse au niveau des parois
de I’espace annulaire. Pour la convection naturelle bidiffusive on distingue deux modes différents,
le mode coopérant ou le rapport de flottabilités est positif N>0 et le mode opposant ou N<0. Le
cas de N=0 qui correspond a la convection naturelle purement thermique a été présenté dans la
premiere partie. L’effet de chacun des parametres de contrdle qui sont le nombre de Rayleigh-
Darcy Rap, le nombre de Lewis Le, ’angle d’inclinaison du systéme ¢, I’excentricité de la paroi
interne e;, va étre étudi¢ pour les deux modes de convection bidiffusive. L’effet du rapport de
flottabilités sur la distribution de la température et la concentration et sur la structure de
I’écoulement ainsi que sur les nombres de Nusselt et de Sherwood va étre également examiné en
détail.

4.5.1 Le cas coopérant de la convection naturelle bidiffusive N> 0

Nous allons présenter les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant pour
différentes valeurs de chacun des paramétres de contrdle pour le mode coopérant du transfert de
chaleur et de masse avec un rapport de flottabilités N=2. Les nombres de Nusselt et de Sherwood
sont présentés également en fonction de ces parameétres.

4.5.1.1 L’effet du nombre de Rayleigh-Darcy Rap,

Nous commengons par analyser I’effet du nombre de Rayleigh-Darcy Ra., car il est d’une
importance majeure pour le cas de la convection naturelle. Pour cette raison, nous avons présenté
les résultats pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy 10<Ra;;<250, pour un nombre
de Lewis Le=0.1. Les excentricités des ellipses interne et externe choisies sont respectivement
données par €;=0.9 et e,=0.5, et avec une inclinaison du systéme o=0°.

4.5.1.1.1 Les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant

Nous constatons dans la figure 4.12 que les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de
courant sont symétriques par rapport au plan fictif vertical médian. Les isothermes de la figure
4.12.a correspondant a Ra,,=10 sont des courbes fermées paralléles et concentriques qui épousent
bien le profil des parois dans la partie inférieure de I’espace annulaire ou la répartition de la
température est simplement décroissante de la paroi chaude vers la paroi froide sous un régime
conductif, par contre, dans la partie supérieure les isothermes présentent un décollement de la
paroi chaude vers la paroi froide ce qui dénote une transition vers un régime convectif précoce
due a la contribution du gradient de concentration dans le régime d’écoulement. Tandis que pour
les isoconcentrations dans la méme figure elles sont paralléles et concentriques dans tout I’espace
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annulaire. La répartition de 1’espéce est simplement décroissante de la paroi a forte concentration
vers celle a faible concentration, le transport de masse ou de I’espéce est dominé par le mode
diffusif pour deux raisons, d’une part ceci est dii a la valeur du nombre de Rayleigh-Darcy Ray,
qui est relativement faible et d’autre part, la diffusivité massique est dix fois plus grande que la
diffusivité thermique pour Le=0.1. En ce qui concerne les isocourants dans la méme figure, elles
montrent que 1’écoulement est organisé en deux cellules principales qui tournent lentement dans
des directions opposées. La cellule de gauche tourne dans le sens trigonométrique par contre celle
de droite tourne dans le sens horaire. Ceci est dii au déplacement des particules de fluide vers le
haut de I’enceinte sous l'effet de la poussée d’Archiméde en s’échauffant le long de la paroi
chaude puis elles se déplacent vers le bas de ’enceinte sous I’effet de la gravité en se refroidissant
le long de la paroi froide.

Avec I’augmentation du nombre de Rayleigh-Darcy Ra,, dans la figure 4.12.b, les isothermes se
déforment davantage dans la partie supérieure de D’espace annulaire sous I’effet de
I’intensification de 1’écoulement. Les isoconcentrations dans cette figure montrent que la diffusion
de la masse est toujours dominante dans la partie inférieure de I’espace annulaire, par contre, le
décollement dans la partie supérieure qui commence a apparaitre sous I’effet de I’intensification
de I’écoulement, indique une transition vers un mode convectif qui contribue dans le transport de
la masse dans cette partie de I’enceinte. Les isocourants montrent que I’écoulement est
continuellement organisé¢ en deux cellules principales qui tournent dans des directions opposées
avec une augmentation de la valeur de la fonction de courant. En augmentant davantage Ra,, dans
les figures (4.12.c), (4.12.d) et (4.12.e) les isothermes montrent que le transfert de la chaleur dans
tout ’espace annulaire est enti¢rement dominé par le mode de la convection naturelle.

Les isothermes dans ces figures ont pris une forme particuliére dans la partie supérieure qui est
celle d’un champignon sous ’effet des deux cellules tournantes dans des sens opposés en faisant
déplacer les particules du fluide avec une grande vélocité dans I’enceinte. On note également que
ces deux cellules se déplacent vers le haut sous l’effet de I’intensification de la convection
naturelle. Cette intensification est plus prononcée, si on la compare au cas purement thermique
dans la premiere partie cela est dii essentiellement a 1’effet coopérant des gradients de température
et de concentration. Dans la partie inférieure de 1’enceinte on observe une stratification massique
car les especes ont tendance a étre transportées par diffusion plutdt que par convection.
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(c) Ray=100

c .
. : i =28.81

(d) Ran = 150

-n =41.09

Figure 4.12 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant

N=2,Le=0.1, ¢1=0.9, e,=0.5 et a=0°

(e) Ray, =250
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4.5.1.1.2 Les nombres de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens

Sur la Figure 4.13 nous avons illustré la variation du nombre de Nusselt local sur la paroi
intérieure du cylindre elliptique, cette variation nous permet de constater que I'augmentation du
nombre de Rayleigh-Darcy Ra,, engendre une intensification de la convection naturelle ce qui
implique une augmentation des valeurs des nombres de Nusselt locaux, ce qui est évident. La
variation du nombre de Nusselt local montre I’existence d’'un minima a la position azimutale
#=90° et de deux maximas correspondant respectivement aux positions azimutales 6=195° et
6=355°. Ces cellules ¢loignent le fluide de la paroi chaude dans le cas d'un minimum et ’aménent
vers celle-ci dans le cas d'un maximum, ceci d’une part, d’autre part dans la moiti¢ inférieure de
notre espace annulaire comprise entre les positions azimutales =180° et #=360° le nombre de
Nusselt local varie de la méme manicre pour les différentes valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy
Ra,, considérées, ceci est dli au fait que dans cette région nous avons une stratification thermique.
En revanche, la variation du nombre de Sherwood local sur la figure 4.14 pour les mémes
parametres N=2 et Le=0.1, présente un comportement différent. Dans la partie supérieure de
I’espace annulaire entre 20° <#<160°0ou on constate une légeére diminution du nombre de
Sherwood quand la valeur de Ra;, augmente, par contre dans la partie inférieure le transfert de la
masse se fait essentiellement par diffusion et donc nous avons la méme allure obtenue pour le cas
thermique. La figure 4.15 nous permet de constater que les valeurs des nombres de Nusselt et de
Sherwood moyens sur la paroi interne augmentent avec I’augmentation de la valeur de Ra,, ce qui
est évident, ceci d’une part, d’autre part, ces valeurs du nombre de Nusselt moyen sont plus
importantes que celles du nombre de Sherwood moyen, car le nombre de Lewis dans ce cas-la est
inférieur a un (Le<l/.).
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Figure 4.13 : Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne en fonction de la position
azimutale pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy Ra,, et pour N=2, Le=0.1
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Figure 4.14 : Variation du nombre de Sherwood local sur la paroi interne en fonction de la
position azimutale pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy Ray, et pour N=2,
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Figure 4.15 : La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sur la paroi interne en
fonction du nombre de Rayleigh-Darcy Ra,, pour N=2, Le=0.1
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4.5.1.2 L’effet du nombre de Lewis

Nous considérons 1’espace annulaire caractérisé par les excentricités du cylindre elliptique interne
et externe respectivement donnée par e,=0,9 et e,=0,5 avec Ra,;=250 et l'inclinaison choisie a@=0°.
Nous avons utilisé différentes valeurs du nombre de Lewis dans un intervalle de [0.01-50] pour le
cas ou d’un rapport de flottabilité N=2.

4.5.1.2.1 Les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant

La figure 4.16 représente les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant, nous
notons que ces contours sont symétriques par rapport au plan fictif vertical médian. Les lignes de
courant de la figure (4.16.a) et (4.16.b) montrent que I’écoulement est divis¢ en deux cellules
principales qui se distinguent avec leur forme oblongue réniforme qui tournent dans des directions
opposées avec des vélocités élevées. Cela est di au mouvement ascendant des particules de fluide
sous l'effet des flottabilités thermique et massique et au mouvement descendant di a la gravité.
Les isothermes de la figure 4.16.a montrent que le transfert de chaleur se fait principalement par
convection naturelle dans presque tout l'espace annulaire. Les isoconcentrations dans cette figure
montrent que le transport de la masse dans tout I’espace annulaire est dominé par un régime
diffusif ce qui est dii a une trés grande diffusivité massique 100 fois plus importante que la
diffusivité thermique pour un nombre de Lewis Le=0.01. Avec I’augmentation du nombre de
Lewis a la valeur de Le=0.1, les lignes de courant de la figure 4.16.b montrent que 1’écoulement
est aussi divisé en deux cellules principales qui gardent encore leur forme oblongue réniforme et
qui tournent dans des directions opposées avec des vélocités moins élevées. La nette déformation
des isoconcentrations qui apparait au voisinage de la position azimutale 6=90°, dénote d’une
transition vers un mode convectif en ce qui concerne le transfert de masse qui est di a
I’augmentation du nombre de Lewis.

Lorsque le nombre de Lewis est égal a I'unité, la figure 4.16.c montre que les stratifications
thermique et massique sont similaires. Cette similarité reflete I’égalité des deux diffusivités
thermique et massique quand Le=1. Les lignes de courant, de cette figure, montrent que les deux
cellules contrarotatives ont tendance a s’¢loigner ’'une de I’autre, mais avec des vélocités moins
importantes que celles présentées pour Le<l, cette diminution de la valeur de la fonction de
courant, est due a l'atténuation de 1’écoulement qui est due a la stratification massique qui domine
de plus en plus en augmentant le nombre de Lewis. Sur la méme figure, les isothermes ont subi un
changement important, elles ont adopté une forme d’un dome plutét que la forme d’un
champignon obtenue pour Le<l. Sur la figure 4.16.d la valeur du nombre de Lewis correspond a
Le=10, ou la diffusivité thermique et dix fois plus importante que la diffusivité massique, les
lignes de courant montrent que la structure de l'écoulement reste organis¢ en deux cellules
principales qui tournent dans des directions opposées, mais I’espace entre elles, est plus important,
ce qui correspond bien a la stratification thermique qui domine la moitié supérieure de I’enceinte.
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La figure 4.16.e montre que le panache massique est moins important que le panache thermique
avec l'augmentation du nombre de Lewis ceci est dii a la prépondérance de la diffusivité
thermique sur la diffusivité massique pour les grandes valeurs du nombre de Lewis, dans ce cas
nous remarquons que le gradient de concentration est plus important au niveau des parois comparé
au milieu de I’espace annulaire, aussi les valeurs de la fonction de courant diminuent tout en
augmentant la valeur du nombre de Lewis Le, ce qui dénote d’une diminution de I’intensité de
I’écoulement qui est freiné par la stratification massique. Nous remarquons aussi sur cette figure
pour les lignes de courant I’apparition de deux cellules secondaires contrarotatives dans la région
sommitale de I’enceinte.
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(d) Le=10

(e) Le=50

Figure 4.16 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant

pour Ra,,=250, €,=0.9, €,=0.5 et N=2

4.5.1.2.2 Les nombres de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens

Sur la figure 4.17 nous avons illustré la variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne
du cylindre elliptique en fonction de la position azimutale. Nous constatons qu’avec
l'augmentation du nombre de Lewis, la valeur du nombre de Nusselt local diminue en raison de la
stratification thermique. Pour Le=10 et Le=50, I’apparition des deux cellules secondaires dans la
région sommitale qui sont illustrées par la figure 4.16.e relative aux lignes de courant, ces cellules
vont faire amener du fluide a la paroi chaude ce qui explique le maximum obtenu pour le nombre
de Nusselt dans cette région la (6=90°). Par contre les deux minimums correspondant aux deux
positions azimutales 6=40° et 6=140° sont dus a la juxtaposition d’une cellule secondaire a sa
cellule principale d’un c6té et de I'autre de I’axe médian vertical, ces juxtapositions font éloigner
le fluide de la paroi chaude.

En revanche, la variation du nombre de Sherwood local illustré sur la figure 4.18 nous permet de
constater que sa valeur augmente avec l'augmentation du nombre de Lewis Le en dehors de la
région sommitale comprise entre 45°<0<145° ou existe un gradient de concentration important
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par contre dans cette méme région nous remarquons une stratification massique qui justifie la
valeur minimale du nombre de Sherwood.

La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens qui est illustrée sur la figure 4.19
montre que I’effet du nombre de Lewis sur les taux de transfert de chaleur et de masse est inverse.
Son augmentation engendre une diminution du nombre de Nusselt moyen sur la paroi interne et
une augmentation du nombre de Sherwood moyen sur cette derniére. On constate ¢galement que
la valeur du nombre de Nusselt moyen tend vers une valeur asymptotique pour Le>10.
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Figure 4.17 : Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne en fonction de la position
azimutale pour différentes valeurs du nombre de Lewis Le et pour Ra,,=250, ,=0.9, ¢,=0.5 et
N=2
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Figure 4.18 : Variation du nombre de Sherwood local sur la paroi interne en fonction de la
position azimutale pour différentes valeurs du nombre de Lewis Le et pour Ra,,=250, ¢,=0.9,

e,=0.5 et N=2

5 . | —=—Numoyen | 1
% | —e—Shmoyen |
) NN | | - *
& B e 3
3 - ; ;
Qo T |
S c e AT |
Q90 ; ¢ :
% E By i
$B 104/ I T O
0 Q S :
N2 © - :
0 = :] \. :
25 o . = . . b
o ? | |
° |
2 I
= 4
= H
2 :

1 I

o B B e e
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Nombre de Lewis

Figure 4.19 : Variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sur la paroi interne en
fonction du nombre de Lewis pour Ra,,=250, ¢,=0.9, €,=0.5 et N=2
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4.5.1.3 L’effet de I’angle d’inclinaison

On va examiner I’effet de I’inclinaison du systéme, ’angle est calculé a partir de 1’horizontale
dans le sens trigonométrique. Pour cela nous avons considéré plusieurs valeurs de a (0°, 15°, 30°,
45°, 60°t 90°) pour les excentricités e;= 0.9 et e;= 0.5 et pour le nombre de Rayleigh-Darcy
Ran,= 250, le nombre de Lewis Le=1 et le rapport de flottabilité N=2.

4.5.1.3.1 Les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant

Sachant que pour un Le=1, la distribution de la température et de la concentration sont identiques
donc les isothermes et les isoconcentrations sont présentées par une méme figure.

Le cas ou l'angle d'inclinaison est égal a zéro o = 0° :

Sur la figure 4.20.a, le plan médian vertical fictif représente un plan de symétrie pour les
distributions de la température, la concentration ainsi que pour la structure de 1’écoulement. Par
conséquent, I’écoulement s’organise par symétrie et par rapport a ce plan en deux cellules
principales tournant en sens inverse 1’'une par rapport a ’autre. Les lignes de courant dans cette
figure montrent que ces deux cellules contrarotatives ont tendance a s’¢loigner ’'une de 1’autre
dans la moitié¢ supérieure de notre espace annulaire. La fonction de courant atteint la valeur
maximale de )=21.8. Les isothermes et les isoconcentrations dans la méme figure ont adopté une
forme de dome.

Le cas ou l'angle d'inclinaison o# 0° et o # 90° :

En donnant a l'angle o une valeur autre que 0° et 90°, nous détruisons la symétrie du systéme par
rapport au plan vertical fictif. Les figures (4.20.b), (4.20.c) et (4.20.d) qui représentent les
isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant, respectivement, pour a=15°, 30° et 45°
et pour Ra,=250, montrent la cellule de gauche se déplace a la partie supérieure de l'espace
annulaire et celle de droite se déplace a la partie inférieure. En augmentant 1'angle d'inclinaison
pour accéder a a=60° cas illustré par la figure 4.20.e, on remarque que ces deux cellules se
développent davantage pour occuper plus d'espace. Ces figures montrent aussi que la valeur
maximale de la fonction de courant augmente avec I’augmentation de ’angle (o).

Le cas ou l'angle d'inclinaison o= 90°

Lorsque a=90°, le plan vertical fictif passant par le centre du systéme redevient un plan de
symétrie comme dans le cas de a=0°, la figure 4.20.f pour les isothermes et les isoconcentrations
montre que la convection naturelle s’intensifie notamment dans la partie supérieure de I’espace
annulaire. Dans la région inférieure, les isothermes et les isoconcentrations se resserrent au niveau
de la paroi interne, les transferts dans cette partie de 1’enceinte se font principalement par
conduction pour la chaleur et par diffusion pour la masse.
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Les lignes de courant sur cette figure montrent I’accroissement de la valeur maximale de la
fonction de courant qui atteint la valeur de Y= 27.96, ce qui confirme I’intensification de
I’écoulement et par conséquent de la convection naturelle pour la disposition verticale de

I’enceinte.
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Figure 4.20 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant

Ra,,=250, ;=0.9, ,=0.5, Le=1 et N=2
4.5.1.3.2 Les nombres de Nusselt et de de Sherwood locaux et moyens

La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood locaux sur la paroi interne, illustrée sur la
figure 4.21, est en trés bon accord avec les distributions des isothermes et des isoconcentrations
des figures précédentes. Les valeurs minimales de ces deux nombres changent de positions
azimutales a chaque fois que 1’on change I’inclinaison du systéme, ce qui dénote I’influence de ce
parametre sur le phénomene étudié.

La figure 4.22 montre la variation de la valeur moyenne des nombres de Nusselt et de Sherwood
qui se confondent pour le cas de Le=1, leur augmentation est proportionnelle a I’accroissement de
I’inclinaison qui améliore les transferts d’'une manicre significative par exemple pour a=90°
I’amélioration des transferts de chaleur et de masse est maximale avec une augmentation de 35%
par rapport a la position horizontale pour o=0°.
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sur la paroi interne
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Figure 4.21 : La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood locaux sur la paroi interne en
fonction de la position azimutale pour différentes inclinaisons a et pour Ra,,=250, €,=0.9, €,=0.5,
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Figure 4.22 : La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sur la paroi interne en
fonction de I’inclinaison a pour Ra,,=250, €,=0.9, e,=0.5, N=2 et Le=1
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4.5.1.4 L’effet de I’excentricité de la paroi interne

Nous considérons les espaces annulaires caractérisés par les différentes excentricités du cylindre
elliptique interne (e,=0.55), (e;=0.688), (€:=0.75), (;=0.9) et (€,=0.999) avec l'excentricité¢ du
cylindre elliptique externe qui est maintenue constante (e; = 0.5) avec un nombre de Rayleigh-
Darcy Ray=250 et une inclinaison fixée a a=0°.

La figure 4.23.a, montre que lorsque e;=0.55 l'espace libre entre deux surfaces d'échange est tres
faible, ce qui favorise le transfert par conduction pour la chaleur et par diffusion pour la masse.
Avec l'augmentation de la valeur de I'excentricité de l'ellipse interne, illustrée par la figure 4.23.b,
cet espace est relativement élargi, ce qui facilite le déplacement des particules du fluide au sein de
I’enceinte et favorise les transferts de chaleur et de masse par mode de convection. Ce transfert
par convection devient plus important pour les grands espaces annulaires des figures (4.23.c),
(4.23.d) et (4.23.e) qui montrent que l'augmentation de la valeur de l'excentricité e, interne
engendrant une augmentation de 1'espace libre entre les deux surfaces d'échange, se traduit par une
intensification de la convection naturelle dans la partie supérieure de 1’espace annulaire. Tandis
que pour la partie inférieure, les transferts se font principalement par conduction pour la chaleur et
par diffusion pour la masse.
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Figure 4.23 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant

Ra,,=250, ,=0.5, N=2, Le=1 et o=0°
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4.5.2 Le cas opposant de la convection naturelle bidiffusive N <0

Pour le mode opposant des transferts de chaleur et de masse, nous allons présenter les
isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant pour différentes valeurs de chacun des
parametres de controle. Les nombres de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens sont
présentés en fonction de ces parametres.

4.5.2.1 L’effet du nombre de Rayleigh-Darcy

Nous commengons comme dans le cas coopérant par analyser I’effet du nombre de Rayleigh-
Darcy. Pour cette raison, nous avons présenté les résultats pour différentes valeurs du nombre de
Rayleigh-Darcy Rayn=[10-250] et pour un nombre de Lewis Le = 0.1 et un rapport de flottabilités
N=-2. Les excentricités des ellipses interne et externe choisies sont respectivement données par
€1=0.9, e,=0.5 et avec l'inclinaison du systeme a=0°.

4.5.2.1.1 Les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant

Nous constatons sur la figure 4.24 que les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de
courant sont symétriques par rapport a un plan fictif vertical médian. Les isothermes et les
isoconcentrations de la figure 4.24.a correspondant a Ra,=10 sont des courbes fermées paralleles
et concentriques qui épousent trés bien le profil des parois dans tout I’espace annulaire ou la
température est simplement décroissante de la paroi chaude vers la paroi froide et la répartition
de la concentration se fait de la paroi a forte concentration vers la paroi a faible concentration
sous un régime quasi-conductif pour le transfert de chaleur et quasi-diffusif pour le transfert de
masse.

En ce qui concerne les isocourants de la méme figure, elles montrent que I’écoulement est
organisé en deux cellules principales qui tournent lentement dans des directions opposées. La
cellule de gauche tourne dans le sens horaire par contre celle de droite tourne dans le sens
trigonométrique contrairement au cas coopérant. Ceci est di au fait que la flottabilité massique
est deux fois plus grande (N=-2) et s’oppose a la flottabilité thermique.

Avec I'augmentation du nombre de Rayleigh-Darcy dans la figure 4.25.b, les isothermes se
déforment davantage dans tout I’espace annulaire sous I’effet de [Dintensification de
I’écoulement. Les isoconcentrations de cette figure sont toujours concentriques et paralleles. Les
lignes de courant montrent que I’écoulement est toujours organisé en deux cellules principales
qui tournent dans des directions opposées avec une augmentation de la valeur de la fonction de
courant. En augmentant davantage le nombre de Rayleigh-Darcy Ray, les figures (4.24.c) et
(4.24.d) montrent que les isothermes se modifient encore plus pour exprimer un régime convectif
prépondérant qui s’installe. Les valeurs de la fonction de courant de la figure 4.24.e augmentent
encore plus ce qui dénote d’une intensification de I’écoulement di a I’augmentation du nombre
de Rayleigh-Darcy Ray,.
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(e) Ray=250

Figure 4.24 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant
N=-2, Le= 0.1, ¢,=0.9, ¢,=0.5 et a=0°

4.5.2.1.2 Les nombres de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens

La Figure 4.25 montre la variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne du cylindre
elliptique, cette variation nous a permis de constater que l'augmentation du nombre de Rayleigh-
Darcy engendre une intensification de la convection naturelle ce qui implique une augmentation
des valeurs des nombres de Nusselt locaux. La variation du nombre de Nusselt local montre
I’existence d’'un maximum et d’un minimum correspondant respectivement aux positions
azimutales 6=90° et §=270°. Ces cellules ramenent le fluide dans la partie supérieure de
I’enceinte vers la paroi chaude et le repoussent de la paroi chaude vers la paroi froide dans la
partie inférieure de I’enceinte. La figure 4.26 illustre les mémes variations pour les nombres de
Sherwood locaux que ceux de la figure précédente pour les nombres de Nusselt locaux.

Nous terminons cette partie par la figure 4.27 qui montre les variations des nombres de Nusselt
et de Sherwood moyens sur la paroi interne. Cette figure nous permet de constater que les
valeurs des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sur la paroi interne augmentent avec
I’augmentation de la valeur de Ra,, ce qui est évident, ceci d’une part, d’autre part, ces valeurs
du nombre de Nusselt moyen sont plus importantes que celles du nombre de Sherwood moyen,
car le nombre de Lewis dans ce cas-1a est inférieur a un (Le<I.)
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Figure 4.25 : La variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne en fonction de la

position azimutale (8), pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy (Ray) et pour

Nombre de Sherwood local sur la paroi interne
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Figure 4.26 : La variation du nombre de Sherwood local sur la paroi interne en fonction de la

position azimutale (8), pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy (Ray) et pour
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Nombres de Nusselt et Sherwood moyens
sur la paroi interne

R U S
S S —
||
2 /
1 T T T T T T I
0 50 100 150 200 250
Ram

Figure 4.27 : La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sur la paroi interne en
fonction du nombre de Rayleigh-Darcy Ray, pour N=-2, Le=0.1, ¢,=0.9, €,=0.5 et a=0°

4.5.2.2 L’effet du nombre de Lewis

Nous examinons ici ’effet du nombre de Lewis pour différentes valeurs dans un intervalle de
Le=[0.1- 10] pour le cas ou les gradients thermique et massique s’opposent avec un rapport de
flottabilités N=-5 et pour des excentricités du cylindre elliptique interne et externe
respectivement données par e;= 0.9 et e; = 0.5 avec Ray, = 25 et avec l'inclinaison choisie a = 0°.

4.5.2.2.1 Les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant

La figure 4.28 représente les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant qui sont
des contours symétriques par rapport au plan fictif vertical médian. Les lignes de courant des
figures (4.28.a), (4.28.b), (4.28.c) et (4.28.d) montrent que 1’écoulement est divisé en deux
cellules qui tournent dans des directions opposées et les isothermes de toutes ces figures
montrent que le transfert de chaleur se fait principalement par convection dans tout l'espace
annulaire. Les isoconcentrations de la figure 4.28.a montrent que le transfert de masse est
favorisé principalement par la diffusion, ceci est di a la valeur de la diffusivité massique qui est
10 fois plus importante que celle de la diffusivité thermique pour Le=0.1. Les isoconcentrations
de la figure 4.28.b se déforment vers le bas dans le sens antinaturel de la convection ceci est dil a
I’effet du rapport de flottabilités N=-5 qui entraine les particules du fluide dans le sens de la force
de gravite. Dans ce cas-la, le transfert de la masse a subi une transition rapide vers un mode
convectif sous I’effet de I’augmentation du nombre de Lewis de Le=0.1 a Le=0.5.

Lorsque le nombre de Lewis est égal a 'unité ce qui illustré par la figure 4.28.c les stratifications
thermique et massique sont similaires et se développent de la méme maniére en sens inverse.
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Cette similarité est due a 1’égalité entre la diffusivité thermique et massique pour Le=1. Les
lignes de courant dans cette figure montrent que les deux cellules contrarotatives se rapprochent
davantage 1'une de l’autre avec une diminution de la valeur de la fonction de courant. En
augmentant davantage la valeur du nombre de Lewis, les figures (4.28.d) et (4.28.e) montrent
que la valeur de la fonction de courant diminue sensiblement ceci est dii au panache massique
qui freine I’écoulement du fluide.

Psimax=12.3

(b) Le=0.5

I y Y Psi max=10.89

(c) Le=1
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Figure 4.28 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant
Ra,= 25, N=-5, ¢;1=0.9, ¢,=0.5 et a=0°

Sur la figure 4.28.e illustrant le cas ou la valeur du nombre de Lewis est égale Le=10, la
diffusivité massique est dix fois moins importante que celle thermique, les lignes de courant
montrent que la structure de I'écoulement a subi un changement important dans leur forme ainsi
que dans leur intensité qui diminue de plus en plus. L’écoulement a transité¢ d’un régime
bicellulaire vers un régime multicellulaire avec 1’apparition de deux cellules supplémentaires
dans la partie inférieure de 1’espace annulaire.

4.5.2.2.2 Les nombres de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens

La figure 4.29 illustre la variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne du cylindre
elliptique pour différentes valeurs du nombre de Lewis. Nous constatons qu’avec l'augmentation
du nombre de Lewis, les valeurs locales du nombre de Nusselt diminuent dans la partie
supérieure de D’espace annulaire 0°<6<180°, par contre dans la partie inférieure entre
180°<6<360° et pour Le=10 le maximum qui apparait est dii & ’apparition des deux cellules
supplémentaires (figure 4.28.e) se juxtaposant a la position azimutale 6=270°.

La figure 4.30 montre que la valeur du nombre de Sherwood local augmente avec I'augmentation
du nombre de Lewis, ce qui est évident, car le transfert de la masse est meilleur quand la valeur
du nombre de Lewis est grande car la diffusivité massique diminue ce qui favorise le mode
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convectif. La méme remarque est a faire que pour le cas précédent, quant a I’apparition d’un
maximum a la position azimutale 6=270° pour Le=10.

La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens qui est illustrée dans la figure 4.31
nous permet de corroborer les observations faites précédemment et de voir I’effet du nombre de
Lewis sur les transferts de chaleur et de masse. Le transfert de chaleur se comporte inversement
par rapport au transfert de masse sous I’effet du nombre de Lewis.

Pour des valeurs du nombre de Lewis<<l, I’augmentation de ce dernier engendre une légere
augmentation de la valeur de Nusselt moyen sur la paroi interne, mais quand le nombre de Lewis
augmente, la valeur du nombre de Nusselt moyen diminue.

O
1

N
| 1
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1 L

-
|

Nombre de Nusselt local sur la paroi interne
o w
| ! |
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o
Figure 4.29 : La variation du nombre de Nusselt local sur la paroi interne en fonction de la
position azimutale (0), pour différentes valeurs du nombre de Lewis (Le) et pour Ray,= 25, N=-5,
€1=0.9, ,=0.5 et a=0°
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Figure 4.30 : La variation du nombre de Sherwood local sur la paroi interne en fonction de la
position azimutale (0), pour différentes valeurs du nombre de Lewis (Le) et pour Ra,= 25, N=-5,
€1=0.9, e,=0.5 et a=0°
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Figure 4.31 : La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sur la paroi interne en
fonction du nombre de Lewis Le pour Ra,,=25, N=-5, ¢,=0.9, ¢,=0.5 et a=0°
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4.5.2.3 L’effet de I’angle d’inclinaison

L’effet de I’inclinaison du systéme par rapport a I’horizontale est montré par les figures suivantes
pour plusieurs valeurs de a (0°, 15°, 30°, 45°, 60° et 90°) et pour les excentricités choisies
e1= 0.9 et e;= 0.5 et pour un nombre de Rayleigh-Darcy Ra,,= 100, le nombre de Lewis Le=1 et
le rapport de flottabilités N=-2.

4.5.2.3.1 Les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant

I1 faut noter dans tout ce qui suit que la distribution de la concentration n’a pas été représentée
car la valeur du nombre de Lewis considérée dans ce cas-1a est égale a I'unité et de ce fait, nous
avons les mémes distributions que celles de la température.

Le cas ou l'angle d'inclinaison est égal a zéro o= 0° :

Sur la figure 4.32.a, le plan fictif vertical médian représente un plan de symétrie pour les
distributions de la température, la concentration ainsi que pour la structure de 1’écoulement. Par
conséquent, I’écoulement s’organise par symétrie et par rapport a ce plan vertical en deux
cellules principales tournant en sens inverse 1’une par rapport a I'autre. Les isothermes dans la
méme figure se déforment dans la partie inférieure de 1’espace annulaire. Dans la partie
supérieure de 1’enceinte, elles se resserrent prés de la paroi interne chaude. Les isoconcentrations
illustrent une stratification massique semblable a la stratification thermique avec la méme forme
des contours car le nombre de Lewis Le=1 (sauf qu’elles se resserrent au niveau de la paroi
interne a faible concentration).

Le cas ou l'angle d'inclinaison o, # 0° et o # 90° :

En donnant a l'angle o une valeur autre que 0° et 90°, nous détruisons la symétrie du systéme
par rapport au plan fictif vertical médian. Les figures (4.32.b), (4.32.c) et (4.32.d) qui
représentent respectivement les isothermes, les isoconcentrations (par analogie) et les lignes de
courant pour a=15°, 30° et 45° montrent que I’inclinaison a permis le passage d’un écoulement
bicellulaire a un écoulement multicellulaire ou la cellule de la partie gauche se développe
davantage que son homologue de la partie droite. En augmentant l'angle d'inclinaison pour
atteindre a=60° dans la figure 4.32.¢ les cellules principales se développent davantage pour
occuper plus d'espace, on note également que la valeur absolue maximale de la fonction de
courant a augmenté pour atteindre la valeur | Y | =16.29.

Le cas ou l'angle d'inclinaison o, = 90°

Lorsque a=90°, le plan fictif vertical passant par le centre du systéme redevient un plan de
symétrie. La figure 4.32.f illustre bien la disparition de la bifurcation ou le régime d’écoulement
est redevenu un régime bicellulaire, ce qui a engendré une diminution de !’intensité¢ de
I’écoulement et par conséquent une atténuation de la convection naturelle indiquée par une
légere diminution de la valeur de la fonction de courant 1= 15.96.
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Figure 4.32 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant
Ran= 100, N=-2, Le=1 €;=0.9 et €,=0.5

4.5.2.3.2 Les nombres de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens

La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood locaux sur la paroi interne illustrée par la
figure 4.33 est en trés bon accord avec les distributions des isothermes et des isoconcentrations
dans les figures précédentes. On constate que pour les inclinaisons correspondant aux valeurs de
o comprises entre 15° et 60° la variation des valeurs locales confirme la présence des cellules
supplémentaires dans la zone comprise entre 180°<6<300°.

La figure 4.34 illustre la variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens, qui
augmentent avec I’inclinaison ce qui améliore les transferts d’une maniére significative jusqu’a
atteindre leurs valeurs maximales pour une inclinaison 60°<a<75° avec un régime
d’écoulement multicellulaire. La diminution des valeurs des nombres de Nusselt et de Sherwood
moyens se confirme sur cette figure pour a=90° ou le régime d’écoulement multicellulaire
redevient un régime bicellulaire.
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Figure 4.33 : La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood locaux sur la paroi interne en
fonction de la position azimutale (8), pour différentes valeurs de ’angle d’inclinaison pour
Ra,,=100, N=-2, Le=1, ¢;1=0.9 et ,=0.5
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Figure 4.34 : La variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sur la paroi interne en
fonction de I’angle d’inclinaison pour Ra,=100, N=-2, Le=1, ¢,=0.9 et e,=0.5
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4.5.2.4 L’effet de ’excentricité de I’ellipse interne «e;»

Nous considérons les espaces annulaires, caractérisés par les différentes excentricités du cylindre
elliptique interne (e,=0.55), (€,=0.688), (€,=0.75), (€1=0.9) et (€;=0.999) avec l'excentricité¢ du
cylindre externe qui est maintenue constante (e,=0.5) et pour un nombre de Rayleigh-Darcy
Ra,=25, un nombre de Lewis Le=1, un rapport de flottabilités N=-2 et pour une inclinaison
choisie a=0°.

La figure 4.35.a, montre que lorsque e;=0,55 I'espace libre entre deux surfaces d'échange est
trés faible ce qui favorise le transfert par le mode de pseudo-conduction pour le transfert de
chaleur et par pseudo-diffusion pour le transfert de masse.

Avec l'augmentation de la valeur de I'excentricité de l'ellipse interne sur la figure 4.35.b I'espace
libre est relativement élargi mais les transferts continuent a étre dominés par pseudo-conduction
pour le transfert de chaleur et par pseudo-diffusion pour le transfert de masse. En augmentant
davantage I’excentricité du cylindre interne sur la figures (4.35.c) ce qui engendre plus d’espace
est cela facilite le déplacement des particules du fluide au sein de ’enceinte ce qui favorise les
transferts de chaleur et de masse par mode de convection, dans ce cas et pour la valeur de
€1=0.75 on constate que le régime multicellulaire prend place avec I’apparition de deux cellules
supplémentaires dans la partie supérieure de 1’espace annulaire avec une intensification de la
convection naturelle interprétée par une augmentation de la valeur de la fonction de courant. Par
contre, dans la partie inférieure de I’espace annulaire, le transfert de chaleur et de masse se fait
principalement par pseudo-conduction et pseudo-diffusion ou les isothermes ainsi que les
isoconcentrations (par analogie) représentent des courbes paralleles qui épousent trés bien le
profil des parois dans cette partie de 1’enceinte.

Le mode de transfert par convection bidiffusive devient plus important pour les grands espaces
annulaires sur les figures (4.35.d) et (4.35.e), 'augmentation de la valeur de I'excentricité interne
engendre donc une augmentation de I'espace libre entre les deux surfaces d'échange, ce qui se
traduit par une intensification de la convection naturelle dans tout I’espace annulaire.

Psimax=0.56
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Figure 4.35 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant
Ra,= 25, N=-2, Le=1, ¢,=0.5 et a=0°
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4.5.3 L’effet du rapport de flottabilités /V sur la convection naturelle bidiffusive

Nous illustrons dans cette partie, I’effet du rapport de flottabilités (N) sur la structure de
I’écoulement ainsi que sur les transferts de chaleur et de masse, ce rapport qui représente le ratio
des forces de poussée thermique et massique. L’ effet du rapport de flottabilités sur la convection
naturelle bidiffusive est examiné pour le cas coopérant ou les forces de volume thermique et
massique cooperent dans le méme sens avec N>0 et dans le cas opposant ou les deux forces
s’opposent avec N<0. La valeur de N varie de —25 a 25 pour la valeur du nombre de Lewis Le=1
avec Rayleigh-Darcy Ra,,=25, €,=0.9, €,=0.5 et a=0°.

4.5.3.1 Les isothermes, les isoconcentrations et les lignes de courant

Les figures (4.36) et (4.37) montrent que les stratifications thermique et massique sont identiques
et les isothermes et les isoconcentrations sont similaires quelque-soit la valeur du rapport de
flottabilités N. Pour le cas de N=-25, sur la figure 4.36.a, les lignes de courant montrent que
I’écoulement est organisé en quatre cellules qui tournent avec une vélocité trés élevée dans des
directions opposées 1I’'une par rapport a ’autre. La cellule principale de gauche tourne dans le
sens horaire, par contre, la cellule principale de droite tourne dans le sens trigonométrique. Dans
ce cas, les diffusivités thermique et massique sont égales mais les forces de volume massiques
sont trées grandes et s’opposent aux forces de volume thermiques, 1’écoulement est
principalement entrainé par les forces de flottabilit¢é massiques donnant naissance a une
bifurcation d’origine massique et un régime convectif multicellulaire.

Avec la diminution de la valeur absolue du rapport de flottabilités N, I’intensité du régime
convectif diminue sensiblement comme le montre les figures (4.36.b) et (4.36.c) qui
correspondent respectivement a N=-10 et -5 ou on constate que le régime d’écoulement dans ces
deux cas-1a est bicellulaire avec une diminution dans la valeur de la fonction de courant.

Sur la figure 4.36.d, lorsque N=-1, les forces de volume thermiques et massiques sont
comparables et opposées, et par conséquent il n’y a pas de recirculation dans I’espace annulaire
et les valeurs de la fonction de courant sont donc nulles, nous sommes donc en présence d’une
situation d’anhélation de la convection naturelle. Les stratifications thermique et massique sont
identiques et les isothermes et les isoconcentrations représentent des courbes paralleles et
concentriques qui épousent parfaitement les parois interne et externe de notre enceinte. Donc
dans cette situation les transferts de chaleurs et de masse se font respectivement par pure
conduction et pure diffusion.

Pour le cas coopérant N>0 et pour la valeur du nombre de Lewis considérée Le=1. La figure
4.37.a correspondant a N=1, I’écoulement reste organisé¢ en deux cellules principales qui tournent
dans des directions opposées. La cellule de gauche tourne dans le sens trigonométrique par
contre celle de droite tourne dans le sens horaire contrairement au cas opposant. En augmentant
davantage la valeur du rapport de flottabilités sur les figures (4.37.b), (4.37.c) et (4.37.d), la
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convection naturelle s’intensifie et la valeur de la fonction de courant augmente légérement
moins comparé au cas opposant pour la méme valeur absolue du rapport de flottabilités.

(a) N=-25

(b) N=-10

Psimax=10.89

(d) N=-1

Figure 4.36 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant pour le cas opposant avec N<0
Ra,= 25, Le=1, €,=0.9, ¢,=0.5 et a=0°
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(d) N=25

Figure 4.37 : Isothermes, isoconcentrations et lignes de courant pour le cas
coopérant avec N>0
Ra,= 25, Le=1, €,=0.9, ¢,=0.5 et a=0°
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4.5.3.2 Variation des nombres de Nusselt et Sherwood moyens sur la paroi interne en
fonction du rapport de flottabilités «/V»

Les figures (4.38) et (4.39) représentent les nombres de Nusselt et de Sherwood moyens qui
interprétent les taux moyens des transferts de chaleur et de masse sur la paroi interne en fonction
du rapport de poussée N pour les deux modes, coopérant et opposant et pour différentes valeurs
du nombre de Lewis (Le) avec un Rayleigh-Darcy Ra,,=25, €,=0.9, ,=0.5 et a=0°.

On constate sur ces deux figures qu'il y a une valeur critique du rapport de flottabilités qui
correspond a Nc=-1 ou les valeurs des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sont
minimales ce qui correspond & I’absence de recirculation au sein de 1’espace annulaire montrée
sur la figure 4.36.d ou les transferts de chaleur et de masse se font respectivement par pure
conduction et pure diffusion notamment pour les valeurs du nombre de Lewis Le<l, ces figures
sont en treés bon accord avec la référence de D.A. Nield et A. Bejan [69].

Sur la figure 4.38 et pour le mode opposant, on constate que la valeur du nombre de Nusselt
diminue avec l'augmentation du rapport N jusqu’a atteindre son minimum quand N=Nc,
contrairement pour le mode coopérant ou la valeur du nombre de Nusselt moyen augmente avec
I’augmentation de la valeur du rapport de flottabilités a partir de la valeur critique Nc. Pour une
valeur du rapport de flottabilités donnée, on constate que la valeur du nombre de Nusselt moyen
diminue avec I’augmentation du nombre de Lewis et cela est valable pour le mode coopérant
ainsi que pour le mode opposant.

En ce qui concerne le nombre de Sherwood moyen illustré sur la figure 4.39, il est trés clair que
sa variation en fonction de N est relativement similaire a celle du nombre de Nusselt moyen, on
constate que pour N< Nc, la valeur du nombre de Sherwood moyen diminue avec I’augmentation
du rapport N jusqu’a atteindre son minimum quand N=Nc, et inversement pour N>Nc ou la
valeur du nombre de Sherwood moyen augmente avec 1’augmentation de la valeur de N.

Pour une valeur du rapport de flottabilités donnée, la valeur du nombre de Sherwood moyen
augmente avec ’augmentation du nombre de Lewis contrairement au nombre de Nusselt moyen
et cela est valable quel que soit la valeur de V.

On constate également sur la figure 4.39 que Dintensité du transfert de la matiere est plus

importante et plus sensible a la variation de Le si I’on compare au transfert de la chaleur de la
figure 4.38.
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Figure 4.38 : La variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi interne en fonction du
rapport de flottabilités () et pour différentes valeurs du nombre de Lewis (Le)
Ra,,=25, ¢;=0.9, ¢,=0.5 et a=0°
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Figure 4.39 : La variation du nombre de Sherwood moyen sur la paroi interne en fonction du
rapport de flottabilités (V) et pour différentes valeurs du nombre de Lewis (Le)
Ra,,=25, ¢;=0.9, ¢,=0.5 et a=0°
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Conclusion générale

La convection naturelle double diffusive dans un espace annulaire délimité par deux cylindres
elliptiques maintenus a des températures et des concentrations constantes et rempli par un
milieux poreux saturé¢ de fluide a été étudiée numériquement pour le cas bidimensionnel d’un
écoulement laminaire et permanant, par la méthode des volumes finis et sous la formulation
vorticité-fonction de courant, avec 1’adoption du modele de Darcy et ’approximation de
Boussinesq.

Le modele mathématique est représenté par les équations de continuité, de quantité de
mouvement, de la chaleur et d’especes. La méthode des volumes finis a été utilisée pour la
discrétisation des équations de type parabolique (chaleur et especes) et celle des différences
centrées pour la discrétisation de I’équation de type elliptique (mouvement). Le systéme
d’équations discrétisées est résolu par la méthode itérative de Gauss-Seidel avec une sous-
relaxation. Les distributions de la température et de la concentration ainsi que la fonction de
courant dans la matrice poreuse sont représentées en fonction des différents paramétres de
controle. Les nombres adimensionnels de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens déterminant
les taux de transfert de chaleur et de masse sont également présentés en fonction de ces
parametres.

La validation de nos résultats, nous a permis de trouver un bon accord avec la littérature, en ce
qui concerne la convection naturelle purement thermique, ainsi que pour la convection naturelle
double diffusive, pour un écoulement bidimensionnel laminaire et permanant dans un espace
annulaire rempli d'un milieu poreux saturé de fluide situé entre deux cylindres circulaires
concentriques pour N=0 et N=I1, ainsi que pour le cas de deux cylindres elliptiques confocaux
pour N=0.

Concernant la convection naturelle purement thermique ou N=0, les résultats des simulations ont
montré que pour un angle d’inclinaison a=0° le régime de I’écoulement est bicellulaire et le
transfert de chaleur se fait par pseudo-conduction pour de faibles valeurs de Rayleigh-Darcy
Ra,<100. Avec ’augmentation du nombre de Rayleigh-Darcy jusqu’a Ra,=500, un régime
convectif multicellulaire apparait ce qui traduit alors une intensification de la convection
naturelle. L'influence de la géométrie sur la convection naturelle purement thermique a été
¢galement examinée pour différentes inclinaisons ou I’écoulement s’intensifie le plus quand
a=90° et pour différentes valeurs de I'excentricité du cylindre elliptique interne (e;) ou nous
avons conclu que le transfert de chaleur est amélioré quand I'espace libre entre les deux cylindres
elliptiques augmente.
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Dans le cas de la convection naturelle double diffusive, nos résultats ont montré que pour une
valeur du nombre de Lewis donnée et pour les excentricités e,=0.9, e,=0.5 le régime de
I’écoulement est bicellulaire et les transferts de chaleur et de masse se font respectivement par
pseudo-conduction et pseudo-diffusion pour les faibles valeurs du nombre de Rayleigh-Darcy
qui varie dans [Dintervalle Ray,= [10-250]. L’augmentation de ce dernier engendre une
intensification de la convection naturelle avec une amélioration des transferts de chaleur et de
masse et ceci est valable pour le cas coopérant avec N>0 ainsi que pour le cas opposant avec
N<O0.

L’effet du nombre de Lewis (Le) a été étudié pour les deux cas, coopérant et opposant. Nos
résultats montrent que pour une valeur donnée de Rayleigh-Darcy et pour la configuration
géométrique qui correspond aux excentricités e;=0.9 et e,=0.5, I’augmentation du nombre de
Lewis engendre une amélioration dans le transfert de la masse interprété par 1’augmentation du
nombre de Sherwood moyen dii a la diminution de la diffusivité massique. Contrairement au
transfert de la masse, le nombre de Nusselt moyen diminue avec I’augmentation du nombre de
Lewis (Le) et ceci est valable pour le cas coopérant avec N>0 ainsi que pour le cas opposant avec
N<0 mais avec I’exception des valeurs de Le<<I ou le nombre de Nusselt moyen subi un léger
accroissement avant sa diminution.

Le cas particulier de Le=1 se caractérise par la similarit¢ qualitative et quantitative des
stratifications thermique et massique ainsi que les valeurs des Nombres Locaux et moyens de
Nusselt et de Sherwood pour toutes les valeurs du rapport de flottabilités -25<N<+25.

L’effet de I'inclinaison du systéme a été examiné pour les deux cas, coopérant et opposant ou
nous avons constaté¢ que le régime d’écoulement s’intensifie en gardant sa structure bicellulaire
avec la variation de I’inclinaison (o) ou il atteint son maximum d’intensité pour 0=90° et ceci est
valable uniquement pour le cas coopérant avec N>0. En revanche et pour le cas opposant,
I’écoulement se caractérise par un régime bicellulaire pour les deux cas de symétrie avec 0=0° et
a=90°, mais pour les autres valeurs de (o) I’écoulement se caractérise par un régime
multicellulaire ou 1’écoulement s’intensifie et atteint un maximum au voisinage de a=60° pour
les valeurs de N, Le et Ra,, considérées.

La valeur de I'excentricité du cylindre elliptique interne (e;) pour une valeur fixe de ’excentricité
du cylindre elliptique externe e,=0.5, caractérise l'espace libre entre les deux cylindres
elliptiques. L’augmentation de (e;) génére plus d'espace libre entre les deux cylindres elliptiques
ce qui favorise I’intensification de I’écoulement ainsi qu’une amélioration des transferts dans les
deux cas coopérant N>0 et opposant N<O0.

L’effet du rapport de flottabilités a été considéré pour différentes valeur du nombre de Lewis

(Le) ou nous avons constaté qu’il y a une valeur critique de N correspondant a Nc=-1 ou les
valeurs des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sont minimales ce qui correspond a
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I’absence de recirculation au sein de I’espace annulaire ou les transferts de chaleur et de masse se
font respectivement par pure conduction et pure diffusion.

Pour le mode opposant, on constate que la valeur moyenne des nombres de Nusselt et de
Sherwood diminuent avec 1’augmentation du rapport (V) jusqu’a atteindre son minimum quand
N=Nc, contrairement pour le mode coopérant ou ces valeurs augmentent proportionnellement
avec ’augmentation de la valeur du rapport de flottabilités (N) a partir de la valeur critique Nc.

Quant aux suites que nous pouvons envisager a cette investigation; nous améliorerons le modele
de Darcy en incluant les termes de Brinkman et forchheimer dans I’équation du mouvement.
Nous pensons €galement a prendre en considération les effets de Soret et Dufour dans les
équations de la chaleur et I’équation de la concentration. L’effet de 1’anisotropie de la matrice
poreuse peut également étre étudié.
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ANNEXE
COORDONNEES ELLIPTIQUES

A. 1. Introduction

Dans le référentiel elliptique représenté sur la figure A.1, nous observons dans le plan (x, y) un

groupe d'ellipses et un groupe de paraboles :

P
o
rad

Fig. A.1 représentation schématique des coordonnées elliptiques

Les ellipses sont définies par u=constant, dont le grand axe est confondu avec l'axe (x).

e Les hyperboles sont définies par v=constant.

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques s'effectue a l'aide des

relations suivantes :

X = c.chncosbf
y = c.shnsin6 Al
z=1z

Ces formules s'établissent comme suit, d'apres la théorie des variables complexes.

Soit :

Z = c.chw A2
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Avec :
z=x+1y et w=n+1i6
Nous avons :

eV +e¥  ellelt 4 g Melb
2 2

chw =

En développant les termes exponentiels, nous obtenons :
chw = cosfchn + isinfshny A3
Introduisons (A.3) valeur dans 1'équation (A.2), il vient :

z=x+1iy = c.chw = c.(cosfchn + isinfshn) A4
L'identification de la partie réelle a x et de la partie imaginaire a y donne :

X =c. chncos@}
y = c.shnsinf

A.2 Démonstration géométrique

A partir du systéme (A.1),ona:

X
cosb cchn e sin oshn
Soit :
x \2 y 2
0=(om) o we=(g)
coSs CChn e Sin CShn
Comme :
cos?0 + sin’0 =1
On en déduit :
x \2 y 2
=1 A.5
(cchn) * (cshn)
On pose :
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A=c.ch
el

B = c.shn
Et comme :
chn > shn Vn eR

On se ramene donc a I'équation d'une famille d'ellipses de grand axe : A = c.chn et de petit
axe: B = c.shn

L'équation (A.5) sera donc de la forme suivante :

(%)2 + (%)2 =1 A7

A.3 Coefficients métriques

En coordonnées cartésiennes un élément de longueur s’écrit :
(ds)? = (dx)? + (dy)?

En coordonnées polaires (r, 0), (ds)* s’écrit

(ds)? = (dr)? + r?(do)?

Cet exemple nous conduit a écrire, dans le cas général :
(ds)? = hy(duy)? + hy(duz)?

Ou : u; et uy sont des coordonnées curvilignes, les quantités h; et h, les coefficients métriques qui
sont fonction, en général, des coordonnées.

En coordonnées cartésiennes, on a hx=hy= h; =1 et en coordonnées elliptiques :
h, = hg = c.(sh?n + sh?6)*/?, h, =1

Ces coefficients sont obtenus en utilisant les transformations (A.1) et les définitions suivantes :

= (2) +(2) +(3) 48
T \on an an '
. (x\?  ay\?  (0z\?

w0 =(55) *(55) *+(55) 4.9

= (2) +(2) + (&) 410
z 0z 0z 0z '

On obtient:
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h, = hg = c.(sh?n + sh?6)*/? A1l
h; =1 A12

En connaissant les coefficients métriques, on peut écrire les différentes expressions des
gradients, divergences, rotationnels, etc..., qui s’écrivent de la fagon suivante :

13¢_>+15¢_> 109 _,
hox, T Ry Ox, 2 g Oxs 2

Grad¢ =
Avec :
hi, hz, hs: sont des coefficients métriques.

X1, X2, x3 : sont des coordonnes curvilignes.

N 0 0
[ = .ha. — . ha. —(h4. h,.
DivV Iy by <6x1 (hy. hs.Vp) + 9%, (hy.h3.V3) + axg( L) V3)>

Avec :

Vi, V>, V3 : composantes de la vitesse suivant x;, x2, X3.

] LI I =
RotV o <h1 [axz (hs.V3) o, (hy. V)| ay

0 0 _
o |3 (V) = 5= (he V)| @

0 0 _
+hy | (e V) = 5= V)| 3)

hy. hs hy. hs
1 hz.h382¢+a( h1 )a¢+h1.h3 az¢+a( , )a¢

A= | Th o dx, 0x; h, 0x,2 ox, 0x,
hy. hy
hy. hy az¢+a( s )a¢
hy 0x32 0x;3  0xg

Puisque dans notre cas, nous avons, en coordonnées elliptiques :
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h1:h
h, = hg

h3:hZ:1

Avec:h, =hg=h

Nous avons également :

X1 =17
x2:9;
x3:Z

_ a; = an
i=v (0T
V, =V, et <% = A6 gsont les vecteurs unitaires suivant 1, 8 et z
Vs =1, \@ = @

Ceci nous permettra donc de simplifier les équations précédentes :

Gradgb——(an a +69 ag

Div ¥ = — a(hv)+a(hv) + ==
WY = hz\gn M) T g Ve | T,

dp__, 0¢_, )+a¢_)

—a
dz *

av,

. tﬁ_[mvz avg 10v,]
% = nos az han
haV9+V a
an  Yan "ae
1 (02 9%¢\ 9%¢
h¢ _ﬁ<an2 * 692>+ 922

A.3.1 Exemple

Cas de deux cylindres elliptiques confocaux d'axes horizontaux illustee sur la figure A.2.

T

/TN
| "'-.I
| Il.
a |
|I=I
\/
N/

Figure. A.2 Représentation schématique de deux cylindres elliptiques
confocaux d'axes horizontaux
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Les relations (A.6) donnent les relations suivantes :

A L _ez’7+1 A7
E—cot Tl—m .
On en déduit :
A+ B
el = —— A.18
A—B

11 résulte donc :

—1I<A+B) A.19
=74 "p '

Nous aurons respectivement pour le cylindre elliptique intérieur et le cylindre extérieur :

1 ] <A1 + B, ) 419
== .19.a
nl 2 n Al - Bl
1 A, + B,
=5 in( ) A.19.b
nz 2 n AZ - BZ
A.3.2 L’excentricité de Pellipses
L'excentricité d'une ellipse est donnée par la relation suivante :
VAZ — B2
e = — A.20
A
Avec 0<e<l]1
Et A et B sont respectivement le grand et le petit axe de I'ellipse.
D'autre part la relation (A.17) donne :
A? ch?n
o coth?n = ShE A.21

Nous avons également :
ch?n — sh?n =1
On en déduit :

ch?n — 1 =sh?n A22
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En remplacant (A.22) dans (A.21) on obtient :

A2 ch®y
B2  chnp—1
D’ou:
B* ch’n—1 _ . 1
A2 ch?n ch?n
On en déduit :

1 B? _ A% — B?

1 —_
ch?n A? A?
Soit encore :

1  VA*-B?
chn A

=e

On obtient donc :

A.23

On aura donc pour le cylindre elliptique intérieur et le cylindre elliptique extérieur les

excentricités suivantes :

1
“ ~ chny
1
©2 ~ chn,

Les relations (A.21), (A.22) et (A.23) donnent :

ch’n—1 1

= —_ = — e?
ch?n 1 ch?n 1-e

th?n =

On aura donc :

2
thr]:\/l—ezzen-}_1

en —1

Ce qui donne :
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—(thn + 1)
thn — 1

e?n

On aura donc la relation suivante :

1 (Vi-—-eZ+1
n=—ln<—> A.24
2 \1-V1-e2

A.4 Formulation des équations de continuité, de chaleur, de I’espéce et I’équation du
mouvement dans le systéme de coordonnée elliptiques

A.4.1 Equation de continuité

Notre probléme étant bidimensionnel, la relation (A.14) s'écrit :
- 1o d
DivV =ﬁ(%(hvn)+%(h.v9)> A.25
Ainsi DivV = 0, se traduit par :
d d
— — (V) =0 A.26
an (hv;?) + EY) ( 9)

A.4.2 Equation du mouvement

Réécrivons 1'équation du mouvement (2.10) sous la forme suivante :

Div(mtp) = — K‘iﬁT (<6T + gi 66‘) cos(a) — <Z—§ %6—6) sm(a)> A.27

D’apres les relations (A.13) et (A.24), nous déduisons :

0%y 0%y
Dw(Gradt/J) = (afl +— 392 A.27.a
Nous expliciterons maintenant I'expression suivante en fonction de n et 0 :
oT ﬁc 66‘) oT fcoC
s(a) — <— ——) sin(a) A.27.b
< Br 0x dy Pro
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D'aprés les relations (A.1), nous pouvons écrire :

0% 1+ 9% 4o
an 17 56

dx =
dx = c(chncosfdn — chnsinfdo)

9 9
@:%m+£w

dy = c(shnsinfdn + shncos6do)

A partir de ces valeurs nous déterminons les valeurs de dn et d6:

1
~ ¢2(sh?n + sin26)

dn

1

d6 = c?(sh?n + sin?6)

Par suite on obtient :

dn cosOshn
dx ¢ (sh?n + sin26) }
do —sinfchn

dx ¢ (sh?n+ sinZH)}

Nous remarquons que :

\
do _ _dn
ox 0y
do dn (
dy  ox
J

[c cosOshndx + ¢ sinfchndy]

[c cosOshndx + ¢ sinfchndy]

A.29.a

A.29.b

A.30

A.31

A.32

A.33

Comme les dérivées partielles de 7 par rapport a x et a y sont définies par :

6T_6T677+6T a0
dx dn ox 06 0x

6T_6T677+6T69
dy on dy 00 dy
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En tenant compte des relations (A.33), I'équation (A.35) devient :

oT _ 9T 86 4T an

Alors, en utilisant les relations (A.32), (A.34) et (A.36) nous obtenons :
o L [ o5t L 'HhaT] 4.37
ao= cosfOshn— — sinfchn — .37.a
0X ¢ (sh’n + sin6) Tan 136
LI ! ['9h6T+ HhaT] A.37.b
T = sinfchn— + cosOshn — .37.
0y ¢ (sh’n + sin®6) Tan 36
Par analogie aux termes de température, les termes de concentration s’écrivent de la méme
fagon :
o L [ P 'ehac] 4.38
ao = cosfshn— — sinfchn— .38.a
0X ¢ (sh®n + sin®6) Tan "6
o _ ! [ ochn 2 + ehac] A.38.b
T = sinfc cosfshn— .38.
9y ¢ (sh’n + sin®6) Tan a6
En portant ces valeurs dans I'expression (A.27.b), il vient :
<6T+ﬁc 66) <6T+ﬁc 66)
cosa — (=— sina
Br 0x dy  Broy
_ 1 cosOshncosa — schhnsma <6T L Be Be 66‘)
c (sh?n + sin29)2 (sh?n + sm29)2 on ~ pron
N cosOshnsina + schhncosa <6T L Be Be 66‘) 4.39
(sh?n + sm29)2 96~ fr 06
On peut écrire la relation qui préceéde sous la forme suivante :
<6T Be 66) <6T Be 66)
cosa — (=— sina
Br 0x dy  Broy
1 oT fcoC
= — |[cos(a) F(5,8) — sin(a) G (1, )] ( +2£2)
2 [ ! ! Br o
oT fcoC
A.309.
— [sin(a) F(n,0) + cos(a) G(n,6)] (69 By 69)] a
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Avec :
shn.cos6
F(n,0) = a
(sh?n + sin?6)2 E
chn.sinf A.39.b
G, 0) =

(sh?n + sm29)2}

Finalement, 1'équation du mouvement (A.27) s'écrit :

[‘;:ﬁ + (;ZTlf — _KQBT ([COS(Q) F(Tl' 9) _ Sln(a) G(n' 9)] ( £C ZC) [Sin(a) F(Tl, 9) +

cos(a) G(n, 0)] ( + %Z—g)) A. 40

A.4.3 Equation de la chaleur

L'équation de la chaleur peut se mettre sous la forme :

—_ — A —
(V. Grad)T = pTDiv(GradT) A.41
p

Compte tenu de l'expression du gradient donnée par la relation (A.13), le premier membre de
A.41 donne :

(V.Grad)T = %O | Vo 0T A.41
rad)T = on ' h o8 Hd
A partir des relations (A.13) et (A.25), nous déduisons :
Div(G dT)—1 aZT oo A.41.b
iv(Gra 677 692 41,
Nous obtenons donc :
A. 42

aoT oT 2 1(62T 62T>

"oyt V030 = o, n \an? T 962

118



Annexe : Coordonnées elliptiques

A.4.4 Equation de I’espéce (concentration)
Par analogie a 1’équation de la chaleur, 1’équation de la concentration s’écrit :

ac ac 1/0%C 0%*C
— A.43

Yan tVeae = Pu\Gy T ae2
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Numerical simulation of heat and mass transfer in fluid-saturated porous
media in different annular spaces

Abstract:

The heat and mass transfer by laminar and steady natural convection in two-dimensional
horizontal elliptical annular space filled with a fluid-saturated porous medium is analyzed
numerically using our calculation code based on the finite volumes method and under the
vorticity-stream function formulation by solving the equations of continuity, momentum, energy
and concentration, using Darcy's law and Boussinesq’s approximation. Both walls bounding the
annular space are maintained at uniform temperatures and concentrations. The flow-related
control parameters are Rayleigh-Darcy number, Lewis number and buoyancy ratio. The
geometrical control parameters are the inclination angle and the eccentricities of the elliptical
cylinders. The heat and mass transfer by natural convection is studied for both cooperating and
opposing buoyancies. The locals and the averaged Nusselt and Sherwood numbers are presented

in term of the control parameters.

Keywords: Heat and mass transfer, Natural convection, Porous media, Darcy’s law, Elliptical

annulus, Vorticity-stream function formulation.



Résumeé :

Les transferts de chaleur et de masse par convection naturelle en régime laminaire et permanant
dans un espace annulaire elliptique horizontal bidimensionnel rempli par un milieu poreux
saturé de fluide, est analysé numériquement en mettant au point un code de calcul aux volumes
finis et en utilisant la formulation vorticité-fonction de courant pour résoudre les équations de
continuité, de quantité de mouvement, de I'énergie et de la concentration, en utilisant la loi de
Darcy et I’approximation de Boussinesq. Les deux parois délimitant I'espace annulaire sont
maintenues a des températures et des concentrations uniformes. Les paramétres de contréle liés
a I’écoulement sont le nombre de Rayleigh-Darcy, nombre de Lewis et le rapport de flottabilités.
L'angle d'inclinaison et les excentricités des cylindres elliptiques sont les paramétres liés a la
géométrie. Le transfert de chaleur et de masse par convection naturelle est étudié pour les deux
cas, coopérant et opposant des gradients de température et de concentration. Les nombres de
Nusselt et de Sherwood locaux et moyens sont présentés en fonction des parameétres de contrdle.

Mots clés : Transferts de chaleur et de masse, Convection naturelle, Milieux poreux, Loi de
Darcy, Espace annulaire elliptique, Formulation vorticité-fonction de courant.
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