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Introduction

La mécanique quantique avait pris naissance après la constatation des limites de la théorie de

la mécanique classique dans l�explication des phénomènes physiques à l�échelle microscopique.

À partir de la notion de quanta proposée par Planck en 1900 et quelques années plus tard, sur

la base des travaux de Planck, Einstein avait été amené à énoncer l�hypothèse de la dualité

onde-corpuscule qui fut mise en évidence expérimentalement vingt ans après. Cette notion de

dualité onde-corpuscule est un élément capital dans l�édi�ce de la théorie quantique. Au fur et

à mesure de l�accumulation des résultats expérimentaux, deux formulations équivalentes de la

mécanique quantique avaient vu le jour presque en même temps entre les années 1923 et 1927.

La mécanique matricielle est fondée par Heisenberg [1] et la mécanique ondulatoire est l��uvre

de Schrödinger [2]. Ces deux présentations du formalisme quantique sont construites sur la base

de quanti�cation de la formulation Hamiltonienne de la mécanique analytique. Une nouvelle for-

mulation de la mécanique quantique a pour origine un travail de Dirac [3] dans lequel il a montré

que la fonction de transformation est proportionnelle à exp i
}S, où S est la solution de l�équation

de Hamilton-Jacobi à la limite } ! 0, dans laquelle l�Hamiltonien classique est l�analogue de

l�Hamiltonien du système dynamique quantique. La solution S de l�équation d�Hamilton-Jacobi

est la fonction action de la mécanique classique dans l�intervalle de temps [t0; t], c�est à dire

l�intégrale par rapport au temps du Lagrangien classique, S =
R t
t0
Lcl (t

0) dt. Ceci avait permis

à Feynman [4] de développer le formalisme des intégrales de chemin fondé sur la connaissance

du Lagrangien classique du système physique. L�idée de base du formalisme des intégrales de

chemin de Feynman est le propagateur qui représente l�amplitude de probabilité pour que la

particule, partie d�un point d�espace-temps (�!r 1; t1), soit au point d�espace-temps (�!r 2; t2). Il

postule que le propagateur est la somme d�une in�nité d�amplitudes partielles associées à tous
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les chemins d�espace-temps possibles. Depuis sa formulation par Feynman [4] en 1948 jusqu�à

1978, l�approche des intégrales de chemin était limitée au calcul du propagateur pour des sys-

tèmes quantiques régis par un Lagrangien quadratique. Le traitement exact du potentiel de

Coulomb en 1979 au moyen d�une transformation spatio-temporelle [5] avait été une tournant

décisif dans le développement de ce formalisme. Depuis cette date, de nombreux problèmes,

avaient été résolus dans ce cadre à l�aide de transformations spatiales et temporelles de plus en

plus compliquées. Une collection importante d�exemples de problèmes non relativistes étudiés

dans ce cadre apparaît dans un recueil confectionné par Grosche et Steiner [6].

Si, aujourd�hui, le calcul exact du propagateur par la méthode des intégrales de chemin

de Feynman n�est plus assez passionnant pour des systèmes physiques gouvernés par un La-

grangien avec un potentiel régulier à long portée, il existe encore d�autres types de problèmes

tels que ceux qui obéissent aux conditions aux limites de Dirichlet [7] et ceux des potentiels

à symétrie sphérique dépendant d�un paramètre réel de déformation qui ne peuvent pas être

abordés convenablement et totalement dans le cadre d�autres méthodes (la méthode standard

des équations di¤érentielles et les propriétés de symétrie [8], l�algèbre de Lie du groupe SO (2; 2)

[9], la méthode de Nikiforov-Uvarov [10] et la supersymétrie en mécanique quantique [11]) et

qui sont rarement discutés par l�approche des intégrales de chemin.

L�objet de ce travail concerne l�application de l�approche des intégrales de chemin à un

ensemble de quatre systèmes dynamiques utiles en physique théorique et en chimie quantique.

Il s�agit en fait d�un réexamen rigoureux de ces systèmes dynamiques étudiés d�une manière

erronée dans le passé au moyen d�autres méthodes.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres. Dans le chapitre 1, nous nous proposons d�étu-

dier le problème des états liés d�une particule non relativiste de masseM en mouvement dans le

potentiel radial de Rosen-Morse q�déformé. C�est un problème avec une condition aux limites

du type Dirichlet. Pour incorporer cette condition directement dans l�intégrale de chemin, nous

employons un arti�ce de calcul qui consiste en une perturbation décrite par la fonction � de

Dirac et en rendant la force de la perturbation in�niment répulsive, nous obtenons la fonction

de Green associée au potentiel en question. Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde pour les

ondes s (l = 0) s�obtiennent respectivement à partir des pôles et des résidus de cette fonction de

Green. Le potentiel standard radial de Rosen-Morse (q = 1) est étudié comme un cas particu-
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lier. Dans le chapitre 2, nous abordons le traitement du problème des états liées d�une particule

non relativiste de masse � soumise à un potentiel de Schiöberg q�déformé. Le problème du

calcul de l�intégrale de chemin associée à ce potentiel se présente de façon di¤érente suivant la

valeur que prend le paramètre q. Pour q > 0, nous distinguons deux cas : q � 1 et 0 < q < 1.

Lorsque q � 1 et r > 1
2� ln q, la fonction de Green pour l�onde de moment cinétique l se ra-

mène à celle associée au potentiel de Manning-Rosen. Les fonctions d�onde normalisées et le

spectre d�énergie analytique sont déterminés. Pour 0 < q < 1, la fonction de Green pour l = 0

relative au potentiel de Manning-Rosen dé�ni sur une demi-droite. C�est aussi un problème

avec une condition aux limites de Dirichlet dont le traitement ressemble à celui exposé dans

le premier chapitre. De l�expression compacte de la fonction de Green, nous tirons le spectre

d�énergie et les fonctions d�onde. Pour q < 0, la fonction de Green pour les ondes s (l = 0) se

réduit à celle du potentiel de Rosen-Morse dé�ni sur une demi-droite, les fonctions d�onde et

le spectre d�énergie sont obtenus en suivant une démarche analogue à celle utilisée dans le cas

précédent. Plusieurs potentiels non déformés sont considérés comme des cas particuliers. Dans

le chapitre 3, nous présentons l�étude du problème des états liés concernant une particule de

Dirac en mouvement dans un potentiel vecteur de type Hulthén q�déformé. Nous adoptons

une approximation appropriée pour prendre en considération le potentiel centrifuge. Ensuite à

l�aide de la transformation de Biedenharn, nous diagonalisons l�Hamiltonien e¤ectif de la forme

itérative de l�équation de Dirac. En développant la fonction de Green qui satisfait l�équation

de Dirac de deuxième ordre en ondes partielles dans le système des coordonnées sphériques, la

partie radiale se ramène par la transformation spatio-temporelle généralisée de Duru-Kleinert

[5] à une intégrale de chemin associée au potentiel de Rosen-Morse q�déformé. La fonction de

Green qui obéit à l�équation de Dirac de premier ordre est construite et le spectre d�énergie

pour les états � est obtenu. Le potentiel standard de Hulthén et le potentiel de Coulomb sont

discutés comme des cas particuliers. Dans le chapitre 4, nous examinons le problème des états

liés des ondes s (l = 0) d�une particule de Klein-Gordon et celle de Dirac en mouvement dans

un potentiel vecteur et un potentiel scalaire égaux de la forme V0
2 tanh

2 (r=d). Nous montrons

que la fonction de Green radiale pour une particule sans spin et la partie radiale de la fonction

de Green pour l�équation de Dirac de second ordre sont similaires pour le cas des ondes s.

Elles sont réduites à l�intégrale de chemin relative au potentiel de Pöschl-Teller modi�é. Nous
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procédons comme dans le premier chapitre pour prendre en considération les conditions aux

limites de Dirichlet. Les fonctions d�onde et le spectre d�énergie sont obtenus dans le cas de la

particule de Klein-Gordon et celui de la particule de Dirac. En�n, nous terminons ce mémoire

par une conclusion.

Deux annexes placés à la �n de ce mémoire abordent l�élaboration de certaines relations qui

présentent une grande utilité dans ce travail.

Ce travail de recherche originale a donné lieu à deux publications internationales.
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Chapitre 1

Mouvement d�une particule dans un

potentiel à symétrie sphérique du

type Rosen-Morse déformé

1.1 Introduction

Le potentiel de Rosen-Morse est une fonction potentielle unidimensionnelle introduite par

Rosen et Morse en 1932 pour étudier les états de vibration de molécules polyatomiques [12].

Depuis lors, il a suscité beaucoup d�intérêt en raison de ses nombreuses applications dans plu-

sieurs branches de la physique [13, 14]. Il a été également utilisé comme un exemple illustratif

dans di¤érentes méthodes telles que la méthode de factorisation [15, 16], l�approche prépoten-

tielle [17], la technique des intégrales de chemin [18, 19, 20, 21], la supersymétrie en mécanique

quantique et l�invariance de forme [11, 22] et la méthode de Nikiforov-Uvarov [23, 24, 25].

Il y a aussi le potentiel de Rosen-Morse à symétrie sphérique qui a été discuté par plu-

sieurs auteurs [8, 26, 27, 28, 29, 30, 31] ces derniers temps sans distinguer entre le problème

de potentiel unidimensionnel et le potentiel radial. Par conséquent, les solutions qui ont été

obtenues jusqu�à présent sont celles du problème unidimensionnel. D�autre part, mentionnons

que l�énergie de dissociation et la longueur de liaison à l�équilibre comme paramètres explicites

ont été utilisées pour générer un ensemble de potentiels diatomiques [32] contenant le potentiel
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radial de Rosen-Morse qui a été également traité dans un espace à D dimensions via la méthode

de la supersymétrie et l�invariance de forme [33].

Le but de ce travail est de réexaminer et redériver, dans le cadre de l�intégrale de chemin,

les solutions correctes du problème d�une particule non relativiste de masse M en mouvement

dans le potentiel radial de Rosen-Morse q�déformé dé�ni par

Vq (r) = �
V1

cosh2q
�
r
a

� + V2 tanhq �r
a

�
; (1.1)

où V1; V2; a et q sont quatre paramètres ajustables. Il est exprimé en termes des fonctions

hyperboliques q�déformées (q > 0)

sinhq x =
ex � qe�x

2
; coshq x =

ex + qe�x

2
; tanhq x =

sinhq x

coshq x
: (1.2)

introduites pour la première fois par Arai [34]. Le paramètre q introduit, peut être utilisé comme

un paramètre supplémentaire dans la description des interactions ineratomiques, en particulier,

lorsque le mouvement de la particule a lieu dans un demi-espace di¤érent de celui pour lequel

r > 0, c�est à dire, la localisation du centre de masse de la molécule n�est pas à l�origine de la

coordonnée. La Figure. 1:1 représente l�allure du potentiel (1:1) pour di¤érentes valeurs de q

avec Vq (r) exprimé en unités V1 et la coordonnée r en unités a.
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Fig. 1.1 : Allure du potentiel de Rosen-Morse (1:1) pour di¤�erentes valeurs de q.

Ici V2 = V1=4:

Dans le second paragraphe, nous exposons une démarche d�évaluation de la fonction de

Green par l�approche des intégrales de chemin pour un potentiel avec des conditions aux limites

de Dirichlet. Nous employons une astuce qui consiste à incorporer une perturbation ��fonction

comme un potentiel supplémentaire. Après le calcul de la fonction de Green sous forme ana-

lytique, c�est à dire, sous une forme qui n�implique pas de sommation, nous rendons la force

de la perturbation ��fonction in�niment répulsive a�n d�obtenir la fonction de Green associée

aux ondes s (l = 0) pour le potentiel (1:1). Dans le troisième paragraphe, nous montrons que

les niveaux d�énergie de la particule sont dé�nis par une équation transcendante et nous déter-

minons les fonctions d�onde correspondantes aux états liés. Dans le quatrième paragraphe, le

potentiel standard radial de Rosen-Morse (q = 1) est étudié comme un cas particulier. En�n,
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le dernier paragraphe est une conclusion.

1.2 Fonction de Green

Le propagateur d�une particule de masse M en mouvement dans le potentiel radial déformé

de Rosen-Morse (1:1) s�écrit en coordonnées sphériques ainsi

Kq
��!r 00;�!r 0;T � = 1

r00r0

1X
l=0

2l + 1

4�
Kq
l

�
r00; r0;T

�
Pl

��!r 00:�!r 0
r00r0

�
; (1.3)

où Pl
��!r 00:�!r 0

r00r0

�
est un polynôme de Legendre de dégré l en

�!r 00:�!r 0
r00r0 = cos �00 cos �0+sin �00 sin �0 cos(�00�

�0) et Kq
l (r

00; r0;T ) est le propagateur radial. En utilisant l�approche des intégrales de chemin

[35], il est possible d�exprimer Kq
l (r

00; r0;T ) sous la forme suivante

Kq
l

�
r00; r0;T

�
= lim

N!1

NY
j=1

�
M

2i�~"

� 1
2
N�1Y
j=1

�Z
drj

�
exp

24 i
~

NX
j=1

S(j; j � 1)

35 ; (1.4)

dans laquelle l�action dans l�intervalle [tj�1; tj ] est dé�nie par

S(j; j � 1) = M

2"
(�rj)

2 + "
l(l + 1)~2

2Mrjrj�1
+ "

 
V1

cosh2q
� rj
a

� � V2 tanhq �rj
a

�!
; (1.5)

avec les notations habituelles rj = r(tj);4rj = rj � rj�1; " = tj � tj�1 = T=N; t0 = t0; t00 = tN ;

T = t00 � t0 et N étant le nombre de sous-intervalles égaux [tj�1; tj ] : En supposant que le

système contient seulement un spectre discret, l�expression (1:4) du propagateur peut s�écrire

sous forme d�un développement spectral comme suit

Kq
l

�
r00; r0;T

�
=
X
nr

'q�nr;l(r
0)'qnr;l(r

00)e�
i
~Enr;lT ; T > 0; (1.6)

où 'qnr;l(r) est la fonction d�onde radiale réduite, Enr;l sont les valeurs propres de l�énergie et

nr dénote le nombre de n�uds de la fonction d�onde radiale. Notre objectif est de trouver les

énergies Enr et les fonctions d�onde '
q
nr(r) pour l = 0 à partir de l�évaluation de l�expression

intégrale (1:4). Comme l�intégrale de chemin radiale (1:4) ne peut pas être calculée directement,

nous considérons la fonction de Green radiale (transformée de Fourier du propagateur radial) :
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Gq0
�
r00; r0;E

�
=

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
Kq
0

�
r00; r0;T

�
: (1.7)

avec la nouvelle variable u = r
a � ln

p
q et la transformation temporelle dt

ds = a
2, la fonction de

Green radiale (1:7) devient

Gq0
�
r00; r0;E

�
= a eGRM �u00; u0;E� ; (1.8)

et

eGRM �u00; u0;E� = Z 1

0
dS exp

�
i

~
a2ES

�
K0(u

00; u0;S); (1.9)

où

K0(u
00; u0;S) =

Z
Du(s) exp

�
i

~

Z S

0

�
M

2

:
u
2 � V (u)

�
ds

�
; (1.10)

avec

V (u) = a2
�
V2 tanhu�

V1

q cosh2 u

�
; u � � lnpq: (1.11)

Le propagateur (1:10) a la même forme que l�intégrale de chemin associée au potentiel de

Rosen-Morse VRM (u) pour u 2 R, mais, dans le cas présent, nous avons converti l�intégrale

de chemin pour le potentiel radial déformé (1:1) en une intégrale de chemin associée à un

potentiel du type Rosen-Morse à travers la transformation r ! r(u), qui fait correspondre

R+ !
�
� lnpq;+1

�
. Cela signi�e que le mouvement de la particule a lieu sur la demi-droite

u � u0 = � lnpq. Comme une intégration directe des chemins est impossible, le problème

peut être résolu par un arti�ce qui consiste à incorporer un terme auxiliaire représenté par une

fonction � de Dirac dans l�action du propagateur (1:9) pour former un mur infranchissable [36]

au point u = u0 = � ln
p
q en rendant la force de la fonction � de Dirac in�niment répulsive.

Alors, la fonction de Green est donnée par

G�0
�
u00; u0;E

�
=

Z 1

0
dS exp

�
i

~
a2ES

�
K�
0(u

00; u0;S); (1.12)
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où

K�
0(u

00; u0;S) =

Z
Du(s) exp

�
i

~

Z S

0

�
M

2

:
u
2 � V �(u)

�
ds

�
(1.13)

est le propagateur d�un système unidimensionnel dans un potentiel de la forme

V �(u) = VRM (u)� �� (u� u0) ; u 2 R: (1.14)

où VRM (u) est le potentiel de Rosen-Morse ordinaire. Comme un calcul par l�intégrale de chemin

du noyau (1:13) ne peut pas être e¤ectué directement à cause de la forme compliquée du potentiel

(1:14), nous appliquons l�approche des perturbations en développant exp
�
i
~�
R s00
s0 � (u� u0) ds

�
en une série de puissances. Ceci donne le développement en série suivant [7, 37, 38] :

K�
0(u

00; u0;S) = KRM (u
00; u0;S)

+
1X
n=1

1

n!

�
i

~
�

�n Z
Du(s) exp

�
i

~

Z S

0

�
M

2

:
u
2 � VRM (u)

�
ds

�
�
Z S

0
� (u1 � u0) ds1:::

Z S

0
� (un � u0) dsn; (1.15)

où KRM (u00; u0;S) est le propagateur relatif au potentiel de Rosen-Morse standard. Avec le

temps ordonné ainsi : s0 = s0 = 0 < s1 < s2 < ::: < sn < s00 = S, le propagateur (1:15) peut

être récrit comme une série de perturbation de Feynman-Dyson
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K�
0(u

00; u0;S) = KRM (u
00; u0;S)

+
1X
n=1

1

n!

�
i

~
�

�n nY
j=1

�Z sj+1

s0
dsj

Z +1

�1
duj

�
�KRM (u1; u0; s1 � s0)� (u1 � u0)KRM (u2; u1; s2 � s1)

�:::� � (un�1 � un�2)KRM (un; un�1; sn � sn�1)

�� (un � un�1)KRM (u00; un; s00 � sn)

= KRM (u
00; u0;S) +

1X
n=1

1

n!

�
i

~
�

�n Z s00

s0
dsn

�
Z sn

s0
dsn�1:::

Z s2

s0
ds1KRM (u1; u

0; s1 � s0)

�KRM (u2; u1; s2 � s1)� :::�KRM (u00; un; s00 � sn): (1.16)

A�n d�e¤ectuer les intégrations successives sur les variables temporelles sj dans (1:16), nous

insérons (1:16) dans (1:12), et en utilisant le théorème de convolution de la transformation de

Fourier, nous arrivons à

G�RM (u
00; u0;E) = GRM (u

00; u0;E)� GRM (u
00; u0;E)GRM (u0; u

0;E)

GRM (u0; u0;E)� 1
�

; (1.17)

où GRM (u00; u0;E) est la fonction de Green relative au potentiel de Rosen-Morse dans l�espace

entier R, et, comme sa solution est bien connue dans la littérature [20, 21], nous avons

GRM (u
00; u0;E) = � iM

~
�(M1 � L�q)�(L�q +M1 + 1)

�(M1 +M2 + 1)�(M1 �M2 + 1)

�
�
1� tanhu0

2
:
1� tanhu00

2

�M1+M2
2

�
�
1 + tanhu0

2
:
1 + tanhu00

2

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � L�q ; L�q +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

1

2
(1 + tanhu>)

�
� 2F1

�
M1 � L�q ; L�q +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

1

2
(1� tanhu<)

�
;

(1.18)
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avec les abréviations suivantes :

8>>><>>>:
L�q =

1
2 (�q � 1) ;

�q =
q
1 + 8Ma2V1

~2q ;

M1;2 =
q

Ma2

2~2
�p
V2 � E �

p
�V2 � E

�
:

(1.19)

Les symboles u> et u< dénotent lemax(u00; u0) et lemin(u00; u0) respectivement, et 2F1(�; �; 
; u)

représente la fonction hypergéométrique.

Maintenant, à la limite � ! �1, le système physique est forcé de se mouvoir dans le

potentiel VRM (u) limité par une barrière in�niment répulsive [7, 36] localisée au point u = u0.

Alors, la fonction de Green est donnée par

eGRM (u00; u0;E) = lim
�!�1

G�RM (u
00; u0;E)

= GRM (u
00; u0;E)� GRM (u

00; u0;E)GRM (u0; u
0;E)

GRM (u0; u0;E)
: (1.20)

1.3 Spectre et fonctions d�onde des états liés

On peut obtenir le spectre d�énergie pour les états liés à partir des pôles de la fonction

de Green (1:20), c�est à dire, par l�équation GRM (u0; u0;E) = 0, ou encore par l�équation

transcendante suivante

2F1

�
M1(Enr)� L�q ; L�q +M1(Enr) + 1;M1(Enr) +M2(Enr) + 1;

q

q + 1

�
= 0: (1.21)

Les énergies Enr des états liés peuvent être déterminées par la résolution numérique de cette

équation. Les fonctions d�onde correspondantes (1:21) sont de la forme :

'qnr(r) = C

�
q

e2r=a + q

�M1(Enr )+M2(Enr )

2

 
e2r=a

e2r=a + q

!M1(Enr )�M2(Enr )

2

� 2F1

�
M1(Enr)� L�q ; L�q +M1(Enr) + 1;M1(Enr) +M2(Enr) + 1;

q

e2r=a + q

�
;

(1.22)
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où C est un facteur constant. Notons que les fonctions d�onde (1:22) véri�ent bien les conditions

aux limites : 'qnr(0) = '
q
nr(+1) = 0:

1.4 Potentiel radial de Rosen-Morse

En faisant q = 1 dans l�expression (1:1), nous obtenons ce que l�on appelle le potentiel radial

de Rosen-Morse

V (r) = � V1

cosh2
�
r
a

� + V2 tanh�r
a

�
: (1.23)

Les deux paramètres L�q et �q dé�nis par les expressions (1:19) peuvent s�écrire ainsi8<: L�1 =
1
2 (�1 � 1) ;

�1 =
q
1 + 8Ma2V1

~2 :
(1.24)

Dans ce cas, la condition de quanti�cation transcendante pour les niveaux d�énergie discrets

Enr (1:21) prend la forme suivante :

2F1

�
M1(Enr)� L�1 ; L�1 +M1(Enr) + 1;M1(Enr) +M2(Enr) + 1;

1

2

�
= 0; (1.25)

et la fonction d�onde (1:22) devient

'1nr(r) = C

�
1

e2r=a + 1

�M1(Enr )+M2(Enr )

2

 
e2r=a

e2r=a + 1

!M1(Enr )�M2(Enr )

2

� 2F1

�
M1(Enr)� L�1 ; L�1 +M1(Enr) + 1;M1(Enr) +M2(Enr) + 1;

1

e2r=a + 1

�
:

(1.26)

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons discuté le problème de l�intégrale de chemin pour un potentiel

de Rosen-Morse radial déformé qui est un potentiel avec des conditions aux limites de Dirichlet.
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Notre approche montre que l�intégrale de chemin dans le cas présent est plus rigoureuse par

rapport aux autres méthodes parce que les conditions aux limites de Dirichlet à l�origine r = 0

sont incorporées directement dans l�intégrale de chemin en utilisant une perturbation décrite

par la fonction � de Dirac et rendant la force de la perturbation in�niment répulsive après

la construction de la fonction de Green. La fonction de Green exacte pour ce problème de

potentiel contenue dans cette étude est obtenue pour la première fois. Les pôles et les résidus

donnent respectivement une condition de quanti�cation transcendante impliquant la fonction

hypergéométrique et les fonctions d�onde correspondantes aux niveaux d�énergie Enr des états

s. L�équation transcendante peut être résolue numériquement.

.
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Chapitre 2

Mouvement d�une particule dans le

potentiel de Schiöberg déformé

2.1 Introduction

Depuis l�introduction du potentiel de Morse [39] en 1929, plusieurs fonctions potentielles de

type exponentiel ont été proposées comme des modèles pour expliquer et interpréter les données

expérimentales des molécules diatomiques. En 1986 Schiöberg [40] avait introduit un potentiel

(empirique) hyperbolique comme une amélioration de la fonction potentielle de Morse, cette

fonction potentielle de Schiöberg est plus précise que celle de Morse pour ajuster les courbes

RKR (Rydberg-Klein-Rees) expérimentales et les niveaux d�énergie des états de rotation et des

états de vibration de certaines molécules diatomiques. De plus, le potentiel de Schiöberg est une

généralisation des potentiels de Morse, Kratzer, Coulomb, l�oscillateur harmonique et d�autres

fonctions potentielles. Toutes les propriétés et les applications de ce potentiel sont données dans

la référence [40]. En adoptant la forme et les notations des références [41, 42], l�expression du

potentiel de Schiöberg est donnée par

V� (r) = D
�
� � � [coth (�r)]�

�2
: (2.1)

oùD;�; � et � sont des paramètres positifs caractérisant les propriétés du potentiel d�interaction

et où D = De= (� � �)2, De étant l�énergie de dissociation spectroscopique.
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Récemment, le potentiel (2:1) a été analysé par certains auteurs en utilisant la méthode

des séries hypergéométriques [41] et en employant la méthode de Nikiforov-Uvarov [42, 43].

Mais les résultats obtenus par ces auteurs sont incorrects dans le cas de V� (r) car les fonctions

d�onde obtenues ne remplissent pas la condition à la limite r ! 0. De plus, l�équation de

Schrödinger avec le potentiel V� (r) ne peut pas être résolue par la méthode polynomiale de

Nikiforov-Uvarov.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l�étude par l�approche des intégrales de chemin

d�un potentiel plus général que le potentiel (2:1) dont la forme est

Vq (r) = D [� � � cothq (�r)]2 : (2.2)

où q est un paramètre réel de déformation. Le potentiel de Schiöberg (2:1) est un cas particulier

de ce potentiel si on prend q = �1. Signalons ici qu�une fonction potentielle qui ressemble à

l�expression (2:2) a été proposée récemment par Mustafa [44]. En utilisant l�énergie de disso-

ciation et la longueur de liaison à l�équilibre comme paramètres explicites, il convertit cette

fonction potentielle en une forme similaire à celle donnée par Jia et al [45] dans le cadre de

l�étude d�un système physique à une dimension. Par analogie au travail de Jia et ses collabo-

rateurs, Mustafa a présenté une discussion de ce potentiel via l�approche de la supersymétrie

en mécanique quantique. Le même problème a été analysé par Amrouche et ses collaborateurs

à travers la technique des intégrales de chemin [46]. Mais les résultats obtenus dans ces deux

dernières études sont partiellement corrects.

Considérons le potentiel e¤ectif

Veff (r) = Vq (r) +
l (l + 1) }2

2� r2
; (2.3)

où nous allons modi�er le terme potentiel centrifuge en adoptant l�approximation suivante

[47, 48]

1

r2
� 4q�2e2�r

(e2�r � q)2
: (2.4)

Cette approximation est acceptable uniquement pour q � 1. Alors, pour étudier le mouvement

d�une particule dans le potentiel déformé de Schiöberg, il convient de distinguer trois cas :
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Premier cas : q � 1; l � 1

Dans ce cas le potentiel e¤ectif, compte tenu de l�approximation (2:4), peut s�écrire sous la

forme suivante :

Veff (r) = D [� � � cothq (�r)]2 +
}2�2

2�

l(l + 1)q

sinh2q (�r)
: (2.5)

Sa valeur minimum est obtenue au point

rmin =
1

2�
ln

24q � q
h
2
�
�
�

�2
+ }2�2

�D�2
l (l + 1)

i
�
�
� �

1
2

�2
+ }2�2

2�D�2
l (l + 1)� 1

4

35 ; (2.6)

et vaut

Veff (rmin) = D�2

"
1� 1

1 + }2�2
2�D�2

l (l + 1)

#2

+
}2�2

2�
l (l + 1)

h
1 + �

� +
}2�2
2�D�� l (l + 1)

i h
1� �

� �
}2�2
2�D�� l (l + 1)

i
h
�
� +

}2�2
2�D�� l (l + 1)

i2 : (2.7)

Comme rmin > 0, la condition d�existence des états liés est déterminée par la double inégalité :

1

2
�

s
1

4
� }2�2

2�D�2
l (l + 1) <

�

�
<
1

2
+

s
1

4
� }2�2

2�D�2
l (l + 1): (2.8)

où D�2 > 2}2�2
� l (l + 1).

Deuxième cas : l�onde s (l = 0)

Dans ce cas, la valeur minimum du potentiel e¤ectif (q > 0)

Veff (rmin) = 0; (2.9)

au point

rmin =
1

2�
ln

"
q �

2q
�
�
�

�2�
�
� �

1
2

�2 � 1
4

#
; (2.10)

Alors, nous avons la condition
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0 <
�

�
< 1: (2.11)

Troisième cas : q < 0

Dans ce cas en e¤ectuant la substitution q ! �jqj, le potentiel e¤ectif s�écrit alors

Veff (r) = D
�
� � � tanhjqj (�r)

�2
; (2.12)

avec la valeur minimum

Veff (rmin) = 0; (2.13)

au point

rmin =
1

2�
ln

"
2 jqj

�
�
�

�2�
�
� �

1
2

�2 � 1
4

� jqj
#
; (2.14)

La condition d�existence d�états liés est dé�nie par

0 <
�

�
< 1: (2.15)

Dans le deuxième paragraphe, nous construisons la fonction de Green radiale relative au

potentiel (2:2), Dans le troisième paragraphe nous calculons l�intégrale de chemin associée au

potentiel de Schiöberg déformé pour q > 0, nous distinguons deux cas di¤érents selon les

valeurs de q : 0 < q < 1 et q � 1. Pour q � 1 et 1
2� ln q < r < 1, la fonction de Green

relative à l�onde l s�obtient moyennant une approximation appropriée du terme centrifuge et un

changement de variable qui la transforme en celle associée au potentiel de Manning-Rosen, à

partir de laquelle sont déterminés le spectre d�énergie et les fonctions d�onde normalisées. Pour

0 < q < 1, le potentiel (2:2) est continu sur R+, la fonction de Green pour l = 0 relative au

potentiel V 0MR (u) de Manning-Rosen est dé�nie sur le demi-axe
�
�1
2 ln q;+1

�
. Dans ce cas,

nous utilisons la démarche exposée au chapitre 1 qui consiste à incorporer une perturbation

représentée par une fonction � de Dirac pour calculer la fonction de Green. Les pôles de la

fonction de Green donnent une équation transcendante pour déterminer les niveaux d�énergie

discrets de la particule. Dans le quatrième paragraphe nous évaluons la fonction de Green radiale
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pour l = 0 associée au potentiel de Schiöberg déformé pour q < 0. Dans ce cas la fonction de

Green se ramène à celle du potentiel de Rosen-Morse dé�ni sur le demi-axe
�
�1
2 ln jqj ;+1

�
.

Comme dans le cas précédent, nous obtenons une équation transcendante pour déterminer le

spectre d�énergie. Dans le cinquième paragraphe nous discutons succinctement plusieurs cas

particuliers. Le dernier paragraphe est une conclusion.

2.2 Fonction de Green

Le propagateur associé à une particule de masse � qui se déplace dans le potentiel à symétrie

sphérique (2:2) peut se développer en ondes partielles ainsi [35] :

K
��!
r00;
�!
r0 ;T

�
=

1

r00r0

1X
l=0

2l + 1

4�
Kl
�
r00; r0;T

�
Pl

 �!
r00:
�!
r0

r00r0

!
; (2.16)

où Pl
��!
r00:
�!
r0

r00r0

�
est un polynôme de Legendre de dégré l en

�!
r00:
�!
r0 =r00r0 = cos �00 cos �0+sin �00 sin �0 cos ('00 � '0),

etKl (r00; r0;T ) est le propagateur radial exprimé en terme de l�intégrale de chemin radial comme

suit

Kl
�
r00; r0;T

�
=

Z
Dr (t) exp

�
i

~

Z T

0

�
�

2
_r2 � Vq(r)�

}2�2

2�

l(l + 1)

r2

�
dt

�

= lim
N!1

NY
j=1

h �

2i�~"

i 1
2
N�1Y
j=1

�Z
drj

�
exp

8<: i~
NX
j=1

S (j; j � 1)

9=; ; (2.17)

avec l�action élémentaire radiale dé�nie par :

S (j; j � 1) = �

2"
(�rj)

2 � "l (l + 1) ~
2

2�rjrj�1
� "

�
D [� � � cothq (�rj)]2

�
: (2.18)

Ici, nous avons adopté les notations habituelles : rj = r (tj) ; �rj = rj�rj�1; " = tj�tj�1 = T
N ,

t0 = t0; t00 = tN ; T = t
00 � t0 et N est le nombre d�intervalles élémentaires égaux.

Nous considérons maintenant la fonction de Green radiale, ou transformée de Fourier du

propagateur radial (2:17) dé�nie par

Gl
�
r00; r0;E

�
=
i

~

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
Kl
�
r00; r0;T

�
: (2.19)
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dont l�évaluation permet d�extraire les niveaux d�énergie Enr;l à partir de ses pôles et les fonc-

tions d�onde radiales correspondantes 	nr;l (r) = r
�1Rnr;l (r) à partir de ses résidus. La fonction

de Green (2:19) dépend du paramètre réel de déformation q. De plus, elle n�admet pas de solu-

tions exactes pour les états avec un nombre quantique orbital l > 0 à cause du terme centrifuge

contenu dans l�expression de l�action (2:18). Pour surmonter cette di¢ culté, nous utilisons l�ex-

pression �2
�
1
3 +

q
sinh2q(�r)

�
comme une bonne approximation du terme centrifuge en 1

r2
lorsque

q � 1 et �r � 1.

Dans ce qui suit nous allons calculer la fonction de Green radiale (2:19) en distinguant trois

cas selon les valeurs du paramètre q.

2.3 Potentiel de Schiöberg déformé pour q > 0

Nous avons deux situations di¤érentes pour le potentiel (2:2). Lorsque 0 < q < 1, le potentiel

(2:2) est continu sur tout l�intervalles R+, mais, quand q � 1, il a une forte singularité au point

r = r0 =
1
2� ln q, et dans ce cas, il y a deux régions distinctes, la première est représentée

par l�intervalle ]0; r0[ et la deuxième par l�intervalle ]r0;1[. Ceci nous conduit à construire la

fonction de Green radiale par l�intégrale de chemin dans chaque cas.

2.3.1 Premier cas : q � 1 et r0 < r <1

Dans ce cas, nous allons traiter l�intégrale de chemin associée au potentiel (2:2) seulement

dans l�intervalle ]r0;1[ car, dans l�autre intervalle, la solution ne peut pas être obtenue ana-

lytiquement. De plus, elle est sans intérêt physique. Notons ici que la singularité au point

r = r0 =
1
2� ln q peut être éliminée facilement par l�introduction d�une fonction régulatrice

appropriée [21] dans l�intégrale de chemin représentant le propagateur. Mais comme cette sin-

gularité n�in�ue pas sur le résultat �nal nous pouvons l�ignorer. Pour calculer la fonction de

Green radiale (2:19) pour un état de moment cinétique orbital l, nous adoptons l�approximation

suivante

1

r2
� �2

 
1

3
+

q

sinh2q (�r)

!
; (2.20)
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valable pour �r � 1. Dans ce cas, le propagateur (2:17) s�écrit

Kl
�
r00; r0;T

�
= exp

�
� i
~

�
D
�
�2 + �2

�
+
}2�2

6�
l (l + 1)

��
P
�
r00; r0;T

�
; (2.21)

où le noyau P (r00; r0;T ) est dé�ni par

P
�
r00; r0;T

�
=

Z
Dr (t) exp

8<: i~
Z T

0

24�
2
_r2 + 2D�� cothq (�r)�

�
D�2q + }2�2q

2� l (l + 1)
�

sinh2q (�r)

35 dt
9=; :

(2.22)

Avec le changement de variable r = 1
�

�
u+ 1

2 ln q
�
et la transformation temporelle S = T

�2
ou

ds = dt
�2
, la fonction de Green radiale (2:19), pour les états l, se met sous la forme :

Gl
�
r00; r0;E

�
=
1

�
GlMR

�
u00; u0; ~"l

�
; (2.23)

où

GlMR

�
u00; u0; ~"l

�
=
i

~

Z 1

0
dS exp

�
i

~
e"lT�P lMR

�
u00; u0;S

�
; (2.24)

avec

P lMR

�
u00; u0;S

�
=

Z
Du (s) exp

�
i

~

Z S

0

h�
2
_u2 � V lMR (u)

i
ds

�
; (2.25)

dans lequel

V lMR (u) = �A cothu+
Bl

q sinh2 u
;u 2 R+ (2.26)

est le potentiel standard de Manning-Rosen [49]

Ici, nous avons utilisé les notations suivantes

8>>>><>>>>:
e"l = 1

�2

h
E �D

�
�2 + �2

�
+ }2�2

6� l (l + 1)
i
;

A = 2D��
�2
;

Bl =

�
D�2q+}2�2

2�
ql(l+1)

�
�2

:

(2.27)
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Comme la solution par l�intégrale de chemin du propagateur (2:25) est connue dans la

littérature [50], la fonction de Green a la forme suivante :

GlMR

�
u00; u0; ~"l

�
=

�

~2
� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 �M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�

2

1 + cothu0
2

1 + cothu00

�M1+M2+1
2

�
�
cothu0 � 1
cothu0 + 1

cothu00 � 1
cothu00 + 1

�M1�M2
2

�2F1
�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

cothu> � 1
cothu> + 1

�
�2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

2

cothu< + 1

�
;

(2.28)

où u> et u< désignent le max (u00; u0) et le min (u00; u0) respectivement. 2F1(�; �; 
; z) est la

fonction hypergéometrique, les paramètres LE ; M1 et M2 ont dans le cas actuel les valeurs

suivantes :

8<: LE = �1
2 +

1
2~

q
2�
�
2D��
�2

� e"l�;
M1;2 =

q
2�D�2

}2�2 +
�
l + 1

2

�2 � 1
2~

q
�2�

�
2D��
�2

+ e"l�; (2.29)

Finalement, la fonction de Green radiale Gl (r00; r0;E) relative au potentiel de Schiöberg déformé

(2:2), pour q � 1 et dans l�intervalle ]r0;1[ s�écrit sous la forme :
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Gl
�
r00; r0;E

�
=

�

~2�
� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 �M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�

2

1 + cothq (�r0)

2

1 + cothq (�r00)

�M1+M2+1
2

�
�
cothq (�r

0)� 1
cothq (�r0) + 1

cothq (�r
00)� 1

cothq (�r00) + 1

�M1�M2
2

�2F1
�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

cothq (�r>)� 1
cothq (�r>) + 1

�
�2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

2

cothq (�r<) + 1

�
:

(2.30)

Le spectre d�énergie des états liés de la particule est déterminé à partir des pôles de la

fonction de Green radiale (2:30). Ce sont des pôles de la fonction � (M1 � LE) qui se trouvent

lorsque

M1 � LE = �nr; nr = 0; 1; 2; 3; 4::: : (2.31)

En tenant compte des relations (2:29), les niveaux d�énergie sont alors donnés par

Enr;l = �
2}2�2

�

264
h
(nr + �l)

2 � 4K��
i2

4 (nr + �l)
2 �K (� � �)2

375+ }2�2
6�

l (l + 1) ; (2.32)

avec

�l =
1

2
+
1

2

q
16K�2 + (2l + 1)2 ; K =

�D

2}2�2
: (2.33)

Ainsi le spectre d�énergie est indépendant du paramètre de déformation q. C�est une conséquence

de l�invariance de forme du potentiel (2:2) lorsque q � 1. La Figure 2.3.1 montre clairement

que les courbes de la fonction potentielle représentées pour di¤érentes valeurs de q � 1 ont la

même allure.

Pour trouver les fonctions d�onde normalisées correspondantes aux états liés avec un nombre

quantique orbital l, nous e¤ectuons l�approximation de la fonction d�Euler � (M1 � LE) au
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voisinage des pôles (2:31) ainsi

� (M1 � LE) � �(�1)
nr

n!

1

M1 � LE + nr

=
(�1)nr+1

n!

4��nr;l
�
nr + �nr;l + �l

�
(nr + �l) (E � Enr;l)

; (2.34)

où

�nr;l =
4K�� � (nr + �l)2

2 (nr + �l)
; (2.35)

et à l�aide de la formule de transformation de Gauss ( voir Ref. [51], p. 1043, Eq. (9:131:2))

2F1 (a; b; c; z) =
� (c) � (c� a� b)
� (c� a) � (c� b) 2F1 (a; b; a+ b� c+ 1; 1� z) + (1� z)c�a�b

� (c) � (a+ b� c)
� (a) � (b)

2F1 (c� a; c� b; c� a� b+ 1; 1� z) ; (2.36)

où le deuxième terme est nul du fait que la fonction d�Euler � (a) contenue dans le dénominateur

est in�nie (a =M1 � LE = �nr 6 0), nous obtenons �nalement la décomposition spectrale de

la fonction de Green radiale (2:30) ainsi

Gl
�
r00; r0;E

�
=

nrmaxX
nr=0

Rq�1�nr;l (r
0)Rq�1nr;l (r

00)

Enr;l � E
; (2.37)

avec la fonction d�onde radiale réduite donnée par

Rq�1nr;l
(r) = r 	q�1nr;l

(r) = Nnr;l
�
qe�2�r

��nr;l �1� qe�2�r��l
� 2F1

�
�nr; nr + 2�nr;l + 2�l; 2�nr;l + 1; qe

�2�r
�
: (2.38)

La constante de normalisation Nnr;l est égale à
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Nnr;l =
2

�
�
2�nr;l + 1

�
24��nr;l

�
nr + �nr;l + �l

�
(nr + �l)

�
�
nr + 2�nr;l + 1

�
�
�
nr + 2�nr;l + 2�l

�
nr!� (nr + 2�l)

35
1
2

:

(2.39)

En employant le lien entre les polynômes de Jacobi et les fonctions hypergéométriques (voir

Ref. [51], Eq. (8:406:1), p. 952)

P (a;b)n (x) =
� (a+ n+ 1)

n!� (a+ 1)
�2 F1

�
�n; a+ b+ n+ 1; a+ 1; 1� x

2

�
; (2.40)

les fonctions d�onde (2:38) s�écrivent en termes des polynômes de Jacobi comme suit

Rq�1nr;l
(r) = r 	q�1nr;l

(r) =

244��nr;l
�
nr + �nr;l + �l

�
(nr + �l)

nr!�
�
nr + 2�nr;l + 2�l

�
� (nr + 2�l) �

�
nr + 2�nr;l + 1

�
35
1
2

�
qe�2�r

��nr;l �1� qe�2�r��l P�2�nr;l ;2�l�1�l

�
1� 2qe�2�r

�
: (2.41)

Maintenant, nous devons véri�er que les fonctions d�onde radiales (2:38) satisfont les condi-

tions aux limites

lim
r!r0

Rq�1nr;l
(r) = 0; (2.42)

et

lim
r!1

Rnr;l (r) = 0: (2.43)

Quand r ! r0, il est clair que (2:38) remplit la condition d�Herméticité (2:42) de l�opérateur

Pr associé à la composante radiale de la quantité de mouvement. Cependant, quand r ! 1,

nous devons imposer la restriction que seules les fonctions d�onde radiales (2:38) avec �nr;l � 0

remplissent la condition (2:43). Par conséquent le nombre de niveaux discret est égal à nmax

satisfaisant à l�inégalité

nmax < 2
p
K�� � �l: (2.44)
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Fig. 2.3.1 : Allure du potentiel de Schi�oberg d�eform�e avec D = 1, � = 2 et � = 1

pour di¤�erentes valeurs de q � 1.

2.3.2 Deuxième cas : 0 < q < 1 et 0 < r <1

Dans ce cas, le changement de variable précédent dé�ni par r = 1
�

�
u+ 1

2 ln q
�
transforme

r 2 R+ en u 2
�
�1
2 ln q;+1

�
. Le noyau (2:25), pour l = 0, est le propagateur pour une particule

en mouvement dans un potentiel de type Rosen-Morse sur le demi-axe u > u0 = �1
2 ln q.

Comme un calcul direct du propagateur via l�intégrale de chemin est impossible, Pour pouvoir

surmonter cette di¢ culté formelle, nous utilisons une astuce basée sur l�introduction d�un terme

supplémentaire représenté par une fonction � de Dirac dans l�action contenue dans (2:25) pour

créer un mur infranchissable [36] au point u = u0 = �1
2 ln q. Alors, la fonction de Green (2:24),

pour l = 0, prend la forme suivante :
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G�MR

�
u00; u0;e"0� = i

~

Z 1

0
dS exp

�
i

~
e"0S�P �MR

�
u00; u0;S

�
; (2.45)

où

P �MR

�
y00; y0;S

�
=

Z
Dy (s) exp

�
i

~

Z S

0

h�
2
_u2 � V � (u)

i
ds

�
: (2.46)

L�intégrale de chemin (2:46) est le propagateur associé à une particule placée dans un potentiel

de la forme :

V � (u) = V 0MR (u)� �� (u� u0) ; u 2 R: (2.47)

où V 0MR (u) est donné par l�expression (2:26) avec l = 0. Pour les mêmes raisons, un calcul

similaire à celui du chapitre 1 en utilisant l�approche des perturbations, nous permet d�écrire

la fonction de Green (2:45) ainsi

G�MR

�
u00; u0;e"0� = G0MR

�
u00; u0;e"0�� G0MR (u

00; u0;e"0) G0MR (u0; u
0;e")

G0MR (u0; u0;e"0)� 1
�

: (2.48)

où G0MR (u
00; u0;e"0) est la fonction de Green (2:28) associée aux ondes s (l = 0).

En prenant la limite � ! �1, la particule est contrainte de se mouvoir dans le potentiel

V 0MR (u) borné par une barrière de potentiel in�niment répulsive [7, 36] localisée au point u = u0.

Dans ce cas, la fonction de Green radiale, pour l = 0, s�écrit

G0
�
r00; r0;E

�
=
1

�
eG0MR

�
u00; u0;e"0� ; (2.49)

où la fonction de Green eG0MR (u
00; u0;e"0) est donnée par :

eG0MR

�
u00; u0;e"0� = lim

�!�1
G�MR

�
u00; u0;e"0�

= G0MR

�
u00; u0;e"0�� G0MR (u

00; u0;e"0) G0MR (u0; u
0;e"0)

G0MR (u0; u0;e"0) : (2.50)

Les niveaux d�énergie sont obtenus à partir des pôles de l�équation (2:50), c�est à dire
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G0MR (u0; u0;e"0) = 0, ou par la condition de quanti�cation suivante :
2F1

�
�nr � !nr + �0; �nr + !nr + �0; 2�nr + 1; q

�
= 0; (2.51)

où 8>>>>><>>>>>:
�0 =

1
2 +

1
2

p
16K�2 + 1;

�nr =
q

�
2}2�2

�q
D (� � �)2 � Enr

�
;

!nr =
q

�
2}2�2

�q
D (� + �)2 � Enr

�
:

(2.52)

L�équation transcendante (2:51) peut se résoudre numériquement pour connaître les niveaux

d�énergie discrets de la particule. De plus, elle dépend du paramètre de déformation q (0 <

q < 1). Ce paramètre a¤ecte le nombre des états liés comme nous pouvons le voir sur la Figure

2.3.2.

En utilisant le lien entre (2:49) et (2:50), la formule de transformation de Gauss (2:36), nous

montrons que les fonctions d�onde correspondantes aux états liés et satisfaisant aux conditions

aux limites R0<q<1n;0 (0) = 0 et R0<q<1n;0 (+1) = 0 s�écrivent ainsi :

R0<q<1nr;0 (r) = r 	0<q<1nr;0
(r) = C

�
1� qe�2�r

��0 �qe�2�r��nr
�2F1

�
�nr � !nr + �0; �nr + !nr + �0; 2�nr + 1; qe

�2�r� : (2.53)

où C est un facteur constant.
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Fig. 2.3.2 : Allure du potentiel de Schi�oberg d�eform�e avec les param�etres D = 1;

� = 2 et � = 1 pour di¤�erentes valeurs de q contenues dans l�intervalle 0 < q < 1.

2.4 Potentiel de Schiöberg déformé pour q < 0

Lorsque q < 0, le potentiel (2:2) peut s�écrire sous la forme suivante :

Vq (r) = D
�
� � � tanhjqj (�r)

�2
: (2.54)

qui est dé�nie dans l�intervalle R+. A�n d�exprimer l�intégrale de chemin (2:19), pour l = 0, sous

une forme résoluble, nous suivons une procédure semblable à celle exposée dans le paragraphe

précédent. Nous utilisons la transformation de coordonnée suivante :
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r 2 ]0;+1[! y 2
�
�1
2
ln jqj ;+1

�
; (2.55)

dé�nie par

r =
1

�

�
y +

1

2
ln jqj

�
; (2.56)

accompagnée du redimensionnement de l�intervalle de temps T en S0 = T
�2
(ou ds0 = dt

�2
).

Comme résultat de ces transformations, la fonction de Green radiale (2:19), pour les ondes s

(l = 0), prend la forme

G0
�
r00; r0;E

�
=
1

�
~G0RM

�
y00; y0;e"0� ; (2.57)

où

~G0RM
�
y00; y0;e"0� = i

~

Z 1

0
dS0 exp

�
i

~
e"0S0�P 0RM �y00; y0;S0� ; (2.58)

avec

P 0RM
�
y00; y0;S0

�
=

Z
Dy
�
s0
�
exp

(
i

~

Z S0

0

"
�

2
_y2 � ~A tanh y +

~B

jqj cosh2 y

#
ds0

)
; (2.59)

Les paramètres ~A et ~B sont donnés par

8<: ~A = �2D��
�2

;

~B = D�2jqj
�2

:
(2.60)

Le propagateur (2:59) a un forme semblable à celle de l�intégrale de chemin associée au

potentiel VRM (y) introduit pour la première fois par Rosen et Morse [12]. Le potentiel de

Rosen et Morse est dé�ni pour y 2 R, mais, dans notre cas, nous avons converti l�intégrale de

chemin pour le potentiel radial (2:54) en une intégrale de chemin pour le potentiel standard

de Rosen et Morse à travers la transformation r ! r (y) qui consiste à changer r 2 R+ en y

�
�
�1
2 ln jqj ;+1

�
. Donc, nous sommes dans une situation où le mouvement de la particule a

lieu dans le demi-espace y > �1
2 ln jqj. Par conséquent, suivant la stratégie développée dans le
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premier chapitre, nous obtenons

eG0RM �y00; y0;e"0� = G0RM �y00; y0;e"0�� G0RM (y00; y0;e"0) G0RM (y0; y0;e"0)G0RM (y0; y0;e"0) : (2.61)

où G0RM (y; y;e"0) est la fonction de Green associée au potentiel de Rosen-Morse [12] dé�ni par
VRM (y) = ~A tanh y �

~B

jqj cosh2 y
; y 2 R: (2.62)

Comme sa solution via l�intégrale de chemin est bien connue dans la littérature [50], la fonction

de Green a pour expression

G0RM
�
y00; y0;e"0� =

�

~2
� (M1 � LE) � (LE +M1 + 1)

� (M1 +M2 + 1)� (M1 �M2 + 1)

�
�
1� tanh y0

2

1� tanh y00
2

�M1+M2
2

�
�
1 + tanh y0

2

1 + tanh y00

2

�M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

1 + tanh y>
2

�
� 2F1

�
M1 � LE ; LE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

1� tanh y<
2

�
;

(2.63)

avec les notations :

8>>>><>>>>:
LE = �1

2 +
1
2

q
8�D�2

~2�2 + 1;

M1;2 =
q

�
2~2

�q
�2�D�
�2

� e"0 �q2�D�
�2

� e"0� ;
e"0 = 1

�2

�
E �D

�
�2 + �2

��
:

(2.64)

Les symboles y> et y< représentent lemax (y00; y0) et lemin (y00; y0) respectivement, et 2F1(�; �; 
; z)

est la fonction hypergéometrique.

Les niveaux d�énergie sont donnés par les pôles de la fonction de Green (2:61), c�est à

dire par l�équation : G0RM (x0; x0;e"0) = 0. Ce qui nous conduit à une équation transcendante

représentant les niveaux d�énergie discrets de la particule
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2F1

�
�nr + !nr � �0 + 1; �nr + !nr + �0; 2�nr + 1;

jqj
1 + jqj

�
= 0; (2.65)

qu�il faut résoudre numériquement pour déterminer les niveaux d�énergie. De plus, elle dépend

du paramètre de déformation q (q < 0), dont l�in�uence sur le nombre des états liés peut se

voir sur la Figure 2.4.

À partir de l�expression de la fonction de Green (2:61) relative au potentiel de Rosen et

Morse, et en utilisant le lien entre (2:57) et (2:63) , nous obtenons les fonctions d�onde corres-

pondantes aux états liés

Rq<0nr;0 (r) = r 	q<0nr;0
(r) = ~N

�
jqj

e2�r + jqj

��nr � 1

1 + jqj e�2�r

�!nr
� 2F1

�
�nr + !nr � �0 + 1; �nr + !nr + �0; 2�nr + 1;

jqj
e2�r + jqj

�
; (2.66)

où ~N est un facteur constant. Notons que ces solutions véri�ent bien les conditions aux limites :

Rq<0n;0 (0) = R
q<0
n;0 (+1) = 0.
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Fig. 2.4 : Allure du potentiel de Schi�oberg d�eform�e avec les param�etres D = 1,

� = 1 et � = 2 pour di¤�erentes valeurs de q n�egatives.

2.5 Cas particuliers

2.5.1 Premier cas : q = 1 et l 6= 0

En prenant q = 1, le potentiel (2:2) et l�expression de l�approximation du terme centrifuge

(2:20) deviennent, respectivement,

V1 (r) = D [� � � coth (�r)]2 ; (2.67)

et
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1

r2
� �2

�
1

3
+

1

sinh2 (�r)

�
: (2.68)

Nous notons ici que le potentiel (2:67) a la même forme que le potentiel V+ (r) analysé dans

les références [41, 42, 43].

Dans ce cas, le spectre d�énergie et les fonctions d�onde normalisées des états liés peuvent

être déduits à partir des équations (2:32) et (2:38) respectivement

Enr;l = �
2}2�2

�

264
h
(nr + �l)

2 � 4K��
i2

4 (nr + �l)
2 �K (� � �)2

375+ }2�2
6�

l (l + 1) ; (2.69)

et

Rq=1nr;l
(r) = r 	q=1nr;l

(r) = Nnr;l
�
e�2�r

��nr;l �1� e�2�r��l
� 2F1

�
�nr; nr + 2�nr;l + 2�l; 2�nr;l + 1; e

�2�r
�
; (2.70)

avec

Nnr;l =
2

�
�
2�nr;l + 1

�
24��nr;l

�
nr + �nr;l + �l

�
(nr + �l)

�
�
nr + 2�nr;l + 1

�
�
�
nr + 2�nr;l + 2�l

�
nr!� (nr + 2�l)

35
1
2

:

(2.71)

2.5.2 Deuxième cas : q = 1 et l = 0

En posant q = 1 et l = 0, le potentiel (2:2) se réduit à

V1 (r) = D [� � � coth (�r)]2 ; (2.72)

Le spectre d�énergie et les fonctions d�onde des états s (l = 0) sont alors
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Enr;0 = �
2}2�2

�

264
h
(nr + �0)

2 � 4K��
i2

4 (nr + �0)
2 �K (� � �)2

375 ; (2.73)

et

Rq=1nr;0 (r) = r 	q=1nr;0
(r) = Nnr;0

�
e�2�r

��nr;0 �1� e�2�r��0
� 2F1

�
�nr; nr + 2�nr;0 + 2�0; 2�nr;0 + 1; e

�2�r
�
; (2.74)

où la constante de normalisation Nnr;0 est donnée par

Nnr;0 =
2

�
�
2�nr;0 + 1

�
24��nr;0

�
nr + �nr;0 + �0

�
(nr + �0)

�
�
nr + 2�nr;0 + 1

�
�
�
nr + 2�nr;0 + 2�0

�
nr!� (nr + 2�0)

35
1
2

:

(2.75)

Ces résultats coïncident avec ceux obtenus dans les références [41, 42, 43], à l�exception de la

constante de normalisation dans les références [41, 42].

2.5.3 Troisième cas : q = 1 et � = 1

Pour q = 1 et � = 1, le potentiel (2:2) et l�expression de l�approximation du terme centrifuge

(2:20) s�écrivent

V hyp (r) = D [1� � coth (�r)]2 ; (2.76)

et

1

r2
� �2

�
1

3
+

1

sinh2 (�r)

�
: (2.77)

Il faut signaler que le potentiel hyperbolique (2:76) a été traité par plusieurs auteurs à l�aide

de di¤érentes méthodes [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58].

Dans ce cas, d�après l�équation (2:32), nous avons pour l�énergie
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Ehypnr;l
= �2}

2�2

�

264
h
(nr + �l)

2 � 4K�
i2

4 (nr + �l)
2 �K (� � 1)2

375+ }2�2
6�

l (l + 1) ; (2.78)

et à partir de l�équation (2:38), nous avons pour les fonctions d�onde

Rhypnr;l
(r) = r 	hypnr;l

(r) = Nnr;l
�
e�2�r

��0nr;l �1� e�2�r��l
� 2F1

�
�nr; nr + 2�0nr;l + 2�l; 2�

0
nr;l

+ 1; e�2�r
�
; (2.79)

où le coe¢ cient de normalisation est donné par

Nnr;l =
2

�
�
2�0nr;l + 1

�
24��0nr;l

�
nr + �

0
nr;l

+ �l

�
(nr + �l)

�
�
nr + 2�

0
nr;l

+ 1
�
�
�
nr + 2�

0
nr;l

+ 2�l

�
nr!� (nr + 2�l)

35
1
2

;

(2.80)

avec

�0nr;l =
4K� � (nr + �l)2

2 (nr + �l)
: (2.81)

Ces résultats sont en accord avec ceux obtenus par la résolution de l�équation de Schrödinger

[54] et via l�approche des intégrales de chemin [57].

2.5.4 Quatrième cas : q = �1

En posant q = �1, le potentiel (2:54) se réduit

V�1 (r) = D [� � � tanh (�r)]2 (2.82)

Ce potentiel a la même forme que le potentiel V� (r) étudié dans les références [41, 42, 43].

Dans ce cas d�après l�équation (2:65), les niveaux d�énergie sont dé�nis par la condition de

quanti�cation suivante :
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2F1

�
�nr + !nr � �0 + 1; �nr + !nr + �0; 2�nr + 1;

1

2

�
= 0; (2.83)

et les fonctions d�onde s�obtiennent à partir de l�équation (2:66) ainsi :

Rq=�1nr;0 (r) = r 	q=�1nr;0
(r) = ~N

�
1

e2�r + 1

��nr � 1

1 + e�2�r

�!nr
� 2F1

�
�nr + !nr � �0 + 1; �nr + !nr + �0; 2�nr + 1;

1

e2�r + 1

�
; (2.84)

où ~N est un facteur constant. Notons que ces résultats prouvent que ceux obtenus dans les

références [41, 42, 43] sont incorrects.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé l�approche de l�intégrale de chemin de Feynman pour

résoudre le problème d�une particule non relativiste soumise au potentiel de Schiöberg déformé.

Ce problème admet des solutions distinctes pour les di¤érentes branches du potentiel. Pour

q � 1 et r 2
�
1
2� ln q;+1

�
le paramètre q n�a¤ecte pas les niveaux d�énergie, mais décale hori-

zontalement les courbes représentant les fonctions d�onde. Lorsque 0 < q < 1 ou q < 0, le spectre

d�énergie est dé�ni par une équation transcendante comprenant une fonction hypergéométrique

qui dépend de q.

De plus, plusieurs cas particuliers sont considérés. Dans ces cas, les résultats obtenues sont

en accord avec ceux de la littérature à l�exception de celui pour lequel q = �1.
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Chapitre 3

Mouvement d�une particule de Dirac

dans un potentiel vecteur du type

Hulthén déformé

3.1 Introduction

Le potentiel de Hulthén a été abondamment utilisé comme une approximation du potentiel

d�interaction entre deux corps dans de nombreuses branches de la physique, entre autres la

physique des particules et nucléaire [59], la physique atomique [60] et la physique moléculaire

[61] et également en chimie quantique [62]. Il appartient à la classe importante de potentiels du

type exponentiel. Il se comporte comme un potentiel de Coulomb pour les petites valeurs de r et

diminue exponentiellement pour les grandes valeurs de r. Il y a plusieurs études dans lesquelles

di¤érentes techniques telles que la méthode standard basée sur l�équation de Schrödinger [63,

64], la supersymétrie en mécanique quantique [65, 66] et la méthode d�itération asymptotique

[67] ont été employées pour obtenir des solutions exactes ou approximatives de l�équation d�onde

avec le potentiel de Hulthén pour les ondes s et l dans le cadre de la mécanique quantique non

relativiste. En outre, un traitement par l�intégrale de chemin de ce potentiel a été donné dans

[68].

Cependant, en présence d�un champs fort, les e¤ets relativistes sur une particule sous l�in-
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�uence de ce potentiel pouvaient devenir appréciables. L�équation de Dirac avec un potentiel

de Hulthén particulier a été prétendue exactement résoluble en utilisant une contrainte [69, 70].

Plus tard, les solutions des états liés et des états de di¤usion de l�équation de Dirac avec un

potentiel de Hulthén standard pour les ondes � ont été obtenues dans [71] en adoptant une ap-

proximation appropriée pour le terme potentiel centrifuge et à travers une technique semblable

à celle de Biedenharn [72].

Le but de ce chapitre est de résoudre approximativement le problème d�une particule relati-

viste de masse �, de charge e et de spin 1
2 qui se déplace dans un potentiel de Hulthén déformé

de la forme :

Vq(r) = �
V0

er=a � q
: (3.1)

où V0 décrit la profondeur du puits de potentiel, le paramètre a caractérise la portée du poten-

tiel et q est un paramètre de déformation (q � 1). Le paramètre q introduit, peut servir comme

un paramètre supplémentaire dans la description des interactions interatomiques, et particuliè-

rement dans un problème tridimensionnel, il permet d�établir la localisation du centre de masse

de la molécule à une certaine distance de l�origine de la coordonnée. De plus le potentiel Vq (r)

contient le potentiel de Hulthén standard (q = 1) et le potentiel de Coulomb (q = 1, a!1)

comme des cas particuliers.

Ici, nous voulons d�abord montrer que même le problème des ondes s pour une particule

de Dirac peut être seulement résolu d�une manière approximative contrairement à ce qui a été

déclaré par certains auteurs [69, 70] et ensuite, comme à notre connaissance, il n�y a aucune

discussion au moyen de l�intégrale de chemin du potentiel de Hulthén dans le cadre de la

mécanique quantique relativiste, par le traitement du potentiel déformé de Hulthén (3:1) à

l�aide des intégrales de chemin, nous souhaitons élargir la liste des problèmes de particules

relativistes avec spin 1
2 dans un champ électrique ou magnétique [73, 74, 75, 76] qui ont été

étudiés dans ce cadre.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans le deuxième paragraphe, nous utilisons d�abord

une approximation du type exponentiel dépendant du paramètre de déformation q à la place

du terme potentiel centrifuge et nous diagonalisons l�Hamiltonien e¤ectif de la forme itérative

de l�équation de Dirac à l�aide de la transformation de Biedenharn [72]. Alors, la fonction de

Green pour l�équation de Dirac de deuxième ordre peut être développée en ondes partielles
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dans le système des coordonnées sphériques. Dans le troisième paragraphe, la partie radiale de

la fonction de Green est convertie en une intégrale de chemin associée au potentiel de Rosen-

Morse q�déformé en utilisant la méthode généralisée de Duru-Kleinert [21]. Cette procédure

nous permet d�obtenir une forme analytique de la fonction de Green radiale. Dans le quatrième

paragraphe, nous construisons la fonction de Green pour l�équation de Dirac de premier ordre

et nous obtenons le spectre d�énergie pour les états �. Dans le cinquième paragraphe, la fonction

de Green et le spectre d�énergie associés au potentiel de Hulthén standard et pour le potentiel de

Coulomb, sont présentés comme des cas particuliers. Le dernier paragraphe est une conclusion.

3.2 Equation de Dirac avec un potentiel de Hulthén déformé

En choisissant les unités atomiques ~ = c = 1, la fonction de Green G(r00; r0) pour le potentiel

vecteur Vq(r) satisfait l�équation de Dirac

(��M)G(r00; r0) = �(r00 � r0); (3.2)

où � est la masse d�une particule chargée de spin 1
2 , et

M = ���:P+ � (E � Vq(r)) ; (3.3)

dans lequel � et � sont les matrices de Dirac habituelles et E est l�énergie.

L�équation de Dirac (3:2) peut être réitérée en écrivant la fonction de Green G(r00; r0) de

cette façon

G(r00; r0) = (�+M)g(r00; r0); (3.4)

où g(r00; r0) est la fonction de Green dé�nie comme la solution de l�équation de Dirac de second

ordre

�
�2 �M2

�
g(r00; r0) = �(r00 � r0): (3.5)

En utilisant la représentation intégrale de Schwinger [77], la solution de l�équation (3:5) peut

s�écrire comme suit
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g(r00; r0) =
i

2

Z 1

0
d�


r00
�� exp (�iH�) ��r0� ; (3.6)

où l�intégrand hr00j exp (�iH�) jr0i est similaire au propagateur d�un système quantique évoluant

dans le temps � de r0 à r00 avec l�Hamiltonien e¤ectif

H =
1

2

�
�2 �M2

�
: (3.7)

Comme le potentiel (3:1) possède la symétrie sphérique, ce sont les coordonnées polaires qui

sont le mieux adaptées pour trouver l�expression explicite de la fonction de Green (3:4). Avant

d�aborder la construction de la fonction de Green (3:6), nous notons que nous pouvons faire

quelques simpli�cations. En utilisant l�opérateur impulsion radial Pr = 1
r (r:P� i), l�opérateur

de Dirac K = � (�:L+ 1) et la notation �r = �:r
r , l�opérateur M prend la forme1

M = ���r:Pr +
i�rK

r
+ � (E � Vq(r)) ; (3.8)

et l�Hamiltonien e¤ectif (3:7) devient2 alors

H =
1

2

�
P2r +

K2 � �K
r2

� i�r
d

dr
Vq(r)� (E � Vq(r))2 + �2

�
: (3.9)

Notons que � a les valeurs propres données par e� = �1 et K2 = J2 + 1
4 , où J = L + 1

2�

est l�opérateur moment cinétique total. Les valeurs propres de l�opérateur J2 sont j(j + 1),

où j = l � 1
2 , sauf pour les états s (l = 0), dans lesquels j peut prendre seulement la valeur

1
2 . Donc, l�opérateur K

2 a pour valeurs propres �2 =
�
j + 1

2

�2
, de sorte que � = �

�
j + 1

2

�
=

�1;�2;�3; :::

D�autre part, le potentiel du type Hulthén dans (3:9) dépend du paramètre réel arbitraire

de déformation q et la fonction de Green (3:6) ne peut pas être évaluée exactement à cause

de la présence du terme potentiel centrifuge. Cependant, si r=a � 1, il est facile de montrer

que qer=a

a2(er=a�q)
2 +

1
12a2

peut être utilisée comme une bonne approximation de 1
r2
dans le terme

centrifuge uniquement lorsque le paramètre q � 1. Ceci peut être vu en e¤ectuant un dévelop-

1Un calcul détaillée se présenté dans l�annexe A pour obtenir l�expression (3:8).
2Voir aussi l�annexe A pour trouver le calcul détaillée de l�Hamiltonien (3:9).
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pement de Taylor de qer=a

a2(er=a�q)
2 , ou immédiatement, en traçant 1

(r=a)2
et qer=a

(er=a�q)
2 en fonction

de r=a pour des valeurs typiques de q sur la Figure. 3:2. La coordonnée r est exprimée en uni-

tés a. Cette �gure montre que ces expressions ont un comportement similaire dans l�intervalle

]0;+1[ lorsque q � 1. Pour q < 1, les courbes coupent l�axe des ordonnées. Alors, à l�aide de

cette approximation, l�Hamiltonien e¤ectif (3:9) s�écrit sous la forme

H =
1

2

0@P2r + �(�+ 1) qer=a

a2
�
er=a � q

�2 + V0
�
V0
q � 2E

�
er=a � q

+
1

12a2
K (K� �) + �2 � E2

1A ;
(3.10)

où

� = �
�
�K+ i

aV0
q
�r

�
; (3.11)

est l�opérateur de Martin-Glauber [78, 79]. Par analogie avec le travail de Biedenharn sur le

problème de Coulomb, nous avons trouvé une transformation de similarité S dé�nie par3

S = exp

�
i

2
��r tanh

�1
�
aV0
qK

��
; (3.12)

qui diagonalise �. Ceci donne4

�s = S�S
�1 = ��K

"
1�

�
aV0
qK

�2# 12
; (3.13)

dont les valeurs propres sont, compte tenu de celles de � et K2 :


 = �
"
�2 �

�
aV0
q

�2# 12
: (3.14)

Sous la transformation (3:12), la relation (3:4) se met sous la forme :

eG(r00; r0) = (�+Ms)eg(r00; r0); (3.15)

où

3Le calcul explicite de cette transformation est donnée dans l�annexe B.
4Voir aussi l�annexe B.
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Ms = SMS
�1; (3.16)

et

eg(r00; r0) = i

2

Z 1

0
d�


r00
�� exp (�iHS�)

��r0� ; (3.17)

avec

Hs = SHS
�1: (3.18)

L�intégrand dans (3:17) se développe en ondes partielles comme suit



r00
�� exp (�iHs�)

��r0� = 1

r00r0

X
�



�00; �00

�� �i 
r00�� exp (�iH��)
��r0� h�j �0; �0� ; (3.19)

où nous avons dénoté par j�i =
���j;m; �; e�E les vecteurs propres simultanés des opérateurs J2,

Jz, K, �, et par hr00j exp (�iH��) jr0i le propagateur radial, dans lequel

H� =
1

2

0@P2r + �(�+ 1) qer=a

a2
�
er=a � q

�2 + V0
�
V0
q � 2E

�
er=a � q

+ �2 � E2 +
�
�
�� e��
12a2

1A ; (3.20)

avec

� = j
j+ 1
2
(sgn 
 � 1) ; (3.21)

et par h�; �j j;m; �; e�E la dépendance en termes des variables d�angles �; �; du spin et de e� qui
peut s�écrire explicitement ainsi

8>>>>>><>>>>>>:
h�; �j j;m; �;�1i =

0@ 0


m� (�; �)

1A ;
h�; �j j;m; �; 1i =

0@ 
m�� (�; �)

0

1A ; (3.22)

où 
m� (�; �) sont des harmoniques hypersphériques dé�nies par
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m� (�; �) = � sgn �

s
��m+ 1

2

2�+ 1
�
1
2
1
2

Y
m� 1

2
l (�; �) +

s
�+m+ 1

2

2�+ 1
�
� 1
2

1
2

Y
m+ 1

2
l (�; �) ;

(3.23)

dans lesquelles �
1
2
1
2

et �
� 1
2

1
2

sont des fonctions d�onde de spin, et sgn � = � sgn 
 pour e� = �1:
En utilisant (3:22), le propagateur (3:19) peut s�écrire comme suit



r00
�� exp (�iHs�)

��r0� = 1

r0r00

X
j;�



r00
�� exp (�iH��)

��r0�
j�;� ��00; �00; �0; �0��2; (3.24)

où


j�;�
�
�00; �00; �0; �0

�
=
X
m


m�
�
�00; �00

�

m��

�
�0; �0

�
: (3.25)

En insérant (3:24) dans (3:17), nous obtenons

eg(r00; r0) = 1

r00r0

X
j;�

gj;�
�
r00; r0

�

j�;�

�
�00; �00; �0; �0

�
�2; (3.26)

avec la fonction de Green radiale donnée par

gj;�
�
r00; r0

�
=

i

2

Z 1

0
d�


r00
�� exp(� i

2

"
P2r +

q� (�+ 1) er=a

a2
�
er=a � q

�2
+
V0

�
V0
q � 2E

�
er=a � q

+ �2

35�
9=;��r0� ; (3.27)

où

� =

s
�2 � E2 + �(��

e�)
12a2

: (3.28)

L�expression (3:27) peut maintenant se résoudre par la technique des intégrales de chemin.
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Fig. 3.2 : Allure de l�approximation du terme centrifuge pour di¤�erentes valeurs

de q.

3.3 Solution par l�intégrale de chemin

Il est facile d�exprimer (3:27) sous la forme d�une intégrale de chemin

gj;�
�
r00; r0

�
=
i

2

Z 1

0
dS0Pj;�

�
r00; r0;S0

�
; (3.29)

où
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Pj;�
�
r00; r0;S0

�
= fR(r

00)fL(r
0)


r00
�� exp(� i

2
fL(r)

"
P2r +

q� (�+ 1) er=a

a2
�
er=a � q

�2
+
V0

�
V0
q � 2E

�
er=a � q

+ �2

35 fR(r)S0
9=;��r0�

= fR(r
00)fL(r

0) lim
N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d (Pr)n
2�

�

� exp
(
i

N+1X
n=1

An1

)
; (3.30)

et

dS0 =
d�

fR(r00)fL(r0)
: (3.31)

Ici fL(r) et fR(r) sont les fonctions régulatrices dé�nies par Kleinert [21] ainsi

f(r) = fL(r)fR(r) = f
1��(r)f �(r); (3.32)

où � est le paramètre de dédoublement et An1 , est l�action élémentaire modi�ée sous la forme

canonique. Avec les notations, "s0 = S0

N+1 = ds0 = ds
fL(rn)fR(rn�1)

; ds = "s =
�

N+1 ; (Pr)n =

Pr(sn); rn = r(sn) et �rn = rn � rn�1, nous avons

An1 = � (Pr)n�rn �
"s0

2
fL (rn)

"
(Pr)

2
n +

q� (�+ 1) ern=a

a2
�
ern=a � q

�2
+
V0

�
V0
q � 2E

�
ern=a � q

+ �2

35 fR(rn�1): (3.33)

A�n de simpli�er le calcul du noyau Pj;� (r00; r0;S0), posons le paramètre de dédoublement

� = 1
2 , c�est à dire nous choisissons un développement limité de l�action et de la mesure autour

du point moyen puisque le résultat �nal ne dépend pas de ce paramètre. Alors en e¤ectuant

l�intégration par rapport à la variable (Pr)n , nous trouvons
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Pj;�
�
r00; r0;S0

�
=

�
f 0
�
r00
�
f(r0)

� 1
4 lim
N!1

N+1Y
n=1

�
1

2i�"s0

� 1
2

�
NY
n=1

"Z
drnp
f(rn)

#
exp

(
i
N+1X
n=1

An2

)
; (3.34)

avec l�action élémentaire dans l�espace de con�guration donnée par

An2 =
(�rn)

2

2"s0
p
f(rn)f(rn�1)

� "s
0

2

"
q� (�+ 1) ern=a

a2
�
ern=a � q

�2
+
V0

�
V0
q � 2E

�
ern=a � q

+ �2

35pf(rn)f(rn�1): (3.35)

Pour évaluer l�intégrale de chemin (3:34), nous e¤ectuons la transformation spatiale

r 2 ]r0; +1[! � 2 ]�1; +1[ ; (3.36)

dé�nie par

r = a ln [exp (2�=a) + q] ; (3.37)

accompagnée de la fonction régulatrice appropriée

f(r(�)) =
e2�=a

cosh2q (�=a)
= g02 (�) : (3.38)

Sous ces transformations, le noyau (3:34) prend la forme :
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Pj;�
�
r00; r0;S0

�
=

�
f 0
�
r00
�
f(r0)

� 1
4 lim
N!1

N+1Y
n=1

�
1

2i�"s0

� 1
2
NY
n=1

�Z
d�n

�

� exp
(
i
N+1X
n=1

"
(��n)

2

2"s0
+

1

8"s0

 �
g00

g0

�2
� 2
3

g000

g0

!
(��n)

4

�"s
0

a2
�e�2 + � (�+ 1)�+ "s0

2a2

�
qe�2 � !2�

cosh2q (�n=a)

�"s
0

a2
�e�2 � � (�+ 1)� tanhq (�n=a)io ; (3.39)

où

e� = a
s
�2 � E2 + �(��

e�)
12a2

; (3.40)

et

! = a

s
V0

�
V0
q
� 2E

�
: (3.41)

Dans les relations (3:38) et (3:39), nous avons utilisé les fonctions hyperboliques déformées

introduites pour la première fois par Arai [34], et dénotées par

coshq x =
1

2

�
ex + qe�x

�
; sinhq x =

1

2

�
ex � qe�x

�
; tanhqx =

sinhq x

coshq x
; (3.42)

où q est un paramètre réel.

Signalons que le terme en (��n)
4 apparaissant dans l�action contenue dans l�expression

(3:39) contribue de façon signi�cative à l�intégrale de chemin. Il peut être estimé en utilisant la

procédure de Mc Laughlin et Schulman [80] et remplacé par



(��n)

4
�
=

Z 1

�1
d(��n)(��n)

4

�
1

2i�"s0

� 1
2

exp

�
i

2"s0
(��n)

2

�
= �3"2s0 : (3.43)

Après les changements de variables �n=a en yn et "s0 en a
2"� , nous obtenons pour la fonction

de Green radiale (3:29) l�expression suivante :
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gj;�
�
r00; r0

�
=
a

2

�
f
�
r00
�
f(r0)

� 1
4 GRM (y

00; y0; eE); (3.44)

où

GRM (y
00; y0; eE) = iZ 1

0
d� exp(i eE�)PRMj;� (y00; y0;�); (3.45)

avec

eE = ��e�2 + � (�+ 1) + 1
4

�
; (3.46)

et

PRMj;� (y
00; y0;�) =

Z
Dy(�) exp

(
i

Z �

0

"
:
y
2

2
� V RMj;� (y)

#
d�

)
(3.47)

est le propagateur relatif au potentiel général de Rosen-Morse [12] dé�ni en termes des fonctions

hyperboliques q�déformées ainsi

V RMj;� (y) = A tanhq y �
B

cosh2q y
; y 2 R; (3.48)

où les constantes A et B sont données par

8<: A = e�2 � � (�+ 1)� 1
4 ;

B = 1
2

�
qe�2 � !2 � q

4

�
:

(3.49)

Comme sa solution par l�intégrale de chemin est bien connue dans la littérature [48, 50, 81],

nous pouvons alors écrire directement l�expression de la fonction de Green ainsi :
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GRM (y
00; y0; eE) =

�
�
M1 � L eE�� �L eE +M1 + 1

�
� (M1 +M2 + 1)�(M1 �M2 + 1)

�
 
1� tanhq y0

2

1� tanhq y
00

2

!M1+M2
2

�
 
1 + tanhq y

0

2

1 + tanhq y
00

2

!M1�M2
2

� 2F1

�
M1 � L eE ; L eE +M1 + 1;M1 +M2 + 1;

1� tanhq y<
2

�
� 2F1

�
M1 � L eE ; L eE +M1 + 1;M1 �M2 + 1;

1 + tanhq y>
2

�
;

(3.50)

où les paramètres L eE ; EPT 0 ; M1;2 ont dans le cas présent les valeurs suivantes :

8>>><>>>:
L eE = �1

2 +
�
1
16 + 2EPT 0

� 1
2

EPT 0 =
1
2

�e�2 � !2

q �
1
16

�
;

M1;2 = e�� ��+ 1
2

�
:

(3.51)

2F1(a; b; c; z) est la fonction hypergéométrique et les symboles y> et y< dénotent le max (y00; y0)

et le min (y00; y0), respectivement.

3.4 Fonction de Green et spectre d�énergie

Ayant complété l�intégration des chemins, nous substituons (3:50) dans (3:44) et ensuite

dans (3:26). Alors, en revenant à la variable radiale dé�nie par (3:37) et en tenant compte des

notations (3:51), nous obtenons l�expression �nale de la fonction de Green associée à l�équation
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de Dirac de deuxième ordre :

eg(r00; r0) =
a

r00r0

X
j;�

�
�
1 + �+e��qe�2 � !2

q

�
�
�
1 + �+e�+qe�2 � !2

q

�
� (2e�+ 1)�(2�+ 2)

�
�
q2e�(r

00+r0)=a
�e� h�

1� qe�r00=a
��
1� qe�r0=a

�i�+1
� 2F1

 
1 + �+e��se�2 � !2

q
; 1 + �+e�+se�2 � !2

q
; 2e�+ 1; qe�r00=a!

� 2F1

 
1 + �+e��se�2 � !2

q
; 1 + �+e�+se�2 � !2

q
; 2�+ 2; 1� qe�r0=a

!
�
j�;�

�
�00; �00; �0; �0

�
�2: (3.52)

Nous passons maintenant à l�évaluation de la fonction de Green relative à l�équation de Dirac

de premier ordre (3:15). Pour cela, notons d�abord que l�opérateur transforméMs appliqué aux

états � peut se mettre sous la forme suivante :

Ms = i��r

�
d

dr
+
1� 
�
r

+
aV0E

q

�

�
+
�E



�+

V0�

er=a � q
� aV0�

qr
: (3.53)

Alors, compte tenu des relations

8<: �r = �r

5 = i�r�


1
2
3;


i = ��i; i = 1; 2; 3;
(3.54)

et de l�équation

�r

m
� (�; �) = �
m�� (�; �) ; (3.55)
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nous arrivons à l�expression suivante :

eG(r00; r0) =
a

r00

X
j;�

�
�
1 + �+e��qe�2 � !2

q

�
�
�
1 + �+e�+qe�2 � !2

q

�
� (2e�+ 1)�(2�+ 2)

U(r00)

( 
�� �E



+

V0e�
er0=a � q

� aV0
e�

qr0

!
U(r0)

r0

j�;�

�
�00; �00; �0; �0

�
�2

�e� d

dr0
+
1 + e�

r0

� aV0
e�E
q


!
1

r0
U(r0)
j�;��

�
�00; �00; �0; �0

�
�1�2�3

)
;

(3.56)

où

U(r0) =
�
qe�r

0=a
�e� �

1� qe�r0=a
��+1

� 2F1

 
1 + �+e��se�2 � !2

q
; 1 + �+e�+se�2 � !2

q
; 2�+ 2; 1� qe�r0=a

!
;

(3.57)

et

U(r00) =
�
qe�r

00=a
�e� �

1� qe�r00=a
��+1

� 2F1

 
1 + �+e��se�2 � !2

q
; 1 + �+e�+se�2 � !2

q
; 2e�+ 1; qe�r00=a! :

(3.58)

Les pôles de la fonction de Green (3:56), provenant de la première fonction gamma contenue

dans le numérateur, sont

1 + �+e��se�2 � !2
q
= �nr; nr = 0; 1; 2; ::: : (3.59)

Ils déterminent les énergies des états liés. La conversion de (3:59) en énergie en utilisant (3:40)
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et (3:41) donne

�
Enr;� �

V0
2q

�2
=

(nr + �+ 1)
2

(nr + �+ 1)
2 +

�
aV0
q

�2 ��2 + 1

12a2
�
�
�� e���� 1

4a2
(nr + �+ 1)

2

(3.60)

où q � 1 et � a été dé�ni par (3:21).

3.5 Cas particuliers

3.5.1 Premier cas : potentiel standard de Hulthén

En posant q = 1 dans l�expression (3:1), nous obtenons le potentiel standard de Hulthén

V1(r) = �
V0

er=a � 1
: (3.61)

Les paramètres (3:14) et (3:41) deviennent dans ce cas


 = �
h
�2 � (aV0)2

i 1
2
; (3.62)

et

! = a
p
V0 (V0 � 2E): (3.63)

La fonction de Green satisfaisant l�équation de Dirac de deuxième ordre peut être déduite à

partir de la relation (3:56) :

eG(r00; r0) =
a

r00

X
j;�

�
�
1 + �+e��pe�2 � !2���1 + �+e�+pe�2 � !2�

� (2e�+ 1)�(2�+ 2)
U(r00)

( 
�� �E



+

V0e�
er0=a � 1

� aV0
e�

r0

!
U(r0)

r0

j�;�

�
�00; �00; �0; �0

�
�2

�e� d

dr0
+
1 + e�

r0

� aV0
e�E



!
1

r0
U(r0)
j�;��

�
�00; �00; �0; �0

�
�1�2�3

)
;

(3.64)
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avec

U(r0) =
�
e�r

0=a
�e� �

1� e�r0=a
��+1

� 2F1

�
1 + �+e��pe�2 � !2; 1 + �+e�+pe�2 � !2; 2�+ 2; 1� e�r0=a� ;

(3.65)

et

U(r00) =
�
e�r

00=a
�e� �

1� e�r00=a
��+1

� 2F1

�
1 + �+e��pe�2 � !2; 1 + �+e�+pe�2 � !2; 2e�+ 1; e�r00=a� :

(3.66)

Le spectre d�énergie est alors trouvé à partir de la relation (3:60) ainsi

�
Enr;� �

V0
2

�2
=

(nr + �+ 1)
2

(nr + �+ 1)
2 + (aV0)

2

24�2 + �
�
�� e��
12a2

35� (nr + �+ 1)2
4a2

:

(3.67)

Si nous éliminons la quantité
�(��e�)
12a2

dans (3:67), nous retrouvons le résultat obtenu à travers

la solution de l�équation de Dirac [71] avec l�approximation 1
r2
� �2 e��r

(1�e��r)2 en posant a =
1
� .

3.5.2 Deuxième cas : potentiel de Coulomb

Quand q = 1 et a!1, le potentiel de Hulthén déformé donné par (3:1) devient le potentiel

de Coulomb

Vc(r) = �
Ze2

r
; (3.68)

où nous avons posé Ze2 = V0a avec Ze étant la charge du noyau.
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Dans ce cas, on voit à partir des relations (3:40) et (3:41) que

8>>>><>>>>:
e� '
a!1

a
p
�2 � E2

1 + �+e��pe�2 � !2 '
a!1

1 + �0 � Ze2Ep
�2�E2

1 + �+e�+pe�2 � !2 '
a!1

1 + �0 +
Ze2Ep
�2�E2

+ 2a
p
�2 � E2 !

a!1
1:

(3.69)

D�autre part, en utilisant la formule de transformation de Gauss (voir Ref. [51], p. 1043, Eq.

(9.131.2))

2F1(a; b; c; z) =
�(c)�(c� a� b)
�(c� a)�(c� b) 2F1(a; b; a+ b� c+ 1; 1� z)

+
�(c)�(a+ b� c)

�(a)�(b)
(1� z)c�a�b 2F1(c� a; c� b; c� a� b+ 1; 1� z);

(3.70)

ainsi que la formule [82]

lim
b!1

2F1(a; b; c;
z

b
) = 1F1(a; c; z): (3.71)

et le lien entre les fonctions hypergéométriques con�uentes et les fonctions standards de Whit-

taker Ma;b(z) et Wa;b(z) (voir Ref. [51], p. 1059, Eqs. (9.220.2) et (9.220.4))

8<: Ma;b(z) = z
b+ 1

2 e�
z
2 1F1(b� a+ 1

2 ; 2b+ 1; z);

Wa;b(z) =
�(�2b)

�( 1
2
�b�a)Ma;b(z) +

�(2b)

�( 1
2
+b�a)Ma;�b(z);

(3.72)

il est facile de montrer que, à la limite a ! 1, la forme �nale (3:52) de la fonction de Green

de l�équation de Dirac de deuxième ordre, pour q = 1, devient (r00 > r0) :
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lim
a!1

eg(r00; r0) = eg0(r00; r0)
=

1

2r00r0

X
j;�

�
�
1 + �0 � Ze2Ee!

�
e!�(2�0 + 2) MZe2Ee! ;�0+

1
2

(2e!r0)
�WZe2Ee! ;�0+

1
2

(2e!r00)
j�;� ��00; �00; �0; �0��2:
(3.73)

où e! =p�2 � E2; et �0 = j
0j � 1
2 (sgn
0 � 1) ; avec 
0 = �

p
�2 � Z2e4.

Pour le potentiel de Coulomb, l�opérateur (3:53) devient

Ms = i��r

�
d

dr
+
1� 
0�
r

+
Ze2E


0
�

�
+
�E


0
�; (3.74)

et la fonction de Whittaker MZe2Ee! ;�0(
0)+
1
2

(2e!r) dans (3:73) véri�e les relations de récurrence
[72, 74, 79]

D�

�
1

r
MZe2Ee! ;�0(�
0)+ 1
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(2e!r)� = �i sgn
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�2 �

�
�E


0

�2# 12 1
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MZe2Ee! ;�0(�
0)+ 1

2

(2e!r);
(3.75)

où D� = d
dr +

1�
0
r � Ze2E


0
:

Dans ce cas, la fonction de Green associée au problème de Dirac-Coulomb est

eG0(r00; r0) =
�
�+Ms(r

0)
� eg0(r00; r0)

=
1

2r00r0

X
j;�

�
�
1 + �0 � Ze2Ee!

�
e!�(2�0 + 2) WZe2Ee! ;�0+

1
2

(2e!r00)
�
��
�� �E


0

�
MZe2Ee! ;�0+

1
2

(2e!r0)
j�;� ��00; �00; �0; �0��2
�ie! sgn
0 MZe2Ee! ;e�0+ 1

2

(2e!r0)
j�;�� ��00; �00; �0; �0��1�2�3� ;
(3.76)
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avec �0 = �0 (
0) et e�0 = �0 (�
0) :
Le spectre d�énergie discret est donné par

Enr;� = �
h
1 + Z2e4 (nr + �0 + 1)

�2
i� 1

2
: (3.77)

Ce résultat coïncide avec celui obtenu par l�approche des intégrales de chemin [74].

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le problème d�un système relativiste de spin 1
2 en

présence du potentiel de Hulthén déformé peut être résolu pour des états � en utilisant une

approximation appropriée pour le terme en 1
r2
. Il est important de mentionner que le problème

d�une particule de Dirac en mouvement dans un potentiel standard de Hulthén ne peut pas

être résolu exactement, et même dans le cas des ondes s (l = 0) à cause du terme potentiel

centrifuge contenu dans les deux équations d�onde radiales (voir par exemple Eqs. (47) dans Ref.

[71]) contrairement à ce qui est a¢ rmé par Guo et ses collaborateurs [69] et Alhaidari [70]. Ces

auteurs avaient e¤ectué plusieurs manipulations incorrectes en appliquant une contrainte pour

éliminer le terme centrifuge dépendant des valeurs propres de l�opérateur de Martin-Glauber

[78, 79]. Par conséquent, les spectres d�énergie obtenus ne sont pas satisfaisants. En outre, on

peut observer que le spectre d�énergie relativiste des ondes s pour le potentiel de Coulomb ne

peut pas être retrouvé à partir des résultats obtenus à l�aide de l�approche de Alhaidari. Pour

le potentiel standard de Hulthén (q = 1) et celui de Coulomb (q = 1 et a!1), nos résultats

concernant les spectres d�énergie sont identiques à ceux obtenus par résolution de l�équation de

Dirac [71] (voir aussi les références [74, 83] pour le potentiel de Coulomb).
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Chapitre 4

Mouvement de particules relativistes

dans un potentiel vecteur plus un

potentiel scalaire de type
V0
2 tanh

2 (r=d)

4.1 Introduction

La recherche des solutions des équations de Klein-Gordon et de Dirac avec une mixture de

potentiels vecteur et scalaire à symétrie sphérique, est abordée dans de nombreux domaines de

la physique et même en chimie quantique. Durant ces dernières années, en considérant le poten-

tiel scalaire égal au potentiel vecteur, plusieurs auteurs ont étudié les solutions des équations de

Klein-Gordon et de Dirac à travers di¤érentes méthodes pour des potentiels exactement solubles

tels que l�oscillateur harmonique [84], le potentiel Ar�2 �Br�1 [85], l�oscillateur pseudo har-

monique [86] l�oscillateur non sphérique en forme d�anneau [87], et pour des potentiels de type

exponentiel en adoptant une approximation appropriée pour le terme centrifuge. Les solutions

des états l et � ont été obtenues pour certains potentiels tels que le potentiel hyperbolique [88],

le potentiel de Eckart [89], le potentiel de Deng-Fan [90] et le potentiel de Rosen-Morse à N

dimensions [91].
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Dans ce chapitre, en utilisant l�approche des intégrales de chemin, nous allons reprendre

l�étude du problème des états liés des particules de Klein-Gordon et de Dirac en mouvement

dans un potentiel vecteur et un potentiel scalaire égaux de la forme

V (r) =
V0
2
tanh2 (r=d) : (4.1)

Ce problème a été analysé d�abord par la méthode standard (les équations di¤érentielles) [92].

Ensuite il a été discuté dans le cadre de l�approche de l�invariance de forme et à l�aide de

l�approximation WKB en supersymétrie pour déterminer les spectres d�énergie. Les fonctions

d�onde étaient obtenues par résolution d�équations di¤érentielles [93]. De plus il a été étudié

comme cas particulier dans la référence [94]. Mais les résultats obtenus sont indiscutablement

incorrects car les fonctions d�onde radiales ne remplissent pas la condition à la limite à l�origine.

Par conséquent, il est utile de réexaminer rigoureusement le problème.

Le second paragraphe est consacré à l�étude du problème d�une particule de Klein-Gordon.

Nous construisons la fonction de Green radiale associée à un potentiel vecteur et un potentiel

scalaire égaux. Nous montrons que cette fonction de Green radiale pour les ondes s (l = 0) se

réduit à celle relative au potentiel VmPT (y) de Pöschl-Teller modi�é dé�ni sur R+. Ensuite, nous

calculons la fonction de Green à l�aide de l�astuce utilisée dans le premier chapitre qui est basée

sur l�incorporation d�une perturbation représentée par une fonction � de Dirac. Les pôles de

la fonction de Green donnent un spectre d�énergie représenté par une équation transcendante.

Les fonctions d�onde sont également trouvées. Dans le troisième paragraphe, pour calculer la

fonction de Green pour une particule de Dirac en présence des potentiels v (r) et s (r), nous

construisons la fonction de Green dite de second ordre associée aux ondes s (l = 0) dont la partie

radiale est similaire à celle de la particule de Klein-Gordon. Les pôles de la fonction de Green

donnent une équation transcendante pour les niveaux d�énergie, et après avoir éliminé les états

super�us, nous obtenons les fonctions d�onde correspondantes formées de deux composantes

(supérieure et inférieure). Le dernier paragraphe est une conclusion.
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4.2 Particule de Klein-Gordon

4.2.1 Fonction de Green

Pour déterminer les états liés d�une particule sans spin, de masse � et de charge (�e) en

présence d�un potentiel vecteur et d�un potentiel scalaire égaux, nous commençons par formuler

dans le cadre des intégrales de chemin, l�expression de la fonction de Green G (x00; x0) qui obéit

à l�équation de Klein-Gordon suivante (dans un système d�unité où c = } = 1)

h
(P � eA)2 � (�+ V (r))2

i
G
�
x00; x0

�
= �4

�
x00 � x0

�
; (4.2)

où eA =

0@ V (r)
�!
0

1A dans l�espace-temps plat de Minkowski muni de la métrique pseudo-

Euclidienne g�� = diag (1;�1;�1;�1).

Dans la représentation intégrale de Schwinger [77], la fonction de Green qui représente la

solution de l�équation (4:2) s�écrit

G
�
x00; x0

�
=
1

2i

1Z
0

d�


x00
�� expnh(P � eA)2 � (�+ V (r))2i�o ��x0� ; (4.3)

et comme le potentiel (4:1) possède la symétrie sphérique, elle se développe en ondes partielles

ainsi

G
�
r00; t00; r0; t0

�
=

1

r0r00

1X
l=0

(2l + 1)

2�
Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
Pl (cos�) ; (4.4)

où Pl (cos�) est un polynôme de Legendre de dégré l en cos� avec cos� = cos �00 cos �0 +

sin �00 sin �0 cos
�
�00 � �0

�
, et Gl (r00; t00; r0; t0) est la fonction de Green radiale donnée par l�ex-

pression suivante :

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=

1

2i

1Z
0

d�


r00; t00

�� exp � i
2

h
�P 2r + (P0 � V (r))

2

� l (l + 1)
r2

� (�+ V (r))2
�
�

� ��r0; t0� ; (4.5)
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qui se met sous la forme d�une intégrale de chemin ainsi

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=
1

2i

1Z
0

d�Pl
�
r00; t00; r0; t0;�

�
; (4.6)

où Pl (r00; t00; r0; t0;�) est le propagateur dé�ni explicitement sous forme compacte par

Pl
�
r00; t00; r0; t0;�

�
=

Z Z
Dr (�)Dt (�)

Z Z
DPr (�)DP0 (�)

(2�)224exp i �Z
0

� Pr _r + P0 _t+
1

2

h
�P 2r + (P0 � V (r))

2

� l (l + 1)
r2n

� (�+ V (r))2
�
d�

�
: (4.7)

Sous forme discrète, il s�écrit

Pl
�
r00; t00; r0; t0;�

�
= lim

N!1

NY
n=1

�Z Z
drndtn

�N+1Y
n=1

�Z Z
d (Pr)n d (P0)n

(2�)2

�

� exp
"
i

N+1X
n=1

An1

#
; (4.8)

avec l�action élémentaire An1 donnée par

An1 = � (Pr)n�rn + (P0)n�tn +
"�
2

h
� (Pr)2n + ((P0)n � V (r))

2

� l (l + 1)
r2n

� (�+ V (r))2
�
; (4.9)

où �rn = rn � rn�1; �tn = tn � tn�1 et "� = d� = �= (N + 1).

A�n d�évaluer l�expression (4:8), nous observons d�abord que les intégrations sur les variables

temporelles tn dans l�expression (4:8) donnent N distributions de Dirac �
�
(P0)n � (P0)n+1

�
,

ensuite en e¤ectuant les intégrations sur les variables (P0)n, nous trouvons
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(P0)1 = (P0)2 = :::: = (P0)N+1 = E: (4.10)

Alors, le propagateur (4:8) devient

Pl
�
r00; t00; r0; t0; �

�
=
1

2�

+1Z
�1

dE exp
�
iE
�
t00 � t0

��
Pl
�
r00; r0; �

�
; (4.11)

où le noyau Pl (r00; r0; �) est donné par

Pl
�
r00; r0; �

�
= lim
N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d (Pr)n
2�

�
exp

"
i

N+1X
n=1

An2

#
; (4.12)

avec l�action élémentaire

An2 = � (Pr)n�rn +
"�
2

�
� (Pr)2n �

l (l + 1)

r2n
+
�
E2 � �2

�
� 2 (E + �)V (r)

�
: (4.13)

Maintenant, nous pouvons facilement e¤ectuer les intégrations sur les variables (Pr)n, et mettre

le noyau (4:12) sous la forme d�une intégrale de chemin dans l�espace de con�guration :

Pl
�
r00; r0; �

�
=

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�
drnp
2i�"�

�
exp

(
i
N+1X
n=1

An3

)
; (4.14)

avec l�action élémentaire donnée par

An3 =
�r2n
2"�

� "�
2

�
2 (E + �)V (r) +

l (l + 1)

r2n
�
�
E2 � �2

��
: (4.15)

Après substitution de (4:11) dans (4:6), nous remarquons que le terme dépendant du temps

t ne contient pas la variable pseudo-temporelle �, ce qui nous permet de réécrire la fonction de

Green (4:6) ainsi :

Gl
�
r00; t00; r0; t0

�
=
1

2�

+1Z
�1

dE exp
�
iE
�
t00 � t0

��
Gl
�
r00; r0

�
; (4.16)

où
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Gl
�
r00; r0

�
=
1

2i

1Z
0

d�exp

�
i

2

��
E2 � �2

�
� V0 (E + �)

�
�

�
Kl
�
r00; r0; �

�
; (4.17)

avec

Kl
�
r00; r0; �

�
=

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�
drnp
2i�"�

�

� exp
(
i
N+1X
n=1

"
(�rn)

2

2"�
� l (l + 1)

r2n
+ "� (�+ E)

V0

cosh2 (r=d)

#)
: (4.18)

Comme le propagateur radial (4:18) et la fonction de Green radiale (4:17) ne sont pas analyti-

quement solubles pour l 6= 0, nous nous limiterons à l�étude du problème des ondes s (l = 0).

En e¤ectuant maintenant le changement des variables suivantes :
�
rn
d ; "�

�
en
�
y; d2"s

�
, et �

en d2S, la fonction de Green radiale (4:17), pour les états s (l = 0), s�écrit

G0
�
r00; r0

�
= �d

2
~G0mPT

�
y00; y0; eE2� ; (4.19)

avec

~G0mPT

�
y00; y0; eE2� = i 1Z

0

dS exp
�
i eE2S�K0

mPT

�
y00; y0;S

�
; (4.20)

et

K0
mPT

�
y00; y0;S

�
=

Z
Dy (s) exp

8<:
24i SZ
0

_y2

2
+

A

cosh2 y

35 ds
9=; ; y 2 R+; (4.21)

où nous avons utilisé les notations

8<: eE2 = d2

2

��
E2 � �2

�
� V0 (E + �)

�
;

A = d2

2 V0 (E + �) :
(4.22)

Le propagateur (4:21) a une forme similaire à l�intégrale de chemin relative au potentiel de

Pöschl-Teller modi�é. Il est bien connu que le potentiel VsmPT (y) de Pöschl-Teller modi�é
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et symétrique est dé�ni pour y 2 ]�1;+1[, mais, dans le cas qui nous intéresse, l�intégrale

de chemin pour le potentiel radial (4:1) est converti en celle du potentiel de type Pöschl-

Teller modi�é VmPT (y) dé�ni sur R+, c�est à dire que la particule se déplace sur un demi-axe

y > y0 = 0. En suivant la même demarche exposée au premier chapitre, nous arrivons à

l�expression suivante de la fonction de Green

eG0mPT �y00; y0; eE2� = lim
�!1

G�mPT

�
y00; y0; eE2�

= G0smPT

�
y00; y0; eE2�� G0smPT

�
y00; y0; eE2�G0smPT �y0; y0; eE2�
G0smPT

�
y0; y0; eE2� :

(4.23)

où G0smPT
�
y00; y0; eE2� est la fonction de Green associée au potentiel de type Pöschl�Teller

modi�é et symétrique dé�ni par

VsmPT (y) = �
A

cosh2 y
; y 2 R: (4.24)

Comme la solution par l�intégrale de chemin pour ce potentiel est bien connue dans la litterature

[6, 50], on peut écrire directement le résultat

G0smPT

�
y00; y0; eE2� = �

�q
�2 eE2 � e�+ 1

2

�
� �

�q
�2 eE2 + e�+ 1

2

�
�P�

p
�2 eE2e�� 1
2

(tanh y<)� P�
p
�2 eE2e�� 1
2

(� tanh y>) ; (4.25)

où P ab (z) représente la fonction de Legendre associée de première espèce, et

e� =rd2V0 (E + �) + 1
4
: (4.26)

Compte tenu de la relation entre les fonctions hypergéométriques et les fonctions de Legendre

associées de première espèce ( voir Ref. [51] P. 999. Eq. (8.704))

P �! (x) =
1

� (1� �)

�
1 + x

1� x

��=2
� 2F1

�
�!; ! + 1; 1� �; 1� x

2

�
; (4.27)
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et employant l�identité des fonctions hypergéométriques (voir Ref. [51] P. 1043. Eq. (9.131.1))

2F1 (a; b; c; z) = (1� z)c�a�b 2F1 (c� a; c� b; c; z) ; (4.28)

la fonction de Green (4:25) se met sous la forme :

G0smPT

�
y0; y00; ~E2

�
=

�
�p

�2 eE2 � e�+ 1
2

�
�
�p

�2 eE2 + e�+ 1
2

�
�
�
1 +

p
�2 eE2���1 +p�2 eE2�

�
�
1� tanh y0

2

1� tanh y00
2

�p�2 eE2
2

�
�
1 + tanh y0

2

1 + tanh y00

2

�p�2 eE2
2

� 2F1

�q
�2 eE2 + e�+ 1

2
;

q
�2 eE2 � e�+ 1

2
; 1 +

q
�2 eE2; 1� tanh y<

2

�
� 2F1

�q
�2 eE2 + e�+ 1

2
;

q
�2 eE2 � e�+ 1

2
; 1 +

q
�2 eE2; 1 + tanh y>

2

�
:

(4.29)

4.2.2 Spectre d�énergie et fonctions d�onde

Le spectre d�énergie discret s�obtient à partir des pôles de l�équation (4:23), c�est à dire, à

partir de l�équation : G0smPT
�
y0; y0; eE2� = 0. Nous obtenons par conséquent la condition de

quanti�cation pour les niveaux d�énergie des états liés

2F1

�

; �; 2� + 1;

1

2

�
= 0; (4.30)

où les paramètres �, 
 et � sont dé�nis par

8>>><>>>:
� = d

2

q
V0 (Enr + �)�

�
E2nr � �2

�
;


 = 2� + 1
2 +

q
V0d2 (Enr + �) +

1
4 ;

� = 2� + 1
2 �

q
V0d2 (Enr + �) +

1
4 :

(4.31)
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Notons que l�équation transcendante (4:30) peut être résolue numériquement pour déterminer

les énergies Enr des états liés. Les fonctions d�onde correspondantes (4:30) sont données par :

Rnr (r) = C

�
1

e2r=d + 1

��  e2r=d

e2r=d + 1

!�
�2 F1

�

; �; 2� + 1;

1

e2r=d + 1

�
: (4.32)

où C est un facteur constant. Ces fonctions d�onde (4:32) satisfont bien les conditions aux

limites : Rnr (0) = Rnr (+1) = 0.

4.3 Particule de Dirac

4.3.1 Fonction de Green

La fonction de Green �G (r00; r0) pour le potentiel vecteur v (r) et le potentiel scalaire s (r)

véri�e l�équation de Dirac (c = } = 1)

(� (r)�M) �G
�
r00; r0

�
= �

�
r00 � r0

�
; (4.33)

où

� (r) = �+ s (r) ; (4.34)

et

M = ���:P+ � (E � v (r)) : (4.35)

Ici, � est la masse d�une particule chargée de spin 1
2 , � et � sont les matrices de Dirac ordinaires,

P est la quantité de mouvement et E est l�énergie.

On peut réitérer l�équation de Dirac (4:33) en écrivant la fonction de Green �G (r00; r0) de la

manière suivante :

�G
�
r00; r0

�
= (� (r) +M) g

�
r00; r0

�
; (4.36)

dont la fonction de Green g (r00; r0) véri�e l�équation de Dirac du second ordre

(� (r)�M) (� (r) +M) g
�
r00; r0

�
= �

�
r00 � r0

�
: (4.37)

Maintenant, en employant la représentation intégrale de Schwinger [77], la solution de l�équation

68



(4:37) peut s�exprimer sous forme intégrale comme suit

g
�
r00; r0

�
=
i

2

1Z
0



r00
�� exp(�iH�) ��r0� d�; (4.38)

où l�intégrand hr00j exp(�iH�) jr0i a une forme d�un propagateur décrivant l�évolution d�un

système physique évoluant dans le temps � de r0 à r00 avec l�Hamiltonien e¤ectif

H =
1

2
[(� (r)�M) (� (r) +M)] : (4.39)

L�opérateur M donné par l�équation (4:35) s�écrit1

M = ���r:Pr � i
�rK

r
+ � (E � v(r)) ; (4.40)

avec l�opérateur impulsion radial Pr = 1
r (r:P� i), l�opérateur de Dirac

2 K = �� (�:L+ 1) et

la notation �r = �:r
r . L�Hamiltonien e¤ectif (4:39) s�écrit alors

3

H =
1

2

�
P2r + (�+ s (r))

2 � (E � v (r))2 + K (K+ �)
r2

+ i�r

�
�:
ds (r)

dr
� dv (r)

dr

��
: (4.41)

Notons que les valeurs propres de � sont données par e� = �1 et K2 = J2 + 1
4 , où J = L+

1
2�

est l�opérateur moment cinétique total. Les valeurs propres de l�opérateur J2 sont j(j + 1),

où j = l � 1
2 . Donc, l�opérateur K

2 a pour valeurs propres �2 =
�
j + 1

2

�2
, de sorte que � =

�
�
j + 1

2

�
= �1;�2;�3; :::

Alors, l�intégrand dans (4:38) peut se developper en ondes partielles ainsi



r00
�� exp(�iH�) ��r0� = 1

r0r00

X
�



�00; �00 j�i



r00
�� exp(�i~H�) ��r0� h� ���0; �0� ; (4.42)

1En suivant la même procédure donnée dans l�annexe A.
2On prend dans ce chapitre l�opérateurK avec le signe (�) en conformité avec les problèmes de ce type étudiés

dans la littérature.
3En utilisant la même démarche concernant l�Hamiltonien dans l�annexe A.
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où j�i =
���j;m; �; e�E représente les vecteurs propres simultanés des opérateurs J2;Jz;K;�; et

hr00j exp(�i~H�) jr0i est le propagateur radial avec l�Hamiltonien

~H =
1

2

24P2r + (�+ s (r))2 � (E � v (r))2 + �
�
�+ e��
r2

+ i�r

�e�:ds (r)
dr

� dv (r)
dr

��
; (4.43)

et le terme h�; �
���j;m; �; e�E dépendant des variables d�angles �; �, du spin et de e� peut s�écrire

explicitement ainsi 8>>>>>><>>>>>>:
h�; � jj;m; �; 1i =

0@ 
m� (�; �)

0

1A ;
h�; � jj;m; �;�1i =

0@ 0


m�� (�; �)

1A ; (4.44)

où 
m� (�; �) représente les harmoniques hypersphériques dé�nies par


m� (�; �) = �sgn �

s
��m+ 1

2

2�+ 1
�
1=2
1=2Y

m� 1
2

l (�; �) +

s
�+m+ 1

2

2�+ 1
�
�1=2
1=2 Y

m+ 1
2

l (�; �) : (4.45)

dans lesquelles �1=21=2 et �
�1=2
1=2 sont les fonctions d�onde de spin. Ceci nous permet de mettre le

propagateur (4:42) sous la forme :



r00
�� exp(�iH�) ��r0� = 1

r0r00

X
j;�



r00
�� exp(�i~H�) ��r0�
m�;� ��00; �00; �0; �0� :�2; (4.46)

où


j�;�
�
�00; �00; �0; �0

�
=
X
m


m�
�
�00; �00

�

m��

�
�0; �0

�
: (4.47)

En insérant maintenant l�expression (4:46) dans l�equation (4:38), nous obtenons

g
�
r00; r0

�
=

1

r0r00

X
j;�

gj;�
�
r00; r0

�

m�;�

�
�00; �00; �0; �0

�
:�2; (4.48)

avec la fonction de Green radiale pour l�équation de Dirac de deuxième ordre donnée par
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gj;�
�
r00; r0

�
=

i

2

1Z
0

d�


r00
�� exp�� i

2

h
P2r + (�+ s (r))

2

� (E � v (r))2 +
�
�
�+ e��
r2

+ i�r

�e� ds (r)
dr

� dv (r)
dr

�35�
9=;��r0� ; (4.49)

En se limitant à l�étude des ondes s (l = 0), � = �1, dans ce cas, pour e� = 1, et v (r) = s (r) =
V (r) le terme potentiel centrifuge et celui dépendant de �r disparaissent. En conséquence,

l�équation (4:49) se simpli�e :

g1=2;�1
�
r00; r0

�
=

i

2

1Z
0

d�


r00
�� exp�� i

2

�
P2r +

�
�2 � E2

�
+2V (r) (�+ E)] �g

��r0� : (4.50)

Dans la formulation de l�intégrale de chemin de Feynman, l�expression (4:50) s�écrit sous

forme discrète par rapport au pseudo-temps � comme

g1=2;�1
�
r00; r0

�
=
i

2

1Z
0

d� P1=2;�1
�
r00; r0; �

�
; (4.51)

où le propagateur P1=2;�1 (r00; r0; �) est donné par

P1=2;�1
�
r00; r0; �

�
= lim
N!1

NY
n=1

�Z
drn

�N+1Y
n=1

�Z
d (Pr)n
2�

�
exp

"
i
N+1X
n=1

An
#
: (4.52)

L�action élémentaire An est dé�nie par

An = � (Pr)n�rn +
"�
2

h
(�Pr)2n +

�
E2 � �2

�
� 2V (r) (E + �)

i
; (4.53)

avec les notations habituelles : �rn = rn � rn�1; �tn = tn � tn�1 et "� = d� = �= (N + 1).
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En intégrant par rapport aux variables (Pr)n, nous obtenons

P1=2;�1
�
r00; r0; �

�
=

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�
drnp
2i�"�

�
exp

(
i
N+1X
n=1

 
(�rn)

2

2"�
� "�
2
[2V (r) (E + �)

�
�
E2 � �2

���	
; (4.54)

et en insérant (4:54) dans (4:51), nous arrivons à

g1=2;�1
�
r00; r0

�
=
i

2

1Z
0

d�exp

�
i

2

��
E2 � �2

�
� V0 (E + �)

�
�

�
K1=2;�1

�
r00; r0; �

�
; (4.55)

avec

K1=2;�1
�
r00; r0; �

�
=

1p
2i�"�

lim
N!1

NY
n=1

�
drnp
2i�"�

�

� exp
(
i
N+1X
n=1

"
(�rn)

2

2"�
+ "� (�+ E)

V0

cosh2 (r=d)

#)
: (4.56)

Nous remarquons que la fonction de Green radiale (4:55) a une forme similaire à la fonction

de Green radiale (4:17) pour les états s associée à la particule de Klein-Gordon.

En e¤ectuant maintenant le changement des variables :
�
rn
d ; "�

�
en
�
y; d2"s

�
; et d� en dS,

la fonction de Green (4:55) devient

g1=2;�1
�
r00; r0

�
=
d

2
~gmPT1=2;�1

�
y00; y0; eE2� ; (4.57)

où

~gmPT1=2;�1

�
y00; y0; eE2� = i 1Z

0

dS exp
�
i eE2S�KmPT

1=2;�1
�
y00; y0;S

�
; (4.58)

avec

KmPT
1=2;�1

�
y00; y0;S

�
=

Z
Dy (s) exp

8<:
24i SZ
0

_y2

2
+

A

cosh2 y

35 ds
9=; : (4.59)

Comme la fonction de Green (4:58) a exactement la même forme que la fonction de Green (4:20)
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obtenue dans le cas de la particule de Klein-Gordon, nous trouvons par la même stratégie le

résultat suivant :

~gmPT1=2;�1

�
y00; y0; eE2� = gsmPT1=2;�1

�
y00; y0; eE2�� gsmPT1=2;�1

�
y00; y0; eE2� gsmPT1=2;�1

�
y0; y

0; eE2�
gsmPT1=2;�1

�
y0; y0; eE2� ; (4.60)

où gsmPT1=2;�1

�
y00; y0; eE2� est la fonction de Green relative au potentiel de Pöschl-Teller modi-

�é et symétrique donnée par la même expression explicite de la fonction de Green (4:29) du

paragraphe précédent.

4.3.2 Spectre d�énergie et fonctions d�onde

Le spectre d�énergie des états liés est déterminé à partir des pôles de la fonction de Green

(4:60). Il est donné par l�équation transcendante suivante :

2F1

�

; �; 2� + 1;

1

2

�
= 0; (4.61)

qui peut être résolue numériquement.

En utilisant la relation entre (4:57) et (4:48) pour � = �1 et avec la valeur propre de �

égale à 1, la fonction de Green de deuxième ordre (4:48) peut s�écrire sous la forme :

g
�
r00; r0

�
=

X
�=�1=2

(�+ Enr)
2 '�nr

�
r00
�
�'�nr

�
r0
�
; (4.62)

où

'�nr (r) =

0@ 1
(�+Enr )

:Fnr (r)r

��
1=2

2
p
�

0

1A ; (4.63)

avec

Fnr (r) = C

�
1

e2r=d + 1

��  e2r=d

e2r=d + 1

!�
2F1

�

; �; 2� + 1;

1

e2r=d + 1

�
: (4.64)

C etant un facteur constant. Signalons ici que '�nr (r) représente la solution de l�équation de
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Dirac de deuxième ordre pour les états s.

Pour trouver la fonction d�onde satisfaisant l�équation de Dirac du premier ordre, il faut

éliminer les états super�us en faisant agir l�opérateur (� (r) +M) sur '�nr (r). L�expression de

l�operateur (� (r) +M) s�écrit explicitement ainsi

(� (r) +M) =

0@ �+ Enr + s (r)� v (r) i�r
�
@
@r +

1��
r

�
�i�r

�
@
@r +

1+�
r

�
�� Enr + s (r) + v (r)

1A ; (4.65)

Alors, pour � = �1 et compte tenu de s (r) = v (r), la fonction d�onde 	�nr (r) obéissant à

l�équation de Dirac du premier ordre est donnée par

	�nr (r) =

0@ Fnr (r)
r

�i�r
(�+Enr )

: @@r

�
Fnr (r)
r

�
1A : ��1=2
2
p
�
: (4.66)

En utilisant l�expression de la dérivée de la fonction hypergéométrique

d

dz
[2F1 (a; b; c; z)] =

�
ab

c

�
2F1 (a+ 1; b+ 1; c+ 1; z) ; (4.67)

la fonction d�onde 	�nr (r) est �nalement

	�nr (r) =
1

r

0@ Fnr (r)

�i�r �Gnr (r)

1A : ��1=2
2
p
�
; (4.68)

où la composante radiale inférieure �Gnr (r) est donnée par

�Gnr (r) =
1

(�+ Enr)

( 
4�

d
�
e2r=d + 1

� � 2�
d
� 1
r

!
Fnr (r)

�C 2
�

d (2� + 1)

�
1

e2r=d + 1

��+1 e2r=d

e2r=d + 1

!�+1
� 2F1

�

 + 1; � + 1; 2 (� + 1) ;

1

e2r=d + 1

��
: (4.69)

Notons que la fonction d�onde (4:68) a une structure semblable à celles obtenues dans la litté-

rature pour ce type de problèmes.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, à l�aide de l�approche des intégrales de chemin de Feynman, nous avons

résolu exactement le problème de particules de Klein-Gordon et de Dirac soumises à un potentiel

scalaire et un potentiel vecteur de la forme : V02 tanh
2 (r=d). Dans chaque cas, la fonction de

Green radiale est construite par la méthode des perturbations qui consiste à introduire un

potentiel auxiliaire représenté par une fonction � de Dirac à une barrière infranchissable. Dans

les deux cas, les conditions de quanti�cation de l�énergie sont des équations transcendantes

comportant une fonction hypergéométrique dont la solution ne peut être que numérique pour

déterminer les niveaux d�énergie des états liés. Il faut mentionner que l�expression de la fonction

d�onde radiale Rnr (r) associée à la particule de Klein-Gordon coïncide avec celle des grandes

composantes Fnr (r) de la fonction d�onde associée à la particule de Dirac. En�n, nous pouvons

signaler que l�étude réalisée pour une particule de Dirac dans le cas où v (r) = s (r) peut être

aisément étendue au cas de la symétrie de spin v (r) � s (r) = Cs et à celui de la symétrie de

pseudospin v (r) + s (r) = Cps.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté un traitement précis, par l�approche des intégrales

de chemin de Feynman, d�un ensemble de quatre systèmes quantiques à symétrie sphérique

intéressant la physique théorique et la chimie quantique.

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, nous avons d�abord étudié le cas

du potentiel radial de Rosen-Morse dépendant d�un paramètre de déformation q > 0. Pour ce

problème avec les conditions aux limites de Dirichlet, la fonction de Green est construite sous

forme compacte à l�aide d�un arti�ce de calcul. La condition de quanti�cation de l�énergie est

déterminée par une équation transcendante impliquant une fonction hypergéométrique. Cette

équation peut être résolue numériquement pour connaître les niveaux d�énergie. Les fonctions

d�onde sont aussi obtenues. Nous avons ensuite analysé les états liés d�une particule soumise

au potentiel dit de Schiöberg déformé aussi par un paramètre q. Le traitement du problème

est présenté de façon di¤érente suivant la valeur que prend q. Nous avons distingué trois cas.

Pour q � 1 et r � 1
2� ln q, la fonction de Green associée à l�onde partielle d�ordre l est calculée

en adoptant une approximation appropriée pour remplacer le terme potentiel centrifuge. Nous

avons trouvé un spectre d�énergie analytique qui ne dépend pas de q. Les fonctions d�onde

normalisées sont également obtenues. Lorsque 0 < q < 1 ou q < 0, nous nous sommes limités

à l�étude des états de l�onde s (l = 0). Nous nous sommes trouvés dans une situation analogue

à celle du problème précédent. Dans les deux cas (0 < q < 1 et q < 0), le spectre d�énergie est

caractérisé par une équation transcendante.

Dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, nous avons d�abord examiné le

problème des états liés d�une particule de Dirac placée dans un potentiel vecteur de type Hulthén

déformé par un paramètre q � 1. Comme dans le cas du système précédent, en substituant au
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terme potentiel centrifuge une expression adéquate et en diagonalisant l�opérateur de Martin-

Glauber par une transformation de similarité analogue à celle utilisée par Biedenharn dans le

traitement du problème de Coulomb, nous avons construit la fonction de Green radiale obéissant

à l�équation de Dirac du deuxième ordre puis celle relative à l�équation de Dirac linéaire. Le

spectre d�énergie est obtenu à partir des pôles de la fonction de Green. Nous avons montré

clairement que les solutions de ce problème sont approximatives même pour les états s (l = 0),

contrairement aux allégations par lesquelles Guo [69] et Alhaidari [70] prétendent avoir obtenu

des solutions exactes. Nous avons ensuite traité les problèmes d�une particule de Klein-Gordon

et d�une particule de Dirac placées dans un champ central représenté par un potentiel vecteur et

un potentiel scalaire égaux. Dans les deux cas, la fonction de Green radiale associée aux ondes

s (l = 0 ; � = �1 pour la particule de Dirac) est obtenue sous forme compacte. Dans chaque

cas, la condition de quanti�cation de l�énergie est déterminée par une équation transcendante

résoluble numériquement. Nous avons également déterminé les fonctions d�onde.

Il faut mentionner que nos résultats sont certainement corrects puisque les spectres et les

fonctions d�onde concernant plusieurs cas particuliers bien connus dans la littérature ont été

retrouvés.

Pour terminer, il faut souligner l�avantage de l�approche des intégrales de chemin par rap-

port à d�autres méthodes (Nikiforov-Uvarov, SUSYQM, algèbre de Lie et groupes, itération

asymptotique . . . ) dans la recherche des résultats des problèmes avec des conditions aux limites

de Dirichlet et de ceux des potentiels déformés.
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Annexe A

Opérateur M et Hamiltonien e¤ectif

pour un champ central

Pour construire l�opérateurM dans le cas d�un potentiel central, nous partons de l�expression

donnée par

M = ���:P+ � (E � Vq(r)) ; (A.1)

où le vecteur P est l�opérateur associé à la quantité de mouvement, � et � sont des matrices

hermétiques 4� 4 dé�nies dans la représentation de Pauli par

� =

0@ 0 �

� 0

1A ;� =
0@ I 0

0 �I

1A : (A.2)

� =(�1;�2;�3) est un vecteur ayant les matrices de Pauli pour composantes.

En utilisant l�identité

(�:A) : (�:B) = A:B+ i� (A�B) ; (A.3)

nous pouvons écrire

(�:r) : (�:L) = i� (r� (r�P)) ; (A.4)
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et compte tenu de la formule

A� (B�C) = (A:C) :B� (A:B) :C; (A.5)

il s�ensuit que

(�:r) : (�:L) = i�
�
(r:P) :r� r2:P

�
: (A.6)

De (A:6), nous avons

�:P =
�:r

r2
(r:P+ i�:L) ; (A.7)

et donc

�:P =

0@ 0 (�:P)

(�:P) 0

1A =

0@ 0 (�:r)
r

(�:r)
r 0

1A (r:P) + i(�:L)

r
: (A.8)

Si, nous introduisons l�opérateur Pr associé à la composante radiale de la quantité de mouve-

ment, la vitesse radiale �r et l�opérateur de Dirac :

Pr =
1

r
(r:P� i); (A.9)

�r =
�:r

r
; (A.10)

K = � (�:L+ 1) ; (A.11)

l�opérateur M se met sous la forme �nale :

M = ���r:Pr +
i�rK

r
+ � (E � Vq(r)) : (A.12)

L�Hamiltonien e¤ectif H du système est dé�ni par :

H =
1

2

�
�2 �M2

�
(A.13)
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Compte tenu des relations de commutation et d�anticommutation

8>>><>>>:
[K;�] = [K;�r] = 0;

[P; f (R)] = �irf (R) ;

[�r;�]+ = 0;

(A.14)

et de la propriété

�2r = �
2 = 1; (A.15)

l�Hamiltonien (A:13) prend la forme :

H =
1

2

�
P2r +

K2 � �K
r2

� i�r
d

dr
Vq(r)� (E � Vq(r))2 + �2

�
: (A.16)
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Annexe B

Transformation S de Biedenharn et

diagonalisation de l�opérateur � de

Martin-Glauber

L�opérateur de Martin et Glauber pour une particule de Dirac dans le potentiel de Hulthén

q�déformé est adapté à partir de celui introduit par ces derniers dans le cadre de l�étude de

l�équation de Dirac avec le potentiel de Coulomb. Il est dé�ni par :

� = �
�
�K+ i

aV0
q
�r

�
; (B.1)

où � et �r sont les matrices habituelles, K est l�opérateur de Dirac, V0 et a désignent respec-

tivement la profondeur du puits de potentiel et sa portée, q étant la paramètre de déformation

du potentiel.

Pour diagonaliser l�opérateur �, nous allons employer une transformation de similarité très

générale de la forme :

S = exp

�
i

2
��rf

�
aV0
qK

��
; (B.2)

où f
�
aV0
qK

�
est une fonction quelconque dépendant des paramètres V0; a; q et de l�opérateur de

Dirac K. L�opérateur � se transforme par S suivant la loi
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S�S�1 = �s: (B.3)

Puisque

[�;�r]+ = 0; (B.4)

et

[K;�r] = [K;�] = 0; (B.5)

il s�ensuit que

�s = exp

�
i��rf

�
aV0
qK

��
�: (B.6)

Pour calculer l�opérateur �s, nous utilisons pour cela la dé�nition d�une exponentielle d�opéra-

teur :

exp

�
i��rf

�
aV0
qK

��
= 1 + i��r

�
f

�
aV0
qK

��
� 1

2!

�
��rf

�
aV0
qK

��2
� i
3!

�
��rf

�
aV0
qK

��3
+
1

4!

�
��rf

�
aV0
qK

��4
+
i

5!

�
��rf

�
aV0
qK

��5
+ ::::::: ; (B.7)

En tenant compte de la relation d�anticommutation (B:4) et de �2 = �2r = 1, nous obtenons

en regroupant les termes pairs et impairs, le développement suivant :

exp

�
i��rf

�
aV0
qK

��
=

(
1 +

1

2!

�
f

�
aV0
qK

��2
+
1

4!

�
f

�
aV0
qK

��4
+ :::

)

+i��r

(
f

�
aV0
qK

�
+
1

3!

�
f

�
aV0
qK

��3
+
1

5!

�
f

�
aV0
qK

��5
+ :::

)
(B.8)
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C�est à dire �nalement :

�s = ��
�
K cosh

�
f

�
aV0
qK

��
� aV0

q
sinh

�
f

�
aV0
qK

���
+i�r

�
K sinh

�
f

�
aV0
qK

��
� aV0

q
cosh

�
f

�
aV0
qK

���
: (B.9)

En annulant le terme non diagonal, c�est à dire, en posant

K sinh

�
f

�
aV0
qK

��
� aV0

q
cosh

�
f

�
aV0
qK

��
= 0; (B.10)

nous obtenons pour f
�
aV0
qK

�
l�expression :

f

�
aV0
qK

�
= tanh�1

�
aV0
qK

�
: (B.11)

Par conséquent

S = exp

�
i

2
��r tanh

�1
�
aV0
qK

��
; (B.12)

et

�s = ��
�
K cosh

�
f

�
aV0
qK

��
� aV0

q
sinh

�
f

�
aV0
qK

���
: (B.13)

Pour simpli�er l�expression de �s, il est commode de remarquer que

8>>>><>>>>:
cosh

h
f
�
aV0
qK

�i
= 1r

1�tanh2
h
f
�
aV0
qK

�i ;
sinh

h
f
�
aV0
qK

�i
=

tanh
h
f
�
aV0
qK

�i
r
1�tanh2

h
f
�
aV0
qK

�i ; (B.14)

et en utilisant (B:11), les équations (B:14) s�écrivent

8>>>><>>>>:
cosh

h
f
�
aV0
qK

�i
= Kr

K2�
�
aV0
q

�2 ;
sinh

h
f
�
aV0
qK

�i
=

aV0
qr

K2�
�
aV0
q

�2 :
(B.15)
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En reportant (B:15) dans (B:13), nous obtenons �nalement

�s = ��K
"
1�

�
aV0
qK

�2#1=2
: (B.16)

qui est la forme diagonalisée de l�opérateur de Martin-Glauber.
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 دراسة كمونات متعددة الذرات بواسطة تكامل المسار

 ملخص

لمجموعة من أربعة جمل  (namFyeF) باستعمال تكامل المسار لفاٌنمان ٌتعلق هذا العمل بدراسة صارمة

 .غٌر مفٌدةكمٌة ذات تناظر كروي درست فً الماضً بواسطة طرق أخرى 
ذو التناظر الكروي و  (esrsa-nssaF)مورس -كل من كمون روزن ،فً إطار مٌكانٌك الكم اللانسبً

فً شكله العام و الموصوفٌن بمعامل تشوه حقٌقً قد تم إعادة معالجتهما  (greböiarS) رغٌكمون شٌوب

 تكامل المسار. صٌاغة عند (tbrbrerat) كلٌهالشروط الحدٌة لدربالأخذ فً عٌن الاعتبار 

طٌف الطاقة و كذا دوال الموجة المتعلقة  فً شكل تحلٌلً. (nraaF)قد تم إنشاء دالة غرٌن  فً كل حالة،
 لات المرتبطة قد تم الحصول علٌها.بالحا
 

 تتحرك فً وجود كمون (tbrer)جسٌمة دٌراك  مسألة قمنا أولا بدراسة أما فً نطاق مٌكانٌك الكم النسبً،

تم بناء دالة غرٌن  ،1أكبر أو ٌساوي  qمن أجل  .qتشوه مشوه بمعامل  (nurteuF) لتنوشعاعً له

-حوٌل مكانًو كذلك ت (nbahaFeerF)بمساعدة تحوٌل تماثلً مماثل لتحوٌل بٌدنهارن  rالمتعلقة بالموجة 

 ثانٌا ناقشنا مسألة المركزي. متعلق بالكمونال ٌحل محل الحدبالإضافة إلى اختٌار مناسب لتقرٌب  زمانً،

جسٌمة دٌراك خاضعتٌن فً نفس الوقت إلى  كذلك و (nsrhsF-nrabF)غوردن -لاٌنجسٌمة ك كل من

وط الشر ل أخدٌن فً الاعتبارمعد   (rarrar-rersöö) تٌلر-سلمً من نوع بوشلعً و كمون كمون شعا

ة و دوال ( قد تم حسابها. طٌف الطاق0=r) sدالة غرٌن المتعلقة بالموجات  كلٌه. فً كل حالة،الحدٌة لدر

 الموجة قد تم استخلاصها.

كمون  رغ،ٌكمون شٌوب مورس،-تكامل المسار، الناشر، دالة غرٌن، كمون روزن :الكلمات المفاتيح

 تٌلر، حالات مرتبطة.-كمون بوشل ن،هولت

 

 

 

 

 

 



Study of polyatomic potentials by path integral 

Abstract 

       This work concerns a rigorous treatment by the Feynman path integral of a set 

containing four spherically symmetric quantum systems studied in the past by 

means of other ineffective methods.   

       In the framework of nonrelativistic quantum mechanics, the radial Rosen-

Morse potential and the general Schiöberg potential characterized by a real 

deformation parameter are re-examined by taking into consideration the Dirichlet 

boundary conditions when formulating the path integral. In each case, the Green’s 

function is built in closed form. The energy spectrum as well as the wave functions 

corresponding to the bound states are obtained.     

      In the context of the relativistic quantum mechanics, we first considered the 

problem of a Dirac particle placed in a vector q-deformed Hulthén potential. For 

   , The Green’s function associated with   wave is constructed with the help of 

a similarity transformation analog with that of Biedenharn and of a space-time 

transformation, in addition to the choice of an adequate approximation to replace 

the centrifugal potential term. We then discussed the problems of a Klein-Gordon 

particle and a Dirac particle subjected in the same time to a vector potential and a 

scalar potential of the modified Pöschl-Teller-type by considering the Dirichlet 

boundary conditions. In each case, the Green’s function associated with  -waves 

(   ) is calculated. The energy spectrum and the wave functions are deduced.          

Key words : Path integral, propagator, Green’s function, Rosen-Morse potential, 

Schiöberg potential, Hulthén potential, Pöschl-Teller potential, bound states.  



Résumé  

       Ce travail concerne un traitement rigoureux par l’intégrale de chemin de 

Feynman d’un ensemble de quatre systèmes quantiques à symétrie sphérique 

étudiés dans le passé au moyen d’autres méthodes inopérantes. 

       Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, le potentiel radial de 

Rosen-Morse et le potentiel général de Schiöberg caractérisés par un paramètre 

réel de déformation sont réexaminés en prenant en considération les conditions 

aux limites de Dirichlet lors de la formulation de l’intégrale de chemin. Dans 

chaque cas, la fonction de Green est construite sous forme compacte. Le spectre 

d’énergie ainsi que les fonctions d’onde correspondant aux états liés sont 

obtenus. 

      Dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, nous avons d’abord 

considéré le problème d’une particule de Dirac placée dans un potentiel vecteur 

de Hulthén  -déformé. Pour     , la fonction de Green associée à l’onde   est 

construite à l’aide d’une transformation de similarité analogue à celle de 

Biedenharn et d’une transformation spatio-temporelle, en plus du choix d’une 

approximation adéquate pour remplacer le terme potentiel centrifuge. Nous 

avons ensuite discuté les problèmes d’une particule de Klein-Gordon et d’une 

particule de Dirac soumise à la fois à un potentiel vecteur et un potentiel scalaire 

du type Pöschl-Teller modifié en envisageant les conditions aux limites de 

Dirichlet. Dans chaque cas, la fonction de Green associée aux ondes   (   ) est 

calculée. Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde sont déduits. 

Mots clés : Intégrale de chemin, propagateur, fonction de Green, potentiel de 

Rosen-Morse, potentiel de Schiöberg, potentiel de Hulthén, potentiel de Pöschl-

Teller, états liés.  




