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Chapitre 1

Introduction

L’information quantique est I'intersection de deux disciplines qui sont : la
théorie de la mécanique quantique et la théorie classique de I'information. L’in-
formation quantique est la théorie de I'utilisation des spécificités de la physique
quantique pour le traitement et la transmission de I'information. La question
fondamentale posée par cette nouvelle discipline se base sur l'idée : est ce
qu’en utilisant des systemes quantiques pouvons - nous améliorer la commu-
nication actuelle et le calcul classique ?. La théorie de I'information quantique
essaie d’interpréter les concepts de la physique quantique a partir du point de
vue de la théorie de l'information. Inversement l'information et la computa-
tion sont des concepts intrinsequement physiques, puisqu’ils se reposent sur
des systemes physiques dans lesquels I'information est stockée et par lesquels
cette information est manipulée. L’introdution de la théorie quantique est en
train de révolutionner la fagon dont nous traitons I'information. L’information
quantique est devenue un champ de recherche indépendant et tres actif. Les
dernieres années ont vu un grand nombre des travaux importants décrivants
les éléments de base de I'information quantique [1-5]. Contrairement & 'infor-
mation classique dont 'unité de base est le bit qui peut prendre uniquement
une des deux valeurs 0 ou 1, 'unité de base de I'information quantique est le

quantum bit ou qubit tout simplement. Le qubit est un objet quantique a deux



dimensions dans 'espace d’Hilbert C?. L’expression ”deux dimensions” signifie
qu’on peut représenter 1’état d’un qubit par une superposition linéaire de deux
états quantiques orthogonaux. La notation la plus utilisée pour représenter les
deux états d'un qubit est |0) pour I'état de base et |1) représente 1'état excité.

En utilisant cette notation ’état d’un qubit peut s’écrire sous la forme :

¥) = al0) + 5[1) (1.1)

tels que a, 3 € C et |a]? + |3]*> = 1. 1l est tres intéressant de mentionner
que les progres les plus remarquables dans ce champ sont : le protocole de
la téléportation quantique, la cryptographie quantique et le calcul quantique.
Leur cadre mathématique a permis les chercheurs d’inventer des nouveaux
concepts comme l'ordinateur quantique. Le theme commun entre tous ces as-
pects de l'information quantique est une propriété quantique connue par l'in-
trication quantique ou bien ’entanglement quantique (dans le chapitre |2 on
va voir l'intrication en détail). Donc 'intrication quantique est au coeur de
nombreuses taches de I'information quantique et pour cette raison, les travaux
présentés dans cette these se basent sur l'intrication. C’est a dire, I'impor-
tance de ce phénomene quantique qui n’a aucun équivalent dans le monde
classique nous a inspiré a étudier l'intrication dans différents contextes. L’ob-
jectif majeur de la plupart des travaux de recherche publiés dans le champ de
I'intrication est de trouver un type ou bien un mode d’intrication des états
quantiques bien déterminés qui peut étre solide et robuste contre l'intéraction
avec 'environnement. Celui la revient a trouver un état intriqué qu’on peut
I'utiliser afin d’éviter la décohérence.

Dans le chapitre 2, on va parler un petit peu sur I'information quantique, les
nouveaux caractéristiques et aussi la puissance de cette nouvelle discipline par
rapport a la théorie classique de I'information. On va discuter aussi quelques
propriétés d’un aspect quantique qui est largement utilisé dans 'information

quantique et considéré comme la pierre angulaire de cette théorie. Dans ce



chapitre on va présenter deux quantités qui ont été utilisées dans cette these
pour quantifier I'intrication quantique bipartite (intrication de deux systeémes
quantiques). Tout d’abord on va commencer par la notion d’un état intriqué
et un état non intriqué ou bien séparable et quelques propriétés de ces états.
Pour quantifier 'intrication dans un état bipartite donné, le meilleur scénario
est d’utiliser la concurrence notée C' (C € [0, 1)), telle que C' = 0 représente
un état séparable, et C' = 1 qui est la valeur maximale de C', représente un
état qui a une intrication maximale. Une autre quantité utilisée dans cette
these est 'entropie de Von Neumann S (p) pour un état pur représenté par sa
matrice de densité p. L’entropie de Von Neumann a pour but de quantifier les
corrélations quantiques entre les systemes quantiques. L’entropie de Von Neu-
mann est bornée, telle que sa valeur maximale qui représente un état intriqué

d’une fagon maximale égale a 1 et la valeur 0 est pour un état séparable.

Dans le chapitre [3| en utilisant le formalisme mathématique de la théorie
de la paraquantification caractérisée par un parametre réel (), qui est une
généralisation de la quantification canonique, de telle sorte, les opérateurs
d’annihilations et de créations ne satisfont plus les relations de commutations
bilinéaires ordinaires mais plutot des relations de commutations trilinéaires.
Les états cohérents jouent un role tres important dans 'optique quantique.
L’état cohérent noté |a) a été défini par Roy J. Glauber comme 1’état propre
de 'opérateur d’annihilation avec une valeur propre «. Plusieurs définitions ont
été proposées pour les états cohérents. Les états cohérents sont un cas particu-
lier des états intelligents, tels que ces derniers minimisent la relation d’incer-
titude de Robertson-Schrodinger. Donc, notre approche consiste a construire
tout d’abord les états intelligents paraquantiques a ’aide d’'une équation aux
valeurs propres vérifiée par ces états. Apres, on déduit facilement les états
cohérents a partir des états intelligents (on va les voir en détail dans le cha-
pitre [3)). Des conditions nécessaires et suffisantes ont été développées pour que
la concurrence C' prenne sa valeur maximale C' = 1 et par conséquent l'intri-

cation bipartite soit maximale. En va utiliser ces conditions afin de voir si un



état qui est déja intriqué d’une fagcon maximale restera intriqué d’une fagon
maximale dans la paraquantification. C’est a dire un état robuste contre la
déformation de l'algebre. Le but de ce travail présenté dans ce chapitre est
d’étudier I'intrication des états cohérents paraquantiques et voir I'effet de la
déformation de l'algebre sur I'intrication quantique bipartite, c’est a dire, voir
I'influence de la paraquantification sur les états cohérents intriqués a travers la
variation de la concurrence C' en fonction du parametre paraquantique ”¢” et
du parametre "a” qui caractérise I’état cohérent paraquantique. Le comporte-

ment de la concurrence C' en fonction des parametres ”¢” et ”a” a été présenté

sous forme des graphes.

La majorité des investigations sur le phénomene de l'intrication supposent
que notre espace est plat, non relativiste et la géométrie de 'espace n’est plus
prise en considération lors de l’étude de l'intrication, sachant qu’un grand
nombre des systemes utilisés dans 'implémentation de l'information quan-
tique impliquent des systemes relativistes comme les photons. Donc on doit
intégrer la relativité dans le champ de l'information quantique ce qui nous
donne une nouvelle discipline qui est 'information quantique relativiste. Dans
le chapitre |4 on va étudier I'intrication quantique mais dans un autre cadre,
le cadre relativiste, et on suppose que la géométrie de 1’espace-temps est non
commutative caractérisée par un parametre ”76”. Il est montré que la réponse
de l'intrication quantique a la dynamique de 'expansion de 1'univers est af-
fectée par le type du champ utilisé, bosonique ou fermionique, aussi bien que la
structure géométrique de 'espace-temps. dans notre étude, on va commencer
tout d’abord par I'analyse du mécanisme de création des paires de particules-
antiparticules dans un espace-temps homogene et anisotrope avec une métrique
non commutative bien déterminée. L’équation de Dirac a été obtenue, donc le
premier pas vers la détermination de la densité de création des paires n consiste
a résoudre cette équation. La deuxieme étape se base sur I’étude du comporte-
ment asymptotique des solutions dans les deux régions t — 0 et t — oo qu’on

les suppose asymptotiquement plates. En utilisant la notion des champs in et



les champs out on peut montrer que le champ dans la région in correspond a
un état intriqué dans la région out. Puisque 1'état intriqué est pur et bipartite,
donc I'entropie de Von Neumann Sg g sera le meilleur moyen pour quantifier
Iintrication entre les modes fermioniques-antifermioniques. Selon les valeurs
et le signe du parametre ¢ 1’entropie de Von Neumann Sg g peut prendre trois
expressions différentes. Nos résultats montrent que le comportement de Sg g
dépend fortement du parameétre de la non commutativité 6, des fréquences des
modes k, et de la structure de I'espace-temps. Nos résultats sont présentés
dans ce chapitre sous forme des figures 2D et 3D qui représentent I’entropie
de Von Neumann Sg g en fonction du parametre de la non commutativité 0 et
les fréquences des modes k; . Comme nous allons voir dans ce chapitre, la non
commutativité joue deux roles tres importants et avec des effets opposés sur
I'intrication, une fois joue le role de la gravitation ce qui provoque la diminu-
tion de l'intrication entre les modes fermions-antifermions, et une fois joue le
role d’une force répulsive mais juste pour certaines valeurs de 6, qui augmente
le taux d’intrication entre ces modes. On termine notre étude sur U'intrication
quantique par une conclusion générale qui résume les résultats que nous avons

obtenus au cours de cette étude.






Chapitre 2

Information et Intrication

Quantiques

2.1 Introduction

La théorie de l'information quantique est 'intersection de deux fameuses
théories : la mécanique quantique et la théorie de I'information. L’idée princi-
pale de la théorie de I'information quantique se base sur le stockage, le trai-
tement et l'utilisation de l'information dans les systemes quantiques |1]. La
question fondamentale posée par cette théorie est : pouvons - nous utiliser
les systemes quantiques pour améliorer la communication actuelle et le cal-
cul qu’on le considere comme classique ?. Les vingts dernieéres années ont vu
une énorme masse de travail décrivant les éléments de base de cette théorie et
comment les systemes quantiques peuvent perfectionner les différents aspects
de l'information [15]. Des travaux tres intéressants ont été publiés dans ce
champ, notons que ceux les plus remarquables qu’il faut mentionner sont : le
protocole de la téléportation quantique, la cryptographie quantique et le calcul
quantique. Le point commun entre tous ces aspects de I'information quantique
est le concept de l'intrication quantique (entanglement quantique). L’intrica-

tion a été considérée comme la source principale de la théorie de I'information



quantique et 1'un des aspects de base de la théorie quantique. L’intrication
quantique a été initiallement vue comme une problématique de la mécanique
quantique [6] devient aujourd’hui la pierre angulaire de I'information quan-
tique.

On cite deux exemples a travers lesquels on peut voir nettement comment
I'intrication peut perfectionner la théorie classique de l'information. Le pre-
mier exemple est le protocole de la téléportation quantique [7], le deuxiéme
est I'algorithme de Shor [8]. Le protocole de la téléportation quantique est une
méthode d’envoyer ou bien d’échanger efficacement l'information quantique
entre deux points distants en utilisant 'intrication quantique. L’algorithme de
Shor est un algorithme qui écrit un entier en ses facteurs premiers en exploi-
tant l'intrication. Cet algorithme présente une différence radicale vis a vis le
temps nécessaire de trouver le résultat en utilisant un algorithme classique
qui fait la méme tache. Donc comprendre profondément la nature de l'intrica-
tion quantique est 'une des taches principales de la théorie de I'information
quantique. L’utilisation vaste de l'intrication quantique dans les différents as-
pects de l'information quantique a inspiré les chercheurs a l’analyser dans
différents contextes pour la bien exploiter et bénéficier de son importance.
Du coté théorique le champ de l'intrication devenait un champ de recherche
tres actif. Le développement théorique de 'intrication a été dépassé et actuel-
lement les chercheurs passent a une autre étape qui consiste a 'investigation
expérimentale de l'intrication, c’est a dire la réalisation expérimentale. Celle-la,
a été effectuée par le groupe de Zeilinger qui a réussi d’échanger 'information
quantique sous forme des photons & une distance de 143 km [9] et le groupe
de Rempe qui a réussi d’échanger I'information sous forme des atomes a deux
niveaux a une distance de 21 m [10]. Le grand succes de ces expériences a mo-
tivé les gens de chercher s’il y a une possibilité d’exploiter 'intrication dans
la communication par satellites en orbite de la terre |11]. Pour garantir une
implémentation efficace de la communication quantique sur une longue dis-

tance on a besoin d’une compréhension approfondie des différents effets du au
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mouvement des satellites et le champ gravitationnel de la terre qui peuvent
agir sur l'intrication. (pour plus de détails sur la mécanique et information
quantiques voir le livre de Nielsen [2] et les deux tomes du livre ”principles of

quantum computation and information” [5]).

2.2 L’intrication Quantique

L’intrication qui est considérée comme une propriété quantique, est une
conséquence du principe de superposition et la structure du produit tensoriel
de 'espace d’Hilbert. Elle joue un role tres important dans le champ de I'infor-
mation quantique car elle est au coeur de nombreuses taches de I'information
quantique telles que la téléportation quantique et la cryptographie quantique.
La théorie de l'intrication a un objectif qui est la quantification de l'intrica-
tion. La question principale de la théorie de l'intrication quantique est : pour
un état arbitraire donné, comment peut-on déterminer si cet état est intriqué
ou non ?. Notre point du départ sera la question : que veut dire un état intriqué
et un état non intriqué, mathématiquement et physiquement 7. Dans la théorie
quantique ’état d’un systeéme quantique est représenté par un vecteur noté |t)
dans l'espace d’Hilbert H a n dimension. Donc un état de deux systemes A
et B est un vecteur dans l'espace Hap = Ha ® Hp a n x n’ dimension noté

|t) ap . Les éléments de 'espace Hap s’écrivent donc :
[W)a =Y Cijli)a®|i)s (2.1)
ij

Selon la structure de ’espace d’Hilbert on peut donner les définitions suivantes :

@ Définition 1 : Unétat [) 4p € Ha®Hp est non intriqué ou bien séparable

si I'on peut I’écrire sous la forme

[V)ap = [V)a® [V)B (2.2)

11



Physiquement, cela signifie que les deux systemes sont indépendants et les
observateurs peuvent faire des manipulations ou des mesures sur I'un des deux

systemes sans influencer le résultat de mesure sur I'autre systeme.

@ Définition 2 : Sion ne peut pas écrire ’état 1)) 45 sous forme d’un produit
tensoriel des états des deux sous-systemes A et B donc, on dit que notre

état est intriqué.

Dans ce cas la, on ne peut pas faire des mesures sur un systeme indépendamment
de 'autre, ce qui signifie que les deux systemes sont en corrélation meéme s’ils
sont séparés par de grandes distances spatiales, les deux systemes ne sont pas

indépendants et il faut les considérer comme un systeme unique [12-14].

2.3 La mesure de L’intrication

Dans cette partie on va rappeler les quantités de mesure utilisées dans cette
these pour calculer l'intrication quantique. La théorie de l'intrication essaie
de quantifier le taux de l'intrication inhérent dans les systemes quantiques
a travers plusieurs quantités de mesures. Dans ce chapitre on va voir deux

o , . o
quantités - la concurrence et I'entropie de Von Neumann - car ces dernieres
sont les deux quantités qu’on a utilisées afin de mesurer 'intrication quantique

bipartite dans notre travail de recherche.

2.3.1 La Concurrence

La concurrence est une quantitié utilisée pour mesurer l'intrication bipar-
tite. Au début elle est considérée comme une quantité auxiliaire utilisée pour
calculer une autre quantité de mesure appelée I'intrication de la formation (en-
tanglement of formation) des systémes quantiques bipartites [15]. Cependant la

concurrence est considérée comme une quantité de mesure indépendante [16].
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Supposons que notre état intriqué |¢) bipartite est défini par :

[¥) = pla) @ [6) +vlv) @16) (2.3)

sachant que p et v sont des nombres complexes, |a) et |7y) sont les états nor-
malisés du premier systeme, |3) et |§) sont les états normalisés du deuxiéme
systeme. Notre travail de recherche se base uniquement sur le cas non ortho-
gonal, c’est a dire les produits («|y) et (5|J) sont non nuls. La renormalisation

de I'état (Eq. nous donne la formule suivante :

[¥) = ale) @ B) + bly) © |0) (2:4)

sachant que a = u/N, b=v/N et

N = ul? + [V + (1) (0]8) + pvaly)(Bl6) (2.5)

Les états |a) et |y) sont des états non orthogonaux linéairement indépendants,

donc on défini une base orthogonale {|0), |1)} telle que :

|0) = |a), [1) = (7 —p1]a)) /N1 pour le systéeme 1

0) =|B), [1)=(0—p1|B)) /N2 pour le systéme 2 (2.6)
ou :

p1=A(aly), Ni=+1-|pf?
p2 = (Bl6), Na=+/1—|p]? (2.7)

L’intrication de l'état |1)) a deux systémes quantiques (qubit) s’exprime en

fonction de la concurrence notée C' par la relation suivante [17] :

C =gl (2.8)
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et :
[4) = (0, @ 0,) [47) (2.9)

2 7

Notons que le signe ” ~ 7 signifie I'opération spin-flip effectuée sur 'état

|1)*) sachant que [)*) est le complexe conjugué de [¢)) dans la base standard

0 —2
(100),101),(10),|11)). o, est I'opérateur de Pauli . Pour que notre
i 0
état 1) soit intriqué d’une fagon maximale, il faut que la concurrence C' = 1

qui peut s’écrire sous la formule suivante [18] :

_ 2|/ (A= pa?) (1 — | pof?)
|1|? + |v[? + pv*pipa + p*vpips

C (2.10)

La concurrence varie entre 0 et 1 , sachant que C' = 0 pour un état séparable

ou un état non intriqué et C' = 1 pour un état qui a une intrication maximale.

2.3.2 L’entropie de Von Neumann

L’entropie de Von Neumann ou l’entropie quantique est 1'une des plus
simples quantités utilisées pour mesurer l'intrication quantique. L’entropie de
Von Neumann d’un état quantique représenté par sa matrice de densitép notée

S (p) est donnée par :
S () = ~Tr (plogy p) (2.11)

L’entropie de Von Neumann s’écrit en fonction des valeurs propres de p sous

la forme :

S(p)==>_ Ajlog, ) (2.12)
j

Ot A; sont les valeurs propres de p. Notons que 'entropie de von Neumann a
une valeur minimale et une valeur maximale, 0 < S (p) < 1, telle que S (p) =
0 pour un état pur (S (]¥)(|) = 0). L’entropie de Von Neumann atteint
la valeur maximale qui égale a 1 pour un état pur bipartite intriqué d’une

facon maximale. L’entropie de Von Neumann est utilisée pour mesurer les
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corrélations quntiques des états purs bipartites, c’est a dire les états purs qui

contient uniquement deux systemes. On considere un espace d’Hilbert bipartite

noté Hap = Ha® Hp sachant que dimH  =n, dimHg = m et n < m. Dans
n

ce cas 13, on peut former une base orthonormée des espaces d'Hilbert {|u)}7,

et {|v7)}7, telle que :

) = aulu ) (213)

ol «a; sont les coefficients de Schmidt satisfont la condition >  a? = 1.
En utilisant la décomposition de Schmidt [2] on peut trouver les matrice de

densités réduites des sous-systemes A et B qui sont de la forme :
pa=Y_ o |u) ('
i=1
pp =Y P (] (2.14)
i=1

Puisque les matrices de densités sont diagonales et ont le méme spectre, on
peut mesurer le taux d’intrication par le calcul de la mixité des états réduits et
pour faire ca, il suffit juste d’utiliser I'un des états réduits p4 ou pg. L’entropie
est définie pour un état pur bipartite par I'entropie de Von Neumann de I'un

des deux systemes comme suit :
E (pap) = S (pa) = S (pB) (2.15)

ot pa =Trp (pap) et pp = Tra (pap) sont les matrices de densités réduites
des systemes A et B respectivement. Si p est un état séparable comme | 11)
donc pa et pp sont des états purs, alors 'entropie de Von Neumann égale a
0. Maintenant, si on a un état qui a une intrication maximale de la forme

suivante :

1

) =—= (T +141) (2.16)

S

2
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dans ce cas py = pp = %I (I est la matrice identité) 'entropie est donnée par :

E(pan) =S (pa) = () = 1 (2.17)

(la valeur maximale de I’entropie). On mentionne que les états bipartites dont
les matrices de densités réduites sont %I maximisent 1’entropie de Von Neu-
mann comme les états de Bell qui sont des états intriqués d’une maniere
maximale. Dans les chapitres de cette these, on va utiliser la concurrence
et 'entropie de Von Neumann pour mesurer l'intrication des états cohérents
paraquantiques et 'intrication entre les modes fermioniques-antifermioniques

respectivement.
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Chapitre 3

Intrication des Etats Cohérents

Paraquantiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier I'intrication quantique bipartite des états
cohérents dans un cadre généralisé. On va utiliser le formalisme mathématique
de la généralisation des relations de commutations ordinaires entre les variables
dynamiques aux relations trilinéaires qui nous donne une théorie quantique
généralisée qu’on va l'appeler la théorie de la paraquantification qui dépend
d’un parametre réel @) [19-27]. Ensuite, on va dériver les états cohérents para-
quantiques - qui sont un cas particulier des états intelligents paraquantiques
[28] - en utilisant le formalisme paraquantique. Des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’un état soit intriqué d’'une fagcon maximale qui ont été
établies dans l’algebre ordinaire se sont examinées dans le cadre paraquan-
tique. Le but de ce travail se base essentiellement sur I’étude de 'effet de la
paraquantification ainsi que 'effet du parametre de cohérence qui caractérise
I’état cohérent sur I'intrication bipartite de ces états et par conséquent voir les
nouvelles caractéristiques de l'intrication paraquantique bipartite. Ce chapitre

est organisé comme suit : dans la section [3.2] on va faire un rappel sur les
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notions de base de la théorie de la paraquantification et quelques propriétés
mathématiques. La section [3.3| contient un rappel sur les états intelligents
généralisés et leurs propriétés. Dans la section on va présenter les états
cohérents et ses différentes définitions. Dans la section [3.5 nous présentons les
états intelligents paraquantiques pairs et impairs. Ensuite dans la section
on va calculer I'intrication des états cohérents paraquantiques pairs en utilisant
la concurrence en fonction des parametres «, ¢ et 6. Dans cette section on va
présenter une étude numérique de l'intrication paraquantique et les différents
effets du parametre de la paraquantification ¢ en plus du parametre de la
cohérence « sur la concurrence C' ol on voit la variation de C' en fonction de
ces parametres. A la fin dans la section on étudie l'intrication des états

cohérents paraquantiques impairs.

3.2 Théorie de la Paraquantification

3.2.1 Introduction

L’une des taches principales de la mécanqgiue quantique est de fournir une
description consistante de ce qu’on appelle la dualité onde - particule exprimée
par des relations qui relient ’aspect ondulatoire et corpusculaire de la matiere,
hv = Ey — E5, qui est une conséquence directe de ’équation du mouvement
d’Heisenberg :

dA

ih—s = A H] (3.1)

ou A et une observable dépendante du temps t. Le passage de la théorie clas-
sique vers la théorie quantique (la quantification) a été réalisé en deux étapes
commencant par la premiere étape qu’on I’appelle la premiere quantification
qui consiste a redéfinir les variables canoniques - les variables de coordonnées
q; et leurs conjugués canoniques p; (7,7 = 1, 3) - & degré de liberté finis qui sont

définis initialement en mécanique classique comme des opérateurs satisfaisants
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les relations de commutations canoniques suivantes :

(45, pj] = 1 hoy (3.2a)

i, ;] = [pi,ps] = 0 (3.2b)

de telle fagon les équations du mouvement d’Heisenberg (Eqs. pour les
variables ¢;, p; avec les relations de commutations précédentes (Egs. , on
va obtenir des équations consistantes avec celles d’Euler-Lagrange classiques.
Donc la consistance entre les équations d’Heisenberg et les équations d’Euler-
Lagrange impose quelques restrictions sur les relations de commutations entre
les variables ¢;, p;. La deuxiéme étape consiste a faire la méme chose que la
premiere quantification c’est a dire on va définir les relations de commuta-
tions mais cette fois-ci entre les opérateurs du champs. C’est ce qu’on appelle
la deuxieme quantification ou bien la quantification des champs. La quanti-
fication des champs veut dire que les quantités des champs sont exprimées
comme des opérateurs qui vérifient certaines relations selon le type des par-
ticules résultantes de ces champs. Les relations de commutations bilinéaires
vérifiées par les opérateurs du champ bosonique qui vérifie la statistique de
Bose-Einstein et les relations d’anti-commutations bilinéaires vérifiées par les
opérateurs du champ fermionique qui vérifie la statistique de Fermi-Dirac. En
1953 H. S. Green [19] proposa du point de vue de la théorie quantique des
champs une méthode de généralisation de la quantification connue aujourd hui
sous le nom - la paraquantification - qui a engendré un type généralisé de
statistique qu’on I'appelle la parastatistique qui contient les parabosons et les

parafermions.
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3.2.2 Formalisme Mathématique

Pour avoir une idée claire sur la paraquantification, nous considérons un

Hamiltonien H d’un oscillateur harmonique qui est donné par :

H=-(p+¢) (3.3)

N | —

L’équation d'Heisenberg (Eq. [3.1)) pour les deux opérateurs ¢ et p nous donne

le systeme d’équations suivant :

ih%:[q,H]:ip (3.4a)
ih%z[’p,H]:—iq (3.4Db)

D’apres ce systeme, la question qui se pose est : quel genre de relations de
commutations que doivent satisfaire les opérateurs ¢ et p pour que le systeme
d’équations (Egs. soit consistant avec les équations d’Euler-Lagrange clas-
siques 7. En fait, c’est la question posée par Wigner [24]. Selon lui la relation
de commutation canonique [g,p] =i (h = 1) est une solution, mais n’est plus
I'unique. En effet, au lieu de travailler avec les opérateurs ¢ et p il est plus

commode d’utiliser les opérateurs non-hermitiens définis par :

a= %(q—kip) (3.5a)
1

at = E(q —ip) (3.5b)

Selon ces deux expressions des opérateurs, ’'Hamiltonien et le systeme d’équations

(Egs. [3.4) prennent la forme suivante :

H = % (ata+aa™) =N (3.6a)
[a,N] =a (3.6b)
[at,N] = —a™ (3.6¢)
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Il est clair d’apres I'expression de N que ses valeurs propres sont positives, ce

qui indique qu’on peut écrire le spectre de N sous la forme :
N,=Ny+n(n=0,1,2,....) avec Ny >0 (3.7)
L’équation (Eq. avec la relation (Eq. [3.6a]) nous donnent la relation :

N() +n = (\an,l’nﬁ + |an,1,n|2) (38)

N —

On peut résoudre 1'équation (Eq.[3.8) par récurrence commengant par la valeur

n = 0 pour obtenir la relation :

D=

(2 No+n) si n est pair,
Apn+1 = a:+1,n = (39)
(1+n) si n est impair.

NI

De cette relation il est clair que le commutateur [a,a™] en général est un

opérateur donné par :

2 Ny si n est pair,
(n|la,a™)|n'y = Gpn x (3.10)

2(1—Ny) si n est impair.

tel que [a,a™] = 1 est un cas spécial, on l'obtient & partir de ’équation (Eq.
} en mettant Ny = % Notons que pour Ny = 1, il est clair que les opérateurs
vérifient une relation trilinéaire au lieu de relation bilinéaire habituelle qui
prend la forme :

aaat —ataa=2a (3.11)

De la méme fagon, I’Hamiltonien d’un oscillateur fermionique est donné par :

H=-(0b"b-bb")=N (3.12)

N —

21



sachant que pour Ny = 1 les opérateurs vérifient des relations trilinéaires :
bbbT +bTbb=2b, bbTb=2b b =0 (3.13)
sachant que les relations d’anti-commutations bilinéaires
{07} =1, {b,b} ={b",0"} =0 (3.14)

sont des cas particuliers en mettant Ny = % Maintenant pour généraliser sup-
posons qu’on a un systeme de plusieurs oscillateurs harmoniques bosoniques
ou fermioniques, dans le cadre paraquantique, les opérateurs vérifient les re-
lations de base de la paraquantification ou bien directement les relations de

paracommutations qui sont données par :

lak, (@], am)+] = 26k am (3.15a)
lar: [0, ag)5) = 2 0 agy F 20m @ (3.15b)
lax, [ar, am]5] = 0 (3.15¢)

Sachant que le signe en haut est associé aux parafermions et le signe en bas

associé aux parabosons. Dans le cas de la quantification canonique, I'opérateur

Z;qd’ mais celui-1a n’est plus valable dans le

de 'impulsion p prend la forme p =
cas de la paraquantification, telle que I’expression de cet opérateur paraquan-

tique est donnée par la relation suivante :

d c
p=—1—+i-R 3.16
a0 (3.16)
avec :
—1
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ou R est un opérateur unitaire vérifie la relation :

Ry (q) = ¢(—q) (3.18)

tel que
R=R*'=R! (3.19)

La théorie de la paraquantification n’impose aucune restriction sur la constante
c sauf qu’elle est réelle qui affecte la structure de la théorie de la paraquanti-
fication. il est treés clair d’aprés la relation (Eq. [3.16)) que ¢ = 0 correspond a

la quantification canonique [g, p] = i.

3.3 Les Etats Intelligents Généralisés

Il est connu qu’a partir de deux opérateurs qui ne commutent pas - le
commutateur entre eux est différent de zéro - on peut définir une relation d’in-
certitude pour ses observables et ’ensemble des états qui minimisent ces rela-
tions ou bien plus précisément ils satisfont 1’'égalité dans 'inégalité d’incerti-
tude sont appelés les états intelligents [29-31]. Les états intelligents généralisés
sont des états minimums, veut dire ils minimisent la relation d’incertitude de
Robertson-Schrodinger [32-35] qui prend la forme générale suivante pour deux

opérateurs hermitiens Aet B:

~

(AP (AB) > 5 ((G) + () (3.20)

AN,

Sachant que la relation (Eq.[3.20)) est une généralisation de la fameuse relation
d’incertitude d’Heisenberg :

Az Ap > % (3.21)

(h = 1) pour les opérateurs X et P ot [X, P] = i. Les états qui minimisent la

relation (Eq. ) sont appelés les états intelligents. L’opérateur F est donné
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par :

~

F={A—(A),B-(B)} (3.22)

Noton que (A) = (1| Al¢)). Les deux opérateurs A et B satisfont la relation de
commutation suivante :

[A, B] =i (3.23)

L’état intelligent qui minimise la relation d’incertitude de Robertson-Schrodin-

ger vérifie I’équation aux valeurs propres suivante :
(A + z‘AB) ) = av/2)e) (3.24)

(ot A et a sont des parametres complexes). Comme une conséquence, on ob-

tient les relations suivantes :

(AA)? = \A (3.25a)
2_ A

(AB)? = o (3.25h)

tel que :
A:%-<éy+4ﬁv (3.26)

et :

(G) =2R(\) (AB)? (3.27a)
(F)y =23 (\) (AB)® (3.27b)

tels que R et & désignent la partie réelle et la partie imaginaire respectivement.

D’aprés les deux relations (Egs. [3.25)) il est clair que si [A\| = 1 on trouve :

(AA)* = (AB)? (3.28)
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On appelle l'état qui verifie 'équation (Eq. [3.24) avec la condition |A] = 1 un
état cohérent généralisé, et si |A| # 1 I'état est appelé état pressé (squeezed)
généralisé. Dans ce chapitre on va baser notre étude sur les états cohérents,

donc il est nécessaire de faire un petit rappel sur 'aspect général de ces états.

3.4 Les Etats Cohérents

Les états cohérents de 'oscillateur harmonique ont été considérés comme
I’'un des outils les plus utiles de la théorie quantique introduits pour la premiere
fois par Schrodinger en 1926. D’autres développements des états cohérents ont
permis de mettre en place certaines définitions spécifiques qui sont applicables
aux différents systemes physiques. Les états cohérents sont largement utilisés
dans différents champs de la théorie quantique comme l'optique quantique, la
physique des états solides ainsi que l'astrophysique et la cosmologie [36-39].
Les états cohérents ont été examinés dans le cadre de I'algebre non liniéaire ce
qui donne les états cohérents non linéaires [40,/41]. Une construction des états
cohérents pour un systeme quantique arbitraire a été proposée par Gaseau et

Klauder. Il existe trois définitions des états cohérents :

@ Définition 1 : Les états cohérents |«) sont les états propres de I'opérateur

d’annihilation a

ala) = ala) (3.29)

avec [a,a] = 1. a = |a|exp (i®) est un parametre complexe, @ son
conjugué. L’état cohérent normalisé résultant est donné par la relation

suivante : . (_T> i:: 3_%|n> »

|n) est un élément de l'espace de Fock et (a|a) = 1.

@ Définition 2 : A l'aide d’un opérateur unitaire qui est donné par :

D (o) = exp (aa* — aa) (3.31)
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les états cohérents paramétrés par a sont donnés par I’action de I'opérateur

D («) sur le vide |0) :
la) = exp (aa™ — aa) |0) (3.32)

D («) est appelé l'opérateur de déplacement.

@® Définition 3 : La troisieme définition se base sur la relation d’incertitude

d’Heisenberg (Eq.[3.21)) tels que, ils minimisent cette relation qui devient :

2Az Ap =1 (3.33)

L’ensemble des états cohérents satisfont les propriétés suivantes :

(7). Pensemble des états cohérents {|a)} forme une base complete dans 1’es-
pace d’Hilbert :
1
—/d% () dS (o) |a){a] =T (3.34)

™

(77). 'ensemble des états cohérents {|a)} et temporellement stable :
exp (—iHt) |a) = |aexp (—iwt)) (3.35)

Profitant des similitudes entre les opérateurs de création et d’annihilation d’un
oscillateur harmonique et les opérateurs J, et J_ du moment angulaire, les
états cohérents ont été obtenus d’une maniere analogue (angular momentum
coherent state) [32]. L’extension d’états cohérents aux systemes autres que
I'oscillateur harmonique a attiré beaucoup d’intérét au cours des dernieres

années [42-47].

3.5 Les Etats Intelligents Paraquantiques

On va construire les états intelligents paraquantiques qui vérifient I’équation

Eq. 1) tels qu’on va remplacer les opérateurs Aet B par les opérateurs Xp et
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A

P, paraquantiques (I'indice p veut dire paraquantique) ce qui donne I’équation

suivante :
(X, +iMB,) [9) = av2le) (3.36)
donc on obtient :
) +ir (24 iCR) 1) = av3l) (3.37)
X 1 dl‘ Z:p = .

ce qui nous donne juste apres quelques étapes de calcul, une équation différentielle

du premier ordre de la forme suivante :

dy(z) <£ _‘p_ O‘_2> U(z) =0 (3.38)

dx Az A

Selon l'opérateur unitaire R et I’équation Eq. (3.18) et puisque la fonction
Y(x) peut étre pair ou impair, donc l'effet de 'opérateur R sur la fonction

Y (z) dépend de la nature de cette fonction comme suit :

Ry™(z) = 97 (—z) = 7 (2) (3.39)
Ry~ (x) =~ (—x) = =y~ (x) (3.39b)

7

tels que les signes ” + 7 et 7 — 7 impliquent une fonction pair et impair res-

pectivement. Apres cela, I'équation (Eq. [3.38]) peut s’écrire sous la forme :

dop*(z) r av2\ o

Il est clair qu’on a deux cas différents et deux états intelligents paraquantiques
différents selon 'effet de R sur la fonction d’onde (). La paraquantification a
permis la généralisation d’une autre classe des états intelligents qui se divise en
deux parties, des états intelligents paraquantiques pairs et des états intelligents

paraquantiques impairs.
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3.5.1 Les Etats Intelligents Paraquantiques Pairs

L’état intelligent paraquantique pair vérifie I’équation différentielle sui-

dy™(z) <£ N ER _ O‘T‘/ﬁ> W (x) =0 (3.41)

vante :

dx A

puisque la fonction ¢ (x) est paire et on prend en considération effet de R

(Eq. [3.39al), I'équation (Eq.[3.41)) devient :

dyt(z) r ¢ a2\ |
I *(‘—;—fr>¢<”—0 (3.42)

I’état intelligent paraquantique pair qui vérifie cette équation différentielle a

la forme suivante :

o aﬁx) (3.43)

+ = A v
T (x) T exp<2)\ + 3

(A; est une constante d’intégration). En utilisant la relation x = @) Péquation

(Eq. [3.43)) devient :

Y (z) = Ajexp (_2—:)6\2 + a\f\ix + cln(a:)) (3.44)

3.5.2 Les Etats Intelligents Paraquantiques Impairs

De la méme fagon, ’équation différentielle vérifiée par les états intelligents

paraquantiques impairs s’écrit sous la forme suivante :

dy~(x) r ¢ a2 oL
a +<x—;R—Tr>¢¢”—O (345)

effet de opérateur R sur la fonction ¢~ (x) donne 1’équation suivante :

dy~(x) r ¢ a2\ .
o <X - T) Y (x) =0 (3.46)
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Donc, I’état intelligent paraquantique impair est donné par :

Y~ () = Asexp (;—f + a\ii?c - cln(x)) (3.47)
(As est une constante d’intégration). Une fois on a obtenu les états intelligents
paraquantiques, il suffit juste de remplacer le parametre A par 1 pour obtenir
les états cohérents paraquantiques qui prennent la forme suivante quand ¥ (x)
est paire :

Y (x) = Ajexp (_sz + av2z + cln(:z:)) (3.48)

et quand 1 (z) est impaire, 'expression des états cohérents paraquantiques est

la suivante :

U~ (z) = Agexp (_73”2 +aV2z — cln(m)) (3.49)

Puisque le but de ce travail est de calculer l'intrication des états cohérents
paraquantiques entre deux systemes, c’est a dire intrication bipartite on choisit
la concurrence C' qui prend des valeurs réelles de C' = 0 pour un état non
intriqué (état séparable) & C' = 1 pour un état qui a une intrication maximale.

L’expression de la concurrence est donnée par :

o 2|pv| /(1 — [{e)]?) (1 — [(816)]*)

T F [+ (] e) (818) + wrvlaly) (8]6) (3.50)

(Pour plus de détails sur la concurrence voir (Sec. dans le chapitre
précédent). Donc le premier pas vers le calcul de cette intrication paraquan-
tique est le calcul du produit scalaire (overlap) entre deux états cohérents
paraquantiques par exemple |a) et |y) qui est noté («|y) dans la relation (Eq.

3.50]). Ce produit scalaire est calculé en commengant par :

—+o00

(Galthy) = / (bal) 2l de (3.51)

[e.9]
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tel que : .
(ki) = [ (alie)*(alv.)do 3.52

oo
Notons i¢i que le produit (a|y) dans 1'équation (Eq. et le méme que
(Yo thy) c’est juste une notation. |1),) veut dire un état cohérent qui dépend du
parametre de cohérence o, qu’on peut I’écrire tout simplement |«). Ce produit
a deux expressions différentes selon la fonction d’onde v, () qui peut étre
paire ou impaire. Donc on va commencer tout d’abord de calculer I'intrication

dans le cas ou la fonction 1, () est paire notée 1 (x).

3.6 Intrication des Etats Cohérents Paraquan-

tiques Pairs

Comme on a déja mentionné, le produit (15 |¢)F) on peut 'écrire directe-
ment («|v). En remplagant les expressions des états cohérents paraquantiques

pairs dans la relation (Eq.[3.52)) on trouve :

<w$\wj> = AzA, /+OO exp (_—xZ + za/2 + cln(a:)) X

o 2
2
exp (Tx +zyV2 4 cln(m)) dx (3.53)
tel que :
+oo
i) = A, [ oo (< baGanE)d (35)

(la constante d’intégration A; pour les deux états [¢7) et [¢)7) devient As et

A, respectivement). Cette relation peut s’écrire sous la forme :

(WHwt) = AsA, exp (1(7 + a)2> /JroO 22
alPy afly 5 -

exp <_ (g; - %(v + a)>2> da (3.55)
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La technique utilisée pour calculer cet intégrale et simplifier cette expression

consiste a faire un changement de variable en posant :

t:x—%(ijo‘z) (3.56)

Apres I'utilisation du binome de Newton défini par :

(+y)" =) " hyk (3.57)
—o \ k
ou :
n n!
= 3.58
v T K= k) (3:58)

I’expression du produit scalaire de deux états cohérents paraquantiques pairs

a la forme finale suivante :

Q-1
+aht\ — (Q
(o [¥07) —AaA'yeXp( (vy+a) ) £ (Q - k—l)'
Q—k—1 -
(%(7 - @)) (14 (1)) zk%@)' (3.59)

Cette derniere expression s’est simplifiée en utilisant les propriétés de la fonc-
tion I'(z) (Pour plus de détails sur les étapes du calcul de ce produit scalaire
voir I'annexe . Une fois on a eu la relation de ce produit, on 1'utilise dans
I'expression (Eq. pour calculer la concurrence des états cohérents para-
quantiques pairs et donc, pour mesurer l'intrication bipartite. Rappelons pour
qu'un état soit intriqué d’'une maniere maximale, il faut que la concurrence
C = 1. Cette contrainte a donné naissance aux conditions nécessaires et suf-
fisantes pour l'intrication bipartite maximale [48]. rappelons que notre état
bipartite s’écrit :

|®) = ple) @ |8) +viy) ©|0) (3.60)
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour que notre état [i) soit intriqué
d’une facon maximale (C' = 1) sont [48] :

(1) p=vexp(ih) et (a|y)=—(B]0) exp(i#) (Oest un parametre réel)

pour le cas non orthogonal

(#7) |p| =|v| pour le cas orthogonal («|y) = (8|0) =0
Notre étude se base uniquement sur le premier cas ou le produit scalaire des
états cohérents n’est pas nul. Donc on va prendre seulement les conditions
du premier cas. Ces conditions sont vérifiées méme dans le cadre paraquan-
tique, veut dire que si on prend notre état |®) avec le produit scalaire de deux
états cohérents qu’on a développé et en prenant en considération les conditions
ci-dessus pour qu’'un état soit intriqué d’une facon maximale, on va trouver
exactement C' = 1. Les états suivants sont des états possedent une intrication

maximale (C' = 1) dans la théorie quantique :

la) @ | — a) — |ia) @ |ia) (3.61a)
o) @ |a) — |ia) @ | — ic) (3.61b)

A partir de ces états on construit leurs analogues dans le régime paraquantique

qu’on les note :

)y ® | — a)p — [iar), ® i), (3.62a)

)y @ |a), — [ia), @ | — i), (3.62D)

(I'indice p indique état paraquantique). Le calcul de la concurrence de ces
états nous donne C' = 1 donc ces états sont intriqués d’une facon maximale.
On peut dire que si un état est intriqué d’'une maniere maximale dans le cas de
la quantification canonique, cet état restera intriqué d’une maniere maximale
quand on généralise cette quantification. Cela montre que la paraquantification
n’a pas d’influence sur les états qui sont déja intriqués d’une facon maximale.

Les états cohérents qui ont une intrication maximale sont des états robustes
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contre la généralisation de la quantification canonique.

3.6.1 Etude Numérique de L’intrication des Etats

Cohérents Paraquantiques Pairs

Dans cette partie nous allons aborder I’étude numérique et les différents
cactéristiques de l'intrication des états cohérents paraquantiques par rapport
au parametre de la cohérence a en plus du parametre de la paraquantification

c. Pour cela, nous nous intéressons a un état donné par I’expression suivante :
@) = |a)y @ | — )y + €| — ), ® | = 3a), (3.63)

La concurrence de cet état est :

_ 1 — |p(—al = 3a),|
1+ cos (0) |,(—a| — 3a),|

(3.64)

L’etat (Eq. [3.63]) est intriqué d’une fagon maximale si I'une des conditions

suivantes est vérifiée :

(1) Si # =7, donc 'expression de la concurrence devient

- 1— ‘p<_a| - 3a>p

O —
1 - ‘p<_a| - 3O‘>p

} =1 (3.65)

on dit donc que l'état (Eq. [3.63]) est intriqué d’une maniere maximale.

(2) Sile produit ,(—a| —3a), = 0, cela nous donne C' = 1 dans le cas ou les

états son orthogonaux.

Le calcul de la concurrence C' en fonction du parametre de la cohérence « et
du parametre de la paraquantification ¢ de I’état (Eq. nous permet de tra-
cer des courbes a travers lesquelles on peut voir la variation de la concurrence
C'. La premiere figure (Fig. représente la concurrence C' en fonction de «
et cou a € [0.3,1.5] et ¢ € [0,2]. D’apres cette courbe on voit que si un état

est intriqué d’une fagon maximale dans l'algebre non déformée (¢ = 0) pour
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FIGURE 3.1 — La concurrence C' de 'état (Eq. [3.63) pour § = 7 en fonction de
a et cavec a € [0.3,1.5] et ¢ € [0, 2]

a > 1, cet état reste intriqué d’une maniere maximale pour n’importe quelle
valeur de c. Donc les états intriqués d’une maniere maximale sont des états ro-
bustes par rapport au déformation de 1'algebre (par rapport a la généralisation
de la quantification canonique). Ce résultat est déja confirmé analytiquement
ou notre calcul de C' dans le régime paraquantique nous donne exactement
C = 1 indépendamment des valeurs du parametre de la paraquantification c.
(voir Fig. |3.1]).

La figure (Fig. [3.2) montre la variation de C' en fonction de « et de c.
D’apres cette figure on voit que la concurrence C' augmente et varie avec a et
bien sur pour des différents valeurs du parametre ¢ jusqu’a la valeur C' = 1 qui
désigne que l'intrication est maximale. La concurrence C varie et atteint la va-
leur maximale C' = 1 pour une valeur bien précise de o (av ~ 1.4). Apres cette
valeur, la concurrence C' ne change plus quelque soit la valeur de « (la concur-
rence est saturée). Dans 'intervalle de o € [0.3,1.4], la concurrence est tres
sensible aux variations du parametre ¢ ot on voit une relation inverse entre la
concurrence et le parametre ¢ pour a € [0.3,1.4]. La concurrence diminue avec
la croissance de ¢ pour une valeur fixe de a. Pour ¢ = 0 et a = 1.2 la concur-

rence C' = 1, par contre pour ¢ = 2 pour la méme valeur de «, la concurrence
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FIGURE 3.2 — La concurrence C' de I'état (Eq. [3.63)) pour = 0 en fonction de
a et ¢ avec « € [0.3,1.5] et ¢ € [0, 2]

C = 0.94. Mais apres la valeur de o ~ 1.4 la paraquantification n’a plus d’effet
considérable sur I'intrication maximale des états cohérents paraquantiques et
la concurrence est fixeé a 1 (C' = 1). Dans l'intervalle de a € [0.3,1.3], la
paraquantification diminue le taux d’intrication bipartite des états cohérents

paraquantiques.

FIGURE 3.3 — La concurrence C' de I'état (Eq. [3.63)) pour § = 0 en fonction de
a et ¢ avec « € [0.95,1.05] et ¢ € [0, 2]
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La figure (Fig. montre le changement de la concurrence C' en fonction
de « et de ¢ pour une phase § = 0 et dans un intervalle de « tres petit,
telle que la concurrence C' varie entre 0.93 et 0.99. On constate nettement
les petites variations de la concurrence C' en fonction de v et ¢ € [0,2]. On
constate aussi une relation inverse entre la concurrence et le parametre de la
paraquantification ¢. Quand ¢ augmente, la concurrence se réduit pour une
valeur fixe de a. Pour @ = 1 quand ¢ = 1 la concurrence C' ~ 0.96, par
contre pour la méme valeur de «, ¢ = 2 correspand a une valeur de C' ~
0.93. On dit donc que la paraquantification diminue le taux de Uintrication
paraquantique. Donc pour qu’on obtient une intrication maximale pour 6 = 0
il faut que le parametre de la paraquantification soit tres petit. La déformation
de 'algebre provoque une diminution de l'intrication paraquantique. On dit
donc que le comportement de la paraquantification peut s’interpréter comme
une décohérence qui provoque la diminution de 'information et par conséquent

la diminution de l'intrication des états cohérents paraquantiques.

3.7 Intrication des Etats Cohérents Paraquan-

tiques Impairs

Nous rappelons l'expression des états cohérents paraquantiques impairs

(Eq. : )
U, (7) = Coexp <% +av2r — cln(a:)) (3.66)

qui est équivalente a :
—x2
U () = Agx Cexp (T + a\/§x) (3.67)

(on remplace Cy la constante d’intégration par A, puisque on a un état cohérent
qui dépend du parametre de cohérence «). Le produit scalaire de deux états

cohérents paraquantiques impairs (¢, [¢)>") quon le note directement (a|y) est
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donné par :

“+oo

(ah) = a4, |

—00

2
r % exp (Tx + xd\@) X

2
exp (Tx + x»y\/i> do (3.68)

Le résultat final du calcul de ce produit des états cohérents est :

. L ]S @ k—2)
(o) = Aasexp |5 (1 + ) e

{L (o + @} T s ] —%ﬂ)! (3.60)

(—1)* %

(Pour le détail de ce calcul et les différentes étapes voir 'annexe . A par-
tir de cette expression on peut directement calculer la concurrence C, et on
peut déterminer si les conditions de l'intrication maximale dans le cas ou les
états sont non orthogonaux sont vérifiées ou non. Le calcul de la concurrence
dans ce cas nous donne C' = 1 donc on dit que les conditions sont vérifiées
et notre état paraquantique impair bipartite est intriqué d’une facon maxi-
male. Ce résultat renforce nos précédentes conclusions que pour un état qui
est déja intriqué d’'une maniere maximale, la paraquantification n’a pas d’ef-
fet sur la concurrence qui reste égale a 1 et par conséquent sur 'intrication

paraquantique.
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Chapitre 4

Intrication des Modes
Fermioniques-Antifermioniques
dans L’espace-temps de Bianchi

I Non Commutatif

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, en utilisant ’entropie de Von Neumann notée Sg g on va
étudier et analyser 'effet de la structure et de la déformation de ’espace-temps
caractérisée par le parametre 6 ainsi que la fréquence des modes k| sur I'intri-
cation quantique créée entre deux modes fermions - antifermions dans ’espace-
temps de Bianchi I non commutatif. La géométrie non commutative de I’espace-
temps joue un role tres important dans des domaines variés, par exemple en
physique des particules et en cosmologie [49-51]. L’intrication quantique a été
largement étudiée dans un contexte non relativiste notons que la plupart des
investigations sur ce phénomene quantique qui n’a aucun equivalent classique,
considérent que notre espace est plat [12-1652,53]. Cependant, I’étude de I'in-

trication ou la géométrie de ’espace-temps est prise en considération lors de la
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déscription des états des systemes est tres recommendée car notre monde est
relativiste. Le champ de l'information quantique relativiste ainsi que l’intri-
cation relativiste a un intérét croissant et beaucoup de travaux de recherches
ont été publiés dans ce domaine [54H59|. L'intrication dans un régime ou les
effets relativistes sont non négligeables présente des nouvelles caractéristiques
qu'on peut pas les atteindre avec l'intrication non relativiste. Réfs. [54,[55]
montrent que l'intrication quantique des particules fermioniques et bosoniques
dans un model bien précis de Freedman-Robertson-Walker (F. R. W) a une
dépendance sépciale par rapport a la masse m et les fréquences des modes k.
En fait, comme il a été souligné en [54], I'intrication a été affectée par non
seulement la structure de 'espace-temps en cours d’étude mais aussi par le
choix de la théorie quantique des champs employés. C’est a dire la réponse
de l'intrication des fermions au dynamique de 'expansion de 1’espace-temps
est différente de celle des bosons. Les études et les travaux de recherches sur
I'intrication relativiste peuvent nous aider a l'utiliser comme un outil afin de
savoir et déterminer les propriétés de l'espace-temps [55]. Dans notre travail
de recherche comme on va voir dans ce chapitre, quelques quantités thermo-
dynamiques ont été bien déterminées en utilisant l'intrication générée entre
les modes fermioniques et antifermioniques qui est tres sensible a I’anisotropie
et a la déformation de l'espace-temps. Ce qui est important est du savoir le
taux d’information concernant l’anisotropie, la déformation et les propriétés
thermodynamiques qu’on peut attiré de l'intrication créée par I'expansion de
I’espace-temps de Bianchi I. La contribution de la non commutativité a tra-
vers le parametre # dans ce travail est : la limite supérieure de l'intrication
des fermions exprimée par l'entropie de Von Neumann Sg g (Sg.r = 1) dans
I'intervalle physique de k; n’est plus log, N (sachant que N représente la di-
mension de I'espace d’Hilbert qui égale a 2 dans notre cas) correspond a une
valeur négative de k,, mais elle dépend fortement des valeurs du parametre
0. La valeur maximale de Sg g = 1 correspond a k; = 0. Ce chapitre est

structuré comme suit : dans la section 4.2| on va rappeler quelques notions
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de base de la géométrie non commutative puis on va présenter 1’équation de
Dirac non commutative. Dans la section [4.3| on va analyser le mécanisme de
création des paires fermions-antifermions en utilisant ’approche quasi clas-
sique et exprimer la densité de création des paires en fonction des coefficients
de Bogoliubov. Dans la section on va obtenir ’expression de I’entropie de
Von Neumann en fonction des coefficients de Bogoliubov et en fonction de la
densité de création n. La section présente une étude complete sur 'intrica-
tion entre fermions-antifermions en plus d’une analyse détaillée des différents
effets de la structure et de la déformation de I’espace-temps de Bianchi I non

commutatif sur ce phénomene.

4.2 La Géométrie Non Commutative

4.2.1 Motivation

La géométrie non commutative est devenue un sujet de recherche tres ac-
tif aussi bien en physique théorique qu’en mathématiques. En mathématiques
on trouve souvent le mot -non commutative- telles qu’il y a plusieurs struc-
tures qui ne commutent pas, comme par exemple les groupes non abéliens qui
sont connus souvent par les groupes non commutatifs. En physique et plus
précisément en mécanique quantique, 1’algebre non commutative est 'un des
meilleurs exemples. Pour deux opérateurs hermitiens on peut définir une rela-
tion d’incertitude entre leurs observables. La position x et I'impulsion p, selon
la méme direction ne commutent pas ce qui implique la fameuse relation d’in-
certitude d’Heisenberg. La géométrie non commutative est une généralisation
de ces exemples ot on considere la possibilité d’avoir deux dimensions spatiales,
comme x et y par exemple, ne commutent pas (x -y # y-x). Cela implique
une relation d’incertitude entre ces deux directions a I’échelle quantique. L’idée
que les coordonnées spatiales peuvent étre ne pas commutées est tres ancienne

ou le premier travail publié dans cette direction peut étre s’adressé a Sny-
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der [60] . L'une des motivations d’introduire 1’espace-temps non commutatif
vient des divergences de la théorie quantique des champs (Les effets ultra-
violet). Malgré qu’il existe des programmes de renormalisation, mais 1'idée de
la non commutativité reste valide ce qui provoque les chercheurs a reformuler
la théorie quantique des champs dans un espace commutatif pour obtenir la
théorie quantique non commutative des champs. Seiberg et Witten ont supposé
qu’on peut avoir un passage ou bien un mapping de la théorie non commu-
tative des champs vers la théorie commutative des champs. Ce mapping est
connu par le mapping de Seiberg-Witten (Seiberg-Witten map) [61]. La non
commutativité de ’espace-temps est intrinsequement reliée avec la gravitation.
Plusieurs investigations ont été dirigées vers la reformulation de la théorie de

la gravitation dans un espace-temps non commutatif |62-68§].

4.2.2 Formalisme Mathématique

Dans le formalisme mathématique on va juste rappeler d’une fagon générale
les notions de base de la géométrie non commutative. D’une facon analogue a
la quantification de I’espace de phase classique, I’espace-temps non commutatif
est défini en remplacant les coordonnées de cet espace x* par des opérateurs

hermitiens z# satisfont la relation de commutation suivante :
[z, 2] =i 0" (4.1)

avec 0" sont des éléments réels d’'une matrice antisymétrique d x d de dimen-
sions (longueur)2 qui controlent la non commutativité de 'espace-temps de di-
mension d. Cette relation de commutation implique une relation d’incertitude
entre deux directions spatiales a I’échelle quantique comme une conséquence

directe de la géométrie non commutative ce qui nous permet d’écrire :

(Aa#) (Aa*) > 2|0 (4.2
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Cette relation d’incertitude nous oblige d’abandonner la notion des objets lo-
calisés par des points mais plutot par des surfaces. Il est clair qu’a partir de la
relation (Eq. la non commutativité mene a la violation de la symmétrie du
Lorentz. On représente les fonctions non commutatives comme des fonctions
des coordonnées commutatives et la multiplication ordinaire par le produit

étoile de Moyal (Moyal x —product) de la fagon suivante :

f(@)-9@@) — [flx)*xg(x) (4.3)

sachant que le produit—sx de Moyal est défini par [64] :

P9t = f@ew (50053 ) s @) (4.4

qui prend la forme suivante au dela de O(6?) :

F@)eg(e) = [@)g) +5070.f ()0 ()

- (i) 0" 60,0, f («) Dhng () + .. (45)

Les expressions mathématiques du mapping de Seiberg-Witten des é/, w,, ainsi
que le parametre de jauge A que nous allons présenter dans cette partie du
notre these, sont celles de la référence [62] qui est basée sur I'approche de A.H.
Chamseddine [63]. 11 est tres important de noter qu’il n y a pas un principe
physique ou bien un formalisme mathématique qui peut mettre des contraintes
sur 'ordre de magnitude du parametre de la non commutativité 6. L’échelle de
I'énergie reliée peut étre a 'ordre de TeV [69-76] ou bien a I’échelle de Planck

comme le cas de la gravitation quantique [77-80].
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4.2.3 L’équation de Dirac Non Commutative

On peut montrer que ’équation de Dirac pour une particule spinorielle

1/3 sans masse dans un espace-temps non commutatif est donnée par : (voir
I'annexe [C)) :

7 (i07 + Ag) +9777 By |+ =0 (4.6)

ou

&

a=1

4
A 5 - sho(~fd _ ~d
Al = <e’; Zwﬁ“) + R (e (w,’j - wuf)] (4.7)
1

B = s[ (@a) + Lot (0,0,0) (agaﬁagb)} s (48)
(sachant que & et R dénotent la partie imaginaire et la partie réelle respec-
tivement). Igi é* et w/4 sont les vierbeins et les connexions de spin respec-
tivement [62]. Leurs expréssions sont données en fonction de leurs quantités
commutatives correspondantes (voir Uannexe [D)). 6 est le parametre de la non
commutativité. Les matrices de Dirac non commutatives v* et les dérivés par-
tielles 0, dans un espace-temps courbé sont liées a celle de 'espace plat de

Minkowski a travers les relations suivantes :
" =éy (4.9)

et
0, = el 0y (4.10)

(I'indice Grec et 'indice Latin sont utilisés pour I'espace courbé et ’espace plat
respectivement). Les vierbeins vérifient la relation d’orthogonalité suivante :
(e xe" + ey xe)) =0y (4.11)

1
9 w
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Puisque 6, représente une matrice antisymétrique, donc pour simplifier les

calculs, on la choisit de la forme suivante :

0 06 0
0 00 0
0,0 = (4.12)
000 0
0 00 0

4.3 La Création des Paires des Modes Fermio

niques-Antifermioniques

Au cours de ces dernieres années, un effort considérable a été fourni pour
comprendre les processus quantiques en présence des champs extérieures. La
théorie quantique des champs en présence des champs extérieures en général
est une théorie associée a linstabilité du vide. Cette instabilité mene aux
caractéristiques tres intéréssantes comme la création des paires particules-
antiparticules. Le processus de création des paires a été largement étudié dans
différents contextes, supposons que la géométrie est commutative [81-87], en
plus de la création des paires ou la géométrie est supposée non commuta-
tive |49,/50]. La majorité des travaux publiés dans le champ de création des
paires consiste a supposer des espace-temps isotropes et homogenes ainsi que
I'existence d’un champ électrique extérieur, comme les modeles de De Sit-
ter et Robertson-Walker. L’introduction d’'un champ électrique extérieur peut
améliorer la création des paires particules-antiparticules. Différentes méthodes
ont été utilisées afin de déterminer la densité de création. Notre approche se
base sur les coéfficients de Bogoliubov pour déterminer la densité de création
des paires que nous allons 1'utiliser apres pour calculer ’entropie de Von Neu-
mann. La méthode que nous allons présenter ici consiste a utiliser le comporte-
ment asymptotique des solutions de I’équation de Dirac (puisque notre travail

de recherche consiste a déterminer l'intrication entre les paires fermionques-
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antifermioniques créées) et l'utilisation de la notion des champs ”in” et les
champs "out”. Puisque la métrique présente une singularité a ¢ = 0, donc il
est impossible d’utiliser approche adiabatique [88] pour définir les états des
particules. Pour faire cela, on doit suivre I'approche quasi classique utilisée
par Villalba (voir réf. [85]) pour identifier les fréquences des modes positives
et négatives et voir le comportement asympotique des solutions a ¢t — 0 et
t — o0o. Apres, on résout I’équation de Dirac non commutative et on compare
les solutions obtenues avec la limite quasi classique. L’espace-temps de Bianchi

I est caractérisé par une métrique de la forme :
ds* = —dt* + ¢* (da® + dy?) + dz* (4.13)

avec la convention que la signature de 'espace-temps est (—, +, +, +). Puisque
nous avons dit que notre travail se base sur des particules spinorielles sans
masse, donc il est préférable d’utiliser la représentation chirale des matrices de

Dirac 7/ qui ont la forme :

O2x2 1oxo O2x2  Oiax2 1o 022
]-2><2 02><2 —0i2x2 02><2 02><2 _12><2

ou (i = 1,3). o; sont les matrices de Pauli 2 x 2. En utilisant le paquet du
calcul tensoriel du logiciel Maple 16, les composantes non nulles des vierbeins

et des connexions de spin au dela du deuxieme ordre en ¢ sont :

~0 ~3

eg = e3=1

A= a-50-5%)

13 _ _@52_%@31:_%@?:4% (4.15)
2

02 = A§3—1+%
2

@ o= =14
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Pour éviter toute ambiguité, le symbole "tilde” présente l'indice de 'espace
courbé. Le calcul des composantes des champs Af et B nous permet de réécrire

I’équation (Eq. sous la forme :
[17"0), + 7" Ay ++*° ByJh = 0 (4.16)

sachant que, Ay et By sont uniquement les composantes non nulles. Puisque

I'indice pu = 0, 3, 'équation (Eq. peut s’écrire :
i (1000 + 710, +4%9, +770.) + 7" Ay + 4" Bylib = 0 (4.17)

On peut facilement trouver les expressions des matrices de Dirac v* a travers
la relation (Eq. . En remplacant les expressions des composantes A, et
Bs des champs Al et BY avec les expressions des matrices v* en fonction des

matrices v/, 'équation (Eq. 4.17) devient :

a+' LN O i 267 L0,
QT 128 ) " ar Tt 128 )7 oy
L0 2(2_5992

ey 128

~

) 7+ 73752%} =0 (4.18)

En remplacant par les matrices de Dirac ordinaires on trouve :

Oox2 loxo %_@ZAJ _'_E (1 B 25292> 0255 (0'1)2><2 Z_QZJ + EX
1oyo Ogxo t ¢ 128 —(01)2X2 022 &z ¢
(1 B 2592> 0252 (02) 959 81& 0252 (03) 92 8_12
128 - (‘72)2x2 022 @y - (03)2x2 022 &
B g (2 B 5192982) O2x2 loxo & n g O2x2 —(03) 9o 1& _0
¢ 12><2 02><2 t - (03>2X2 02><2
(4.19)
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Afin de trouver les solutions de I’équation de Dirac (Eq. [4.19) dans l'espace-
temps de Bianchi I non commutatif, on suppose que le spineur z/} possede les

04-composantes suivantes :

X1
e (4.20)
X3

X4

telles que :

x1 = h
X2 = fg €ik.f (421)
X3 = f3

Xa = fa

On remplace ces dernieres expressions dans ’équation (Eq. et par un
calcul simple et directe qui consiste a appliquer les dérivés partielles sur les
composantes de 1@, on va obtenir un systeme de 04-équations différentielles
du deuxieéme ordre. La composante f; () (j = 1,_4) de ¢ vérifie I'équation

différentielle suivante :

0> 5;2(25) N % 8fét(t) N (% n % _ k2> fit)=0 (4.22)

avec les parametres :

A = 1-2i0]

o Qj2k,2 Qj2_9j2 4.23
J 1 L_l_ 3 2 ( )
D, = —ikl—-2KQ}
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tels que

Koo= k4

Ko= (1)

Q= (4.24)
Q) = O

Q= Q (67 — 072 — 67 + 57

et
25 62
0 = —1
! 08
59 62
Q, = —2(2— 4.2
2 ( 128) (4.25)

0
9325

Maintenant, on suppose que notre fonction f; (t) peut s’écrire sous la forme
suilvante :

fi (1) = 1 &y (1) (4.26)

Avec cette nouvelle forme de f; (t), 'équation différentielle (Eq. 4.22) devient :

o 00 (1) o oot At Oh(t) | s e a1
i 67]52 +(2t15j+2ajtf + : )T—i—(tfﬁj—i—?ajt] +
Ates Aq ¢ D
— 0+ a;(a; — 1) 0972 4 %t%—l ot k2> h(t)=0 (4.27)
avec
1—A;+4/(A; —1)>— 40,
a; = ’ \/ 2] ’ (4.28a)
1
Bj:_§ (4.28b)
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L’équation différentielle (Eq. 4.27)) avec les expressions de a; et 5; données par
le systeme d’équation (Eqgs. [4.28)) peut s’écrire comme une équation différentielle
de Kummer de la forme générale suivante [89] :

d? h; (t) dh;(t)

t b —t
dt? + (b =) dt

sachant que les coefficients a; et b; sont donnés par :

A
a; = —7j — Oy — Dj (430&)
bj = -2 O[j — Aj (430b)

avec la contrainte :

1

Donc résoudre I’équation de Dirac (Eq.[4.22)) est équivalent a résoudre I’équation
différentielle (Eq. [4.29)). L’équation (Eq. |4.29) a deux solutions appelées les

fonctions de Kummer notées par M (a;,b;, z) et U (a;, b;, 2) telles que :

M (a;,b;,2) = g (zf;;j) (4.32a)
Ulay ) = oo ( i+ cEj] b Zl)“(b] B
Y (152 a]) Z;J_Q 0 (4.32b)
olt (a), est défini par :
(a),=a(a+1)(a+2)...(a+n—1) (4.33)

avec la condition initiale (a)g = 1. La solution de I’équation (Eq. 4.29) qu’on

I’appelle la solution complete, est la combinaison linéaire des deux solutions



M<aj7ijz) et U<aj>bj>z) :
£ (8) = C{ 1% 2 M (a;,bj,t) + C§ %9 €2 U (a;, by, 1) (4.34)

(C7 et CJ sont des constantes). Pour déterminer la densité de création des
paires fermions-antifermions, notre approche se base sur le comportement
asymptotique des solutions de I’équation (Eq. at—0etat— oo Pour
cela, on va utiliser les fonctions de Whittaker pour étudier le comportement
asymptotique des solutions précédentes. Les fonctions de Kummer peuvent

s’exprimer en fonction de celles de Whittaker par les relations suivantes :

1 z 1

M (5 A1+ 2u, z> =iz (3™ My, (2) (4.35a)
1 z 1

U (5 +u— 142, z) = e o (atn) Wi, (2) (4.35Db)

avec My , (z) et Wy, (2) sont les fonctions de Whittaker. Notons que la fonc-

tion de Whittaker M, , (2) est reliée a W), (2) par la relation suivante :

e Wy L (2) (4.36)
telle que
(Wau(2)* = Woru(—2) (4.37)
et
(M p(2)* = (—1)"72 My _(2) (4.38)

Maintenant, on va identifier le comportement asymptotique et les modes po-
sitifs et négatifs a ¢ — 0 (le champ ”in”) et a t — oo (le champ ” out”).
Pour faire cela, on va baser uniquement sur la fonction f(;—1) = f (les résulats
peuvent étre facilement étendues aux autres fonctions f;, (j = 2,_4) Le com-

portement asymptotique de la fonction f (t) a ¢t — 0 avec les modes positifs et
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négatifs est donné par :

o My () ~ e s T (4.39a)

_ 1
fin ~ (M (1)) ~ (=1)"72 My (1) (4.39b)
et de la méme fagon le comportement asymptotique pour ¢ — oo est :

o~ Wa(t) ~ ezt (4.40a)

Jout ™~ (W/\,u(t))* ~ W—A,u(_t) (4'4Ob>

tels que les parametres p et A pour les deux cas sont donnés par :

= % (b — 1) (4.41a)
A= % (b — a) (4.41D)

On peut exprimer les modes "in” sous forme d’une combinaison linéaire des
modes positifs et négatifs "out” a l’aide des transformations de Bogoliubov qui

prennent la forme suivante :

ifz(k/l7 0, t) = O‘li_,@ ojz:zt(kLv 0, t) + 51:5_,6 (fj;t(kl’ 0, t))* (442)

ol oz,fL o and B,:fl o sont les coefficients de Bogoliubov. On défini les solutions

spinorielles de I’équation de Dirac dans I'espace courbé par les deux relations

suivantes :
Uinout (K, 7,1) = fom o (K1, 0,0) €57 T (0, ) (4.43a)
Vinout(Fy Z,8) = (fi (b1, 0,8)* %7 V(0, 5) (4.43b)

% L0

sachant que U(0,s) et V (0, s) sont les spineurs de I’espace plat ordinaire. (”s
désigne les états du spin). D aux transformations de Bogoliubov, le champ

dans les deux régions "in” et "out” peut prendre la forme suivante en utilisant
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les opérateurs d’annihilations et de créations :

—

wm,out = / d%g Z[ain,out <E, S) Uin,out <

(2m)* 4
Vinou (F.2.)] (4.44)

T

1) 46 (F15)

+

in,ou

(@inout €6 ;) . sONt les opérateurs d’annihilations et de créations des fermions
et des antifermions respectivement). Profitons de la forme des transformations
de Bogoliubov, on peut montrer que le produit tensoriel de 1’état du vide d’une
particule et d'une antiparticule dans la région ”in” peut s’écrire sous la forme

suivante :

‘O>zn ® ‘O>zn - H(AO|0>out ® ’0>out + A1|1kL>out ® ‘]‘7kj_>0ut) (445>
ki

notons que |1_j, ) et |1z, ) représentent un mode d’antiparticule et un mode
de particule avec un moment (—k, ) et (k) respectivement. Afin de trouver la

relation entre les coefficients Ay et A; on suppose que :
bin (k1) [0)in ® [0)in = 0 (4.46)
ce qui nous permet a écrire la relation :
o, Aillog, ) + B Aollg,) =0 (4.47)

sachant que oy, = oz,i’g et By, = 512,0' A partir de la relation (Eq. 4.47)) on

peut directement écrire la relation :

Ay = =A% Ay (4.48)
ol
A, = Py (4.49)
Qg
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La normalisation de I’état (Eq.4.45)) nous donne I’état du vide normalisé défini

par :

00u®00u_A* 1Lou®1—Lou
\0>m®\o>m:H<'“ o Sl e ’““) (4:50)

VI+HI[AL
En utilisant les coefficients de Bogoliubov donnés par la relation (Eq. [4.36) et
profitons de la relation (Eq.[4.42)), on peut définir le rapport A, des coefficients
de Bogoliubov qui va prendre ’expression suivante :

2

r(i A . 1
(2 +;u+ ) ’e—lﬂ(k—u—§>’2 (451)

A P= |27
I EEVES

Il est important de mentionner que lexpression de |Ay,, |? dépend des valeurs
des parametres p et A (sachant que ces parametres peuvent étre réels, com-
plexes ou bien imaginaires purs). (Les différents cas sont donnés en détail dans

I'annexe [F)).

4.4 Intrication des Modes Fermioniques-Anti
fermioniques créés Dans L’espace-temps de

Bianchi I non commutatif

Aprés la détermination du rapport |Ay |? des coefficients de Bogoliubov
qu’on va l'utiliser pour calculer 'intrication des paires des modes particules-
antiparticules. D’apres les relations précédentes, il est clair que ’état du vide
dans la région ”7¢n” correpond a un état intriqué dans la région "out”. Rap-
pelons que I’état normalisé du vide (Eq. est un état intriqué des modes
fermioniques et des modes antifermioniques avec une matrice de densité réduite

donnée par :

1

- 1+ |Ak |2 (|0>outout<0| + |Akl|2 |1k’L>outout<1kL|) (452)
1

Pk,
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Puisque I’état est pur, donc l'intrication est déterminée en utilisant I’entropie

de Von Neumann notée Sg g défini par :

1+ |Ak |2
Slon) =logy | ——53 7 (4.53)

1+|Ay |2
|AkL| +

Notons qu’on peut exprimer I'entropie de Von Neumann Sg g en fonction de

la densité de création ny, par la relation suivante :

S (e, ) = log ( ( ()~ ) (454)

- ﬁlﬂ. )1 o

Selon les valeurs du parametre de la non commutativité 6 (qui peut étre positif,
négatif ou bien égal a zéro qui correspond au cas ordinaire commutative) on
a trois cas différents, tel que |Ay |* peut prendre des expressions différentes

comme suit :

1. =0
inh
| kL|2 _ fL‘S;H (7TI‘) e—87rkL (455)
(1+y)” y sinh (7y)
ou :
1
1
yszL—l—g (4.56b)
2.0>0

(29T (—22) sin (m22)]? I <1+ CrenE )

0
X

|AkL|2 = no;
(21 T (—x1) sin (7z1)]? [] (1 (n+$1 )

n=0

exp (—87r <y2 + )) (4.57)
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3.0<0

m H < (N+I2)2>

|Akl|2 = X

[1 T (—x1) sin (7z1) T (2 )]zﬁ (1 n+z1)2>

exp( stmty)) @

avec :

T :g -1 (4.59a)
0
oy = — 2 4.59h
(4.59b)
2
25 62 62 1
ylz\/<1— 64)k:i+z+§ (4.59¢)
25 02 62 1
y2=\/(1— 64>k:i+z—§ (4.59d)

4.5 Discussion des Résultats Numériques

Par I’analyse de nos résultats numériques concernant le comportement de
I'entropie de Von Neumann Sg g dans I'espace-temps de Bianchi I non com-
mutatif en fonction des fréquences des modes k; et du parametre de la non
commutativité 6, on a constaté deux régions notées par I et Il correspondant
aux k) < % et k; > % respectivement. Dans la région I I'entropie de Von
Neumann Sg g a une valeur maximale pour k£, = 0 qui varie dans l'intervalle

S5% €10.44,0.97] pour 6 € [0.01,0.09]. Quand le parametre 6 est relative-
ment petit (6 € [0.01,0.05]), Sg.g diminue avec I'augmentation de k; jusqu’a
atteindre une valeur minimale Sj% € [9 x 107",3.5 x 107'%] pour une valeur
de k| =

tite valeur Sp, p € [3 x 107'%,4 x 107'°] pour une valeur de k; =~ 0.55 (S 5

%, apres elle augmente jusqu’a ce qu’elle atteint un pic de tres pe-

veut dire la valeur de Sg g correspondant au pic). Finalement, Sg g diminue

encore une fois et disparait a l'infini. Cependant pour des valeurs de 6 rela-
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FIGURE 4.1 — La variation de 5¢.g FIGURE 4.2 — La variation de Sg g

en fonction des fréquences des modes en fonction des fréquences des modes
k1 pour des différentes valeurs dupa- k| pour des différentes valeurs du pa-
rametre de la non commutativité 6 rametre de la non commutativité 6
dans la région I dans la région 11

tivement grandes 6§ € [0.06,0.09], Sg g devient une fonction décroissante avec
l'augmentation de k; (voir Fig. et Fig. . Notons que le comportement
de Sg.r en fonction de k; et de 6 est completement différent dans les deux
régions I et II. Dans la région I, pour une valeur fixe de k, , on constate une
relation inverse entre Sg g et 0, telle que dans cette région Sg g est une fonc-
tion décroissante avec I'augmentation de 6. Par contre dans la région II, le
comportement de Sg g est different de celui de la région I, telle que Sg g est
une fonction croissante de 6 (voir Fig. et Fig. . Nous avons présenté
dans les figures (Fig. et (Fig. la variation de Sg g en fonction du
parametre 6 et les fréquences des modes k; sous forme des contours et en 3D
respectivement. L’explication théorique de ce comportement de S g est que
dans la région I, le rapport Ay, est approximativement proportionnel & e =4,
Donc, il est clair que si § augmente, Ay, diminue, et d’un autre coté, puisque
aS 1

PAr = T log, Ay est positif pour Ay < 1, donc pour cela, Sg g diminue
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FiGURE 4.3 — La variation de
So.r en fonction des fréquences
des modes k, pour des différentes
valeurs du parametre de la non
commutativité § € [—0.09,0.09]
sous forme des contours

FIGURE 4.4 — La variation de Sg g
en fonction des fréquences des modes
k1 pour des différentes valeurs du pa-
rametre de la non commutativité 6 €
[—0.09,0.09] en 3D

(voir Fig. Il est important de mentionner que dans la région I la densité
de création des paires a un comportement non thermique. A cause de ’ani-
sotropie de 'espace-temps de Bianchi I (qui est treés compliqué par rapport a
I’espace-temps isotrope F. R. W de ) et de la non commutativité, si un
gaz fermionique créé est observé a un temps plus grand que le temps d’expan-
sion, alors la densité du nombre des particules dévie de la distribution quasi
équilibre sans une température bien définie ni un potentiel chimique. En plus,
une paire de particule-antiparticule créée dans un espace-temps anisotrope ne
peut pas atteindre un état d’équilibre dans toutes les directions de cet es-
pace sauf si leurs énergies dépassent une certaine valeur critique (k; =~ 1)
au dela de laquelle, les effets anisotropiques deviennent négligeables. Donc on
peut dire que pour k; < % I’énergie de la paire particule-antiparticule créée
est petite par rapport a la vitesse de 'expansion de l'univers dans les deux
directions x et y et la densité de création des paires est dans un état non

thermique hors d’équilibre. Concernant la valeur privilégiée de k; (k, = 0)

pour laquelle 'entropie de Von Neumann est maximale Sg g, (sa valeur de-
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FIGURE 4.5 — La densité de création FIGURE 4.6 — La densité de création

n en fonction des fréquences des n en fonction des fréquences des
modes k, pour différentes valeurs du modes k, pour différentes valeurs du
parametre 6 dans la région I parametre 6 dans la région II
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FIGURE 4.7 — La densité de création n en fonction des fréquences des modes
k, et du parametre de la non commutativité € sous forme des contours

pend fortement du parametre 6) est reliée au longueur d’onde caractéristique
corrélée a la structure aussi bien que la non commutativité de ’espace-temps

(déformation). En fait, contrairement a l'argument donné dans la référence
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(Réf. [54]) qui stipule qu’il est tres facile d’exciter les petits modes k lors de
Iexpansion de l’espace-temps. Concernant le comportement fermionique de
I’entropie de Von Neumann Sg g en fonction de £, en plus du type des par-
ticules sous I’étude (fermions ou bosons) il dépend aussi de la structure et
la spécificité de 'espace-temps. Il est également tres important de mention-
ner le fait que dans la région I (k: 1 < %)7 la non commutativité joue le role
de la gravitation et ralentit ’expansion de ’espace-temps ce qui provoque la
décroissance de l'intrication entre les fermions-antifermions. Contrairement a
la région I, dans la région II (k 1> %), So.e est une fonction croissante du
parametre 6 pour une valeur fixe de k. Théoriquement, ce comportement im-
portant de Sg g peut étre expliqué comme suit : concernant 1’éxistence des
valeurs minimales et des valeurs maximales de S g pour des valeurs de 0 rela-

tivement petites autour des valeurs k; =~ 0.5 et k| = 0.55, nous avons obtenu

Sq.E 0°5q.8

. ) L
numériquement que —5= > _=0,et aT) >0 (pour le minimum)
k0.5 1 Jkim05
8SQ‘E 8ZSQAE M
et —r =0, et 5= < 0 (pour le maximum). Pour des va-
L J ki ~0.55 1 Jki~055

leurs de 6 relativement grandes, nous avons trouvé numériquement qu’il n’y a
pas de minimum ou de maximmum et S g est une fonction décroissante de
toutes les valeurs de k; € [0, +oo] (voir Fig 4.2)). Pour montrer le compor-
tement thermique de la densité de création n et par conséquent Sg g il est
important de mentionner si Ay, < 1 qui est équivalent a k; > 1, on peut
montrer que 7 se comporte comme e ™4 pour § = 0 (un comportement ther-
mique) menant & Sg g &~ —Ay, logy Ay, . Pour 6 # 0, on a i oc 8% 5 11 est
tres clair que pour des valeurs fixes de fréquences des modes k;, Ag, et Sg.g
sont des fonctions croissantes de 6 (A, < 1). Ceci explique nettement le com-
portement de Sg g montré dans la figure (Fig. . On remarque donc que dans
la région II, la non commutativité ne joue plus le role de la gravitation mais
plutdt le role d'une force répulsive (quintessence, énergie noire, etc...). Afin de
montrer le comportement du parametre de la non commutativité de ’espace-
temps et son effet sur l'intrication des modes fermioniques-antifermioniques,

nous avons remarqué que dans la région I, Ay est tres sensible au facteur
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FI1GURE 4.8 — Le potentiel chimique
i en fonction des fréquences des
modes k, pour différentes valeurs du
parametre 6

FI1GURE 4.9 — Le potentiel chimique p

en fonction de Sg%

J = exp (—71'\/64 k* —25k2 6% + 16 92) (voir Eq.(4.57) et Eq. (4.58))). Dans

ce cas, on a —25k% 6% + 166% > 0 et donc J, Ay, et Sgp deviennent des

fonctions décroissantes de §. Cependant, dans la région II, Ay est affecté par

le facteur I = 6% exp (—71'\/64 k* —25k% 62 + 16 92). Dans ce cas, I, Ay, et

So.r sont des fonctions croissantes de 6 (voir Fig. Nous concluons que la
non commutativité induit deux termes avec des signes opposés, le premier est
donné par le terme +16 6% (avec un signe positif) joue le role de la gravitation
et le deuxieme est donné par —25 k2 62 (avec un signe négatif). Donc si le pre-
mier terme est grand (cas de la région I ou k; < %), le terme de correction non
commutative —25 k% 6% + 16 6% va ralentir I'expansion ce qui provoque la dimi-
nution de l'intrication avec I'augmentation de ¢ (la diminution de Sg g). Par
contre pour des valeurs de k, relativement grandes, le terme —25 k2 6% + 16 6>
change le signe par rapport au premier cas et on va obtenir exactement 1'ef-
fet opposé, tel que le parametre de la non commutativité va augmenter le

taux d’expansion menant & une augmentation de l'intrication (augmentation
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tion de SH%
de Sg.g). Il est important de mentionner que, puisque Sg g est une fonction
croissante de la densité de création des paires 1 (voir Eq. 4.54) telle que :

a5 1—n
G%E = —2log,n — log, (1 — 1) + &

- (4.60)
est une fonction toujours positive (puisque 1 < 1). Des comportements si-
milaires ont été obtenus pour n. Les résultats sont résumés dans Fig. ,
Fig. , Fig. et Fig. . La figure (Fig. |4.8)) représente le potentiel
chimique en fonction de k; pour des différentes valeurs du parametre de la
non commutativité ¢ (dans la région II ou il y a un quasi équilibre). D’apres

cette figure, on constate que le potentiel chimique p est négatif et |u| est une

: : . PR . . AS
fonction croissante de . La raison est : en équilibre thermique ol p oc —=3%%
et puisque dans la région II, ASg g est une fonction croissante en An, donc

le rapport Ai%E est positif et par conséquent p est négatif. De plus, puisque

I’augmentation ou bien la diminution du potentiel chimique est reliée directe-
ment a celle de la densité de création des paires n, donc on peut facilement

expliquer la dépendance de u du parametre 6 pour une valeur fixe de k.
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La figure (Fig. 4.9) montre le potentiel chimique en fonction des valeurs du
deuxieme pic (la région IT) de Sq g notées S% pour des différentes valeurs
de 6. Dans la figure (Fig. [4.10) on représente la densité de création des paires
n en fonction des valeurs du premier pic de Sg g (k1L =~ 0) notées Sg%w. La
(Fig. [4.11)) représente les valeurs de Sg g du premier pic en fonction du pa-
rametre 6 ou on voit une relation inverse. Finalement en utilisant la contrainte
64 k1 —25k% 62 + 1660* > 0 on peut facilement obtenir une limite supérieure
de 0 qui est 0] < % qui justifie les petites valeurs numériques du parametre de
la non commutativité 6 utilisées dans ce travail.

Notre travail de recherche présenté dans ce chapitre consiste a étudier I'in-
trication entre des paires fermions-antifermions sans masse dans ’espace-temps
de Bianchi I non commutatif caractérisé par les composantes non commuta-
tives des vierbeins et des connexions de spin présentées par les expressions (Egs.
. Du a la complexité de la structure anisotropique de 'espace-temps de
Bianchi I, le comportement de Sg g en fonction des fréquences des modes k| est
trop compliqué et différent par rapport a celui trouvé dans la référence [54]. Les
auteurs de réf [54] spéculaient que pour le cas sans masse, Sg g = 0 c’est a dire
I'intrication est nulle, et leurs résultats dépendent de k = \/kg—l—k—g—l—kg Par
contre, nos résultats montrent que méme avec des fermions sans masse l'intrica-
tion est non nulle, Sg g # 0 et ils dépendent uniquement de k; = \/m (a
cause de 'anisotropie de Bianchi I et le choix du parametre #). La contribution

originale de notre travail se résume dans les points suivants :

i. Le comportement de Sg g ne dépend pas uniquement de type des par-
ticules étudiées (bosons ou fermions) mais aussi de la structure et de la

déformation de I'espace-temps;

ii. A cause de la déformation de I'espace-temps, I’entropie de Von Neumann

Sq.r est différente de zéro pour les particules fermioniques sans masse;

iii. A cause de 'anisotropie de l'espace-temps de Bianchi I et le choix du

parametre 6, nos résultats dépendent de k| ;
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iv.

vi.

vil.

Une nouvelle limite supérieure de S g qui dépend fortement du pa-
rametre de la non commutativité 8 qui n’est plus log, N comme dans la

réf [54] ;

. Nous avons obtenu une limite supérieure du parametre 6 qui justifie les

petites valeurs de 6 considérées dans notre travail ;

La non commutativité de l’espace-temps induit deux termes avec des
signes opposés : le premier joue le role de la gravitation et l'autre terme
joue le role d’une force répulsive. Donc 'information acquise de l'intri-

cation dépend du parametre de la non commutativité 6.

Si on pourrait connaitre la position et les valeurs optimales de Sg g on
peut obtenir des informations sur certaines quantités thermodynamiques
(comme le potentiel chimique p) de I'espace-temps de Bianchi I non

commutatif.
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Chapitre 5

Conclusion

A travers cette these nous avons présenté une étude qualitative et quantita-
tive d’'un phenomeéne quantique qui est l'intrication quantique dans différents
contextes. On a commencé par une introduction générale sur le theme et 1'ob-
jectif des travaux présentés dans cette these. Apres, dans le deuxieme chapitre,
nous avons présenté les notions générales de 'information quantique de sa pe-
tite unité de base qui se résume dans petit objet a deux dimensions qu’on
I’appele le qubit, a un phénomene tres important et largement utilisé dans
presque tout les aspects de ce champ qui est 'intrication quantique. Puisque
I'objetif de cette these est d’étudier l'intrication quantique, donc on a uti-
lisé des grandeurs physiques afin de quantifier cette intrication. Chapitre
contient les propriétés des deux grandeurs qu’on a utilisées, la concurrence C
et I'entropie de Von Neumann notée Sg g. Pour un état intriqué pur et bi-
partite, les meilleurs moyens pour quantifier 'intrication sont les grandeurs
qu'on a utilisées dans cette these. Nous avons considéré une généralisation
de la quantification canonique appelée la paraquantification, caractérisée par
un parametre réel (). D’apres les résultats que nous avons obtenus, la para-
quantification a montré deux caractéristiques importantes. La premiere se base
sur le fait que la paraquantification n’a aucun effet sur un état qui est déja

intriqué d’une facon maximale, c’est a dire, un état qui vérifie C' = 1 reste
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robuste contre la généralisation de la quantification canonique. La deuxiéme
caractéristique est tres intéressante telle que la paraquantification a un effet
directe et considérable sur un état bipartite qui n’est pas intriqué d’une fagon
maximale. L’analyse des figures de la concurrence C' en fonction du parametre
de la paraquantification ¢ = % et du parametre de la cohérence o nous a
montré que la concurrence d’un état qui n’a pas une intrication maximale a
une relation inverse avec le parametre c. Quand ¢ augmente, la concurrence
C' diminue. Donc la concurrence et une fonction décroissante de c¢. Dans ce
cas, le role de la paraquantification consiste a diminuer le taux d’intrication
bipartite. Dans le chapitre [ nous avons étudié I'intrication quantique dans un
autre contexte ou la géométrie de 1'espace-temps a été prise en considération.
Nous avons étudié I'intrication créée entre des paires des modes fermioniques-
antifermioniques dans un espace-temps homogene, anisotrope et non commu-
tatif. Les coefficients de Bogoliubov que nous avons utilisés pour calculer la
densité de création des paires dans 1’espace-temps de Bianchi I nous a permet
de déterminer l'expression de l'entropie de Von Neumann Sg g. L'utilité de
L’intrication des paires particule-antiparticule créée dans un espace courbé qui
a deux régions asymptotiquement plate c’est qu’elle nous permet de déduire
des informations concernant notre espace-temps. A travers nos résultats, nous
concluons que le comportement de la non commutativité est tres intéressant
et elle peut jouer plusieurs roles et affecter 'intrication des modes de deux
manieres completement différentes. Nous avons présenté quelques figures qui
ont montré la variation de Sg g en fonction du parametre 6 et des fréquences
des modes k; ou on a distingué deux régions selon les valeurs de k,. Dans
la région notée I, nous avons vu que la non commutativité joue le role de la
gravitation telle que S g diminue avec l'augmentation de 6. Par contre dans
la région II comme on a déja vu, la non commutativité joue un autre role pour
certaines valeurs de 6 de telle facon Sg p devient une fonction croissante avec

I’augmentation de 6. La non commutativité dans cette région a joué le role

d’une force répulsive.
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Annexe A

Calcul du Produit Scalaire des
Etats Cohérents Paraquantiques

Pairs

Tout d’abord, I’expression d’un état cohérent paraquantique pair est donnée

par la relation suivante :
Pi(x) = Apzexp (T + oz\/ﬁz) (A.1)

Pour calculer le produit scalaire de deux états cohérents paraquantiques pairs

on a :

(balthy) = / " (alo) (el da (A2)
tel que :

(Balthy) = / (b} () da (A3)
ce qui donne : .

Waltd = [ vale)is () da (A4)
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donc :

+o0 )
<¢¢J§W§r> = AaA»y/ v exp (_x + :Uo‘c\/§) X
o 2
exp <T + :cfy\@) dz (A.5)
tel que :
+oo
(Yal]) = Az, / 2% exp (—x2 +a(y + 64)\/5) dr (A.6)

sachant que :

En remplgant cette expression dans 'equation (Eq. [B.3)) on obtient :

(o lvT) = AsA, /:O x*¢ exp [— <:r: - % (v + a))2] x

1

exp {5 (v + a)Q] dz (A.8)

Pour calculer 'intégrale et par conséquent simplifier ’expression du produit

scalaire, on suppose le changement de variable suivant :

tzx—%(’y—l—@) (A.99)

dt = dx (A.9Db)
En remplacant et on trouve comme résultat :

(Vb)) = AaA, exp B (v + 0_4)2} /_:O {t + % (v + O_z)] .
exp (—t%) dt  (A.10)
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Par l'introduction du binome de Newton :

n
(+y)" =) "Ry (A.11)
—o \ K
ou :
n n!
= A.12
P Y (A.12)

Donc l'equation (Eq.|A.10|) devient :

e mnenfsoen] Eartpbora]
a Wy ) = Aally 6XP 2 7 k::old(Qc_k)l \/57
/+oo t’f exp (_t2) dt (A13)

Le calcul de I'intégrale nous permet d’écrire la relation précédente sous la forme

suivante :

o 1 e 2! 1 N
(Yo l7) = AgA, exp {5 (v +a) } kZ:O W (2e —h)! {E (v + 04)} X

[1 + (—1)’“} %r G + g) (A.14)

Pour simplifier cette relation plus que ¢a, on utilise les propriétés de la fonction

['(z) exprimée par la relation suivante :

L(z)T (z + %) =21722/71 (22) (A.15)

on sait que :
['(z+1) =2I'(2) (A.16)
donc :

HEEr (a4 5) —2 AT @2) (A17)
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ce qui donne :

1
I'(z+1)I <z + 5) = ;/TfF (2z+1) (A.18)
On pose z = g on trouve :
1k k!
r{f=+2)=>"" Al

(2+2) 2k (5)1 (A.19)

Puisque le parametre de la paraquantification ¢ = % donc :
(20)! = (Q — 1)! (A.20a)
2c—1)'=(Q—k—1)! (A.20D)

En remplagant dans la relation (Eq.[A.14]) on obtient 'expression du produit

scalaire de deux états cohéhrents paraquantiques pairs :

Q-1 . Q-k-1
Wil = detyon |3 04 | X g it | 50| x
1+ (-1 2k+1—\/7(_rﬁ)| (A.21)
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Annexe B

Calcul du Produit Scalaire des

Etats Cohérents Paraquantiques

Impairs

L’expréssion d’un état cohérent paraquantique impair est donnée par la

relation suivante :

—?
v, (x) = Agz™“exp (T + a\/§:c>

(B.1)

Dans le cas ou les états cohérents paraquantiques sont impairs, le produit

scalaire est donné par :

+oo _3:2
<¢;|¢;> = A@Ay/ r X exp (T + xd\/ﬁ) X

tel que :

(B.2)



(s 7)) = AgA, /_ :O 2% exp [_ (x - \% (v + a))2] «
1

exp {5 (v + @)2] dz (B.4)

En utilisant le méme changement de variable utilisé dans ’annexe[A] on obtient

I’équation suivante :

(Vo lty) = AaAy exp B (v + a)Q} /_:O {t + % (v + a)} - X

On utilise le binome négatif :

@ty =S = |yt (B.6)
k=0 \ Kk
tel que :
—n n+k—1
= (—1)* (B.7)
k k
L’équation (Eq. [B.5|) devient :
o 1 - [ 2c+k—1
aliy) = Asyesn |5+ | S 5T )
k=0

(—1)" [% (v + a)] o /_ :o ()" exp (%) dt (B.8)

Nous calculons l'intégrale et on prend en considération les propriétés de la
fonction I'(2), ainsi que 'expression du parametre de la paraquantification ¢
(voir I'annexe [A| pour les propriétés de la fonction I' (2) et comment calcu-

ler I'intégrale) on obtient la formule du produit scalaire des états cohérents
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paraquantiques impairs sous la forme suivante :

(Q+ Kk —2)!

(Vg [¥) = AgAy exp B (v + 54)2} i GED (—1)" x
{% (4 Oé)} -Q+1-k [1 + (—1)k] 2k+\l/?§>! (B.9)
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Annexe C

L’équation de Dirac Non

Commutative

L’équation de Dirac pour des fermions sans masses dans un espace-temps

non commutatif a 4 dimensions est donnée par :

~ o ~a ~a A N
o e?@u—g(e?*wub—l—wub*e’;) Y| ¥ =0 (C.1)

tel que 1& est le quadri spineur (04 composantes) de Dirac non commutatif.

Et:
Yap = Xlap] + X(ad) (C.2)
avec :
1
Y] = 3 [Vas Y] (C.3a)
1
Sab) = 5{%, Yo} = Naplaxa (C.3b)
en utilisant le fait que :
1 f5
5 [VaZ(at + Zjanva] = €faary’y (C.4a)
1
3 [VaZ(at) — SjanVa] = gavVe — Gaa s (C.4b)
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Ol € fdqp €st le tenseur antisymétrique du rang 4. On peut facilement montrer

que I’équation de Dirac non commutative prend la forme suivante :

[fyf (iaf + Af) + ’yf”yE’E’f] x1h =0 (C.5)
ou :
Al =g (égﬁ > wu> + R [e) (@] —ai)] (C.6a)
a=1
» ~pd ~a 1 o o o ~a
B = | (#a) 70707 (9,000"") (0:055") | & paun (C.6b)
au dela de O(6?). La notation | . ] est représentée pour la partie antisymétrique.

Il est important de mentionner que les w,, é* et le parametre de jauge A
Seiberg-Witten sont nécessaires pour 'invariance de la gravitation de jauge
non commutative sous les transformations de jauge-* des équations (Egs. [E.15

. La symétrisation utilisée dans le terme du champ de matiere de I'action
donnée par la relation (Eq. est due a 'ambiguité de I'ordre du produit-x.
Afin de garder 'invariance de jauge de ’action totale, nous avons introduit des

terms de torsion non commutative (voir le 2°™¢ et le 3™ termes de I’action

donnée par ’équation (Eq. [E.1)))
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Annexe D

Le Formalisme Mathématique

Non commutatif

Les vierbeins non commutatifs au dela de O(6?) sont définis par :

& =eh —ifet, + 0770V es, \ + O (6%) (D.1)
sachant que :
a L ey d ac | pacy d
Cwp = 7 [wl, Op€, + (8pwu + RW) ey] Ned (D.2)
et :
e = 35 (2R R} 65 = w8 (D,REL + 0,52 €Xa

—{wy, (DpRey + apr)}abei — 0r{wy, (Opwy + RPM)}abei
—wf(b& (wﬁdapezl + (Gpwﬁd + R;‘i) e’;”) Nam + 26,,w§b0p8762

—20, (8Tw2b + RﬁZ) dy€5 — {wy, (Opwy + Rp,\)}“b&ez

- (8Twzb + Rii) (w8 ey + (Dpws? + R;ﬁ) ey nam)] me  (D.3)
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On mentionne ici que Rzl; est le champ de force associé avec les connections

de spin commutatives. L’expression de Rzll’, est donnée par :

Rff,’, = (‘szb — (‘l,wfjb + (wfjcwffb — wﬁcwzb) Ned (D.4)

(Nap est la métrique de Minkowski).

Les connections de spin non commutatives @/'? au dela de O(#?) définies par :

o
ci)ﬁB = wl‘fB — z@”pwl‘?ﬁ; + GVPH’\wa,,BpAT + ... (D.5)
telles que :
1
wﬁfo = Z{ww Dpwy + RPM}AB (D.6)
et :
1
anr = 35 (—{wr 0c{wn, O + Rput + 2{ws, {Rev, R}
—{wa {wy, DyRyy + 0pRey b} — {{wy, Opwn + Ror}, (Orwy + Rey)}
+ 2[0,wx, 8, (Drw, + R, (D.7)
On note :
{0, B} = aA%BE + B (D5)
o, 1% = a8 — p1%a (D.9)
et :
DuR,P = 0,R,P + (wi + RUP + wl“REA) nep (D.10)
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Annexe E

Construction de L’équation de
Dirac Non Commutative a
Partir du Principe de Moindre

Action

Pour construire I’équation de Dirac non commutative donnée par (Eq. |4.6)
a partir du principe de moindre action, on considere ’action non commutative

donnée par ’expression suivante :

g — /d4x\/__§*{[% (@Z*yﬂ*f)u)*@@—i—c.c}

+i@2*f(uup*f(’“’p*zﬂ—T“VP*KHVp +L, } (E.1)

sachant que K wp €t Tr sont : le tenseur de la cotorsion non commutative et
le tenseur de la torsion modifiée non commutative respectivement. Notons que
g est le déterminant de la métrique non commutative.
Nous avons :

i A

- K

Ry X0 = K £2)
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2
et '
Yy =< {ef. o'}, S (E.4)
sachant que :
{a,b}, =axb+bx*a (E.5)

La dérivé covariante non commutative D, est définie par la relation suivante :

ég*bu*@@:<é’(j*6u+§7a)*@@ (E.6)

On peut montrer facilement que le principe variationel par rapport a 1@, donne
notre équation de Dirac qu’on a utilisée (Eq. 4.6)). A partir de I’équation (Eq.

E.3)) on peut obtenir I'expression suivante dans le cas commutatif :

K— K= iwabc {7*" 99 = 4P} + %%”a 7 (E.7)
ou
'Ybba = abb - Cbab = 2Cabb (ES)
avec
b 1 v b 1 v b
Cup :§e“a (€40, e,”) —ée“ae b0y €y (E.9)
Notons que | . | est représenté pour ’antisymétrisation par rapport aux indices.

On peut montrer dans ce cas que :

azz (\/__ge'ua) = \/__g/ybba (E10>
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de telle sorte que les tenseurs de la cotorsion et de la torsion modifiée sont

donnés par les deux relations suivantes :

Kaﬁu = _Qaﬁ,u - Q,uaﬁ + Qﬁua (E11>

et
Tuua = Quua + 6ua QV - 6al/ QV (E12)

(Qapy représente le tenseur de la torsion, sachant que :

Qa - Qauy (El?))

Le tenseur de la torsion modifiée non commutative 7},,* possede la méme forme

que le cas commutatif :
T;u/a - Q;wa + 6,ua QV - 5au Qu (E14)

Concernant 'invariance de la densité Lagrangienne non commutative par rap-
port aux transformations de Lorentz local non commutatives (voir Egs. [E.15

), on peut choisir ) Af( wp €t, ou Tree = Jpa * TWO‘ telles que :

o0xth = Axi) (E.15)
et = Axer—exh=|A e (E.16)
o = —0h+ Mgl (B.17)
et
04 [w Kw} + 0 (T“”P fgwp) +0;Ly=0 (E.18)
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ou [A,B], = Ax B — B« A. Notons que :

et = At =¢k " (E.19)
Gy = 0T (E.20)
A = A%, (E.21)
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Annexe F

Calcul de |I' (z + iy) |

Pour calculer |T' (z + 4y) |, on a les différents cas suivants :

1. Siz=0
I (iy) |” = g sinh (7] (F.1)
2.81y=0
(a) >0
L (@) = [(z = D (F.2)
(b) z <0 ,
(@)= [—2T (—x) sin (7x)]? (F-3)
3.2#0,y#0

|F(iy)|2=ﬁK1+ v 2)}1 (F.4)

o (n+x)
4. Si g—z <1 (z #0), dans ce cas |I' (x + iy) | peut étre s’écrit sous la forme :

2

T (a+iy) | ~ |0 (2) |1 - S (L,2,2) (F.5)

ou ¢ (1,2, x) est la fonction Herwitz zeta qui est définie par :

®(1,2,2)=> (x—:n)2 (F.6)

n=0
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Theoretical Study and Applications in Quantum
Computing, Entanglement and Decoherence

Abstract

In this thesis we have studied a quantum phenomenon called quantum
entanglement in different contexts. The mathematical formalism of paraquantum
theory has been used to derive the even and odd paraquantum coherent states. We
have used the concurrence to measure the bipartite entanglement of paraquantum
coherent state. The behavior of the concurrence in function of the
paraquantization parameter ¢ and the coherence parameter @ has been studied and
analyzed. It is shown that the paraquantisation has an inverse relation with the
bipartite quantum entanglement. In the second context we have studied the
quantum entanglement in noncommutative Bianchi I space-time. In the first step,
we have studied the pair creation mechanism. First of all, we have derived the
noncommutative Dirac equation and differentiate between positive and negative
modes. Then, we have calculated the fermions-antifermions pair creation density
using the Bogoliubov coefficients. To measure the modes entanglement we have
used the Von Neumann entropy Sqg. The behavior of Sgg in function of
noncommutativity 0 parameter and k, -modes frequencies has been presented. It
is shown that the noncommutativity plays an important role and it has a direct
effect on quantum entanglement, such that in a region it plays the role of gravity
and in another region it behaves like a repulsive force. The results and discussions
of variations of Sq g with respect to the behaviors of noncommutativity have been

presented.

Key Words :
Quantum Information, Quantum Entanglement, Paraquantum Theory,

Concurrence, Noncommutative Geometry, Von Neumann entropy.



(ol g elalii ¢ o 9 abewndl (o8 clinalatig 2y s el

uadls
¥l Bae b e el geara’ L lgS 8 all Loalyuy Aag, LYl sia o8 Ll Sal
areSill 13 A i Y Ladl gle limay S8 paall aseSall kil ool yl) JSall alusioly
Jloxioals Liad ol b1 oYl sdgd i1 5L Ll auaSal sl 5 dang3ll asall
SIaRL) 1 elglin a3 g dulyay eSS Liad wily « C » Saylls Led yays o) «deailid
Lle dlia 51 L w3y « @ » bl Jaleg « € » anadl aneSill Jale U¥ay oSl 3aall
(ol Il aiy Lasd Lol Js¥ 1 Lokl o8 13 (o361 eliliiilly aanll auaSill o onSe
Als¥ ] Laigll o Bianchi |J oSyl cLadll od oiloSI elbail) duulyu Lad u3ls
4Lty Dirac Uslas sLasls Liad s (oLl 3La L85 Lulyay Lad delai Jol o
e ysne s SLALE] s 3 LES Gliany Lad Ll Dbl g Langdl bLa¥ 1 o Susailly
Jlaaiouly Lad LB (< elliaill Glaat . Bogoliubov ebslas Jlaaivuly (yganyd
Al «Sak » o L a3 Von Neumann o daladl g gavuy HAT o558 Hlads
oo KL LLaYT 531535 0 Lhos¥ | Luusigl! Jole Yoy «SaE » elgbs Aag,bYl sia o8 Ly
el ans Lo b udilie gala aa jo0 call Lhuas¥l Lol 5 s Biwlo DA
OF 0San (oAT Bt (o8 5 Ludladl jo0 cali T (S T Llate (o 4T (p Suam (TS
Losigl Lol S it Lalall e Lasbll o @Sl dag,bYl oin o8 dadls 858 4o el

Jaeadills 3laas LWLy

: daalidl | olalst
by Loig ) Ladlid) caaadl anaSall 4 las oI el (Al Eslagla L



Etude Théorique et Applications en Calcul Quantique,
Entanglement et Décohérence

Résumé

Dans cette thése nous avons étudié un phénomeéne quantique qui est 1’intrication
quantique dans différents contextes. Le formalisme mathématique de la théorie de
la paraquantification a été utilisé pour construire les états cohérents
paraquantiques pairs et impairs. Nous avons utilisé¢ la concurrence pour quantifier
I’intrication bipartite d’un état cohérent paraquantique. Le comportement de la
concurrence en fonction du paramétre de la paraquantification ¢ et du paramétre
de la cohérence a a été étudié et analysé. Il est montré que la paraquantification a
une relation inverse avec l’intrication quantique bipartite. Dans le deuxi¢me
contexte nous avons étudié I’intrication quantique dans 1’espace-temps de Bianchi
I non commutatif. Comme un premier pas, nous avons étudi¢ le mécanisme de
création des paires. Tout d’abord on a construit 1’équation de Dirac non
commutative et distingué les modes positifs des modes négatifs. Ensuite nous
avons calculé la densité de création des paires fermions-antifermions en utilisant
les coefficients de Bogoliubov. Pour quantifier I’intrication des modes, nous

avons utilis¢ ’entropie de Von Neumann Sgg. Le comportement de Sqg en

fonction du paramétre de la non commutativité 0 et des fréquences des modes k|
a été présenté. Il est montré que la non commutativité joue un role trés important
et elle a un effet direct sur I’intrication, telle que dans une région elle joue le rdle
de la gravitation et dans une autre elle se comporte comme une force répulsive.
Les résultats et les discussions de la variation de Sqp par rapport a ce

comportement de la non commutativité ont été présentés.

Mots Clés :
Information  quantique, Intrication quantique, Théorie Paraquantique,

Concurrence, Géométrie Non Commutative, Entropie de Von Neumann.
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