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Introduction

Les problèmes dynamiques en mécanique quantique non relativiste et relativiste sont

d�un intérêt capital dans di¤érentes branches de la physique et la chimie quantiques.

En mécanique quantique non relativiste, il faut résoudre l�équation de Schrödinger asso-

ciée à un Hamiltonien comme premier pas pour comprendre le comportement quantique

du système physique qu�il décrit. Pour les systèmes stationnaires, c�est-à-dire dont l�Ha-

miltonien ne dépend pas explicitement du temps, l�équation de Schrödinger se réduit à

uneéquation aux valeurs propres après séparation des variables d�espace et du temps.

Les solutions de l�équation de Schrödinger s�expriment alors comme des fonctions des

variables d�espace multipliées par des phases dépendantes du temps.

Pour les Hamiltoniens dépendant explicitement du temps, la séparation des variables

spatiales et du temps dans l�équation de Schrödinger associée n�est pas toujours possible

et par conséquent la résolution du problème est souvent plus compliquée voire même

impossible de façon exacte. En fait, hormis quelques cas extrêmement rares, il n�est en

général pas possible de résoudre analytiquement l�équation de Schrödinger dépendante du

temps. On est obligé de faire appel à des méthodes approximatives dont chacune peut être

mieux adaptée pour certains types de potentiels. La théorie des perturbations, utilisée

pour résoudre approximativement une multitude de potentiels connus en physique, peut

être appliquée notamment lorsque le terme dépendant du temps est petit devant les

écarts entre les niveaux énergétiques [1]. L�approximation adiabatique est une méthode

qui est relativement valable lorsque le terme dépendant du temps dans l�Hamiltonien

varie très lentement par rapport à tous les termes caractéristiques du système [2],[3].En�n,

l�approximation soudaine s�applique notamment pour une certaine catégorie de potentiels

où le changement dans l�Hamiltonien occupe un intervalle de temps très court mais �ni

[2].
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En général, dans les méthodes d�approximation, il est supposé qu�on sait résoudre

exactement l�équation de Schrödinger relative à la partie prépondérante de l�Hamiltonien.

Pour cette raison, la recherche de nouveaux problèmes non stationnaires qui se prêtent

à des résolutions exactes demeure toujours un axe de recherche d�actualité et d�intérêt

particulier en physique quantique. Par ailleurs, l�introduction de nouvelles méthodes et

techniques de résolution de tels problèmes est aussi un sujet de recherche renouvelable

et abondamment abordé dans la littérature.

Il est bien connu que la méthode standard pour résoudre exactement l�équation de

Schrödinger, pour des Hamiltoniens stationnaires ou dépendants du temps, consiste à

chercher l�opérateur d�évolution associé [4]. Cet opérateur satisfait aussi une équation

du type Schrödingerdont la résolution (formelle), quand elle est possible, se fait géne-

ralement par l�approche des transformations unitaires. Parmi les méthodes alternatives,

débouchant sur des solutions exactes, il y a la méthode des invariants qui a été initiée par

Lewis et Riesenfeld [4, 5, 6, 7]. Elle repose sur la résolution d�une équation aux valeurs

propres relative à un opérateur dit invariant et satisfaisant certaines conditions requises.

Il s�avère parfois que cette approche est plus convenable que la méthode directe reposant

sur l�opérateur d�évolution.

Dans cette thèse, nous allons nous pencher sur la méthode des invariants en la dé-

crivant en détail et en l�utilisant pour résoudre exactement l�équation de Schrödinger

relative à un certain Hamiltonien dépendant du temps, associé à un problème concret de

mécanique quantique.

Nous commençons, dans le chapitre 1, par un rappel succinct des éléments fondamen-

taux de la mécanique quantique tout en décrivant brièvement les di¤érentes méthodes

approximatives citées plus haut.

Dans le chapitre 2, nous présentons la méthode des invariants de Lewis-Riesenfeld qui

nous servira dans le travail du chapitre 3. Notre façon de présenter cette méthode est par

contre di¤érente de l�approche originale de Lewis et Riesenfeld. Nous insistons surtout sur

les contraintes que doit satisfaire un opérateur Hermitien pour qu�il soit un bon invariant

et nous présentons d�une manière rigoureuse l�équation que doivent satisfaire les phases

globales des solutions correspondantes. Nous présentons aussi d�une manière succincte la

technique des transformations unitaires sur l�équation de Schrödingeret leur intérêt dans

la réduction et la simpli�cation de cette dernière.
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Le chapitre 3 est consacré à la présentation détaillée de la résolution du problème

d�une particule chargée, placée dans un champ électrique uniforme à une dimension et

dépendant du temps. Nous utilisons la méthode décrite dans le chapitre 2 et nous construi-

sons trois opérateurs Hermitiens en guise de trois invariants linéairement indépendants.

Le premier invariant est un opérateur linéaire par rapport aux opérateurs position et

impulsion de la particule. Le second est quadratique par rapport à l�opérateur impulsion

et linéaire par rapport à l�opérateur position. Le troisième invariant est construit de façon

qu�il soit quadratique à la fois par rapport aux opérateurs position et impulsion. Nous

explicitons les conditions requises sur chacun des invariants pour que les solutions as-

sociées forment un ensemble complet et soient physiquement acceptables. Ensuite, nous

développons toutes les étapes de calcul qui mènent aux solutions associées à chaque in-

variant. Nos résultats généralisent ceux déjà connus dans la littérature et coïncident avec

eux dans des cas limites. Nous terminons ce chapitre par une discussion sur les liens entre

les solutions des di¤érents invariants.

En�n, nous terminons notre travail par une conclusion générale où nous évoquons

quelques perspectives.
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Chapitre 1

Quelques rappels sur les fondements

de la mécanique quantique non

relativiste

1.1 Brève présentation de la mécanique quantique

La mécanique quantique est venue au monde au début du XXème siècle pour mettre

�n à la crise qu�a connu la physique vers la �n du XIXème. En e¤et, l�impuissance et

l�échec de la physique classique dans la description et la compréhension des phénomènes

atomiques et subatomiques, comme le rayonnement et l�aspect ondulatoire de la ma-

tière, ont incité les physiciens de l�époque à introduire de nouveaux principes basés sur

l�in�uence de la mesure sur l�état des particules élémentaires et à élaborer une nouvelle

théorie quantique capable de décrire, étudier et expliquer les phénomènes physiques qui

se manifestent à l�échelle atomique et subatomique. De nos jours, elle est communément

subdivisée en mécanique quantique non relativiste et mécanique quantique relativiste.

La mécanique quantique non relativiste, qui nous intéresse dans les travaux de cette

thèse, est basée sur plusieurs postulats et principes dont essentiellement le principe de

Heisenberg, le double aspect de la matière "onde-corpuscule" de de Broglie et l�équation

de Schrödinger. Cette dernière, qu�on peut quali�er d�équation fondamentale de la phy-

sique quantique non relativiste, fut alors proposée en 1925 par Erwin Schrödinger. C�est

l�équation d�évolution dans le temps d�une certaine fonction de carrée sommable, dite

7



fonction d�onde, qu�on doit associer à toute particule matérielle pour décrire à la fois ses

aspects ondulatoire et corpusculaire. Plus de détails peuvent être trouvés dans les ou-

vrages élémentaires et spécialisés de la mécanique quantique tels que ceux des références

[4, 3, 9].

1.2 Outils de base pour la description quantique

d�un système physique (particule)

La théorie de la mécanique quantique donne la structure mathématique appropriée

pour décrire un système physique. On associe un système quantique à un espace vectoriel

complexe muni d�un produit scalaire, appelé espace de Hilbert [4]. Par exemple, l�état

d�un système physique constitué d�une particule élémentaire en mouvement dans l�espace-

temps est entièrement d�écrit par la donnée de la fonction d�onde

 (r; t) 2 c/: (1.1)

On postule que la densité de probabilité d�observer cette particule à l�instant t dans un

élément de volume dr3 entourant le point r est donnée par

d3P (r; t) = j (r; t)j2 d3r; (1.2)

cette interprétation de la fonction d�onde impose qu�elle soit de carré sommable à tout

instant t . Elle esr allors choisie normalisée par la conditionZ
j (r; t)j2 d3r = 1: (1.3)

Par ailleurs, on postule que toute combinaison linéaire de fonctions d�onde représente

un état quantique possible du système pourvu que la condition de normalisation soit

satisfaite.
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1.2.1 équation de Schrödinger dépendante du temps

L�équation d�évolution des états dynamiques d�un système quantique (particule élé-

mentaire) représenté par la fonction d�onde  (r; t) a été formulée en 1925 par Erwin

Schrödinger [10, 11]. Depuit, cette équation est considérée comme un postulat fondamen-

tal de la mécanique quantique non relativiste [11]. Il s�agit d�une équation du premier

ordre par rapport au temps et du second ordre par rapport aux coordonnées spatiales,

faisant intervenir l�opérateur Hamiltonien du système. Elle prend la forme suivante

i~
@ (r; t)

@t
= H(t) (r; t) ; (1.4)

où H(t) est l�opérateur Hamiltonien qui est un opérateur linéaire et Hermitien, éven-

tuellement dépendant du temps tiré de la fonction hamiltonienne classique du système

considéré. Cette équation s�écrit aussi, dans la notation dite de Dirac, sous la forme

i~
@ j (t)i
@t

= H(t) j (t)i ; (1.5)

où j (t)i est un vecteur abstrait, appelé état du système. La fonction d�onde  (r; t)
représente la composante de j (t)i sur jri, qui s�écrit alors hr  (t)i [4]. En l�absence de
champmagnétique, l�Hamiltonien d�une particule de massem est la somme des opérateurs

d�énergie cinétique et potentielle

H(t) =
p2

2m(t)
+ V (r; t); (1.6)

avec p = ~
i

�!r ;où �!r est l�opérateur gradient et V (r; t) étant l�opérateur d�énergie poten-

tielle associée au potentiel d�interaction, éventuellement dépendant du temps.

Si le phénomène étudié est stationnaire, l�opérateur Hamiltonien correspondant ne

dépend pas explicitement du temps. Dans ce cas, l�équation de Schrödinger (1.4) se

réduit, après séparation des variables spatiales et du temps, à une équation aux valeurs

propres stationnaire de la forme

H� (r) = E� (r) ; (1.7)
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où E désigne l�énergie du système dans l�état stationnaire j�i, représenté par la fonction
d�onde � (r) :

1.2.2 Superposition d�états

Puisque l�équation de Schrödinger est linéaire, il est évident alors que la somme de

deux solutions ou plus est aussi une solution. De là découle le principe de superposi-

tion, qui est l�un des principes fondamentaux de la mécanique quantique, qui stipule

qu�un système quantique pouvant exister dans des états discrets  n (r; t) (n 2 N), peut
également

occuper l�état superposé

 (t) =
X
n

an n (t) ; (1.8)

où les an sont des coe¢ cients complexes indépenants du temps, pourvu que la condition

de normalisation (1.3), qui s�écrit dans la notation de Dirac comme

h (t)j  (t)i = 1; (1.9)

soit satisfaite.

L�intérêt de ce principe réside dans le fait qu�un choix adéquats des coe¢ cients an
permet de choisir la solution physique qui satisfait les conditions aux limites requises

pour le problème étudié.

1.2.3 Opérateur d�évolution

Puisque l�équation de Schrödinger est du premier ordre par rapport au temps, il est

alors toujours possible de relier l�état du système, j (t)i, à l�instant t quelconque, à son
état à j (t0)i, un instant antérieur t0, par l�intermédiaire d�un opérateur U(t; t0);véri¢ ant
U(t0; t0) = I, sous la forme

j (t)i = U(t; t0) j (t0)i : (1.10)

L�opérateur U(t; t0) , appelé opérateur d�évolution, est une fonctionnelle sur H (t) et
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est unitaire, c�est-à-dire satisfaisant à la relation

U+(t; t0)U(t; t0) = U(t; t0)U
+(t; t0) = I; (1.11)

où I est l�opérateur identité.

La dé¢ nition(1.10) permet de montrer que l�équation de Schrödinger est également

satisfaite par l�opérateur d�évolution

i~
@U(t; t0)

@t
= H (t)U(t; t0): (1.12)

Le calcul exact de l�opérateur U(t; t0) dans le cas où l�Hamiltonien dépend du temps

est en général compliqué, voire même impossible, hormis dans quelques cas simples mais

exemplaires et par conséquent on recourt le plus souvent aux méthodes de perturbation.

En revanche, si H est indépendant du temps, on obtient la solution formelle de (1.12)

sous la forme

U(t; t0) = e
1
i~H(t�t0): (1.13)

1.2.4 Incertitudes. Mesure d�un état quantique

Chaque grandeur physique mesurable A est dite observable. Il lui est associée un opé-

rateur linéaire Hermitien Â, agissant sur l�espace de Hilbert [12]. Les résultats possibles

de la mesure de A sont les valeurs propres de l�opérateur (observable). La probabilité de

trouver la valeur lors d�une mesure de A, e¤ectuée sur un système dans l�état quelconque

j (t)i est alors [4]

P (�) = jh�j  (t)ij2 ; (1.14)

où h�j est le vecteur propre de Â , associé à la valeur propre �:
En fait, il existe des observables qui ne peuvent pas être mesurées simultanément avec

précision. Dans ce cas, les opérateurs associés ne commutent pas. En réalité, la mesure

d�une observable modi�e l�état du système. C�est le cas par exemple de la position et de

l�impulsion d�une particule. Plus on augmente la précision sur la mesure de l�une d�elles,

plus on perturbe la valeur de l�autre. Plus précisément, si on dé¢ nit les incertitudes sur
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les mesures de la coordonnée x et l�impulsion correspondante px d�une particule quantique

par les écart-types �x et �px , elles devront satisfaire l�inégalité de Heisenberg

�x:�p > ~
2
; (1.15)

et de même pour les composante sur les axes y et z. Quantitativement les sont générale-

ment identi�és avec les écarts- types, (écarts quadratiques), dé¢ nis par

�x =

q
hxi2 � hxi2; (1.16)

�p =

q
hpi2 � hpi2; (1.17)

où hi désigne la valeur moyenne dans un état du système. Par exemple, dans l�état
j (t)i, supposé normalisé, d�un système évoluant à une dimension, les valeurs moyennes
des puissances dex et p, se calculent par



xl
�
=

Z
 � (x; t)xl (x; t) dx; (1.18)

et



pl
�
=

Z
 � (x; t)

�
~
i

@

@x

�l
 (x; t) dx: (1.19)

1.3 Méthodes approximatives pour la résolution de

l�équation de Schrödinger avec Hamiltonien dé-

pendant explicitement du temps

En mécanique quantique, comme c�est le cas dans d�autres branches de la physique,

les méthodes d�approximation jouent un rôle fondamental dans la résolution approchée

des problèmes qui ne sont pas exactement solubles. En fait, il existe plusieurs méthodes

d�approximation. Dans cette partie, nous allons en présenter brièvement quelques unes,

utilisées dans la résolution de l�équation de Schrödinger dépendante du temps.
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1.3.1 Théorie des perturbations dépendants du temps

En réalité, la plupart des problèmes de la mécanique quantique n�ont pas de solu-

tion analytique, seuls quelques uns, qu�on quali�e de problèmes idéalisés, possèdent des

solutions exactes de l�équation de Schrödinger [1, 4]. La théorie des perturbations dé-

pendantes du temps est parfois un outil très puissant pour approcher, sous certaines

conditions, les solutions des problèmes qui ne sont pas exactement solubles. Dans cette

théorie, l�Hamiltonien du système physique est subdivisé en deux parties, une partie fon-

damentale, généralement indépendante du temps et dont on connait la solution exacte,

et une autre partie, considérée comme une petite perturbation. Ainsi,

H (t) = H0 + V (t) ; (1.20)

où H0 dénote l�hamiltonien du système idéal non-perturbe, dont les vecteurs et valeurs

propres sont respectivement notés jEni et En; tandis que V (t) représente une petite

perturbation qui dépende du temps. Le terme V (t) est un terme d�interaction dont

les éléments de matrice non diagonaux dans la base des états propres de H0; Vnm =

hEn V EMi sont supposés petits devant les écarts énergétiques Enm = jEn � Emj , i.e.
jVnm (t)j � jEn � Emj :
En général, il est toujours possible de représenter l�état perturbé j (t)i comme une

combinaison linéaire sur les états propres de H0 , sous la forme

j (t)i =
X
n


n (t) e
�iEnt~ jEni : (1.21)

Les fonctions du temps 
k (t) satisfont donc le système d�équations di¤érentielles

suivant

i~ _
k (t) =
X
n

Vkn (t) e
i
~Eknt
n (t) : (1.22)

Cette méthode permet de calculer approximativement (jusqu�à un certain ordre par

rapport aux Vnm (t)) les fonctions d�onde à partir des états stationnaires du système non

perturbé.
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1.3.2 Approximation adiabatique

Lorsque l�Hamiltonien d�un système quantique dépend du temps à travers un ensemble

de paramètres fXi (t)g, regroupés dans le vecteur X (t), et lorsque ces derniers évoluent
très lentement dans le temps, on dit que le système est dans la limite adiabatique. On

admet alors que le système quantique dans cette situation a toujours le temps de s�adapter

aux changements de son environnement de sorte qu�il passe par une succession d�états

d�équilibres instantanés. Les solutions de l�équation de Schrödinger à un instant donné

peuvent alors être approchées au moyen des fonctions propres de l�Hamiltonien instantané

[2, 3]. En d�autres termes, une fonction propre particulière à un instant donné évolue de

manière continue vers la fonction propre correspondante à un instant ultérieur.

Soit H (X (t)) un Hamiltonien qui dépend de l�ensemble de paramètresfXi (t)g. Sup-
posons que ces paramètres dépendent adiabatiquement du temps t.Les états propres de

H (X (t)) sont les solutions de l�équation aux valeurs propres et par conséquent ils ne

sont états propres qu�en un temps t donné. Autrement dit, les états propres instantanés

et les énergies propres correspondantes doivent être dé�nis pour chaque valeur de t à

traves la solution de l�équation

H (X (t)) jn;X (t)i = En (X (t)) jn;X (t)i ; (1.23)

en considérant le temps t comme un paramètre.

Ainsi, En (X (t)) et jn;X (t)i forment respectivement un ensemble d�énergies propres
instantanées et une base d�états propres instantanés pour H (X (t)), qui peuvent être

ajustés pour satisfaire aux relations d�orthonormalisation et de fermeture

hn;X (t)j m;X (t)i = �nm; (1.24a)

X
n

jn;X (t)i hn;X (t)j = 1: (1.24b)

La formulation usuelle du théorème adiabatique exprime que si le système est pré-

paré à l�instant initial t = 0 dans un qui est état propre de H (X (t)), i.e.j n (0)i =
jn; fX (0)gi ; il évolue vers un état j n (t)i qui, à tout instant, reste état propre de l�Ha-
miltonien H (X (t)). On peut alors écrire
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j n (t)i = exp i�n (t) jn;X (t)i ; (1.25)

où la phase �n (t) est tel que j n (t)i satisfait l�équation de Schrödinger. Donc, si on
impose à j n (t)i de satisfaire l�équation de Schrödinger (1.4) et on projette l�équation
obtenue sur l�état propre j n (t)i lui-même, on obtient

h n (t)j i~
@

@t
j n (t)i = h n (t)jH (X (t)) j n (t)i : (1.26)

Onmontre plus précisément que cette phase �n (t) est la somme de la phase dynamique

[13].

�dn (t) =
1

~

tZ
0

En (t) dt; (1.27)

et de la phase géométrique

�gn (t) = i

Xi(t)Z
Xi(0)

hn;X (t)jrX jn;X (t)i dX: (1.28)

L�écriture (1.28) montre la nature géométrique de la phase �gn (t) ; elle dépend expli-

citement du chemin parcouru dans l�espace des paramètres [13]. Dans le cas où le chemin

parcouru est une courbe C fermée dans l�espace des paramètres fXi (t)g, la phase géo-
métrique est appelée phase de Berry, découverte pour la première fois en 1983 [14]. Elle

s�écrit dans ce cas comme

�gn (t) = i

I
hn;X (t)jrX jn;X (t)i dX: (1.29)

Physiquement, la phase de Berry est reliée à de nombreux phénomènes purement

quantiques. Elle se manifeste dans l�étude de systèmes en évolution adiabatique dont

l�Hamiltonien dépend explicitement d�un certain nombre de paramètres classiques.
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1.4 Méthodes exactes pour la résolution de l�équa-

tion de Schrödinger avec Hamiltonien dépendant

explicitement du temps

1.4.1 opérateur d�évolution

Comme nous l�avons déjà évoqué, la méthode standard pour obtenir des solutions

exactes de l�équation de Schrödinger repose essentiellement sur l�obtention de l�opérateur

d�évolution, satisfaisant à l�équation (1.12). Lorsque l�Hamiltonien dépend explicitement

du temps, cette équation peut être intégrée formellement entre t0 et t et mise sous la

forme

U(t; t0) = 1�
i

~

Z t

t0

dt1H (t1)U(t1; t0): (1.30)

En itérant cette relation une fois, on peut écrire

U(t; t0) = 1�
i

~

Z t

t0

dt1H (t1)U(t1; t0) +

�
�i
~

�2 Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2H (t1)H (t2)U(t2; t0);

(1.31)

et si l�itération est répétée un nombre in�ni de fois, on aboutit à l�écriture

U(t; t0) = 1 +
1X
n=1

�
�i
~

�n Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2:::

Z tn�1

t0

dtnH (t1) :::H (tn) : (1.32)

En introduisant l�opérateur de produit chronologique T , dé�ni par

T [H (t1) ::H (tn)] = H (tp1) :::H (tpn) :si tp1 � tp2 � ::tpn; (1.33)

où p est une permutation quelconque de 1; ::; n . l�expression de U(t; t0) se ramène à
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U(t; t0) = 1 +

1X
n=1

�
�i
~

�n
1

n!

Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2:::

Z tn�1

t0

dtnT [H (t1) ::H (tn)] ; (1.34)

qu�on écrit formellement sous la forme

U(t; t0) = T exp

�
�i
~

Z t

t0

H (t0) dt0
�
: (1.35)

En fait, si dans le cas particulièrement simple où l�Hamiltonien H ne dépend pas du

temps, l�opérateur U(t; t0) se ramène à la forme (1.13).

Le problème est que (1.34) n�est qu�une écriture formelle de l�opérateur d�évolution

et ne constitue guère une solution de l�équation (1.12) si l�Hamiltonien est explicite-

ment dépendant du temps d�une manière générale. Cependant, dans le cas particulier où

l�Hamiltonien prend la forme

H(t) =
MX
i=1

gi (t)Ki; (1.36)

où les Ki sont les générateurs d�une certaine algèbre de Lie de dimension N �M , on a

Z t

t0

H(�t)d�t =
MX
i=1

�gi (t; t0)Ki avec �gi (t; t0) =

Z t

t0

gi(�t)d�t: (1.37)

Dans ce cas, on montre que U(t; t0) peut être exprimé sous la forme [15]

U(t; t0) =
NY
i=1

exp (hi (t; t0)Ki) ; (1.38)

où les hi (t; t0) sont des fonctionnelles sur les �gi (t; t0) et satisfont des équations non

linéaires couplées.

Dans le cas des algèbres de Lie de dimensions réduites, les équations non linéaires

couplées sont en général séparables et intégrables.
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1.4.2 La méthode des invariants

La méthode des invariants représente une alternative pour la résolution exacte de

l�équation de Schrödinger lorsque l�Hamiltonien est explicitement dépendant du temps

et s�écrit comme une combinaison linéaire des générateurs d�une certaine algèbre (1.36).

Elle a été proposée pour la première fois par Lewis et Riesenfeld dans la résolution des

problèmes de l�oscillateur harmonique à fréquence dépendante du temps et celui d�une

particule dans un champ électromagnétique dépendant du temps [7, 16]. Brièvement, cette

méthode consiste à transformer le problème de la résolution de l�équation de Schrödinger

dépendante du temps en la résolution d�une équation aux valeurs propres. Nous revenons

sur une description détaillée de cette méthode dans le chapitre 2.

1.4.3 Les transformations unitaires

Les transformations unitaires en mécanique quantique sont incontournables dans la

résolution de l�équation de Schrödinger si l�Hamiltonien est non stationnaires. En e¤et,

elles sont nécessaires que ce soit dans la méthode standard, basée sur le calcul de l�opéra-

teur d�évolution, ou dans la méthode alternative, basée sur les invariants. Le but d�utiliser

une transformation unitaire ou plusieurs transformations unitaires est de réduire l�équa-

tion de Schrödinger originale en une équation équivalente qui est souvent plus simple à

résoudre. Plus de détails sur l�utilisation de cette technique seront donnés à la �n du

chapitre 2.
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Chapitre 2

Méthode des invariants et

transformations unitaires pour la

résolution de problèmes non

stationnaires

2.1 Introduction

Depuis l�introduction de l�équation fondamentale de la mécanique quantique non re-

lativiste par Schrödinger, on n�a pas cessé d�essayer de lui trouver des méthodes de

résolution adéquates. De nos jours, il existe une variété de techniques dont chacune peut

être mieux adaptée à une situation particulière.

Lorsque l�Hamiltonien quantique d�un système physique dépend explicitement du

temps, en général il ne peut pas représenter une constante du mouvement. En e¤et, si la

dépendance temporelle de l�Hamiltonien ne permet pas de traiter l�équation de Schrödin-

ger par la technique de séparation des variables d�espace et du temps, cette dernière ne

peut pas être ramenée à une équation aux valeurs propres, comme nous l�avons expliqué

dans le chapitre 1. Par ailleurs, on ne peut pas parler d�états d�énergies constantes car

le système est continuellement en évolution. Cependant, l�existence d�observables dites

constantes du mouvement, autrement dit dont les opérateurs associés sont invariants dans
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le temps, peut aider à comprendre mieux l�évolution du système. Pour la première fois

en 1969, Lewis et Riesenfeld [7] avaient présenté une nouvelle théorie faisant le lien entre

les états propres d�un opérateur invariant et les solutions de l�équation de Schrödinger

pour l�Hamiltonien du problème concerné. Ils ont appliqué cette théorie avec succès à

la résolution de l�équation de Schrödinger pour deux problèmes dont les Hamiltoniens

dépendent explicitement du temps. Le premier problème étant celui de l�oscillateur har-

monique à fréquence dépendante du temps et le second concerne une particule chargée,

placée dans un champ électromagnétique dépendant du temps.

En général, cette méthode s�applique principalement à des problèmes physiques dont

l�Hamiltonien, qui dépend explicitement du temps, est une combinaison linéaire des géné-

rateurs d�une certaine algèbre, comme l�algèbre de Heisenberg ou celle de Lie par exemple.

Son avantage principal, comme il sera montré plus tard, est de contourner la résolution

de l�équation de Schrödinger dépendante du temps, qui est une équation di¤érentielle

spatio-temporelle parfois très compliquée, et de résoudre l�équation aux valeurs propres

relative à l�opérateur invariant où le temps �gure comme un simple paramètre. Il s�avère

qu�il existe une relation biunivoque entre les états propres de l�invariant et les solutions

de l�équation de Schrödinger associée.

En fait, la technique largement connue et utilisée pour la résolution de l�équation

de Schrödinger dépendante du temps consiste à chercher l�opérateur d�évolution via des

transformations unitaires adéquates [8]. Partant de l�équation de Schrödingerdépendante

du temps ou de façon équivalente de l�équation similaire de l�opérateur d�évolution, dont

la solution n�est pas évidente, on procède par des transformations unitaires successives

sur la fonction d�onde (l�opérateur d�évolution), jusqu�à ce qu�on obtienne une nouvelle

équation, du type Schrödinger aussi, plus maniable. Une fois cette dernière équation

est résolue, la solution de l�équation de départ sera alors retrouvée par application des

transformations unitaires inverses.

Il faut noter que si un problème est exactement soluble par une méthode, il le sera

aussi par l�autre. Ainsi, il n�existe à priori aucune recette qui indique la meilleure des

deux approches du point de vue de la simplicité, mais tout dépend du problème étudié.

Dans certains cas, les transformations unitaires sont appliquées conjointement avec la

méthode des invariants. Tout d�abord, on procède par des transformations unitaires ap-

propriées a�n de réduire l�équation de Schrödinger originale en une équation équivalente,
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impliquant un Hamiltonien plus simple, s�écrivant par exemple comme une combinaison

linéaire des générateurs d�une algèbre de dimension réduite. Ensuite, on procède par la

méthode des invariants a�n de résoudre cette dernière équation et �nir par retrouver les

solutions de l�équation de départ en procédant par les transformations unitaires inverses.

Dans les sections suivantes de ce chapitre, nous allons présenter plus ou moins en

détails l�essentiel de ces deux techniques.

2.2 Méthode des invariants

2.2.1 Exposé de la méthode

Dans cette section, nous allons exposer en détail la méthode des invariants en suivant

une approche di¤érente de celle présentée originellement par Lewis et Riesenfeld, tout en

insistant sur les conditions de validité de la méthode.

Soit I (t) un opérateur hermitien

I (t) = I+ (t) ; (2.1)

dépendant explicitement du temps, en plus de sa dépendance par rapport aux observables

d�un système physique caractérisé par l�Hamiltonien H(t), dépendant explicitement du

temps aussi.

On dit que I (t) est un opérateur invariant, ou constante du mouvement, s�il satisfait

l�équation d�invariance

dI (t)

dt
=
@I (t)

@t
+
1

i~
[I (t) ; H] = 0; (2.2)

Dans le cadre non relativiste, le vecteur d�état du système j (t)i , décrivant son
évolution au cours du temps, satisfait l�équation de Schrödinger

i~
@ j (t)i
@t

= H(t) j (t)i : (2.3)

En faisant agir I (t) sur les deux membres de l�équation (2.3) et utilisant l�équation

(2.2), on en déduit aisément la nouvelle équation suivante
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i~
@

@t
(I (t) j (t)i) = H(t) (I (t) j (t)i) : (2.4)

Cette dernière équation signi�e que le nouveau vecteur
���� (t)E = I (t) j (t)i satisfait

aussi l�équation de Schrödinger (2.3) et par conséquent il est aussi vecteur d�état du

système en question. Ce résultat est bien sur valable quel que soit l�opérateur invariant

I (t) :

2.2.2 Propriété des valeurs propres d�un invariant

On suppose que l�invariant I(t) est un opérateur d�un ensemble complet d�opérateurs

qui commutent (ECOC ) [4] et donc il possède un ensemble complet des états propres.

On dénote les valeurs propres deI (t) par �, et les états propres orthonormés associés à

� par j�; k ;ti, où k signi�e tous les autres nombres quantiques de l�ECOC.
L�équation aux valeurs propres de I(t) s�écrit

I(t) j�; k ;ti = � j�; k ;ti ; (2.5)

avec

D
��; �k ;t

��� �; k ;ti = ������kk; (2.6)

et

X
�k

j�; k ;ti h�; k ;tj = I: (2.7)

Nous avons considéré ici que les nombres quantiques et k sont discrets pour alléger

les calculs qui vont suivre mais toutefois le raisonnement demeure valable même si ces

nombres quantiques sont continus.

Dans la suite, on admettra que pour chaque valeur propre, le sous espace de Hilbert

engendré par les vecteurs propres j�; k ;ti demeure invariant par l�action de l�opérateur
i~ @

@t
�H (t) : Ainsi, quel que soit le vecteur propre j�; k ;ti , on a
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�
i~
@

@t
�H (t)

�
j�; k ;ti =

X
�k

f
�
�; �k; t

�
j�; k ;ti ; (2.8)

où f
�
�; �k ;t

�
les sont des fonctions bornées.

On admettra aussi que I(t) ne dépend pas de l�opérateur di¤érentiel @
@t
de telle sorte

que les vecteurs propres j�; k ;ti sont dé�nis à une phase près. Autrement dit, les nou-
veaux vecteurs dé�nis par

j�; k ;ti� = ei��k(t) j�; k ;ti ; (2.9)

où les ��k (t) sont des fonctions du temps réelles et arbitraires, satisfont aussi l�équation

aux valeurs propres (2.5). Cette propriété s�avèrera très importante dans la suite comme

nous allons le voir.

Nous allons montrer que, tenant compte de la condition (2.8), les valeurs propres

de l�opérateur invariant I(t) sont des constantes indépendantes du temps. En e¤et, en

supposant que, dans (2.5), est une fonction du temps et dérivant les deux membres de

cette relation par rapport à ce dernier, on obtient

@I (t)

@t
j�; k ;ti+ I (t)

@

@t
j�; k ;ti = @�

@t
j�; k ;ti+ �

@

@t
j�; k ;ti : (2.10)

Par ailleurs, en faisant agir (2.2) à gauche sur le vecteur j�; k ;ti et utilisant (2.5), il
vient que

i~
@I (t)

@t
j�; k ;ti+ I (t)H (t) j�; k ;ti � �H (t) j�; k ;ti = 0: (2.11)

En combinant (2.10) et (2.11), on obtient

I (t)

�
i~
@

@t
�H (t)

�
j�; k ;ti = �

�
i~
@

@t
�H (t)

�
j�; k ;ti+ @�

@t
j�; k ;ti = 0: (2.12)
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En multipliant les deux membres de (2.12) scalairement par le bras h�; k ;tj et tenant
compte de (2.8), on aura

@�

@t
= 0: (2.13)

Ce qui signi�e que les valeurs propres de l�invariant ne dépendent pas du temps

bien que les états propres correspondants en dépendent. Cette propriété est bien sur

subordonnée à la contrainte(2.8), traduisant le fait que i~ @
@t
�H (t) laisse invariant l�espace

de Hilbert engendré par les états propres de l�opérateur invariant.

Remarquons que si c�est la relation (2.13) qui est supposée satisfaite par toutes les

valeurs propres, la relation (2.8) deviendrait une conséquence.

2.2.3 Relation entre les vecteurs propres d�un opérateur inva-

riant et les solutions de l�équation de Schrödinger

Notre but est bien sur de trouver la relation entre des solutions de l�équation de Schrö-

dingeret les états propres d�un opérateur invariant. Pour ce faire, nous allons présenter ici

une nouvelle approche di¤érente de celle qu�on trouve dans la littérature et précisément

dans l�article original de Lewis et Riesenfeld [7].

Remarquons tout d�abord qu�en se servant du résultat (2.13), la relation (2.10) peut

être réduite en

(�� I (t))
@

@t
j�; k ;ti = @I (t)

@t
j�; k ;ti ; (2.14)

qu�on peut écrire, compte tenu de (2.11), sous la forme

(�� I (t))

�
i~
@

@t
�H (t)

�
j�; k ;ti = 0: (2.15)

En multipliant (2.15) scalairement par le bras
D
��; �k ;t

��� et prenant en considération la
condition (2.8), on obtient

�
�� ��

�D
��; �k ;t

��� �i~ @
@t
�H (t)

�
j�; k ;ti = 0: (2.16)
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La relation (2.16) est satisfaite pour k; �k; �et �� arbitraires. Pour � 6= ��, k et �k

arbitraires, on peut écrire

D
��; �k ;t

��� �i~ @
@t
�H (t)

�
j�; k ;ti = 0: (2.17)

Cette dernière équation signi�e que le vecteur
�
i~ @

@t
�H (t)

�
j�; k ;ti est orthogonal à

tous les vecteurs propres dont la valeur propre est di¤érente de � ce qui est justement

le cas car on a admis qu�il se développe sur le sous espace de Hilbert correspondant

à la valeur propre � relation (2.8) . Par ailleurs, puisque l�équation (2.17) n�est pas

forcément satisfaite pour � = �� , on ne peut pas en déduire immédiatement que est une

j�; k ;ti est une solution de l�équation de Schrödinger. Pour surmonter cette di¢ culté,
ajoutons des phases arbitraires aux vecteurs propres j�; k ;ti. Autrement dit, considérons
les vecteurs propres j�; k ;ti� dé�nis par (2.9) et remarquons que la condition (2.8)

demeure valide pour ces nouveaux vecteurs. L�équation (2.17) peut alors être écrite d�une

manière équivalente comme

�

D
��; �k ;t

��� �i~ @
@t
�H (t)

�
j�; k ;ti� = 0; (2.18)

qui est valable quelle que soit la phase ��k (t) :

Multiplions tensoriellement les deux membres de (2.18) à gauche par
�����; �k ;tE

�
=

ei��k(t) j�; k ;ti et sommons sur toutes les valeurs de �k et �� à l�exception de la valeur
� = �� Sachant que

�6=��X
���k

�����; �k ;tE
��

D
��; �k ;t

��� = 1�X
�k

����; �k ;tE
��

D
�; �k ;t

��� ; (2.19)

on obtient

�
i~
@

@t
�H (t)

�
j�; k ;ti� = ei��k(t)

X
�k

����; �k ;tE
��

D
�; �k ;t

������
i~
@

@t
�H (t)

�
� ~ _��k (t)

�
j�; k ;ti : (2.20)
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Ainsi, si le membre de droite (2.20) de s�annule identiquement, les vecteurs propres

j�; k ;ti�satisfont l�équation de Schrödinger

i~
@ j�; k ;ti�

@t
= H(t) j�; k ;ti� : (2.21)

Cette condition se réalise si le vecteur
��
i~ @

@t
�H (t)

�
� ~ _��k (t)

�
j�; k ;ti est orthogo-

nal à tous les vecteurs propres
����; �k ;tE avec �k arbitraire. En tenant compte de (2.8), ceci

veux dire que ce vecteur est nul. Par conséquent, les vecteurs j�; k ;ti� satisfont l�équation
de Schrödinger (2.21) si et seulement si les vecteurs j�; k ;ti et les phases ��k (t) sont tels
que

~ _�k�(t) j�; k ;ti =
�
i~
@

@t
�H (t)

�
j�; k ;ti : (2.22)

Si la valeur propre n�est pas dégénérée, (2.22) est automatiquement satisfaite. Pour les

valeurs propres dégénérées, la relation (2.22) n�est pas toujours satisfaite. Dans pareils cas,

il faut construire les vecteurs propres j�; k; ti de telle sorte qu�ils diagonalisent l�opérateur
Hermitien i~ @

@t
� H (t) ;ce qui est toujours possible car l�équation de l�invariant (2.2)

signi�e aussi que i~ @
@t
�H (t) commute avec I(t).

En�n, signalons que l�équation (2.22) que nous obtenons de façon rigoureuse est une

équation vectorielle et par conséquent elle est plus restrictive que celle donnée par Lewis

et Riesenfeld.

En résumé, la théorie de Lewis-Riesenfeld consiste à chercher des opérateurs invariants

Hermitiens dont les valeurs propres sont indépendantes du temps.

2.2.4 Solution générale de l�équation de Schrödinger

Nous avons montré que les états propres d�un invariant, satisfaisant à certaines condi-

tions, a¤ectées d�un facteur de phase approprié forment un ensemble complet de solutions

pour l�équation de Schrödinger. D�après le principe de superposition, toute combinaison

linéaire de solutions de l�équation de Schrödinger est aussi solution de l�équation.

Ainsi, une solution générale de l�équation de Schrödinger, éventuellement sous forme

d�un paquet d�onde, basée sur les états propres de l�invariant I(t), peut être écrite sous

la forme
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j & (t)i =
X
�k

C&
�k j�; k ;ti� ; (2.23)

où les coe¢ cients C&
�k sont des paramètres complexes indépendants du temps et & étant

éventuellement un paramètre quantique caractérisant les états j & (t)i . Ils peuvent être
�xés en fonction des composantes de l�état initial j & (0)i sur les vecteurs propres initiaux
de l�opérateur invariant, j�; k ;t0i� : En e¤et, puisque (2.23) devrait être satisfaite à tout
instant, en particulier à l�instant initial t0 , on peut écrire alors

j & (t0)i =
X
�k

C&
�k j�; k ;t0i� ; (2.24)

et en multipliant scalairement les deux membres de (2.24) par
D
��; �k ;t0

���et utilisant la
propriété d�orthonormalisation (2.6), on obtient

C&
�k =�

D
��; �k ;t0

��� j & (t0)i = exp(�i��k(t0))D��; �k ;t0��� j & (t0)i : (2.25)

2.2.5 Construction d�opérateurs invariants

Après avoir compris l�intérêt des opérateurs invariants dans la résolution de l�équa-

tion de Schrödinger, on se demande s�il existe une recette spéciale pour construire des

opérateurs invariants, satisfaisant aux conditions citées dans la section 2.2.3. En principe,

si l�opérateur d�évolution de l�équation de Schrödinger, est connu, il est alors possible de

construire autant d�opérateurs que nous voulons, satisfaisant à l�équation (2.2). En e¤et,

si Ue(t) dénote l�opérateur d�évolution de l�équation (2.2) , il satisfait une équation du

type Schrödinger

i~
@Ue(t)

@t
= H (t)Ue(t); (2.26)

et par conséquent, tout opérateur I(t), dé�ni par

I (t) = Ue(t)I0U
+
e (t); (2.27)

satisfait l�équation (2.2), où I0 = I(0) est à priori un opérateur Hermitien arbitraire.

Cependant, pour construire des opérateurs invariants selon (2.27), il faut en principe
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connaître Ue(t), ce qui nécessite la résolution de l�équation du type Schrödinger (2.26) et

c�est justement ce que nous voulons éviter en adoptant la méthode de Lewis-Riesenfeld.

Néanmoins, dans certaines situations particulières, on peut exploiter le résultat (2.27)

pour construire des opérateurs invariants sans pour autant connaitre Ue(t) : Nous allons

donner l�exemple où l�Hamiltonien s�écrit comme une combinaison linéaire des générateurs

Oi d�une certaine algèbre fermée � (des opérateurs hermitiens) ; de dimension M [17].

� = fO0; O1; O2; :::::OMg ; (2.28)

satisfaisant à

[Oi; Oj] =

MX
k=0

"ijkOk; (2.29)

où O0 désigne, à priori, l�opérateur identité.

En e¤et, si l�Hamiltonien H(t) s�écrit comme une combinaison linéaire sur les géné-

rateurs Oi ;

H (t) =
NX
i=0

hi (t)Oi; avec N �M (2.30)

où les hi (t) sont des fonctions réelles dépendantes éventuellement du temps, alors,

l�opérateur d�évolution peut se mettre sous la forme [15]

U(t) =
NY
i=0

exp
i

~
li (t)Oi; (2.31)

où les li (t) sont des fonctions des hi (t) : Ainsi, en choisissant l�opérateur Hermitien I0
sous la forme

I0 =

MX
i=0


iOi; (2.32)

où les coe¢ cients 
i sont des paramètres réels à priori arbitraires, et compte tenu de

(2.27) et de (2.29), l�opérateur invariant s�écrira sous la forme
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I (t) =
MX
j=0

�j (t)Oj; (2.33)

où les �i (t) sont des fonctions réelles du temps à déterminer.

En insérant (2.30) et (2.33) dans l�équation (2.2), et compte tenu de (2.29), on voit

qu�il su�t de choisir les coe¢ cients �i (t) véri¢ ant le système d�équations couplées suivant

i~ _�k (t) =
MX
j=0

gkj�j; (2.34)

avec

gjk =
MX
j=0

hi (t) "ijk: (2.35)

Par conséquent, connaissant la solution du système d�équation (2.34), on obtient

l�invariant I(t) : Notons que l�invariant ainsi construit dépend des coe¢ cients initiaux 
i,

c�est-à-dire du choix de l�invariant initial I0 = I(0)

Avant de clore cette section, notons que tout invariant de la forme (2.33) satisfait les

contraintes citées dans la section 2.2.3 car I(t), H(t) et @I
@t
sont des opérateurs engendrés

par les générateur d�une même algèbre. Ainsi, en principe, il n�y a aucune restriction sur

le choix de l�invariant initial, pourvu qu�il soit sous la forme (2.32). Cependant, le but

�nal est d�obtenir un opérateur invariant I(t) dont l�équation aux valeurs propres peut

être résolue exactement et par conséquent le choix de I0 doit quand même être judicieux.

2.3 Relation entre les fonctions propres d�un inva-

riant et le propagateur de Feynman

Dans la formulation intégrale de chemin, le propagateur de Feynman K (r; t; r0; t0)qui

fait évoluer la fonction d�onde, solution de l�équation de Schrödinger, du point (r0; t0) au

point (r; t) est dé�ni par [16]

 (r; t) =

Z +1

�1
dr0K (r; t; r0; t0) (r0; t0) : (2.36)
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En dénotant par ��k (r; t) = hrj j�; k; ti, l�équation (2.23) peut être écrite en représen-
tation jri sous la forme

 (r; t) =
X
�k

C�k exp(i��k(t))��k (r; t) ; (2.37)

où l�on fait abstraction du paramètre &:

Par ailleurs, à partir de la dé¢ nition (2.25), en utilisant la relation de fermetureR
dr0 jr0i hr0j = 1, on obtient

C�k = exp (�i��k(t0))
Z
dr0�

�
�k (r0; t0) (r0; t0) : (2.38)

En insérant (2.38) dans (2.37), on obtient

 (r; t) =

Z +1

�1
dr0
X
�k

exp(i��k(t)� i��k(t0))dx0�
�
�k (r0; t0)��k (r; t) (r0; t0) : (2.39)

En comparant (2.39) avec (2.36), on voit qu�on peut exprimer le propagateur de

Feynman en terme des fonctions propres de l�invariant et de leurs phases correspondantes

comme

K (r; t; x0; t0) =
X
�k

exp [i (��k(t)� ��k(t0))]�
�
�k (x0; t0)��k (r; t) : (2.40)

On retrouve ainsi l�écriture formelle du propagateur de Feynmann en fonction d�un

ensemble complet de solutions de l�équation de Schrödinger correspondante.

2.4 Transformations unitaires et résolution de l�équa-

tion de Schrödinger

Il est bien connu que les propriétés de symétrie jouent un rôle central dans la résolution

de nombreux problèmes en physique et particulièrement en mécanique quantique. Ainsi,

on dit en physique qu�un système présente une symétrie ou une invariance s�il peut être

décrit de di¤érentes manières mais qui aboutissent à des prévisions équivalentes sur son
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évolution.

En mécanique quantique, tout système physique est décrit par des états quantiques

formant un espace de Hilbert. On dit que le système quantique possède une symétrie s�il

s�avère possible de trouver une transformation qui change les états quantiques sans pour

autant modi�er les prévisions sur les observables de la théorie.

Soit H(t) l�Hamiltonien d�un système quantique [8] dont l�évolution temporelle du

vecteur d�état j (t)i est régie par l�équation de Schrödinger

i~
@

@t
j (t)i = H j (t)i ; (2.41)

et soit U(t) un opérateur linéaire, inversible, qui relie j (t)i à un autre vecteur j (t)ipar

j (t)i = U (t) j (t)i: (2.42)

Du point de vue de la mécanique quantique, on dit que les états j (t)iet j (t)i sont
équivalents, et par conséquent décrivent le même phénomène physique, si j (t)i satisfait
aussi l�équation de Schrödinger pour un nouveau Hamiltonien Hermitien H.

En fait, en dérivant (2.42) partiellement par rapport à t et utilisant (2.41), on véri�e

que j (t)i satisfait l�équation

i~
@

@t
j (t)i =

�
U�1 (t)HU (t)� i~

@U�1

@t
U (t)

�
j (t)i ; (2.43)

qui est du type Schrödinger avec

H (t) = U�1 (t)HU (t)� i~
@U�1

@t
U (t) : (2.44)

Cependant, en imposant l�hemiticité de �H (t) , on s�aperçoit que l�opérateur U(t) doit

être unitaire, c�est-à-dire

U+ (t) = U�1 (t) ; (2.45)

ou encore

U+ (t)U (t) = U (t)U+ (t) = I; (2.46)

31



où I est l�opérateur identité.

On dit alors que l�opération (2.42) est une transformation unitaire. Elle assure la

conservation du produit scalaire des di¤érents états. En e¤et, en considérant la transfor-

mation (2.42) sur deux états quelconques j 1 (t)iet j 2 (t)i de l�espace de Hilbert,

j i (t)i = U+ (t) j i (t)i ; i = 1; 2 (2.47)

et tenant compte de la propriété d�unitarité (2.46), on obtient

h 1 (t) j 2 (t)i = h 1 (t) j 2 (t)i ; (2.48)

qui signi�e que le produit scalaire est conservé. Ainsi, l�interprétation probabiliste des

vecteurs d�état de l�équation de Schrödingerest conservée dans une transformation uni-

taire.

Par ailleurs, pour que les deux systèmes d�états, c�est-à-dire les j i (t)i et leurs trans-
formés j i (t)i, soient complètement équivalents, il doit y avoir conservation des valeurs
moyennes des observables. Ainsi, partant de la dé�nition de la valeur moyenne d�une

observable A(t) (qui peut dépendre explicitement du temps) dans un état j i (t)i quel-
conque d�une représentation et tenant compte de (2.47), on peut écrire

h i (t)jA  i (t)i = h i (t)jU+ (t)AU (t)  i (t)i: (2.49)

Par conséquent, cette même observable doit être dé�nie dans la nouvelle représenta-

tion comme

A = U+ (t)AU (t) : (2.50)

Les transformations unitaires jouent un rôle très important dans la résolution de

l�équation de Schrödinger dans certaines situations particulières. En e¤et, parfois pour

simpli�er la résolution de l�équation de Schrödinger associée à un Hamiltonien H(t)

donné, il s�avère utile de procéder d�abord par des transformations unitaires successives

jusqu�à ce qu�on arrive à une équation équivalente pour un nouveau Hamiltonien eH (t) ,

dont la résolution de l�équation de Schrödinger correspondante est plus simple. Dans les

systèmes exactement solubles, il existe toujours des opérateurs unitaires qui s�adaptent
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à l�opération de simpli�cation de l�équation de Schrödinger. En général, ces opérateurs

sont constitués par l�exponentiation des générateurs de l�algèbre qui engendrent l�Hamil-

tonien du système. Dans la plupart des problèmes exactement solubles et lorsque l�ordre

des transformations unitaires est judicieusement choisi, l�Hamiltonien �nal eH (t)s�avère

indépendant du temps. Dans ce cas, l�équation �nale sera résolue simplement par sépa-

ration des variables d�espace et tu temps. Ensuite, on procède par les transformations

inverses pour obtenir les solutions de l�équation originale. Lorsque eH (t) dépend expli-

citement du temps, le problème devient plus maniable pour être traiter par la méthode

des invariants, décrite plus haut.

2.5 Exemple illustratif

Comme exemple illustratif sur l�utilisation de la méthode des invariants et des trans-

formations unitaires dans la résolution de l�équation de Schrödinger, considérons un sys-

tème à un degré de liberté représentant un oscillateur harmonique forcé [17], décrit par

l�Hamiltonien

I (t) = ~!0n̂+ g (t) a+ + g� (t) a; (2.51)

où n̂ = a+a; a et a+représentent les opérateurs d�annihilation et de création bosoniques,

satisfaisant

�
a; a+

�
= 1; (2.52)

!0 est un paramètre réel positif et g (t), une fonction du temps, à priori complexe.

Méthode des invariants

Pour résoudre l�équation de Schrödingercorrespondante par la méthode des invariants,

remarquons d�abord que a, a+,a+a et l�opérateur identité I forment une algèbre fermée.

Considérons alors un opérateur invariant sous la forme

I (t) = � (t) n̂+ � (t) a+ + �� (t) a+ 
 (t) ; (2.53)
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où � (t) et 
 (t) sont des fonctions réelles du temps et � (t), une fonction du temps à

priori complexe.

En utilisant l�équation d�invariance (2.2), on obtient les équations auxiliaires déter-

minant les paramètres � (t) ; � (t) et 
 (t)sous la forme

_� (t) = 0; (2.54a)

i~ _� (t) = ~!0�+ i� (t) g (t) ; (2.54b)

i~ _
 (t) = g� (t)� (t)� g (t)�� (t) : (2.54c)

La solution générale du système d�équations (2.54) est donnée par

� (t) = �0; (2.55a)

� (t) = e(�i!0t)

0@�0 + i�0
~

tZ
0

e(i!0�)g (�)

1A ; (2.55b)


 (t) = 
0 +
1

i~

tZ
0

�
�0e

(�i!0�)g� (�) + cc
�
d� +

i�0
~

������
tZ
0

e(i!0�)g (�)

������ ; (2.55c)

où les constantes arbitraires �0, �0 et 
0 sont telles que �0 est à priori complexe, �0 et


0 sont réelles.

Ainsi, la forme de l�opérateur invariant, et par conséquent la solution du problème, dé-

pend essentiellement du choix des constantes �0, �0 et 
0 :Dans notre exemple, nous nous

limitons à trouver la solution correspondant à un invariant manifestement quadratique,

c�est-à-dire pour lequel �0 6= 0 : Ainsi, sans perte de généralité, on prend �0 = 1:
A�n de trouver les fonctions propres et les valeurs porpre de I(t), nous devons résoudre

l�équation aux valeurs propres

I(t) j'� (t)i = � j'� (t)i : (2.56)

Pour ce faire, considérons la transformation
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j'� (t)i = U (t) j��i ; (2.57)

où U(t) est un opérateur unitaire à déterminer. En insérant (2.57) dans (2.56) et multi-

pliant les deux membres à gauche par U+(t) ; on obtient la nouvelle équation

~I j��i = � j��i ; (2.58)

avec

~I = U+ (t) I(t)U (t) : (2.59)

Le but est de choisir convenablement U(t) de sorte que le nouveau opérateur ~I soit

indépendant du temps. Pour ce faire, considérons U(t) comme l�opérateur déplacement,

qui s�écrit sous la forme

U (t) = exp
�
�� (t) a� � (t) a+

�
; (2.60)

avec � (t), une fonction qui sera �xée de telle sorte à obtenir l�expression désirée pour

l�opérateur ~I:

Sachant que

U+ (t) aU (t) = a� � (t) ; (2.61a)

U+ (t) a+U (t) = a+ � �� (t) ; (2.61b)

l�expression de ~I sera donnée par

~I = n̂+ (� (t)� � (t)) a+ + (�� (t)� �� (t)) a

+ j� (t)j2 � �� (t)� (t)� � (t)�� (t) + 
 (t) : (2.62)

Puisque � (t) est une fonction arbitraire, elle sera alors choisie de telle sorte que les
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termes dépendants du temps dans le membre de droite de (2.62) disparaissent. Ainsi, on

voit bien qu�il su¢ t de poser

� (t) = � (t) ; (2.63)

et �xer les paramètres �0 et 
0de telle sorte que


0 = j�0j
2 : (2.64)

L�opérateur ~I se réduit donc à une forme simple indépendante du temps, donnée par

~I = n̂; (2.65)

qui peut être identi�é, à une constante additive près, à l�Hamiltonien d�un oscillateur

harmonique stationnaire.

Ainsi, les solutions de l�équation aux valeurs propres (2.58) sont données par

�n = n; avec n = 0; 1; 2; ::: (2.66)

et

j�ni = jni : (2.67)

Par conséquent, les états propres de l�opérateur invariant initial I(t) sont donnés par

j'n (t)i = e(�
�(t)a��(t)a+) jni : (2.68)

A�n d�obtenir les solutions de l�équation de Schrödinger correspondant à l�opérateur

invariant (2.53) avec la contrainte (2.64), calculons la phase �n qu�il faut a¤ecter à chaque

état j'n (t)i. Sachant que les valeurs propres n ne sont pas dégénérées et compte tenu de
la relation (2.22), on peut écrire
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~ _�n(t) = h'n (t)j
�
i~
@

@t
�H (t)

�
j'n (t)i

= hnjU+ (t)
�
i~
@

@t
�H (t)

�
U (t) jni : (2.69)

En utilisant les relations (2.61) et tenant compte de (2.63), on obtient

U+ (t)H (t)U (t) = ~!0
�
n̂+ j� (t)j2

�
� g� (t) � (t)� g (t) �� (t)

+ (g (t)� ~!0� (t)) a+ + (g� (t)� ~!0�� (t)) a: (2.70)

Par ailleurs, en utilisant la fameuse formule de Baker-Campbell-Hausdor¤ [4] et la

relation de commutation (2.52), on peut écrire l�opérateur invariant sous la forme

U (t) = e
1
2
j�(t)j2e�

�(t)ae��(t)a
+

; (2.71)

de sorte qu�un calcul direct conduit à

@U (t)

@t
= U (t)

�
1

2

�
_� (t) �� (t)� � (t) _�� (t)

��
+ _�� (t) a� _� (t) a+; (2.72)

et par conséquent

U+ (t)
@U (t)

@t
=
1

2

��
_� (t) �� (t)� � (t) _�� (t)

��
+ _�� (t) a� _� (t) a+: (2.73)

En substituant (2.70) et (2.73) dans (2.69) et sachant que hnj a jni = hnj a+ jni = 0
et hnj n̂ jni = n;on obtient

_�n(t) =
i

2

�
_� (t) �� (t)� � (t) _�� (t)

�
� !0

�
n̂+ j� (t)j2

�
+
1

~
(g (t) �� (t) + g� (t) � (t)) ;

= �!0n+
1

2~
(g (t)�� (t) + g� (t)� (t)) ; (2.74)
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où l�on a utilisé (2.54), (2.55) et (2.63).

Les fonctions d�onde, solutions de l�équation de Schrödinger seront alors données par

j n (t)i = e
�i!0nt+ i

2~

tR
0

(g(�)��(�)+g�(�)�(�))d�
e(�

�(t)a��(t)a+) jni : (2.75)

Méthode des transformations unitaires (Opérateur d�évolution)

A�n de résoudre l�équation de Schrödingerpour l�Hamiltonien (2.51) par la méthode

des transformations unitaires, commençons par la transformation dé�nie par

j (t)i = U (t) j� (t)i ; (2.76)

où U(t) est l�opérateur déplacement dé�ni par (2.60).

Le nouveau état j� (t)i satisfait donc une équation du type Schrödinger

i~
@ j� (t)i
@t

= H(t) j� (t)i : (2.77)

oùH(t) est donné par (2.44), qu�on écrira sous une forme équivalente comme U+ (t)H (t)U (t)

H(t) = U+ (t)H (t)U (t) + i~
�
@U+ (t)

@t

�
U (t) ;

= U+ (t)H (t)U (t)� i~U+
�
@U (t)

@t

�
: (2.78)

En se servant des résultats déjà obtenus dans (2.70) et (2.73), on obtient

H(t) = ~!0 (n̂+ ���)� g� (t) � (t)� g (t) �� (t)� i~
2

�
_� (t) �� (t)� � (t) _�� (t)

�
+
�
g (t)� ~!0� (t) + i~ _� (t)

�
a+ +

�
g� (t)� ~!0�� (t)� i~ _�� (t)

�
a: (2.79)

Puisque la fonction � (t) est encore libre, elle sera �xée de telle sorte que les termes

linéaires par rapport à a et a+ dans (2.79) disparaissent. Ainsi, � (t) satisfera l�équation

di¤érentielle
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i~ _� (t) = ~!0� (t)� g (t) : (2.80)

Avant de poursuivre, notons que l�équation di¤érentielle (2.80) coïncide exactement

avec l�équation (2.54b) si on remplace � (t) par � (t) et on prend � (t) = 1.

Compte tenu de la contrainte (2.80), le nouveau Hamiltonien sera réduit en

H(t) = ~!0n̂�
1

2
g (t) �� (t) + g� (t) � (t) : (2.81)

Ainsi, la solution formelle de l�équation (2.77) sera donnée après intégration par

j� (t)i = e
i
2~

tR
0

(g(�)��(�)+g�(�)�(�))d�
e�in!0t j� (0)i ; (2.82)

et par conséquent, la solution de l�équation de Schrödingers�écrit sous la forme

j (t)i = e
i
2~

tR
0

(g(�)��(�)+g�(�)�(�))d�
e(�

�(t)a��(t)a+)e�in!0t j� (0)i ; (2.83)

où j� (0)i est un état arbitraire de l�espace de Hilbert.
En particulier, si on choisit j� (0)i = jni, on obtient

j n (t)i = e
�n!0t+ i

2~

tR
0

(g(�)��(�)+g�(�)�(�))d�
e(�

�(t)a��(t)a+) jni ; (2.84)

qui coïncide exactement avec la solution obtenue par la méthode des invariants. Ainsi,

nous pouvons conclure que les deux méthodes sont équivalentes. Autrement dit, les solu-

tions obtenues à partir d�un invariant donné correspondent à celles qu�on obtient par la

méthode des transformations unitaires pour un état initial particulier. On peut donc dire

que le choix d�un opérateur invariant particulier dans la méthode de Lewis-Riesenfeld est

équivalent au choix d�un état initial particulier dans la méthode de l�opérateur d�évolu-

tion.
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2.6 Conclusion

Nous avons développé dans ce chapitre la méthode des invariants pour résoudre exac-

tement l�équation de Schrödingerdans certains problèmes avec Hamiltonien dépendant

explicitement du temps. Nous avons montré qu�une fois qu�on a construit un opérateur

invariant associé à un Hamiltonien donné, il su¢ t de résoudre son équation aux valeurs

propres pour en déduire directement les solutions de l�équation de Schrödinger. Cette

technique ne peut pas remplacer les méthodes directes de résolution de l�équation de

Schrödingerdans tous les problèmes mais elle constitue une alternative qui peut s�avérer

mieux adapter pour certains problèmes que d�autres. Elle possède aussi l�avantage que

les solutions obtenues à partir d�un invariant donné forment un ensemble complet de

solutions.

Nous avons aussi discuté brièvement la résolution de l�équation de Schrödingerpar la

technique des transformations unitaires.

Dans le but d�éclaircir la di¤érence entre les deux techniques, nous avons incorporé

à la �n du travail un exemple illustratif concernant la résolution de l�équation de Schrö-

dinger associée à un oscillateur harmonique forcé à une dimension. Nous avons présenté

brièvement la solution du problème par les deux techniques et montré leur équivalence

tout en commentant l�intérêt de chacune d�elles.
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Chapitre 3

Ensembles complets de solutions de

l�équation de Schrödinger d�une

particule dans le potentiel linéaire

dépendant du temps par la méthode

des Invariants

3.1 Introduction

tocsectionIntroductionLa résolution de l�équation de Schrödinger pour des Hamilto-

niens non stationnaires se limite en général à des solutions approchées qui sont obtenues

par des méthodes perturbatives ou numériques. Il existe très peu de problèmes dépen-

dants du temps qui se prêtent à des solutions exactes, comme par exemple le problème

d�une particule soumise à une force uniforme dans l�espace et variable dans le temps

(potentiel linéaire dépendant du temps), ou à une force linéaire dans l�espace et variable

dans le temps (potentiel quadratique dépendant du temps). Généralement, les solutions

exactes de ces deux potentiels peuvent servir de bases à partir desquelles on peut déve-

lopper des solutions approchées pour d�autres potentiels plus généraux. Par conséquent,

les solutions de ces deux potentiels sont d�un intérêt capital en mécanique quantique non

stationnaire.
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Nous allons nous intéresser dans ce chapitre à la résolution de l�équation de Schrö-

dinger par l�approche des invariants, initiée par Lewis-Riesenfeld [7], pour l�Hamiltonien

d�une particule neutre, soumise à une force extérieure unidimensionnelle, uniforme dans

l�espace et variable dans le temps. Ceci est aussi équivalent au problème d�une particule

chargée, soumise à un champ électrique uniforme dans l�espace et variable dans le temps,

orienté dans une direction �xe et dont le champ magnétique associé est nul.

En fait, ce problème a été abordé dans la littérature par plusieurs auteurs, aboutis-

sant à di¤érentes solutions [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27]. Pour la première fois

la méthode des invariants a été utilisée par Guedes pour résoudre ce problème [18]. En

proposant un opérateur invariant linéaire par rapport à l�opérateur impulsion, l�auteur

avait obtenu des solutions du type ondes planes. Il a été mentionné aussi dans ce travail

qu�il est possible de construire une solution du type paquet d�onde d�Airy par une cer-

taine superposition des solutions obtenues. Des solutions similaires avaient été obtenues

aussi dans le travail de Feng [19] par le biais de transformations spatio-temporelles. En

suivant une démarche basée sur les transformations unitaires, des solutions du type pa-

quet d�ondes d�Airy ont été également rapportées par Song [20]. Plus tard, Bauer [21]

montra que la solution proposée dans la référence [18] est un cas spécial de la solution dite

de Volkov, obtenue bien avant. Cette disparité des solutions obtenues a suscité un long

débat, notamment concernant l�utilisation de l�approche des invariants [22, 23]. Dans la

critique rapportée par Bekkar et al [22], il a été montré que l�invariant utilisé par Guedes

représente un cas particulier d�un invariant plus général, linéaire par rapport à l�opéra-

teur impulsion et ne dépendant pas de l�opérateur position. Ainsi, un ensemble complet

de solutions du type onde plane a été en�n donné par Bekkar et al [22], à partir duquel il

sera en principe possible d�obtenir d�autres ensembles complets de types di¤érents. Plus

tard, Luan et al [23] proposèrent un opérateur invariant linéaire par rapport aux opéra-

teurs impulsion et position mais dont le coe¢ cient de l�opérateur position est purement

imaginaire. L�invariant ainsi utilisé n�est pas un opérateur Hermitien, comme l�exige la

théorie de Lewis et Riesenfeld, mais néanmoins il a été ainsi montré qu�il est possible

d�obtenir une solution (et non pas un ensemble complet de solutions) représentant un

paquet d�ondes Gaussien. Récemment, un ensemble complet de solutions du type oscil-

lateur harmonique a été présenté dans la référence [27] en se basant sur un invariant

quadratique ayant une forme particulière.
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Le but du travail de ce chapitre consiste à l�uni�cation des résultats obtenus par l�ap-

proche des invariants [28]. Nous montrons comment générer trois opérateurs invariants

Hermitiens et linéairement indépendants à partir desquels découlent trois ensembles com-

plets de solutions de types : ondes planes, fonctions d�Airy et oscillateurs harmoniques.

Nous montrons aussi que ces ensembles complets de solutions peuvent être obtenus les

uns des autres par des superpositions linéaires appropriées.

3.2 Hamiltonien du système

Il est clair, d�après les équations de Maxwell [29], qu�il est toujours possible de réaliser

une expérience dans laquelle le champ magnétique, associé à un champ électrique uni-

forme et variable dans le temps, est identiquement nul. On dit alors qu�on a un champ

électrique seul. Dans cette situation, l�Hamiltonien d�une particule de masse m et de

charge q, placée dans ce champ électique est la somme de la partie cinétique et de l�éner-

gie potentielle. Si l�on dénote par �f (t) la force extérieure agissant sur la particule, se
mouvant sur l�axe OX, c�est-à-dire �f (t) = qE (t) où E(t)est la composante du champ

électrique, l�Hamiltonien classique du système s�écrit alors comme

H(t) =
p2

2m
+ f(t)x; (3.1)

où x � xc (t) et p � pc (t) représentent respectivement la position et l�impulsion classiques

de la particule, qui sont des fonctions du temps.

Il est facile de montrer que les équations classiques du mouvement [30] pour les va-

riables xc (t) et pc (t), appelées aussi équations canoniques de Hamilton-Jacobi, s�écrivent

�
xc (t) =

@H

@pc
=
pc (t)

m
; (3.2)

et
�
pc (t) = �

@H

@xc
= �f (t) : (3.3)

Ces équations peuvent être intégrées facilement pour donner

pc(t) = pc(0)� f1(t); (3.4)
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xc(t) = xc(0) +
pc(0)

m
t� f2(t)

m
; (3.5)

où f1(t) et f2(t) sont données par

f1(t) =

Z t

0

d�f (�) ; (3.6a)

f2(t) =

Z t

0

d�

Z �

0

d&f (&) ; (3.6b)

et xc (0) et pc (0) représentent respectivement les valeurs initiales de la position et l�im-

pulsion de la particule classique.

Le traitement quantique du problème est basé, d�après les règles de quanti�cation et

le principe de Heisenberg, sur le remplacement des grandeurs classiques xc (t) et pc (t)

par des observables X et P , auxquelles correspondent des opérateurs x̂ et p̂ véri�ant la

relation de commutation

[x̂; p̂] = i~: (3.7)

Dans la représentation position, les opérateurs position et impulsion prennent la forme

x̂ � x et p � ~
i
@
@x
s�écrit dans cette représentation sous la forme

H(t) =
p2

2m
+ f(t)x; (3.8a)

=
�~2
2m

+ f(t)x; (3.8b)

où x et p sont maintenant des opérateurs satisfaisant la relation de commutation (3.7).
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3.3 Opérateur invariant

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, l�évolution du système dans

le temps est caractérisée par l�évolution de la fonction d�onde  (x; t), régie par l�équation

Schrödinger qui s�écrit dans la représentation position sous la forme

@ (x; t)

@t
=

�
p2

2m
+ f(t)x

�
 (x; t) ; (3.9)

avec p = ~
i
@
@x
:

Nous nous proposons de résoudre l�équation de Schrödinger(3.9) en utilisant l�ap-

proche des invariants, initiée par Lewis et Riesenfeld [7], (voir chapitre 2). Remarquons

tout d�abord que l�Hamiltonien est une combinaison linéaire des opérateurs x et p2 qu�on

peut considérer comme des générateurs de plusieurs algèbres fermées de dimensions �nies.

On cite par exemple l�algèbre de dimension 4

A4 =
�
1; x; p; p2

	
; (3.10)

où l�algèbre de dimension 6

A6 =
�
1; x; p; x2; p2; xp+ px

	
; (3.11)

qui sont fermées par rapport à l�opération de commutation entre deux éléments quel-

conques de l�algèbre.

Dans ce travail, nous considérons l�algèbre A6 de sorte que, d�après la théorie exposée

dans le chapitre 2 et la relation (3.33), on cherche un opérateur invariant Hermitien

général sous la forme

I(t) = �(t)p2 + �(t)(xp+ px) + 
(t)x2 + �(t)x+ �(t)p+ �(t); (3.12)

où les coe¢ cients �(t); �(t); 
(t); �(t); �(t) et �(t) sont des fonctions réelles du temps qui

seront choisies de telle sorte à satisfaire l�équation de l�invariant

@I (t)

@t
= � 1

i~
[I (t) ; H (t)] : (3.13)

En tenant compte de la relation de commutation (3.7), il vient que
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1

i~
[I;H] =

2� (t)

m
p2 � 2� (t) f (t)x+ 
 (t) ~

m
(xp+ px)

+
� �
m
� 2� (t) f (t)

�
p� � (t) f (t) : (3.14)

Par ailleurs, on a

@I

@t
= _� (t) p2 + _� (t) (xp+ px) + _
 (t)x2 + _� (t)x+ _� (t)n+ _� (t) : (3.15)

En insérant les deux équations (3.14) et (3.15) dans (3.13) et identi�ant les termes

semblables entre les deux membres, on obtient le système d�équations di¤érentielles li-

néaires couplées suivant

_� (t) = �2� (t)
m

; (3.16a)

_� (t) = ��(t)
m

; (3.16b)

_
 (t) = 0; (3.16c)

_� (t) = 2� (t) f (t) ; (3.16d)

_� (t) = �� (t)
m

+ 2� (t) f (t) ; (3.16e)

_� (t) = � (t) f (t) : (3.16f)

Après intégration, on obtient les solutions générales des équations (3.16) comme suit
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(t) = 
0; (3.17a)

�(t) = �0 �

0
m
t; (3.17b)

� (t) = �0 �
2�0
m

t+

0
m2

t2; (3.17c)

�(t) = �0 + 2�(t)f1 (t) + 2

0
m
f2 (t) ; (3.17d)

� (t) = �0 �
�0
m
t+ 2� (t) f1 (t) +

2� (t)

m
f2 (t) ; (3.17e)

� (t) = �0 +
�
�0 �

�0
m
t
�
f1 (t) + � (t) f 21 (t) +

�0
m
f2 (t) +

2� (t)

m
f1 (t) f2 (t) +


0
m2

f 22 (t) ;

(3.17f)

où f1(t)et f2(t) sont données par les relations (3.6). Les coe¢ cients initiaux sont des

paramètres réels qui seront �xés par les conditions physiques initiales du système et aussi

selon le type de la solution quantique désirée. Par ailleurs, puisque � (t) est le coe¢ cient

de l�opérateur di¤érentiel d�ordre le plus élevé, on peut dire que la dynamique du système

est gouvernée essentiellement par les paramètres initiaux �0, �0; 
0.

L�étape suivante est de chercher les solutions de l�équation aux valeurs propres de

l�opérateur Hermitien I(t),

I (t)'� (x; t) = �'� (x; t) ; (3.18)

telles que les valeurs propres � sont réelles et indépendantes du temps, @�
@t
= 0 et les fonc-

tions propres correspondantes '� (x; t), qui dépendent éventuellement du temps, forment

un ensemble complet de fonctions. Par ailleurs, comme nous l�avons déjà mentionné, les

solutions de (3.18) dépendent essentiellement de la fonction � (t), qui est le coe¢ cient

de la puissance la plus élevée de l�opérateur di¤érentiel p : En tant que fonction du

temps. � (t) ne doit pas changer de signe sur tout l�intervalle [0;+1[, ce qui correspond
à trois cas de �gure possibles. Le premier est lorsque � (t) est identiquement nul, corres-

pondant au choix �0 = �0 = 
0 = 0. Dans ce cas, l�invariant se réduit à un opérateur

qui est au plus linéaire par rapport aux opérateurs position et impulsion. On se ramène

alors à l�algèbre A4 :Le deuxième cas est tel que � (t) garde une valeur constante non

47



nulle,correspondant au choix �0 = 
0 = 0 et �0 6= 0 : Ainsi, l�opérateur invariant est

semi quadratique, c�est-à-dire qu�il est quadratique par rapport à l�opérateur impulsion

et au plus linéaire par rapport à l�opérateur position. En�n , � (t) évolue dans le temps

tout en ne s�annulant jamais, ce qui correspond �20 � �0
0 � 0:Ceci implique forcément
que �0 6= 0 et 
0 6= 0 simultanément et �0
0 � 0 et par conséquent l�opérateur invariant
est quadratique à la fois par rapport à l�opérateur impulsion et à l�opérateur position.

En dehors de ces trois choix, les solutions de l�équation aux valeurs propres (3.18) pré-

senteront des changements d�allures d�allures dans le temps et par conséquent elles ne

peuvent pas correspondre à des solutions physiques.

Dans ce qui suit, nous allons considérer ces trois choix séparément et en déduire pour

chaque choix un ensemble complet de solutions.

3.4 Invariant linéaire et ensemble complet de solu-

tions correspondantes

Comme il a été mentionné, si l�on choisit tels que �(t) � 0; tels que

�0 = 0; 
0 = 0; �0 = 0; (3.19)

l�opérateur invariant I(t) se réduira à une forme linéaire, donnée par

IL(t) = �
L
p+ �0x+ �L (t) ; (3.20)

avec

�
L
(t) = �0 �

�0
m
t; (3.21)

�L (t) = 
0 + �
L
(t) f1 (t) +

�0
m
f2 (t) (3.22)

Pour la même raison citée plus haut, la fonction �L (t), que nous considérons sans

dimension, doit aussi garder la même allure au cours du temps et par conséquent les

paramètres initiaux �0 et �0 doivent être �xés judicieusement. Il est facile de se convaincre
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qu�il existe en principe deux cas de �gure. Le premier consiste à prendre �0 = 0 et �0 6= 0,
qui signi�e que �L (t) demeure constant dans le temps. Dans ce cas, l�invariant coïncide

avec celui utilisé dans les références [22, 28], qu�on appellera invariant semi-linéaire car il

dépend seulement de l�opérateur impulsion mais ne dépend pas de l�opérateur position.

Dans le deuxième cas de �gure, on prend �0 6= 0 et �0 6= 0 avec la condition �0 �0 � 0.
La fonction �L (t) évolue donc dans le temps tout en ne s�annulant jamais. Ces deux cas

de �gure, qui sont à priori physiquement indépendants, peuvent être regroupés dans une

seule étude uni�ée en considérant �0 6= 0 et imposant la condition généralisée �0 �0 � 0:
Aussi, sans perte de généralité, on prend �0 = 0; �0 = 1, de sorte que �L (t) demeure

toujours positive. L�invariant peut se mettre sous la forme

IL(t) = ��L (t) p� j�0jx+ ��L (t) ; (3.23)

avec

��L (t) = 1 +
j�0j
m
t; (3.24)

��L (t) = 
0 + ��L (t) f1 (t)�
j�0j
m
f2 (t) : (3.25)

Notons que les résultats des travaux [22, 28] seront retrouvés en allant à la limite

�0 = 0.

3.4.1 Fonctions propres et valeurs propres de l�invariant li-

néaire IL(t)

Le but est de résoudre l�équation aux valeurs propres de l�opérateur invariant linéaire

IL(t)

IL(t)'� (x; t) = �'� (x; t) ; (3.26)

pour des valeurs propres indépendantes du temps.
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Pour accomplir ce but, procédons par une transformation unitaire dont le but est de

réduire l�équation (3.26) en une nouvelle équation complètement indépendante du temps.

Considérons donc la transformation unitaire dé�nie par

'� (x; t) = UL (t) �'� (x) ; (3.27)

où UL (t) est un opérateur unitaire, U+L (t) UL (t) = UL (t)U
+
L (t) = 1 , qu�on doit dé-

terminer, et �'� (x) est une fonction indépendante du temps. En reportant (3.27) dans

(3.26), on obtient la nouvelle équation

�IL�'� (x) = ��'� (x) ; (3.28)

où �ILest le transformé de l�opérateur invariant IL(t); donné par

�IL = U+L (t) IL(t)UL (t) : (3.29)

L�objectif est alors de �xer UL (t) de telle sorte que �IL ne dépende pas explicitement

du temps et qu�il soit à priori le plus simple possible. Pour ce faire, choisissons UL (t)

sous la forme

UL (t) = U1(t)U2(t); (3.30)

avec

U1(t) = exp

�
� i
~
(A (t)x) +B(t)x2

�
; (3.31)

et

U2(t) = exp

�
iC (t)

2~
(xp+ px)

�
: (3.32)

Sachant que
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U+1 (t)xU1(t) = x; (3.33)

U+1 (t)pU1(t) = p� 2B (t)x� A (t) ; (3.34)

U+2 (t)xU2(t) = xe�C(t); (3.35)

U+2 (t)pU2(t) = peC(t); (3.36)

on obtient

�IL = ��L (t) e
C(t)p� (j�0j+ 2B (t) ��L (t)) e�C(t)x+ ��L (t)� A (t) ��L (t) : (3.37)

Pour que �IL soit indépendant du temps et ayant la forme la plus simple possible, il

convient de �xer A(t);B(t)et C(t) comme

A1 =
��L (t)

��L (t)
= f1 (t)�

j�0j
m

f2 (t)

��L (t)
; (3.38a)

B(t) = � j�0j
2��L (t)

; (3.38b)

C(t) = �ln (��L (t)) : (3.38c)

Ainsi, �IL est réduit à l�opérateur impulsion,

�IL = p; (3.39)

dont les fonctions propres sont les ondes planes

�'� (x) =
1p
2�~

e
i
~�x; (3.40)

et les valeurs propres � forment un spectre continu, � 2 R et de plus elles ne sont pas
dégénérées. Le facteur 1p

2�~ ; dé�ni à une constante de phase près, est introduit pour que

les �'� (x) forment un ensemble complet de fonctions sur R.
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En reportant (3.40) dans (3.27) et utilisant (3.33) et (3.35), il vient alors que les

fonctions propres '� (x; t) s�expriment sous la forme

'� (x; t) =
1p

2�~��L (t)
exp

"
i

~

�
�� ��L (t)x

�
+ j�0j

2
x2

��L (t)

#
: (3.41)

Notons en�n qu�il est bien établit que l�invariant IL(t) forme à lui seul un E.C.O.C.

3.4.2 Phases globales et solutions du type onde plane

Pour obtenir les solutions de l�équation de Schrödinger(3.9), et sachant que les va-

leurs propres de I(t) ne sont pas dégénérées, les phases �� (t) sont obtenues à partir de

l�équation (3.22) (voir chapitre 2), qui s�écrit ici comme

~ _�� (t)'� (x; t) =
�
i~
@

@t
�H (t)

�
'� (x; t) : (3.42)

Pour ce faire, il su�t de reporter (3.1) et (3.41) dans (3.42) et e¤ectuer les opérations

de dérivation dans le membre de droite. On s�aperçoit que les termes proportionnels à x

et x2 s�éliminent identiquement et le terme restant, qui est une fonction du temps, sera

alors identi�é avec _�� (t) : On obtient donc la phase sous la forme

�� (t) = �
1

2~m

tZ
d�

�
�� ��L (t)
��L (t)

�2
: (3.43)

Finalement, les solutions de l�équation de Schrödinger (3.9) relatives à l�invariant

linéaire (3.23) peuvent être mises sous la forme (voir chapitre 2)

 � (x; t) =
� i
2~m

tR
d�
�
����L(t)
��L(t)

�2
p
2�~��L (t)

exp

"
i

~

�
�� ��L (t)x

�
+ j�0j

2
x2

��L (t)

#
: (3.44)

En utilisant la défnition bien connue de la distribution de Dirac, donnée par

1

2�

Z +1

�1
ei�(p�q)udu =

1

j�j� (p� q) ; (3.45)

on peut véri�er aisément que les solutions (3.44) forment un ensemble complet satisfaisant

aux relations d�orthonormalisation et de fermeture suivantes
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Z +1

�1
dx ��(x; t) ��(x; t) = �

�
�� ��

�
; (3.46)

et Z +1

�1
d� ��(x; t) �(�x; t) = � (x� �x) : (3.47)

Dans le cas particulier où �0 = 0, les solutions (3.44) se réduisent à celles rapportées

dans les références [22, 28], qui seront données par des fonctions du type onde plane

 � (x; t) =
1p
2�~

exp

0@� i

2~m

tZ
d� [�� f1 (�)]

2

1A exp� i
~
[�� f1 (t)x]

�
: (3.48)

3.5 Invariant semi-quadratique et ensemble complet

de solutions correspondantes

Un invariant semi-quadratique, c�est-à-dire qui est seulement quadratique par rapport

à l�opérateur impulsion, est obtenu en considérant le choix particulier des paramètres

initiaux �0; �0 and 
0 tels que

�0 6= 0; 
0 = 0; �0 = 0; (3.49)

Sans perte de généralité, on peut considérer que �0 est un paramètre sans dimension

et poser �0 = 1, de sorte que l�opérateur invariant peut être réduit à la forme simple

ISQ(t) = p2 + �0x+ �SQ(t)p+ �SQ(t); (3.50)

avec

�SQ(t) = �0 �
�0
m
t+ 2f1 (t) ; (3.51)
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et

�SQ(t) =
�
�0 �

�0
m
t
�
f1 (t) +

�0
m
f2 (t) + f 21 (t) : (3.52)

Dans ce qui suit, nous allons admettre que �0 6= 0.

3.5.1 Fonctions propres et valeurs propres de ISQ(t)

A�n de résoudre l�équation aux valeurs propres

ISQ(t)�� (x; t) = ��� (x; t) ; (3.53)

nous allons procéder comme dans la section 3.3.1 par une transformation unitaire qui

réduit (3.53) en une équation indépendante du temps.

En posant

�� (x; t) = USQ (t) ���(x); (3.54)

et reportant (3.54) dans (3.53), on obtient

�ISQ���(x) = ����(x); (3.55)

avec
�ISQ = U+SQ(t)ISQ(t)(t)USQ(t): (3.56)

En choisissant l�opérateur unitaire USQ(t) sous la forme

USQ(t) = exp

�
i
A2 (t)

~
x

�
exp

�
i
A1 (t)

~
p

�
; (3.57)

on véri�e aisément que les transformées des opérateurs position x et impulsion p sont

données par

U+SQ(t)xUSQ(t) = x� A1; (3.58)

U+SQ(t)pUSQ(t) = p+ A2: (3.59)
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Ainsi, l�opérateur �ISQ sera donné par l�expression

�ISQ = p2 + �0x+
�
2A2 (t) + �SQ(t)

�
p+A22 (t)� �0A1 (t) + �SQ(t)A2 (t) + �SQ(t): (3.60)

Puisque A1 (t) et A2(t) sont des paramètres libres, nous les choisissons de telle sorte

que �ISQ ne dépende pas explicitement du temps. Ils seront donc �xés comme

A1 (t) =
1

�0

�
�SQ(t)�

�SQ(t)
2

4

�
; (3.61)

A2 (t) = �
�SQ(t)

2
; (3.62)

et par conséquent �ISQ se réduit à la forme simple

�ISQ = p2 + �0x; (3.63)

qui ressemble à l�Hamiltonien d�une particule à une dimension, de masse égale à 1
2
, placée

dans le potentiel linéaire V (x) = �0x. Les solutions de l�équation aux valeurs propres

(3.55) sont donc du type fonction d�Airy [31], comme nous allons le voir.

En reportant (3.63) dans (3.55), on voit que cette dernière s�écrit explicitement sous

la forme

�~2��q�(x; t) + (�0x� �) ���(x; t) = 0: (3.64)

En procédant maintenant par une transformation ponctuelle sur l�équation (3.64) ,

dé�nie par

x =

�
~2

�0

� 1
3

z +
�

�0
; (3.65)

et

���(x) = f���(z); (3.66)
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il est aisé de voir que la nouvelle fonction

�f��� 00(z) + zf���(z) = 0; (3.67)

dont la solution peut être exprimée par la fonction d�Airy Ai(z) [31], dé�nie sous forme

intégrale par

f���(z) v Ai (z) =
1

2�

Z +1

�1
e
i
�
u3

3
+uz

�
du: (3.68)

En e¤ectuant la transformation inverse, on peut mettre les solutions ��� (x) sous la

forme

��� (x) = C�Ai

���0
~2
� 1
3

�
x� �

�0

��
; (3.69)

où � est une constante réelle arbitraire, � 2 R ; et C� , une constante à priori arbitraire
mais qui peut être convenablement �xée de telle sorte que les solutions (3.69) forment

un ensemble complet de fonctions sur R. En e¤et, on peut écrire

Z +1

�1
dx���� (x) ����x (t) = C���C�

Z +1

�1

ds

2�

Z +1

�1
dte

i
3(t3�s3)ei(�0~)

�2
3 (��s��t) �

1

2�

Z +1

�1
ei(

�0
~2 )

1
3 (t�s)xdx: (3.70)

Compte tenu de (3.45), le membre de droite de (3.70) peut être évalué aisément pour

obtenir �nalement Z +1

�1
dx���� (x) ����x (t) = jC� j

2 �~4�0� 13 � (� � ��) : (3.71)

Par conséquent, il su¢ t de �xer C� , à une constante de phase près, comme

C� =
�
~4�0

�� 1
6 ; (3.72)

pour que les ��� (x) satisfassent la relation d�orthonormalisation
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Z +1

�1
dx���� (x) ���� (x) = � (� � ��) : (3.73)

Par ailleurs, en tenant compte maintenant de (3.72) et utilisant encore la relation

(3.45) , on s�aperçoit que les solutions ��� (x) satisfassent aussi la relation de fermetureZ +1

�1
d����� (x) ��� (�x) = � (x� �x) ; (3.74)

et par conséquent elles forment un ensemble complet de fonctions.

Par ailleurs, les valeurs propres ne sont pas dégénérées et ISQ(t) forme à lui seul un

E.C.O.C.

En�n, en utilisant (3.54) et compte tenu de (3.57), (3.58), (3.61) et (3.62), les fonctions

propres de l�opérateur invariant ISQ(t) peuvent être mises sous la forme

��(x; t) =
�
~4�0

�� 1
6 exp(�i

�SQ(t)x

2~
)Ai

���0
~2
� 1
3

�
x+

1

�0

�
�SQ(t)�

�SQ(t)
2

4
+ �

���
;

(3.75)

qui forment un ensemble complet sur R:

3.5.2 Phases globales et solutions du type paquet d�ondes d�Airy

Comme les valeurs propres � ne sont pas dégénérées, les phases globales �� (t) peuvent

être calculées à partir de la relation (2.22), qui s�écrit dans ce cas comme

~ _�� (t)��(x; t) =
�
i~
@

@t
�H (t)

�
��(x; t): (3.76)

En reportant (3.1) et (3.75) dans (3.76) et e¤ectuant les dérivations dans le membre

de droite, on s�aperçoit que les termes proportionnels à x s�éliminent identiquement. La

fonction du temps qui demeure dans le membre de droite sera donc identi�ée avec ~ _�� (t) :
On obtient alors

_��(t) =
1

2~m

�
�SQ(t)�

�SQ(t)
2

2
� �

�
; (3.77)

où encore
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��(t) =
1

2~m

Z t

d�

 
�SQ (�)�

�SQ (�)
2

2
� �

!
: (3.78)

En�n, les solutions de l�équation de Schrödinger (3.9) relatives à l�invariant semiquadratique(3.50)

peuvent être écrites sous la forme (voir chapitre 2)

 �(x; t) =
�
~4�0

�� 1
6 e

i
2~m

R t d���SQ(�)� �SQ(�)
2

2
��
�
� e(�i

�SQ(t)x

2~ )

�Ai
"��0
~2
� 1
3

 
x+

1

�0

 
�SQ (t)�

�SQ (t)
2

4
+ �

!!#
: (3.79)

Ces solutions forment bien sur un ensemble complet satisfaisant aux relations d�or-

thonormalisation et de fermeture. Chaque solution  �(x; t) peut être considérée comme

un paquet d�onde d�Airy se propageant le long de la trajectoire dé�nie par

x(�)c =
1

�0

 
�SQ (t)

2

4
� �SQ + �

!
: (3.80)

3.6 Invariant quadratique et ensemble complet de

solutions correspondantes

Pour obtenir un invariant Hermitien qui soit à tout instant à la fois quadratique par

rapport à l�opérateur impulsion et à l�opérateur position, nous choisissons les coe¢ cients

initiaux �0; �0;et 
0 de telle sorte que

�0
0 � �20 = !2i0: (3.81)

Donc, �0et 
0 doivent être de même signe et sans perte de généralité nous les consi-

dérons strictement positifs, �0 � 0 et 
0 � 0, ce qui équivaut à dire que � (t) � 0 à tout
instant. La valeur de �0 n�est pas importante à priori , pourvu que la relation (3.81) soit

satisfaite. Nous admettrons aussi que � (t) est une fonction sans dimension.
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L�invariant sera dénoté par IQ(t), tel que

IQ(t) = �(t)p2 + �(t)(xp+ px) + 
0x
2 + �(t)x+ �(t)p+ �(t); (3.82)

et les paramètres dépendants du temps sont donnés par les relations (3.17) et la contrainte

(3.81).

3.6.1 Fonctions propres et valeurs propres de l�opérateur qua-

dratique IQ(t)

A�n de résoudre l�équation aux valeurs propres

IQ(t)��(x; t) = ���(x; t); (3.83)

nous allons procéder comme dans les sections 3.3.1 et 3.4.1. Ainsi, nous allons proposer

une transformation unitaire qui doit ramener l�équation (3.83) en une équation indépen-

dante du temps.

Considérons donc la transformation unitaire dé�nie par

��(x; t) = UQ(t)���(x); (3.84)

où ���(x) est une fonction indépendante du temps etU
+
Q (t) = U�1Q (t):

En reportant (3.84) dans (3.83), il vient que

�IQ���(x) = ����(x); (3.85)

avec

�IQ = U+Q (t)IQ(t)(t)UQ(t): (3.86)

Notre but est de choisir UQ(t) de telle sorte que �IQ soit réduit à un opérateur simple

qui ne dépend pas explicitement du temps. Pour ce faire, considérons UQ(t) sous la forme

suivante
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UQ(t) = U1(t)U2(t)U3(t); (3.87)

avec

U1(t) = exp(� i
~
B(t)x2); (3.88a)

U2(t) = exp(
iA2(t)

~
x) exp(

iA1(t)

~
p); (3.88b)

U3(t) = exp
iA3(t)

2~
(xp+ px): (3.88c)

On peut montrer facilement que les opérateurs x et p se transforment sous l�action

des opérateurs Ui(t) comme suit

U+1 (t)xU1(t) = x; (3.89a)

U+1 (t)pU1(t) = p� 2B (t)x; (3.89b)

U+2 (t)xU2(t) = x� A1 (t) ; (3.89c)

U+2 (t)pU2(t) = p+ A2 (t) ; (3.89d)

U+3 (t)xU3(t) = x exp(�A3 (t)); (3.89e)

U+3 (t)pU3(t) = p exp(A3 (t)): (3.89f)

En utilisant les relations (3.89) dans (3.86), l�invariant transformé �IQ sera donné par

�IQ = � (t) e2A3p2 + (� � 2�B)(xp+ px) + (
 + 4�B2 � 4�B)e�2A3x2

+
�
(� � 2B�) + 2A2 (� � 2�B)� 2A1

�
4�B2 � 4�B + 


��
e�A3x

+ [�+ 2�A2 � 2A1 (� � 2�B)] eA3p+ �A22 + A21
�
4�B2 � 4�B + 


�
� 2A1A2 (� � 2�B)� A1 (� � 2B�) + �A2 + �: (3.90)
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On voit que �IQ semble plus compliqué que IQ(t) mais il a l�avantage de dépendre de

quatre paramètres libres, B(t) , A1(t) , A2(t) et A3(t), qui peuvent être ajustés de telle

sorte à simpli�er sa forme par l�élimination des termes non désirés. Tout d�abord �xons

A3(t) et B(t) par

A3(t) = �1
2
ln� (t) ; (3.91a)

B (t) =
� (t)

2� (t)
; (3.91b)

et remarquons qu�ils sont bien dé�nis à tout instant puisque la fonction � (t) est toujours

positive.

En reportant les relations (3.91) dans (3.90), le nouveau invariant �IQ sera réduit à la

forme suivante

�IQ = p2 +
�
�
 � �2

�
x2 +

p
�

��
� � �

�
�

�
� 2A1

�

 � �2

�

��
x+

r
1

�
[�+ 2�A2] p

+ �A22 + A21

�

 � �2

�

�
� A1

�
� � �

�
�

�
+ �A2 + �: (3.92)

Fixons maintenant A1(t) et A2(t) de telle sorte que les coe¢ cients de x et p dans

(3.92) s�annulent identiquement. Ainsi, ils seront choisis sous la forme

A1 (t) =
(� (t)� (t)� � (t) � (t))

2
�
� (t) 
 (t)� �2 (t)

� ; (3.93a)

A2 (t) = � � (t)

2� (t)
: (3.93b)

Avec le choix (3.93), l�invariant �IQ se réduit �nalement à une forme plus simple,

donnée par
�IQ = p2 + !2x2 +R (t) ; (3.94)

avec

!2 = � (t) 
 (t)� �2 (t) ; (3.95)
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et

R (t) = � �
1
!2
(��� ��)2 + �2

4�
: (3.96)

Cependant, en se servant des relations (3.16) ou (3.17), il est facile de constater que

!2 et R sont des quantités constantes. En e¤et, en utilisant (3.17), on véri�e facilement

en vertu de la contrainte (3.81), que

!2 = �0
0 � �20; (3.97)

est une constante positive telle que [!] = M
T
:

Tenant compte de (3.97), la dérivé de R par rapport au temps est donnée par

�
R =

�
� +

�
�

4�2

�
1

!2
(��� ��)2 + �2

�
� 1

2�

�
�
��+

1

!2
(��� ��)

�
�
��+ �

�
��

�
��� �

�
�

��
:

(3.98)

En utilisant les relations (3.16), on montre alors que

�
R � 0; (3.99)

et par conséquent, on peut écrire

R(t) = R(0) = �0 �
(�0 � �0�0)

2 + !2�20
4�0!2

: (3.100)

Pour simpli�er, et sans perte de généralisation, on choisira �0 tel que R(0) = 0, ce qui

correspond à le �xer comme

�0 =
(�0 � �0�0)

2 + !2�20
4�0!2

: (3.101)

Par ailleurs, en tenant compte de (3.97) et utilisant les relations (3.17), il est aisé de

voir que A1(t) ; donné dans (3.93a) peut se mettre sous la forme
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A1 (t) =
(�0�0 � �0�0)

2!2
+
1

m

(�0�0 � �0
0)

2!2
t� f2 (t)

m
; (3.102)

et par conséquent, si on �xe les coe¢ cients initiaux tels que

�0�0 � �0�0
2!2

= xc (t) ; (3.103)

et

�0�0 � �0
0
2!2

= pc (t) ; (3.104)

et compte tenu de (3.5), on voit bien que la fonction A1 (t) coïncide avec la position de

la particule classique

A1 (t) = xc (t) : (3.105)

En tenant compte de (3.97) et (3.101), on voit bien que �IQ ne dépend pas explicitement

du temps, et s�écrit sous la forme simple

�IQ = p2 + !2x2; (3.106)

qui ressemble donc, à une constante multiplicative près, à l�Hamiltonien d�un oscillateur

harmonique de masse égale à 1.

Pour résoudre l�équation aux valeurs propres (3.85), on se propose de chercher des

solutions ���(x) satisfaisant aux conditions aux limites ���(�1) = 0 : Ainsi, les fonctions
propres de �IQ s�expriment en termes de la fonction de Gauss et des polynômes d�Hermite

Hn sous la forme [4].

���(x) =
4

r
!

�~
1p
2nn!

e�
!x2

2~ Hn

�r
!

~
x

�
; (3.107)

et les valeurs propres correspondantes � sont discrètes et données par

� = �n = (2n+ 1) ~! avec n 2 N: (3.108)
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Le facteur 4
p

!
�~

1p
2nn!

est choisi de telle sorte que les ���(x) satisferont les relations

d�orthonormalisation et de fermeture

Z +1

�1
dx���n(x)

��m(x) = �nm; (3.109a)X
n2N

��n(x)��n(�x) = � (x� �x) (3.109b)

A�n d�obtenir les fonctions propres de l�opérateur invariant (3.82), utilisons (3.84),

tout en tenant compte de (3.87) et (3.88). En se servant des identités fondamentales

suivantes

exp
h �
i~
(xpx + pxx)

i
f (x) = e��f

�
e�2�x

�
; (3.110)

et

exp
� �
i~
px

�
f (x) = f (x� �) ; (3.111)

où f(x) est une fonction arbitraire mais in�niment dérivable, on obtient formellement

�n(x; t) = e
A3(t)
2 exp

i

~
�
A2 (t)x�B (t)x2

�
��n(e

A3(t) (x� A1 (t))): (3.112)

En reportant (3.91) et (3.93) dans (3.112), la fonction �n(x; t) peut être mise sous la

forme explicite suivante [28] :

�n(x; t) = 4

r
!

�� (t) ~
1p
2nn!

e�
i

2�(t)~(�(t)x+�(t)x2) exp

"
� !

2~� (t)

�
x+

1

2!2
(� (t)� (t)� � (t) � (t))

�2#

�Hn

�r
!

� (t) ~

�
x+

1

2!2
(� (t)� (t)� � (t) � (t))

��
: (3.113)

Ces solutions satisfont bien sur des relations d�orthonormalisation et de fermeture sem-

blables aux relations (3.109) et par conséquent elles forment un ensemble complet de

solutions.
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Notons en�n que les valeurs propres �n correspondantes ne sont pas dégénérées de

sorte que IQ(t)forme à lui seul un E.C.O.C.

3.6.2 Phases globales et solutions du type oscillateur harmo-

nique

Dans ce cas aussi, et puisque les valeurs propres ne sont pas dégénérées, les phases

globales peuvent être calculées aussi à partir de la relation (2.22), qui s�écrit ici comme

~ _�n (t)�n(x; t) =
�
i~
@

@t
�H (t)

�
�n(x; t): (3.114)

On peut procéder de la même manière que pour les solutions des invariants linéaire et

semi-quadratique, c�est-à-dire en reportant (3.113) dans (3.114), e¤ectuant les dérivations

et utilisant les propriétés des polynômes d�Hermite. Pour éviter cette petite complication,

nous procèdons ici d�une manière di¤érente qui nous permet d�éviter de faire appel aux

propriétés des polynômes d�Hermite. En e¤et, en utilisant (3.84) , on peut écrire (3.114)

sous la forme équivalente

~ _�n (t) ��n (x) =
�
i~U+Q (t)

@UQ (t)

@t
� U+Q (t)H (t)UQ (t)

�
��n (x) : (3.115)

Par ailleurs, en se servant des relations (3.89) , on peut montrer que

i~U+Q (t)
@UQ (t)

@t
= _B (t) e�2A3(t)x2 �

_A3 (t)

2
(xp+ px) + _A1 (t) e

A3(t)p

�
�
_A2 (t)� 2A1 (t) _B (t)

�
e�A3(t)x

+A21 (t) _B (t)� A1 (t) _A2 (t) ; (3.116)

et
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U+Q (t)H (t)UQ (t) =
e2A3(t)

2m
p2 +

2B2 (t) e�2A3(t)

2m
x2 +

(A2 (t)� 2B (t)A1 (t))
m

eA3(t)p

�
�
2B (t) (A2 (t)� 2B (t)A1 (t))

m
� f (t)

�
e�A3(t)x

�B (t)
m

(xp+ px) +
(A2 (t)� 2B (t)A1 (t))2

2m
+ A1 (t) f (t)

(3.117)

En reportant (3.116) et (3.117) dans (3.115), on s�aperçoit aisément, d�après les ré-

sultats (3.91), (3.93), (3.95) et (3.16), que les coe¢ cients de (xp+px) ;p et x dans (3.115)

s�annulent identiquement, c�est-à-dire

�
_A3 (t)

2
+
B (t)

m
� 0; (3.118a)

� _A1 (t) +
A2 (t)� 2B (t)A1 (t)

m
� 0; (3.118b)

2B (t) (A2 (t)� 2B (t)A1 (t))
m

� f (t)�
�
_A2 (t)� 2A1 (t) _B (t)

�
� 0 (3.118c)

La relation (3.115) se réduit alors à

~ _�n (t) ��n (x) =

 
� 1
2m�(t)

(p2 + !2x2) + A21 (t) _B (t)� A1 (t) _A2 (t)

� (A2(t)�2B(t)A1(t))2
2m

� f (t)A1 (t)

!
��n (x) : (3.119)

En se servant maintenant de (3.107), (3.108), (3.118) et (3.16), on obtient donc

_�n (t) = �
!

m� (t)

�
n+

1

2

�
� 1

2~

�
d

dt
(A1 (t)A2 (t)) + f (t)A1 (t)

�
�f (t)A1 (t) ; (3.120)

qui s�écrit aussi sous la forme [28]
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_�n;(t) = �
�
n+

1

2

�
!

m� (t)
+
!2�2 (t)� (� (t)� (t)� � (t) � (t))2

8m~�2 (t)!2 (t)
: (3.121)

Les phases �n;(t) sont alors données par

�n(t) = �
Z t

d�

��
n+

1

2

�
!

m� (�)
+
1

2~
A1 (�) f (�)

�
� 1

2~

Z t

d (A1 (�)A2 (�)) : (3.122)

En�n, les solutions  n(x; t) sont obtenues à partir de (3.112) et (3.122), à une constante

de phase près, sous la forme

 n(x; t) =
1p
2nn!

4

r
!

�� (t) ~
exp

�
�i
Z t

d�

��
n+

1

2

�
!

m� (�)
+
1

2~
A1 (�) f (�)

��
� exp

�
� i

2~
A1 (t)A2 (t)

�
exp

�
i

~
�
A2 (t)x�B (t)x2

��
� exp

�
� !

2~� (t)
(x� A1 (t))

2

�
Hn

�r
!

~� (t)
(x� A1 (t))

�
; (3.123)

qui forment, bien sur, un ensemble complet de fonctions.

En tenant compte de (3.105), (3.2) et (3.118b), il est aisé d�en déduire que l�impulsion

de la particule classique, donnée par (3.4) est reliée aux fonctions A1 (t), A2 (t) et B(t)

par

pc(t) = A2 (t)� 2A1 (t)B(t): (3.124)

(voir aussi (3.131a) et (3.131b) dans la section suivante). Par conséquent, en éliminant

A1 (t), A2 (t) et B(t) au pro�t de xc(t) et pc(t) dans (3.123), on peut exprimer  n(x; t)

en termes de xc(t) et pc(t) sous la forme suivante
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 n(x; t) =
1p
2nn!

4

r
!

�� (t) ~
exp

�
�i
Z t

d�

��
n+

1

2

�
!

m� (�)
+
1

2~
xc(�)f (�)

��
� exp

�
i

~
pc (t)

�
x� xc(t)

2

��
exp

�
�(! + i� (t))

2� (t) ~
(x� xc(t))

2

�
�Hn

�r
!

~� (t)
(x� xc(t))

�
; (3.125)

qui coïncide bien avec celle donnée dans la référence [?].

3.6.3 Valeurs moyennes, écarts quadratiques moyens de la po-

sition et l�impulsion de la particule et relations d�incerti-

tudes

Valeurs moyennes et écarts quadratiques moyens

Si l�on note la valeur moyenne d�une observable O dans un état j i par

hOi = h jO j i ; (3.126)

on peut alors écrire les valeurs moyennes de xl et pl dans l�état j n (t)i comme



xl
�
 n(t)

= h n (t)jxl j n (t)i =


��n
�� �U+Q (t)xUQ (t)�l ����n� ; (3.127a)


pl
�
 n(t)

= h n (t)j pl j n (t)i =


��n
�� �U+Q (t) pUQ (t)�l ����n� ; (3.127b)

où l�on a utilisé (3.84) et sachant que les facteurs de phases s�éliminent.

En se servant des relations (3.89), on obtient les valeurs moyennes des opérateurs

position et impulsion sous la forme

hxi n(t) = e�A3(t) hxi��n + A1 (t) ; (3.128a)

hpi n(t) = eA3(t) hpi��n � 2B (t) e
�A3(t) hxi��n + A2 (t)� 2A1 (t)B (t) : (3.128b)
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Un calcul similaire permet de mettre les valeurs moyennes des carrés des opérateurs

position et impulsion sous la forme



x2
�
 n(t)

= e�2A3(t)


x2
�
��n
+ 2A1 (t) e

�A3(t) hxi��n + A21 (t) ; (3.129a)

p2
�
 n(t)

= e2A3(t)


p2
�
��n
+ 4B2 (t) e�2A3(t)



x2
�
��n
+ (A2 (t)� 2A1 (t)B (t))2

�2B (t) hxp+ pxi��n + 2 (A2 (t)� 2A1 (t)B (t)) e
A3(t) hpi��n

�4B (t) (A2 (t)� 2A1 (t)B (t)) e�A3(t) hxi��n : (3.129b)

Cependant, par un calcul direct, en utilisant les propriétés des polynômes d�Hermite,

on s�aperçoit aisément que

hxi��n = hpi��n = hxp+ pxi��n = 0; (3.130a)

x2
�
��n

=
~
!

�
n+

1

2

�
; (3.130b)



p2
�
��n

= ~!
�
n+

1

2

�
: (3.130c)

Par conséquent, les valeurs moyennes des opérateurs position et impulsion, coïncidant

avec la position et l�impulsion de la particule classique (3.5) et (3.4), sont données par

hxi n(t) = A1 (t) = xc (t) ; (3.131a)

hpi n(t) = A2 (t)� 2A1 (t)B (t) = pc (t) ; (3.131b)

qui sont bien sur indépendants de n : Les valeurs moyennes des carrés des opérateurs

position et impulsion s�expriment par



x2
�
 n(t)

= e�2A3(t)


x2
�
��n
+ A21 (t) ; (3.132a)


p2
�
 n(t)

= e2A3(t)


p2
�
��n
+ 4B2 (t) e�2A3(t)



x2
�
��n
+ (A2 (t)� 2A1 (t)B (t))2 :(3.132b)
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Par conséquent, en utilisant (3.132), (3.131), (3.130a), (3.130b) et (3.91), on obtient

les écarts quadratiques moyens de la position et l�impulsion sous la forme

(�x)2 n(t) =


x2
�
 n(t)

� hxi2 n(t) = e�2A3(t)


x2
�
��n

=
~� (t)
!

�
n+

1

2

�
; (3.133)

et

(�p)2 n(t) =


p2
�
 n(t)

� hpi2 n(t) = e2A3(t)


p2
�
��n
+ 4B2 (t) e�2A3(t)



x2
�
��n

=
~
0
!

�
n+

1

2

�
: (3.134)

On constate donc que l�écart quadratique moyen de l�impulsion est une constante

pendant que celui de la position est une fonction du temps. Tous les deux croissent avec

n et dépendent seulement des paramètres �0, �0 et 
0 qui caractérisent l�état initial du

système et ne dépendent pas de la force extérieure f(t).

Relations d�incertitudes A partir des relations (3.133) et (3.134), on obtient les

incertitudes sur la position et l�impulsion dans l�état j n (t)i, qui seront données par

(�x) n(t) =

s
~� (t)
!

�
n+

1

2

�
; (3.135a)

(�p) n(t) =

s
~
0
!

�
n+

1

2

�
; (3.135b)

de sorte que leur produit est donné par
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(�x�p) n(t) =
~
!

�
n+

1

2

�
p

0�

= ~
�
n+

1

2

�s
1 +

�
� (t)

!

�2
: (3.136)

On constate donc, d�après (3.136) que le principe de Heisenberg est toujours satisfait

(�x�p) n(t) �
~
2
: (3.137)

Pour �p
0�0 � �0 � 0; on constate qu�à t = 0, c�est-à-dire dans l�état initial j n (0)i ;
le produit d�incertitudes (�x�p) n(t) atteint sa valeur inférieure

(�x�p) n(t) = ~
�
n+

1

2

�r

0�0


0�0 � �20
; (3.138)

et au fur et à mesure que le système évolue, il croit indé�niment.

Par ailleurs, pour
p

0�0 � �0 � 0; (�x�p) n(t) atteint son minimum à l�instant

t = m�0

0
:

(�x�p) n(t) = ~
�
n+

1

2

�
; (3.139)

et ensuite il croit indé�niment.

3.7 Relations entre les di¤érentes solutions obte-

nues

Comme nous l�avons mentionné dans le chapitre 2, relation (2.36), on peut toujours

trouver une solution générale de l�équation de Schrödingercomme superposition des so-

lutions correspondant à un invariant. En particulier, on peut choisir la nouvelle solution

comme faisant partie de l�ensemble de solutions d�un autre invariant. Les coe¢ cients de

la superposition peuvent alors être calculés à partir de a relation (2.25).
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En résumé, on peut écrire

 
(K)
� (x; t) =

Z
d�g� (�) 

(J)
� (x; t) ; (3.140)

où
n
 (J)� (x; t)

o
et
n
 
(K)
� (x; t)

o
sont respectivement deux ensembles de solutions de l�équa-

tion de Schrödinger correspondant respectivement à deux opérateurs invariantsIJ et IK :

La fonction g� (�) sera alors obtenue sous la forme

g� (�) =

Z
dx �(J)� (x; 0) 

(K)
� (x; 0) : (3.141)

Il est évident que les g� (�) forment un ensemble de fonctions orthogonalesZ
d�g�� (�) g�� (�) = ��;��: (3.142)

En particulier, on peut trouver les fonctions g�� (�) qui font passer des solutions en

ondes planes (3.48), caractérisant l�invariant linéaire (3.20), avec �0 = 0, aux solutions

d�Airy (3.79) et de type oscillateur harmonique (3.123) caractérisant respectivement les

opérateurs invariants semi-quadratique (3.50)et quadratique (3.82).

3.7.1 Relation entre les solutions simples de IL et celles de ISQ

En mettant t = 0 dans (3.48) et (3.79), on obtient les solutions simples de l�invariant

linéaire (pour �0 = 0) à l�instant initial sous la forme

 � (x; 0) =
1p
2�~

exp

�
i

~
�x

�
; (3.143)

et celles correspondant à l�invariant semi-quadratique sous la forme

 �(x; 0) =
�
~4�0

�� 1
6 exp(�i�0x

2~
)Ai

���0
~2
� 1
3

�
x� 1

�0

�
�20
4
+ �

���
: (3.144)

En reportant maintenant  �� (x; 0) et  �(x; 0) dans (3.141) à la place de  
�(J)
� (x; 0) et

 
(K)
� (x; 0) respectivement, on obtient la fonction g� (�), qui fait passer des états corres-
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pondant à l�invariant linéaire à celles correspondant à l�invariant semi-quadratique, sous

la forme

g� (�) =
(~4�0)

� 1
6

p
2�~

Z +1

�1
dxe�

i
~(�+

�0
2 )xAi

���0
~2
� 1
3

�
x� 1

�0

�
�20
4
+ �

���
; (3.145)

qui se présente comme la transformation de Fourier d�une fonction d�Airy. En remplaçant

la fonction d�Airy dans (3.145) par sa forme intégrale selon (3.68) et faisant quelques

changements de variables, on obtient

g� (�) =
1p
2�~�0

exp
i

~�0

�
�3

3
+
�0
2
�2 �

��0
2
+ �
�
� � �30

12

�
: (3.146)

Il est clair que les g� (�) sont orthogonales. En e¤et

+1Z
�1

g� (�) g�� (�) d� =
e�

�0
2~

2�~�0

Z +1

�1
d�e

�i�
~�0

(����)
= � (� � ��) : (3.147)

3.7.2 Relation entre les solutions simple de IL et celles de IQ

En mettant t = 0 dans (3.123), on obtient les solutions correspondant à l�invariant

quadratique à l�instant initial sous la forme

 n(x; t) =
1p
2nn!

4

r
!

���0~
exp

�
i

~
�
A2 (0) x�B (0) x2

��
� exp

�
� !

2~�0
(x� A1 (0))

2

�
Hn

�r
!

~�0
(x� A1 (0))

�
: (3.148)

En reportant maintenant  �� (x; 0) et  �(x; 0) dans (3.141) à la place de  
�(J)
� (x; 0)

et  (K)� (x; 0) respectivement, on obtient la fonction gn (�), qui fait passer des états cor-

respondant à l�invariant linéaire à celles correspondant à l�invariant quadratique, sous la

forme

73



gn (�) = 4

r
!

�~
0
1p
2nn!

Z
dxe

�i
~ (��A2(0))e�

B(0)
~ x2

� exp
�
� !

2~�0
(x� A1 (0))

2

�
Hn

�r
!

~�0
(x� A1 (0))

�
; (3.149)

qui se présente comme la transformation de Fourier du produit d�une fonction Gaussienne

complexe par une fonction du type oscillateur harmonique. Après un calcul direct et

laborieux, on obtient

gn (�) = 4

r
!

�~
0
1p
2nn!

e
i

2~
0 (�0�+�0�
2)e

� !
2~
0 (�+

1
2!2

(�0
0��0�0))
2

�Hn

�r
!

~
0

�
�+

1

2!2
(�0
0 � �0�0)

��
: (3.150)

Les gn (�) sont bien sur des fonctions orthogonales. En e¤et en faisant le changement

de variable r
!

~
0

�
�+

1

2!2
(�0
0 � �0�0)

�
= z; (3.151)

on obtientZ +1

�1
g�n(�)gm(�)d� =

1

2nn!
p
�

Z +1

�1
e�

z
2
2

Hn (z)Hm (z) dz = �nm: (3.152)

De la même manière, on montre qu�il est possible obtenir les solutions de l�invariant

quadratique à partir de celles de l�invariant semi-quadratique et vice-versa. En conclu-

sion, nous pouvons dire que les solutions correspondantes à deux invariants linéairement

indépendants peuvent être reliées par des superpositions appropriées.
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3.8 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu di¤érentes solutions pour l�équation de Schrödin-

ger à une dimension associée à une particule de masse constante, placée dans un champ

de force uniforme dans l�espace et dépendant du temps. Partant d�un opérateur invariant

général, nous avons montré par une étude systématique qu�il est possible de construire

trois invariants linéairement indépendants à partir desquels découlent trois ensembles

complets de solutions pour l�équation de Schrödingerdu problème. Nous avons ainsi pré-

senté d�une manière uni�ée toutes les solutions exactes, connues dans la littérature. Nous

avons présenté pour la première fois des solutions correspondant à un invariant linéaire

sous forme de produit d�une onde plane par une fonction Gaussienne complexes. Le so-

lutions du type onde plane, déjà connues dans la littérature, sont alors déduites comme

cas limite.

Nous avons aussi introduit pour la première fois l�invariant semi-quadratique et obtenu

l�ensemble des solutions correspondantes sous forme de paquets d�ondes d�Airy. Même

si des formes particulières de solutions sous forme de fonction d�Airy sont déjà connues

dans la littérature, elles ont été obtenues comme superposition d�autres solutions mais

non pas à partir d�un opérateur invariant.

Concernant l�invariant quadratique, nous avons exposé une étude profonde. En parti-

culier nous avons montré que les paramètres initiaux de l�invariant doivent être choisis de

telle sorte qu�ils véri�ent une certaine contrainte. Seulement ce choix qui correspond à des

solutions physiquement acceptables pour l�équation de Schrödingerassociée à l�Hamilto-

nien de la particule. Les autres choix présentés dans la littérature ne sont pas acceptables

à cause du fait que les solutions qui en découlent ne gardent pas la même forme au cours

du temps. Nous avons alors exposé les solutions physiques qui sont du type oscillateur

harmonique et forment un ensemble complet. Par la suite, nous avons calculé les incer-

titudes sur la position et l�impulsion de la particule dans un état donné et discuté leur

produit. En particulier, nous avons montré que les incertitudes ne dépendent pas de la

force extérieure et que le principe de Heisenberg est bien satisfait.

En�n, nous avons montré comment qu�il est possible de relier les di¤érentes solutions,

que nous avons obtenues, entres elles par des superpositions appropriées.
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Conclusion

Nous avons présenté dans cette thèse un travail théorique qui consiste en la résolution

de l�équation de Schrödinger pour un problème de mécanique quantique non stationnaire

qui est bien connu dans la littérature, cependant la démarche utilisée ainsi que les résul-

tats obtenus sont tout à fait nouveaux. En e¤et, contrairement à ce qui se fait dans la

littérature, notre démarche consiste à utiliser la méthode des invariants conjointement

avec les transformations unitaires sans faire appel aux transformations canoniques. Par

conséquent, dans toutes les étapes de calcul le problème est abordé toujours du point de

vue quantique.

Dans ce problème, relatif à une particule de masse constante et placée dans un po-

tentiel linéaire dépendant du temps, nous avons montré qu�il est possible de dé�nir trois

opérateurs invariants linéairement indépendants. Le plus simple est un opérateur linéaire

par rapport aux opérateurs position et impulsion de la particule et qui conduit à un en-

semble de solutions du type onde plane multipliée par une fonction de Gauss complexe.

Ce résultat général n�a pas été rapporté dans la littérature et se réduit, dans un cas limite,

à ceux connus précédemment. Le second opérateur invariant est semi quadratique, dans

le sens qu�il est quadratique par rapport à l�impulsion et linéaire par rapport à la posi-

tion. Nous avons utilisé pour la première fois cet invariant qui conduit à des solutions du

type paquet d�onde d�Airy. Le troisième opérateur invariant est quadratique à la fois par

rapport à la position et l�impulsion. Nous avons systématiquement résolu l�équation aux

valeurs propres correspondante. Les solutions de l�équation de Schrödinger qui découlent

de cet invariant sont du type oscillateur harmonique satisfaisant au principe d�incertitude

de Heisenberg. Nous avons montré que ces solutions coïncident avec celles obtenues dans

la littérature. Ce travail est corroboré par une section où nous avons montré que les di¤é-

rentes solutions trouvées peuvent être obtenues les unes des autres par des superpositions

appropriées.

En ce qui concerne nos perspectives dans ce domaine, elles sont nombreuses mais nous

citons seulement celles que nous allons aborder dans un proche avenir.

Il reste à savoir comment retrouver les di¤érentes solutions obtenues à partir de l�opé-

rateur d�évolution. Aussi, nous voulons savoir comment obtenir l�opérateur invariant d�un

ensemble de solutions qu�on obtient par superposition des solutions d�un autre invariant
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connu. Il y a aussi la question des solutions correspondantes à des opérateurs d�ordres

supérieurs. Par exemple, sachant que l�opérateur I = ILISQ+ISQIL est un invariant Her-

mitien pour l�Hamiltonien (3.1), est-il possible de construire les solutions correspondantes

à partir de celles relatives à IL et ISQ ?
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