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Nomenclature

Les variables dimensionnelles

a Demi distance focal (m)
¢ Chaleur massique a pression constante (J/kg.K)
g Accélération de la pesanteur (m/s”)
h, Coefficient métrique radial (m)
h, Coefficient métrique azimutal (m)
hs Coefficient métrique axial
h(n,z) Coefficient local de la convection (W/m?.K)
k Conductivité thermique de fluide (W/m.K)
L Longueur du conduit (m)
P Pression (Pa)
Pjou bien P; Périmetre du cylindre intérieur (m)
qw Densité de flux de chaleur a la surface du cylindre intérieure (W/m?)
S Surface de la section droite du conduit (section d’écoulement) (m?)
t Temps (s)
T Température (K)
Ve Vitesse radiale (m/s)
Vy Vitesse azimutale (m/s)
V. Vitesse axiale (m/s)
z Coordonnée axiale (m)
Symboles Grecs
S Coefficient d’expansion thermique (1/K)
At Pas de temps (s)
V| Intervalle fini

Viscosité¢ dynamique (kg/m.s)

Masse volumique (kg/ m’)



€ Coordonnée elliptique radiale
n Coordonnée elliptique azimutale
) Viscosité cinématique (m?/s)
v Fonction de ligne de courant
Indices
i Surface du cylindre intérieure
m Valeur moyenne
max Valeur maximale
min Valeur minimale
P Fait référence au nceud P d’un volume fini

n,s,e, w,f,b  Fait référence aux faces d’un volume fini typique respectivement nord, sud, est,
ouest, haut et bas
N,S,E, W.F.B Fait référence aux nceuds entourant un volume fini typique respectivement

nord, sud, est, ouest, haut et bas

u Maillage décalé suivant la direction radiale
v Maillage décalé suivant la direction angulaire
W Maillage décalé suivant la direction axiale
0 Entré du conduit
Exposants
* Variable adimensionnelle
t Désigne I’instant ¢t
t+ At Désigne I’instant t + At
t—At Désigne ’instant t — At

Les nombres adimensionnels

Gr Nombre de Grashof = (g B¢, a*)/(v] k,)
Nu(n,z) Nombre de Nusselt local

Nu (z) Nombre de Nusselt axial

Pr Nombre de Prandtl = (cp1o/ko)

Re Nombre de Reynolds = (poVya/ug)
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Introduction Générale

La Convection dans les conduits est trés commune, dans les applications domestiques

et industrielles; Les échangeurs de chaleur étant un trés bon exemple. Une grande variété des
échangeurs de chaleur est présentée dans le manuel édit¢ par Guyer et Brownell [1]. La
plupart des échangeurs de chaleur utilisent des systemes de tuyauterie avec des sections
circulaires. Toutefois, les cylindres avec des sections elliptiques sont utilisés dans les
¢changeurs de chaleur compacts ou la limitation de 1'espace est une contrainte de conception.
I1 est connu, qu'un conduit elliptique a un périmetre plus grand qu’un tube circulaire pour la
méme superficie de section transversale d'écoulement et, par conséquent, le tube elliptique a
une surface d'échange de chaleur plus grande que le conduit circulaire pour la méme

longueur.

L’objective de ce travail scientifique et de déterminer 1’effet des propriétés thermophysiques
variables, dépendantes de la température, sur la convection mixte dans 1’espace annulaire
entre deux cylindres elliptiques confocaux et horizontaux. Le cylindre extérieur est
adiabatique alors que le cylindre intérieur est chauffé par un flux de chaleur pariétal constant.
Ce dernier prend les valeurs 4172 W/m?, 8344 W/m” et 12516 W/m” qui sont choisies pour
obtenir, avec le débit de 1’écoulement considéré (1.74x10™ Kg/s), des variations de la
température moyenne égales a 6°C, 12°C et 18°C, respectivement. Ces trois valeurs de la
température moyenne permettent une augmentation progressive de I’influence des propriétés

variables.

La thése est divisée en cing chapitres. Dans le premier chapitre, on présente une revue des

travaux antérieurs sur les transferts thermiques des convections forcée, naturelle et mixte.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons en détail les équations (dimensionnelles et
adimensionnelles) qui modélisent la conservation de la masse, les trois quantités de
mouvements et 1’énergie, ainsi que leurs conditions initiales et aux limites. Les variations de
la viscosité et la conductivité thermique en fonction de la température sont déterminées par
des lissages polynomiaux des données disponibles dans la bibliographie. La quantification du

transfert thermique est modélisée par les nombres de Nusselt, locaux axiales et moyens.

Dans le troisiéme chapitre, on présente les détails de la méthode numérique des volumes finis
utilisée pour discrétiser le domaine géométrique et les équations du modele mathématique. La
discrétisation spatiotemporelle d’ordre deux sera présentée ainsi que les étapes de
I’algorithme SIMPLER utilisé pour la solution séquentielle des équations de discrétisation des

variables dépendantes.
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Dans le quatriéme chapitre on présente les résultats. La premiére partie des résultats traite
I’écoulement de la convection forcé et mixte avec des propriétés constantes. La deuxiéme
partie traite, I’écoulement de la convection forcé avec propriétés variables et avec les trois
flux de chaleurs cités. La troisiéme partie, la plus importante, est celle des écoulements de la
convection mixte avec de propriétés variables. Dans chaque partie, on présente les champs

hydrodynamique et thermique et la quantification de transfert thermique.

Le cinquieme chapitre est une conclusion générale qui résume les plus importants des

résultats.



Etude Bibliographique Chapitre I

Chapitre 1

Etude Bibliographique




Etude Bibliographique Chapitre I

N otre recherche bibliographie synthétisée est divisée en plusieurs parties, une

premicre partie concerne la convection naturelle dans I’espace annulaire entre deux cylindres
elliptiques en deux dimensions. Une deuxieme partie sur le transfert de chaleur par convection
dans un simple conduit elliptique. Une troisiéme partie sur la convection dans I’espace
annulaire entre deux cylindres elliptiques. Une dernicre partie est consacrée aux études de la
convection forcée et mixte dans 1’espace annulaire entre deux cylindres avec des sections
transversales circulaires.

1.1.La convection naturelle dans I’espace annulaire entre deux cylindres

elliptiques en deux dimensions

Le transfert de chaleur par convection naturelle entre deux cylindres elliptiques est
numériquement ¢tudiée par Zhu et. al. [2]. La méthode de quadrature différentielle (DQ) a
¢été utilisée. Cette méthode a été validée par comparaison de ses résultats numériques avec les
données des publications disponibles et un trés bon accord a été atteint. Une étude
systématique est effectuée pour l'analyse des flux et des champs thermiques a différentes
excentricités et positions angulaires. Il a été constaté que la position de I'axe majeur de
l'ellipse intérieure prend effet sur les linges de courant, mais avec un petit effet sur le nombre
de Nusselt moyen.
Mota et. al. [3] ont étudié le transfert de chaleur par convection naturelle dans les espaces
annulaires elliptiques excentriques horizontaux contenant des milieux poreux saturés. Le
probléme est résolus en coordonnées orthogonales généralisées, a l'aide d'ordre élevé des
différences de Finies compactes sur une grille trés fine. Le code de calcul est soigneusement
validé par rapport aux résultats rapportés dans la littérature pour les cylindres confocaux et
excentriques, obtenus a l'aide de différentes techniques numériques. L'étirage judicieux de

I'une des parois annulaires dans la direction horizontale permet de réduire les pertes de
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chaleur par rapport a un espace annulaire cylindrique concentrique avec la méme quantité de
matériau isolant. Les économies de transfert de chaleur peuvent étre encore améliorées si la
forme annulaire elliptique est excentrique. Des ¢tudes antérieures montrent que, sous certaines
conditions, des cylindres excentriques peuvent conduire a une isolation plus efficace que ceux
concentriques. Les résultats présentés permettent de fournir une approche alternative pour
optimiser le taux de transfert de chaleur par un choix approprié¢ de la forme annulaire. Les
économies d'énergie sont de l'ordre de 10%.

Une étude numérique (avec la méthode des ¢léments finis) du modele de Boussinesq de la
convection naturelle dans un espace annulaire délimité par des cylindres isothermes circulaire
et elliptiques a ¢été réalisée par Chmaissem et.al [4]. Si ’enceinte empéche la circulation du
fluide, il est possible d'observer des écoulements multicellulaires, méme si le nombre de
Rayleigh est petit. Dans ce cas, I'augmentation de ce nombre entraine une fusion des cellules.
Si le nombre de Rayleigh est suffisamment grand, il existe un intervalle de valeurs du nombre
de Rayleigh pour lesquelles les coefficients de relaxation n’influencent pas seulement la
vitesse de convergence du calcul, mais aussi la solution de 1'équation de transfert. Pour les
grandes valeurs du nombre de Rayleigh juste avant la divergence des calculs, la fonction de
courant prend deux valeurs en fonction de la valeur des coefficients de détente, dans le cas ou
le nombre d'itérations augmente, ce phénomeéne est plus manifeste lorsque les conditions aux
limites contiennent des ¢léments de symétrie en considération de la direction verticale.

1.2.La convection dans un simple conduit elliptique

Le transfert de chaleur par convection dans les conduits avec section elliptique a été considéré
par des nombreux chercheurs. Une analyse théorique du transfert de chaleur par convection
forcée laminaire dans la région d'entrée d'un canal elliptique isotherme, avec des rapports

d’aspect elliptique 1/2 et 1/4, a été faite par Gilbert et al [S]. Les solutions asymptotiques
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sont présentées et les variations des nombres de Nusselt angulaires locaux se trouvent
diminués pour les grandes valeurs de I'inverse du nombre de Graetz.
Abdel-Wahed et.al [6] ont ¢étudi€é expérimentalement [’écoulement laminaire en
développement et entierement développé et le transfert de chaleur dans un cylindre avec une
section transversale elliptique ayant un rapport de forme égal a 0,5. Le cylindre est soit
isotherme ou présente une distribution de température axiale linéaire. Le flux et le transfert de
chaleur mesurés ont révélé la nécessité¢ d'une solution analytique dans la section d'entrée qui
est plus précis que I’approximation existante.
Sakalis et.al [7] ont ¢étudié numériquement [’écoulement incompressible laminaire,
hydrodynamique entiérement développé et thermiquement en développement dans les canaux
avec des sections transversales elliptiques, pour les rapports d'aspect des axes elliptiques de
section 0,99, 0,8, 0,5 et 0,25. La paroi du conduit est soumise a une température constante et
une température variable sur la paroi. Pour le conduit isotherme, il est rapporté que lorsque le
rapport d'aspect diminue de 0,99 a environ 0,5, le nombre de Nusselt augmente, mais quand
elle diminue de 0,5 a 0,25, le nombre de Nusselt diminue.
Velusamy et.al [8] ont ¢étudié numériquement un ¢écoulement laminaire totalement
développée, de la convection mixte dans des conduits verticaux elliptiques avec un taux de
chaleur axial uniforme et une température de paroi circonférentielle uniforme. Le rapport
d'aspect des axes varie entre 0,1 a 0,99. Il est rapporté que le rapport des nombres de Nusselt
des convections mixte et forcée est plus élevé pour de faibles rapports d'aspect pour les
nombres de Rayleigh jusqu'a 3800, mais il est plus élevé pour les rapports d'aspect plus
¢levés.

1.3.La convection dans I’espace annulaire entre deux cylindres elliptiques
Les ¢études sur le transfert de chaleur par convection forcée et mixte dans les espaces

annulaires entre deux cylindres elliptiques sont rares. Topakoglu et Arnas [9] ont étudié



Etude Bibliographique Chapitre I

analytiquement un écoulement laminaire hydrodynamique et thermiquement développé de la
convection forcé entre deux tubes elliptiques confocaux, avec gradient de température de
paroi uniforme longitudinal dans différentes conditions de chauffage. Toutefois, les
températures des parois des tuyaux sont présumés uniformes suivant la direction angulaire.
Les solutions analytiques de 1'écoulement et des champs thermiques et le nombre moyen de
Nusselt sont présentés pour diverses valeurs de I'ellipticité.
La convection forcée (avec propriétés constantes) hydrodynamique et thermiquement
développée entre deux cylindres elliptiques confocal avec une génération de chaleur
constante a ¢étudi¢ par Arnas et Ebadian [10]. L'é¢tude analytique est trés spécifique:
I’ellipticité=0.5, Pr=0.005, Re=1500 et un gradient axial constant de la température=538°C/m
et une génération de chaleur=966 230 Watts/m’. Les auteurs ont déterminé la variation du
nombre de Nusselt en fonction de I’ellipticité de pipe.

1.4.La convection forcée et mixte dans I’espace annulaire entre deux cylindres

circulaires

Cependant, il y a de nombreuses ¢tudes sur le transfert de chaleur par convection forcée et
mixte et dans l’espace annulaire entre les cylindres avec des sections circulaires. La
convection mixte laminaire dans espace annulaire entre deux cylindres concentriques
horizontaux a été étudiée par Nieckele et Patankar [11]. Le cylindre intérieur est chauffé et
le cylindre extérieur est adiabatique. Une étude numérique est présentée pour la région
totalement développée de 1’écoulement. Ils ont constaté que le nombre de Nusselt augmente
considérablement avec le nombre de Rayleigh, mais l'augmentation correspondante du
coefficient de frottement a été jugée plutot faible.
Habib et Negm [12] ont étudi¢ numériquement la convection mixte laminaire dans la région
totalement développée dans un espace annulaire entre deux cylindriques concentriques

horizontaux avec un chauffage circonférentiel non uniforme. Deux conditions de chauffage
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ont ¢té explorées, celle dans laquelle la moiti¢ supérieure du cylindre intérieur est chauffée
uniformément tandis que la moiti¢ inférieure est maintenue isolée, et 1'autre dans laquelle les
moitiés chauffée et adiabatique étaient inversées. Le cylindre extérieur est adiabatique pour
les deux cas. Le rapport de rayons est égal a 2 et le fluide est de l'air. Il a été constaté que le
systeme avec la moiti¢ inférieure chauffée induit un écoulement secondaire vigoureux, qui
donne un nombre de Nusselt moyen beaucoup plus élevé que celui de la convection forcée
pure.

Narzul Islam et.al [13] ont étudi¢ numériquement la convection mixte dans la région d'entrée
dans un espace annulaire entre des cylindres concentriques horizontaux. Le cylindre intérieur
est chauffé par un flux de chaleur et le cylindre extérieur est adiabatique. Ils ont constaté que
le nombre de Nusselt augmente lorsque le rapport des rayons augmente. Ils ont également
constaté que l'augmentation du nombre de Prandtl diminue le nombre de Nusselt a partir de
l'entrée jusqu’a une certaine longueur axiale. En aval de cette longueur, le nombre de Nusselt
augmente avec l'augmentation du nombre de Prandtl.

Mojtabi et Catagirone [14] ont étudi¢ numériquement un écoulement laminaire de la
convection mixte, entre deux cylindres coaxiaux horizontaux, hydrodynamiquement et
thermiquement développée. Il a été constaté que I'échange de chaleur pour les deux cylindres
ne dépend que du nombre de Rayleigh, du nombre de Prandtl et du rapport des rayons.
Terhmina et Mojtabi [15] ont étudié numériquement 1’écoulement de la convection forcée
dans la région d'entrée d'un espace annulaire limité par deux cylindres coaxiaux horizontaux
isothermes pour des régimes de la vitesse et de température non établis. Le fluide pénétre
dans l'espace annulaire avec une vitesse uniforme et a une température uniforme. Les résultats
obtenus avec des nombres de Peclet et les rapports des rayons permettent la corrélation du

transfert de chaleur.
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L'effet de viscosit¢ variable sur la convection laminaire dans une conduite annulaire
horizontale a ét¢ étudi¢ numériquement par Nouar [16]. A ’entré de 1’annulaire du conduit,
I’écoulement est totalement développée, et la température est uniforme. Il a trouvé que,
lorsque la viscosité diminue avec la température il y a une accélération de 1'écoulement axial
dans la partie supérieure du conduit et une décélération a la partie inférieure. Il a constaté
aussi que la viscosité variable augmente le transfert thermique global des convections forcée
et mixte.

La convection combinée laminaire dans un espace annulaire horizontal, avec un flux de
chaleur constant a la paroi intérieure et une paroi extérieure adiabatique a été étudié
numériquement par Kaviany [17]. Le rapport d’aspect des rayons est de 1,25. Les résultats
montrent que lorsque le potentiel de flottabilité (nombre de Rayleigh) augmente, la structure
de I’écoulement secondaire passe d'une cellule (de chaque coté¢) a deux cellules. Plus le
nombre de Rayleigh augmente, la température de la partie supérieure du cylindre intérieur
augmente premi€rement de manicre significative au-dessus de sa valeur pour une convection
forcée pur, puis diminue de facon significative lorsque le nombre de cellules de 1'écoulement
secondaire double. La température moyenne du cylindre intérieur diminue de facon monotone
lorsque le nombre de Rayleigh augmente.

Zanchini [18] a étudi¢ analytiquement la convection mixte avec viscosité variable dans
I’espace annulaire vertical avec une température uniforme de la paroi. Les résultats montrent
que les effets combinés des forces de flottabilité et de la viscosité variable du fluide sur la
chute de pression et sur la distribution de vitesse peuvent étre importantes. En outre, ils ont
constaté que la viscosité variable augmente la vitesse du fluide a proximité de la paroi
chauffée et le réduit prés de la paroi refroidie.

Le transfert de chaleur des convections forcée et naturelle d’un écoulement laminaire

thermiquement en développement et thermiquement totalement développé dans 1’espace

10
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annulaire entre deux cylindres concentriques a été étudié expérimentalement par Mohammed
et.al [19]. Il a constaté que le nombre de Nusselt axial augmente avec le nombre de Reynolds.
L'effet de I'écoulement secondaire dii a la flottabilit¢ a été jugé important et donne des
nombres de Nusselt axiaux élevés.

Au meilleur de nos connaissances, d’aprés la bibliographie publiée, 1’écoulement en trois
dimensions de la convection mixte avec des propriétés physiques variables
hydrodynamiquement et thermiquement en développement entre deux cylindres elliptiques
confocaux et horizontaux n'a pas été ¢tudié. Son étude dans cette thése est une contribution a
la simulation numérique réaliste des développements hydrodynamique et thermique de la
convection mixte avec des propriétés variables (fonctions de la température), dans les
conduits annulaires elliptiques. Cette étude présente une description et une interprétation
physique de la synergie des effets de I’écoulement secondaire induit par la poussée thermique
et des propriétés variables sur les développements (hydrodynamique et thermique) axiaux de
I’écoulement et du champ thermique. Une synergie complexe qui révele qu’elle n’est pas une
simple superposition des deux effets puisque chacun des ces effets influence I’autre et cette
influence dépend du niveau de chauffage considéré. Une synergie qui entraine un inversement
de I’asymétrie de I’écoulement axial observée dans la convection mixte avec des propriétés
constantes. Cet inversement tend a modérer le niveau de la température maximale de la partie

supérieure de la paroi du cylindre chauffé.

11
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2.1. Introduction :

Ce chapitre expose la description et la modélisation mathématique du probléme
physique. Le modé¢le mathématique est I’ensemble des équations différentielles aux dérivées
partielles, de la conservation de masse, des trois quantités de mouvement et de I’énergie; avec
les équations des conditions initiales et aux limites. Le modele mathématique est complété par
les fonctions précisant les variations de la viscosité et la conductivité thermique avec la
température. Naturellement, les équations modélisantes sont écrites dans les coordonnées
elliptiques. La forme non dimensionnelle des équations modélisantes est obtenue par la
normalisation des variables dépendantes et indépendantes avec des échelles caractéristiques
appropriées. Le transfert thermique est quantifi¢é par des nombres de Nusselt locaux et

moyens.

2.2. Description du probleme:

On considere un écoulement de convection mixte dans I'espace annulaire entre deux
cylindres elliptiques horizontaux et confocaux. Le cylindre intérieur est statique et chauffé par
un flux de chaleur constant. Le cylindre extérieur est statique et adiabatique. Les rayons
elliptiques des cylindres intérieur et extérieur sont égaux a 0.5 et 1.0, respectivement. La
demi-distance focale des ellipses de la section droite du conduit est égale a 0.0045m. La
longueur du conduit est 100 fois la demi-distance focale. A ’entrée du conduit, le fluide (eau)
a une vitesse axiale constante égale 4 2.231 x 10 m/s et une température uniforme égale a

20°C. Un schéma, qui n’est pas a 1’échelle, du probléme est présenté dans la Figure 2.1.

Figure.2.1. Géométrie et conditions aux limites du probléme.

13
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2.2.1. Rappel mathématique sur les coordonnées elliptiques :

La Figure .2.2. représente les coordonnées elliptiques et cartésiennes sur un plan polaire.
Suivant la direction normale a ce plan (la direction axiale), les coordonnées elliptique et
cartésienne sont confondues. Les formules de transformation des coordonnées elliptiques aux
coordonnées cartésiennes sont les suivantes :

X = a cosh(e) cos(n)

Y = a sinh(¢) sin(n) (2.1)
Z=z

YA

Hy

Figure. 2.2. Systémes de coordonnées elliptiques et cartésiennes sur un plan polaire.
Fet F Sont les foyers de I’ellipse et a est la demi-distance focale. L’angle 1 augmente

suivant la direction antihoraire.
On définit aussi le déterminant du jacobien par :
dX 0d0X 0X

% o 92| |
Yy aY oy asinh(e) cos(n) acosh(e)sin(n) 0

ljl = EN % 27 = @ cosh(g) sin(n) a sinh(%) cos(n) (1)
0Z 0Z 0Z
de On 0z
= a?(sinh?(g) + sin*(n)) (2.2)

Les coefficients métriques h;, hy, hs sont définis par :

h, = (6X)2 + (6Y)2 + (Z—i)z = a,/sinh?(e) + sin2(n)

2e o
h, = (Z—j;)z + (Z—;)Z + (Z—i)z = a,/sinh2(e) + sin%(n ) (2.3)

14
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b= () () + () -

Le déterminant du Jacobien s’écrit en fonction des coefficients métriques comme suit :

|J| = hyh,hs = a?(sinh?(e) + sin*(n)) (2.4)
Le volume différentiel en coordonnées elliptiques est proportionnel au déterminant du
Jacobien :

dV = |J|dedndz = hih,hzdedndz = hyh,dedndz (2.5)
La surface différentielle, sur le plan polaire, est :

dS = hyh,dedn (2.6)
2.2.2. Le modéle mathématique :

Les équations dimensionnelles qui modélisent le probléme sont écrites dans les coordonnés
elliptiques qui sont naturellement adaptées a la géométrie du probléme. L’écoulement est
supposé visqueux, laminaire et quasi-incompressible, avec 1’utilisation de I’approximation de
Boussinesq et une variation linéaire de la masse volumique avec la température, dans le terme
de la force de gravité.

2.2.2.1. L’équation de continuité :

1 [a(haVe) | 9(hiVy) | B(RihoV)]
hlhz[ de + on + 0z ]_0 (2.7)

2.2.2.2. L’équation de quantité de mouvement suivant € :

+ + O(pohanVE) + 0(poh1h,V,Ve)
at hih, de on 0z

__ 1P 1 O(ZMWE)-Fa(ll%)+aa—z(uh1hzav£)—2ﬂ 1 dhadhy

2 0hy
—Pon Ho

d(poVe) 1 [a(PothsVa) n pOVe%tZ_i;l

hl aS hlhz a E % 67] E hlhz EE 68
9 Yohi\ _ 0 ( Vedh 9 (Vn\ohy 9 (Ye\oh1 , O V2
+6£ (z'uh1 an) an ('“h1 an) +'uae (hz) an +'uan (hl) an +az(ﬂh2 as)
9y LOVnohy | O 9 (Vn _ 1 :
2GS (um ” (h2)>l + poP (T = To) o= cosh(e) sin(n) g 28)

2.2.2.3. L’équation de quantité de mouvement suivant # :

dhy 5 Ohy

a(poVi) 1 [O(pothEVn) n 3(poh1VyVy) n d(poh1h2VyVy)
at hihy de an 0z
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S L0y L0, 00) 2 (5,0 L2 (L, O)

- hy, on +h1h2 de H de +0n H an h1h2

S VR T TEQRR N (P BN (PR3 ) BN ORI BN (L1
Zuhlhzv;l an an * rhy an +ae<”h2 an \h, 9e M1, 5e tH; h,) d¢

a ah, 1 9V.0h, 0 Ve Oh,
50 (5) 5 = 2 554 5 (2055 52) | + poB(T = To) m=sinh(e) cos(m) g (2.9)

2.2.2.4. L’équation de quantité mouvement suivant 7 :

O(ZOtVz) n hllh2 [0(pof;iVeVz) n 6(pof;:7Van) + a(pohgzzvzvz)]

- 3+ (2 + 2 )

+3z (uhe 55) + 55 (k52 2.10)
2.2.2.5 .L’équation d’énergie :

c, a(poT) +C, hl1hZ [a(pogjng) n 6(p0;l71]VnT) + a(pOh;ZZVZT)]

- hllhz %(k%) +%(k§—;) +aa_z(kh1h2 %)] (2.11)

2.2.2.6. Conditions initiales et aux limites :

Les conditions initiales et aux limites sont :

=0,V =V, =V, =T = 0 (condition initiale ) (2.12)
t>0,6 =05,V =V, =V, =0,qy = —hik% (sur la paroi de cylindre intérieur) (2.13)

t>0,e=1, Vo=V, =V, = —h—k—E = 0 (sur laparoi de cylindre éxtérieure) (2.14)
1

t>0,z=0,V; =V, =0,V, =V, T =T, (al'entrée de conduit ) (2.15)
t>0,z=L, a—‘;z = ZLZ" = % = aa_z (k Z—Z) = 0 (alasortie de conduit) (2.16)
Les variables adimensionnelles et les propriétés thermophysiques sont normalisées par leurs
échelles caractéristiques pour obtenir des quantités adimensionnelles qui sont présentées dans
le Tableau 2.1.

Tableau 2.1 Les variables et les propriétés thermophysiques adimensionnelles.

h h

R =— Ry ==
a a

. Z Vot
VAR— t*:i
a a
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|74 |74
Vo Vo
|74 T —T
V= T = aO
VO qW
ko
P - P, « M
P* = > uwo=—
PoVs Ho
k= r=-
kg T a
2.2.3. La forme adimensionnelle des équations du modéle mathématique :
2.2.3.1. L’équation de continuité :
1 Jotnzve) | 9(hivy) | a(hih3V] _
h;h;[ de + on + oz* ] =0 (2.17)
2.2.3.2. L’équation de quantité de mouvement suivant € :
vy 1 [aChaveve)  O(RiVpVE)  a(hih3VaVE) wpx 0N 1542 ORG
at* h;h;[ de + an + az* A an n ae]
. Oh% Oh}

_109p 1 [0 *avg) a( *avg) d ( - *avg) . 1
T hloae +Reh;h; de (2“ de +an o tos hih; az* 2

F) *Vﬁah’{) a( *vgah;) *a(vﬁ)ah; *a(v;)ah; a(
+6£(2‘u hi 9n on Mh’{ an tu de \h} 6n+y on \hj 6n+az* Mh

gy LU | 3 (g 0 (W) G g -
2u 7 on e +6n (u hi 2e \n3 tozT mcosh(s) sin(n)

2.2.3.3. L’équation de quantité de mouvement suivant # :

vy 1 [a(hzvgv,;) + a(hivyvy) + a(hihsV; Vi) LV
e 'n

0h; 2 6h{]
ot* ' hihj de on oz*

de € oy

1 OP* 1 5] ( *0V,;) i) ( « OV 5] wpxp+ OV
= (=) + 2 (2pr 2t hih
hy on + Rehih; Loe H de +6n H an +az* et 0z*

on; on; . @

-2 v

on \h;/ 0d¢ hi de an % h; d¢ Re? hih}

2.2.3.4. L’équation de quantité mouvement suivant z7 :

+
at* ' hin}

av; 1 [a(hzvgvz*) 4 A(hivivi) +a(h’ihzv;vz*>]
Z*

de an d

_ 9P* 1 2 *6VZ*) 0 ( *6VZ*) d ( . *aVZ*)
- 0z* + Reh;h; [08 (‘u de + 67] ‘Ll an + 9z* 2 l"' hlhz dz*

#a (s 50+ 5 (i 20

17

nih; € 0e 0e

.1 (1 22) + 2 (g 2 () - 2 (e Fi25)
H nihy M oy 6n+az* W on +6£ “hzan hi de H h; oe +

+M*1(V_ﬁ)%_ oy Lo | 0 (zuv—‘i%)] + =2 T* ———sinh(e) cos()

(2.18)

*\ oh}

de

(2.19)

(2.20)
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2.2.3.5. L’équation d’énergie :

aT* 1 [o(hyveT™ o(h1VyT* (R REVIT™

_+**[(2€ )+(1TI )+(1zz )]

at*  hih, de oan az*

= L2 (e )+ 2 (k) L (kehyy 2]

~ RePrijh; [ag(k ae) T an K 50 ) 5 (K hiha o= (2.21)

2.2.3.6. Conditions initiales et aux limites non dimensionnelles:
Les conditions initiales et aux limites sont:
=0,V =V =V =T" =0 (condition initiale ) (2.22)

£>0, =05,V = Vy=V,=0, —%k*aa—f = 1 (sur la paroi de cylindre intérieur)  (2.23)
1

£>0,e=1, V' V=V = —%k* Z—T = 0 (sur la paroi de cylindre éxterieure)(2.24)
1

>0,z =0,V = Vy =0,V =1,T" =0 (al'entrée de conduit ) (2.25)

* * * oV ovy vy 0 aT”
('>0,2"=1"= 100, T5 =21 =22 = 2 (2=

A T o T o T o ) =0 (alasortie de conduit) (2.26)
Certaines constantes, les valeurs de référence et les parameétres de controle (dynamiques et
thermiques) sont précisées dans le Tableau 2.2. Notre choix des dimensions de la géométrie
et des parameétres dynamiques et thermiques permet 1’étude de ’influence de la flottabilité et
la réduction progressive de la viscosité.

Tableau 2.2 Les propriétés thermophysiques et paramétre de controle.

a 0.0045 m
g 9.81 m/s’
B 1.8 x 10* /K
Ho 1.006x107 kg/m.s
Vo 1.006 x 10° m?/s
ko 0.597 W/m-K
Vo 2.231 x 107 m/s
To 293 K
Po 1000.52 kg/m’
Cy 4182 J/kg'K
qw 4172, 8344, 12516 W/m*
gbawa®

Gr = 5% 10 10% 1.5 x 10*

2
viko
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Voa
Re = 2270 100
Ho
C
ko

2.3. Modélisation des propriétés physiques variables:

Pour modéliser les variations des propriétés physiques en fonction de la température, nous
avons utilis¢ les valeurs tabulées de ces propriétés, présentées dans la référence [20]. Les
données de cette référence [20] sont reprises dans le Tableau 2.3.

Tableau 2.3 La viscosité et la conductivité de ’eau en fonction de la température [20]

T (°C) Viscosité p ( kg/m .s) Conductivité¢ thermique (W/m.K)
0 0,00179 0,5628
5 0,00152 0,57277
10 0,00131 0,58223
15 0,00114 0,5912
20 0,001 0,59968
25 8,908E-4 0,60769
30 7,978E-4 0,61523
35 7,196E-4 0,62231
40 6,531E-4 0,62896
45 5,962E-4 0,63517
50 5,471E-4 0,64095
55 5,043E-4 0,64633
60 4,668E-4 0,6513
65 4,338E-4 0,65588
70 4,044E-4 0,66008
75 3,783E-4 0,66391
80 3,55E-4 0,66738
85 3,339E-4 0,6705
90 3,15E-4 0,67328
95 2,978E-4 0,67573

100 2,822E-4 0,67786
120 2,321E-4 0,68341
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140 1,961E-4 0,68469
160 1,695E-4 0,68237

A partir de ces données, on a déterminé des fittings polynomiaux, assez précis, pour
modéliser les variations de la viscosité et la conductivité thermique avec la température. Ces
fittings sont précisés les fonctions suivantes :
u(T) =179 x 1073 — 5.861 x 10~>(T — 273.15) + 1.260 x 10~

X (T —273.15)? — 1.736 x 1078(T — 273.15)3 + 1.420 x 1071°

X (T —273.15)* — 6.177 x 10713(T — 273.15)°> + 1.092 x 10715

x (T —273.15)° (2.27)
k(T) = —1.050 + 0.0108T — 2.172 x 107°T? + 1.389 x 107873 (2.28)
On note que dans ces fonctions, I'unité de température est (K) alors que les unités de la
viscosité et la conductivité sont (kg/m.s), (W/m.K) respectivement. Aussi, il est utile de
préciser que le domaine de température de notre étude est couvert par le domaine de
température des valeurs tabulées. Les Figures .2.2. et 2.3. illustrent la précision des fonctions

u(T) (2.27), k(T) (2.28) a représenter les données tabulées dans le Tableau 2.3.

Figure. 2.3. La viscosité de I’eau. Valeurs tabulées et valeurs de ’eq. (2.27).
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Figure.2.4. La conductivité thermique de I’eau. Valeurs tabulées et valeurs de I’eq.(2.28).

Les valeurs non dimensionnelles de la viscosité et la conductivité thermique sont obtenues par
la normalisation des fonctions des egs. (2.27) et (2.28) avec les valeurs de référence cités dans

le Tableau 2.2.

2.4. Les Bilans massique et thermique :

L’¢écoulement et le transfert thermique doivent satisfaire les bilans massique et thermique
présentés ci-dessous.

2.4.1. Bilan massique global:

L’intégration de I’équation de continuité sur le domaine d’écoulement montre I’égalité des

débits massiques (et volumiques) de I’entrée et la sortie du conduit :

[ I Vs hihydedn = [0 [77 pVy: hihsdedn (2.29)

£=0.5 £€=0.570
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En faite, il est facile de démontrer que le débit a chaque position axiale est €¢gal a celui de
I’entrée et donc le débit est axialement invariant le long du conduit.

2.4.2. Bilan thermique global:

Le bilan thermique global est obtenu par 1’intégration de 1’équation d’énergie sur le domaine
d’écoulement. En régime stationnaire, obtenu dans tous les cas de cette ¢tude, le bilan
thermique global démontre 1’égalité de la puissance thermique donnée au fluide a travers la
paroi du cylindre intérieur chauffé et la puissance thermique cédée par le fluide au milieu
extérieur a travers les limites du domaine de I’écoulement. Le bilan global peut étre décrit par
I’équation :

9 =49, 17q9;tq9, g5 T g; (2.31)

_ (2m (100 -1 , ,9T"
Q1—f0 J-0 RePrk de

dndz* exprime la puissance thermique donnée (par
£=0.5

conduction) au fluide a travers la paroi du cylindre elliptique intérieur.

_ 2m (100 -1 , , OT"
qz_fO fO RePrk de

dndz* exprime la puissance thermique échangée (par
e=1

conduction) au niveau de la paroi du cylindre elliptique extérieur. Cette puissance est nulle

sachant que le cylindre extérieur est adiabatique.

2w 100 1 aT™ . . . , ,
qs = fo fo Reprk*ﬁ hih; dedn  exprime la puissance thermique échangée par
z*=0

conduction a I’entrée du conduit. Cette puissance est trouvée négligeable dans tous les cas

considérés.

2m 100 -1 aT* ) ) )
= k*— hih; ded exprime la puissance thermique échangée par
=1l o ek ol oy, k2 dedn  exp p q gée p

conduction a la sortie du conduit. Cette puissance est trouvée négligeable dans tous les cas

considérés.
2w re=1 kL % Lk . . . ’ ’ . \
gs=—J 0 fg_ o5 Vz. e hih; dedn exprime la puissance thermique échangée par convection a

I’entrée du conduit. Cette puissance est nulle sachant que T,” = 0.
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qe = J. 02n f;:ol_s Vi Tghih; dedn exprime la puissance thermique échangée par convection a
la sortie du conduit. Evidemment, cette puissance est trés importante.

A une section donnée du conduit (3 un certain z') la température moyenne est définie comme
suit :

2 =1 * £ ek Y 70 % 1, %
TS S Vi (emz )T (em,z )R Ry dedn

T"*l(z*) - 2T €=1
fO fg:o,s Vz*(&TLZ*)h;hzdsdn

(2.32)

La température moyenne adimensionnelle est égale a zéro a 1’entrée du conduit, et augmente
linéairement dans la direction axiale. Cette augmentation linéaire est facilement démontrée
par un bilan thermique global, appliqué a un trongon du conduit de longueur z, et la
considération de 1’eq. (2.32). Ainsi, a la sortie du conduit, le bilan thermique global nous

donne :

100 P;

. _ 100 P} 1 1 c2m (1, 0T L OT" - N
Tm(loo) " RePrs* + Re Pr §* fO fO-S[k 0z*l100 k 0z*lg ] hlhszdn ~ RePrs* (2.33)
P; : Est le périmétre adimensionnel de cylindre intérieur:
P; = ["\[sinh?(0.5) + sin?(n ) dn = 5.356 (2.34)

S*: Est la surface adimensionnelle de la section droite du conduit (section d’écoulement):

* _ 1 21 . 2 . 2 _
§* = [, J; [sinh?(e) + sin*(n)]dn de = 3.851 (2.35)
L’approximation dans 1’équation (2.33) est justifiée par le fait que le terme négligé
représente la différence de la diffusion thermique axiale, entre I’entrée et la sortie de I’espace

annulaire, qui est trés faible par rapport au terme qui représente le chauffage de cylindre

intérieur.

2.5. Le nombre de Nusselt:

Le transfert thermique peut étre quantifié par un nombre de Nusselt.

2.5.1. Le nombre de Nusselt local :

Pour définir le nombre de Nusselt local, il faut définir le coefficient local de transfert de
chaleur par convection h(g, 1), a la paroi du cylindre intérieur. A cette paroi, on a 1’égalité du

flux de chaleur imposé par conduction et le flux de chaleur convecté par le fluide :
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K OT
qw = h(1,2)(T05,7,2) = Tn(2)) = —;=5| _ (2.36)
De cette équation, il vient:
_KaT

— h10¢le=05
h(n,z) = D ENE) (2.37)
Si on définit le nombre de Nusselt local a la paroi du cylindre intérieur:
Nu(y, z) = 222 (2.38)

0
Et avec I’équation (2.37) dans I’équation (2.38) on obtient :
Nu(y,z) = [ otz (2.39)
T2 = (0502 Tm(@) '

Ou sous forme adimensionnelle:

“ 1 -1, 0T _ 1
Null2) = s e @ i ¢ 0¢ lecos — T @52 TG (240)

2.5.2. Le nombre de Nusselt axial et moyenne :

Si on intégre le nombre de Nusselt local sur le périmétre du cylindre intérieur et on divise le

résultat par ce périmetre, on obtient le nombre de Nusselt axial:

Nu(z*) = Pil*fozn Nu(n, z*)y/sinh2(0.5) + sin2(n ) dn

(2.41)

Si on intégre le nombre de Nusselt axial sur la longueur du cylindre intérieur et on divise le

résultat par cette longueur, on obtient le nombre de Nusselt moyen du conduit (un nombre réel

positif):

m :LJ-lOO

5o Nu(z*)dz
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Chapitre 111

L'é¢tude Numérique
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3.1. Introduction :

Dans ce chapitre, on a montré I’étude numérique dans ce probléme. La méthode numérique utilisée
et le maillage. Aussi on a parlé du détail de la discrétisation de toutes les équations et les conditions
aux limites. On a terminé ce chapitre par les critéres de convergence et montre le bilan énergétique
et thermique.

3.2. La méthode de résolution :

L’écoulement tridimensionnel entre deux cylindres elliptiques est modélisé par les équations
différentielles aux dérivées partielles, 1’équation de conservation de la masse, 1’équation de
I’énergie et les trois équations de conservation de la quantité de mouvement, exprimées dans un
systeme de coordonnées elliptiques. Ces équations sont non linéaires et ne peuvent pas se résoudre
analytiquement. On les résout donc numériquement. Il existe plusieurs méthodes numériques de
résolution : les différences finies, les €léments finis, les volumes finis et les méthodes spectrales.
Parmi ces méthodes on a choisi celle des volumes finis qui est souvent s’utilisée pour la solution
des problémes de mécanique des fluides et de transfert de chaleur. Parmi les avantages qu’elle
présente on peut citer :

*les équations aux différences ont une propriété conservatrice. Cela signifie que 1’extension du
principe de conservation écrit sous une forme discrétisée pour un volume fini typique et vérifié pour
I’ensemble du domaine numérique.

* sa pratique et sa maniabilité lors de la résolution de problémes convectifs-diffusifs.

Dans cette méthode toutes les variables scalaires telles la température, la pression, la viscosité et la
conductivité sont stockées dans les centres des volumes tandis que les vecteurs tels les composantes

des vitesses sont stockés sur les faces des volumes de controle.
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3.3. Le maillage :

La méthode des volumes finis consiste a discrétiser le domaine physique étudié en un domaine de
calcul qui se compose d’un nombre fini de volumes. Chaque volume sera repéré par un nceud et
limité par six faces. La Figure.3.1. illustre un volume de contrdle typique. Le point P situé au centre
du volume de controle typique est entouré dans chaque direction par deux faces et deux nceuds dans
chaque direction.

*pour la direction radiale, les points aux noeuds sont notés N, S et les faces sont repérées par n et s.
*pour la direction azimutale, les points aux nceuds sont notés E, W et les faces sont repérées par e
etw.

* finalement suivant la direction axiale, les nocuds sont notés F, B et les faces sont notées f, b.

Figure.3.1. Le volume fini typique
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Le maillage que nous avons choisi pour faire notre étude est schématiquement représenté sur la
Figure. 3.2. Il est composé de 42 points suivant la direction radiale, 202 points suivant la direction
axiale et 85 points suivant la direction azimutale. Tout maillage plus dense que celui qu’on a utilisé
(42*202*84) dépasse les capacités de stockage des meilleurs ordinateurs qui nous sont disponible et
des temps de calcul qui dépassent les durées pratiques. Toutesfois, nous pensons que notre maillage
peut étre amélioré par un affinage, surtout suivant les direction azimutale et axiale, pour mieux
discerner des variations qualitative et cquantitatives importantes de certains phénomenes

complexes (surtout I’écoulement secondaire) .

a)
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b)

Figure. 3.2. Le maillage numérique utilisé (a) et sa projection en coupe (b). La longueur du
conduit est réduite cinq fois pour une représentation graphique plus claire.
3.4. Détails de discrétisation :
Les discrétisations de 1’équation de continuité et de I’équation de 1’énergie sont faites dans un
maillage non décalé dont les représentations surfaciques sont illustrées dans les Figures .3.3- 3.5.

Pour la clarté de la présentation, les étoiles des variables non dimensionnelles sont omises.
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Figure .3.3. Maillage suivant les coordonnées (7, 2)
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QV

@
Z

Figure .3.4. Maillage suivant les coordonnées (1, €)
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Figure .3.5. Maillage suivant les coordonnées (&, z)
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3.4.1. Discrétisation de I’équation de continuité :

Soit I’équation de continuité :

1 [a(thE)

d(h,V d(h1hyV
| (117)| (122)]—0 3.1)
hqh;

de on 0z
La discrétisation est acomplie par la multiplication de I’équation de continuité par le volume
différentiel et ’intégration triple entre les limites du volume fini. Tous les termes dépendants du

temps sont évalués au temps (t + At).

1 [d(hVe) |, 0(hiVy) | 3(hihpVp)]
hlhz[ 2c "oy T a2 ]_ 0 (3.1)
f1 a(hZVS) a(hlvn) 6(h1h2Vz) _
ey hlhz[ o 4 2 | hihydednaz = o (3.2)
f 1 a,Ve
e 222 b, dedndz = [hyV ]2 AnyAz, = [y Vel —h,Ve|570) Ay, Az,
f 1 0(hiVy) t+At t+At
L) o = hahadedndz = [hVy]! Aeyz,, = Ry | ket | 7| Ae,Az,
f 1 a(hhyV,
e 202 hy hydedydz = [hyh,V, 1) A, A,
[hth |t+At_h1h2 t+At] AgpAnp
Le résultat de la discrétisation est:
t+At t+At
[PV |5 —hy Vi 54 Any Az, + |y Vy | =Ry Wh || Az, +
[R1ho V|52 =Ry bV, |54 A, Any, = 0 (3.3)
3.4. 2.Discrétisation de I'équation de I’énergie :
Soit I’équation de 1’énergie :
oT | 1 [3(haVeD) | 8(MVyT) | (ihyVpD)] _ 1 9 (0T, 8 (,0T\ , @ aT
at + hih, [ de + an + 0z ] - RePrhqh, LOe (K 65) + an (K 67]) + 0z (Kh1h2 62)]
(3.4)

La discrétisation est acomplie par la multiplication de I’équation de 1’énergie par le volume
différentiel et I’intégration triple entre les limites du volume fini.
La discrétisation temporelle du terme transitoire est faite par le schéma d’Euler-Backward ayant

une précision du second ordre :
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t+At_ ot mt—At
3Tp 4Tp+Tp
2At

for
f f Jy 5; Mhodedndz =

hiphaple, AN, Az,
La discrétisation temporelle des termes convectifs suit le schéma d’Adam-Bashforth (ayant une
précision du second ordre) et leur discrétisation spatiale suit le schéma des différences centrées

(ayant une précision du second ordre) :

ds

Ty + T} TE+ T
=2 thnvl < 2 > - hZSVelg( P 2 S)l AUPAZP

T —At +Tt—At Tt At_l_T
thn n At( 2 P > hZS & & At( 2 >l A”PAZP

f
f 1 a(V,T)
b

nef
d(h
f j f hyh 2D hhydedndz = [hoVoT 21060, 02, = [hVoT IS —hoVTIS#) An, A,
172
w b

N

t+At t+At

e t+A
h,h,dedndz = [hlv,,T]W

“Aeyhz, = AN ] aepaz,

hih, an

¢ (TE+TE TE + T
_2lhlev,7|e( z P hlwn| T AeyAz,

t—At Tt At+Tt—At At Tt At+Tt —-At
lhlean (fp — haw nl f Aey Az,

/]

nef
d(h.{h,V, A
f j f — (R hy )hlhzdsdndz=[h1h2VZT]£|t+ ‘Ae,An,
1142
w b

N

= [hyhoV, TIE 4~y RV, 15| Mgy An,

¢t (TE+TE T! + T§
=2[h1fh2fvz|f (T” — hiphay Vol == ) [ Agptm,

t—At TFt At _l_Tt At Tt—At _l_TBt—At
[hlfhzfv| <f = haphap V72 (E———— || ae,m,

La discrétisation temporelle des termes diffusifs est semi implicite parce que la discrétisation de la

conductivité thermique (dépendante de la température) est faite avec le schéma d’Adam-Bashforth
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alors que la discrétisation temporelle de la température est implicite. La discrétisation spatiale des

terme diffusif suit le schéma des différences centrées.

) aT 1 aT nt+At
[ [ | memviom e (ke mmadednte = k] | o
s wb
1 [ arit+at oT i+
RePr| oel, del l NpBZp
1 dey
- RePr et Tt+At TSt+At An,Az,
i d—en
f
f.ff (kaT)hhddd 1 kaTe t+AtA ,
on eanaz = ——— Kk —— g,Az
A RePrhih, a’l an 1112 RePr < an y Az,

~ RePr | anl,

- t+At t+At
kt+At e —T ]
1 dan,.

= |Ae, Az
t+At _ pt+At pBZp
RePr _ et (Tp Ty >J
w
| dne

f t+At

nef

f.[f khhaT>hhddd— ! _khh ]
RePrh1h2 729 17z GEaNaZ RePr| 1% 0z],

w b

N

Ag,Any,

~ RePr oT t+At‘

- t+At t+At
kt+At Tr B TP ]
de

= t+At t+At
RePr kt+At(Tp —Tg >J

Ae,An,

de

On réarrange 1’équation de 1’énergie sous la forme standard suivante :
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Les conductivités sont discrétisées avec le schéma d’Adam-Bashforth :
thl+At — Zkrtl _ thL—At
k§+At — 2k§ _ kg—At
k£+At — 2k£ _ kg—At
kt+At — Zk‘ﬁ, _ kt—At
kt+At — Zkf kt —At
JEHAL = 2Rt — ft-At

On note, que quelque soit le temps, on n’a pas les valeurs de la conductivite (ky, kg, Ke, ky, kf, kp)
aux six faces du volume fini typique. Ce qu’on a sont les valeurs de la conductivités aux centres du
volume fini et des six volumes finis qui lui sont adjacents: (kp,ky,ks, kg, kw, kr, kg). La
détermination des conductivités des faces est basé sur la continuité du flux de chaleur entre volumes
adjacents, a travers les faces qui les séparent. Une telle continuité permet la détermination des
conductivités des faces en fonction des conductivités des volumes qu’elles séparent. Ainsi, on peut

démontrer qu’a chaque temps :

2dne
Iy A
’7P+ NE
kp kg
2dny
AT]P+AT]W
kp =~ kw
2den
Aep A
28p 28N
kp ' ky
2deg
Aep A
Aép L&
kp kg
2 de
AZP AZF
kp + kg
2dzp
AZP AZB
kp + kp

Les coefficients de I’équation de discrétisation sont :

1 kLAt 1 kLtat
Iy = 5 g e v
Ag = RelPr kj:: AgyAzy ’ Aw = RelPr kda;itAgpAZp
Ay = ﬁhlfhzf'f—jmpmp L Ap = huyhy "HAtAepAnp
Ap = 5= hiphopBepBipAz, + Ay + As + Ag + Ay + Ar + Ag
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ATE — Tt —At t T16+Tpt t T4y
B 2At haphaphepAnpAzy =2 | hanVeln T2 — hasVels 2 AnpAz,

T]\t]—At +Tt—At Tt At_l_ t—At
[hm g (—” = has V|54 ArpAz,

2
¢t (T§+ Tt W+
-2 [hleVn|e (T” — hyyy n| Ae,Az,

_A Tt At +Tt—At A Tt —At +Tt —At
|t t(_______ll__ t t AgpAZp

¢ (T + T4
-2 h1fh2sz|f Y — hiphop Vol T AeyAny,

t—At TFt At _l_Tt At Tt—At _l_TBt—At
[hlfhzfv| <f — haphap V172 (E———— || ae,m,

On remarque que les coefficients Ap, Ay, As, Ag, Ay, Ar, Ag sont toujours positifs et que Ap est
supérieur a la somme des autres coefficients. Cette supériorité est avantageuse puisqu’il est connu
qu’elle donne une dominance diagonale a la matrice des coefficent qui assure une bonne stabilité
numérique des solutions des systémes d’équations linéaires. Cependant, la source S, composée de la
somme algébrique de plusieurs termes, peut étre positive, négative ou nulle. Cela peut poser un
probléme si cette derniere (la source) est négative car elle peut induire une température Tp“At
négative. Alors que Tp”At doit étre positive ou nulle (seulement a I’entrée). Et donc il faut trouver
une reformulation de 1’équation de discrétisation pour que les valeurs de Tp”At ne soient que

positives ou nulles.
Une telle formulation est présentée dans ce qui suit :

Notons que la source S, qui peut étre positive, négative ou nulle, peut étre ¢écrite comme la

différence de deux termes positifs ounuls : S= |S| —max(-2S,0) tel que:
max(—2S,0) est le maximum des valeurs—2Set 0.
Notons que |S| est toujours positive qui sera donc maintenue comme une source alors que

—max(—2S, 0) est écrit sous la forme :— max(—2s,0) = — [%Aztsm] TEtAt

Ce terme est négatif. On le réécrit selon un coefficient de Tp”At puis on le raméne a gauche de

I’équation de discrétisation qui devient :

max(—2s,0
<Ap § max(=25,0) )> Ty+at

t+At
Tp
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= ANTE A+ AGTEV A L A TE A + Ay TEA + AR TEYAE + A TEHAE + |5 (3.6)

Que I’on peut écrire comme suit :

A TR = ANTE M A TE A+ A TE M + Ay T A + AR TEYA + ATE™ + |5 (3.7)
max(—2s,0)

AVGCZA;; =Ap +W
Notons qu’a droite de la nouvelle équation de discrétisation, la source est toujours positive ou nulle.

Cependant a gauche de cette équation on a un probleme :

Le coefficient A; contient une inconnue qui est la variable calculée Tp”At

, cette derniere peut étre
remplacée par |’approximation, T,;*A = 2T — T,\~A¢ seulement la différence 2T} — T~ peut étre
négative pendant le calcul et donc peut causer un probléme! Pour éviter ce probléme On envisage
une solution itérative de I’équation de discrétisation non linéaire (3.8).

L’itération de la solution de cette équation, on considérera sa forme linéarisée comme suit :

max(—2s,0) A
(Ap L >Tpf+ ‘
p

= ANTH A+ AGTEV A L A TE A + Ay T + AR TEYAE + A TEHAE + |5 (3.8)

C’est comme si T} représente une initialisation pour T, 4%,

Durant les autres itérations, on considere la solution de 1’équation :

A+ max(—2s,0) et
p (Tpt+At) p
= ANTE A+ AGTEV A L A TE A + Ay TEA + AR TEYAE + A TEHAE + |5 (3.9)

Ou, (T£*2%) est la valeur de TE+A" obtenue de itération précédente. On espére qu’avec plusieurs

itérations, on obtient la valeur de T, *+A qui satisfait I’équation non linéaire.

Cependant la procédure décrite n’est pas sans probléme: si, durant le calcul, T} (ou (Tp”m)*) est
égale a 0 ou tres proche de 0, on peut avoir une division par 0 ou par un trés petit nombres dans le
coefficient de Tp”At ! Mais on peut éviter ce probléme par une initialisation non nulle (dans les
conditions initiales) du champ de 7 dans tout le domaine de calcul. Aussi, si dans certaines zones,
Tpt+At

est treés proche de 0, ses voisines le sont aussi et sa source est certainement treés proche de 0 et

ne pose pas de probléme.
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3.4.3. Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement suivant ¢ :
L’équation de quantité¢ de mouvement est discrétisée dans un maillage décalé suivant €. Les Figures

3.6. et 3.7. représentent les projections du maillage sur les surfaces (g,7) et (&,z). La projection sur
la surface (7,z) est similaire a celle du maillage non décalé.

Soit I’équation de la quantité de mouvement suivant &:

e | 1 [a(thng) O(RaVyVe) | 0(hihaVyVe)

6h1 zahz
Vv, —-V“"—
ot  hqihy de + an oz + Vel

On_n de

_ 1P 1 [B () 0V 0 ( 0V 0 e\ |y Ly 2hadhs
o hq 6£+Reh1h2 de (2,11 6£)+6n (‘u 6n)+az (‘Uhlhz az) ZﬂhthVe de O¢
2 (g Yndha) 0 (Vo) 0 (VaNomy | 0 (Veom D (. Vs
+6£(2Mh1 an) an(”hl 0n)+'u0£(h2) an +‘u0n(h1) an +az('uhzas)
oo o o v\, e 1 |
Mo on ae +0n <uh1 Py (h2)>l +Reszcosh(£) sin(n) (3.10)

On multiplie cette équation par le volume différentiel et on fait une intégration triple entre les

limites du volume de contrdle décalé.
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P,=n
n,=
s, =P
S,=s
bs,=b

Ss=f

Figure .3.6. La projection de maillage décalé suivant ¢ sur la surface (¢, z)
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c4 n,=N
P,=n
§,=P
S.=s

WS, =W

O es,~e > II

Figure.3.7 .La projection de maillage décalé suivant ¢ sur la surface (¢,1)
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La discrétisation temporelle du terme transitoire suit le schéma d’Euler-Backward. La vitesse est
localisée au centre du volume fini décalé.

3V£+At 4V€Pu t—At

u u fu OVE +Ve u
f" fe Jy 5 ¢ hahodedndz = PP R hap, dEn AT, Az,

La discrétisation temporelle des termes convectifs suit le schéma d’Adam-Bashforth et leur
discrétisation spatiale suit le schéma des différences centrées. Les coefficients métriques sont

évalués exactement a leurs positions et leurs dérivées sont calculées au centre du volume fini.

ny ey fu

1 a(h,V.W) L (EHAE
f f f PR o hyhydedndz = [V Vo Ih | AnyAz,

Su Wy by

= [haVeVe |52 = o VeVe 52| Anp Az,

VENu + V& \ (Vi V;P
e () ()
Vt At t At t At + VtP—At
o (5 )( “)1

| An,Az,

[

I

| t At t At t At t At
o )12

=2 AnpAzp

ny ey fu

1 a(hl nve) ey t+At
f .[ J- h,h, hlhzdgd"dzz[hlvan]wu denAz,
Sy Wy by
t+At t+At
= [hlV;IVé‘leu _hlv;’VELeu ]dSnAzp

h Vntenu + K]tesu V;Eu + V;Pu
16w 2 2
—h Vntwnu + Vn VsPu + Vsth
V?]tenAut + V?]teSAt Vt At VetPuAt
hleu 2 2

- 1Wu 2 2

den Az,

de,Azy,
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ny ey fu

1 d(h h,V,V,
[ [ [ 5" hnadeands = thunonrilf
hih, 0z u

t+At
de,Any,

Sy Wy by

[h1h2V Ve |t+At_h1h2 VzV:sW;M] denAny

Vztfnu + Vztfsu VetFu + VstPu
hlfuhzfu 2 2

de,An
Vzbn + Vztbsu VEPu + VgtBu P
Ry, |2 -

thnAut _I_Vf At Vt —At +V;P_uAt
hlfuhzfu 2 2

ztbnA; VztbsAt V;P_uAt + VstBTuAt

t+At
de,An,Azy,

=2

de, Any

fnu feu fbu hihy V V 0h1 hlhzd{;'dnd = VEVTI

S

u

Vntenu + V;]tesu + V;]twn + Vnﬁ/vsu ah—l
= ZVEP
u 4 an

de,AnyAz,
Py

et [v + Vit + Vit + Vl oy
EPy

4 an

de,An,Azy,
Py

t+At
de,An,Azy,

u (eu ah dh
f" N fbu Vo 52 hahzdedndz =~V 1, 2

u

de,AnyAz,

Py

2
_ 9 V;]tenu + K]tesu + Vnﬁ/vnu + V;]twsu ahz
4 s

de,AnyAz,

Py

o [Vaer + Viesi” + Y + Wit o,
4 de

La discrétisation temporelle du terme de pression est implicite. La position de la pression est exacte

(sans approximation).

ny |t+At

u [eu 1 0P
[y f — - oe hihydedndz = [P hyp, An,AZ,
= [P = B hop, Ay Az,

[Pt+At P16+At]h2PuAnpAZp
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La discrétisation temporelle des quatre premiers termes diffusifs est semi-implicite parce que la
discrétisation temporelle des vitesses est implicite alors que celle des viscosités est explicit suivant
le schéma d’Adam-Bashforth. La discrétisation temporelle des autres termes diffusifs est explicite
suivant le schéma d’Adam-Bashforth. La discrétisation spatiale des termes diffusifs est faite avec
le schéma des différences centrées. Les coefficients métriques sont évalués exactement a leurs

positions et leurs dérivées sont calculées au centre du volume.

t+At
Ny réu Ve AV
f S fbu Rehihy as( )hlhzdedndz = [” ] AnyAzy,
r t+At VEHM JI;ZAM ]
2 I Hn, EN I
- ﬁl VLAt _ At | An pAz,
l ‘ut+At SPu ESu J
Su
pirAt = 2puh — ph At
PEFAE = 2pt — it
t+At
fnufeuf ( a%)h,h ded dz-———[ an] de. Az
mLRehlhzan 1paeanaz =o|Ho, - Az,
[ t+At EtguAt B VJI;LM ]
1 €u dn
~ %o t+At _e LAt de,Azy,
__, t+At _EPu Wy,
b dn,,
pErst = 2pf — ot
PEEAE = 2ul, — piht
Ny réu aVE 6VE f t+At
f f fbu Rehlh 9z (“hlh )hlhzdfdndz = [Ilh1hz de,Any,

t+At _ t+At
sFu sPu

[ |
| iz |
Re I[ t+At t+AtJ| den Ay

At €By
b R, thu

t+At _

Ut = 2up — et

‘UIL;+AL' — 2!"' ut;At
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Ny réu 6h2 6h2 _ 1 -2u 6h2 6h2 t+At
o L L o Ve 2 5 hahadedndz = o2 v, S22 deyiny Az,
1 —2upttt dhy,| 0h
= u ptac” 2z 2 de,An,Az,
Re hip hop, =% 0elp, O¢lp,
upttt = 2up — up
t+At
buReh1h26£ ‘uhl on 12GAn Z_Re 'uhl on lg MpB2p

uh, (Ghen,, + Viwn,) 3Ry
2 | hin, 2 an
=2|—| . " An,Az,
Rel ‘usu ( 6%y + Vnwsu) oh,
hlsu 2 an s
[ i (Vierty, + Vi) Oha
2 | hlnu 2 an o An A
1= _ . i 0. Az
Re _”guAt (Vntesﬁt _l_V;ItWSA;) dh, p=4p
his, 2 on |,
0 [EFAE
Ny réu Ve 0hq __1 Ve 0hy
f L fbu Rehlh an (,u )hlhzdsdndz [” hy an] denAzy,
.ufzu VstEu + Vgtpu ahl
2 1| e 2 o v de A
il iy e Az
g [
hlwu 2 aT] "

[ [ﬂ”t<‘/”t2 t“)f"hl | |

|—1 hleu on ey
| Re uGAE (VEAE L it gy denz,
Wy
[ [ hiw, < 2 > on w
t+At

u (€u oh oh
fn fe fbu Reh1h26£( ) 1h1h2d€d17d2— ”f’:At - [ ] An,Az,
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1 (Vien, +V7]twn
2up, 0hy han,
" Re on 1 [ut +Vt AnpAzp
P, nesy nwsy
()
1 (V,fen“ + %ﬁ,ﬁ)]
R 0y | han, |
Re 677 1 (VG yta AnpAzy
- hzsu < 2 >J
t+AL
M (eu ohy _ t+At Oha | [Ve]®®
f f fbu Rehyh, an( ) hih,dedndz = #Pu o lp, h_l] de, Az,

Wy

1 (Ve +7V, 1
= lefau% ey ’ Ide Az
Re an Py 1 VePu Veth j P

B hlwu 2

_ 1 VgtEuAt + V;P_uAt '|
—At
MPu ahl hl » 2
) |d£nAzp

Re 67’[ 1 Vt ~At Vt At
- hlwu 2
Ny re t+At
f uf . fbu Reh1h2 az( h, 9e ) hih,dedndz = [.th de, Any

[ n ~ Var
h zZfny Zfsy ]
2 ‘ufu 2fu < dSn d A
- £, A1
Re [ h zbnu Vzbs ‘ " P
.Ubu Zbu de,
t At t—At
‘ut Ath anu VZfs
1 fu dgn d A
_ £, A
Rel t— Ath th"Aut VthSit J e
Ho de,
A
Ny réu _211 1 aVr, ahz _— t+Ar 1 oh, ey t+at
f f fbu Rehihy hy O Oe 2¢ Mfededndz = Re MPu Rhap, 0¢ Ip [Vn] denAzp
u W Wy
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| <vnznu+vnzsu> i
-2 1 oh 2
= n“f’ —= ¢ . de, Az,
u hZP aS _ K]W‘nu + ]ansu
2
[ <Vntenit + Kfesﬁt> ]
-2 1 0h 2
— t-At _— "2 de A
Re "™ hap, 0 ln, | (vizht + vizany || 45
2
Ny réu h d Vﬂ hh d d d _ 1 h P Vn e t+Atd A
L 5 s o 3 ) sonas = on 2GI a
VT]teTlu _ Vntesu
‘th h hZenu hZes
ey'tley
. k ) de, A
~ Do enlz,
Re Vntwnu ~ Vntwsu\
ﬂ h \hZWnu h’ZWSu)
—Hwy 1wy,
/%ﬁ_%g
T Athle hZenu faes,
- \ ) de, A
_ﬁ Vt= —At Vit —At EnBZp

La discrétisation temporelle du terme de la poussée thermique est explicite et sa discrétisation

spatiale suit le schéma des différences centrées.

Ny ey

uGrT cosh(e) sin(n) h h,dedndz  Gr
f f f Re? \/h—hl : ~ Re? Te; At‘/hlp hap, cosh(ep, ) sin(np, ) dendnyAz,
112

Su Wy by

t t
=2 % (TN;TP) VPip, hap, cosh(ep,) sin(np,) de,dny Az,
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- ot (B o, cosh(,) sinn, ) a0,

Le résultat de la discrétisation spatiotemporelle est mis sous la forme standard:

Apuvt+At A Vt+At +A5 Vt+At +AE Vt+At +AW Vt+At +AFuVStF-!1-1At +AB Vstél-uAt + Su +
[PEYAt — PEFAhyp AnyAz, (3.11)
ou

APuvt+At AN Vt+At +AS Vt+At +AE Vt+At +AW Vt+At +AF Vt+At +AB Vt+At +S (312)

Avec :

Ay, = é“j}: An,Az, : As, é”;f:t An,Az,
Ag, é”fzjt denAz, : Ay, = é‘fﬁ - deyAz,
AFU - Rle HLELM SnAnp > ABU - Rle MZ:’EM SnAnp
Ap, = % hyp,hop, de, A, Az, + Rle %2}? n aaf:z N denAnyAz,

+Ay, + As, + A, + Aw, + Ap, + Ap,
S = S + [ t+At Pt+At]h2PuAnpAZp

Vt At

t
il U h,p, de,An,Az,

P
S 2w
u 2At

Vin, +Vep, \ (Ven, + Vep, Vep, + Vis \ (Ver, + Vs,
_2 thnu < 2 2 - hZSu 2 2 AT]pAZp
VtNAt vt At vt At At pLsae + VT —At V5 SAC 4 oAt

< t
t
_2 [hleu (Vnten + Vntes > <V Ey sPu> hlwu <Vntwnu -zl' Vntwsu> <Ve > VeWu>l dEnAZp

Vt —-At _l_Vt —At Vt —At +Vt —At Vt—At +Vt—At Vt —At _l_Vt—At
+ lhleu ( neny nesy > ( > _ hlwu ( nwny nwsu> ( EPy Wy >l dEnAZp

2 2

Vie +V, Vi, +V. Vip 4V,
_2 [hlfuhzfu ( zfnu2 fsu)( sFuZ £Pu> _ hlbuhzbu ( zbnu2 zbsu)< sPuZ £Bu>] denAT]p

h h VthnAut + Vt At Vt —At + V;P—uAt ‘l
N | 1fu'*2fy 2 2 I e A
_ EnAn
Vth nAt VthSAt Vt —At + V;BuAt n p
~hap, han, (2 _
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ry7t t t t
Vnenu + Vnesu + Vnwnu + V;]wsu ah1
—2V¢ P, 2 5 de,AnyAz,
| nlp,
t—At t—At t— At t—At
Vt —At Vnen +Vnesu +Vnwn Vnws ahl de. An. A
&Py 4 9 &n np Zp
| nlp
Viten,, +Vites, +Vitwn,, +Vih 2
+2 neny tVnesy tVawny tVawsy, | 0ha dgnAnpAZp
4 de Py
Vneret +V17tesAt+Vnwnu+V7§wéz Oh; de. An. Az
4 oe lp, nBNpBZp
Mnu (Vnenu‘l'vnwnu) 0h1 _ ”gu (Vﬂtesu'l'vﬂtwsu) ohy An Az
Re hiny, on l, hisy 2 on Su p=ep
2 it (Vieng tViiwny) Oha|  1E% (Viesi +Viiwsy) dhy A, Az
hlnu 2 677 n hlSu 2 677 Su p p
t t t
+2 __1 l‘teu (VSEu+V£Pu) 6h1 _ MWu (VEPu+V£Wu) ahl dSnAZp
Re |hiey, 2 on e hiwy, 2 on wy
-1 ”éuAt (V;E:lAt +V f At) ahl ”\EV At <Vt —At + Vt At) ahl d A
- &0z
14
Re hye, 2 an hiw, 2 an
t
2up, 0hy [ 1 (Vgenu+ngnu> _ 1 (Vstesu+V£twsu):| AT’pAZp
Re 677 Py thu 2 thu 2
—At r
_ﬂPu ah1 1 (VetenM"‘Vetw1A15> 1 <V£tesM+V£twsA¢i>:| AT] Az
Re 67] Py _thu 2 thu 2 p p
2ub [ v +VE v +V4
Up, Ohq 1 < €Ey £Pu> _ 1 < Py Swu):l de. Az
Re 67] Py _hleu 2 thu 2 n p
#ELM Ohy [ 1 V.stEﬁt*'Vstpﬁt 1 V.stp,ft*'Vstwit de. A
" Re @ h 2 " h En2Zp
e n p, ey 1wy

t t
2 t Varny, Y
Re I:‘Llfuhzfu ( dgn

V. v,
zfsy | _ ,,t h zbny
) HUp, N2p, (—den

st“)] de,An,,

t—At ztfrft VztfsAt t—At Vi —Vabo
[llfu hqu (—u u) — Up, thu <—u u)] de ATIp

den

¢ 1 0ny
+2l I'I'Pu th de

t t t t
[(Vnenu+Vnesu) _ (Vﬂwnu+VﬂW5u>:” dS AZ
2 2 n=ep
Py
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-2 par 1 0hy Vight +Vicht Vitwit, Viwsy, de A
Zptthr - T2 — enz,
Re” "u  hyp, Odelp

2 2

[ V1t1enu _V7t1€5u V7t7wnu _V%WSu
+ 21,.¢t h hzeny hzesy | ¢ h hawny, hawsy de. Az
Re .ueu ley den ﬂwu 1wy den, n=4p
' Vi, vight Vit Vi,
_ 1 t_Ath hzeny hzesy | t_Ath hawny howsy de. Az
Re .ueu ley den .uwu 1wy, den, n=4p

t t
+2 % (TN-ZI'TP) [h1p, hap, cosh(ep,) sin(np, ) de,An,Az,

- ot (B T o, cosh(, ) sinn, ) e,

Nous avons mentionné que la discrétisation temporelle de la viscosité est explicite selon le schéma
d’Adam-Bashforth. Concernant la discrétisation spatiale de la viscosité au centre et aux interfaces
du volume décalé, elle est faite avec certaines approximations qui assurent la continuité et
I’évaluation correcte des contraintes visqueuses aux endroits indiqués. Ces approximations sont
mieux présentées avec une notation indicielle des viscosités qui sont stockées dans les centres des
volumes finis typiques (non décalés). Dans ce qui suit, la notation (i, j, k) fait référence a un point
centré dans un volume fini typique ; avec le premier, le deuxieme et le troisieme indice liés aux
positions radiale, axiale et angulaire, respectivement. Au centre et aux faces du volume fini décalé

(suivant €), les viscosités explicites sont :

t _ 2den
‘LlPu - ASN + ASP
ut(+1,jk) " ut(ijk)

t—At _ ZdEn
I’l'Pu - AEN ' AEP
ut=AEGi+1, k) pt=AL(ijk)

th, = ut(i+1,j,k) (sans approximation spatiale)
pi-At = At (i + 1, j, k) (sans approximation spatiale)
ps, = u(i,j, k) (sans approximation spatiale)

pt-At = pt=24(i, j, k) (sans approximation spatiale)

t dne + dne
Hey, = —ang __ &up Ang_____ Anp
pt(ijk+1) pb(jk)  pb(i+1,jk+1)  pl+1,jk)
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t—At _ dne + dne
‘ueu - Ang \ Anp Ang \ Anp
pt=BtG k1) pt=AtG k) ptmALGita k1) ptmA(i+1,5,k)

t _ dnw + dny
Hwy = —Eaw . Bup Anw . Aup
ut@jk-1) ut(jk)  pt(+1jk-1) pli+1,jk)

t—-At _ dnw + dnw
Hwy Any ,___hnp Any : Anp
ut=BEGjk—1)  pt=BtG k) ptAE(i+1,jk-1)  pt—AE(i+1,5k)

de de

t _
I’l'fu - AZF X AZP + AZF X AZP
ulGj+1l) utGjk)  pfG+1j+1k)  pbG+1,jk)

de de
Mfu - AZF AZP + AZF AZP
ut=ALG, j+1,k) ut Bt jk)  ptALGi+1,j+1k) ut At(i+1,j,k)

t _ dzyp
I’l'bu - AZB ' AZP + AZB ' AZP
pt@j-1k) ub(jik)  ut(+1j-1k)  pbli+1,jk)

dzyp

de de
‘leu - AZB AZP + AZB AZP
PR AR k) B Gr L 1k)  REBEGA L)

3.4.4. Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement suivant # :

L’équation de quantit¢ de mouvement est discrétisée dans un maillage décalé suivant . Les
Figures 3.8. et 3.9. représentent les projections du maillage sur les surfaces (e,7) et (7,z). La
projection sur la surface (&,z) est similaire a celle du maillage non décalé.

Soit I’équation de la quantité de mouvement suivant x:

vy 1 [a(hzvgv,,) n 9(h1VyVy) n 9(h1haV;Vy) LUV dhy, V2 %]
at  hihy de an dz €N e € opy

L0 [0 (,20) 4 2 (5 20) 1 2 (1, 2)

- h, on +Reh1h2 de ('u 63) (ZM 0z ‘uhlhz 0z
_oy Ly 9haidhy i( ﬁ) 9 a(Vs) _i( ﬁaﬁ) i(ﬁ)aﬁ
2”hlth" an an ta phy an +as<”h2 an \h, 9e \M1, 5e tH; h,) e

d ah, 10V,0h, . @ Ve dh,
Han () 3 = 2 3 S+ oy (2 52)] + e T s i) cos () (.13)

On multiplie cette équation par le volume différentiel et on fait une intégration triple entre les

limites du volume de contrdle décalé.
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e,= E
w,= P
W.=w

m
-jv

Figure.3.8. Le maillage décalé suivant 1 sur la surface (), z)
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w,= P

W.=w

SW,= S

nw,= n
@ .
Zz n

Figure.3.9. Le maillage décalé suivant 7 sur la surface(n, €)
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La discrétisation temporelle du terme transitoire suit le schéma d’Euler-Backward. La vitesse est
localisée au centre du volume fini décalé suivant 7.

3V +At 4V +Vt —At
np nPv _ "Mbv
™ hyp,hop, Aepdn Az,

S0 L2 [ 28 by hydeddz =

La discrétisation temporelle des termes convectifs suit le schéma d’Adam-Bashforth et leur
discrétisation spatiale suit le schéma des différences centrées. Les coefficients métriques sont

évalués exactement a leurs positions et leurs dérivées sont calculées au centre du volume fini.

Ny ey 1 0(haVeVy) ny t+At
va fwv J-bv hlhz#hlhzd‘gdndz = [h VV;I] dn.Az,
t+At t+At
= [hz ne h, Ve ] dneAz,
thv (Vsnev+V£nwv < )
= h VESEV+V£5WV ( +Vt ) T’eAZp
- st
VEBLLVERSE N (ViAEHvs At
thv ( il snwv) ( )
VE=Att=At ;PAt vizhe dneAzy,
_hzsv ( ESey ESWV) ( A4 )
Ny rey 1 0(hVypVp) ey t+At
fsv fwv fbv o 1 n—" h,h,dedndz = [h1 V’7]wv AepAz,
t+At t+At
= [hanVn|eV - h1V77V77| y ]ASPAZP
+Vip,\ (Vigy+Vap
hlev ( 15y ) ( nEvy )
=2 AepAz,,
—hl ( nPy ¥ ) < nPyt )
Wy
L Vg At Vrfpét V;;ét_l_vntgét
ley ( 2 ) ( 2 )
L VipAty Aty rytpat Lot Aeplz,
ny rey ofy 1 0(hihaVzVy) fo t+At
fsv va fbv hih, - ZZ . hih,dedndz = [h1h2 ] by Aepdn,
t+At t+At
= [hha V| = haho V0| | Aepdn,

54



L’étude Numérique Chapitre 111

t t t t
h.-h Varey tVarwy \ (VnFy tVopy
12 fy 2 2
t t t t
h h Vzbev +Vzbwv VnPV +VnBv
—M1p,M2p, 2 2

t—At t—At t—At t—At
szeV+szWV) (VUFV +tVnpy )

hlfv hzfv ( 2 2

t—At t—At t—At t—At
VzbeV+Vzbwv> (VnPV +VnBV )

~hap, o, (25 .

=2

A‘E‘P dne

v v rfv 1 oh oh t+At
o o fy o VeV 52 hahpdedndz = VY, |

by Tl e Aepdn, Azp

Py

=2 [(Vgnev"'vstnwv+V£tsev+vstswv) t ]th

4 nPy |5

Aepdn, Azp
Py

_ [ (v vemb vES VIR |eoac] 2he
4 Py | ae

Aepdn, Azp
Py

t+At
ahl] AEpdT’eAZp

ny rey rfv —1 ohq — 9hy
va va J-bv h1h2 Vgl/gﬁhlhzdgdndz - VSI/S 01] Pv

2
— (Vstnev +Vstnwv +Vstsev +V£tswv) Ohq
4 on

Aepdn, Azp
Py

t—At,  t—At Ly t=At 1 E=ALY 2
+ l (Vsnev"'vsnwv"'vssev +Vsswv) l Ohq

" on |, Aepdn Azp

La discrétisation temporelle du terme de pression est implicite. La position de la pression est exacte

(sans approximation).

v rév fyv—10P . |tHAL
fs’vl f;v b 7 9 hahadeddz = — [PIyy | hip,AepAzp

= _[Pet:-At - PmejAt]hlvaEPAZp
= [P}§+At - PEt+At]h1va€pAZp

La discrétisation temporelle des quatre premiers termes diffusifs est semi-implicite parce que la
discrétisation temporelle des vitesses est implicite alors que celle des viscosités est explicit suivant
le schéma d’Adam-Bashforth. La discrétisation temporelle des autres termes diffusifs est explicite
suivant le schéma d’Adam-Bashforth. La discrétisation spatiale des termes diffusifs est faite avec
le schéma des différences centrées. Les coefficients métriques sont évalués exactement a leurs

positions et leurs dérivées sont calculées au centre du volume.
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Ny
Lo I e (u

t—At

payt = 2uh, — i,

t+At — t t—At
sy~ = 2Hs, = Hs,

Ny
fsv f fbv Rehlhz 677 (ZM

t+At — t t—At
Hey ™ = 2He, — He,

t+At

t—At
Hw,,

= Zﬂfvv — Hwy,

Ny
Lo o I o (u

t+At __ t—At
uett = 2up, — pg

‘UIL;+AL' — 2!"' ut;At

fsv f fbv Rehlhz hlhz n 677 6

upy "t = 2up, — up, ™

fstvf fbv Rehlh az( h 3Vz) hihpdedndz = [‘uhl 3Vz]f

hih,

20 hyhydedndz = — [ 22

ny |t+HAt
J dneAZP

Sy

t+At t+At t+At t+At
_ 1 eva Yoy “Vapy tae VaPy Vs dn.A
- n S NeAZp
Re v dep v deg
t+At
v, 1 v,
I\ by hydedndz = — "] AepAz
077) 1112 n . pRZp
t+At t+At t+At t+At
2 |, t+at YnEy —ViPy LAt Vipy ~Vawy AeoAz
Re |76V Mg Wy Anp p=ap
oV, _ av. fV t+At
) b, hydedndz = — |phihy =2 Aepd
2)12 n re |H273 by pQle
r At Vt+At Vt+At
| R hg ey,
=— T oae| Agpd
~ Re pLEAL_y t+AL Epdlle
_ t+Ath h nPy —"nBy
Up,  Mip,M2p, az,
t+At
dh, dh 1 -2 dh, dh
CutMp hydedndz = ——= e Aepdn,Azp
Re hih; an dn Py
t+At
1 —2up oh oh
= Rehn Tom. hv ﬁfAt_al _01 Aepdn.Azp
1Py 2Py n Py n Py
t+AL
A‘C:Pdne
V
t t
t h szev_VZva
Heup, =
2 Ne
Re t A‘E‘Pdne
e .t h Vbev Zbwy
Hp,Mb, dn
w
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ny
fSV f fbv Rehlhz ag

Vy oh o
fsv f fb" Rehﬂlz G (M e 2) hih,dedndz =

ny
fsv f fbv Rehqh,

( )ahz hih,dedndz =

pizAt_yt-At
t-ep  Varey Vapwy
o .
_E Vt At Vt_At AEPdne
- Ath zbey ~ Vzbwy
‘ubv 1by .
t+At
a (Ve .
ke 57 (65) ) ahaddeands = - [uha 2 GE)] | dneaz,

¢ t
an_ev_M]

hiney hinw
h.. =inev Unwy
_ 2 I’l'nv 2ny an.
" Re

dn.Az
eRZp
Vesey Veswy 7
hisey hisw
h.,. —isev Miswy
| — s, has, -

—At t—At
VSne VETLWV

—At hiney Rinwy
1 ‘u Ny h’2nv d—ne
B dn.Azp
ke VsseA t yt-At e

Veswy
- Ath M
Msv 28y e

t+At

V_n ahz]nv

Re L hZ de dneAZP

_ "2 thv de
Re

t t
(M)
Ny 2

t
Sy 2

t—At, ,t—At
any *Vnpy
2
ny

psat,ytoat dn.Azp
Py " nSv
(st

dneAZp

has, 0¢

M"_Vtahz
1 han, 0€
Re

_ B ok,

has, 0€

NSy
2

b
t+At ahz VTI v
.upv

EPV hZ

t t
1 (VnNV+VnPV)
_ 2 ¢ Oh hany >

Re‘upv o¢ |p

(a¢ Ohz

1 <VntN‘A,t+Vt At)
hznv 2
Re MP
Re v e Pv

1 (VtPAt+Vt —At dneAZp
nPv )

NSy
2

hasy
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t+At

v 6 oh oh
fS‘: f fbv Rehqh, ( ) - hlhz dEdT]dZ = M;:At 2 AEPAZP

677

NN

t t
1 (Vsnev +V£sev)
hie, 2

1 (Vénwevwéswv)
2

2 ¢ Ohy
Re‘uPV de Py

ASPAZP

hiwy

1 (Vénévt +V£se%‘)

hlev 2

1 (Vénﬁsz;sv&vt)
2

1 t—At0hy
Re"Pv e lp

AepAzp

hiwy

v 1avgah 1 8n
R~ Rehlhz =220 hydedndz = — bt —=2 dn.Azp

ny | t+At
hy de Onm

[Vels
hip, O Py €
(Vénevwénwv)

2
_ (Vésevwéswv)

2

_2 t 1 0h1
Re"Pv hyp, hip, O lp

dneAZP

Vinow +Vinw',
2
At t—-At
_ (Vssev +V£swv>
2

2 t-Ar_1 0hy
Re" Pv hip, 07 p

dneAZP

t+At
AEPAZP

(Vénevwésev)
ey 2

(Vénwvwéswv)
2

fr 1 0 Ve 0h, 1 V. 0h,1%v
fsv va fbv Rehyhy 07 (Zﬂ h_zg) hlhzdedndz = E [Z‘U_h—zg]w

¢ 1 0n,
2 év hZev de

_Re

AepAz
t 1 O0h, P p

Wy hZWV de w.

o t—Ot 1 dn
e
v hZev de

2

t—At t—At
(Vsnw +V£swv)

At t—At
(Vsne +V£sev>

T e AepAz
Re _ t-at 1 1 ahz P P

Wy h2wv de ly, 2

La discrétisation temporelle du terme de la poussée thermique est explicite et sa discrétisation

spatiale suit le schéma des différences centrées.

fstvf ffv ﬁz?z' smh(‘:l) 205(7]) h,h,dedndz = % /hlpthPvSinh(EPV)COS(T’PV)TP+At Aepdn,Azp

t
P) Aepdn,Azp

- T o) (5
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t— At+TPt At

- T B, sinh(en, Joos(np, ) (22—

Le résultat de la discrétisation spatiotemporelle est mis sous la forme standard:

) AgpdneAZp

Apvvt+At _ Avat+At+Asvvt+At+AE Vt+At+AW Vt+At+AFvvt+At+ABVVnt§-VAt + SV

+[PEFAt — PEYA )Ry p AeyAz, (3.14)
Ou
t+At _ t+At t+At t+At t+At t+At t+At

Ap Vup, = An,Van, +HAs,Vis: +Ag,Vag, +Aw,Vaw, +ArVyr, +Ap,Vys, +S (3.15)
Avec :

1 pbrat 1 bt
Ay, = o d;’ dn.Az, , Ag, o d‘; dneAzy,

2 H£+At _ 2 M\EV+At
AEV = E A;; A pAZp , AWV = E Anv A pAZp

1 M;+At Ht+At
Ag, :Ehlfvhzfv d;’f Aepdn, ) Ap, = h1b‘,thv az, Aepdn,

1 R ang

Re hipyhzp, O

Py anlp

AP = 2AL hvahZP Agpd‘r’eAZp AEPdneAZp

+Ay, + As, + Ag, + Aw, + Ag, + A,
S =Sy + [PETA — PEYAt|hyp, AeyAz,

4'V VL’ At
nPy
ZA hlPVhZPVASP dneAZp

Vstn ey + Vstnwv Vn Ny + V;PV Vsts ey + Vstswv Van
=2 [hznv ( 2 ) 2 ~ has, ( 2 ) dneAz,

t=At  ,t=At t— At vtz At
+ h VéneAt+V£tnmA/f, VnNV VnPV _ h VgseAt+V£tsv9\l,- Van 775v d AZ
2Ny 2Sy Ne p

Sy =

2 2 2

t t t
_ Vigy tVapy \ (Vg tVapy\ Vapy tVawy \ (VapytVaw
2 [hlev ( - ) ( - Riw, : : AepAz,

oAt tAt t—At tAt t—At tAt t—At tAt
h 7IEV +V VUEV +V _n VﬂPV +V VﬂPV +V AcoAz
ley 2 1wy 2 P=4p
Viteu HVarwy \ (Viry+Va Vipe, tVy Vip, +VE
v v nFy " 'nPy zbey " "zbwy TIPV 1By
—2 [hm,hz;fV ( > > — hyp, hap, > Aepdn,
zfwy nFy

t—At t—At t—At t— At t—At t—At t—At t— At
o Vo +V, Viky tVipy') b h Virew +Vabwo \ (Vips +Vig Aeod
1f,2f, 2 2 1b,M2b, 2 2 Epatle

Viney HVenwy tVsey tVéswy\ 1,¢ | 0ha2
_2 V P
4 Nty

2 2

g P, AgpdneAZp
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+ [(Vstnevt"'vstnth/'l'vésevt’l'véswg) Vt—At] oh,

4 Py | 5¢

Aepdn Azp
Py

Vstnev + Vstnwv + Vstsev + Vstswv Vstn eyt Vstnwv + Vsts eyt Vstswv Ohq
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Re .unv 2ny dne ﬂsthSV dns dneAZP
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1 t—At hiney, hinwy t—At hisey, Riswy
Re .unv thv dne ﬂsv hZSV dns dneAZP
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Re" " Pv gg Py Lh1ey 2 hiwy 2 PTap
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v
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1[ t—Ar 1 0hy

év hZeV de e

—At | st=At
Vsnwv"'Vsswv
Re w

Véney tVésey') _ o e-ae 1 Oha
2 Wy hZWV de

)] AepAzp

Zer/hlpvth sinh(ep, )cos(np, )(TE+TP) Aepdn Azp

t—At

t—At
- % \ /hlpvthvsinh(spv)cos(npv) (%

La discrétisation temporelle de la viscosité est explicite selon le schéma d’Adam-Bashforth.

) Aepdn Azp

Concernant la discrétisation spatiale de la viscosité au centre et aux interfaces du volume décalé,
elle est faite avec certaines approximations qui assurent la continuité et I’évaluation correcte des
contraintes visqueuses aux endroits indiqués. Ces approximations sont mieux présentées avec une
notation indicielle des viscosités qui sont stockées dans les centres des volumes finis typiques (non
décalés). Dans ce qui suit, la notation (i, j, k) fait référence a un point centré dans un volume fini
typique ; avec le premier, le deuxiéme et le troisiéme indice liés aux positions radiale, axiale et
angulaire, respectivement. Au centre et aux faces du volume fini décalé (suivant 1), les viscosités

explicites sont :
t o 2dne
I’l'PV - Ang Anp
wEG@jk+1) " ub @ik

t—At _ 2dne
Hp, " = Ang __Anp
ut=BtG k1) ut=AL(,jk)

us, = ut(i,j, k + 1) (sans approximation spatiale)

pE At = pt=24(i, j, k + 1) (sans approximation spatiale)

ti, = Ui, j, k) (sans approximation spatiale)

IlwvAt = ut=8(i,j, k) (sans approximation spatiale)

t dEn +
I’l'nv - AEN AEP AEN \ AEP
W10 w0 Rk G kD)

den

t—At _ den n deg
ALlTlV - ASN , ASP ASN \ ASP
ut=AE 41k pEAE (G jk) AL, k) pEBEG k1)

t _ dES
MSV - AEP \ ASS + AEP \ ASS
ub(jk) " pti-1ik)  pfGjk+1) pb(i-1,jk+1)

deg

t-At _ deg n deg
I’l'SV Aep AES Aep AES

PR ARGk ARG kD) | Rkt D)
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de de

t _
I’l'fv - AZF AZP + AZF X AZP
ubj+ri)  utGik)  pfGj+ik+1)  pbGjk+1)

t—-At _ dzy n dzs
va - AZF ' AZP AZF ' AZP
pt=BtG i1k pt=AtG k) ptmALGjt k1) ptmAL(G k1)

t _ de + de
‘leV - AZP i AZB AZP , AZB

ptjl)  ptGj-1k)  pfGjik+1) pb(j-1k+1)

—At _ de de
‘leV - AZP ' AZB + AZP ' AZB
ut=BtG k) =Bt -1 k)  ptmALGjk+1)  pEAEGj-1k+1)

3.4.5. Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement suivant z :

L’équation de quantité de mouvement est discrétisée dans un maillage décalé suivant z. Les Figures
3.10. et 3.11. représentent les projections du maillage sur les surfaces (g, z), (1, z). La projection
sur la surface (g, #7) est similaire a celle du maillage non décalé.

Soit I’équation de la quantité de mouvement suivant z:

av, 1 [a(nzvgvz) +0(h1Van) +a(h1ZZZVsz)]

at + hlhz de 677

—__op 1 [0 %) i( aﬁ) i( %)
- 02+Reh1h2 as(ﬂ de +an Ko * oz Z2phy 9z

20,2+ 2 00, 25) 016
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Figure.3.10. Le maillage décalé suivant z sur la surface (¢, 2).
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! >
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Figure.3.11. Le maillage décalé suivant z sur la surface (1, 2)
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On multiplie cette équation par le volume différentiel et on fait une intégration triple entre les
limites du volume de contrdle décalé.

La discrétisation temporelle du terme transitoire suit le schéma d’Euler-Backward. La vitesse est
localisée au centre du volume fini décalé suivant z.

3viplt—avh, +VESE
2AL hlp thwAgpAT’def

S o [T 2% by hydedndz =

La discrétisation temporelle des termes convectifs suit le schéma d’Adam-Bashforth et leur
discrétisation spatiale suit le schéma des différences centrées. Les coefficients métriques sont

évalués exactement a leurs positions.
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2 2

t—At t—At t—At t—At
anww+anww Vsz +Vsz
_hlw
w 2 2
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w rew rfw 1 9(hihaVyVy - | LHAL
JI o ff o S b by dedndz = [haha V15| Aepnp

by hqih, 0z
t t t t
h h VzFW + VZPW VzFW + VZPW
w2 f > > e
€pAan
t t t t P P
—h h Vsz+VzBW Vsz +VzBW
1by [L2by, > >
t—-At t—-At t—At t—-At
h h VzFW +VzPW VzFW +VzPW
w2 fw > >
- AepAnp

t—-At t—-At t—-At t—-At
VZPW +VzBW ) <V2PW +VzBW )

~hap o, (2 :

La discrétisation temporelle du terme de pression est implicite. La position de la pression est exacte

(sans approximation).

[ g [~ hhodedndz = (=PI | hyp, ha, Aentirp
= _[P;EJM - PzgvtAt]hwwthwAprnp
- [ P = PIE+At]h1PWh2PWA€PAnP

La discrétisation temporelle des trois premiers termes diffusifs est semi-implicite parce que la
discrétisation temporelle des vitesses est implicite alors que celle des viscosités est explicit suivant
le schéma d’Adam-Bashforth. La discrétisation temporelle des autres termes diffusifs est explicite
suivant le schéma d’Adam-Bashforth. La discrétisation spatiale des termes diffusifs est faite avec
le schéma des différences centrées. Les coefficients métriques sont évalués exactement a leurs

positions.

nw rew rfw 1 d av, _ 1 v, "w t+Ae
fsw ow fbw Rehlhza(ug) hyhodedndz = Re [“ELWJ Anpdzg

t+At . t+AE
t+At (VZNW VzPw

n
1 w den
~ Re pEHAE_ | tAL Anpdzg
_MH-At ZPw —"zSw
Sw deg

t+At _ t t—At
Un,, = Zﬂnw — Un,,

t+At t t—At
Us,, = Zﬂsw — Us,,

t+At
Nw rew rfw 1 5} av, 1 v, 1w
fsw fww fbw Rehih, 91 (H W) hih,dedndz = 7o [,u W]Ww| Aepdzs
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t+At t+At
t+At (VzEw —ViPiy )

e
1 w dne
~ Re VLEAE_y At Aepdzg
Mt+At ZPw — "zZWw
Ww anw
t+At — t t—At
‘uew Zﬂew ‘Llew
t+At — t—At
t+At

w w vy, av, fw
o e [ 2 (2uhahy 52) hahodedndz = o [2umaha 52 7| Acptmy

At ZF zZP
M hlfwhsz( Yy
~ Re AL Vt+At> AepAnp

t+A zPw ~ YZBw
~Hp,, hlbthbw <—AZP

Vt+At Vt+At>

t+At _ t t—At

t+At _ t t—At
Hp, = Zﬂbw — Up,,

Nw réw Vg Ve t+At
f I fbw Rehyh, de (“h )hlhzdfdndz == [uhz ] J Anpdzs

t h Vit Vb
Mg lon \™ gz,
~ Re t vt Anpdzs

VSfS ebs
—Ué h2s, <#>

A tht tb At
t Efnyw  ebnw
[Mn hznw ( de ) ]

" Re t—At t—At
Re Ath VEfSw Vsbsw
:usw 2Sw dzf

Anpdzs

ew

Jt+At

w w av, v,
fn fe fbw Reh1h2 an( hy n) hih,dedndz = [.Uh1 7’] Aspdzf

Ww

t t
¢ h _anew_vﬂbew
.uew leyw dzy
~ Re Aepdz;

t t
MWW 1wy —dzf

pizAt _t=At .
Ath nfew nbew
1 Mew lew de

" Re t—At _ i, t—At
Rel [t Ath anww anww
Wy 1wy —dzf |

Aepdzs
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On réarrange ces différents termes pour obtenir 1’équation finale discrétisée suivant la direction

axiale :
prvt+At Avat+At + ASWVt+At + A Vt+At+AEWVt+At+prvt+At+ABwvt+At+Sw

+[PEHAE — PEYA Ry o hyp, Mg, Ay, (3.17)
Ou

APwvt+At A Vt+At +A Vt+At+AS Vt+At+AE Vt+At+AF Vt+At+AB Vt+At+S (318)

Avec :
t+At t+At
1 Hn 1 MS
Ay = Y_Anpdz A =——*Anpdz
Nw ~ Re dep nNepazs ’ Sw T Re des Npazs
t+At t+At
1 He 1 Us
Ap = - Ae dz A =——"""A¢cpdz
Ew = Re pazs > Sw = Re an, ~PA%f
1 t+At 1 ﬂt+At
Ag, = hlfwhsz Azp “—AepAnp ) Ap, = . hlbthbw Azp AepAnp

Ap,

w

= EhlPWhZPWAEPAnPde + ANW + ASW + AEW + AWW + AFW + ABW
S =Sy + [PFA — PEYA )Ry hys AeyAn,

t—At
4Vip, Vs

AL w hip,, h2p, AepAnpdzs

A ¢ 14 v}
-2 [thw( sfnw;' bnw> (VzNw'zl'Vsz> _ hzsw( Efsw-; bsw) (VZPW )] Anpdzf

t At t—-At t— At: t—At t=At t—At t— At t— At
h sfnw Vebnw VzNW VzPW h stsw Vebsw VzPw tVzs A d
2Ny — 25y, NpQzs

Sw =

2 2 2

t t t t
_ nfew+V bew VzEw+Vsz _ anww+anww VzPW+V
2 [hlew ( > ) ( > hiw,, > Aepdzs

tAt t—At t=At t—At

t—At t—-At - t—-At t—At

h nfeW+V bew VZEW +VzPW _ h anww+V11bww VZPW +VzWW A d

1e 1w EpQZy
w 2 2 w 2 2

Vi +vt Vi +vt Vi +v} Vip. +Vipg
=2 oy, (Z ) (Saite) g,y (R ()|

Vzt At+VZt At) <Vzt At+VZt‘ —At Vzt At+VZt‘ At) <Vzt At+VZt‘ At

+[h1fwhsz( ottt ) (SR B0 ) py, hyy,, (SRt ) (SR )| Ay,

h Vetfnw_Vstbnw t h Vetfsw_Vetbsw A d
ﬂnw 2Ny dzy - Us,, Nas,, dzy NpQzs
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A tht th At th At _ tb At
t Efn Ebn EJS S S
[ﬂn thw ( > W) .usthSW ( > W)] AnPde

de

Vt

2 | ¢ Vifew Ve t Vitfww ~Vitbw
+E[ﬂewh1ew (# _.uwwhlww % A“:szf

yi=At _pc pizAt _t-At
t— Ath Viifew ~Vnbew —ut h nfww " Vnbww
ﬂew lew .uww 1ww dzg

dzg

Dans ce qui suit, la notation indicielle (i, j, k) fait référence a un point centré dans un volume fini

typique ; avec le premier, le deuxiéme et le troisiéme indice liés aux positions radiale, axiale et

angulaire, respectivement. Aux faces du volume fini décalé (suivant z), les viscosités explicites

sont :

u}w = u'(i,j + 1, k) (sans approximation spatiale)

pi it = pt=A4(i, j + 1, k) (sans approximation spatiale)

ugw = u*(i,j, k) (sans approximation spatiale)

pup 2t = put~24(i, j, k) (sans approximation spatiale)

den den

t _
.unv - ASN | AEP + ASN | ASP
utG+1,j k) ptGjk)  wlt(+1j+1k+1)  ub(j+1k)

t-At _ den n den
I’l'nv Aen Aep Aen Aep

ut=AtGi+1,5k) ut At k) ptAL (41, +1,k+1) ut At(,j+1,k)

t deg deg
I’l'SV - Aep , Aeg + Aep Agg

utGjk)  ptl-1,jk)  wut@j+1k) pbli-1,j+1,k)

t— At d£5 + d£5
AU'SV Aep \ Agg Aep Agg

ut=8t(i k) pt=BtGi-1,5k)  ut=At(j+1k) ut AE(j—1,j+1,k)

t dne + dne
‘“ew - Ang : Anp Ang : Anp
pltGjk+1) pt(jk)  plGj+ik+1) pbij+1k)

t—At _ dne + dne
He,, = Ang | Anp Ang | Anp
pt=BG k1) ptAEG k) pEALG jr k1) pt AL j+1,k)

t — dnw n an,,
Hw., Anp | Anw Anp | Ay
pt@jk)  wut(ijk-1)  ut(j+ik)  pt(j+1k-1)

t—At _ dnw + dnw
Hwy, = Anp . Any Anp . Any
ut=BtG k) ptAL G jk—1)  pEALGj+1k)  pt AL j+1,k-1)
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3.5. La discrétisation des conditions aux limites :

Les conditions aux limites sont discrétisées et les équations de discrétisation
forme standard.

3.5.1. Les conditions aux limites thermiques :

Sur la paroi extérieure du cylindre elliptique intérieur :

La condition thermique a cette limite (2 € = 0.5) est :

1, 0T
—h—lka— 1

Elle discrétisée comme suit :

t+At t+At
N S S T i) M|
h1€=0.5 £=0.5 d51

Réécrite sous la forme :

t+At _ mt+At | Me=os d€1
TEHAC = TfHAC 4 Memas T
£=0.5

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

hy,._qcdeE
AP - 1’AN - 1,AS - O,AE == O'AW’AFlAB == O,S == %

£=0.5

Sur la paroi intérieure du cylindre elliptique extérieur :

La condition thermique a cette limite (a3 € = 1) est :

1, 0T
—h—lkg— 0

Elle est discrétisée comme suit :

t+At t+At
1 ptracTe T
£=

1 =0

higq der—1

Réécrite sous la forme :

TEHAE = Tt

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap =1,Ay =0,A¢ = 1,4 = 0,Ay,Ar, 45 =0,S=0
A P’entrée du conduit:

La condition thermique a cette limite (a z = 0) est :
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T=0 (3.25)
Elle est discrétisée comme suit :

TEHAt = 0 (3.26)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap =1,Ay =045 =0,A = 0,Ay,Ap, A =0,S=0

A la sortie du conduit :

La condition thermique a cette limite (2 z = 100) est :

a aT .- . . . \ . .
5( 5) = 0, cette condition impose un flux diffusif constant a la sortie du conduit.

Pour illustrer la discrétisation, un schéma du maillage axial, a la sortie du conduit, est représenté sur

la Figure 3.12. Le point P est a la limite axiale, le point B est I’avant dernier point qui est précédé

du point B’.
dz(JL — 2) dz(JL — 1)
O t O O—» Z
B’ i B P

Figure.3.12. Maillage axial a la sortie du conduit

La constance du flux diffusif est approchée par la discrétisation :

TLHAL _pt+At TLHAL_pt+At
kt+At P B — kt+At B B (3 27)
“B dzjr—q Zi dzj—; '
Réécrite sous la forme :
KA qz(L-1
TLHAE = ThHAt 4 gL-1) TL+AL _ Tl§,+At) (3.28)

KA az(jL—-2) \' B

Avec la forme explicite du dernier terme a droite :

2 kgi—kgi—“ - _ _
THHAL = TSHAL 4 [[2 kgB_kgM]] T (2lrs — Th] — [157 — T ]) (3.29)

La derniére équation est mise sous la forme standard avec les coefficients :
AP - 1’AN - O,AS - O,AE == O,AW - O,AF - O,AB =1

o = [k azgi-v
[2 kf - kb2 dz(L=2)

(2[5 = T3] = [T5~% = T57%])
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3.5.2. Les conditions aux limites de I’équation de quantité de mouvement suivant ¢ :
Sur la paroi extérieure du cylindre elliptique intérieur :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 € = 0.5) est :

V. =0 (3.30)
Elle est discrétisée comme suit :

VA =0 (3.31)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Apu = 1’ANu =ASu =AEu =AWu =AFu =ABu =S=0
Sur la paroi extérieure du cylindre elliptique extérieur :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (23 € = 1) est :

V. =0 (3.32)
Elle est discrétisée comme suit :

VA =0 (3.33)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Apu = 1’ANu :Asu :AEu :AWu :AFu :ABu =S=0
A I’entrée du conduit :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 z = 0) est :

Ve=0 (3.34)
Elle est discrétisée comme suit :

V;I;;At _ (3.35)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Apu = 1’ANu =ASu =AEu =AWu =AFu =ABu =S=0
A la sortie du conduit :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 z = 100) est :

ve
5, = 0 (3.36)
Elle est discrétisée comme suit :

pLrAt_ytrat
ZEPu 7eBu _ (3.37)

azjyr—1
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Vet};:At _ VetBj-uAt =0
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Apu = 1’ANu :Asu :AEu :AWu :AFu =S = O'ABu =1

3.5.3. Les conditions aux limites de I’équation de quantité de mouvement suivant 7 :

Sur la paroi extérieure du cylindre elliptique intérieur :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 € = 0.5) est :

V=0

Elle est discrétisée comme suit :
t+AE _

V,’ P, = 0

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

APV = 1’ANV =ASV = AEV = AWV =AFV = ABV =S=0
Sur la paroi extérieure du cylindre elliptique extérieur :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (3 € = 1) est :
V=0
Elle est discrétisée comme suit :
t+At _
V77 P, = 0
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

APV = 1’ANV :ASV :AEV :AWV :AFV :ABV =S=0
A Pentrée du conduit :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 z = 0) est :
V=0
Elle est discrétisée comme suit :
t+At _
V77 P, = 0
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

APV = 1’ANV =ASV=AEV =AWV =AFV =ABV=8=0

A la sortie du conduit :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 z = 100) est :
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Wy _
0z

Elle est discrétisée comme suit :

t+AE_ tHAL
Vapy —ViBy

=0
dzjyr—1
PEHAL _ t+AL _
nPky nBy

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

APV = 1’ANV =ASV = AEV = AWV =AFV =S= OJABV =1

3.5.4. Les conditions aux limites de I’équation de quantité de mouvement suivant z :

Sur la paroi extérieure du cylindre elliptique intérieur :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 € = 0.5) est :
V=0
Elle est discrétisée comme suit :
t+AE _
Vzpw =0
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

APW = 1’ANW =ASW =AEW =AWW = AFW =ABW =S=0
Sur la paroi extérieure du cylindre elliptique extérieur :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (23 € = 1) est :
V=0
Elle est discrétisée comme suit :
t+AE _
Vzpw =0
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

APW = 1’ANW =ASW =AEW =AWW =AFW =ABW =S=0
A P’entrée du conduit :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 z = 0) est :
V=1
Elle est discrétisée comme suit :
t+At _
Vip =1

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :
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pr = 1’ANW :ASW :AEW :AWW :AFW :ABW = 0, S=1
A la sortie du conduit :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (2 z = 100) est :

v,

2= 0 (3.54)

Elle est discrétisée comme suit :

Vt'+At' Vt+At

zP zB

=W W — ) 3.55
22 (3.55)

VA — Vit =0 (3.56)

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap, = 1Ay, =As, =Ag, =Ay, =Ap, =S=0, Ap, =1

3.6. L’équation de discrétisation de la pression :

Pour résoudre les équations de discrétisation des trois composantes de la vitesse il faut préciser la
pression qui est présente dans les sources de ces équations. La détermination de la pression dans les
points centrés des volumes finis nécessite une équation de discrétisation de la pression. Cette
€quation est obtenue par une manipulation combinant les équations de discrétisation de continuité et
des quantités de mouvement. Utilisant les équations de discrétisation des vitesses, on définit les

pseudos vitesses :

Vt+At 1 ANu(th t At) +AS (2 €Sy t At) +AE (2 Vt —At

o ary [+Ay, 2V — Vi Af) +Ap (2V&, - V& Af) +Ap, (2Vs, — V& Af) +Sy]
pLat — 1 ANV(ZVt Van At) + AS (2 - Vnts_vAt) + AEV(ZVt Vt ;A

NPy APV -+AWv(2V‘r;: t At) +AFV(2 _ V‘r;:F_'vAt) +ABV(2V7;: t At) + S |
prrae — 1 Anpy, (2Vin, = Ving®) + As, (2Vis,, — Vs ) +Ag, (2Vie, — Viey©) ]
2w Ay [+ A, (2VEg, — VER) +AR, (2VE, — ViR At)+AB (2Vis, — VEEEE)+S,, ]

On remarque que les pseudos vitesses sont des vitesses calculées sans les différences de pression
dans les sources. Ces pseudos vitesses sont calculées, au temps t + At, dans les volumes finis avec
les vitesses a des temps précédents (t,t — At), avec le schéma d’Adam-Bashforth, parce que les
vitesses au temps (t + At) sont inconnues. Les relations entre les vitesses et les pseudos vitesses

sont :

t+At t+At
t+At t+At (P5™ =Py " )hap ApAZp _ spyar t+At t+AE
Vit = i " = VAL + (PEYAY — PEHAY) dp

u
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t+At t+At
Vt+At — Peiae 4 (PET2=Pg ™ )hip Lephzp prrae (Pt+At _ Pt+At) d
NPy — 'nPy p E Py

Apv

PLHAC_pLHALYL b AepATp
Vt+At Vt+At + ( P F ) 1Pw™2Pw — Vt+At + (P}§+At _ PFt+At) dP
Ap w

w
Compte tenu de la correspondance des positions du maillage typique et des maillages décalés, ces
équations sont réécrites :

Vt+At Vt+At + (Pt+At P[l\.‘]+At) dn

Vt+At Vt+At ( t+At P5+At) de
Vt+At Vt+At + (Pt+At PFt+At) df
Aussi, il est déduit que :

Vt+At Vt+At + (Pt+At P£+At)ds

Vt+At Vt+At + (PVtV+At _ P£+At) dw

Vt+At _ Vt+At (P§+At _ P£+At) db

L’utilisation des six équations précédentes dans I’équation de discrétisation de continuité (3.5) nous
donne une équation de discrétisation de pression sous la forme standard:

ApPEYAt = ANPEYAY + AGP{TAE + ApPEYM 4+ Ay P + ApPEYAY + AgPE™E + S (3.57)
Ay = hanlnpAzp dy

Ag = hysAnpAzp dy

Ap = hy,AepAzpd,

Ay = hy,AepAzpd,,

Ap = hyAepAzpd,

Ap = hyshyrAepAnp dg

Ap = hyphypAepAnp dy,

Ap = Ay + As + Ap + Ay + Ap + Ap

S= (h25‘7eg+At —h nVe%JrAt)ATIPAZP + (h1w‘7ntx;/rm - h1e‘7nte+At)A5PAZP

+(hiphop Vi % = hyphyfVf o 49)AepAnp
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Donc si on a les pseudos vitesses, on peut calculer la source S et donc la pression. Sachant que les
pseudos vitesses sont calculées avec des approximations de la vitesse, appelées estimations de la
vitesse, la pression calculée ne peut €tre considérée qu’une estimation de pression qui nécessite une
correction. Si cette estimation de pression est utilisée dans les équations de discrétisation des
quantités de mouvement, on obtient un champ de vitesse qui est une nouvelle estimation qui
nécessite une correction. Il est clair que pour I’obtention d’un champ de pression correcte, il faut un
champ de vitesse correcte et vice-versa. Evidemment, les corrections de vitesse et de pression sont
liées. A un point donné, la correction de la vitesse est liée aux corrections des vitesses des points
adjacents et des corrections de pression. Mais il y’a une méthode qui lie la correction de la vitesse a
un point aux seules corrections de la pression. Cette méthode est au cceur de 1’algorithme
SIMPLER utilisé dans nos calcul est qui sera présenté plus tard. Avec cette méthode, on détermine
une équation de correction de la pression; et une fois la correction de la pression obtenue, elle est
directement utilisée pour corriger le champ de vitesse.

Les relations entre les estimations et les corrections de vitesse et de pression sont définies par :

t+At _ yrxt+AL 1t+At
%4 =V +V

t+At — prt+At 1t+At
P =P +P

VAt . Est la vitesse correcte, V*t+Atest 1’estimation de la vitesse a corriger et V't+At est la
correction de la vitesse. Pt*A¢ : Est la pression correcte, P*t*Atest ’estimation de la pression a
corriger et P't*At est la correction de la pression.

On introduit les corrections de vitesse (fonctions seulement des corrections de pression) comme
suit :

V£€1+At — V£;t+At + (P}I)t+At _ Pl(lt+At) dn

Vgts+At — V€=6;t+At + (Pét+At _ PF’>H_At) ds

V?’]te+At — %*et+At + (PIIJH-At _ Pét+At) de

t+At _ *t+At t+At 1t+At
V77W - V77W + (PW - PP ) dw
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VZtI;I-At _ VZ*ft+At n (P}I)t+At _ P£t+At) ds
VLA = et (Pét+At _ Plgt+At) dy,
Si ces les six derniéres équations sont utilisées dans 1’équation de discrétisation de continuité (3.5),
on obtient une équation de discrétisation de la correction de pression :
APP}I)HAI: — ANPI(,HM + ASP_SfHAt + AEPét+At+AWP‘;§+At + AFPI;HAt + ABPéHAt + 5 (3.58)
Ay = hynAnplAzp d,
Ag = hysAnpAzp dy
Ap = hyAepAzpd,
Ay = hy,AepAzpd,,
Ap = hy,AepAzpd,
Ap = hyshyrAepAnp dg
Ap = hyphypAepAnp dy
Ap = Ay +As+Ap + Ay + Ap + A
§" = (hosVed ¥4 — ha Vid ¥4 AnpAzp + (h1wV7f§/fz+At - h1eVn*et+At)A5PAZP
+(h1bh2bV;bt+At - h1fh2fV;f‘+At)A€PATIP
La solution séquentielle des systemes d’équations lin€aires des variables dépendantes (composantes
des vitesses, pression et température) et les mises a jour des propriétés physiques (viscosité et
conductivité thermique) suivent I’algorithme SIMPLER dont les étapes sont citées ci-apres:

1. Initialisation (ou mise a jour) des vitesses, de la température et propriétés physiques :
VEL‘, VEL‘—At' Vnti Vnt_At, VZtJ VZt_At, Tt, Tt—At, Kt, Kt—At, Mt, Mt—At

2. Calcul des coefficients des équations de discrétisation des vitesses.

3. Calcul des pseudos vitesses.

4. Les pseudos vitesses sont utilisées dans la source de I’équation de discrétisation de
pression. Cette derniére est résolue (dans tous les points) pour obtenir un champ de

pression considéré comme une estimation.
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5. Le champ de la pression estimée est utilisé dans les sources des équations de discrétisation
des vitesses. Ces dernicres sont résolues donnant un champ de vitesse considéré comme
une estimation de la vitesse a corriger.

6. Les estimations des vitesses sont utilisées dans la source de 1’équation de discrétisation de
la correction de la pression. Cette derni¢re est résolue pour obtenir un champ de la
correction de la pression.

7. La correction de la pression est utilisée pour corriger le champ de vitesse.

8. Le champ de vitesse corrigé est utilisé dans 1’équation de discrétisation d’énergie. Cette
derniére est résolue pour obtenir le champ de température.

9. Le champ thermique est utilisé pour le calcul des propriétés physiques variables : viscosité
et conductivité thermique.

10. On vérifie Datteinte du régime permanent (stationnaire) caractéris€é par 1’invariance
temporelle de toutes les variables calculées et la satisfaction des bilans massique et
thermique globaux. Si le régime permanent est atteint, on arréte les calculs. Sinon, on

augmente le temps d’un pas (de temps) et on retourne a 1’étape 1.

3.7. La solution des systémes d’équations linéaires:

L’équation de discrétisation d’une variable représente un systéme d’équations linéaires. La matrice
des coefficients de ce systeme est heptagonale. Compte tenu du nombre des équations linéaires qui
est égal au nombre des points du maillage, il est évident que les méthodes classiques de la solution
des systemes d’équations linéaires ne peuvent étre utilisées. La capacité de stockage des coefficients
de la matrice dépasse largement celle des ordinateurs disponibles et bien sir, I’accumulation des
erreurs d’arrondi des calculs inonde les calculs. La seule alternative est I'utilisation de lune des
méthodes itératives classiques. Nous avons fait le choix de la méthode de balayage dite : Sweeping
Method. Cette méthode consiste a transformer la solution du systéme d’équations heptagonal en
trois systémes tri diagonaux (€équivalents), représentant les variations suivant les trois directions des
coordonnées. Ainsi, une itération du calcul est composée d’un balayage suivant la direction &, un
balayage suivant la direction 7 et un balayage suivant z. Les balayages suivant les directions
radiale et axiale impliquent 1’utilisation de 1’algorithme classique TDMA qui est directe et stable.

Le balayage suivant la direction angulaire utilise 1’algorithme cyclique TDMAC qui tient compte
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de la périodicité suivant cette direction. Dans ce qui suit, on présente 1’exemple de 1’application de
ma méthode du balayage a I’équation d’énergie.
Soit le systéme des équations linéaires représenté par 1’équation de discrétisation d’énergie (3.59) :
ApTp = AyTy + AsTs + AgTg+Aw Ty + ApTe + AgTp + S (3.59)
Ce systéme est réécrit sous forme indicielle:
Ap(i,j, )T (0, j, k) = Ay, j, )T+ 1,j,k)+As(i,j, k)T — 1,j, k)

+Ag(i,],k)T(,j, kkk)+Ay (i, ], k)T, j, kk)

+Ap(i,j, k)T, j + 1, k)+Ag(i,j, k)T, j — 1, k) + S(i, j, k) (3.60)
i : Est I’indice variable entre 1 et IL suivant la direction radiale e.
j : Est I’indice variable entre 1 et JL suivant la direction axiale z.

k : Est I’indice variable entre 1 et KL suivant la direction angulaire 7.

_(k+1, sik#KL
kkk_{ 1, sik =KL
_(k—=1,sik+1
kk_{ KL, sik=1

Le systeme (3.60) est transformé en trois systémes:

Ap (i, j, K)T'(i,j, k) = Ay(i, j, )T (P + 1,1, k)+As (i, j, K)T'(i — 1,j,k) + S'(i, j, k) (3.61)

Ap(i,j, )T (i, j, k) = Ag(i,), k)T"(i,j, kkk)+Ay (i, 7, k)T (i, j, kk) + S" (i, ], k) (3.62)

Ap(i,j, )T (i, j, k) = Ap (i, j, )T (i,j + 1, k)+Ag(i,j, K)T"(i,j — 1,k) + S"'(i,j, k) (3.63)

Avec :

S'"(i,j, k) = Ag(i,], K)T(, j, kkk)+Ay (i, ], k)T, j, kk)+As(, j, k)T, j + 1, k)
+Ag(i,j,k)T(,j—1,k) +S(i,j, k)

S"(,j, k) = AN, j, )T (A + 1,j,k)+As(i — 1,7, k)T'(i, j, k)+Ap (i, j, K)T'(i,j + 1, k)
+Ag(i,j,K)T'(i,j — 1,k) + S(i,j, k)

S"'(i,j, k) = AN, )T (0 + 1, ), k)+Ag(4,j, KT (i — 1,j, k)+Ag (i, j, k)T (i, j, kkk)

+Ay (i,), KT (0, j, kk) + S(i,j, k)
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On remarque que les systemes (3.61) et (3.63) sont tri diagonaux et que le systeme (3.62) est tri
diagonal cyclique. La solution itérative du systéme (3.60) est accomplie par les solutions
successives des systémes (3.61), (3.62) et (3.63). La solution du systéme (3.61) donne les
températures T'(i,j, k), celle du systéme (3.62) donne les température T''(i,j, k) et celle du

nr

systéme (3.63) donne les températures T'''(i, j, k). Les températures T'"'(i, j, k) sont confondues
avec les températures T (i, j, k) du systéme (3.62).

Les systémes tri diagonaux (3.61) et (3.63) sont résolus avec I’algorithme TDMA classique. On
présente son application au systéme (3.61). Ce dernier est réécrit sous la forme réduite :

a()T'(i,j, k) =bOT' (i + 1,j,k) + c()T'(i — 1,j,k) + d(i) (3.64)
Avec les correspondances :

a(i) = Ap(i, ), k)

b(i) = An(i,j, k)

c(D) = As(i, ), k)

d(i) = S"(i,j, k)

On rappelle que tous les a(i), b(i),c(i) etd(i), (i = 1,2, ... ... ,1L), sont connus.

On introduit la relation de récurrence suivante :

T'(i,j, k) =POT'(i+1,j,k) + Qi) (3.65)
Et donc:
T'(i—1,j,k)=P>{—DT'(Q,j,k) + Q@ —1) (3.66)

Utilisant cette équation dans I’équation (3.46), on obtient apres réarrangement :

c(QUi-1)+d(i)

e N b(i) » .
T'(i.j k) = [a(®-c@P(-1)] ra+1jk)+ l[a(®)—c@)P(i-1)] (3.67)
L’identité des équations (3.65) et (3.67) induit deux nouvelles relations de récurrence:

N b(i)
PO = [a()-c()P(i-1)] (3.68)
0(i) = c(Q(i-1)+d(i) (3.69)

T [a@-c@)Pi-1)]
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Avec les initialisations (sachant que c(1) = 0):

b

P(D) =73 (3.70)
_aw
Q) =25 (3.71)

Avec les initialisations et les relations (3.68) et (3.69), tous les P(i) et les Q(i) sont déterminés.
Sachant que b(IL) = 0,

T'(IL,j, k) = Q(IL) (3.72)
Enfin, les températures T'(i,j, k), i = IL —1,IL — 2, ... .....,1, sont directement déterminées de la
relation (3.65).

Le systeme tri diagonal cyclique (3.62) est résolu avec 1’algorithme TDMAC. On présente son
application au systéme (3.62). Ce dernier est réécrit sous la forme réduite :

a(k)T"(i,j, k) = b(k)T" (i, j, kkk) + c(k)T" (i, j, kk) + d(k) (3.73)
Avec les correspondances :

a(k) = Ap(i,j, k)

b(k) = Ag(i,), k)

c(k) = Aw(i,j, k)

d(k) = S"(i,j, k)

On rappelle que tous les a(k),b(k),c(k) et d(k), (k = 1,2, ...... ,KL), sont connus.

On divise 1’équation (3.55) par a(k):

b(k)
a(k)

c(k)
a(k)

TG j, k) = 2277, j kkk) + <77 ],kk)+d83 (3.74)

On remarque, d’apres cette €équation, que les températures du premier et dernier point (suivant la

direction angulaire) sont dépendantes comme le démontre 1’utilisation de k = 1 dans I’équation:

1e: - b(1) s c(1) u d(1)
T, D) = 5T @ 2D + 7y T KL + 25 (3.75)
On introduit la relation de récurrence suivante :
T"(i,j, k) = E(K)T"(i,j, kkk) + F(k)T"(i,j, KL) + G(k) (3.76)
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Si k = 1, on obtient :
T"(i,j,1) = E)T"(i,j,2) + F(T"(i,j,KL) + G(1) (3.77)

Par identification avec 1’équation (3.75) on a les initialisations:

b
E(1) = % (3.78)
F(1) = % (3.79)
d
G(1) = % (3.80)

D’apres la récurrence de 1’équation (3.76) on a:
T"(i,j, kk) = E(kk)T"(i,j, k) + F(kk)T"(i,j, KL) + G(kk) (3.81)
On utilise la valeur de T"'(i, j, kk) de I’équation (3.81) dans 1’équation (3.73) et on obtient:
a(k)T"(i,j, k) = b(k)T" (i, j, kkk)

+c(k)[E(kk)T"(i,j, k) + F(kk)T"(i,j, KL) + G(kk)] + d(k) (3.82)

Cette équation est réarrangée sous la forme:

e o _ b(k) c(k)G(kk)+d(kk)
(). k) = [ [a(k)—c(k)E (kk)]

"ep d COOFGK) e
2G0—ctorgan | (s kkk) + ¢ (T @), KL) +

la(io—c(OE(kK)] (3.83)

De I’identité des équations (3.75) et (3.83) on déduit trois nouvelles relations de récurrence:

— b(k)

E(k) = [a(k)—c(K)E (kK)] (3.84)
_ __ c(F(kk)

Fli = [a(k)—c(k)E (kK)] (3.85)

[a(k)—c(k)E(kk)]
Avec les initialisations des équations (3.78), (3.79) et (3.80) et les relations de récurrence (3.84),
(3.85) et (3.86), on détermine tous les E(k), F(k) et G(k), k = 2,3,4,..kl — 1.

Le développement algorithmique suivant vise la détermination de la température T''(i, j, KL), ce qui
rendra la récurrence (3.76) utilisable directement pour la détermination des autres températures.
Détermination de T"'(i, j, KL) :

Avec la valeur k = KL dans I’équation (3.73), on a:
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a(KL)T"(i,j,KL) = b(KL)T"(i,j,1) + c(KL)T" (i, j, KL — 1) + d(KL)
On introduit les coefficients P(k), Q(k) et R(k) qui satisfont 1’équation:
P(k)T"(i,j,KL) = Q(k)T"(i,j, k) + c(KL)T"(i,j, KL — 1) + R(k)
Pour k = 1, on obtient :

P(DT" (i, j,KL) = Q()T"(i,j,1) + c(KL)T"(, j, KL — 1) + R(1)

De la comparaison des équations (3.87) et (3.89), vient I’initialisation :

P(1) = a(KL)
Q(1) = b(KL)
R(1) = d(KL)

Avec k = 1 dans I’équation (3.76), on a:

T"(i,j,1) = E)T"(G,j,2) + FQOT"(,j,KL) + G(1)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

On remplace I’expression de T''(i,j, 1) de I’équation (3.93) dans 1’équation (3.89) et il vient :

[P(D) — QFMIT"(,j,KL) = QEWT" (0, 2)

+c(KL)T"(i,j,KL — 1) + Q(1)G(1) + R(1)

Avec k = 2 dans I’équation (3.88), on a:

P(2)T"(i,j,KL) = Q(2)T"(i,j,2) + c(KL)T"(i,j,KL — 1) + R(2)
De la comparaison des équations (3.94) et (3.95), on déduit :

P(2) =[P(1) - Q(DF (D]

Q(2) =QeMEM)

R(2) =@(1)G(1) + R(1)

Avec k = 2 dans I’équation (3.76), on a:

T"(i,j,2) = EQ@)T"(i,j,3) + F(2)T"(i,j,KL) + G(2)

Avec k = 2 dans I’équation (3.88), on a:

P(2)T"(i,j,KL) = Q(2)T"(i,j,2) + c(KL)T"(i,j,KL — 1) + R(2)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

On remplace I’expression de T''(i, j, 2) de I’équation (3.99) dans 1’équation (3.100) et il vient :
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[P(2) —QF)IT"(i,j,KL) = QE(2)T(.,],3)

+ c(KL)T"(i,j,KL — 1) + R(2) + Q(2)G(2) (3.101)
Avec k = 3 dans I’équation (3.88), on a:
PR)T"(i,j,KL) = Q(3)T"(i,j,3) + c(KL)T"(i,j, KL — 1) + R(3) (3.102)

De la comparaison des équations (3.101) et (3.102), on déduit :

P(3) =[P(2) — Q(2)F(2)] (3.103)
Q(3) = Q(2)E(2) (3.104)
R(3) =R(2) +Q(2)G(2) (3.105)

On peut continuer, avec I’incrémentation de I’indice k, les procédures qui ont conduit a I’obtention
des équations (3.96), (3.97), (3.98), (3.103), (3.104) et (3.105) et la conclusion tirée des résultats est

I’ensemble des relations de récurrence :

P(k)=[P(k—1)—-Q(k—-1)F(k —-1)] (3.106)
Qk) =Q(k—1DE(k—-1) (3.107)
R(k)=R(k—1)+Q(k—-1)G(k—1) (3.108)
Pour k = 2,3,4, ... ....KL. Ces relations de récurrence sont initialisées par les relations des équations

(3.90), (3.91) et (3.92). Une fois que tous les coefficients E (k), F(k),G(k),P(k),Q(k) et R(k),
(k =1,2,.......,KL), sont calculés, on peut déterminer la température T''(i, j, KL), et ensuite utiliser
I’équation (3.76) pour déterminer les T''(i,j, k), k = KL —1,KL — 2, ... ... 1.

Avec k = KL — 1 dans I’équation (3.88), on a:

P(KL—1T"(i,j,KL) = [Q(KL — 1) + ¢c(KL)IT"(i,j,KL — 1) + R(KL — 1) (3.109)
Avec k = KL — 1 dans I’équation (3.76), on a:

T"(i,j,KL —1) = [E(KL — 1) + F(KL — 1)]T"(i,j, KL) + G(KL — 1) (3.110)
On utilise I’équation (3.102) dans (3.101) et on obtient :

[Q(KL—1)+c(KL)]G(KL—1)+R(KL—1)
[P(KL-1)-[Q(KL-1)+c(KL)[E(KL—1)+F(KL-1)]]

T"(i,j,KL) = (3.111)
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3. 8.Convergence :

A partir des conditions initiales, la marche dans le temps est continue, avec des pas de temps
5x107* > At* = 10™* jusqu’a latteinte du régime permanent. En ce régime, les champs
dynamique et thermique sont invariants dans le temps. Dans tous les cas on a obtenu une trés bonne
satisfaction du bilan massique global (1’égalité des débits entrant et sortant). La valeur du débit

entant est :
S T hihydedn = 3.8509 (3.112)
Et celle du débit sortant est :

[ 7TV hihsdedn = 3.8509 (3.113)
Cependant, la satisfaction du bilan thermique global n’est obtenue qu’avec une certaine précision.
Ce bilan précisé par I’équation (2.31) est discuté dans le deuxieéme chapitre ou il a ét€¢ mentionné
que pour tous les cas considérés, les termes g, g3, 4 €t g5 sont négligeables. Ce qui a été démontré
par les calculs. Donc, la satisfaction du bilan thermique global est vérifiée par 1’égalité des termes
q1 (constant) et q¢. Dans tous les cas la valeur de g, est 0.7652 . La valeur de ggvarie suivant les
cas, comme il est précisé dans le tableau 3.1. Dans ce tableau, on rapporte que la valeur absolue de
la différence relative entre g, et g ne dépassent pas 1.8%, et donc on conclue que la satisfaction du

bilan thermique global est obtenue avec une bonne précision.

Tableau 3.1 Les valeurs de qget de la valeur absolue de la différence relative entre q, et g

Cas des propriétés Constantes de 41— qs
a1
Convection Forcée 0.7536 1.5%
Gr=5 x10° 0.7641 0.14%
Gr=10* 0.7554 1.30%
Gr=5 x10* 0.7585 0.87%

Cas des propriétés variables
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Convection Forcée ,qw=4172 W/m* 0.7616 0.46%
Convection Forcée,qw=8344 W/m’ 0.7789 1.8%
Convection Forcée,qw=12516 W/m? 0.7712 0.79%

Gr=5 x10° 0.7589 0.82%
Gr=10* 0.7645 0.08%
Gr=5 x10* 0.7775 1.62%
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Résultats Et Discussions Chapitre IV

4.1. Introduction :

Dans ce chapitre, on a présenté le détail de nos résultats avec discussions et interprétations.
Pour bien présenter les résultats on a divisé ce chapitre en trois parties, la premicre partie
contient la convection forcée et la convection mixte avec des propriétés constantes avec une
validation analytique pour le cas de la convection forcée hydrodynamiquement et
thermiquement développé. La deuxiéme partie concerne les trois cas de la convection forcée
avec des propriétés thermophysiques variables, correspondant aux trois flux de chauffage
considérés. Dans la troisieme partie on présente les résultats des trois cas de la convection

mixte avec des propriétés thermophysiques variables.
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Premiere Partie

4.2. La convection forcée et mixte avec des propriétés physiques constantes :

4.2.1. L’écoulement de la convection forcée hydrodynamique et thermiquement
développé :

Il est important et utile de valider les résultats numériques par des résultats expérimentaux
obtenus avec la méme géométrie, les mémes parametres de controle dynamique et thermique.
Mais d’apres la bibliographie, les résultats expérimentaux sur la convection forcée et mixte
(tri dimensionnelles) dans les entrefers des conduits elliptiques manquent. Pour valider les
résultats numériques, nous avons tenté la reproduction d’un résultat analytique du probléme,
relativement simple, de la convection forcée hydrodynamiquement et thermiquement
développée, avec des propriétés physiques constantes. L’écoulement et le champ thermique

sont mod¢lisés par les équations différentielles suivantes :

or* 1 a (ovy a0 (0Vy
-l )+ 5 (2] =
az* Rehih) LOe \ d¢ an \ dn
LOTT 1 [0 (ar*) ) (OT*)]
V. dz*  Rehih} loae \ ae + an \ an (4.2)
aop* oT*

Avec un gradient de pression axial constant et un gradient de température axiale

az* az*
constant. Les conditions aux limites de la vitesse axiale et de la température sont les mémes
conditions des équations (2.23) et (2.24). Les parties homogenes des équations (4.1) et (4.2)
sont résolues par la méthode classique de séparations des variables.Les solutions particuliéres
des équations (4.1) et (4.2) sont superposé€es aux solutions des parties homogenes pour
I’obtention des solutions générales. Les solutions spécifiques sont déterminées par
’utilisation des conditions aux limites.

La solution analytique de 1’écoulement hydrodynamiquent développé est:

V;(e,m) = cos(2n)[cysinh(2¢) + cy,cosh(2¢€)] + czcosh(2¢€) + c,cos(2n)+cse+cg  (4.3)

Les constantes de 1’équation (4.3) sont données dans le Tableau 4.1.
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Tableau 4.1 Définition des constantes présentées dans I’équation (4.3)

& 0.5
& 1
[cosh (2¢,) — cosh (2¢;)]

a
[sinh(2¢;) — sinh (2¢,)]
[ 1 {—B [cosh(2&,)—cosh(2¢;)]
sinh(2&,)—-sinh(2¢;) 1 2
[sinh(2¢g,)—sinh(2¢;)]
_BZ .
Y cosh(2¢,)sinh(2¢,) . cosh(2¢g;)sinh(2¢;)
+5; [ 2 2
+B;g [eosinh(Zeo) — g;sinh(2¢;) — [COSh(ZSO);COSh(ng]
+B¢[sinh(2¢,) — sinh (2¢;)]}
C,=By/y Bl:aBj)lz
C,=B B, = —
2 2/Y 2 [a sinh(2¢;) + cosh (2¢;)]
C3; =B3/y B; =1
Ty fcosh (2eg) — cosh (2]
cosh (2&,) — cosh (2¢;
Cs = Bs/y Bs = — [Z — ] -
o l
Ce = Bg/y Bg = —cosh (2¢;) — Bs¢;

Si I’écoulement de la convection forcée est résolu par la méthode numérique décrite dans le
troisieme chapitre, il est trouvé, qu’avec une condition de vitesse uniforme a [’entrée,
I’écoulement devient hydrodynamiquement développé a I’aval de z* = 21.25. Cet
écoulement développé est bien modélisé par 1’équation (4.1) et peut étre comparé avec celui
de la solution analytique. La comparaison est illustrée dans la Figure 4.1. Cette figure montre
que les deux champs de la vitesse axiale (numérique et analytique) sont presque identiques.
On a une symétrie par rapport aux deux axes elliptiques (horizontal et vertical).Dans la
direction radiale, la vitesse axiale est nulle aux parois des deux cylindres et augmente en
s’¢loignant de ces parois, pour atteindre un maximum local situé¢ entre les deux cylindres.

Dans la direction angulaire, la vitesse augmente en allant de 1’axe elliptique horizontal vers
.. . . N 3 ..
I’axe elliptique vertical : les maximas locaux sont an = g etn = 711, et les minimas locaux

sont 3 n = 0etn =m. Ces constantes sont démontrés par le fait que la dérivée premicre
partielle de la vitesse axiale de 1’équation (4.3) par rapport a 1 est nulle aux quatre positions

angulaire citées, et le fait que la dérivée seconde partielle de la vitesse axiale de I’équation

4.3) par rapport a 1 est positive 3 7 = 0 etn = T et elle est négative A n = — etn = 3—“. La
p pp n p n n g n=zetn >
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vitesse axiale adimensionnelle maximale égale 1.919 est localisée dans les parties supérieure

et inferieure du conduit, a (¢ = 0.7687,n = g) et(e = 0.7687,n = 3711).

Figure. 4.1. Le champ numérique de la vitesse axiale (a gauche) et le champ analytique
de la vitesse axiale (a droite) d’un écoulement développé.

La solution donnée par 1’équation (4.3) est utilisée dans 1’équation (4.2) et la solution
analytique de I’équation de la température est :

T(en,z*) = f(z*) + G(g,n) (4.4)
Ou f(z*) et G(&,n) sont données dans le Tableau 4.2.

Tableau 4.2 Définition des constantes présentées dans I’équation (4.4)

f(Z*) A15Z*
cos (2 n)[E, sinh(2¢) + F, cosh(2¢)
+A, sinh(2¢) cosh(2¢) + Aycosh?(2¢€) + Ay16 + Ay,
+cos (4 1) [E4 sinh(4¢) + F, cosh(4¢) + %sinh(Zs) + % cosh(2¢) +
g(en) + Yn=6810 cos(nn) [E, sinh(ne) + E, cosh(ne)]
+ Azcosh?(2¢) + A, € cosh(2¢) + As € sinh(2¢)
+ [A7 + %] sinh(2¢) + [A6 + Az—g] cosh(2¢) + Ajze + Ay + %

Ago
2

&; 05
& 1
C, P
A, et S
24 S*
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—[[Ag + 24;]cosh (2¢,) + [Ag + 24¢]sinh (2¢,)
+4 Az sinh(2¢,) cos h(2¢,) + A4[2¢,sinh(2¢,) + cosh (2¢,)]]

1 P
Re Pr S§*
I2_
= Y5
V7
—2E,cosh (2g5)-y4
2sinh (2¢&y)

Iy
z Y6

Vs
—4E4cosh (4¢p)—y>
4sinh (4€y)

& withn = 6,8,10, ...

—Epcosh (ngy)

, with n = 6,8,10, ...
sinh (ney)

2A,[sinh?(2¢,) + cosh?(2¢,)] + 44, sinh(2¢,) cosh(2¢,) + A4
Ag cosh(2¢,) + Ag sinh(2¢,)

2A,[sinh?(2¢;) + cosh?(2¢;)] + 44, sinh(2¢;) cosh(2¢;) + Ay
Ag cosh(2¢;) + Ay sinh(2¢;)

__ yasinh(2¢;)
3 sinh(2¢,)
__ Yzsinh(4¢;)
4 sinh(4¢,)
_ cosh(2&,)sinh(2¢;)
2cosh(2¢g;) — 2 sinh(2e,)
_ cosh(4g,)sinh(4¢;)
4cosh(4e;) — 4 sinh(ae,)

cosh(ng,) sinh(neg;)

cosh(ne;) ——— =

_ fOZTL' \/COSh (ZEi)z—COS 2m COS(n ‘r’) dTI withn = 2p4p6r8r101

2m  |cosh (2g;)—cos (2 1)
Js > dn

g[sinh(Zeo) — sinh(2¢;)]
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La valeur de la constante A4, est choisie pour assurer que 1'égalité suivante est vraie:
2 * * K
0 fonf;og(g'n)vz (g:n)hlhzdgdn
= 2 * * 7%
fO nfjlo VZ (3.7]) hlhzdgd‘r]

(4.5)

Cela traduit une condition choisie pour donner une température moyenne dans une section
transversale égale a:

.
Py

* * —_ o—
Tm(z ) - A15Z - Re Pr S*

(4.6)
La solution analytique (4.4) est comparée a la solution numérique de 1’équation (4.2) avec un
écoulement développé imposé (celui donné par 1’équation (4.3). On a trouvé que le champ
analytique thermique est numériquement reproductible a la sortie d’une longueur suffisante
du conduit. Pour une longueur du conduit égale a 100, les champs thermiques analytique et
numérique sont qualitativement similaires mais quantitativement différents : la longueur est
insuffisante pour le développement thermique. La différence quantitative est diminuée des
lors que la longueur du conduit augmente. On a augmenté la longueur du conduit & 800, dont
la sortie dépasse la longueur d’entrée thermique, et on a trouvé qu’a la sortie de ce conduit, les
champs thermiques analytique et numérique sont qualitativement et quantitativement
similaires. La solution analytique obtenue avec 1’équation (4.4) et la solution numérique sont
présentées dans la Figure 4.2. On voit que les deux champs thermiques (analytiques et
numériques) sont presque identiques. Le champ thermique est symétrique par rapport aux
axes elliptiques. La température adimensionnelle est diminuée a partir du cylindre intérieur
chauffé jusqu'au cylindre extérieur adiabatique. Les variations angulaires de la température
sont opposées aux variations de la vitesse axiale: la température diminue avec I’augmentation
de I’épaisseur de I’entrefer. En allant de I’axe horizontal vers 1’axe vertical, le niveau de la
vitesse axiale augmente ce qui améliore le refroidissement convectif et donc diminue le
niveau de la température. La température maximale est située a 1’intersection de la surface du

cylindre intérieur et I’axe elliptique horizontal.
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Figure .4.2.Le champ numérique de la température (a gauche) et le champ analytique de
la température (a droite) de I’écoulement totalement développé, a la sortie d’un conduit
de longueur égale a 800.

L’excellent accord des résultats analytiques et numériques de [’écoulement,
hydrodynamiquement et thermiquement développé, de la convection forcée avec des
propriétés physiques constantes peut étre considéré comme une validation de la simulation
numérique.

4.2.2. L’écoulement de la convection forcée en développement hydrodynamique et
thermique:

4.2.2.1. Le champ hydrodynamique et I’écoulement secondaire :

Le cas de base pour notre étude numérique est le cas d’un écoulement en développement
hydrodynamique et thermique simultanés, de la convection forcée avec des propriétés
physiques constantes. Ce cas est considéré comme un cas d’état de référence avec lequel les
autres cas seront comparés. La solution numérique de cet écoulement est celle des équations
(2.17)-(2.20) avec les conditions aux limites spécifiques (2.22)-(2.26). Les propriétés

thermophysiques sont constantes (toutes égales a 1).

Dans I’intervalle (z* = 0 jusqu'a z*=21.25), I’écoulement, uniforme a 1’entrée, se développe
axialement. Dans cette zone, 1’écoulement subit des variations suivant les trois directions
elliptiques. Des couches limites se forment sur les faces des cylindres et leurs épaisseurs
augmentent axialement. La variation axiale de 1’écoulement induit un écoulement secondaire,
relativement faible, dans les sections droites du conduit. L’origine physique de cet écoulement
secondaire est la conservation de masse; comme [’exige I’équation de continuité de

I’écoulement.
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Dans I’intervalle (z* = 21.25 jusqu'a z*=100), une fois la longueur d’entrée hydrodynamique
atteinte, I’écoulement secondaire disparait et 1’écoulement devient complétement axial et
hydrodynamiquement développé (suivant la direction axiale).Donc, dans cet intervalle,
I’écoulement est uni directionnel, avec un seul composant de vitesse, et bidimensionnel, la
vitesse axiale dépend seulement des deux cordonnées polaires. La vitesse axiale croit
radialement a partir de la paroi du cylindre interne pour atteindre un maximum local au
voisinage a la moiti¢ de I’entrefer elliptique puis elle décroit en allant vers la surface de
cylindre extérieur. Dans la direction azimutale la vitesse augmente dans le sens antihoraire

jusqu’a la valeur maximale situé¢ a n = g et ensuite elle diminue jusqu’an = . Par symétrie
par rapport a I’axe elliptique horizontal, on obtient les mémes variations dans la moitié
inférieure du conduit. La vitesse maximale, égale a 1.919, de 1’écoulement est située dans
deux positions a (¢ = 0.7687,n = g )et (¢ =0.7687,n = 3?7{ ). Un apercu du développement
de I’écoulement axial est illustré dans la Figure 4.3, qui présente les variations radiales et
azimutales de la vitesse axiale a deux positions axiales choisies : la premiére a z* = 5.75 dans
la zone de développement, la seconde a z* = 100 dans la zone développée. La Figure 4.4

illustre I’amortissement axial de 1I’écoulement secondaire dans la zone de développement.

a)
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b)

Figure. 4.3. Le champ de la vitesse axiale.a)a z* = 5.75.b)a z" = 100

b)

Figure.4.4. Amortissement de I’écoulement secondaire dans la zone de développement.
a a) z=8.75 b) z=14.25. (La longueur des vecteurs est amplifiée 15 fois pour une

représentation graphique claire)
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4.2.2.2. Le champ thermique :

Le champ thermique est en développement axial continu entre 1’entrée et la sortie du conduit.
La Figure 4.5 présente les variations polaires de la température a quatre stations axiales
arbitrairement choisies (z* = 25.25, z* =150.25, z* =75.25, z*=100). Le champ
thermique est symétrique par rapport aux axes elliptiques. Suivant la direction radiale, la
température décroit entre le cylindre intérieur chauffé et le cylindre extérieur adiabatique.
Suivant la direction angulaire, la température décroit en allant de 1’axe elliptique horizontal
vers 1’axe elliptique vertical ; cette décroissance est compatible avec la croissance du
refroidissement convectif axial suivant la méme direction. A une section droite du conduit, la
température maximale est située dans quatre endroits a (¢ = 0.5, = 0.374) (e =0.5,n =

2.767) , (¢ =0.5n=3.515) et (¢=0.5n7=15909) et la température minimale est
localisée a (e =1, = g) et (e=1n= 3?7{). Les valeurs des maximas et minimas de la

température, aux positions axiales choisies, sont précisés sur les 1égendes de la Figure 4.5.

Axialement, le champ thermique est caractérisé par une croissance axiale monotone de
I’entrée jusqu’a la sortie de conduit. Une telle croissance est physiquement acceptable et elle
est due a I’addition axiale du chauffage le long du cylindre intérieur. Autrement dit, la
croissance axiale monotone est due a la croissance axiale lin€aire de température moyenne du
conduit (définie par I’équation (2.32)) représentée sur la Figure 4.6. Cette croissance linéaire
de la température moyenne est démontrée par le bilan thermique ; mais elle n’implique pas
une variation (croissance) axiale linéaire de la température parce que 1’écoulement est en
développement thermique. Par exemple a la surface du cylindre intérieur, si on fixe e et 7, la

variation axiale de le température n’est pas linéaire.

a)
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b)

d)

Figure.4.5.Distribution polaire de la température.
a)z*=25.25, b)z*=50.25, ¢)z*=75.25, d)z*=100
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4.2.3. La convection mixte en développement hydrodynamique et thermique avec des

propriétés physique constantes:

L’écoulement de la convection mixte est différent de celui de la convection forcée surtout
lorsque le nombre de Grashof est relativement ¢élevé, c’est-a-dire lorsque la force de
flottabilit¢ thermique est assez importante et ne peut étre négligée. En langage de
modélisation mathématique, 1’écoulement de la convection mixte est couplé au champ
thermique tel que précisé par les équations (2.17-2.21) du modele mathématique. Compte
tenu du montage du conduit, la force de flottabilité thermique a une composante radiale et une
composante angulaire. Ces composantes induisent un écoulement secondaire, dans le plan
d’une section droite du conduit, qui n’est pas causé par 1’effet de I’entrée. Donc, 1’écoulement
secondaire de la convection mixte, avec le montage du conduit considéré, est induit par 1’effet
de l’entrée du conduit et I’effet de la flottabilit¢ thermique. Nous avons déja présenté
I’amortissement axial de 1’écoulement secondaire induit par D’effet de 1’entrée. Mais
I’écoulement secondaire induit par la flottabilité thermique est controlé par les gradients de
température sur la section droite du conduit. Avec les conditions aux limites thermiques
imposées, cet écoulement a tendance a s’intensifier axialement. La présence permanente d’un
¢coulement secondaire et d’un écoulement axial (écoulement principal) donne a I’écoulement
de la convection mixte son caractere tri directionnel (avec trois composantes de vitesse) et tri
dimensionnel(les composantes de la vitesse dépendent des trois coordonnées spatiales).La
modélisation mathématique montre le couplage entre I’écoulement principal, 1’écoulement
secondaire et la température. Par la nature de son mouvement, 1’écoulement secondaire fait un
brassage sur le plan d’une section droite. Il est prévu qu’un tel brassage améliore le transfert
thermique. Pour étudier D’effet d’un tel brassage, nous avons considéré trois cas de la
convection mixte, avec les trois nombre de Grashof Gr=5000, Gr=10000 et Gr=15000,
sachant que I’intensité de I’écoulement secondaire (induit par la flottabilit¢ thermique)
augmente avec le nombre de Grashof. Les résultats de ces trois cas seront comparés avec celui
de la convection forcée, considéré le cas de référence, et simulé avec un nombre de Grashof

égal a 0.
4.2.3.1. Cas de Gr=5000 :

Ce cas de convection mixte, avec une convection naturelle relativement faible, représente une

faible perturbation de 1’écoulement de la convection forcée. Plus tard, il sera démontré que le
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transfert thermique quantifi¢ par le nombre de Nusselt n’est que faiblement augmenté par
rapport a celui de la convection forcée.

4.2.3.1.1. L’écoulement secondaire:

L’écoulement secondaire est représenté par les composants de la vitesse radiale et angulaire.
On peut aussi présenter 1’écoulement secondaire dans une section transversale donnée, par les
contours de la fonction de courant qui définit comme une fonction dépendante des

composantes radiale et angulaire de vitesse :

. 1 ¥ (s,

Vi(em) = — -2 47
* 1 9¥(em)

Ve =5 (438)

Si on connait les composantes radiale et angulaire de la vitesse, on peut calculer ¥ (g,1) par
I’intégration de I'une des équations (4.7) ou bien (4.8) avec une condition initiale a la surface
du cylindre intérieur choisi arbitrairement égale a zéro. Dans cette étude, on a utilisé
I’équation (4.7). Les lignes de courant sont tangentes aux vitesses de I’écoulement secondaire
et la différence entre les valeurs de deux lignes de courent (deux valeurs de ¥(e 1))
représente le débit de I’écoulement secondaire passé entre ces lignes. Cette différence

augmente avec I’augmentation de vitesse de 1’écoulement secondaire.

A T’entrée du conduit, 1’écoulement secondaire est présent et est induit par 1’effet de I’entrée ;
cet écoulement est expliqué par la satisfaction de 1’équation de continuité. A D’entrée
I’écoulement axial est uniforme. A 1’aval de I’entrée, I’écoulement axial se développe, avec la
formation des couches limites sur les parois des cylindres, induisant un écoulement
secondaire (effet de I’entrée) comme I’impose la conservation de la masse modélisée par
I’équation de continuité (2.17). Cet écoulement secondaire induit par I’effet de 1’entrée,
s’amortis rapidement suivant la direction axiale. Par contre, 1’écoulement secondaire induit
par la flottabilité thermique s’intensifie axialement. Loin de I’entrée du conduit, 1’écoulement

secondaire est induit par la seule force de flottabilité thermique.

Dans le domaine axial 7.25 < z* < 72.25, I’écoulement secondaire, induit par la flottabilité
thermique, se manifeste sous la forme de deux cellules principales contrarotatives, 1’'une dans
la partie droite et I’autre dans la partie gauche de la section droite du conduit. La cellule droite
tourne dans la direction horaire et I’autre cellule tourne dans le sens anti horaire. Un exemple
de cet écoulement, a z* = 30.2, est illustré dans La Figure 4.7a. Les particules du fluide pres

du cylindre elliptique intérieur sont chauffées (moins denses) et se déplacent, sous I’effet de la
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flottabilité, vers le haut du conduit; alors que les particules du fluide prés de cylindre
elliptique extérieur sont relativement plus froides (plus denses) et donc descendent, sous
I’effet de la flottabilité, vers la partie basse du conduit. Ce mouvement, se présente sous la

forme de deux cellules de circulation contrarotatives.

A l’aval de z* = 72.25 et jusqu’a la sortie du conduit, et se présente sous la forme de quatre
cellules sur la section droite du conduit comme illustré dans la Figure 4.7b. Deux cellules
principales, similaires a celles de la Figure 4.7a, occupent une grande partie de la section
droite. Deux cellules secondaires occupent une petite partie de la partie inférieure de la
section droite. Concernant I’apparition des deux cellules secondaires, elle est expliquée par
I’amélioration de la stratification thermique angulaire en bas de la section droite qui tend a
favoriser une circulation opposée a celle du mouvement descendant de la cellule principale

affaibli par la méme stratification dans cette zone.

L’écoulement secondaire obtenu avec le nombre de Grashof considéré est relativement faible,
sa vitesse maximale 4 la sortie du conduit est égale a 1.54x10. L’évolution axiale et
I’intensité relative locale de 1’écoulement secondaire sont mieux représentées graphiquement
par les vecteurs de sa vitesse (les composantes radiale et angulaire). La vitesse de
I’écoulement secondaire est présentée dans la Figure 4.8, a des positions axiales qui
permettent ’illustration des formes observées. Cette figure montre le sens des circulations et
la fortification axiale de I’écoulement secondaire. Aussi, on remarque qu’avec I’augmentation
de la position axiale, I’écoulement secondaire s’intensifie (relativement) en haut de la section
droite et s’affaibli (relativement) en bas de cette section. On discerne la faiblesse de la

circulation de la cellule secondaire.

a)
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b)
Figure.4.7. Lignes de courant de I’écoulement secondaire. Gr=5000.
a)z" = 30.25. b)z* =100
a)
b)
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¢)
d)
Figure.4.8. La vitesse de I’écoulement secondaire. Gr=5000.
a)z" = 25.25.b) z" = 50.25.¢) z* = 75.25. d) z* = 100.
4.2.3.1.2. L’écoulement axial:

I1 est trouvé que de I’entrée jusqu’a z* = 7.25, I’écoulement axial est similaire a celui de la
convection forcée, parce que l’effet de la flottabilit¢é thermique dans cette zone est
négligeable. La Figure 4.9 présente les variations radiale et angulaire de la vitesse axiale dans
quatre positions axiales (z* = 25.25, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100), arbitrairement
choisies. Qualitativement, il est remarqué que ces distributions sont similaires a celle de la
convection forcée développée (Figure 4.3b).Quantitativement, on remarque une légere
différence qui se manifeste continuellement, suivant la direction axiale: le maximum de la
vitesse axiale (sur une section droite) augmente 1égérement suivant la direction axiale, ce qui
démontre le développement axial continu de 1’écoulement. Sous I’effet de 1’écoulement

secondaire, le maximum de la vitesse axiale sur une section droite se localise en bas de cette
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derniére, sur 1’axe elliptique vertical. Donc, sur une section droite, I’écoulement secondaire
tend a réduire le niveau de la vitesse axiale en haut et & I’augmenter en bas de la section en
conservant le débit a travers la section. Il y’a une brisure de la symétrie de 1’écoulement axial
par rapport a I’axe elliptique horizontal. Mais, avec le nombre de Grashof considéré, I’effet
quantitatif de I’écoulement secondaire sur 1’écoulement axial est une faible perturbation qui
est difficile a discerner graphiquement. La vitesse maximale est située a la sortie de conduit

dans la partie inférieure dans une position polaire (¢ = 07687,n = 3?”) et sa valeur égale

1.928.

a)

b)
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c)

d)

Figure.4.9.Le champ de la vitesse axiale. Gr=5000.
a)z" = 25.25,b) z"* = 50.25, ¢) z* =75.25 et d) z* =100

4.2.3.1.3. Le champ thermique :

L’écoulement secondaire n’a causé qu’une faible perturbation a I’écoulement axial, mais son
effet sur le champ thermique est plus visible. Par son mouvement, I’écoulement secondaire
déplace le fluide relativement plus chaud vers le haut et le fluide relativement plus froid vers
le bas d’une section droite. Ce déplacement cause une brisure du champ thermique par rapport
a l’axe elliptique horizontal. Axialement, la température maximale d’une section droite est
localisée en haut de cette derniere, a I’intersection du cylindre intérieur et 1’axe elliptique
vertical. Dans le cas de la convection forcée, la température maximale d’une section droite est
localisée en quatre points ( voir le Tableau 4.3). Les variations radiale et azimutale, a quatre

positions axiales (z* = 25.2, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100), du champ thermique sont
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illustrées dans la Figure 4.10. De la comparaison de cette figure avec la Figure 4.5, on
discerne les différences qualitatives et quantitatives des champs thermiques de la convection
mixte (avec le nombre de Grashof considéré) et de la convection forcée. Le niveau de la
température maximale est augmenté dans le cas de la convection mixte comme il est montré

dans le Tableau 4.3.

Tableau 4.3 La température maximale et sa position polaire.

Station axiale Convection forcée Convection mixte

La Température maximale et sa position polaire La Température
maximale et sa
position polaire

z* = 25.25 T = 0.232 T e = 0.242
(e = 0.5, = 1.0471), (¢ = 0.5,1 = 2.0943) (e=057=0)
(¢ =0.5,7 =4.1887) et (¢ = 0.5, = 5.2359)

z* = 50.25 T} = 0.296 T = 0.322
(¢ = 0.5,7 = 0.8975) , (¢ = 0.5,n = 2.3187) (=057 = g)
(e = 0.5, = 3.9643) et (¢ = 0.5, = 5.4603)

z* = 75.25 T} = 0.356 T = 0.389
(¢ =0.5,7 = 0.5235), (¢ = 0.5,7 = 2.6179) (=057 = g)
(¢ =0.5,7 =3.6651) et (¢ = 0.5,7 = 5.7595)

z* =100 T} = 0.418 T = 0.448
(e =0.57=0.374), (¢ = 0.5,n = 2.767) (e=057= g)

(¢ =0.5,7 =3.515) et (¢ = 0.5,7 = 5.909)
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b)

d)

Figure.4.10. Les variations polaires de la température. Gr=5000.

a)z" = 25.25,b) z"* = 50.25, ¢) z* =75.25 et d) z* =100
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4.2.3.2. Cas de Gr=10000 :

Ce cas de convection mixte, avec une convection naturelle relativement considérable, est plus
représentatif, que le cas précédent, des effets de la flottabilité thermique sur 1’écoulement
axial et le champ thermique. Les résultats de ce cas sont nettement différents de celui de la
convection forcée. Plus tard, il sera démontré que le transfert thermique quantifié par le

nombre de Nusselt est considérablement amélioré par rapport a celui de la convection forcée.

4.2.3.2.1. L’écoulement secondaire:

Qualitativement, 1’écoulement secondaire est similaire a celui obtenu avec le nombre de
Grashof égal a 5000. Mais le seuil axial de I’apparition des deux formes de I’écoulement axial
est avancé en amont, par rapport a celui du cas précédent. L’écoulement secondaire avec deux
cellules principales contrarotatives (voir les Figures 4.11a, 4.12a et 4.12.b) est présent dans
le domaine axial 6.25 < z* < 59.25. L’écoulement secondaire avec deux cellules principales
contrarotatives et deux cellules secondaires (voir les Figures 4.11b, 4.12¢ et 4.12.d) se
localise dans le domaine axial 59.25 < z* < 100. Quantitativement, I’écoulement secondaire
est plus fort que celui obtenu avec le nombre de Grashof égal a 5000 ; sa vitesse maximale a
la sortie du conduit est égale a3.76x107 (1.54x10 pour le ces de Gr=5000 propriétés

constantes).

a)
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b)
Figure.4.11. Lignes de courant de I’écoulement secondaire. Gr=10".
a)z" = 30.25. b)z* =100
a)
b)
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¢)
d)
Figure.4.12. La vitesse de I’écoulement secondaire. Gr=10".
a)z" = 25.25.b) z* = 50.25.¢) z"* = 75.25. d) z* = 100.
4.2.3.2.2. L’écoulement axial:

La Figure 4.13 présente les variations radiale et angulaire de la vitesse axiale dans les quatre
positions axiales : (z* = 25.25, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100). Cette figure illustre
d’une maniere plus claire ’effet de I’écoulement secondaire sur 1’écoulement axial.
L’asymétrie par rapport a 1’axe elliptique horizontale est plus visible que dans le cas avec
Gr=5000. Le déplacement ascendant des isotaques de la vitesse axiale, en haut de la section
droite, est di a I’action du mouvement (ascendant), relativement plus fort, de 1’écoulement
secondaire. Par contre, en bas de la section droite, 1’écoulement secondaire est relativement
plus faible, et n’affecte pas sensiblement la forme de la distribution polaire de la vitesse
axiale. Sur une section droite, la redistribution polaire de la vitesse axiale, due a 1’écoulement

secondaire, entraine la réduction du niveau de la vitesse axiale en haut et son augmentation en
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bas de la section, en conservant le débit a travers la section. Cette redistribution est
axialement continue jusqu’a la sortie du conduit. Cet effet est plus prononcé avec

I’augmentation du nombre de Grashof. Par exemple, a la sortie du conduit, la vitesse axiale
maximale (localisée a (¢ = 0.7687,n = 3?n)) est égale a 1.938 avec Gr=10" et est ¢gale a

1.928 avec Gr=5000 ; ces deux valeur sont comparée a celle de convection forcée, égale a

1.919 est localisée a (e = 0.7687,n = 7) et(e = 0.7687,n = =),

a)

b)
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c)

d)

Figure.4.13. Le champ de la vitesse axiale. Gr=10",
a)z" = 25.25,b) z"* = 50.25, ¢) z* =75.25 et d) z* =100

4.2.2.2.3. Le champ thermique :

La Figure 4.14. présente les variations polaire de la température dans les quatre positions
axiales : (z* = 25.25, z* =50.25, z*=75.25 z*=100). L’effet de 1’écoulement
secondaire sur le champ thermique est plus prononcé que dans le cas avec le nombre de
Grashof Gr=5000. Le déplacement ascendant des isothermes en haut de la section droite
témoigne du sens et de D'intensit¢é de I’écoulement secondaire dans cette zone. Ce
déplacement est continuellement plus prononcé suivant la direction axiale. Aussi, la
distribution du champ thermique en bas de la section droite, similaire a celle de la convection

forcée, est un signe de la faiblesse de 1’écoulement secondaire dans cette zone, le long du
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conduit. L’écoulement secondaire cause une asymétrie du champ thermique d’une section
droite par rapport a 1’axe elliptique horizontal. Une telle asymétrie est caractérisée par la
partie supérieure de la section droite qui est relativement plus chaude que sa partie inférieure.
Physiquement cette asymétrie est due a 1’action de 1’écoulement secondaire. Ce dernier
déplace le fluide chaud vers le haut de la section droite. Aussi, 1I’écoulement secondaire réduit
relativement le niveau de la vitesse axiale en haut de la section, et I’augmente relativement en
bas de la section, ce qui tend a améliorer la convection axiale en bas de la section. Il est

présenté dans la Figure 4.14d, que la température maximale, a la sortie du conduit (z* =

100), est égale a 0.459 et est localisée a la surface du cylindre intérieur (a (¢ = 0.5, = g)).

a)

b)
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¢)

d)

Figure.4.14. Les variations polaires de la température. Gr=10".

a) z* = 25.25,b) z* = 50.25, ¢) z* =75.25 et d) z* =100
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4.2.3.3. Cas de Gr=15000 :

Ce cas de convection mixte a une convection naturelle relativement plus forte que celle du cas
de Gr=10". Aussi, les évolutions axiales des champs dynamique et thermique sont différentes
des cas précédents. Une nouvelle forme de I’écoulement secondaire est discernée dans une
partie du conduit. Plus tard, il sera démontré que le transfert thermique quantifié par le

nombre de Nusselt est meilleur que celui obtenu avec Gr=10".

4.2.3.3.1. L’écoulement secondaire:
Quatre formes de 1I’écoulement secondaire sont présentes sur la longueur du conduit. Dans le
domaine 4.25 < z* <33.75, I’écoulement secondaire a la forme de deux cellules principales

contrarotatives illustrées dans les Figures 4.15a et 4.16a.

A z*=33.75, deux petites cellules, contrarotatives aux cellules principales, apparaissent dans
la partie supérieure du conduit (en haut de la section droite). Ces cellules, visibles dans les
Figures 4.15b, 4.15¢,4.16b, et 4.16¢, apparaissent lorsque 1’ascendant écoulement secondaire
créé deux zones de température €élevées dans la partie supérieure de la section droite, pres de
I’axe elliptique vertical. La température dans ces zones est plus élevée que celle de I’axe
elliptique vertical. Il y’a un changement relatif du signe du gradient angulaire de la
température lorsque ces zones sont traversées, suivant la direction angulaire, vers 1’axe
elliptique vertical. Ce changement provoque un inversement de la direction de la force de
flottabilité a travers ces zones. Un tel inversement se manifeste sous la forme de deux cellules
principales et deux petites cellules prés de 1’axe elliptique vertical. Les petites cellules
apparaissent a z*=35.75, elles grandissent en taille et leur écoulement s’intensifie axialement
dans le domaine 35.75 < z* <62.25. Dans ce domaine, le mouvement descendant de ces
cellules, prés de 1’axe elliptique vertical, diminue le niveau de température : les isothermes
froides sont poussées vers le bas (vers le cylindre intérieur). Leur mouvement ascendant, aux
niveaux de leurs limites angulaires, augmente le niveau de la température : les isothermes
chaudes sont poussées vers le haut (vers le cylindre extérieur). Ces déplacements des
isothermes tendent a augmenter le niveau du gradient angulaire de la température dans les
cellules et donc a intensifier leurs écoulements suivant la direction axiale, dans le domaine
35.75 < z* <62.25. A I’aval de z* =62.25, I’écoulement secondaire améliore le mélange de
la température autour de I’axe elliptique vertical (en haut de la section droite) ; ce qui réduit et
apres élimine le changement de signe du gradient angulaire de la température dans la partie

supérieure de la section transversale. Cela conduit a I’affaiblissement axial des petites cellules
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jusqu'a ce qu’elles disparaissent a z*=85.75. Quand les petites cellules disparaissent, les deux

cellules principales s’étendent vers leurs espaces.

Dans le domaine axial z* > 58.25, deux faibles cellules secondaires contrarotatives aux
cellules principales, apparaissent dans la partie inférieure de 1’espace annulaire de la section
droite. Ces cellules sont visible dans les Figures 4.15¢, 4.15d, 4.16¢, et 4.16d. Le mouvement
des cellules secondaire est plus faible que celui des cellules principales.

L’écoulement secondaire s’intensifie continuellement suivant la direction axiale. Sa vitesse

maximale 4 la sortie du conduit est égale a 5.77x107%(1.54x107 et 3.76x10 pour Gr=5000 et

Gr=10000 respectivement).

a)

b)
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¢)
d)
Figure.4.15. Lignes de courant de I’écoulement secondaire. Gr=10".
a)z" =21.75.b)z" =41.75.¢) z" = 66.75. d) z* = 100.
a)
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b)

d)

Figure.4.16. La vitesse de ’écoulement secondaire. Gr=1.5x10" .

a)z" = 25.25.b) z" = 50.25.¢) z"* = 75.25. d) z* = 100.
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4.2.3.3.2. L’écoulement axial:

La Figure 4.17. présente les variations radiale et angulaire de la vitesse axiale dans les quatre
positions axiales : (z* = 25.25, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100). Dans l’intervalle z* <
31.75, sur une section droite, les zones a grande vitesse axiale sont au milieu de I’entrefer
autour de 1’axe elliptique vertical. L’écoulement secondaire augmente le niveau de la vitesse
axiale en bas d’une section droite et le réduit en haut de cette derniere (voir la Figure 4.17a).

A chaque section polaire, on a deux vitesses maximales locales, la plus grande située dans le

bas de I’annulaire a (¢ = 0.7687,n = 37”) et ’autre vitesse maximale locale située dans la

partie supérieure de 1’annulaire a (¢ = 0.7687,n = g). Les deux vitesses maximales locales

continuent a augmenter axialement dans la méme position polaire pour atteindre les valeurs
1.893 pour la vitesse maximale dans la partie supérieure du conduit et 1.940 dans la partie

inférieure de pipe.

Dans le domaine 31.75 < z* < 70.75, en bas de la section droite, la forme des isotaques(voir
la Figure 4.17b) est similaire a celle des isotaques de la Figure 4.17a, parce que 1’écoulement
secondaire est toujours faible dans cette zone. Cependant, dans cette zone, le niveau de la

vitesse axiale maximale continue a augmenter axialement pour atteindre la valeur 1.949 a
3 . . . .
(z* =70.75,6 = 0.7687,n = ?n). Dans le méme domaine axial et en haut de la section

droite, la forme des isotaques (voir la Figure 4.17b) est différente de celle des isotaques de la
Figure 4.17a, parce que I’écoulement secondaire, avec ses cellules principales et petites
cellules, est relativement fort. Le mouvement de 1’écoulement secondaire déplace les
isotaques de la vitesse axiale suivant sa direction. En haut de la section droite, la position de
la vitesse axiale maximale est rapprochée du cylindre intérieur ; et le niveau de la vitesse

axiale maximale continue a diminuer axialement pour atteindre la valeur 1.860 a (z* =
61.25,¢ = 0.7437 et n =§). Au-dela de z* = 61.25, la position de la vitesse axiale

maximale est ¢loignée du cylindre intérieur ; et le niveau de la vitesse axiale maximale

commence a augmenter axialement

Dans le domaine 70.75 < z* < 100,0n a enregistré une diminution Iégére du niveau de la
vitesse axiale maximale, dans la partie inférieure de la section droite, de 1.949 a 1.947, sans
changement de la position polaire de cette vitesse maximale. Dans la partie supérieure de la

section droite, la position de la vitesse maximale locale s’¢loigne radialement de la paroi du
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cylindre intérieur (sans changement de position angulaire(n = g)).La valeur de la vitesse

maximale locale augmente 1égérement en allant vers la sortie du conduit et atteint la valeur

1.865 4 la sortie du conduit (z* = 100, = 0.7937,n = g).
a)

b)
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d)

Figure.4.17. Le champ de la vitesse axiale. Gr=1.5x10".
a)z* =25.25,b) z* = 50.25, ¢) z* =75.25 et d) z* =100

4.2.2.3.3. Le champ thermique :

Les variations polaires de la température sont présentées dans la Figure 4.18 aux positions
axiales: (z* = 25.25, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100). La température est uniforme a
I’entrée du conduit. L’écoulement secondaire proche de la paroi chauffée (cylindre intérieur)
déplace le fluide relativement chaud vers la partie supérieure du conduit et le fluide
relativement froid vers la partie inférieure du conduit. Cela rend la partie supérieure de la
section transversale plus chaude que la partie inférieure. La forme de distribution de la
température sur la section transversale est affecté par la forme de I’écoulement secondaire

lorsque I’écoulement secondaire et suffisamment fort.

La température diminue radialement a partir du cylindre chauffé jusqu’au cylindre
adiabatique. Les variations angulaires sont trés importantes, surtout dans la partie supérieure
du conduit. Les variations de la température dans la partie inférieure sont qualitativement
identiques aux cas précédents.

Dans la partie supérieure et dans le domaine 0 < z* < 11.75, les variations angulaires de la
température sont presque identiques a celles des cas précédents avec les nombre de Grashof

Gr=5000 et Gr=10").Dans [Iintervalle 11.75 < z* < 26.25 la température augmente

angulairement pour atteindre un maximum situé prés n = g Dans le domaine (26.75 < z* <

91.75), La température augmente suivant la direction angulaire pour atteindre un maximum
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local & une position angulaire qui se rapproche du grand axe elliptique en allant vers la
direction axiale.

Dans le domaine 92.25 < z* < 100, la température croit a partir de = 0 pour atteindre une

. N Y . r . S .
valeur maximale locale & n = > La valeur maximale de la température est situé a la sortie du

conduit & (¢ = 0.5, = g) et qui est égale a 0.465 (0.459, 0.448 et 0.418 pour Gr=10",

Gr=5000 et Gr=0 respectivement).
a)

b)
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d)

Figure.4.18. Les variations polaires de la température. Gr=1.5x10".

a) z* = 25.25,b) z* = 50.25, ¢) z* =75.25 et d) z* =100

4.2.2.4. L’évolution des nombres de Nusselt :
Il est utile de quantifier et de comparer le transfert de chaleur des cas considérés (Gr=0
(convection forcée) et les trois cas de la convection mixte Gr=5000,Gr=10000 et Gr=15000).

Cela peut étre accompli en comparant les nombres de Nusselt axiaux Nu(z*) et les nombres de

Nusselt moyens Nu . Dans la Figure 4.19, on compare les nombres de Nusselt axiaux des
quatre cas sus-cités. On voit qu’a partir de I’entrée du conduit jusqu’a z* = 15, la diminution
importante du nombre de Nusselt axial est la méme pour tous les cas. C’est compréhensible
car dans cette zone, la flottabilité qui induit I’écoulement secondaire est tres faible. En aval de
cette zone, I’effet de la poussée thermique est perceptible ; il améliore le transfert thermique.
L’amélioration augmente avec le nombre de Grashof. Les valeurs des nombres de Nusselt
axiaux a la sortie du conduit sont: 4.749,5.166, 6.244, et 6.608 pour les cas : Gr=0, Gr=5000,
Gr=10000 et Gr=15000, respectivement. Finalement, les valeurs des nombres de Nusselt
moyens sont: 5.870,6.080, 6.522 et 6.786 pour les cas: Gr=0, Gr=5000, Gr=10000 et
Gr=15000, respectivement. Ces résultats montrent 1’amélioration du transfert de chaleur

lorsque le nombre de Grashof augmente.
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Figure.4.19. Les nombres de Nusselt axiaux Nu(z*)en fonction du nombre Grashof .
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4.3. La convection forcée en développements hydrodynamique et thermique avec des

propriétés variables :
4.3.1. Niveau de chauffage:

Dans cette partie, on considére 1’effet des propriétés variables sur la convection forcée pour

trois valeurs du flux de chaleur pariétal: q,, = 4172 %,qw = 8344 % et q, =

w . e
12516 ﬁ.On rappelle que les trois valeurs du nombre de Grashof, utilisés dans les
simulations numériques des cas de convection mixte, correspondent aux trois valeurs citées du
flux de chaleur. Ces trois valeurs du flux de chaleur correspondent a trois valeurs de la

température moyenne a la sortie du conduit. Cette température est déduite du bilan thermique

global :
qwP, L = pCmeA(Ts - TO) 4.9)

Dans cette équation (4.9), toutes les variables et constantes sont considérées dimensionnelles.

De I’équation précédente, on déduit la température moyenne a la sortie du conduit:

T, = wht 1 (4.10)

me

Avec :
qw = 4172W /m?,8344W /m? et 12516 W /m?
P; = 0.024102 m (Périmetre dimensionnel du cylindre elliptique intérieur)
L = 0.45 m (La longueur dimensionnelle du conduit)
m = pVp A = poVpoA = 0.001741 Kg/s (Le débit massique constant)
po = 1000.52 kg /m3(La masse dimensionnelle volumique évaluée a T, )
Vo = 2.231 x 107%m/s(La vitesse dimensionnelle a I’entrée du conduit)
A = 0.00007798 m? (Aire de la surface de la section droite de I’écoulement)
cp, = 4182 J /kgK (la chaleur spécifique a pression constante)

Ty = 293 K (La température a I’entrée du conduit)
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On utilise I’équation (4.10) pour obtenir la température moyenne a la sortie du conduit, qui est
égale & 299.21K, 305.43K et 311.64K pour q,, = 4172W /m?,8344W /m?et 12516 W /m?,
respectivement. Les différences des températures moyennes a la sortie et a I’entrée du conduit
sont: AT = 6.21K, 12.43K et 18.64K pour q,, = 4172W /m?,8344W /m? et 12516 W/
m?, respectivement. Il faut noter que pour un flux de chaleur donné, a la sortie du conduit, le
niveau de la température maximale est trés supérieur a celui de la température moyenne.
Donc on peut constater qu’avec les trois valeurs du flux de chaleur, on peut progressivement

augmenter le niveau de la variation des propriétés thermophysiques.
4.3.2. Ecoulement axial:

Les variations polaires de la vitesse axiale, avec les trois flux de chaleur considérés, sont
présentées aux positions axiales: (z* = 25.25, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100), dans les
Figures 4.20, 4.21, 4.22 et 4.23, respectivement. Dans ces figures, on remarque la symétrie
des variations polaires par rapports aux axes elliptiques. Aussi, il est visible que les variations
radiales et angulaires sont qualitativement similaires a celles du cas de la convection forcée
avec des propriétés thermophysiques constantes. Cependant, I’écoulement axial, de la
convection forcée avec des propriétés thermophysiques variable, est en développement axial
continu a cause de la variation axiale continue de la viscosité. A partir de I’entré, la vitesse
maximale locale (sur une section droite) augmente axialement pour atteindre son maximum a
une certaine longueur. A ’aval de cette longueur, le niveau de la vitesse axiale maximale

locale diminue continuellement jusqu’a la sortie du conduit. A une section droite donnée, la

vitesse maximale est localisée a deux points : (¢ = 0.7687,n = %) et (e =0.7687,n = 37” ). Pour

les flux q,, = 4172 %, qw = 8344 %etqw = 12516 %, le niveau de la vitesse maximale

locale augmente jusqu’a 1.904 (a z* = 22.25), 1.893 (az* = 19.75) et 1.883 (a z"18.25),
respectivement. A ’aval des positions axiales citées, le niveau de la vitesse maximale locale

diminue et atteint, a la sortie du conduit, les valeurs 1.871,1.834 et 1.809, pour les flux:

4172 2,8344 L et 12516 — , respectivement.
m m m

A une section droite donnée, le chauffage du fluide au niveau du cylindre intérieur réduit la
viscosité et donc les frottements visqueux, ce qui augmente relativement le niveau de la
vitesse axiale preés du cylindre intérieur. Mais cette augmentation doit étre compensée par une
réduction du niveau de vitesse loin du cylindre intérieur, pour conserver le débit massique
constant a travers la section droite. Cette conservation explique la réduction axiale monotone

du niveau de la vitesse axiale, avec le chauffage axial continu.
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a)

b)

Figure.4.20. Le champ de la vitesse axiale a z* = 25.25.

w w w
a) q,, = 4172 —. b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 —.
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a)

b)

Figure.4.21. Le champ de la vitesse axiale a z* = 50.25.

w w w
a) q,, = 4172 —. b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 —.
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a)

b)

Figure.4.22. Le champ de la vitesse axiale a z* = 75.25.

w w w
a) q,, = 4172 —. b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 —.
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a)

b)

Figure.4.23. Le champ de la vitesse axiale a z* = 100.

w w w
a) q,, = 4172 —.b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 .
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4.3.3. Le champ thermique:

Les variations polaires de la température, avec les trois flux de chaleur considérés, sont
présentées aux positions axiales: (z* = 25.25, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100), dans les
Figures 4.24, 4.25, 4.26 et 4.27, respectivement. Ces figures montrent un chauffage axial
continu. Les variations radiale et angulaire sont qualitativement similaires a celles du cas de
la convection forcée avec des propriétés constantes. La symétrie par rapport aux axes
elliptiques est préservée tout au long du conduit. Cependant, on remarque une diminution du
niveau de la température maximale avec 1’augmentation du niveau de chauffage. Cette
réduction est causée par 1’augmentation de la vitesse axiale (a cause de la diminution de la
viscosité) prés de la paroi du cylindre intérieur chauffé. Cette 1égére augmentation de la
vitesse axiale améliore le brassage axial qui augmente le transfert thermique et donc diminue
le niveau de la température. La température maximale est située a la sortie du conduit a

(e =0.5et,n=(0.734,2.767,3.515 et 5.909),z* = 100) . La température maximale est
égalea 0412,0410 et 0400 pour les flux 4172-=, 8344 et 12516 =
m m m

respectivement.Ces températures sont inférieures a la température maximale du cas de la

convection forcée avec propriétés constantes qui est ¢gale a 0.418.

a)
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b)
c)
Figure.4.24. Le champ thermique a z* = 25. 25.
a) q,, = 4172-7.b)q,, = 8344--. 0)q,, = 12516 .
a)
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b)
c)
Figure.4.25. Le champ thermique a z* = 50. 25.
a) q,, = 4172-7.b)q,, = 8344-. 0)q,, = 12516 .
a)
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b)
c)
Figure.4.26. Le champ thermique a z* = 75. 25.
a) q,, = 4172-7.b)q,, = 8344-. 0)q,, = 12516 .
a)
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b)

Figure.4.27. Le champ thermique a z* = 100.
a) q,, = 4172--. b)q,, = 8344 . 0)q,, = 12516 .
4.3.4. Les variations du nombre de Nusselt:

Les nombres de Nusselt axiaux des trois flux de chaleur sont présentés dans la Figure 4.28.
Sur la méme figure, ils sont comparés au nombre de Nusselt axial de la convection forcée
avec des propriétés physiques constantes. Les nombres de Nusselt axiaux des cas de la
convection forcée avec des propriétés variables sont légeérement supérieurs a celui de la
convection forcée avec des propriétés constantes. Cette légere différence est due a
I’amélioration du brassage axial pres de la paroi du cylindre chaud. Les variations axiales sont

qualitativement similaires a celle du cas de la convection forcée avec des propriétés
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constantes. Ces variations montrent une décroissance axiale monotone et continue jusqu’a la
sortie du conduit, ce qui démontre que la convection est encore en développement thermique.

Les valeurs des nombres de Nusselt axiaux a la sortie du conduit sont :4.905, 5.034 et 5.177,
pour les flux4172 %, 8344 %et 12516 % , respectivement. Celui de la convection forcée

avec des propriétés constantes est égale a 4.749.Les valeurs des nombres de Nusselt moyens

sont: 6.014,6.139 et 6.269pour les flux4172-—,8344 — et 12516 - , respectivement.

m2 >’
Celui de de la convection forcée avec des propriétés constantes est ¢gale a5.870. La
comparaison montre une légere amélioration du transfert thermique lorsque les propriétés

variables sont prises en compte.

Figure.4.28. Les nombres de Nusselt axiaux Nu(z*)en fonction flux de chaleur pariétal.
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4.3.5. Le champ de la viscosité:

Les variations polaires de la viscosité, avec les trois flux de chaleur considérés, sont
présentées aux positions axiales: (z* = 25.25, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100), dans les
Figures 4.29, 4.30, 4.31 et 4.32.Le chauffage axial continu réduit la viscosité de 1’entrée du
conduit jusqu’a sa sortie. La viscosité est une fonction décroissante de la température et il est
clair, dans les figures citées, que les zones froides ont des viscosités supérieures a celles des
zones chaudes. Comme prévu, la plus large variation de la viscosité est obtenue avec le flux
de chaleur le plus ¢€levé. Autrement dit, la réduction de la viscosité augmente avec le flux de
chaleur. A la sortie du conduit, la réduction de la viscosité par rapport a sa valeur de référence

(@ Dlentrée du conduit) est égale, 25.1%, 41.0% et 51.4%, pour les flux de
chaleur 4172 KZ, 8344 Kzet 12516 KZ , respectivement. Les deux derniéres réductions sont
m m m

considérables. Localement, une faible viscosité réduit les frottements visqueux et tend a

augmenter le niveau de la vitesse.

a)

b)
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c)

Figure.4.29. Le champ de viscosité a z* = 25. 25.

w w w
a) q,, = 4172 —.b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 —.

b)
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c)
Figure.4.30. Le champ de viscosité a z* = 50. 25.
a) q,, = 4172-7.b)q,, = 8344-. 0)q,, = 12516 .
a)
b)
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c)
Figure.4.31. Le champ de viscosité a z* = 75. 25.
a) q,, = 4172-7.b)q,, = 8344-. 0)q,, = 12516 .
a)
b)
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c)

Figure.4.32. Le champ de viscosité a z* = 100.

w w w
a) q,, = 4172 —.b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 —.

4.3.6. Les variations de la conductivité:

Les variations polaires de la conductivité thermique, avec les trois flux de chaleur considérés,
sont présentées aux positions axiales: (z* = 25.25, z* = 50.25, z* = 75.25, z* = 100), dans
les Figures 4.33, 4.34, 4.35 et 4.36. La conductivité thermique est une fonction croissante de
la température. Les figures citées montrent que les variations qualitatives de la conductivité
thermique sont similaires a celles de la température. Les mémes figures montrent que les
variations quantitatives de la conductivité thermique sont trés modestes dans toutes les

directions (radiale, azimutale et axiale) et pour les trois niveaux de chauffage (q,, =

4172 %,qw = 8344 L ot qw = 12516 %).Pour le flux de chaleur le plus ¢levé, a la

m2
sortie du conduit, I’augmentation de la conductivit¢ thermique est de 8.3% par rapport a sa
valeur de référence (a I’entrée du conduit). Ce constant montre que 1’effet de la conductivité
variable sur I’amélioration du transfert thermique par conduction est faible, dans les plages de

températures de cette étude.
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a)

b)

Figure. 4.33. Le champ de la conductivité thermique a z* = 25. 25.

w w w
a) q,, = 4172 —. b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 —.
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a)

b)

Figure.4.34. Le champ de la conductivité thermique a z* = 50.25.

w w w
a) q,, = 4172 —. b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 —.
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a)

b)

Figure. 4.35. Le champ de la conductivité thermique a z* = 75.25.
w w w
a) qy, = 4172 —.b)q,, = 8344 — . 0)q,, = 12516 —
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a)

b)

Figure.4.36. Le champ de la conductivité thermique a z* = 100.

w w w
a) q,, = 4172 —. b)q,, = 8344—.0)q,, = 12516 —.
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4.4. La convection mixte hydrodynamique et thermiquement en développement avec

des propriétés variables :
4.4.1. Introduction :

Dans cette partie, la plus importante de notre étude, nous présentons les résultats de la
simulation numérique, la plus réaliste, qui tient compte de la flottabilité thermique et des

propriétés thermophysiques variables.
4.4.2. Cas De Gr=5000:
4.4.2.1. L’écoulement secondaire :

L’écoulement secondaire est présenté par des cellules dans la Figure.4.37 a deux positions
axiales choisies arbitrairement (z =50.25 et z =100) et par des vecteurs dans la Figure.4.38
aux positions axiales (z= 25.25, z =50.25, z=75.25 et z=100). Dans le domaine
axial 5.75 < z* < 99.25, I’écoulement secondaire se manifeste sous la forme de deux cellules
principales contrarotatives. Entre la limite supérieure du domaine axial cité¢ et la sortie du
conduit, apparaissent deux cellules secondaires en bas du conduit. La vitesse maximale a la

sortie du conduit est égale a 2.24x107(1.54x10 pour le cas de Gr=5000 propriétés constantes).

Pour le nombre de Grashof considéré, un effet des propriétés variables et le retardement de
I’apparition des cellules secondaires en bas du conduit. Dans le cas des propriétés physiques
constantes, avec le méme nombre de Grashof, le seuil axial d’apparition des cellules

secondaires est z =72.25.

a)
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b)
Figure. 4.37. Les cellules de I’écoulement secondaire.
a) z = 50.25, b)z'=100
a)
b)
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¢)

d)

Figure. 4.38. L’écoulement secondaire présenté par des vecteurs.

a) z =25.25,b) z =50.25 ¢)z =75.25 et d) z =100

4.4.2.2. L’écoulement axial:

Les variations polaires de la vitesse axiale sont illustrées a la Figure.4.39 a quatre positions
axiales, arbitrairement choisies (z*=25.25, 7'=50.25, z=75.25 et z*=100). Les variations
montrent une symétrie par rapport a 1’axe elliptique vertical. Juste apres 1’entrée du conduit, la
distribution polaire de I’écoulement axial présente des isotaques sous forme de croissants en
haut et en bas du conduit; avec les grandes vitesses concentrées dans les noyaux de ces
croissants. Dans I’intervalle axial 5.25 < z* < 37.75, la vitesse maximale locale en bas du

conduit est relativement supérieure a la vitesse maximale locale en haut du conduit. Par
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exemple, a 2'=20.25, la vitesse maximale locale est égale a 1.909 dans la partie inférieure du
conduit, et elle est égale a 1.898 dans la partie supérieure du conduit. A z'=38.25, les vitesses
maximales locales sont égale et valent 1.8997. Dans I’intervalle axial 5.25 < z* < 37.75, on
peut dire que I’asymétrie de la distribution polaire de la vitesse axiale, par rapport a 1’axe

elliptique horizontal, est due a I’effet de 1’écoulement secondaire.

Dans I’intervalle axial 38.75 < z* < 100, la vitesse maximale locale dans la partie supérieure

continue a augmenter axialement pour atteindre un maximum dans 1’écoulement situé¢ a la

sortie de conduit a (¢ = 0.7687 et = g ) et sa valeur est 1.968 (plus grande que la vitesse

maximale (1.928) du cas des propriétés constantes avec Gr=5000 et plus grande que la vitesse
maximale (1.904)du cas correspondant de la convection forcée avec des propriétés variables).
En revanche la vitesse maximale locale dans la partie inferieure diminue axialement (sans

changement de position polaire) pour atteindre un minimum situé a la sortie du conduit a
(e =0.7687etn = %ﬂ ) et qui est égale 1.843. Dans I’intervalle axial 38.75 < z* < 100, on

peut dire que 1’asymétrie de la distribution polaire de la vitesse axiale, par rapport a 1’axe
elliptique horizontal, est due a I’effet de la viscosité réduite : en haut du conduit la viscosité
réduite diminue les frottements visqueux ce qui tend a augmenter localement le niveau de la
vitesse. Pour conserver le débit constant a travers la section droite, le niveau de la vitesse

axiale est relativement diminué en bas du conduit.
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b)

d)

Figure. 4.39. Le champ de la vitesse axiale a

a) z' = 25.25, b) 2 =50.25 ¢)z =75.25 et d)z =100
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4.4.2.3. Champ thermique:

Les variations de la température sont bien illustrées dans la Figure.4.40. On constate qu’on a
un chauffage axial qui fait augmenter la température a partir de I’entrée qui est égale (0
adimensionnelle et 293 K) jusqu’a la sortie de conduit. Radialement, la température diminue a
partir de la paroi du cylindre chaud pour atteindre un minimum située a la paroi du cylindre
adiabatique. Concernant les variations angulaires, elles dépendent du domaine axial. Entre
z' =0 et 2 =65.25, les variations angulaires sont trés importantes entre =0 et 7= g et pres de
la paroi du cylindre chaud, la température augmente suivant la direction angulaire pour
atteindre un maximum local situé sur 1’axe elliptique vertical. Au milieu de I’entrefer, les
variations de la température sont presque négligeables. Prés du cylindre adiabatique, la

température diminue suivant la direction angulaire pour atteindre un minimum situé a »= 7

Entre z = 65.75 et z =100, les variations angulaires entre #=0 et 5 = %sont les mémes pres

du cylindre chaud, mais a partir du milieu de I’entrefer jusqu’a la paroi du cylindre elliptique
extérieur, la température diminue suivant la direction angulaire pour atteindre un minimum
local situ¢ preés du petit axe elliptique et augmente en allant vers le grand axe elliptique. Le
minimum local de la température s’¢loigne axialement par rapport au petit axe elliptique

pour atteindre une position située a la sortie du conduit an = 0.784.

e e s . . . 31
Dans la partie inférieure de I’annulaire et dans le domaine angulaire entre n = et = > les

variation de la température sont presque qualitativement identique aux cas de la convection
forcée. La température maximale située a la sortie du conduit dans la partie supérieure sur la
paroi du cylindre interne dans le grand entrefer et qui égale a 0.450 et c’est une augmentation

importante.

a)
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b)

d)

Figure. 4.40.Les variations de la température a

a) z' = 25.25, b) 2 =50.25 ¢)z =75.25 et d) z =100
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4.4.2.4. Les variations de la viscosité:

Les variations de la viscosité sont illustrées dans la Figure.4.41. Les trois variations, radiale,
angulaire et axiales sont importantes. Axialement, la viscosité diminue axialement a partir de

I’entrée jusqu’a la sortie du conduit, la réduction minimale de la viscosité est trouvée a la
. . . . , « 3 . .
sortie du conduit sur la paroi du cylindre chauffé a 7” et sa valeur est 0.731 qui est moins

petite que celle du cas correspondant de la convection forcée (égale 0.749).Les variations
radial, et azimutale sont identiques qualitativement a I’inverse aux variations de la

température.

a)

b)
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¢)

d)

Figure. 4.41.Les variations de la viscosité a
a) z' = 25.25, b) 2 =50.25 ¢)z =75.25 et d) z =100
4.4.2.5. Les variations de la conductivité :

Les variations de la conductivité sont présentées dans la Figure 4.42. Les variations radiale,
angulaire et axiale sont opposées a la distribution de la viscosité, ou on trouve une grande
conductivité, on trouve une faible viscosit¢ et le contraire est correct. Parce que la
conductivit¢ de I’eau augmente avec 1’augmentation de la température, en revanche, la
viscosité diminue avec 1’augmentation de la température. Pour le méme niveau de chauffage,
la diminution de la viscosité et considérable, par contre I’augmentation de la conductivité est
faible. Par exemple, Entre 1’entrée et la sortie du conduit, la diminution de la viscosité est

26.9%, par contre 1’augmentation de la conductivité est 3.6%. La conductivité maximale est
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située a la sortie du conduit a I’intersection de la paroi du cylindre chauffé et le petit axe
elliptique et sa valeur est égale a 1.036. Pour le cas correspondant de la convection forcée

correspondant avec des propriétés variables la conductivité thermique maximale vaut 1.029.

b)
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d)

Figure. 4.42. Les variations de la conductivité a

a) z' = 25.25, b) 2 =50.25 ¢)z =75.25 et d) z =100

160



Résultats Et Discussions Chapitre IV

4.4.3. Cas De Gr=10000:
4.4.3.1. L’écoulement secondaire :

L’écoulement secondaire est présenté par des cellules dans la Figure.4.43 et par des vecteurs
dans la Figure.4.44. L’¢coulement secondaire a la méme structure que celles des cas Gr=5000
avec des propriétés variables et Gr=10000 avec des propriétés constantes. Juste apres I’entrée,
I’écoulement secondaire se manifeste sous la forme de deux rouleaux contrarotatifs qui
occupe tout I’espace annulaire, comme présenté dans la Figure.4.43a. A partir de z'=95.75,
les deux cellules secondaire qu’on a vu dans les cas précédents commencent a apparaitre,
elles sont bien présentées dans la Figure.4.43b. On remarque que le seuil axial d’apparition

des cellules secondaires est inférieur a celui du Gr=5000 avec des propriétés variables.

La Figure.4.44 montre que I’écoulement secondaire est plus fort prés de la paroi du cylindre
chaud. Entre z'=52.25 et z =85.25, I’écoulement secondaire est plus fort dans la partie
supérieure du conduit ou on a une stratification thermique instable (un fluide chaud superposé
par un fluide froid). En revanche dans la partie inférieure du conduit, on a une stratification
thermique stable (un fluide froid superposé par un fluide chaud), ce qui affaibli I’écoulement
secondaire. Sa vitesse maximale 4 la sortie du conduit est égale a 4.81x107(3.76x107 pour le cas

de Gr=10000 propriétés constantes et 2.24x10 pour le cas de Gr=5000 propriétés variables).

161



Résultats Et Discussions Chapitre IV

b)
Figure. 4.43. L’écoulement secondaire présenté par des cellules
a) z =35.25 , b)z'=100
a)
b)
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¢)

d)

Figure. 4.44. L.’écoulement secondaire présenté par des vecteurs
a) z' = 25.25, b) 2 =50.25 ¢)z =75.25 et d)z =100
4.4.3.2. L’écoulement axial:

Les variations polaires de la vitesse axiale sont présentées dans la Figure.4.45. En une section
droite donnée, dans les parties, supérieure et inférieure, les isotaques de la vitesse axiale se
présentent sous la forme de croissants. Les grandes vitesses sont concentrées dans les noyaux
de ces croissants. Dans la partie inférieure du conduit, dans le domaine axial 0 < z* < 18.25,

la vitesse maximale locale augmente et atteint la valeur 1,902 a (¢ = 0.7687,n = 3;”, 7" =

18.75). Dans le domaine axial z* > 18.78, le niveau de la vitesse maximale locale diminue
axialement pour atteindre la valeur 1,788 a (¢ = 0.7687,n = 3?”,2* = 100).Dans la partie
supérieure de I’annulaire, dans le domaine axial 0 < z* < 59.25, la vitesse maximale locale

163



Résultats Et Discussions Chapitre IV

augmente axialement et atteint la valeur 1.932 a (¢ = 0.7687,n = %,Z* = 59.75). Dans le
domaine axial 59.25 < z* < 97.75, la vitesse maximale locale augmente axialement et atteint

la valeur 1.989 a (¢ = 0.7937,n = %,Z* = 97.75). On remarque que la vitesse maximale

locale est déplacée radialement vers le haut de la section droite par I’action de I’écoulement
secondaire ascendant. Entre 7 =97.75 et z =100, la vitesse maximale locale diminue
légérement suivant la direction axiale (sans changement de position polaire) pour atteindre

une valeur égale 1.988.

On constate que dans le premier quart de la longueur du conduit, la distribution polaire de la
vitesse axiale est surtout affectée par I’écoulement secondaire. Dans cette partie du conduit, le
niveau de la vitesse maximale locale en bas du conduit est légérement supérieur a celui en
haut du conduit. A 1’aval du premier quart de la longueur du conduit, la distribution polaire de
la vitesse axiale est affectée par 1’écoulement secondaire et la réduction de la viscosité. Ainsi,
on remarque un pincement ascendant de la zone des grandes vitesses, en haut de la section
droite, sous I’action de I’écoulement secondaire ascendant. Aussi, il est remarquable que le
niveau de la vitesse axiale en haut de la section droite soit supérieur a celui en bas de la méme
section ; c’est ’effet de la réduction de la viscosité. La réduction de la viscosité est plus
importante en haut qu’en bas de la section droite. Donc, les frottements visqueux sont plus
réduits en haut qu’en bas de la section droite et c’est ce qui augmente le niveau de la vitesse

axiale en haut et le réduit en bas de la section droite (pour conserver le débit).
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b)

d)

Figure. 4.45.Le champ de la vitesse axiale a
a) z' = 25.25, b) 2 =50.25 ¢)z =75.25 et d)z = 100
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4.4.3.3. Champ thermique:

Les variations de la température sont illustrées dans la Figure.4.46. Les variations sont trés
importantes dans les trois directions. Axialement, la température augmente entre 1’entrée et la
sortie du conduit. .Radialement, a une section droite, la température diminue radialement

entre le cylindre intérieur et le cylindre extérieur.

Dans la partie inférieure du conduit, prés de la paroi du cylindre intérieur, les variations
angulaires sont faibles. Cependant, les variations angulaires de la température sont
importantes entre le milieu de ’entrefer et la surface du cylindre extérieur. On voit clairement

la diminution de la température du grand axe elliptique vers le petit axe elliptique.

Dans la partie supérieure du conduit, on a trois zones de variations angulaires : pres de la

paroi du cylindre intérieur, dans le milieu de ’entrefer et prés de la paroi du cylindre

adiabatique. On limite la discussion aux variations angulaires entre n = O etn = g Prés de la

paroi du cylindre intérieur, dans 1’intervalle entre z2'=0 et z=51.25, la température augmente
suivant la direction angulaire pour atteindre un maximum situé¢ sur le petit axe elliptique.
Entre z'=51.75 et z =100, la température augmente suivant la direction angulaire pour
atteindre un maximum local situé approximativement a n =0,972; apres elle diminue
légérement en allant pres du petit axe elliptique pour atteindre un minimum local ; ensuite elle

augmente en allant vers le petit axe elliptique.

Aux milieux de Ientrefer, et dans I’intervalle axial entre z'=0 et z =35.25, la température
diminue suivant la direction annulaire pour atteindre un minimum situé ég. A partir de
z =35.75 et jusqu’a z =65.25, la température diminue suivant la direction angulaire pour
atteindre un minimum local situé au voisinage de #=0.823, ensuite elle commence a croitre
suivant la direction angulaire pour atteindre un maximum local au voisinage de #=1.222, a
partir de ce point la température diminue pour atteindre un minimum local sur le petit axe
elliptique. Dans Iintervalle axial entre z =65.75 et z =100, la température diminue suivant la
direction angulaire pour atteindre un minimum local situé au voisinage #=1.222 ; ensuite elle

commence a croitre en allant vers le petit axe elliptique.

Prés de la paroi du cylindre adiabatique, et dans I’intervalle axial entre z =0 et z=50.25, la

température décroit en allant de n = Oversn = ;ﬂ Entre z =50.75 et la sortie du conduit, la

température diminue suivant la direction angulaire pour atteindre un minimum local a

n = 0.823, ensuite elle augmente en allant vers le petit axe elliptique. La distribution spatiale
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de la température est caractérisée par un meilleur brassage dans la partie supérieure du
conduit, surtout vers la sortie du conduit. Ce brassage est amélioré par I’augmentation du
niveau de la vitesse axiale (augmentation de la convection axiale) et 1’intensification de
I’écoulement secondaire (augmentation de la convection transversale), qui sont dues a la

réduction considérable de la viscosité dans la partie supérieure du conduit.

La température maximale est située a z=9725¢tala position polaire (¢ = 0.5, = g) ;etsa

valeur est ¢gale a 0.434.

b)
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¢)

d)

Figure. 4.46.Les variations de la température a
a) z' = 25.25, b) 2 =50.25 ¢)z =75.25 et d)z = 100
4.4.3.4. Les variations de la viscosité:

Les variations de la viscosité sont illustrées dans la Figure.4.47. Les variations radiale,
angulaire et axiale sont importantes. La viscosit¢ diminue axialement a partir de sa valeur
adimensionnelle maximale qui est égale a 1 située a I’entrée du conduit pour atteindre un
minimum situé a la sortie du conduit. Radialement, a une section droite, la viscosité augmente
radialement entre le cylindre intérieur et le cylindre extérieur. Les variations angulaires sont
identique qualitativement a 1’inverse des variations de la température. La viscosité minimale

est située & z =97.25, sur intersection de la paroi chaude du cylindre intérieur et le petit axe
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elliptique et sa valeur est égale a 0.575, soit une réduction relative de 42.5% de la valeur de la

viscosité a I’entrée du conduit.

a)

b)

169



Résultats Et Discussions Chapitre IV

d)

Figure. 4.47. Les variations de la viscosité a
a) z = 25.25, b) z =50.25 ¢)z ' =75.25 et d)z =100
4.4.3.5. Les variations de la conductivité :

Dans la Figure.4.48, on a présenté les variations de la conductivité dans quatre stations
axiales, arbitrairement choisies : (z*=25.25,z*=50.25,z*=75.25 et z*=100). Les variations de la
conductivit¢ dans les trois directions, radiale, angulaire et axiale sont qualitativement
similaires a celles de la température ; mais elles sont quantitativement faibles suivant les trois
directions. La plus grande des variations de la conductivité est effectuée axialement. A partir
de I’entrée ou la conductivité égale a 1, la conductivité augmente axialement en allant vers la
sortie du conduit. La conductivité maximale égale a 1.064, et située a z'=97.25, 4 la position

polaire ( = 0.5, = g). On voit que I"augmentation de la conductivité, avec le niveau de

chauffage considéré, est faible et on s’attend a une faible amélioration du transfert thermique

conductif.

a)
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b)

d)

Figure. 4.48. Les variations de la conductivité a
a) z = 25.25, b) z =50.25 ¢)z =75.25 et d) z'= 100
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4.4.4. Cas De Gr=15000:
4.4.4.1. L’écoulement secondaire :

L’écoulement secondaire est qualitativement similaire a celui du cas Gr=15000 avec des
propriétés physiques constantes ; mais il est plus fort que ce dernier. A partir de z*=3.75,
I’écoulement secondaire se présente sous la forme de deux cellules principales, ’'une dans la
partie droite de la section et tourne dans le sens horaire et 1’autre dans la partie gauche de la
section et tourne dans le sens antihoraire. Les deux cellules occupent ’aire de surface de la
section annulaire transversale. Les deux cellules transportent les particules fluides chaudes
vers le haut de I’espace annulaire et les particules froides vers le bas de 1’espace annulaire. Ce
transport qui s’intensifie axialement fait un brassage transversal important et améliore le

transfert de chaleur.

Les deux cellules principales occupent tout I’espace annulaire jusqu’a z*=33.2 ou deux petites
cellules commencent a apparaitre dans la partie supérieure dans le grand entrefer. Les causes
d’apparition, d’intensification et de disparition de ces petites cellules sont les mémes que
celles cité pour le cas de Gr=15000 avec des propriétés physiques constantes. L’écoulement
secondaire a l’intérieur des petites cellules apparait a z*=33.2; il s’intensifie jusqu’a

z*=60.25 ; il s’affaiblit a partir de z*=60.25 et disparait a z*=92.25.

A z2"=91.25, et dans la partie inférieure du pipe, deux petites cellules commencent a apparaitre
et qui sont illustrées dans la Figure.4.49¢. La circulation des deux cellules secondaires est
plus faible comparée par rapport aux circulations des petites cellules et des cellules
principales. La vitesse maximale de 1’écoulement secondaire a la sortie du conduit est égale
4 1.09x10™" (4.81x107 pour le cas de Gr=10000 propriétés variables et 5.77x107 pour
Gr=15000 propriétés constantes).

Dans le Tableau 4.4, nous présentons les domaines axiaux des différentes cellules des

écoulements secondaires de tous les cas de la convection mixte.

Tableaux 4.4 : les positions axiales des cellules de I’écoulement secondaire.

Petites cellules dans Cellules

oy o . - secondaires dans la
Propriétés constantes Cellules principales la partie supérieure e e e
de Pannulaire partie inférieure de

I’annulaire

Gr=5 x10° 7.75-100 - 72.25-100
Gr=10* 6.25-100 - 59.75-100
Gr=1.5 x10* 4.25-100 33.75-85.75 58.25-100
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Propriétés variables
Gr=5 x10° 5.75-100 - 99.25-100
Gr=10* 4.75-100 - 95.75-100
Gr=1.5 x10* 3.75-100 33.25-92.25 91.25-100
a)
b)
c)

Figure. 4.49.L°écoulement secondaire présenté par des cellules

a) z*= 24.25, b)z"=66.75,¢)z*=100
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a)

b)
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d)

Figure. 4.50. L’écoulement secondaire présenté des vecteurs
a) z"=25.25, b) z*=50.25 ¢)z*=75.25 et d)z"=100
4.4.4.2.Ecoulement axial:

Les variations de la vitesse axiale sont illustrées dans la Figure 4.51 dans quatre stations
axiales (z*=25.25,z*=50.25,z*=75.25 et z*=100). Les résultats montrent que 1’écoulement axial
est tridimensionnel avec des variations radiale, angulaire et axiale importantes. Dans la partie
inférieure du conduit, les variations radiale, angulaire et axiale sont qualitativement identiques
a celles des cas Gr=5000 et Gr=10000, avec des propriétés variables. Dans la partie inférieure
du conduit, juste apres 1’entrée, les isotaques de la vitesse axiale se présentent sous la forme
de croissants. Les grandes vitesses sont concentrées dans les noyaux de ces croissants. On

note que la vitesse axiale maximale locale continue a augmenter axialement, sans changement
de position polaire (¢ = 0.7687 et n = 37” ), jusqu’a z'=17.75 ou elle atteint la valeur 1.896
qui est la valeur maximale dans la partie inférieure. A partir de z'=17.75, la vitesse axiale

maximale locale commence a diminuer axialement (sans changement de position polaire)

pour atteindre la valeur 1.741 a la sortie du conduit.

Dans la partie supérieure, et juste aprés 1’entrée, les isotaques de la vitesse axiale se présentent
sous la forme de croissants. Les grandes vitesses sont concentrées dans les noyaux de ces

croissants. Dans I’intervalle 0 < z* <40.25, la vitesse maximale locale augmente axialement

pour atteindre la valeur 1.928 a z*=40.25 et a (¢ = 0.7687 etn = % ). A z"=24.25 les deux

vitesses maximales locales dans les parties, inférieure et supérieure, sont égales et valent

1.887.
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A partir de z*=40.25, I’écoulement secondaire des deux petites cellules dans la partie
supérieure modifie la forme de la distribution de la vitesse axiale. La partie descendante de cet
¢coulement pousse les isotaques de la vitesse axiale vers la paroi du cylindre intérieur alors
que sa partie ascendante ¢éloigne les isotaques du méme cylindre. Ces déformations des
isotaques de la vitesse axiale sont visibles dans les Figures 4.51b et 4.51c. La vitesse
maximale locale est localisée en deux positions polaires pres du petit axe elliptique. L’effet
des deux petites cellules commence a s’affaiblir a partir de z*=60.25 et la vitesse axiale

maximale locale commence a retourner a sa position sur le petit axe elliptique (¢ =

0.7687 etn = % ) progressivement. La vitesse axiale maximale locale augmente axialement

13

pour atteindre la valeur 2.010a (¢ = 0.7437,n ==, z*=89.25). A partir de z*=89.25,

I’écoulement secondaire des deux cellules principales devient plus fort, et commence a
pousser légérement les isotaques de la vitesse axiale vers la paroi du cylindre adiabatique.
Az*=92.75, I’écoulement secondaire divise la zone des grandes vitesses en deux parties, prés
du petit axe elliptique, qui sont illustrées dans la Figure 4.51d. La valeur de la vitesse axiale
locale maximale a la sortie du conduit est 1.995, localisée dans deux positions polaires

(¢ =0.7937,n =1.7203 ete = 0.7937,n =1.4211).

Dans le Tableau 4.5, nous présentons, a titre de comparaison, les valeurs et les positions des

vitesses axiales maximales de tous les cas de notre étude.

Tableau 4.5 : Les valeurs et les positions des vitesses axiales maximales.

fg:f::ﬁ:ﬁ: Position axiale Position polaire W*maX
m 3T

Gr=0 z* = 21.25— 100 (e=0.7687,n=7,-) 1.919
Gr=5 x10° z* =100 (e = 0.7687,1 = Z) 1.928

2
Gr=10* z* = 92.75 (e = 0.7687,n = 3?”) 1.938

3
Gr=1.5 x10°* z* =70.75 (¢ = 0.7687,7 = 7") 1.949
I;l;:‘?;:)élteis Position axiale Position polaire W*maX
q., = 4172 W/m? z* = 22.25 (e =0.7687,n = % et 37n) 1.904
q., = 8344 W/m? z* = 19.75 (e =0.7687,n = % et 377{) 1.893
qw=12516W/m?  ;* — 18.25 (e =0.7687,n == et =) 1.883

T
Gr=5 x10° 2 = 100 (e =0.7687,n = ) 1.968
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4 T
Gr= 10 z* =97.75 (e =0.7937,1 = ) 1.989
T
Gr=1.5 x10" z* = 89.25 (¢ = 0.7437,7 = =) 2.010
a)
b)
c)
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d)

Figure. 4.51. Le champ de la vitesse axiale a
a) z"=25.25, b) z*=50.25 ¢)z*=75.25 et d)z*=100
4.3.4.3. Champ thermique:

Les variations de la température sont illustrées dans la Figure 4.52 dans quatre positions
axiales. Axialement, la température augmente de 1’entrée a la sortie du conduit. Les variations
radiale et angulaire dans la partie inferieure sont qualitativement similaires a celles du cas de

Gr=10000 avec les propriétés variables.

Les variations polaires de la température dans la partie supérieure sont trés importantes. Dans
le domaine0 < z* < 31.25et 0 <7 Sg , la température diminue radialement a partir du
cylindre chaud en allant vers le cylindre adiabatique. Les variations angulaires sont divisées
en trois parties : preés de cylindre chaud, milieu de I’entrefer et prés du cylindre adiabatique.
Prés du cylindre chaud, la température augmente entren = O etn = g Au milieu de I’entrefer

les variations angulaires sont presque négligeables. Prés du cylindre adiabatique, la

température diminue angulairement pour atteindre un minimum dans le grand entrefer.

Dans le domaine 31.25 <z* <92.75et 0 <n < g , les variations radiales sont presque les

mémes que celles de lintervalle 0 < z* < 31.25; mais les variations angulaires sont
différentes. La température augmente suivant la direction angulaire pour atteindre un
maximum local & une position angulaire qui se rapproche du grand axe elliptique en allant
vers la direction axiale. A partir de son minimum local, la température  diminue

angulairement pour atteindre un minimum local. Dans [D’intervalle 92.75 < z* < 100et
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i . . . A . . .
0<n< > les variations radiales restent les mémes. En revanche les variations angulaires
sont changées. La température augmente diminue a partir de n = 0 pour atteindre une valeur

. < i , N e .
maximale locale a n = > Dans le Tableau 4.6, nous présentons, a titre de comparaison, les

niveaux de d’augmentation de la température des cas de notre étude

Tableau 4.6 : Les valeurs et position de la température.

Position Position polaire T o
crox axiale
Propriétés constantes
Gr=0 z"=100 (¢=0.5,1n=0.734,n = 2.767 0.418
n =3.515etn = 5.909))
Gr=5 x10° z* =100 (e =0.57 =m/2) 0.448
Gr= 10" z* =100 (e =0.57n=m/2) 0.459
Gr=1.5 x10* z* =100 (e=05n=mn/2) 0.465
Propriétés variables Position Position polaire T
axiale
q,, = 4172W /m? z*=100 (£=0.57n7=0.734,n= 2767 0.412
n = 3.515,n = 5.909)
q,, = 8344W /m? z*=100 (¢=0.5,n=0.734,n = 2.767 0.410
n = 3.515,n = 5.909)
q,, = 12516W /m? z* =100 (¢=0.51n=0.734,n = 2.767 0.400
n = 3.515,n = 5.909)
Gr=5 x10° z* =100 (e=051n=m/2) 0.450
Gr=10* z* =97.75 (e=05n=m/2) 0.434
Gr=1.5 x10* z*=90.25 (e=05n=mn/2) 0.422
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b)

d)

Figure. 4.52. Les variations de la température a

a) z"'=25.25, b) z*=50.25 ¢)z*=75.25 et d)z*=100
180



Résultats Et Discussions Chapitre IV

4.4.4.4. Les variations de la viscosité:

Les variations de la viscosité sont illustrées dans la Figure 4.53 dans quatre positions axiales.
La réduction de la viscosité est trés importante. Les variations de la viscosité sont opposées

qualitativement aux variations de la température mais qualitativement sont différentes. La
valeur minimale de la viscosité égale a 0.471 est située a (¢ = 0.5etn = g , 2"=90.25). La

réduction de la viscosité est importante 52.9%. Dans le Tableau 4.7, nous présentons, a titre

de comparaison, les niveaux de réduction de la viscosité des cas de notre étude.

Tableau 4.7 : Les valeurs et positions de la viscosité minimale.

Propriétés Variables Position Position polaire Wmin
axiale
qw = 4172 W/m? z* =100 (e =0.5n=0.734,n = 2.767 0.749
n = 3.515,n = 5.909)
q. = 8344 W/m? z* =100 (¢ =0.5,7 =0.734,n = 2.767 0.590
n = 3.515,n = 5.909)
q., = 12516 W/m? z* =100 (e=0.5,n=0.734,n = 2.767 0.486
n = 3.515,n = 5.909)
Gr=5 x10° z* =100 (e=051n=m/2) 0.731
Gr=10" z* =97.75 (e=05n=m/2) 0.575
Gr=1.5 x10* z*=90.25 (e=05n=mn/2) 0.471
a)
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b)

d)

Figure. 4.53.Les variations de la viscosité

a) z*= 25.25, b) 2*=50.25 ¢)z*=75.25 et d) z*=100
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4.4.4.5. Les variations de la conductivité :

La Figure 4.54 montre les variations de la conductivité dans quatre stations axiales. Les
variations de la conductivité sont qualitativement identiques a I’inverse des variations de la
viscosité. La valeur maximale de la conductivité est située dans le méme endroit ou est située
la viscosit¢é minimale et prend la valeur 1.089. L’augmentation de la conductivité reste
modeste (8.9% dans le point le plus chaud de 1’écoulement) et donc I’effet de la conductivité

sur I’amélioration de la conduction de chaleur est faible dans cette étude.

Dans le Tableau 4.8, nous présentons, a titre de comparaison, les niveaux de d’augmentation

de la conductivité thermique des cas de notre étude.

Tableau 4.8 : Les valeurs et position de la conductivité thermique maximale.

Propriétés Variables Position Position polaire Krax
axiale
q. = 4172 W/m? z* =100 (e=05,(1m=0.734,n = 2.767 1.033
n =3.515etn = 5.909))
q. = 8344 W/m? z* =100 (e =0.5,71 =0.734,n = 2.767 1.061
n = 3.515,n = 5.909)
q,, = 12516 W/m? z* =100 (e = 05,1 =0.734,n = 2.767 1.083
n = 3.515,n = 5.909)
Gr=5 x10° z* =100 (e =057 =m/2) 1.036
Gr=10" z* =97.75 (e=05n=m1/2) 1.064
Gr=1.5 x10* z*=90.25 (e=05n=mn/2) 1.089
a)
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b)

d)

Figure. 4.54.Les variations de la conductivité

a) z*= 25.25, b) z*=50.25 ¢)z"=75.25 et d) z*=100
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4.4.5. Les nombres du Nusselt axiaux et moyennes :

L'effet combiné des propriétés thermophysiques variables et la flottabilit¢é améliorent
considérablement le transfert thermique. Ceci est démontré par la comparaison des nombres
de Nusselt locaux avec celui de la convection forcée avec des propriétés constantes. Cette
comparaison est illustrée dans la Figure 4.55. La différence augmente de l'entrée a la sortie de
l'espace annulaire et elle augmente également avec le nombre de Grashof. Le nombre de
Nusselt axial est également plus €élevé que celui de la convection mixte avec des propriétés
constantes et beaucoup plus ¢élevé que celui de la convection forcée a propriétés variables. Les
nombres de Nusselt axiaux a la sortie du conduit et les valeurs des nombres de Nusselt

moyens des cas considérés sont présentés dans le Tableau 4.9.

Tableau 4.9Les nombres de Nusselt axiaux a la sortie du conduit

et les nombres de Nusselt moyens

Propriétés Constantes ‘Nombrfa du Nusselt. Nombre du Nusselt
a la sortie du conduit Moyenne
Convection Forcée 4.749 5.870
Gr =5 x10° 5.166 6.080
Gr =10* 6.244 6.522
Gr=1.5 x10* 6.608 6.786
Propriétés Variables ‘Nombr(.a du Nusselt. Nombre du Nusselt
a la sortie du conduit Moyenne
Convection Forcée, gy = 4172 W/m? 4.905 6.014
Convection Forcée, gp= 8344 W/m? 5.034 6.139
Convection Forcée, gy = 12516 W/m? 5.177 6.269
Gr =5 x10° 6.164 6.457
Gr=10" 6.843 6.935
Gr =1.5 x10* 8.006 7.607
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Figure. 4.55. Les variations axiales des nombreux Nusselt.

4.5. La chute de pression axiale:

La pression dans les équations de quantité de mouvement est la somme de la pression statique
et de la pression hydrostatique. Lorsqu'elle est présente, la poussée thermique provoque la
stratification horizontale de la pression (paralléle a l'axe elliptique majeur) sur une section
transversale d'écoulement. La flottabilité thermique tend a augmenter 1égérement la pression
a partir du bas vers le haut de la section transversale. La variation de la pression dans une
section transversale augmente axialement ainsi que l'effet de flottabilité. Pour obtenir une
estimation de la chute de la pression axiale, il est utile de définir une pression moyenne de la

section transversale comme suit :

JET e P (e, 2" Ry dedn

* * — =0.5
Pn(z") = 7 P mnyasan 4.11)
La chute de pression dans le conduit est :
AP* = P, (0) — B,,(100) (4.12)
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La multiplication de 1'équation de la quantité de mouvement axiale (équation (2.20)) par le
volume différentiel hjh;dedndz”et son intégration entre les limites du domaine physique, en
utilisant les conditions aux limites et les définitions dans les équations (4.11). et (4.12),

l'expression suivante est obtenue:

1 2t 1
AP* = — [V, (,1m,100)]? hihidedn — 1
S Jo Jos
1 (10 2 Vi (em, z%) v, (e,n, z*)
+ReS*_L J;) (H de . de €=1> nez
2 21 1 « V7 (en,z") .
+ ReS* fo fo.s (” 7" z*=0) hihdedn (4.13)

De I'équation (4.11), il est clair que la perte de charge axiale est affectée par le niveau de la
viscosité et la distribution spatiale de la vitesse axiale, qui sont dépendantes du niveau de
chauffage. Les deux premiers termes sur le coté droit de 1'équation (4.13), montrent 1’effet de
la différence des profils de la vitesse axiale entre l'entrée et la sortie du conduit. La deuxiéme
intégrale est la contribution de la contrainte de cisaillement (des frottements) sur les parois de
I’annulaire. Il s'agit de la principale composante de la chute de pression. La troisiéme
intégrale représente la chute de pression due a la contrainte visqueuse axiale normale a

l'entrée de 1'espace annulaire. Cette composante est négligeable dans tous les cas étudiés.
4.5.1. La chute de pression des cas des propriétés constantes :

Dans le cas de la convection forcée hydrodynamiquent développé, la chute de pression
est:AP* = 37.538. Dans le cas de la convection mixte en développement, une trés légere
augmentation de la chute de la pression se produit par I'action de 1’écoulement secondaire qui
modifie le profil de vitesse axiale. Cette faible augmentation de la chute de pression est
relativement plus élevée lorsque 1'écoulement secondaire est renforcé par une augmentation
du nombre de Grashof. Les chutes de pression sont : AP* = 37.540, AP* = 37.557etAP* =
37.596 pour les nombres de Grashof 5 x 10°,10* and 1.5x10*respectivement.

4.5.2. La chute de pression pour les cas de la convection forcée et mixte avec des

propriétés variables:

Dans le cas de la convection forcée, la réduction de la viscosité par le chauffage conduit a une
diminution de la contrainte de cisaillement au niveau des parois annulaires (moins de

frottements) et diminue la chute de pression significativement. Les chutes de pressions
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sont : AP* = 34.256,AP* = 31.593et AP* = 29.462, pour les niveaux de chauffagesq,, =

4172 %, qw = 8344 %et qw = 12516 %, respectivement. Pour la convection mixte, I'effet
de la réduction de viscosité est le méme que dans le cas de la convection forcée. Cependant,
I’écoulement secondaire de flottabilit¢ tend a augmenter la chute de pression par une tres
petite quantité. Par conséquent, la chute de pression de la convection mixte est légérement
supérieure a celui de la convection forcée, pour le méme niveau de chauffage. Les chutes de

pressions sont: AP* = 34.312,AP* = 31.711 et AP* = 29.626, pour les nombres de Grashof

5%x10° , 1 0*et 1.5x1 04, respectivement.
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Dans ce travail on a considéré un écoulement laminaire, visqueux et incompressible
dans I’espace annulaire compris entre deux cylindres elliptiques horizontaux. Le cylindre
intérieur est uniformément chauffé alors que le cylindre extérieur est adiabatique. Les deux
cylindres sont considéré statiques. A I’entrée de I’espace annulaire, 1’écoulement froid est
axial et uniforme tandis qu’a la sortie, I’écoulement et considéré axialement développé. Les
rayons elliptiques des cylindres intérieur et extérieur sont &; = 0.5 et €, = 1, respectivement.
La longueur des cylindres est égale a 100 fois la demi distance focale elliptique (a = 0,0045
m). Le nombre de Reynolds est Re=100. Le fluide considéré dans cette simulation est I'eau
(Pr=7) et sa viscosité et sa conductivité thermique peuvent étre considérées constantes, soit
comme des fonctions variables de la température. L’approximation de Boussinseq est
appliquée lorsqu’on tient compte la convection naturelle. Avec les propriétés constantes, on a
considéré quatre cas, le cas de la convection forcée simulée avec un nombre de Grashof égal a
zéro (Gr=0) et les trois cas de la convection mixte avec les nombres de Grashof Gr=5000,
Gr=1000 et Gr=15000. Avec les propriétés variables, on a considéré trois cas de la convection
forcée avec les flux de chaleur g, = 4172 %, Qw = 8344% etqy, = 12516% ; et trois cas
de la convection mixte avec les nombres de Grashof Gr=5000, Gr=1000 et Gr=15000

correspondant aux trois flux de chaleur cités.

Ce probleme physique est modélisé dans un repére cylindrique elliptique par les équations
différentielles aux dérivées partielles de conservation de la masse, des trois quantités de
mouvement et de I’énergie avec leurs conditions initiales et aux limites. La méthode des
volumes finis est utilisée pour discrétiser le domaine physique et les équations de Navier-
Stokes et de I’énergie. On a utilisé une discrétisation numérique spatio-temporelle du second
ordre. La solution séquentielle des systémes d’équations de discrétisation suit I’algorithme
SIMPLER. Le maillage utilis¢ a 42 points suivant la direction radiale, 202 points suivant la
direction axiale et 85 points suivant la direction azimutale. On a utilis¢ un pas de temps
At = 5.107* pour les deux cas des propriétés constantes (Gr=0 et Gr=5000) et pour tous les

autres cas, le pas de temps utilisé est At = 107%,

On a ¢laboré un code de calcul personnel, écrit en langage de Fortran. La validation des
résultats numériques de notre code est faite par une reproduction précise de la solution
analytique exacte de 1’écoulement axial développé et du champ thermique développé de la

convection forcée avec des propriétés constantes.
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Les résultats des écoulements et des champs thermiques de la convection forcée avec des
propriétés physiques constantes et variables et la convection mixte avec des propriétés
physiques constantes et variables ont été présentés et comparés.

Nous avons trouvé que la convection mixte avec des propriétés physiques variables donne des
écoulements et des champs thermiques qui sont qualitativement et quantitativement différents
de ceux de la convection forcée avec des propriétés variables et de ceux de convection mixte
avec des propriétés constantes. Cette différence augmente avec le niveau du chauffage
pariétal. On constate qu’avec des flux de chaleur relativement élevés, entrainant de larges
variations de température, les résultats de la convection mixte avec des propriétés variables

sont les plus réalistes.

Pour la convection mixte avec des propriétés physiques constantes, la flottabilité provoque
une asymétrie qui augmente le niveau de la vitesse axiale dans 1’espace annulaire de la partie
inférieure de la section transversale, et augmente le niveau de la température dans I’espace

annulaire de la partie supérieure de la section transversale.

Pour la convection mixte avec des propriétés physiques variables, l'effet combiné de la
réduction de la viscosité et de la flottabilité conduit a une dissymétrie qui augmente le niveau
de la vitesse axiale dans 1’espace annulaire de la partie supérieure de la section transversale et

qui modere le niveau de la température maximale dans la méme partie.

Pour les paramétres de contrdle géométriques, dynamiques et thermiques considérés, la
comparaison des nombres de Nusselt axiaux et moyens ont montré que, pour un méme niveau
de chauffage, le meilleur transfert de la chaleur est obtenu avec un écoulement de convection

mixte avec des propriétés physiques variables.

Par ailleurs, la chute de pression axiale est faiblement augmentée par la flottabilité (qui induit
I’écoulement secondaire), mais elle est considérablement réduite par la réduction de la

viscosité surtout lorsque le niveau de chauffage est augmenté.

L’essentiel du travail de cette these est publié dans une publication intitulée : « Forced and
Mixed Convection in the Annulus between Two Horizontal Confocal Elliptical
Cylinders », dans le journal : International Journal of Thermal Sciences. Volume 74,

Pages 126—-144. Dec.2013.
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Conclusion Générale Chapitre V

Nos perspectives futures sont nombreuses; nous pensons a [’amélioration du transfert
thermique par le remplissage de 1’espace annulaire avec un milieu poreux et a 1’étude de
I’effet de I’inclinaison du conduit par rapport a I’horizontale sur le transfert thermique et la
chute de pression axiale. Ces études peuvent éEtres détaillées avec les variations des

paramétres de controle géométriques, dynamiques et thermiques.
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The Effect Of Thermophysical Properties Variables On Mixed Convection In

Annular Space Between Two Horizontal Elliptic Cylinders

Abstract

This study presents a numerical simulation of the three dimensional laminar mixed convection
between two elliptical horizontal cylinders using temperature dependent physical properties.
The inner cylinder is uniformly heated whereas the outer cylinder is adiabatic. The flow and
thermal fields are modeled by the continuity, momentum and energy equations with appropriate
initial and boundary conditions using an elliptical coordinate system. The model equations are
numerically solved by a finite volume numerical method with second order accurate
spatiotemporal discretizations. For the considered geometric, dynamic and thermal controlling
parameters, it is found that the realistic consideration of the mixed convection with variable
physical properties gives physically sound flows and thermal fields that are qualitatively and
quantitatively different from those of forced convection with temperature dependent properties
and those of mixed convection with constant properties; the obtained Nusselt number is also
higher in this case. The heat transfer enhancement obtained by considering natural convection
within mixed convection with temperature dependent physical properties increases with the
increased Grashof number which is proportional to the heat flux imposed at the surface of the

inner cylinder.

Keywords: Mixed convection, Temperature dependent properties, Elliptic confocal

cylinders, Finite volume method.



&2 kol gyl el Juodl e Byl el dompy Alazalt A5l olgt 5T
el ool piglad y  Aed) slad

Pin
it lglanl Cny dalisl) (gl A1 Ll By OLA dadl AW dsde ST duhal sda p
i e (S s ) B AT Bt 1 oy sl e S8 Gl
BSA BaS” O ¥olee ¢ Aglaze¥) Dsles dauly ws pE gl A i g OLA L RbIS Gl Ellan Y
Sy pls el Al ud) 5wyl Lesdl jlee) G A=Y e Bl dslesy
ol e ol g sladll (3 Al as ) e Lgsis Azl et Al b Jlanal SN > £ syl
o bkl (g Lol Badly jlze) 6l domg WSl pulan a3 Ay aSalud)) ¢ demdidl AUl
Legiy oS sa sl A B 5 Ol Jlsd sne om 14 Gy Bdlae A8L5d) atlad)
LA ol o Sl 5 S oy iz Wi o) e (gl Jodl e Sl e il
Jpad) @ 54 L8 (3 el WL odn (3 58T SIS g i sieg 20U 858 ol e Lokl
@l 5 B By Bilaze 33U ol pe Lalodd (gl A a5 el g A e Ll ade

ot 1) Bl e 3dal) 31 3305w ol ) sl 8 sl BL iy

B DUl gaulc 8y el dor gy Alilans $34 51 ol gl cdalisad) (63 ol el ¢ e lied) LSS

W] C}:vd\ b Jg.ﬁ\ dondn) 45!



Résumé

Cette étude présente une simulation numérique en trois dimensions d’un écoulement laminaire
de la convection mixte entre deux cylindres elliptiques horizontaux avec des propriétés
physiques dépendant de la température. Le cylindre intérieur est uniformément chauffé tandis
que le cylindre extérieur est adiabatique. L’écoulement et les champs thermiques sont
modélisés par 1’équation de continuité, les trois équations de quantit¢ de mouvement et
I’équation de I'énergie avec des conditions initiales et aux limites appropriées en utilisant un
systéme de coordonnées elliptiques. Les équations du modele sont résolues numériquement par
la méthode des volumes finis avec une discrétisation spatio-temporelle du second ordre. Pour
une géométrie considérée, des parameétres de controle dynamiques et thermiques , il est constaté
qu’en réalité la prise en compte de la convection mixte avec des propriétés physiques variables
donne un sens physique sur I’écoulement et les champs thermiques qui sont qualitativement et
quantitativement différents de ceux de la convection forcée avec des propriétés dépendantes de
la température et les cas de la convection mixte avec des propriétés constantes, le nombre de
Nusselt obtenu est également plus élevé dans ce cas. L'amélioration du transfert de chaleur
obtenue en considérant la convection naturelle au sein de la convection mixte avec des
propriétés physiques dépendant de la température augmente avec 'augmentation du nombre de

Grashof qui est proportionnel au flux thermique imposé a la surface du cylindre intérieur.

Mots clé : Convection mixte, Propriétés dépendent de la température, cylindres elliptiques

confocaux, la méthode des volumes finis.



