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Résumé

Le modèle classique basé sur le groupe de Lie SU(3)L 
U(1)N avec des

quarks exotiques a été reformulé en un L-cycle dans le cadre du formalisme

de la géométrie non-associative. Les N charges des particules fermioniques et

leurs paramètres reliés aux contraintes sont des conséquences algébriques et

ils sont déterminés d�une manière unique. Le nombre des particules scalaires

est dicté par la non-associativité de la géométrie. Ce formalisme a permis de

produire, l�angle de Weinberg w , les masses des bosons de jauge scalaires et

neutres et aussi des angles de mixages ont été dérivés. En plus, de multiples

expressions du couplage vectoriel et axial des quarks et des leptons avec des

bosons de jauge neutres et des faibles limites pour les bosons de jauge lourds

ont été obtenus. Indépendamment de ce qui vient d�être cité, de nouvelles

sources de violation CP faibles du modèle de grande uni�cation E6 et E6

SUSY ont été obtenues. En plus il est montré que le nombre des matrices de

Cabibo- Kobayachi- Maskawa correspondant dépend de la brisure spontanée

de la symétrie du groupe de jauge et/ ou de la super symétrie.



Chapitre 1

Géommétrie non Commutative

Modèle Standard et au delà du

Modèle Standard

1.1 Introduction

L�une des grandes réalisations de la géométrie non commutative est la

géométrisation du modèle standard [1, 2, 3], en fait en GNC le boson du

Higgs subit un traitement du même ordre que les bosons W� et Z0. Dans

cette approche on peut ajouter à l�espace temps ordinaire des dimensions

discrètes additionnelles. Si les bosons de jauge sont associés à l�espace-temps

continu, le boson de Higgs résulte de la direction discrète après lui avoir

associé une symétrie de jauge. Dans l�approche de Connes en GNC, Il est

proposé une formule universelle associée à l�action en géométrie non com-

mutative, qui est le triplet spectral. Il est basé sur le spectre de l�opérateur
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de Dirac et il est géométriquement invariant. La nouvelle symétrie a pour

principe l�automorphisme d�une algèbre A qui combine en même temps les

di¤eomorphisme et les symétries internes. Appliqué à la géométrie, il dé�nit

le spectre du modèle standard et il donne une action qui uni�e la gravitation

avec le modèle standard à une très grande échelle de l�énergie. Seulement,

les prescriptions de Connes sont compatibles seulement avec les représenta-

tions linéaires des groupes de matrices et qui imposent des contraintes très

rigides aux modèles de jauge. Tout de même, il a été montré que [4, 5] les

seules modèles qui peuvent être construit dans cette approche sont le mo-

dèle standard, et les modèles de Pati-Salam [6] et de Pati-Mohapatra [7, 8].

Maintenant si on prend en compte la condition de réalité du K-cycle [9], les

deux derniers modèles seront exclus pour donner à la �n que le modèle stan-

dard comme un modèle unique compatible avec les prescriptions de Connes.

Il est important de mentionner qu�il existe autres formulations de la GNC

où il n�y a pas ce genre de restrictions [10, 11, 12, 13, 14]. Récemment, Wul-

kenhaar a proposé une modi�cation à la géométrie non commutative où la

géométrie di¤érentielle est formulée en termes d�algèbre de Lie di¤érentielle

gradée contrairement aux algèbres associatives unitaires comme c�est le cas

de l�approche de Connes [15, 16]. Son application à une série de modèles phy-

siques a été un succès. Malgré que cette série �gure hors du modèle standard

[17], �ipped SU(5)
 U(1) [18], le modèle SO(10) [19] et le modèle de jauge

left-right [20] ect...

La propriété intéressante de l�approche de Wulkenhaar ou la géométrie

non-associative (NAG) est l�utilisation d�une algèbre de Lie gradée et l�ob-

tention de relations entre les masses des fermions et des bosons ce qui est sem-
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blable au formalisme de Connes. D�autre part, le nombre de familles des fer-

mions dans la nature et aussi les masses des fermions et les angles de mixages

sont deux parties d�un puzzle en physique des particules moderne. Dans les

dix dernières années, l�extension 3�3�1 du modèle standard pour les inter-

actions fortes et électrofaibles, basées sur le groupe de jauge local SUc(3)


SUL(3) 
 UX(1) ont été étudiés largement [21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]. Il

découle une tentative intéressante pour expliquer la question des répliques

des familles. En e¤et, pour cette extension l�une des meilleurs propriétés

est que plusieurs modèles peuvent être construit dans son sein où l�annula-

tion d�anomalie est réalisée par une interaction commune entre les familles

[21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]. Dans une partie d�eux [21, 22, 23, 24], l�annula-

tion d�anomalie impose l�introduction de quarks avec les charges électriques

�4=3 et 5=3. Seulement, quelques modèles basés sur la structure de jauge

locale 3�3�1 sont souhaitables pour décrire quelques propriétés des neutri-

nos, parce qu�ils incluent naturellement quelques ingrédients dont on a besoin

pour expliquer masses et mixages [28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35].

Notre but dans cette thèse, est d�élargir la liste des modèles physiques en

GNC [17, 18, 19, 20] en reformulant le modèle 3 � 3 � 1 dans le cadre de

l�approche de Wulkenhaar de l�algèbre de Lie gradée et récupérer en output

de cette prescription, les multiples relations de spectres de masses, angles

de mixages et les V �A couplages dans les faibles courants neutres pour les

quarks et les leptons en plus on a pour but d�investir le groupe E6 et préparer

le terrain pour la construction de ce modèle dans le cadre de la géométrie

non commutative qui est notre objectif dans l�immédiat.

Cette thèse est organisé de la sorte : dans le premier chapitre on donne une
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présentation compacte et minimale de la géométrie non commutative mais

qui est nécessaire pour avoir une idée plus au moins précise sur la construc-

tion du modèle standard en géométrie non commutative et une tentative

d�élargir le modèle standard à un autre groupe plus large qui est le groupe

G = SU (2) 
 U (1) 
 U (1) 
 SU (3). Dans le deuxième chapitre c�est la

géométrie non associative qui sera présentée avec la construction du modèle

standard en s�étalant un peu plus sur les détails du calcul. Le troisième cha-

pitre représente l�essentiel du travail présenté dans cette thèse, où le modèle

3-3-1 a été construit dans le cadre de la GNA avec une étude qualitative

et phénoménologique détaillée. Dans le quatrième et dernier chapitre nous

présenterons en première partie une tentative de développement de l�opéra-

teur du Dirac dans le but de pouvoir construire un modèle qui se base sur

le groupe de Lie exceptionnel E6 toujours dans le cadre de la géométrie non

associative. Par contre dans la deuxième partie du quatrième chapitre on pré-

sentera le modèle de grande uni�cation E6 et E6 super symétrique et étude

des sources de violation CP dans le cadre de ce modèle. En �n on présentera

notre conclusion.

1.2 Interprétation Géométrique duModèle Stan-

dard

Le Modèle standard a été lentement élaboré à partir d�une multitude

de découvertes expérimentales et théoriques, où la découverte de la forme

vectorielle des courants faibles est très importante, l�hypothèse des bosons

intermédiaires qui remplace l�interaction à quatre fermions de la théorie de
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Fermi par une interaction renormalisable mais qui exige une masse consi-

dérable pour le boson de jauge où l�objectif historique était l�uni�cation de

l�interaction électromagnétique avec l�interaction faible. là il y avait une dif-

�culté majeure, car un champ de jauge de type Yang-Mills non abélien est

nécessairement de masse nulle . Et grâce à la découverte historique du méca-

nisme de Higgs qu�on a résolu ce problème, donc c�est grâce au phénomène

de la brisure spontanée de la symétrie que les masses des bosons de jauge

et des fermions sont engendrées et un nouveau champ appelé le Higgs est

introduit.

En explicitant le lagrangien du modèle standard :

L = LG + Lf + L' + Ly + LV (1.1)

De (1.1) on voit que le Higgs apparaît dans trois des cinq termes.

Lf est le terme cinétique des fermions :

Lf = �
P
f

�
 fL

�

�
@� + ig

ta
2
w�a + ig

yL
2
B� + ig

�b
2
V�b

�
 fL

�
+  fR

�

�
@� + ig

yR
2
B� + ig

�b
2
V�b

�
 fR

(1.2)

où yL; yR sont les hypercharges qui spéci�ent le couplage avec le champ

de jauge B� et elles sont données de manière ad hoc par :
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e; �; � �e; ��; �� u; c; t d; s; b

yL �1 �1 1
3

1
3

yR
4
3

4
3

�2
3

desquelles on peut avoir les charges exactes pour toute famille de quarks

et de leptons.

LG est le terme de jauge pure :

LG =
1

4

�
G��aG

a
��

�
+
1

4
(F��F

��) +
1

4

�
H��bH

b
��

�
(1.3)

où G��a est le champ de force du champ de jauge w�a de SU (2) ; F��

celui du champ de jauge B� de groupe U (1) et H��b celui du champ V�b de

groupe SU (3) :

L' est le terme cinétique des champs de Higgs :

L' = �
�����@� + ig

ta
2
w�a + ig

yL
2
B�

�
'

����2 (1.4)

où ' =

0@ '1

'2

1A est un doublet de SU (2) de champs scalaires complexes.

LY est le couplage de Yukawa Higgs-fermions :

LY = �
X
f;f 0

�
Hf;f 0

�
 fL:'

�
 f 0R +Hf;f 0 f 0R

�
': fL

��
(1.5)
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Et en �n LV qui représente l�auto interaction des bosons de Higgs :

LV = �2'+'� 1
2
�
�
'+'

�2
(1.6)

et qui est la base du mécanisme de Higgs (la brisure spontanée de la

symétrie).

Parmi ces cinq termes du lagrangien, les deux premiers sont parfaitement

géométriques, bien sur avec la critique faite sur le deuxième terme concernant

les valeurs "ad hoc" des hypercharges, mais il n�en va pas du tout de même

des trois derniers termes : L';LY ;LV dans lesquels le champ de Higgs est

impliqué. C�est la géométrie non commutative qui a résolu ce problème ce

qui a pu donner une signi�cation géométrique à ces trois termes.

Pour que le lagrangien L du modèle standard devient celui de Maxwell-

Dirac, il faut modi�er la structure géométrique �ne de l�espace temps.

La structure obtenu est déterminée d�une manière unique par le lagrangien

standard et correspond à un espace qui n�est ni continu ni discret, mais qui est

le produit d�un continu ordinaire de dimension quatre par un espace discret

�ni dans le cadre de la géométrie non commutative.

Le produit de deux espaces décrit par les modules ( Aj; Hj; Dj) est donné

par A1 
 A2 agissant dans l�espace de Hilbert H1 
H2 avec pour opérateur

D:

D = D1 � 1 + 1 
D2 (1.7)
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où la Z=2 graduation 1 anticommute avec D1 et commute avec A1:

Soit le simple exemple dans lequel la géométrie non commutative peut

être faite sur un ensemble �ni F . On prend l�espace F à deux points a

et b. L�algèbre A associée sera alors l�algèbre des fonctions sur F , qui est

caractérisée par f (a) et f (b) 2 C: Le module de Fredholm (H;D) sur A est

donnée par un espace de Hilbert H de dimension �nie où on peut toujours

diagonaliser l�action de A sous la forme :

f !

0@ f (a) 0

0 f (b)

1A (1.8)

et en utilisant une décomposition H = Ha +Hb de H en somme directe

de deux sous espaces. L�opérateur D prend la forme suivante :

D =

0@ 0 M�

M 0

1A (1.9)

oùM est une matrice. D dans ce cas anticommute avec la Z=2 graduation

 :

 =

0@ 1 0

0 �1

1A (1.10)
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Et la distance des points a et b dans l�espace géométrique F , qui est en

fait une distance géodésique donnée par :

d (a; b) = sup fjf (a)� f (b)j ; k[D; f ]k � 1g (1.11)

et le commutateur [D; f ] vaut :

[D; f ] = (f (b)� f (a))

0@ 0 M�

�M 0

1A (1.12)

ce qui permet de trouver l�égalité :

d (a; b) = 1=� (1.13)

� est la plus grande valeur caractèristique de M:

Et l�espace des potentiels-vecteurs dans ce cas est facile à déterminer et

un tel potentiel V est donné par :

V =

0@ 0 �M�

�M 0

1A (1.14)

où : � 2 C.

Et la courbure � :

� = dV + V 2 (1.15)

est donnée par :
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� = �
�
�+ �+ ��

�0@ MM� 0

0 MM�

1A (1.16)

et l�action de Maxwell-Dirac donne :

2
�
j�+ 1j2 � 1

�2
tr (M�M) + '

0@ 0
�
1 + �

�
M�

(1 + �)M 0

1A' (1.17)

de la dernière équation on peut aisément distinguer que le premier terme,

quantique a une ressemblance avec la self interaction quantique des champs

de Higgs et le deuxième avec le couplage de Yukawa : Higgs!fermions et en

e¤ectuant le produit (M4 = continu ordinaire)�(espace �ni à deux points F )

et que l�on calcul le lagrangien de Maxwelle-Dirac on obtient les termes LV
et LY et aussi L' ce qui est remarquable qui était en fait le point de départ

sur le modèle standard.

1.3 Axiomes de la Géométrie Non Commu-

tative

L�objet fondamental en géométrie non commutative est un triplet (A;H;D),

appelé triplet spectral.

Dé�nition 1. Un triplet spectral est un triplet (A;H;D) formé d�une

algèbre involutive Amunie d�une représentation involutive � sur un espace de

Hilbert H: D est un opérateur non borné et hermitien à résolvante compacte

et tel que [D; � (x)] soit borné pour tout x 2 A:
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Remarque. Dans tous ce qui suit, l�algèbre A n�intervient que par sa

représentation en tant qu�opérateurs sur H; si cette représentation n�est pas

injective, son noyau = est un idéal bilatère et l�algèbre A== a une représen-

tation �dèle.

Dé�nition 2. Un triplet spectral est pair s�il existe une involution her-

mitienne ; appelée chiralité qui anticommute avec D et commute avec � (x)

pour tout x 2 A:

Les axiomes qui seront énoncés dans ce qui suit, leur objectif est de ca-

ractériser en premier lieu les structures de spin sur une variété compacte M

de dimension n à l�aide des triplets spectraux (A;H;D) ; A est l�algèbre des

fonctions C1 sur M à valeurs complexes.

Axiome 1 (Dimension). Pour une géométrie de dimension n; ds =

jDj�1 est un in�nitésimal d�ordre 1=n:

Rappelons que par dé�nition, un opérateur compacte est un in�nitésimal

d�ordre � � 0 si la suite décroissante de valeurs propres (�k) k 2 N satisfait

à :

�kk!+1 = O

�
1

k�

�
(1.18)

Ainsi, D est un opérateur borné dont les valeurs propres croissent au

moins aussi vite que la suite k
1
n pour une variété de dimension n:

Ensuite il faut imposer à l�opérateur de Dirac d�être un opérateur di¤é-

rentiel d�ordre un.

Axiome 2 (Ordre un). Pour toutes fonctions a; b 2 A; on a
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[[D; � (a)] ; � (b)] = 0 (1.19)

Axiome 3 (Régularité). Pour toute fonction a 2 A; � (a) et [jDj ; � (a)]

appartiennent à l�intersection des domaines de toutes les puissances �k de

la dérivation � dé�ni par � (b) = [jDj ; b] lorsque b appartienne à l�algèbre

engendrée par � (a) et [jDj ; � (a)] :

Axiome 4 (Orientabilité). Il existe un cycle de Hoschild c 2 Zn (A) de

dimension n tel que � (c) = 1 lorsque n est impair et � (c) =  lorsque n est

pair.

Ce dernier axiome permet de caractériser algébriquement la chiralité  en

dimension paire. Tout comme n+1;  n�est dé�ni que lorsque la dimension

est paire, aussi en dimension impaire  est remplacé par 1:

Pour un produit tensoriel général

c = a0 
 a1 
 ::::::::an; (1.20)

On dé�nit

� (c) = � (a0) [D; � (a1)] ::::::::::::: [jDj ; � (an)] (1.21)

qui s�étend par linéarité à tous les éléments de A
(n+1):

Axiome 5 (Finitude). L�intersection des domaines de toutes les puis-

sancesDk de l�opérateur de Dirac est un module projectif �ni sur A sur lequel

la relation suivante dé�nit une structure hermitienneh; i.

12



h� (a) �; �i =
Z
a (�; �) dsn (1.23)

pour tous �; � 2 H et a 2 A:

Axiome 6 (Dualité de Poincaré). La matrice de la forme d�intersec-

tion :

\ : K� (A)�K� (A)! Z (1.24)

est non dégénérée. Où K� (A) est une notation collective pour tous les

Kn (A) ; et grâce au théorème de périodicité de Bott, on a Kn+2 (A) =

Kn (A) :

Dans le dernier axiome l�opérateur antiunitaire J est introduit, appelé

structure réelle, et J n�est autre que l�opérateur de conjugaison de charge

quand D est l�opérateur de Dirac, où dans le cas général il véri�e les relations

suivantes, dont la périodicité est modulo 8:

Axiome 7 (Réalité). Il existe une application antiunitaire J de H dans

lui même telle que. J� (a) J�1 = � (a)� pour tout a 2 A: De plus, J satisfait

aux conditions J2 = "; JD = "0DJ et J = "00J; où "; "0 et "00sont donnés,

selon la valeur de n modulo 8; par le tableau suivant.

n modulo 8 0 1 2 3 4 5 6 7

" 1 1 �1 �1 �1 �1 1 1

"0 1 �1 1 1 1 �1 �1 �1

"00 1 �1 1 �1

13



Les axiomes qu�on vient de citer, permettent de caractériser les triplets

spectraux (A;H;D) correspondant à la géométrie spinorielle sur une variété

compacte. Et pour étendre au cas de la géométrie non commutative ils doivent

subir les transformations suivantes.

Axiome 7� (Réalité). Il existe une application antiunitaire J de H

[J� (a) J�1; � (b)] = 0 pour tous a; b 2 A: De plus, J satisfait aux conditions

J2 = "; JD = "0DJ et J = "00J; où "; "0 et "00sont donnés, selon la valeur

de n modulo 8; par le tableau suivant :

n modulo 8 0 1 2 3 4 5 6 7

" 1 1 �1 �1 �1 �1 1 1

"0 1 �1 1 �1 1 �1 1 �1

"00 1 �1 1 �1

Puisque J� (a) J�1 commute avec � (b) pour tous a; b 2 A; J est très

similaire à l�opérateur de Tomita- Takesaki qui permet de passer de l�algèbre

de Von Newman engendré par � (A) à son commutant. Cependant, le com-

mutant de � (A) est en général plus grand que J� (a) J�1; ce qui implique

que J n�est pas égal à l�opérateur de Tomita-Takésaki en général.

En outre, l�opérateur J permet de représenter sur H l�algèbre A 
 Aop

par :

e� (A
 Aop) = � (A) J� (b�) J�1; (1.25)

où Aop est une algèbre identique à A en tant qu�espace vectoriel, mais dont

le produit de a par b est dé�ni par ba. De façon équivalente, � et J munissent
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H d�une structure de bimodule sur A;qui est utile pour la construction des

modèles physique dans ce cadre.

Axiome 1�(dimension). Il reste inchangé dans le cas non commutatif.

Puisqu�il ne fait appel qu�au spectre de l�opérateur de Dirac.

Avant de voir les modi�cations que subit l�axiome 2, il est indispensable

d�introduire le bimodule, pour généraliser la notion qui stipule que l�opérateur

de Dirac est un opérateur di¤érentiel du premier ordre.

Dé�nition 3. Soient A et B deux algèbres et M un (A;B)� bimodule,

une application linéaire D de M dans lui même est un opérateur du premier

ordre si elle véri�e.

D (a�b) + aD (�) b = aD (�b) +D (a�) b (1.26)

pour tous a; b 2 A et � 2M

L�axiome de réalité permet de munir H d�une structure de bimodule sur

A; aussi la généralisation de la condition d�ordre un est donné par.

Axiome 2�(Condition d�ordre un) : L�opérateur de Dirac véri�e.

�
[D; � (a)] ;=� (b)=�1

�
= 0 (1.27)

pour tous a; b 2 A:

L�axiome 3 : ne subit aucune modi�cation dans le cas non commutatif.

Axiome 4�:(Orientabilité) En dimension n;  est l�image d�un cycle

de Hochild de dimension n à valeurs dans A
 Aop:

Un élément c = (x
 y) 
 a1 
 ::::::::an 2 Cn (A;A
 Aop) est représenté

autant qu�opérateur sur H par :
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� (c) = � (x)=� (y)=�1 [D; � (a1)] ::::::::::::: [jDj ; � (an)] (1.28)

L�axiome 5 : (�nitude) ne subit aucune modi�cation.

L�axiome 6 : (Dualité de poincaré) lorsque A est non commutatif

la multiplicité n�est plus un morphisme d�algèbre et ne peut pas induire

l�applicationm� de k� (A)�k� (A) dans k� (A) dont on a besoin pour formuler

algébriquement la dualité de poincaré.

Partant de deux projections e1 et e2 dé�nissant deux classes dans k0 (A),

on leur associe la nouvelle projection e1 
 e2 qui dé�nit un élément de

k0 (A
 Aop) : Cet élément est représenté par � (e) = � (e1)=� (y)=�1 et

on dé�nit :

n (e1; e2) = dimker
�
� (e)D+� (e)

�
� dimker

�
� (e)D�� (e)

�
(1.29)

Dans le cas impair, la même démarche est employée en remplaçant les

projections par des unitaires.

1.4 Modèle Standard en Géométrie Non Com-

mutative

La géométrie non commutative nous permet de construire dans son sein

quelques théories de YHM, parmi elles bien sur le modèle standard. Dans ce
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cadre, usuellement on considère le produit ordinaire de géométrie euclidienne

à quatre dimensions et une variété compacte avec un espace non-commutatif

interne, toutes les propriétés de cette géométrie sont inclues dans le triplet

spectrale (At; Ht; Dt) qui est le résultat d�un produit de deux triplets spec-

traux correspondants aux deux espaces suivants :

At � C1 (M)
 A (1.30)

Ht = L2 (S;M)
H

Dt = i�@� 
 I + 5 
D

Où C1 (M) est l�algèbre commutative des fonctions continues (smoothe)

à valeurs complexes sur M représentée dans l�espace de Hilbert des spineurs

de Dirac à carré intégrable L2 (S;M) par la multiplication usuelle et les

� sont les matrices de Dirac euclidiennes et hermitiennes. (A;H;D) est le

triplet spectral de l�espace interne qui a � pour représentation involutive et

�dèle de l�algèbre involutive et de dimension �nie dans l�espace de Hilbert

de dimension �nie de tous les fermions et les antifermions existants dans la

théorie et un opérateur hermitien D de H; appelé opérateur de Dirac, qui

contient toutes les masses des fermions et les termes de mixages.

Pour obtenir une généralisation de la géométrie riemannienne ordinaire

dans un espace temps non commutatif, le triplet spectral doit satisfaire tous

les axiomes de la géométrie non commutative cités ci dessus avec deux autres

opérateurs qui sont, l�opérateur conjugaison de charge Jt (qui échange les
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particules et les antiparticules) et la chiralité �t (qui sélectionne les particules

lefts et rights) dans le produit de géométrique qu�on a dé�nit, ils sont donnés

par le produit tensoriel des opérateurs usuelles de la conjugaison de charge et

la chiralité sur les spineurs avec les opérateurs J et � de l�espace de Hilbert

à dimension �ni H:

Le triplet spectral le plus général peut être écrit sous la forme suivante :

� =

0BBBBBB@
�L 0 0 0

0 �R 0 0

0 0 �cL 0

0 0 0 �cR

1CCCCCCA ; D =

0BBBBBB@
0 M 0 0

M� 0 0 0

0 0 0 M

0 0 M
�

0

1CCCCCCA (1.31)

� =

0BBBBBB@
�I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 �I 0

0 0 0 I

1CCCCCCA ; J =

0BBBBBB@
0 0 I 0

0 0 0 I

I 0 0 0

0 I 0 0

1CCCCCCAC (1.32)

Où L et R désignent les fermions gauches et droits et le sub-indice c

désigne les antifermions, M est la matrice de masse avec mixage de tous les

fermions, C est la conjugaison complexe et I est la matrice identité avec la

dimension souhaité. On note aussi que dans ce cas tous les axiomes de la GNC

se réduisent aux trois axiomes de réalité dualité de Poincare et l�orientabilité.

Pour obtenir le triplet spectral (At; Ht; Dt) il faut dé�nir une algèbre

di¤érentielle qui sera représentée dans l�espace de Hilbert Ht; en fait cette
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représentation est obtenue en remplaçant la dérivée extérieur par des commu-

tateurs avecDt; et en particulier les champs de jauge et de Higgs apparaissent

comme des antihemitiens 1�forme sur l�espace produit.

Due à la forme de Dt; ces 1�forme se divisent en des champs de jauge

et des champs de Higgs, assumons une implicite dépendance avec l�espace

temps, le champs de Higgs peut être écrit en 1�forme purement non-commutatif :

H �
X
i

�
�
x0i
� �
D; �

�
x1i
��

(1.33)

avec x0i et x
1
i 2 A. Et sa courbure est dé�nit par :

C = �H +H2 (1.34)

où � est la dérivation dans l�algèbre di¤érentielle interne.

Donc, le potentiel de Higgs préliminaire est :

V0 (H) � Tr
�
zC2

�
(1.35)

Où z est une matrice qui est dé�nit positive et qui commute avec � (A),

J� (x0i ) J et D; tel que :

(!; !0) � Tr (z!�!0) (1.36)

Qui est le produit scalaire entre deux 2�forms ! et !0 du même degré. En

conséquence et qui est en fait l�un des résultats les plus importants en GNC

est que le champs de Higgs et le potentiel de higgs ont une interprétation
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géométrique, où le champs de Higgs peut être considéré comme un champs

de jauge dans l�espace interne et le potentiel de Higgs n�est que le carré de

la norme de sa courbure.

Finalement, on peut associer cette forme explicite au triplet spectral du

modèle standard :

�L (a) = diag (a
 I3N ; a
 IN) (1.37)

�R (b) = diag
�
bI3N ; bI3N ; bIN

�
(1.38)

�cL (b; c) = diag
�
I2N 
 c; b
 I2N

�
(1.39)

�cR (b; c) = diag
�
I2N 
 c; bIN

�
(1.40)

Le triplet spectral (A;H;D) correspondant au modèle standard doit être

choisit de telle manière que le groupe de jauge obtenu, soit un groupe des

unitaires de A: Puisque le groupe de jauge du modèle standard est SU(2)


U(1)
 SU(3); l�algèbre la plus adaptée est :

A = H � C+M3 (C) (1.41)
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Dont le groupe des unitaires est SU(2)
U(1)
SU(3) et avec la condition

d�unimodularité, on peut éliminer un facteur de U (1) :L�espace de Hilbert est

formé de toutes les particules et anti-particules du modèle standard, consi-

dérées comme des fermions de Weyl.

Si on considère l�existance de trois familles de fermions, il y a 90 particules

qui seront réparties dans les quatre espaces suivants :

H = HP
L �HP

R �HA
L �HA

R (1.42)

L�éspace HP
L = C24qui contient toutes les particules gauches, qui seront

réparties sur la base suivante :

0@ u

d

1A
L

;

0@ c

s

1A
L

;

0@ t

b

1A
L

;

0@ �e

e

1A
L

;

0@ ��

�

1A
L

;

0@ ��

�

1A
L

; (1.43)

nb : Les indices de couleurs pour les quarks ont été omis.

De même HP
R = C21 est l�espace de Hilbert des particules droites dans la

base :

(u)R ; (c)R ; (t)R ; (d)R ; (s)R ; (b)R ; (e)R ; (�)R ; (�)R (1.44)

Et les anti-particules sont contenues dans les espaces HA
L �HA

R :

La représentation � est diagonale par blocs.

� = �PL � �PR � �AL � �AR: (1.45)
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Et en se basant sur les bases des particules données si dessus on a les

blocs de représentation suivants.

�PL (a) = diag (a
 I9; a
 I3) (1.46)

�PR (b) = diag
�
b
 I9; b
 I9; b
 I3

�
(1.47)

�AL (b; c) = diag (I6 
 c; b
 I6) (1.48)

�AR (b; c) = diag (I6 
 c; b
 I3) (1.49)

où (a; b; c) 2 H � C+M3 (C) et :

� =

0BBBBBB@
�I24 0 0 0

0 I21 0 0

0 0 �I24 0

0 0 0 I21

1CCCCCCA ; J =

0BBBBBB@
0 0 I24 0

0 0 0 I21

I24 0 0 0

0 I21 0 0

1CCCCCCAC

(1.50)

L�opérateur de Dirac est
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0BBBBBB@
0 M 0 0

M� 0 0 0

0 0 0 M

0 0 M
�

0

1CCCCCCA
où :

M =

0BBBBBB@
Mu 
 I3 0

0 Md 
 I3
0

0

0@ 0

Me

1A

1CCCCCCA (1.51)

avec :

Mu = diag (mu;mc;mt) ;

Md = VCKMdiag (md;ms;mb) ;

Me = diag (me;m�;m� )

(1.52)

La description du triplet spectral �ni associé au modèle standard illustré

si dessus doit satisfaire aux axiomes de la GNC relatifs aux triplets spectraux

�nis, vus précédemment.
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1.5 Exemple d�Extension duModèle Standard

par un Boson de Jauge de Plus (Z 0) en

GNC.

Dans cette section est illustré un exemple d�extension du modèle standard

avec la particule hypothétique qui est le Z 0: Le choix du triplet spectral

(At; Ht; Dt) dans ce cas n�est pas arbitraire et il doit toujours satisfaire à

l�ensemble des axiomes de la GNC[59] , dans ce cas ils se réduisent aux

axiomes de réalité, dualité de Poincaré et de l�orientabilité.

L�axiome de réalité est équivalent aux deux relations suivantes :

[� (x) ; J� (x0) J ] = 0; [[D; � (x)] ; J� (x0) J ] = 0 x; x0 2 A: (1.53)

Et l�axiome de dualité de Poincare est donné par la relation suivante :

\ij = Tr (�� (pi) J� (pJ) J) (1.54)

où les pi sont les projecteurs hermitiens minimales de l�algèbre.

L�axiome d�orientabilité révèle que la chiralité peut être écrite de la ma-

nière suivante :

� =
X
i

� (ai) J� (bi) J ai; bi 2 A (1.55)

Pour obtenir une extension du modèle standard par U (1) il faut modi�er

le triplet spectral, pour cela c�est seulement la représentation de l�algèbre du

24



modèle standard qui doit être modi�er pour obtenir une représentation � de

l�algèbre H � C � C �M3 (C) où on prend � (a; b; b0; c) tel que (a; b; b0; c) 2

H � C � C �M3 (C) ; sans changer les secteurs faible et fort, avec bien sur

l�espace de Hilbert H et les opérateurs J; � et D sont maintenus inchangés.

Donc �L; �
c
L et �

c
R restent les mêmes et �R peut être écrit :

�R (b; b
0) = diag (�I3N ; �I3N ; IN) (1.56)

avec �; �;  2
n
b; b; b0; b

0
o
et N c�est le nombre de familles.

Ce qui permet d�avoir :

� = � (�I2; 1; 1; I3) J� (�I2; 1; 1; I3) J ce qui satisfait à l�axiome d�orien-

tabilité. par contre, le déterminant des interactions est égal à zéro pour des

distributions particulières de la représentation � . En éliminant ces représen-

tations, les axiomes de la GNC permettent d�avoir 40 possibilités de triplets

spectraux qui seront présentés dans le tableaux suivants :

� �  det\

b; b b; b b; b = 0

b; b b; b b0; b
0 6= 0

b; b b0; b
0
b; b 6= 0

b0; b
0
b; b b; b 6= 0

b; b b0; b
0
b0; b

0
= 0

b0; b
0
b0; b

0
b; b 6= 0

b0; b
0
b; b b0; b

0
= 0

b0; b
0
b0; b

0
b0; b

0 6= 0
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On note que les 40 triplets spectraux ont été proposés par rapport à leur

satisfactions aux axiomes de la GNC ou en tenant compte des contraintes

géométriques, mais on ne peux pas dire pour autant qu�ils sont satisfaisants

avant d�analyser les contraintes et les résultats physiques.

L�analyse des contraintes physiques se divise en deux parties distinctes :

l�annulation d�anomalie et la charge électrique.

1.5.1 Contraintes Géométriques :

En GNC, le groupe de jauge G est obtenu à partir d�un groupe d�éléments

unitaires de l�algèbre A après application de la condition d�unimodularité qui

est donné dans ce cas par[59] :

Trp [� (a; b; b
0; c) + J� (a; b; b0; c) J ] = 0 (1.57)

Ce qui permet de noter l�algèbre de Lie du groupe d�éléments unitaires par

G = su (2)�iR+iR+su (3) qui a pour représentation e� = diag (e�L;e�R;e�cL;e�cR)
dans l�espace de Hilbert avec :

e�L (a) = diag (a
 I3N ; a
 IN) ;e�R (b; b0) = diag ((yub+ y0ub
0) I3N ; (ydb+ y0db

0) I3N ; (yeb+ y0eb
0) IN) ;e�cL (b; b0; c) = diag (I2N 
 (c+ ubI3 + u0b0I3) ;�bI2N) ;e�cR (b; b0; c) = diag (I2N 
 (c+ ubI3 + u0b0I3) ;�bIN) ;

(1.58)
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où (a; b; b0; c) 2 ig; y; y0 2 f1; 0;�1g (l�hypercharges généralisées) et u et

u0 des combinaisons linéaires rationnelles des hypercharges généralisées. En

général l�élimination des anomalies de jauge revient à résoudre l�équation :

Trp
�
� (e� (x) + Je� (x) J)3� = 0 pour tout x 2 ig (1.59)

De cette équation il découle immédiatement que toute extension U (1)

du modèle standard est anomale, puisque le groupe de jauge dans ce cas

contient quatre constantes de couplages et l�élimination des anomalies dans

ce cas ne peut se passer que par l�ajout de nouveaux fermions ou l�adoption

d�une base de YMH encore plus large, c�est ce qui a été adopter dans ce cas,

Et en étendant cette étude à la charge électrique qui en fait pour qu�elle soit

reproduite dans le cadre de la GNC il faut trouver un élément x 2 ig tel

que Q = e� (x) + Je� (x) J , ce qui permet à la �n de sélectionner 14 triplets
spectraux satisfaisants tous aux axiomes géomètriques et physiques :
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yu y0u yd y0d ye y0e u u0 Type

0 1 0 �1 0 �1 1
4

1
12

1

0 �1 0 1 0 1 1
4

� 1
12

1

1 0 �1 0 0 1 1
4

� 1
12

2

0 1 0 �1 �1 0 1
3

0 2

1 0 �1 0 0 -1 1
3

0 2

1 0 �1 0 0 �1 1
4

1
12

2

0 �1 �1 0 0 1 1
2

1
6

3

1 0 0 �1 �1 0 1
12

1
4

3

1 0 0 1 �1 0 1
12

�1
4

3

0 1 �1 0 0 �1 1
2

�1
6

3

1 0 0 1 0 1 0 �1
3

4

0 1 �1 0 �1 0 7
12

�1
4

4

0 �1 �1 0 �1 0 7
12

1
4

4

1 0 0 �1 0 �1 0 1
3

4

après avoir analyser les anomalies géométrique et physique ce qui a permis

d�identi�er un nombre limité des triplets spectraux répondant aux contraintes

exigées par les axiomes de la GNC, le calcul de la masse du Z 0 après avoir

passé par les étapes habituelles comme la brisure spontanée de la symétrie

avec un potentiel de Higgs qui est donné en général en GNC par :

H =
X
i

�
�
x0i
� �
D; �

�
x1i
��

avec x0i et x
1
i 2 A (1.60)

Et en performant le changement de variables suivant � = H � iD ce qui

permet d�avoir la courbure :
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C = �2 +D2 + � (1.61)

Et après avoir éliminer les junks et un long calcul, la masse du Z 0 sera

donné par :

m2
Z +m2

Z0 � m2
t (1.62)

Ce qui veut dire que la masse du Z 0 ne peut pas accéder à 170GeV:

Dans ce dernier exemple qu�on vient de voir, il ressort comme résultat

principale que le modèle qui étudie en fait toutes les extensionsU (1) du mo-

dèle standard et dans le cadre de la géométrie non commutative sans ajouter

de nouvelles particules est anomale, non seulement ce modèle mais la plus

part des travaux [58, 59] qui ont tenté de construire des modèles allant au

delà du modèle standard dans le cadre de la géométrie non commutative

contiennent tous des anomalies, ce qui a laissé émerger de nouvelles voix

autres que la géométrie non commutative tel que dans les espaces non com-

mutatifs ou d�autres qui sont des déformations de la géométries non commu-

tative comme dans le cas des modèles présentés par Chamseddine [14, 55, 56],

ou le cadre de la géométrie non-commutative à algèbre de Lie gradée qui est

nommé géométrie non associative où dans ce cadre plusieurs modèles allant

audelà du modèle standards ont été construits [15, 16, 17, 18, 19] et qui s�est

avéré très e¢ caces pour la construction de ce genre de modèle, ce qui nous a

encouragé de poursuivre dans ce chemin en procédant à la construction de

nombreux modèles sûr tous ceux qui présentent des propriétés phénoménolo-

giques importantes tel que SU (2)L 
SU (2)R et qui a été déja construit dans
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le cadre de la géométrie non associative par des membres de notre groupe [20],

continuant dans la même lancé et en portant la �amme de la construction

de modéles au delà du modèle standard mais avec des propriétés physique

intéressantes tel que le modèle SU (3)L 
 U (1)N qui est un modèle libre

d�anomalie ou bien le modèle de grande uni�cation E6 qui est aussi libre

d�anomalie.
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Chapitre 2

Géométrie Non Assotiative et

Modèle Standard

2.1 Introduction

La plus importante application de la géométrie non commutative à la phy-

sique est la description uni�ée du modèle standard se basant sur les triplets

spectraux vu dans le chapitre précédent, on a vu aussi que toute tentative de

produire dans ce cadre des modèles allant au delà du modèle standard ont

échoué[14],[55, 56, 58, 59].

Pour cela une modi�cation de la géométrie non commutative est néces-

saire et ce qui a été proposé [15, 16, 17, 18, 19] par l�utilisation de l�algèbre

unitaire de Lie à la place de l��-algèbre associative, les algèbres de Lie sont

des algèbres non-associatives ce qui donne en fait l�origine à la nomination

�géomètrie non-associative�.
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L�avantage de la géométrie non-associative est de pouvoir construire une

large classe de modèles physique parmi eux le modèle standard qui peut

être construit d�une manière élégante [17, 18, 19, 20] et d�autres modèles de

grande uni�cation.

Tout de suite dans cette thèse on reproduira la construction du modèle

standard dans le cadre de la géométrie non-associative, et on proposera la

construction d�autres modèles de grande uni�cation dans le même cadre qui

est la géométrie non-associative dans les deux chapitres qui suivent.

2.2 Contenu de la Géométrie Non Associa-

tive

L�objet principal en géométrie non associative est le L-cycle (g; h;D; �;�);

qui est constitué d�une � représentation � d�une algèbre de Lie unitaire g des

opérateurs bornés (bounded) sur un espace de Hilbert h, ensemble avec un

opérateur auto adjoint D sur h de résolvance compacte et un opérateur auto

adjoint � sur h,

�2 = idh (2.1)

qui commute avec � (a) et anticommute avec D; L�opérateur D doit être

non dégénéré mais le commutateur [D; � (g)] est dégénéré, avec les L-cycles

des modèles physique sont naturellement construits si on a les données sui-

vantes :

1) Un groupe G (groupe de Lie) de transformation de jauge locale.
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2) Des spineurs fermionique chiraux  se transformant à travers une re-

présentation
~
� de G:

3) Une matrice de masse fermionique eM , i.e. des masses pour les fermions

plus une matrice généralisé de Kobayachi-Maskawa.

4) Une possible contenu de brisure de la symétrie dans G:

g = C1 (X)
 a (2.2)

g est l�algèbre de Lie du groupe G, où a est une algèbre de Lie matricielle

et C1 (X) est l�algèbre sur un espace temps (compacte euclidien) X:

Soit :

L2 (X;S)
 CF (2.3)

où L2 (X;S) l�espace de Hilbert des bispineurs à carré intégrable.

Soit � = 1 
 b� qui est ~
�� di¤érentiel, où b� est une représentation de a

dans MFC.

D = D 
 1F + 5 
M (2.4)

où D est l�opérateur de Dirac sur X etM 2MFC tel que 5
M coïncide

avec eM pour les fermions chiraux. Les propriétés chirales des fermions sont

contenues dans :

� = 5 
 b� (2.5)

L�association de la théorie de champ de jauge au L-cycle a les propriétés

suivantes :
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Soit 
1a l�espace de commutateurs de forme :

!1 =
X
�;z�0

�
az�; ::::

�
a1�; da

0
�

�
:::
�
; ai� 2 a: (2.6)

L�application de la transformation linéaire

b� : 
1 a!MFC et b� : 
1 a!MFC (2.7)

est dé�nit par :

b� �!1� = X
�;z�0

[b� (az�) :::::::::: �b� �a2�� �b� �a1�� ; ��iM; b� �a0���� :::::::::� (2.8)

b� �!1� = X
�;z�0

[b� (az�) :::::::::: �b� �a2�� �b� �a1�� ; �M2; b� �a0���� :::::::::� (2.9)

On dé�nit :


n a � !n =
X
�;z�0

�
!1n;�

�
!1n�1;�:::::;

�
!12;�; !

1
1;�

��
:::::::::

�
; (2.10)

où !1i;� 2 
1 a!MFC :

et l�extension de b� et b� à 
na est donnée d�une manière récurrente par
b� ��!1; !k�� := b� �!1� b� �!k�� (�1)k b� �!k� b� �!1� ; (2.11)

b� ��!1; !k�� := b� �!1� b� �!k��b� �!k� b� �!1��b� �!1� b� �!k��(�1)k b� �!k� b� �!k�
(2.12)
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On dé�nit pour n � 2

b� (=na) := fb� �!n�1� ; !n�1 2 
n�1a \ kerb�g: (2.13)

Dé�nissons les espaces r0a �MF(C) et r1a �MF(C) par :

:
r0a = � (r0a)� = b� (r0a) b�;
r1a = � (r1a)� = �b� (r1a) b�

[r0a;b� (a)] � b� (a)
[r0a;b� (
1a)] � b� (
1a)

fr0a;b� (a)g � fb� (a) ;b� (a)g+ b� (
2a)

fr0a;b� (
1a)g � fb� (a) ;b� (
1a)g+ b� (
3a)

[r1a;b� (a)] � b� (
1a)

fr1a;b� (
1a)g � fb� (a) ;b� (a)g+ b� (
2a)

(2.14)

On dé�nit les espaces j0a;j1a;j2a�MF(C) qui sont des matrices F � F

utiles pour la construction de la courbure � par :

j0a=c0a

j1a=c1a

j2a=c2a+b� (=2a) + fb� (a) ;b� (a)g
(2.15a)

tel que :
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c0a=� (c0a)� = b� (c0a) b�
c1a=� (c1a)� = �b� (c1a) b�
c2a=� (c2a)� = �b� (c2a) b�
c0a:b� (a)=c1a:b�(a)=0

c0a:b� (
1a)=c1a:b� (
1a) =0

[c2a;b� (a)] =0
[c2a;b� (
1a)] = 0

(2.15b)

et la connection � est de la suivante structure :

� =
X
�

�
c1� 
m0

� + c0�
5 
m1

�

�
(2.16)

où : c1� 2 �1, c0� 2 �0, m0
� 2 r0a, m1

� 2 r1a et �k, où �k est l�espace

di¤érentiel des k�formes représenté par les matrices gamma.

Et de la connection � on peut obtenir la courbure � :

� = d�+ �2 � if5 
M;�g+ b�g(�)5 + J2g;

J2g = (�2 
 j0a)� (�15 
 j1a)� (�0 
 j2a)
(2.17)

où d est la dérivée externe et b�g est l�extension des éléments donnés par
l�équation juste au dessus.

après avoir calculer la courbure on doit sélectionner les solutions e (�)

orthogonales à J2g; i.e. on élimine les junks j 2 J2g tel que :

e(�) = d�+ �2 � if5 
M;�g+ b�g(�)5 + j (2.18)
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tel que :

Z
X

dxtr
�
e(�)j2

�
= 0 8j2 2 J2g (2.19)

Finalement on peut calculer les actions bosoniques et fermioniques :

SB =

Z
X

dx
1

g20F
tr (e(�))2 ; SF =

Z
X

dx � (D + � ) (2.20)

Où g0 est une constante de couplage et  2 h. Et avec une rotation de

wick on obtiendra les bosons de jauges.

En fait ce que nous venons de voir est une sorte d�organigramme qui doit

être suivit étape par étape dans le but de construire des modèles physique

dans le cadre de GNA.

2.3 Le Modèle Standard en Géométrie Non

Associative

L�algèbre de Lie matricielle du modèle standard est

a = u (1)� su (2)� su (3) (2.21)

L�espace de Hilbert est C48, avec �R inclut, les éléments de C48 sont

représenté par les fermions de la première génération de la manière suivante :
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�
uL; dL; uR; dR; �L; eL; �R; eR

�T
2 C48 (2.22)

où uL; dL; uR; dR 2 C3 
 C3 et �L; eL; �R; eR 2 C3:

La représentation b� de a sur C48 est :
b� ((a1; a2; a3)) = diag (b�q ((a1; a2; a3)) ; b�l ((a1; a2; a3)))

où

b�q (a1; a2; a3) = if0

0BBBBBB@
1
3
13 
 13 0 0 0

0 1
3
13 
 13 0 0

0 0 4
3
13 
 13 0

0 0 0 �2
3
13 
 13

1CCCCCCA

+

0BBBBBB@
(a3 + if313)
 13; i (f1 � if2) 13 
 13; 0 0

i (f1 + if2) 13 
 13 : (a3 � if313)
 13; 0 0

0 0 a3 
 13 0

0 0 0 a3 
 13

1CCCCCCA
(2.23)

et
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b�l (a1; a2; a3) = if0

0BBBBBB@
�I3 0 0 0

0 �I3 0 0

0 0 03 0

0 0 0 �2:I3

1CCCCCCA

+

0BBBBBB@
if3 
 13; i (f1 � if2)
 I3; 0 0

i (f1 + if2)
 13; �if3 
 13; 0 0

0 0 03 0

0 0 0 03

1CCCCCCA

(2.24)

où a3 2 su(3) � M3C qu�on écrit par une représentation matricielle

standard,

a2 =

0@ if3 
 13; i (f1 � if2)

i (f1 + if2) ; �if3 
 13

1A 2 su(2); (2.25)

pour f1; f2; f3 2 R;et a1 = if0 2 u(1) � iR.

L�opérateur de Dirac généralisé est :

M = diag(Mq;Ml)

où
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Mq =

0BBBBBB@
0 0 13 
Mu 0

0 0 0 13 
Md

13 
M�
u 0 0 0

0 13 
M�
d 0 0

1CCCCCCA (2.26)

et :

Ml =

0BBBBBB@
0 0 M� 0

0 0 0 Me

M�
� 0 0 0

0 M�
e 0 0

1CCCCCCA (2.27)

où Mu;Md;M� ;Me 2 M3C qui sont des matrices de masse pour les fer-

mions et qui doivent être du même type, di¤érents de zéros et ils sont non

dégénéré.

pour ai� = (a1; a2; a3), l�espace b� (
1a) est représenté par � 1 :

� 1 = b� �!1� = X
�;z�0

[b� (az�) :::: �b� �a2�� �b� �a1�� ; ��iM; b� �a0���� :::� (2.28)

et il est donné par :

� 1 = diag
��
� 1q; �

1
l

��
(2.29)

où :
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� 1q := i

0BBBBBB@
0 0 b2I3 
Mu b1I3 
Md

0 0 �b1I3 
Mu b2I3 
Md

b2I3 
M�
u �b1I3 
M�

u 0 0

b1I3 
Md b2I3 
M�
d 0 0

1CCCCCCA (2.30)

et :

� 1l := i

0BBBBBB@
0 0 b2 
M� b1 
Me

0 0 �b1 
M� b2 
Me

b2 
M�
� �b1 
M�

� 0 0

b1 
Me b2 
M�
e 0 0

1CCCCCCA (2.31)

L�opérateur de graduation est :

b� = diag (�I3 
 I3;�I3 
 I3; I3 
 I3; I3 
 I3;�I3;�I3; I3; I3) (2.32)

tel que :

b� = I48 (2.33)

hb�; b� (a)i = 0 (2.34)
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nb�;Mo = 0 (2.35)

et :

nb�; b� �
1a�o = 0 (2.36)

Soit

0@ if3 
 13; i (f1 � if2)

i (f1 + if2) ; �if3 
 13

1A :=

=

0@ i
�
jb2j2 � jb1j2

�
; �2ib1b2

�2ib1b2; �
�
jb2j2 � jb1j2

�
1A 2 su (2)

on a donc :

�
� 1; � 1

	
= diag

��
� 1; � 1

	
q
;
�
� 1; � 1

	
l

�
(2.37)

où

f� 1; � 1gq =

0BBBBBB@
if3I3 
Mud; i (f1 � if2) I3 
Mud; 0 0

i (f1 + if2) I3 
Mud; �if3 
 I3 
Mud; 0 0

0 0 09 0

0 0 0 09

1CCCCCCA

� (kb21k+ kb22k) diag
�
I3 
Mfudg; I3 
Mfudg; I3 
 2M�

uMu; I3 
 2M�
dMd

�
(2.38)
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et

f� 1; � 1gl =

0BBBBBB@
if3 
M�e; i (f1 � if2)
M�e; 0 0

i (f1 + if2)
M�e; �if3 
M�e; 0 0

0 0 03 0

0 0 0 03

1CCCCCCA
� (kb21k+ kb22k) diag

�
Mf�eg;Mf�eg; 2M�M

�
� ; 2MdM

�
d

�
(2.39)

Ensuite on peut obtenir :

b� �!1� = X
�;z�0

[b� (az�) :::::::::: �b� �a2�� �b� �a1�� ; �M2; b� �a0���� :::::::::� (2.40)

et qui est donnée par :

b� �!1� = diag
�b� �!1�

q
; b� �!1�

l

�
(2.41)

où :

b� �!1�
q
=

0BBBBBB@
if3I3 
Mud; i (f1 � if2) I3 
Mud; 0 0

i (f1 + if2) I3 
Mud; �if3 
 I3 
Mud; 0 0

0 0 09 0

0 0 0 09

1CCCCCCA (2.42)

et
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b� �!1�
l
=

0BBBBBB@
if3 
M�e; i (f1 � if2)
M�e; 0 0

i (f1 + if2)
M�e; �if3 
M�e; 0 0

0 0 03 0

0 0 0 03

1CCCCCCA (2.42)

Tout élément de b� (=2a) est de la forme de b� (!1) on peut écrire donc :
b� �
1a� = b� �=2a� (2.43)

et ce qui nous permet d�écrire :

f� 1; � 1gq = � (kb21k+ kb22k)

diag(I3 
Mfudg; I3 
Mfudg; I3 
 2M�
uMu; I3 
 2M�

dMdmod b�q (=2a)
(2.44)

�
� 1; � 1

	
l
= �

�b21+ b22� diag(Mf�eg;Mf�eg; 2M�M
�
� ; 2MdM

�
d mod b�l �=2a�

(2.45)

Pour n � 3 il est facile de prouver que :

b� (
na) = b� (=na) (2.46)

où f�q(a1; a3); �q(a1; a3)g 3 diag (Aq +�q; Al +�l). Tel que Aq est dia-
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gonale en bloc de la forme suivante :

Aq =
X

i
�

diag
�
A0q

�
4
3
b�0� + �0�

�
a3;�

�
�2
3
b�0� + �0�

�
a3;�

�

 I3 (2.47)

où :

A0q =

0@ �
1
3
b�0� + �3� + �0�

�
a3;� +

1
3
ib�3�I3 �

�1� � i�2�
�
a3;� +

1
3

�b�1� � ib�2�� I3�
�1� + i�2�

�
a3;� +

1
3

�b�1� + ib�2�� I3 �
1
3
b�0� � �3� + �0�

�
a3;� � 1

3
ib�3�I3

1A
et

Al =
X

i
�

0BBBBBB@
�ib�3�I3 �i

�b�1� � ib�2�� I3 0 0

�i
�b�1� + ib�2�� I3 ib�3�I3 0 0

0 0 03 0

0 0 0 03

1CCCCCCA (2.48)

avec :

�q = diag(

�
�+ e�+ 1

9
b�� I3;��+ e�+ 1

9
b�� I3 (2.49)

;

�
�+

16

9
b�� I3;��+ 4

9
b�� I3)
 I3

et

�l = diag
��e�+ b�� I3;�e�+ b�� I3; 03; 4b�I3� (2.50)
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où a3;� 2 su (3) et �0�; �1�; �2�; �3�; b�1�; b�2�; b�2�; �; e�; b� 2 R
Maintenant et pour pouvoir écrire la structure de la connection il faut

trouver les espaces r0a et r1a; après quelques véri�cations et en tenant compte

des matrices de masse générique Mu;Md;M� ;Me on peut facilement prouver

que :

r0a = b� (a) (2.51)

r1a = b� �
1a� :
et toujours et dans le même contexte des matrices de masses génériques

on trouve :

j0a = 0; (2.52)

j1a = 0

et

j2a = b� (=2a)� (fb�(a); b�(a)g+ diag (RI36;RI12))

3 J2 � diag (Aq; Al)� diag (Jq; Jl)
(2.53)

et

Jl = diag ((�2 + �0) I3; (�2 + �0) I3; (�2 + �3) I3; (�2 + �3 + 4�0) I3) (2.54)
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où J2 2 b� (=2a), �0; �1; �2; �3 2 R:
Finalement et pour pouvoir calculer l�action bosonique il faut sélectionner

la représentation e (f� 1; � 1g) de f� 1; � 1g+ J2a orthogonale à J2a; le problème

est résolut en trouvant la solution du système d�équation qui résulte du pro-

duit suivant :

0 = Tr (f� 1; � 1g+ J) :J

= 2
�
1
9
�0 + �1

�
Tr
��

1
9
�0 + �1

�
13 +Mfdug

�
+2 (�0 + �2)Tr

�
(�0 + �2) 13 +Mfe�g

�
+(�2 + �3)Tr ((�2 + �3) 13 +M�M

c
�)

+ (4�0 + �2 + �3)Tr ((4�0 + �2 + �3) 13 +MeM
c
e )

+
�
4
9
�0 + �1 + �3

�
Tr
��

4
9
�0 + �1 + �3

�
13 + 2MdM

c
d

�
+
�
16
9
�0 + �1 + �3

�
Tr
��

16
9
�0 + �1 + �3

�
13 + 2MuM

c
u

�

(2.55)

du quel résulte le système :

3

�
1

9
�0 + �1

�
+TrMfdugI3 = 0)

�
1

9
�0 + �1

�
= �1

3
Tr (MuM

�
u +MdM

�
d ) I3

(2.56a)

3 (�0 + �2) + TrMfe�gI3 = 0) (�0 + �2) = �
1

3
Tr (MeM

�
e +M�M

�
� ) I3

(2.56b)

3 (�2 + �3) + TrM�M
c
�I3 = 0 (2.56c)
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3 (4�0 + �2 + �3) + TrMeM
c
eI3 = 0 (2.56d)

3

�
4

9
�0 + �1 + �3

�
+ 2TrMdM

c
dI3 = 0 (2.56e)

3

�
16

9
�0 + �1 + �3

�
+ 2TrMuM

c
uI3 = 0 (2.56f)

où la solution suivante est proposée :

fMfudg :=MuM
�
u +MdM

�
d � 1

3
Tr (MuM

�
u +MdM

�
d ) I3fMfe�g :=MeM

�
e +M�M

�
� � 1

3
Tr (MeM

�
e +M�M

�
� ) I3fMuu :=MuM

�
u � 1

24
Tr (5MuM

�
u + 3MdM

�
d �M�M

�
� +MeM

�
e ) I3fMdd :=MdM

�
d � 1

24
Tr (3MuM

�
u + 5MdM

�
d +M�M

�
� �MeM

�
e ) I3fM�� :=M�

�M� � 1
24
Tr (�3MuM

�
u + 3MdM

�
d + 7M�M

�
� +MeM

�
e ) I3fMee :=M�

eMe � 1
24
Tr (3MuM

�
u � 3MdM

�
d +M�M

�
� + 7MeM

�
e ) I3

(2.57)

Donc la partie canonique e (f� 1; � 1g) de f� 1; � 1g + j2a orthogonal à j2a

dans M48C est donnée par :

e (f� 1; � 1g) = � (kb21k+ kb22k)

diag
�
I3 


�fMfudg;fMfudg; 2fMuu; 2fMdd

�
;fMfe�g;fMfe�g; 2fM�� ; 2fM��

�
(2.58)
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Maintenant et en introduisant la variété Riemannienne à spin X et choi-

sissons une base locale autoadjointe f�g�=1;2;3;4 de �1:La connection � a la

structure suivante :

� =

0@ �q 0

0 �l

1A (2.59)

où

�q =

0BBBBBB@
�
 I3 i�I3 
 I3 �i5�2 
Mu �i5�1 
Md

iI3 
 I3 � 
 I3 i5�1 
Mu �i5�2 
Md

�i5�2 
M�
u i5�1 
M�

u A+ 4
3
iA0 0

�i5�1 
M�
d �i5�2 
M�

d 0 A+�2
3
iA0

1CCCCCCA
avec :

� =

�
A+ i

�
1

3
A0 + A3

�
I3

�
; � =

�
A+ i

�
1

3
A0 � A3

�
I3

�
;  = (A1 + iA2)

et

�l =

0BBBBBB@
i (�A0 + A3)
 I3 i (A1 � iA2)
 I3 �i5�2 
M� �i5�1 
Me

i (A1 + iA2)
 I3 i (�A0 � A3)
 I3 i5�1 
M� �i5�2 
Me

�i5�2 
M�
� i5�1 
M�

� 03 0

�i5�1 
Me �i5�2 
Me 0 �2iA0 
 I3

1CCCCCCA
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Maintenant en incérant � dans l�action bosonique on a :

e(�) = d�+ �2 � if5 
M;�g+ b�g(�)5 + j

= d�+ �2 � if5 
M;�g+ 1
2
fM;Mg

(2.60)

En suite on calcul e(�)2 :

e(�)2 =

�
d�+ �2 � if5 
M;�g+ 1

2
fM;Mg

�2
(2.61)

Dans ce qui suit nous allons montrer plus de détails du calcul, pour mon-

trer la complexité et la dureté de la tache et aussi pour que sa soit un exemple

pratique pour nos étudiants, puisque dans les articles en générale ce genre de

détail n�est pas toujours présenté.

e(�)2 = (d�+ �2)
2 � (f5 
M;�g)2 + (d�+ �2) (�if5 
M;�g)

+ (�if5 
M;�g) (d�+ �2) +
�
1
2
fM;Mg

�2
+(d�+ �2) fM;Mg+ (�if5 
M;�g)

�
1
2
fM;Mg

� (2.62)

En premier lieu Nous calculons (d�+ �2)
2 :

�
(d�) + �2

�2
=
�
(d�) + �2

�2
= (d�)2 +

�
�2
�2
+ (d�) �2 + �2 (d�) (2.63)
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et comme toutes les matrices sont diagonales en block comme c�est illustré

dans ce qui suit :

�2 =

0@ �q 0

0 �l

1A2

=

0@ �2q 0

0 �2l

1A (2.64)

et

d� =

0@ d�q 0

0 d�l

1A (2.65)

ce qui donne :

(d�)2 =

0@ d�q 0

0 d�l

1A2

=

0@ d�2q 0

0 d�2l

1A
et puis :

d��2 =

0@ d�q 0

0 d�l

1A0@ �2q 0

0 �2l

1A =

0@ d�q�
2
q 0

0 d�l�
2
l

1A (2.67)

il va y avoir cette séparation entre quarks et leptons dans toutes les autres

matrices donc ce qui permet de faire tous les calculs pour les leptons et la

même chose peut être trouver pour les quarks :

Donc pour les leptons �l prend la forme suivante :
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�l =

0BBBBBB@
i(�A0+A3)
I3 i(A1�iA2)
I3 �i5�2 
M� �i5�1 
Me

i(A1+iA2)
I3 i(�A0�A3)I3
I3 i5�1 
M� �i5�2 
Me

�i5�2 
M�
� i5�1 
M�

� 03 0

�i5�1 
Me �i5�2 
Me 0 �2iA0 
 I3

1CCCCCCA
(2.68)

et pour les quarks �q est donné par :

�q =

0BBBBBB@
(A+i( 13A0+A3)I3)
I3 i(A1�iA2)I3
I3 �i5�2
Mu �i5�1
Md

i(A1+iA2)I3
I3 (A+i( 13A0�A3)I3)
I3 i5�1
Mu �i5�2
Md

�i5�2
M�
u i5�1
M�

u A+ 4
3
iA0 0

�i5�1
M�
d �i5�2
M�

d 0 A+� 2
3
iA0

1CCCCCCA
(2.69)

Après di¤érenciation et en adoptant la notation où on prend Q = dA et

d' = �, qui est en fait utilisé que pour faciliter le calcul vu qu�il est très

long :

d�l =

0BBBBBB@
i (�Q0 +Q3) i (Q1 � iQ2) �ic��2M� �ic�1Me

i (Q1 + iQ2) i (�Q0 �Q3) ic�
�
1M� �ic�2Me

�ic�2M�
� ic�1M

�
� 0 0

�ic��1M�
e �ic��2M�

e 0 �2iQ0

1CCCCCCA (2.70)

et
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(d�l)
2 =

0BBBBBB@
i (�Q0 +Q3) i (Q1 � iQ2) �ic��2M� �ic�1Me

i (Q1 + iQ2) i (�Q0 �Q3) ic�
�
1M� �ic�2Me

�ic�2M�
� ic�1M

�
� 0 0

�ic��1M�
e �ic��2M�

e 0 �2iQ0

1CCCCCCA

2

(2.71)

après on calcul la trace :

trace (d�l)
2 =

= trace

0BBBBBB@
i (�Q0 +Q3) i (Q1 � iQ2) �ic��2M� �ic�1Me

i (Q1 + iQ2) i (�Q0 �Q3) ic�
�
1M� �ic��2Me

�ic�2M�
� ic�1M

�
� 0 0

�ic��1M�
e �ic��2M�

e 0 �2iQ0

1CCCCCCA

2

= (�iQ0 � iQ3)
2 � 2Me�1M

�
e�

�
1 � 2�1M��

�
1M

�
� � 2�2M��

�
2M

�
�

�2MeM
�
e (�

�
2)
2 � 4Q20 + (iQ3 � iQ0)

2 + 2 (iQ1 +Q2) (iQ1 �Q2)

(2.73)

et la même chose pour les quarks :

�
d�q
�2
=

0BBBBBB@
Q+i( 13Q0+Q3) i(Q1�iQ2) �ic��2Mu �ic�1Md

i(Q1+iQ2) Q+i( 13Q0�Q3) ic�
�
1Mu �ic�2Md

�ic�2M�
u ic�1M

�
u Q+ 4

3
iQ0 0

�ic��1M�
d �ic��2M�

d 0 Q+�2
3
iQ0

1CCCCCCA

2

(2.74)

et sa trace est :
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trace
�
d�q
�2
=
�
Q+ 4

3
iQ0

�2 � 2Md�2M
�
d�

�
2

� 2Mu�1M
�
u�

�
1 � 2Mu�2

2
cM

�
u�

�
2 � 2Md�1

2
cM

�
d�

�
1

+
�
Q� 2

3
iQ0

�2
+ 2 (iQ1 +Q2) (iQ1 �Q2)

+
�
Q� iQ3 +

1
3
iQ0

�2
+
�
Q+ 1

3
iQ0 + iQ3

�2
(2.75)

Le calcul de toute la trace passe par les étapes suivantes et pour les leptons

et pour les quarks, dans ce qui suit on présente le cas des leptons et de la

même façon on obtient le cas des quarks qui présente en fait des résultats

similaires :

Tracee(�)2 = Trace
�
d�+ �2 � if5 
M;�g+ 1

2
fM;Mg

�2
= trace((d�+ �2)

2
+ (d�+ �2) (�if5 
M;�g)

+ (�if5 
M;�g) (d�+ �2) +
�
1
2
fM;Mg

�2
+ (d�+ �2) fM;Mg

+(�if5 
M;�g)
�
1
2
fM;Mg

�
� (f5 
M;�g)2)

(2.76)

En premier lieu on calcul (d�+ �2)
2 :

Trace ((@�) + �2)
2
= trace ((@�) + �2)

2

= (@�)2 + (�2)
2
+ (@�) �2 + �2 (@�)

(2.77)

où :
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trace (d�l)
2 =

(�iQ0 � iQ3)
2 � 2Me�1M

�
e�

�
1 � 2�1M��

�
1M

�
� � 2�2M��

�
2M

�
�

�2MeM
�
e (�

�
2)
2 � 4Q20 + (iQ3 � iQ0)

2 + 2 (iQ1 +Q2) (iQ1 �Q2)

(2.78)

après on calcul la trace de (�2)2 :

trace (�2l )
2
= (��1M��

�
1M

�
� � �2M��

�
2M

�
� )
2

� (Me�1M
�
e�

�
1 +Me�2M

�
e�

�
2 + 4A

2
0)
2

+
�
(iA3 � iA0)

2 � �2M��
�
2M

�
� �Me�1M

�
e�

�
1 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)

�2
+
�
(�iA0 � iA3)

2 � �1M��
�
1M

�
� �Me�2M

�
e�

�
2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)

�2
+2 (iM�

5 (��1 (iA1 + A2)� ��2 (iA3 � iA0))) �

� (i5M�
� (�1 (iA1 � A2)� �2 (iA3 � iA0)))

+2 (i5M�
� (�1 (�iA0 � iA3)� �2 (iA1 + A2))) �

� (i5M� (�
�
1 (�iA0 � iA3)� ��2 (iA1 � A2)))

+2 (�2A0Me�1
5 � iMe�2

5 (iA1 + A2)� iMe�1
5 (iA3 � iA0))

+ (�2A05M�
e�

�
1 � i5M�

e�
�
2 (iA1 � A2)� i5M�

e�
�
1 (iA3 � iA0))

+2 (�2A05M�
e�

�
2 � i5M�

e�
�
1 (iA1 + A2)� i5M�

e�
�
2 (�iA0 � iA3))

+ (�2A0Me�2
5 � iMe�1

5 (iA1 � A2)� iMe�2
5 (�iA0 � iA3))

+2
�
�1M� (

5)
2
��2M

�
� �Me�1 (

5)
2
M�
e�

�
2

�
+�2M� (

5)
2
��1M

�
� �Me�2 (

5)
2
M�
e�

�
1

+2 (iA1 + A2) (�iA0 � iA3) + 2 (iA1 + A2) (iA3 � iA0)

+ (iA1 � A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 � A2) (iA3 � iA0)

(2.79)

En suite :
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traced�l�
2
l = iM�

5��1 (i�1
5M�

� (�iA0 � iA3)� i�2
5M�

� (iA1 + A2))

�2iQ0
�
�4A20 �Me�1 (

5)
2
M�
e�

�
1 �Me�2 (

5)
2
M�
e�

�
2

�
�i�25M�

� (iM�
5��1 (iA1 + A2)� iM�

5��2 (iA3 � iA0))

+i�1
5M�

� (iM�
5��1 (�iA0 � iA3)� iM�

5��2 (iA1 � A2))

�iM�
5��2 (i�1

5M�
� (iA1 � A2)� i�2

5M�
� (iA3 � iA0))

�i5M�
e�

�
1 (�2A0Me�1

5 � iMe�2
5 (iA1 + A2)� iMe�1

5 (iA3 � iA0))

�iMe�2
5 (�2A05M�

e�
�
2 � i5M�

e�
�
1 (iA1 + A2)� i5M�

e�
�
2 (�iA0 � iA3))

�i5M�
e�

�
2 (�2A0Me�2

5 � iMe�1
5 (iA1 � A2)� iMe�2

5 (�iA0 � iA3))

�iMe�1
5 (�2A05M�

e�
�
1 � i5M�

e�
�
2 (iA1 � A2)� i5M�

e�
�
1 (iA3 � iA0))

+ (�iQ0 � iQ3)
�
��1M� (

5)
2
��1M

�
� �Me�2 (

5)
2
M�
e�

�
2

�
+(�iQ0 � iQ3)

�
(�iA0 � iA3)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

+(iQ3 � iQ0)
�
��2M� (

5)
2
��2M

�
� �Me�1 (

5)
2
M�
e�

�
1

�
+(iQ3 � iQ0)

�
(iA3 � iA0)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

+(iQ1 �Q2) (�1M�
2
c�
�
2M

�
� �Me�1

2
cM

�
e�

�
2)

+ (iQ1 �Q2) ((iA1 + A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 + A2) (iA3 � iA0))

+ (iQ1 +Q2)�2M� (
5)
2
��1M

�
� �Me�2 (

5)
2
M�
e�

�
1

+(iQ1 +Q2) (iA1 � A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 � A2) (iA3 � iA0)

(2.80)

et
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trace�2l d�l = iM��
�
1 (i�1M

�
� (�iA0 � iA3)� i�2M

�
� (iA1 + A2))

�2iQ0
�
�4A20 �Me�1 (

5)
2
M�
e�

�
1 �Me�2 (

5)
2
M�
e�

�
2

�
�i�2 (5)2M�

� (iM��
�
1 (iA1 + A2)� iM��

�
2 (iA3 � iA0))

+i�1 (
5)
2
M�
� (iM��

�
1 (�iA0 � iA3)� iM��

�
2 (iA1 � A2))

�iM� (
5)
2
��2 (i�1M

�
� (iA1 � A2)� i�2M

�
� (iA3 � iA0))

�i (5)2M�
e�

�
1 (�2A0Me�1 � iMe�2 (iA1 + A2)� iMe�1 (iA3 � iA0))

�iMe�2 (
5)
2
(�2A0M�

e�
�
2 � iM�

e�
�
1 (iA1 + A2)� iM�

e�
�
2 (�iA0 � iA3))

�i (5)2M�
e�

�
2 (�2A0Me�2 � iMe�1 (iA1 � A2)� iMe�2 (�iA0 � iA3))

�iMe�1 (
5)
2
(�2A0M�

e�
�
1 � iM�

e�
�
2 (iA1 � A2)� iM�

e�
�
1 (iA3 � iA0))

+ (�iQ0 � iQ3)
�
��1M� (

5)
2
��1M

�
� �Me�2 (

5)
2
M�
e�

�
2

�
+(�iQ0 � iQ3)

�
(�iA0 � iA3)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

+(iQ3 � iQ0)
�
��2M� (

5)
2
��2M

�
� �Me�1 (

5)
2
M�
e�

�
1

�
+(iQ3 � iQ0)

�
(iA3 � iA0)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

+(iQ1 �Q2) (�1M�
2
c�
�
2M

�
� �Me�1

2
cM

�
e�

�
2)

+ (iQ1 �Q2) ((iA1 + A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 + A2) (iA3 � iA0))

+ (iQ1 +Q2) (�2M�
2
c�
�
1M

�
� �Me�2

2
cM

�
e�

�
1)

+ (iQ1 +Q2) ((iA1 � A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 � A2) (iA3 � iA0))

(2.81)

maintenant on calcul :
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trace (if5 
M;�g)2 =MeM
�
e (3A0 + A3)

2

+2�1�
�
1 (MeM

�
e �M�M

�
� )
2 + 2(MeM

�
e )
2 (�2 + ��2)

2

+2(M�M
�
� )
2 (�2 + ��2)

2 � 2M�M
�
� (iA3 � iA0)

2

�2MeM
�
e (iA1 + A2) (iA1 � A2)

�2M�M
�
� (iA1 + A2) (iA1 � A2)

+ (2A0Me + iMe (�iA0 � iA3)) (2A0M
�
e + iM�

e (�iA0 � iA3))

(2.82)

et puis on doit calculer la trace de ce terme :

(d�+ �2) (�if5 
M;�g) + (�if5 
M;�g) (d�+ �2)

en premier lieu calculons le premier terme :

�
d�+ �2

� �
�if5 
M;�g

�
=
�
d�
�
�if5 
M;�g

�
+ �2

�
�if5 
M;�g

��
(2.83)

Le calcul du premier terme du membre de gauche de l�équation (2.83)

donne :
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traced� (�if5 
M;�g) =

MeM
�
e�

�
1 (iA1 + A2)� 2iQ0 (Me�2M

�
e +MeM

�
e�

�
2)

�M��
�
1M

�
� (iA1 + A2) +Me�1M

�
e (iA1 � A2)

��1M�M
�
� (iA1 � A2) + (MeM

�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (iQ1 +Q2)

+ (Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) (iQ1 �Q2) + �2M�M

�
� (iA3 � iA0)

+M��
�
2M

�
� (iA3 � iA0) + (Me�2M

�
e +MeM

�
e�

�
2) (�iQ0 � iQ3)

+ (�2M�M
�
� +M��

�
2M

�
� ) (iQ3 � iQ0)

�iMe�2 (2A0M
�
e + iM�

e (�iA0 � iA3))

�iM�
e�

�
2 (2A0Me + iMe (�iA0 � iA3))

(2.84)

Et pour le deuxième terme :
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trace�2 (�if5 
M;�g) =

(�2M�M
�
� +M��

�
2M

�
� ) (��1M��

�
1M

�
� � �2M��

�
2M

�
� )

+ (Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2) (�Me�1M

�
e�

�
1 �Me�2M

�
e�

�
2 � 4A20)

+ (Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2)
�
(�iA0 � iA3)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

+(Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2) (��1M��

�
1M

�
� �Me�2M

�
e�

�
2)

+ (�2M�M
�
� +M��

�
2M

�
� )
�
(iA3 � iA0)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

+(�2M�M
�
� +M��

�
2M

�
� ) (��2M��

�
2M

�
� �Me�1M

�
e�

�
1)

+iM� (iA1 � A2) (i�1M
�
� (�iA0 � iA3)� i�2M

�
� (iA1 + A2))

+iM�
� (iA1 + A2) (iM��

�
1 (�iA0 � iA3)� iM��

�
2 (iA1 � A2))

+iM�
e (iA1 � A2) (�2A0Me�1 � iMe�2 (iA1 + A2)� iMe�1 (iA3 � iA0))

+iMe (iA1 + A2) (�2A0M�
e�

�
1 � iM�

e�
�
2 (iA1 � A2)� iM�

e�
�
1 (iA3 � iA0))

+ (MeM
�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (�1M��

�
2M

�
� �Me�1M

�
e�

�
2)

+ (MeM
�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (iA1 + A2) (�iA0 � iA3)

+ (MeM
�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (iA1 + A2) (iA3 � iA0)

+ (Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) (�2M��

�
1M

�
� �Me�2M

�
e�

�
1)

+Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ((iA1 � A2) (�iA0 � iA3)

+ (Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) (iA1 � A2) (iA3 � iA0))

+iM�
� (iA3 � iA0) (iM��

�
1 (iA1 + A2)� iM��

�
2 (iA3 � iA0))

+iM� (iA3 � iA0) (i�1M
�
� (iA1 � A2)� i�2M

�
� (iA3 � iA0))

+ ((2A0 + i (�iA0 � iA3))Me) �

� (M�
e (�2A0��2 � i (��1 (iA1 + A2) + ��2 (�iA0 � iA3))))

+ ((2A0 + i (�iA0 � iA3))M
�
e ) �

� (Me (�2A0�2 � i (�1 (iA1 � A2) + �2 (�iA0 � iA3))))

(2.85)
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Et il y a aussi :

trace (�if5 
M;�g) d� =

MeM
�
e�

�
1 (iA1 + A2)� 2iQ0 (Me�2M

�
e +MeM

�
e�

�
2)

�M��
�
1M

�
� (iA1 + A2) +Me�1M

�
e (iA1 � A2)

��1M�M
�
� (iA1 � A2) + (MeM

�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (iQ1 +Q2)

+ (Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) (iQ1 �Q2) + �2M�M

�
� (iA3 � iA0)

+M��
�
2M

�
� (iA3 � iA0) + (Me�2M

�
e +MeM

�
e�

�
2) (�iQ0 � iQ3)

+ (�2M�M
�
� +M��

�
2M

�
� ) (iQ3 � iQ0)

�iMe�2 (2A0M
�
e + iM�

e (�iA0 � iA3))

�iM�
e�

�
2 (2A0Me + iMe (�iA0 � iA3))

(2.86)

et :
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trace (�if5 
M;�g) �2 =

(�2M�M
�
� + ��2M�M

�
� ) (��1��1M�M

�
� � �2�

�
2M�M

�
� )

+ (Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2) (�Me�1M

�
e�

�
1 �Me�2M

�
e�

�
2 � 4A20)

+ (Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2)
�
(�iA0 � iA3)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

+(Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2) (��1M��

�
1M

�
� �Me�2M

�
e�

�
2)

+ (�2M�M
�
� + ��2M�M

�
� )
�
(iA3 � iA0)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

+(�2M�M
�
� + ��2M�M

�
� ) (���2�2M�M

�
� � �1�

�
1MeM

�
e )

+iM� (iA1 � A2) (i�1M
�
� (�iA0 � iA3)� i�2M

�
� (iA1 + A2))

+iM�
� (iA1 + A2)M� (i�

�
1 (�iA0 � iA3)� i��2 (iA1 � A2))

+iM�
e (iA1 � A2)Me (�2A0�1 � i�2 (iA1 + A2)� i�1 (iA3 � iA0))

+iMe (iA1 + A2)M
�
e (�2A0��1 � i��2 (iA1 � A2)� i��1 (iA3 � iA0))

+ (MeM
�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (�1M��

�
2M

�
� �Me�1M

�
e�

�
2)

+ (MeM
�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (iA1 + A2) (�iA0 � iA3)

+ (MeM
�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (iA1 + A2) (iA3 � iA0))

+ (Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) (�2M��

�
1M

�
� �Me�2M

�
e�

�
1)+

(Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) (iA1 � A2) (�iA0 � iA3)

+ (Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) (iA1 � A2) (iA3 � iA0))

+iM�
� (iA3 � iA0)M� (i�

�
1 (iA1 + A2)� i��2 (iA3 � iA0))

+iM� (iA3 � iA0)M
�
� (i�1 (iA1 � A2)� i�2 (iA3 � iA0))

+Me (2A0 + i (�iA0 � iA3)) �

�M�
e (�2A0��2 � i��1 (iA1 + A2)� i��2 (�iA0 � iA3))

+M�
e (2A0 + i (�iA0 � iA3)) �

�Me (�2A0�2 � i�1 (iA1 � A2)� i�2 (�iA0 � iA3))

(2.87)

Après tout calcul fait que nous avons résumé dans les étapes précédentes
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représentés dans le calcul de l�équation (2.83) en faisant la somme de toutes

les traces obtenues :

trace((d�+ �2)
2 � (f5 
M;�g)2 + (d�+ �2) (�if5 
M;�g)

+ (�if5 
M;�g) (d�+ �2))

= �2Q0Q3 �Q20 �Q23 � 4Q20 + 2Q0Q3 �Q20 �Q23 � 2Q21 � 2Q22

�2Me�1M
�
e�

�
1 � 2�1M��

�
1M

�
� � 2�2M��

�
2M

�
� � 2MeM

�
e (�

�
2)
2

+(��1M��
�
1M

�
� � �2M��

�
2M

�
� )
2 + (�Me�1M

�
e�

�
1 �Me�2M

�
e�

�
2 � 4A20)

2

+
�
(iA3 � iA0)

2 � �2M��
�
2M

�
� �Me�1M

�
e�

�
1 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)

�2
+
�
(�iA0 � iA3)

2 � �1M��
�
1M

�
� �Me�2M

�
e�

�
2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)

�2
+2 (iM�

5��1 (iA1 + A2)� iM�
5��2 (iA3 � iA0))

(i�1
5M�

� (iA1 � A2)� i�2
5M�

� (iA3 � iA0))

+2 (i�1
5M�

� (�iA0 � iA3)� i�2
5M�

� (iA1 + A2))

(iM�
5��1 (�iA0 � iA3)� iM�

5��2 (iA1 � A2))

+2 (�2A0Me�1
5 � iMe�2

5 (iA1 + A2)� iMe�1
5 (iA3 � iA0))

(�2A0cM�
e�

�
1 � icM

�
e�

�
2 (iA1 � A2)� icM

�
e�

�
1 (iA3 � iA0))

+2 (�2A0cM�
e�

�
2 � icM

�
e�

�
1 (iA1 + A2)� icM

�
e�

�
2 (�iA0 � iA3))

(�2A0Me�2c � iMe�1c (iA1 � A2)� iMe�2c (�iA0 � iA3))

+2 (�1M�
2
c�
�
2M

�
� �Me�1

2
cM

�
e�

�
2) + �2M�

2
c�
�
1M

�
� �Me�2

2
cM

�
e�

�
1

+2 ((iA1 + A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 + A2) (iA3 � iA0))

+ (iA1 � A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 � A2) (iA3 � iA0)
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+iM�c�
�
1 (i�1cM

�
� (�iA0 � iA3)� i�2cM

�
� (iA1 + A2))

�2iQ0 (�4A20 �Me�1
2
cM

�
e�

�
1 �Me�2

2
cM

�
e�

�
2)

�i�2cM�
� (iM�c�

�
1 (iA1 + A2)� iM�c�

�
2 (iA3 � iA0))

+i�1cM
�
� (iM�c�

�
1 (�iA0 � iA3)� iM�c�

�
2 (iA1 � A2))

�iM�c�
�
2 (i�1cM

�
� (iA1 � A2)� i�2cM

�
� (iA3 � iA0))

�icM�
e�

�
1 (�2A0Me�1c � iMe�2c (iA1 + A2)� iMe�1c (iA3 � iA0))

�iMe�2c (�2A0cM�
e�

�
2 � icM

�
e�

�
1 (iA1 + A2)� icM

�
e�

�
2 (�iA0 � iA3))

�icM�
e�

�
2 (�2A0Me�2c � iMe�1c (iA1 � A2)� iMe�2c (�iA0 � iA3))

�iMe�1c (�2A0cM�
e�

�
1 � icM

�
e�

�
2 (iA1 � A2)� icM

�
e�

�
1 (iA3 � iA0))

+ (�iQ0 � iQ3)
�
(�iA0 � iA3)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

� (�iQ0 � iQ3) (�1M�
2
c�
�
1M

�
� +Me�2

2
cM

�
e�

�
2)

+ (iQ3 � iQ0) (iA3 � iA0)
2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)

� (iQ3 � iQ0) (�2M�
2
c�
�
2M

�
� +Me�1

2
cM

�
e�

�
1)

+ (iQ1 �Q2) (�1M�
2
c�
�
2M

�
� �Me�1

2
cM

�
e�

�
2)

+ (iQ1 �Q2) ((iA1 + A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 + A2) (iA3 � iA0))

+ (iQ1 +Q2) (�2M�
2
c�
�
1M

�
� �Me�2

2
cM

�
e�

�
1)

+ (iQ1 +Q2) ((iA1 � A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 � A2) (iA3 � iA0))
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+iM��
�
1 (i�1M

�
� (�iA0 � iA3)� i�2M

�
� (iA1 + A2))

�2iQ0 (�4A20 �Me�1
2
cM

�
e�

�
1 �Me�2

2
cM

�
e�

�
2)

�i�2cM�
� (iM�c�

�
1 (iA1 + A2)� iM�c�

�
2 (iA3 � iA0))

+i�1cM
�
� (iM�c�

�
1 (�iA0 � iA3)� iM�c�

�
2 (iA1 � A2))

�iM�c�
�
2 (i�1cM

�
� (iA1 � A2)� i�2cM

�
� (iA3 � iA0))

�icM�
e�

�
1 (�2A0Me�1c � iMe�2c (iA1 + A2)� iMe�1c (iA3 � iA0))

�iMe�2c (�2A0cM�
e�

�
2 � icM

�
e�

�
1 (iA1 + A2)� icM

�
e�

�
2 (�iA0 � iA3))

�icM�
e�

�
2 (�2A0Me�2c � iMe�1c (iA1 � A2)� iMe�2c (�iA0 � iA3))

�iMe�1c (�2A0cM�
e�

�
1 � icM

�
e�

�
2 (iA1 � A2)� icM

�
e�

�
1 (iA3 � iA0))

+ (�iQ0 � iQ3)
�
(�iA0 � iA3)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

� (�iQ0 � iQ3) (�1M�
2
c�
�
1M

�
� +Me�2

2
cM

�
e�

�
2)

+ (iQ3 � iQ0)
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(iA3 � iA0)
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�

� (iQ3 � iQ0) (�2M�
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�
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�
� +Me�1
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cM

�
e�
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+ (iQ1 �Q2) (�1M�
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�
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�
� �Me�1

2
cM

�
e�

�
2)

+ (iQ1 �Q2) ((iA1 + A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 + A2) (iA3 � iA0))

+ (iQ1 +Q2) (�2M�
2
c�
�
1M

�
� �Me�2

2
cM

�
e�

�
1)

+ (iQ1 +Q2) ((iA1 � A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 � A2) (iA3 � iA0))
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+MeM
�
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�
1 (MeM

�
e �M�M

�
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2
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�
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2
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�2M�M
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� (iA1 � A2) + (MeM

�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (iQ1 +Q2)

+ (Me�1M
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�
2 (2A0Me + iMe (�iA0 � iA3))

66



+MeM
�
e�

�
1 (iA1 + A2)� 2iQ0 (Me�2M

�
e +MeM

�
e�

�
2)

�M��
�
1M

�
� (iA1 + A2) +Me�1M

�
e (iA1 � A2)
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�

+iM� (iA1 � A2) (i�1M
�
� (�iA0 � iA3)� i�2M

�
� (iA1 + A2))

+iM�
� (iA1 + A2) (iM��

�
1 (�iA0 � iA3)� iM��

�
2 (iA1 � A2))

+iM�
e (iA1 � A2) (�2A0Me�1 � iMe�2 (iA1 + A2)� iMe�1 (iA3 � iA0))

+iMe (iA1 + A2) (�2A0M�
e�

�
1 � iM�

e�
�
2 (iA1 � A2)� iM�

e�
�
1 (iA3 � iA0))

+ (MeM
�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) (�1M��

�
2M

�
� �Me�1M

�
e�

�
2)

+ (MeM
�
e�

�
1 �M��

�
1M

�
� ) ((iA1 + A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 + A2) (iA3 � iA0))

+ (Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) (�2M��

�
1M

�
� �Me�2M

�
e�

�
1)

+ (Me�1M
�
e � �1M�M

�
� ) ((iA1 � A2) (�iA0 � iA3) + (iA1 � A2) (iA3 � iA0))

+iM�
� (iA3 � iA0) (iM��

�
1 (iA1 + A2)� iM��

�
2 (iA3 � iA0))

+iM� (iA3 � iA0) (i�1M
�
� (iA1 � A2)� i�2M

�
� (iA3 � iA0))

+ (2A0Me + iMe (�iA0 � iA3)) (�2A0M�
e�

�
2 � iM�

e�
�
1 (iA1 + A2)� iM�

e�
�
2 (�iA0 � iA3))

+ (2A0M
�
e + iM�

e (�iA0 � iA3)) (�2A0Me�2 � iMe�1 (iA1 � A2)� iMe�2 (�iA0 � iA3))

67



+(�2M�M
�
� + ��2M�M

�
� ) (��1��1M�M

�
� � �2�

�
2M�M

�
� )

+ (Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2) (�Me�1M

�
e�

�
1 �Me�2M

�
e�

�
2 � 4A20)

+ (Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2)
�
(�iA0 � iA3)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)
�

� (Me�2M
�
e +MeM

�
e�

�
2) (�1M��

�
1M

�
� +Me�2M

�
e�

�
2)

+ (�2M�M
�
� + ��2M�M

�
� ) (iA3 � iA0)

2 + (iA1 + A2) (iA1 � A2)

� (�2M�M
�
� + ��2M�M

�
� ) (�

�
2�2M�M

�
� + �1�

�
1MeM

�
e )

+iM� (iA1 � A2) (i�1M
�
� (�iA0 � iA3)� i�2M

�
� (iA1 + A2))

+iM�
� (iA1 + A2) (iM��

�
1 (�iA0 � iA3)� iM��
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�
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+iM� (iA3 � iA0) (i�1M
�
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�
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�
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�
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e�
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�
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e (�iA0 � iA3)) �

� (�2A0Me�2 � iMe�1 (iA1 � A2)� iMe�2 (�iA0 � iA3))

De la même façon sa sera pour le cas des quarks, et en rassemblant tous

les résultats trouvés on obtient la forme suivante de l�action bosonique :

SB =
1

48g20

Z
X

dxtr (e(�))2 =

Z
X

dx (L2 + L1 + L0) (2.88)
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et pour A 2 �1 
 su (3) ; eA :=

0@ iA3 i (iA1 � A2)

i (iA1 + A2) �iA3

1A 2

�1 
 su (2), A0 2 �1;�1;�2 2 �0 
 C:

on a :

L2 =
1

4g20
tr
��
dA+1

2
fA;Ag

�2�
+
1

4g20
tr

��
deA+1

2

neA; eAo�2�+ 5

6g20
tr
�
(dA0)

2� ; (2.89)

L1 aura la forme suivante :

L1 =
1

24g20
tr(jd�1 + i (A0 + A3) �1 + i (A1 � iA2) (�2 + 1)j2

+ jd�2 + i (A0 + A3) (�2 + 1) + i (A1 � iA2) �1j2)�

�tr (3MuM
�
u + 3MdM

�
d +M�M

�
� +MeM

�
e )

(2.90)

et :

L0 =
�
j�1j2 + j�2 + 1j � 1

�
tr (1)�

tr
�
6fMfudg + 12fMuu + 12fMdd ++2fMfe�g + 4fM�� + 4fMee

� (2.91)

Et en performant les reparamétrisations suivantes :

A =
8P
a=1

i
g0
2
Ga�

� 
 �a; eA= 3P
a=1

i
g0
2
W a
�

� 
 �a; A0 = i
g0
2

q
3
5
W 0
�

�:

(2.92)
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et

�i = g0�i=

s
tr

�
MuM�

u +MdM�
d +

1

3
M�M�

� +
1

3
MeM�

e

�
; i = 1; 2

(2.93)

où les f�ag sont les matrices de Pauli et les f�ag sont les matrices de

Gell-Mann.

En utilisant la propriété suivante :

tr ((5 [�] ^ 5 [�]) (5 [�] ^ 5 [�])) = 4
�
������ � ������

�
;

tr (�5 [�]) = ��� ; et tr (1) = 4

et après avoir performé une rotation de Wick , on obtient l�action boso-

nique exacte du modèle standard.

70



Chapitre 3

Modèle Fermionique

SU (3)
 U (1) en Géométrie Non

Associative

3.1 Introduction

Le modèle 3�3�1 basé sur le groupe de jauge SU(3)c
SU(3)L
U(1)N
est particulièrement intéressant et c�est possible que sa soit la façon la plus

simple pour élargir le groupe de jauge SU(3)c 
 SU(2)L 
 U(1)Y .

Pour cela le prix à payer est l�introduction des quarks exotiques qui ont

pour charges électriques 5=3 et �4=3. Mais ce qui nous motive le plus pour

étudier ce modèle est, la prédiction naturelle des trois générations de familles

basé sur l�annulation d�anomalie. Donc, le nombre de familles doit être égal à

trois. Ce résultat vient du fait que le modèle est libre d�anomalies seulement
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si on a un nombre égal de triplets et anti-triplets, tenant compte de SU(3)c

couleurs, et admettant que la somme des charges de tous les fermions est

nulle. L�annulation d�anomalie triangulaire est véri�er pour le cas de trois,

ou multiple de trois, ensemble et non pas génération par génération comme c�

est le cas du modèle standard (MS). Il est important de mentionner que l�in-

corporation de la troisième famille des quarks di¤éremment des deux autres,

permet un large potentiel de courants neutres changeants de saveurs. Le Z 0

qui est un boson vectoriel neutre de plus il conserve la saveur dans le sec-

teur des leptons mais non pas dans celui des quarks. Seulement, c�est le plus

simple modèle qui introduit des bileptons. Où le nombre de leptons est violé

explicitement par l�échange de bosons scalaires chargés et des bosons vecto-

riels lourds en ajoutant des champs vectoriels avec des charges électriques

doubles. Le modèle contient aussi plusieurs sources de violation de CP de

maniére spontanée ou explicite.

On note par :

L1 =

0BBB@
�e

e

ec

1CCCA ; Q1 =
p
2

0BBB@
u

d

J1

1CCCA (3.1)

Le triplet (resp. singulet) les représentations des leftes (L) (resp. right

(R)) champs (des leptons L1 et des quarks Q1) sont :

L1L � (1; 3; 0); Q1L � (3; 3;+
2

3
) (3.2)

et
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L11R � (1; 1; 0); L12R � (1; 1;�1); L13R � (1; 1;+1)

Q11R � (3; 1;+
2

3
); Q12R � (3; 1;�

1

3
); Q13R � (3; 1;+

5

3
) (3.3)

Les nombres 0, 2=3 dans l�équation 3.3 et 2=3,�1=3 eet 5=3 sont les U(1)N
charges. Le facteur de normalisation

p
2 est introduit pour des raisons pra-

tiques.

L�opérateur charge électrique Qe est dé�nit en fonction des N charges

comme :

Qe
e
=
1

2

�
�3 �

p
3�8

�
+N13 (3.4)

où �3 et �8 sont les matrices de Gell-Mann usuelles.

Les deux autres familles de leptons et quarks sont :

L2 =

0BBB@
��

�

�c

1CCCA ; L3 =

0BBB@
��

�

� c

1CCCA (3.5)

Q2 =

0BBB@
s

c

J2

1CCCA ; Q3 =

0BBB@
b

t

J3

1CCCA (3.6)

à travers les représentations :
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L2L � (1; 3; 0);L3L � (1; 3; 0) (3.7)

L21R � (1; 1; 0); L22R � (1; 1;�1); L23R � (1; 1;+1) (3.8)

L31R � (1; 1; 0); L32R � (1; 1;�1); L33R � (1; 1;+1) (3.9)

Q2L � (3; 3�;�
1

3
); Q3L � (3; 3�;�

1

3
) (3.10)

Q21R � (3; 1;�
1

3
);Q22R � (3; 1;+

2

3
);Q23R � (3; 1;�

4

3
) (3.11)

Q31R � (3; 1;�
1

3
);Q32R � (3; 1;+

2

3
);Q33R � (3; 1;�

4

3
) (3.12)

Ici u; d; s; c; b; t et J1; J2; J3 sont les fonctions d� ondes des quarks up,

down, strange, charm, bottom, top et exotique respectivement, Et, ec (resp.

�c et � c � dans l�équation 3.1 (resp. eqs.3.5) sont les champs conjugué du

�e�.(resp. � et �)

3.2 Construction

Le L-cycle représenté par : (a;H;M) où a consiste en l�algèbre de Lie :

a = su(3)� su(3)� u(1) 3 fa03; a3; a1g (3.13)

Pour les trois générations, l�espace interne de Hilbert total estC72représenté

par les éléments :

( Q; l )
T (3.14)
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où :

Q = ( Q1iL; Q2iL; Q3iL; Q1iR; Q2iR; Q3iR )

et

l = ( L1iL; L2iL; L3iL; L1iR; L2iR; L3iR )

où i = 1; 3, Q1iL, Q
2
iL, Q

3
iL, Q

1
iR, Q

2
iR, Q

3
iR 2 C3
C3 et L1iL, L2iL, L3iL, L1iR,

L2iR, L
3
iR 2 C3. Ou qu�on représente habituellement de la manière suivante :

0BBBBBBBBBBBB@

Q1iL

Q2iL

Q3iL

Q1iR

Q1iR

Q3iR

1CCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBBB@

uL cL tL

dL sL bL

J1L J2L J3L

uR cR tR

dR sR bR

J1R J2R J3R

1CCCCCCCCCCCCCA
et

0BBBBBBBBBBBB@

L1iL

L2iL

L3iL

L1iR

L2iR

L3iR

1CCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBBB@

�eL ��L ��L

eL �L �L

ecL �cL � cL

�eR ��R ��R

eR �R �R

ecR �cR � cR

1CCCCCCCCCCCCCA
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Dans ce qui suit Le secteur des interactions fortes sera omit. Dans ce cas,

l�algèbre de Lie a agit sur H via la représentation :

b�(a1; a3) =
0@ b�Q(a1; a3) 0

0 b�l(a1; a3)
1A (3.15)

En utilisant le fait que les éléments de l�algèbre su(3) ont la représentation

suivante en général :

f1

0BBB@
0 1 0

1 0 0

0 0 0

1CCCA ; f2
0BBB@
0 �i 0

i 0 0

0 0 0

1CCCA ; f3
0BBB@
1 0 0

0 �1 0

0 0 0

1CCCA ; f4
0BBB@
0 0 1

0 0 0

1 0 0

1CCCA ;

f5

0BBB@
0 0 �i

0 0 0

i 0 0

1CCCA ; f6
0BBB@
0 0 0

0 0 1

0 1 0

1CCCA ; f7
0BBB@
0 0 0

0 0 �i

0 i 0

1CCCA ; f8
0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 �2

1CCCA.
où d�une façon un peu plus compacte on a :

a3 =

0BBB@
f3 + f8 f1 � if2 f4 � if5

f1 + if2 �f3 + f8 f6 � if7

f4 + if5 f6 + if7 �2f8

1CCCA (3.16)

et comme l�une des familles des quarks est introduite di¤éremment par

rapport aux deux autres, la représentation b�Q(a1; a3) des quarks est de la
forme suivante :

b�Q (a1; a3) = b�Q1 + b�Q3 (3.17)
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où b�Q1 est donnée par :

if0diag

24�3; �3; �3; b� 
 I3; b 
 I3;
0@ b� 02

0 �4
3

 I2

1A35
avec :

�3 =

0@ b� 02

0 �1
3

 I2

1A
et b�Q3 par :
0BBBBBBBBBBBBBBB@

if3+8 021 f1+2 021 f4+5 021

012 f3+8 
 I2 012 f1+2 
 I2 012 f4+5 
 I2
f1�2 021 if8�3 021 f6+7 021

012 f1�2 
 I2 012 if8�3 
 I2 012 f6+7 
 I2
f4�5 021 f6�7 021 �2if8 021

012 f4�5 
 I2 012 f6�7 
 I2 012 �2if8 
 I2

09

09 09

1CCCCCCCCCCCCCCCA
où021 =

�
0 0

�
;012 =

�
0
0

�
, f3�8 = f3� f8, f1;4;6�2;5;7 = if1;4;6� f2;5;7 et

les fi sont des nombres réels et b�; b�; b et b� sont des opérateurs hermitiens
qui ont pour valeurs propres sur les états Qji :
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b�QjiL = �12�1j + �2j + �3j
�
�jQjiL

b�QjiR = �12�1j + �2j + �3j
�
�1i�

jQjiR

bQjiR = �12�1j + �2j + �3j
�
�2i

jQjiR

b�QjiR = �12�1j + �2j + �3j
�
�3i�

jQjiR

(3.18)

Il est très important de mentionner que pour donner à notre construction

plus de clarté que possible, nous avons choisit les opérateurs b�; b�; b et b�
associés à l�algèbre u(1) a priorie avec des valeurs arbitraires après leur action

sur les quarks. Comme il est mentionné dans la référence [20] , on verra et

après avoir discuter le terme d�interactions électromagnétiques (comme il est

prévu) que les valeurs propres �j, �j, j et �j correspondent exactement aux

N charges du modèle commutatif [21]. De la même façon pour les leptons, la

représentation b�l(a1; a3) est de la forme :

b�l(a1; a3) = if0diag
�b�0 
 I3; b�0 
 I3; b�0 
 I3; b�0 
 I3; b 0 
 I3; b�0 
 I3�

+i

0BBBBBB@
f 03 + f 08 
 I3 f 01 � if 02 
 I3 f 04 � if 05 
 I3
f 01 + if 02 
 I3 f 08 � f 03 
 I3 f 06 � if 07 
 I3
f 04 + if 05 
 I3 f 06 + if 07 
 I3 �2f 08 
 I3

09

09 09

1CCCCCCA
(3.19)

où les f 0i sont des nombres réels, d�une manière similaire pour les leptons,
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nous assignons aux opérateurs coe¢ cients b�0; b�0; b 0 et b�0 arbitrairement les
valeurs propres �0j, �0j, 0j et �0j tel que :

b�0LjiL = �0jLjiL

b�0LjiR = �0jLjiR

b 0LjiR = 0jLjiR

b�0LjiR = �0jLjiR

(3.20)

qui seront déterminées plus tard et qui correspondent aux N charges des

leptons comme dans le cas du modèle original [21].

Pour la matrice de masse (le Dirac) M du L-cycle, il est de la forme :

M=

0@ MQ 018

018 ML

1A (3.21)

où :

MQ =

0BBBBBBBBBBBB@

03 03 03 MQ1 03 03

03 03 03 03 MQ2 03

03 03 03 03 03 MQ3

M�
Q1 03 03 03 03 03

03 M�
Q2 03 03 03 03

03 03 M�
Q3 03 03 03

1CCCCCCCCCCCCA
(3.22)

et
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ML =

0BBBBBBBBBBBB@

03 03 03 ML1 03 03

03 03 03 03 ML2 03

03 03 03 03 03 ML3

M�
L1 03 03 03 03 03

03 M�
L2 03 03 03 03

03 03 M�
L3 03 03 03

1CCCCCCCCCCCCA
(3.23)

IciMQi etMLi 2M3(C) sont les matrices de masses des fermions (quarks

et leptons) tel que :

MQ1;2;3 =

0BBB@
mu;d;J1 0 0

0 ms;c;J2 0

0 0 mb;t;J3

1CCCA (3.24)

et

ML1 =

0BBB@
m�e 0 0

0 m�� 0

0 0 m��

1CCCA ; ML2 =ML3 =

0BBB@
me 0 0

0 m� 0

0 0 m�

1CCCA (3.25)

Il est important de mentionner que dans ce formalisme l�opérateur gradéb� prend la forme suivante :

b� = diag (�I3;�I3;�I3; I3; I3; I3;�I3;�I3;�I3; I3; I3; I3) (3.26)

L�espace b� (
1a) généré par les éléments du type :
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� 1 = b� �!1� = X
�;z�0

[b� (az�) :::; �b� �a2�� ; �b� �a1�� ; ��iM; b� �a0���� :::� (3.27)

avec :

az� = (a
z
1; a

z
3) (3.28)

après quelques simpli�cations on a, et du à la décompositions suivante :

� 1 =

0@ � 1Q 0

0 � 1l

1A (3.29)

où :

� 1Q = i

0@ 0 � 11Q

� 12Q 0

1A (3.30)

et :

� 1l = i

0@ 0 � 11l

� 12l 0

1A (3.31)

avec :

� 11Q =

0BBB@
MQ1k11 MQ2k12 MQ3k13

�MQ1k
�
12 MQ2k22 MQ3k23

�MQ1k
�
13 �MQ2k

�
23 MQ3k33

1CCCA ; (3.40)
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et :

� 12Q =

0BBB@
M�
Q1k

�
11 �M�

Q1k12 �M�
Q1k13

M�
Q2k

�
12 M�

Q2k
�
22 �M�

Q2k23

M�
Q3k

�
13 M�

Q3k
�
23 M�

Q3k
�
33

1CCCA (3.41)

puis :

� 11l =

0BBB@
ML1k

0
11 ML2k

0
12 ML3k

0
13

�M�
L1k

0�
12 ML2k

0
22 ML3k

0
23

�ML1k
0�
13 �ML2k

0�
23 ML3k

0
33

1CCCA (3.42)

et �nalement :

� 12l =

0BBB@
M�
L1k

0�
11 �M�

L1k
0
12 �M�

L1k
0
13

M�
L2k

0�
12 M�

L2k
0�
22 �M�

L2k
0
23

M�
L3k

0�
13 M�

L3k
0�
23 M�

L3k
0�
33

1CCCA (3.43)

Les coe¢ cients : k11; k12; k13; k22; k23; k33; k011; k
0
12; k

0
13; k

0
22; k

0
23 et k

0
33 sont

donné par :

k12 = if1 + f2

k13 = if4 + f5

k23 = if6 + f7

k11 = i (f3 + f8) +
�b�� b�� f0

k22 = i (�f3 + f8 + (b�� b) f0)
k33 = �i

�
�2f8 +

�b�� b�� f0�
(3.44a)
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et
k012 = if 01 + f 02

k013 = if 04 + f 05

k023 = if 06 + f 07

k011 = i
�
f 03 + f 08 +

�b�0 � b�0� f 00�
k022 = i

�
�f 03 + f 08 +

�b�0 � b 0� f 00�
k033 = �i

�
�2f 08 +

�b�0 � b�0� f 00�
(3.44b)

Dans ce qui suit, et dans l�ordre d�avoir un modèle consistant avec la

GNA, on prend les paramètres réels fi et les f 0i egals et la même chose pour

les kii et lesk0ii.

fi = f 0i ; kii = k0ii (3.45)

En s�intéressant aux éléments � 2 2 b� (
2a), Ils sont obtenus en sommant
les éléments du type :

� 2 =
�
� 1; � 1

	
=

0@ � 2Q 0

0 � 2l

1A (3.46)

après quelques étapes de calcul on a pour le cas des quarks :

� 2Q =

0@ � 21Q 09

09 � 22Q

1A (3.47)

où :

� 21Q =

0BBB@
�111 �112 �113

�121 �122 �123

�131 �132 �133

1CCCA (3.48)
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et

� 22Q =

0BBB@
�211 �212 �213

�221 �222 �223

�231 �232 �233

1CCCA (3.49)

avec

�111 = �2
�
k11k

�
11MQ1M

�
Q1 + k�12k12MQ2M

�
Q2 + k�13k13MQ3M

�
Q3

�
�122 = �2

�
k12k

�
12MQ1M

�
Q1 + k22k

�
22MQ2M

�
Q2 + k23k

�
23MQ3M

�
Q3

�
�133 = �2(k13k�13MQ1M

�
Q1 + k23k

�
23MQ2M

�
Q2 + k33k

�
33MQ3M

�
Q3)

�121 = 2
�
k�12k

�
11MQ1M

�
Q1 � k�12k22MQ2M

�
Q2 � k�13k23MQ3M

�
Q3

�
�112 = 2

�
k12k11MQ1M

�
Q1 � k12k

�
22MQ2M

�
Q2 � k13k

�
23MQ3M

�
Q3

�
�131 = 2(k

�
13k

�
11MQ1M

�
Q1 + k�12k

�
23MQ2M

�
Q2 � k�13k33MQ3M

�
Q3)

�113 = 2(k13k11MQ1M
�
Q1 + k12k23MQ2M

�
Q2 � k13k

�
33MQ3M

�
Q3)

�132 = 2(�k�13k12MQ1M
�
Q1 + k�23k

�
22MQ2M

�
Q2 � k�23k33MQ3M

�
Q3)

�123 = 2(�k13k�12MQ1M
�
Q1 + k23k22MQ2M

�
Q2 � k23k

�
33MQ3M

�
Q3)

(3.50)

et
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�211 = �2 (k�12k12 + k�11k11 + k�13k13)MQ1M
�
Q1

�222 = �2 (k�23k23 + k�22k22 + k�12k12)MQ2M
�
Q2

�233 = �2 (k�33k33 + k�23k23 + k�13k13)MQ3M
�
Q3

�221 = 2 (k
�
12 (k

�
22 � k�11)� k23k

�
13)MQ1M

�
Q2

�212 = 2 (k12 (k22 � k�11)� k�23k13)MQ2M
�
Q1

�231 = 2 (k
�
13 (k

�
33 � k11) + k�12k

�
23)MQ1M

�
Q3

�213 = 2 (k13 (k33 � k�11) + k12k23)MQ3M
�
Q1

�232 = 2 (k
�
23 (k22 � k�33)� k12k

�
13)MQ2M

�
Q3

�223 = 2 (k23 (k
�
22 � k33)� k�12k13)MQ3M

�
Q2

(3.51)

Maintenant on peut passer au calcul de b� (!1), en utilisant l�expression
de l�équation (2.9) où on a des calculs un peu long, on peut montrer que pour

les quarks on a la forme suivante :

b� �!1�! �Q =

0BBBBBB@
�Q11 �Q12 �Q13

�Q21 �Q22 �Q23

�Q31 �Q32 �Q32

09

09 09

1CCCCCCA (3.52)

où :

�Q11 = 2
��
f 24 + f 25

�
MQ1Q3 +

�
f 21 + f 22

�
MQ1Q2

�

�Q21 = (if6 + f7) (f5 � if4) (MQ2Q1 + 2MQ1Q3) + 2if3 (f2 � if1)MQ2Q1
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�Q31 = (f5 � if4) (�if3 � 3f8)MQ1Q3

� (f7 � if6) (f2 � if1) (MQ1Q3 + 2MQ3Q2)

�Q12 = (f7 � if6) (if4 + f5) (MQ2Q1 + 2MQ1Q3)� 2if3 (if1 + f2)MQ2Q1

�Q22 = 2
��
f 26 + f 27

�
MQ2Q3 +

�
f 21 + f 22

�
MQ1Q2

�

�Q32 = (if6 + f7) (3f8 � if3)MQ2Q3

� (if4 + f5) (f2 � if1) (MQ2Q3 + 2MQ1Q2)

�Q13 = (if4 + f5) (if3 � 3f8)MQ1Q3

� (if6 + f7) (if1 + f2) (MQ1Q3 + 2MQ3Q2)

�Q23 = (if6 + f7) (3f8 � if3)MQ2Q3

� (if4 + f5) (f2 � if1) (MQ2Q3 + 2MQ1Q2)

�Q33 = 2
��
f 26 + f 27

�
MQ2Q3 +

�
f 24 + f 25

�
MQ1Q3

�
avec :
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MQiQj �MQiM
�
Qi �MQjM

�
Qj (3.53)

On peut montrer que � 2Q prend la forme :

� 2Q = � 20Q + �Q = diag
�
� 201Q; �

2
2Q

�
+ �Q (3.54)

où :

� 201Q =

0BBB@
� 0111 � 0112 � 0113

� 0121 � 0122 � 0123

� 0131 � 0132 � 0133

1CCCA (3.55)

avec :

� 0111 = �211

� 0122 = �222

� 0133 = �233

� 0121 = (k
�
12 (k

�
11 � k22)� k23k

�
13)MfQ2Q1g

� 0112 = (k12 (k11 � k�22)� k�23k13)MfQ1Q2g

� 0131 = (k
�
13 (k

�
11 � k33) + k�12k

�
23)MfQ3Q1g

� 0113 = (k13 (k11 � k�33) + k12k23)MfQ1Q3g

� 0132 = (k
�
23 (k

�
22 � k33)� k�12k13)MfQ3Q2g

� 0123 = (k23 (k22 � k�33)� k�12k13)MfQ2Q3g

(3.56)

et :

MfQiQjg �MQiM
�
Qi +MQjM

�
Qj (3.57)

87



Donc, � 2Q peut être réécrit comme dans cette forme :

� 2Q = diag
�
� 201Q; �

2
2Q

�
mod�Q

�

1a

�
(3.58)

Maintenant, et en utilisant les conditions imposés par les équations (2.15a ,2.15b,2.16)

on peut montrer que :

r0a = b� (a)
r1a = b� (
1a)
j0a = 0

j1a = 0

(3.59)

et

j2a = b� (=2a)� (fb�(a); b�(a)g � diag (RI18;RI18))

3 J2 � diag (AQ +�Q; Al +�l)� diag (JQ; Jl)
(3.60)

Rappelons que l�idéal b� (=2a) est donné par l�ensemble des éléments j2
2 J2 = b� (=2a) qui ont la forme :

j2 =
X
�;z�0

�b� (az�) ; ::: �b� �a1�� ; �M2; b� �a0���� :::� (3.61)

où :

0 =
X
�;z�0

�b� (az�) ; ::: �b� �a1�� ; ��iM; b� �a0���� :::� (3.62)

Calculons maintenant l�anticommutateur fb�(a1; a3); b�(a1; a3)g :
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fb�(a1; a3); b�(a1; a3)g = diag (fb�Q(a1; a3); b�Q(a1; a3)g ; fb�l(a1; a3); b�l(a1; a3)g)
(3.63)

Ou des simpli�cations directes mènent à la forme sivante :

fb�Q(a1; a3); b�Q(a1; a3)g = AQ +�Q (3.64)

avec :

AQ = 2

0@ ��9 09

09 09

1A (3.65)

où :

��9 =

0BBB@
b�b�0(3+8)� 
 I3 b��b�1� � ib�2��
 I3 b��b�04� � bi�05� �
 I3b��b�1� + ib�2��
 I3 b�b�0(3�8)� 
 I3 b��b�06� � ib�07� �
 I3b��b�04� + ib�05� �
 I3 b��b�06� + ib�07� �
 I3 4b�b�08� 
 I3

1CCCA
(3.66)

et

�Q = 2

0@ �Q9 09

09 �0Q9

1A (3.67)

tel que :

�0Q9 =
� b�2b�
 I3; b2b�
 I3; b�2b�
 I3 � (3.68)
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et

�Q9 =

0BBB@
�b�1 + b�2b��
 I3 �b�1 � ib�2�
 I3 �b�3 � ib�4�
 I3�b�1 + ib�2�
 I3 �b�2 + b�2b��
 I3 �b�5 � ib�6�
 I3�b�3 + ib�4�
 I3 �b�5 + ib�6�
 I3 �b�3 + b�2b��
 I3

1CCCA (3.69)

Où les paramètres b�0(3+8)� , b�1�; b�2�, b�04� , b�05� , b�0(3�8)� , b�06� , b�07� , b�08� , b�1, b�2,b�3, b�, b�1, b�2, b�3, b�4, b�5 et b�6 2 R. De la même façon pour les leptons

l�anticommutateur f�l(a1; a3); �l(a1; a3)g prend la forme suivante :

f�l(a1; a3); �l(a1; a3)g = Al +�l (3.70)

où :

Al = 2

0@ ��09 09

09 09

1A (3.71)

et

��09 =

0BBB@
b�0e�0(3+8)�0 
 I3 b�0 �e�1�0 � ie�2�0�
 I3 b�0 �e�04�0 � ie�05�0�
 I3b�0 �e�1�0 + ie�2�0�
 I3 b�0e�0(3�8)�0 
 I3 b�0 �e�06� � ie�07�0�
 I3b��e�04�0 + ie�05�0�
 I3 b�0 �e�06�0 + ie�07�0�
 I3 4b�0e�08�0 
 I3

1CCCA
(3.72)

on a aussi :

�l = 2

0@ �l9 09

09 �0l9

1A (3.73)
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avec :

�0l9 =
� b�2e�
 I3; b2e�
 I3; b�2e�
 I3 � (3.74)

et

�l9 =

0BBB@
�e�1 + e�2b��
 I3 �e�1 � ie�2�
 I3 �e�3 � ie�4�
 I3�e�1 + ie�2�
 I3 �e�2 + e�2e��
 I3 �e�5 � ie�6�
 I3�e�3 + ie�4�
 I3 �e�5 + ie�6�
 I3 �e�3 + e�2e��
 I3

1CCCA (3.75)

Ici e�0(3+8)� , e�0(3�8)� , e�08� , e�04� , e�05� , e�06� , e�07� , e�1�, e�2�, e�1, e�2, e�3, e�, e�1, e�2, e�3, e�4,e�5 et e�6 2 R. pour les matrices de masses génériquesMQ1 ;MQ2 ;MQ3 ;ML1 ;ML2 ;ML3

(voir l�équation (3.25,3.26), Les équations (2.15a, 2.15b, 2.16) ont les solu-

tions j0a = 0 et j1a = 0 et l�équation. (3.60), où JQ et Jl sont de la forme

suivante :

JQ = diag

0@0@ �1 + b�2�0; �2 + b�2�0; �3 + b�2�0; �1 + �8 + b�2�0;
�2 + �8 + b2�0; �3 + �8 + b�2�0

1A
 I3
1A

(3.76)

et

Jl = diag

0@0@ �1 + b�02�0; �2 + b�02�0; �3 + b�02�0; �1 + �8 + b�02�0;
�2 + �8 + b 02�0; �3 + �8 + b�02�0

1A
 I3
1A

(3.77)
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pour j2 2 b� (=2a) et �0; �1; �2; �3; �8; �1; �2; �3 2 R. On constate que

pour l�analyse du b� (=2a), on doit trouiver l�espace des éléments b� (!1), où
!1 2 
1a\ kerb�. Pour la factorisation et l�élimination des junks forms, le
problème consiste en la résolution de l�équation (2.20) qui est équivalent

à trouver pour chaque � 2 2 b� (
2a) donné un élément j 2 J = j2 �

diag (AQ +�Q; Al +�l)� diag (JQ; Jl) tel que :

Trj0�
�
� 2 + j

�
= 0;8j 2 J (3.78)

Notons que, puisque J est diagonale en bloc, la partie anti-diagonale de

� 2i;j ne contribue pas à la trace dans l�équation (3.77). après un long calcul

utilisant surtout le maple on obtient les contraintes suivantes :
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�1 + x1b�+ �0b�2 = 2
9
(k12k

�
12 + k�13k13 + k�11k11)TrMQ1M

�
Q1

�2 + x2b�+ �0b�2 = 2
9
(k12k

�
12 + k�23k23 + k�22k22)TrMQ2M

�
Q2

�3 + 4x3b�+ �0b�2 = 2
9
(k�13k13 + k�23k23 + k�33k33)TrMQ3M

�
Q3

z1 + y1b� = 1
9
(�k�23k13 + k�12 (�k22 + k�11))TrM1

z2 + y2b� = 1
9
(k�12k

�
23 + k�13 (�k33 + k�11))TrM2

z3 + y3b� = 1
9
(�k12k�13 + k�23 (�k33 + k�22))TrM3

�1 + �8 + �0b�2 = 1
9
(k12k

�
12 + k�13k13 + k�11k11)TrMQ1M

�
Q1

�2 + �8 + �0b2 = 1
9
(k12k

�
12 + k�23k23 + k�22k22)TrMQ2M

�
Q2

�3 + �8 + �0b�2 = 1
9
(k�13k13 + k�23k23 + k�33k33)TrMQ3M

�
Q3

�1 + x1b�0 + �0b�02 = 2
9
(k012k

0�
12 + k0�13k

0
13 + k0�11k

0
11)TrML1M

�
L1

�2 + x2b�0 + �0b�02 = 2
9
(k012k

0�
12 + k0�23k

0
23 + k0�22k

0
22)TrML2M

�
L2

�3 + 4x3b�0 + �0b�02 = 2
9
(k0�13k

0
13 + k0�23k

0
23 + k0�33k

0
33)TrML3M

�
L3

z1 + y1b�0 = 1
9
(k0�12 (�k0�11 + k022) + k0�23k

0
13)TrW1

z2 + y2b�0 = 1
9
(k0�13 (�k0�11 + k033) + k0�12k

0�
23)TrW2

z3 + y3b�0 = 1
9
(k0�23 (�k0�22 + k033) + k012k

0�
13)TrW3

�1 + �8 + �0b�02 = 1
9
(k012k

0�
12 + k0�13k

0
13 + k0�11k

0
11)TrML1M

�
L1

�2 + �8 + �0b 02 = 1
9
(k012k

0�
12 + k0�23k

0
23 + k0�22k

0
22)TrML2M

�
L2

�3 + �8 + �0b�02 = 1
9
(k0�13k

0
13 + k0�23k

0
23 + k0�33k

0
33)TrML3M

�
L3

(3.79)

où :
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x1 = b�0(3+8)� ; x2 = b�0(3�8)� ; x3 = b�08�
y1 = b�1� + ib�2�; y2 = b�04� + ib�05� ; y3 = b�06� + ib�07�
z1 = b�1 + ib�2; z2 = b�3 + ib�4; z3 = b�5 + ib�6

M1 =MfQ2Q1g;M2 =MfQ1Q3g;M3 =MfQ3Q2g

W1 =MfL2L1g;W2 =MfL1L3g;W3 =MfL3L2g

(3.80)

Donc, On a trouvé j 2 J = j2 � diag (AQ +�Q; Al +�l)� diag (JQ; Jl)

ou d�une manière équivalente les relations des équations. (3.78) sont véri�ées

tel que chaque terme e (�) est orthogonal à J � J2g et les junks forms sont

éliminés. Il est important de mentionner qu�on ait entrain de traiter avec les

bosons scalaires et vectoriels soit avec les leptons ou avec les quarks, surtout

pour que notre modèle soit conforme avec la GNA à la Wulkenhaar, on doit

avoir :

b�0(3+8)� = e�0(3+8)� ; b�0(3�8)� = e�0(3�8)� ; b�08� = e�08� (3.81)b�1� + ib�2� = e�1� + ib�2�; b�04� + ib�05� = e�04� + ie�05� ; b�06� + ib�07� = e�06� + ie�07�b�1 + ib�2 = e�1 + ie�2; b�3 + ib�4 = e�3 + ie�4; b�5 + ib�6 = b�5 + ib�6

Soient, les propositions suivantes :
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fM uu =M uM
�
u � 1

3
trM uM

�
ufMdd =MdM

�
d � 1

3
trMdM

�
dfMJJ =MJM

�
J � 1

3
trMJM

�
JfM�� =M�M

�
� � 1

3
trM�M

�
�fMee =MeM

�
e � 1

3
trMeM

�
efMecec =MecM

�
ec � 1

3
trMecM

�
ec

Ou tout simplement on l�écrit d�une manière générale comme suit :

fMQiQi =MQiM
�
Qi
� 1
3
trMQiM

�
Qi

(3.81a)

fMlili =MliM
�
li �

1

3
trMliM

�
li

(3.81b)

Qui peut être une solution acceptable pour l�équation (3.79) et qui est du

même type de solutions que 2.57. après la résolution de ce problème qui est

un peu spécial on peut passer au calcul de l�action bosonique .

3.3 calcul du Lagrangien :

En utilisant la parametrisation :

X
�

c1� 
 b1� = �i 2 �0 
 C (3.82)

X
�

c1� 
 a1� =
X
�

c1� 
 if0� = iA0 2 �1 
 u(1) (3.83)
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et

X
�

c1� 
 a3� = A 2 �1 
 su(3) (3.84)

=

0BBB@
i (A3 + A8) i(A1 � iA2) i(A4 � iA5)

i(A1 + iA2) �i (A3 � A8) i(A6 � iA7)

i(A4 + iA5) i(A6 + iA7) �2iA8

1CCCA
La connection � a la forme d�une matrice diagonale en bloc :

� =

0@ �Q 0

0 �l

1A (3.85)

tel que :

�Q =

0@ �A
1

Q �H
1

Q

�H
2

Q �A
2

Q

1A (3.86)

et

�l =

0@ �A
1

l �H
1

l

�H
2

l �A
2

l

1A
avec

�A
1

Q =

0BBB@
i(A38 + �A0)
 I3 iA�12 
 I3 iA�45 
 I3

iA12 
 I3 i(�A�38 + �A0)
 I3 iA�67 
 I3
iA45 
 I3 iA67 
 I3 (�2iA8 + i�A0)
 I3

1CCCA
(3.87)

96



et :

�A
2

Q =

0BBB@
i�A0 
 I3 03 03

03 iA0 
 I3 03

03 03 i�A0 
 I3

1CCCA (3.88)

et on a aussi :

�H
1

Q =

0BBB@
�i5�4MQ1 �i5�1MQ2 �i5�2MQ3

i5�1MQ1 �i5�5MQ2 �i5�3MQ3

i5�2MQ1 i5�3MQ2 �i5�6MQ3

1CCCA (3.89)

et

�H
2

Q =

0BBB@
�i5�4M�

Q1 i5�1M
�
Q1 i5�2M

�
Q1

�i5�1M�
Q2 �i5�5M�

Q2 i5�3M
�
Q2

�i5�2M�
Q3 �i5�3M�

Q3 �i5�6M�
Q3

1CCCA (3.90)

et pour les leptons on a :

�A
1

l =

0BBB@
iA38 
 I3 iA�12 
 I3 iA�45 
 I3
iA12 
 I3 �iA�38 
 I3 iA�67 
 I3

iA45 
 I3 iA67 
 I3 �2iA8 
 I3

1CCCA (3.91)

et :

�A
2

l =

0BBB@
03 03 03

03 �iA0 
 I3 03

03 03 iA0 
 I3

1CCCA (3.92)
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avec :

�H
1

l =

0BBB@
�i5�4ML1 �i5�1ML2 �i5�2ML3

i5�1ML1 �i5�5ML2 �i5�3ML3

i5�2ML1 i5�3ML2 �i5�6ML3

1CCCA (3.93)

et

�H
2

l =

0BBB@
�i5�4M�

L1 i5�1M
�
L1 i5�2M

�
L1

�i5�1M�
L2 �i5�5M�

L2 i5�3M
�
L2

�i5�2M�
L3 �i5�3 
M�

L3 �i5�6M�
L3

1CCCA (3.94)

Ici A�ij � (Ai � iAj). ou bien on peut les écrire comme suit :

(A4 + iA5) = A45; (A6 � iA7) = A�67; i(A4 � iA5) = A�45;

(A6 + iA7) = A67; (A1 + iA2) = A12; (A1 � iA2) = A�12;

A8 = A8; (A3 + A8) = A38; (�A3 + A8) = A�38

Il est très important de mentionner que la représentation dans su(3) du

multiplet du Higgs est uniquement déterminer par la matrice de masses fer-

mionique. En e¤et, les degrés de liberté des particules scalaires �i, i = 1; 6

sont dictés et imposés par la GNC et en regardant le modèle économique

(minimal) où il y a deux triplets de Higgs [34, 35], seulement ce secteur sca-

laire minimal (comme il sera vu après) est capable de briser la symétrie de

SU(3)c 
 SU(3)L 
 U(1)N spontanément en SU(3)c 
 U(1)em en une seule

étape. L�action des opérateurs hermitiens b�, b�, b , b�, b�0, b�0, b 0 et b�0 sur
la matière scalaire et sur les champs vectoriels �i et A0 respectivement est

donné par :
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b��i = b�0�i = ��ib��i = b�0�i = ��ib�i = b 0�i = �ib��i = b�0�i = ��i

(3.95a)

�
3b�+ b� + b + b��A0 = pxA0 (3.95b)

et

�
3b�0 + b�0 + b 0 + b�0�A0 = 0 (3.95c)

où �, �,  et � sont des nombres réels arbitraires. Le paramètre x est

relié aux N charges et indépendant des familles (voir l�équation 3.97). No-

tons aussi que contrairement à la construction du modèle de grande uni�-

cation �ipped SU(5) 
 U(1) dans le cadre de la géométrie non associative

[18] où l�algèbre de Lie matricielle su(5) est comme un input et d�autre part

u(1) est considéré comme une conséquence algébrique de l�algèbre matricielle

su(5) � u(1), par contre on a considérer dans cette thèse les mêmes condi-

tions que la référence [20] . Les raisons sont que dans la référence [18], dans

l�ordre de calculer la structure des éléments dans r0a et après leur décomposi-

tion en représentations irréductibles de su(5), la condition [r0a;b� (a)]�b� (a)
mène à un bloc de structure où la compatibilité avec les deux conditions

fr0a;b� (a)g�fb� (a) ;b� (a)g+ b� (
2a) et fr0a;b� (
1a)g�fb� (a) ;b� (
1a)g+ b� (
3a)

implique que la connection a une structure avec une partie additionnelle en
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u(1) avec une représentation unique dans l�espace de Hilbert fermionique. Ce

qui n�est pas notre cas dans ce travail présenté dans cette thèse.

Maintenant et après avoir trouver tous les éléments nécessaires on peut

passer au calcul de l�action bosonique.

3.3.1 Action Bosonique

L�action bosonique en général peut prendre la forme suivante :

SB =
1

36g20

Z
X

dx tr
�
e(�)2

�
=

1

36g20

Z
X

dx ($0 +$1 +$2) (3.96)

Ici g0 est la constante de couplage de U(1)N . après un très long calcul on

a obtenu les expressions suivantes :

($0) =
1

18g20

fTr
��fMQ1Q1

�2
+
�fML1L1

�2��
�1�1 + �2�2 +

�
�4 � 1

�
(�4 � 1)

�2
+2Tr

��fMQ1Q1
fMQ2Q2 + fML1L1

fML2L2

�� ����4 � �5
�
�1 � �2�3

��2
+Tr

���fMQ2Q2

�2
+
�fML2L2

�2���
�1�1 + �3�3 +

�
�5 � 1

�
(�5 � 1)

�2
+2Tr

��fMQ3Q3
fMQ2Q2 + fML2L2

fML3L3

�� ����5 � �6
�
�3 � �2�1

��2
+Tr

��fMQ3Q3

�2
+
�fML3L3

�2��
�2�2 + �3�3 +

�
�6 � 1

�
(�6 � 1)

�2
+2Tr

��fMQ3Q3
fMQ1Q1 + fML3L3

fML1L1

�� ����6 � �4
�
�2 � �3�1

��2g
(3.97)

et $1 a pour expression :
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($1) =
1

18g20

f[tr
���d�1 + (�i ((� � �)A0 � A38))�1 + iA�67�2 + iA12 (�4 + 1)

�� 2�
+tr(

��d�2 + (�i (2A8 + (� � �)A0))�2 + iA�67�1 + iA�45
�
�4 + 1

���2)
+tr(

��d�4 + iA�45�2 + iA�12�1 + (�iA38 + (� � �)A0) (�4 + 1)
��2)]�

�
�
Tr
�
MfQ1Q1g +MfL1L1g

�	
+[tr(

��d�1 + (�i (( � �)A0 � A38))�1 + �3 (�iA45) + iA12
�
�5 + 1

���2)
+tr(

��d�3 � iA45�1 + (�i (2A8 + ( � �)A0))�3 � iA67 (�5 + 1)
��2)

+tr(
��d�5 + iA12�1 + iA�67�3 + (i (A�38 � ( � �)A0)) (�5 + 1)

��2)]�
�
�
Tr
�
MfQ2Q2g +MfL2L2g

�	
+[tr

�
jd�6 + iA45�2 + iA67�3 + (i ((� � �)A0 � 2A8)) (�6 + 1)j

2�
+tr(

��d�3 + iA�12�2 + (i (A�38 + (� � �)A0))�3 + iA67
�
�6 + 1

���2)
+tr(

��d�2 + (i ((� � �)A0 + A38))�2 + iA�12�3 + iA�45 (�6 + 1)
��2)]�

�
�
Tr
�
MfQ3Q3g +MfL3L3g

�	
g

(3.98)

en fait on a posé

(� � �) = (�0 � �0)

( � �) = (0 � �0) (3.99)

(� � �) = (�0 � �0)

qui est le résultat directe des conditions imposés par (3.45) et $2 a la

suivante expression :
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$2 =
1
3g20
tr
h�
dA3 +

1
2
fA3; A3g

�2
+
�
dA8 +

1
2
fA8; A8g

�2i
+ 1
36g20

xtr (dA0)
2

+tr

�
6P
i=1

d (Ai � iAi+1) +
1
2

6P
i=1

f(Ai � iAi+1) ; (Ai � iAi+1)g
�2 (3.100)

où :

x =
X

(N charges)2

3.3.2 Action Fermionique

Si on note 	Qj (resp.	Lj ) par :

	Qj(Q
j
1L; Q

j
2L; Q

j
3L; Q

j
1R; Q

j
2R; Q

j
3R) (3.101)

et

	Lj(L
j
1L; L

j
2L; L

j
3L; L

j
1R; L

j
2R; L

j
3R) (3.102)

après une rotation de Wick et en redé�nissant les champs de jauge comme

suit :

A0 =
ig0p
x
�W 0

� (3.103)

A�12 = A1 � iA2 = ig�(W 1
� � iW 2

�) = ig�W�
� (3.104)
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A�45 = A4 � iA5 = ig�(W 4
� � iW 5

�) = ig�V �
� (3.105)

A�67 = A6 � iA7 = ig�(�W 6
� � iW 7

�) = ig�U�� (3.106)

A8 = ig�W 8
� (3.107)

et

A3 = ig�W 3
� (3.109)

On obtient les interactions fermioniques suivantes (les bosons de jauge

vectoriels et les champs scalaires (termes de Yukawa) sont notés par$int et

$Y respectivement). Le cas des quarks, présente les termes suivants :

$int = $
Q
int

=
3P
j=1

f�ig0p
x
[Q

j

1R�
j�W 0

�Q
j
1R +Q

j

2R
j�W 0

�Q
j
2R +Q

j

3R�
j�W 0

�Q
j
3R]

+ig[�Qj1L�
�
W 3
� +W 8

� + �jW 0
�

�
Qj1L +Q

j

2L
�
�
W 3
� �W 8

� � �jW 0
�

�
Qj2L

+Q
j

3L
�
�
2W 8

� � �jW 0
�

�
Qj3L +Q

j

1R
�W�

� Q
j
2L �Q

j

2R
�W+

� Q
j
1L

�Qj3R�V �
� Q

j
1L +Q

j

1R
�V +

� Q
j
3L +Q

j

3R
�U��� Qj2L �Q

j

2R
�U++� Qj3L]g

(3.110)

et
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$Y = $
Q
Y =

1p
2

3P
j=1

[ 1p
TrM1;1

mQj1

�
Q
j

1L�4Q
j
1R �Q

j

2L�1Q
j
1R �Q

j

3L�
�
2Q

j
1R + c:c

�
+ 1p

TrM2;2
mQj2

�
Q
j

1L�
�
1Q

j
2R �Q

j

2L�5Q
j
2R �Q

j

3L�3Q
j
2R + c:c

�
+ 1p

TrM3;3
mQj3

�
Q
j

3L�6Q
j
3R �Q

j

1L�2Q
j
3R �Q

j

2L�
�
3Q

j
3R + c:c

�
]

(3.111)

Ici �cc�veut dire le complexe conjugué et g est la constante de couplage

de SU(3)L.

Pour les leptons on a:

$int = $
L
int

=
3P
j=1

f�ig0p
x
[�Lj2R�W 0

�L
j
2R + L

j

3R
�W 0

�L
j
3R]

+ig[�Lj1L�
�
W 3
� +W 8

�

�
Lj1L + L

j

2L
�
�
W 3
� �W 8

�

�
Lj2L

+2L
j

3L
�W 8

�L
j
3L + L

j

1R
�W�

� L
j
2L � L

j

2R
�W+

� L
j
1L � L

j

3R
�V +

� L
j
1L

+L
j

1R
�V �

� L
j
3L + L

j

3R
�U++� Lj2L � L

j

2R
�U��� Lj3L]g

(3.112)

et

$Y = $
L
Y

= 1p
2

3P
j=1

[ 1p
TrM1;1

mLj1

�
L
j

1L�4L
j
1R � L

j

2L�1L
j
1R � L

j

3L�
�
2L

j
1R + c:c

�
+ 1p

TrM2;2
mLj2

�
L
j

1L�
�
1L

j
2R � L

j

2L�5L
j
2R � L

j

3L�3L
j
2R + c:c

�
+ 1p

TrM3;3
mLj3

�
�Lj1L�2L

j
3R � L

j

2L�
�
3L

j
3R + L

j

3L�6L
j
3R + c:c

�
]

(3.113)

où
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Mi;i =
�
MfQiQig +MfLiLig

�
; i = 1; 3

3.4 Masses, Couplages et Angles de Mixages

Dans le but de lire correctement la densité lagrangienne de l�équation.(3.96),

redé�nissons les champs scalaires de la manière suivantes :

�i =
3p
2
g0
e�ie�i; i = 1; 3 (3.114)

et

�i � 1 =
3p
2
g0
e�ie�i; i = 4; 5 (3.115)

Tel que :


e�1 = 
e�1 =
�
Tr
�
MfQ1Q1g +MfQ2Q2g +MfL1L1g +MfL2L2g

��� 1
2


e�2 = 
e�2 =
�
Tr
�
MfQ1Q1g +MfQ3Q3g +MfL1L1g +MfL3L3g

��� 1
2


e�3 = 
e�3 =
�
Tr
�
MfQ2Q2g +MfQ3Q3g +MfL2L2g +MfL3L3g

��� 1
2


e�4 = 
e�4 =
�
Tr
�
MfQ1Q1g +MfL1L1g

��� 1
2


e�5 = 
e�5 =
�
Tr
�
MfQ2Q2g +MfL2L2g

��� 1
2


e�6 = 
e�6 =
�
Tr
�
MfQ3Q3g +MfL3L3g

��� 1
2

(3.116)

où la densité lagrangienne$0 de l�équation (3.96) prend la forme suivante ;
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$0 =
9

8
g20

"
6X
j=1

�j

#
(3.117)

où

�1 = $1

�
�(e�1; e�1) + 9

2
�(e�2; e�2) + �(e�4; e�4)�2

�2 = 2$2

����(e�4; e�1)� �(e�5; e�1)� �(e�2; e�3)���2
�3 = $3

�
�(e�1; e�1) + �(e�3; e�3) + �(e�5; e�5)�2

�4 = 2$4

����(e�5; e�3)� �(e�6; e�3)� �(e�2; e�1)���2
�5 = $5

�
�(e�2; e�2) + �(e�3; e�3) + �(e�6; e�6)�2

�6 = 2$6

����(e�6; e�2)� �(e�4; e�2)� �(e�3; e�1)���2
(3.118)

tel que :

�(A;B) = 
A
BA:B (3.119)

et on a aussi :

$1 = 

�2e�4

$2 = Tr
�fMQ1Q1

fMQ2Q2 + fML1L1
fML2L2

�
$3 = 


�2e�5
$4 = Tr

�fMQ2Q2
fMQ3Q3 + fML2L2

fML3L3

�
$5 = 


�2e�6
$6 = Tr

�fMQ3Q3
fMQ1Q1 + fML3L3

fML1L1

�
(3.120)
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Notons que $0 représente le potentiel minimal à champs scalaires à deux

triplets de bosons de Higgs. Si on choisit les V eV �s des champs scalaires

générés par :

De�jE = 0, j = 1; 3

De�jE = vj�3, j = 4; 6

(.3.121)

une analyse simple montre que l�ensemble des V eV �s brise la symetrie

en une seule étape :

SU(3)c 
 SU(3)L 
 U(1)N ! SU(3)c 
 U(1)Q (3.122)

Pour la valeur particulaire v2 = 0 ou v1 = 0, la chaine de brisure de

symetrie devient :

SU(3)c
SU(3)L
U(1)N
v3! SU(3)c
SU(2)L
U(1)N

v1ou v2! SU(3)c
U(1)Q
(3.123)

après le mécanisme de Higgs, les masses des bosons scalaires prennent la

forme suivante :
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M2e�1 = 9
4
g20


2e�1
�

2e	1v21$1 � 2
e	1
e	2v1v2$2 + 


2e	2v22$3

�
M2e�2 = 9

4
g20


2e�2
�

2e	1v21$1 � 2
e	1
e	3v1v3$6 + 


2e	3v23$5

�
M2e�3 = 9

4
g20


2e�3
�

2e	2v22$3 � 2
e	2
e	3v2v3$4 + 2


2e	3v23$5

�
M2e	1 = 27

4
g20v

2
1


2e	1
M2e	2 = 27

4
g20v

2
2


2e	2
M2e	3 = 27

4
g20v

2
3


2e	3

(3.124)

3.4.1 Champs de Jauge Vectoriels

Bosons de Jauge Chargés

Dans la base fW�; V �; U��g, et après une étape de brisure spontanée

de la symétrie et le mécanisme de Higgs, on obtient la matrice de masse des

bosons de jauge chargés suivante :

MCGB = g2

0BBB@
v21 + v22 0 0

0 v21 + v23 0

0 0 v22 + v23

1CCCA (3.125)

et par conséquent, on déduit que :

M2
W� = g2

�
v21 + v22

�
(3.126)

pour

M2
V � = g2

�
v21 + v23

�
(3.127)
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et

M2
U�� = g2

�
v22 + v23

�
(3.128)

Bosons de Jauge Neutres

Pour les bosons de jauge, et après quelques simpli�cations utilisant l�équation.(3.97),

on obtient (après SSB) dans la base
�
W 0
� ;W

3
� ;W

8
�

	
la suivante symétrique

et non diagonale matrice de masse MNGB :

MNGB =

0BBB@
M11 M12 M13

M12 M22 M23

M13 M23 M33

1CCCA (3.129)

où

M11 =
g2

x

�
(� � �)2 v21 + ( � �)2 v22 + (� � �)2 v23

�
(3.130a)

M22 = g2
�
v21 + v22

�
(3.130b)

M33 = g2
�
v21 + v22 + v23

�
(3.130c)
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M12 =
gg0p
x

�
( � �) v22 + (�� �) v21

�
(3.130d)

M13 =
�gg0p
x

�
(� � �) v21 + ( � �) v2 + 2 (� � �) v23

�
(3.130e)

M23 = g2
�
v21 � v22

�
(3.130f)

Si on choisit v1 = v2 et dans l�ordre d�avoir une valeur propre (eigenvalue)

nulle (qui représente la masse au repos du photonM2
 ), on obtient la condition

suivante :

�M2
12M33 �M2

13M22 +M11M22M33 = 0 (3.131)

dû aux relations :

� � � = � �  (3.132)
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et

� = � (3.133)

Les valeurs propres non nulles restantes notées par M2
1 et M

2
2 qu�on peut

identi�er au carré des masses des bosons Z 0 et Z0 respectivement données

par :

M2
1 =M2

Z0 =

�
g20
x
( � �)2 + 4g2

�
v23 (3.134)

et

M2
2 =M2

Z0 =
4g2

h
3g20
x
( � �)2 + 2g2

i
h
g20
x
( � �)2 + 4g2

i v21 (3.135)

Maintenant, et en introduisant un angle de mixage � tel que :

tan � =
g0
g
p
x

(3.136)

et si on veut que les masses des bosons de jauge Z0 etW� soient les mêmes

que dans le cas du modèle standard, donc, on peut montrer facilement que :
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tan2 � =
4 sin2 �w

( � �)2 (6 cos2 �w � 1)
(3.137)

ou par l�expression équivalente :

cos �w =

s
1 + 1

4
( � �)2 tan2 �

1 + 3
2
( � �)2 tan2 �

(3.138)

ou �w est l�angle de mixage de Weinberg.

De l�expression de l� équation.3.136, on peut déduir que cos2 �w � 1
6
.

Cette faible limite est compatible avec la valeur expérimentale cos2 �w � 0:76.

Notons aussi que si sin2 �w � 1
4
, on obtient :

tan � � � 1

j � �j

r
2

7
(3.139)

Où les états propres reliés aux valeurs propres M2
 , M

2
Z0 et M

2
Z , on peut

montrer qu�ils sont donnés par les expressions suivantes :

B� = =B
�
�11W

0
� + �12W

3
� + �13W

8
�

�
(3.140a)

Z 0� = =Z0
�
�21W

0
� + �22W

3
� + �23W

8
�

�
(3.140b)
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et

Z� = =Z
�
�31W

0
� + �32W

3
� + �33W

8
�

�
(3.140c)

où

�11 = �21 = �31 = 1 (3.141a)

�12 = �13 = �33 = �
( � �)

2
tan � (3.141b)

�22 = 0 (3.141c)

�23 = 2 cot � (3.141d)

�32 =
2 cot �

5 ( � �)
+
 � �

10
(3.141e)
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avec

=B =
�
�211 + �212 + �213

��1=2
(3.142a)

=Z0 =
�
�221 + �222 + �223

��1=2
(3.142b)

et

=Z =
�
�231 + �232 + �233

��1=2
(3.142c)

Bien sur, on peut montrer que les transformations précédentes sont le

résultat de rotation d�ordre général avec les angles d�Euler
�e�; e�; e�. La

matrice de rotation correspondante R
�e�; e�; e� est :

R
�e�; e�; e� =

0BBB@
ce�ce � se�ce�se �ce�se � se�ce�ce se�se�
se�ce + ce�ce�se �se�se + ce�ce�ce �se�ce�

se�se se�ce ce�

1CCCA (3.142)

avec l�abréviation des fonctions sinus et cosinus par s et c, respectivement

et où :

�12 = �13 = �33 = �
( � �)

2
tan � (3.143a)
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�22 = 0 (3.143b)

�23 = 2 cot � (3.143c)

�32 =
2 cot �

5 ( � �)
+
 � �

10
(3.143d)

avec :

tan e = �32 (3.144)

où :

tan e� = ��12
�23

�
1 + �223

��1=2 �
1 + �212

��1=2
(3.145)

et

cot e� = tan e� tan ep
1� tan2 e� tan2 e (3.146)
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Si par exemple � = 2
3
et  = �1

3
, donc, e�; e� et e prennent les valeurs e� �

�15; 96�, e� � �68; 13�et e � 54; 38� respectivement. Comme illustration on
a tracé dans la �gure.(3.1), tan e� (en ligne continue, notée par alpha), tan e�
(en ligne étirée notée par beta) et tan e (en ligne pointillée, notée par gamma)
en fonction de tan �. Notons que dans l�intervalle où � 2 [2:29�; 27:92�] ; tan e�
(resp.tan e) est croissante (resp. décroissante) en fonction de � par contre
tan e� est toujours constante.
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Figure 3.1 tan e�; tan e� et tan e en fonction de tan �.
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Termes d�Interactions Electromagnétiques des Fermions

Pour donner plus de clarté que possible à nos résultas, prenons la pre-

mière génération de quarks (u; d; J1). Il est facile de montrer que la densité

lagrangienne électromagnétique $EMQ prend la forme suivante :

$EMQ =
g0p
x


�
�1Q

1

1
�B�Q

1
1 + 1Q

1

2
�B�Q

1
2 + �1Q

1

3
�B�Q

1
3

�
(3.147)

où


 =
4 cot � (1 + 4 cot �)

�
1 + 1

2
tan2 �

�
(24 + tan � � 16 cot2 � � 4 cot � � 5 tan2 �) (3.148)

avec les conditions :

�1 � �1 = �1 � 1 = 1 (3.149)

et

�1 = �1 (3.150)

Par identi�cation de la charge du quark u dans l�équation.(3.147), on peut

déduire que :
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g0p
x

 = e (3.151)

et

�1 =
2

3
(3.152)

(e est la charge électrique) et par conséquent :

1 = �1
3

�1 = 5
3

(3.153)

Notons que les valeurs de �1; 1 et �1 sont compatibles avec les conditions

de l�équation.(3.148) et correspondent exactement aux N charges de la pre-

mière génération de quarks left et right du modèle commutative [21]. Donc on

peut mentionner ce résultat important, est que la géométrie non associative

reproduit uniquement en output, les valeurs des N charges des particules. De

la même façon, sa sera pour la deuxième et la troisième familles des quarks

(s; c; J2) et (b; t; J3), on peut montrer que :

�2;3 � �2;3 = �2;3 � 2;3 = 1 (3.154)

et
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�2 = �3 = �2 = �3 = �1
3

2 = 3 = +2
3

�2 = �3 = �4
3

(3.155)

On peut faire la même chose pour les leptons et on obtient :

�0j � �0j = �0j � 0j = 1

�0j = �0j = 0

0j = �1

�0j = +1;8j = 1; 3

(3.156)

Il est très important de mentionner ce résultat remarquable qui réside en

fait dans, l�universalité des résultats suivants :

�j � �j = �j � j = �0j � �0j = �0j � 0j = 1

�j = �j = �0j = �0j;8j = 1; 3
(3.157)

Indépendamment du type des particules soit des leptons ou des quarks

et aussi indépendamment du type de famille, et des relations similaires ré-

sultent pour les paramètres �; �;  et �. Ce qui est probablement lié au fait

que le modèle est libre d�anomalies, la valeur du paramètre x qui est lié di-

rectement à la charge N des quarks. a une valeur constante indépendamment

du type de la famille. En e¤et on peut facilement trouver (en utilisant les

équations.(3.95c-3.63) que x = 4 pour les quarks et elle est nulle pour les

leptons.
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3.5 Couplage V � A Fermions- Bosons de

Jauge Neutres

Si on note par $NC la densité lagrangienne pour les courants neutres cou-

plée aux bosons vectoriels massifs Z00 et Z0 :

$NC = $NCQ +$NCL (3.158)

où

$NCQ = �g
2 cos �w

P
i;jh

Q
j

i
�
�
g
Qji
V;Z � g

Qji
A;Z05

�
QjiZ� +Q

j

i
�
�
g
Qji
V;Z0 � g

Qji
A;Z05

�
QjiZ

0
�

i (3.159)

et

$NCL = �g
2 cos �w

P
i;jh

L
j

i
�
�
g
Lji
V;Z � g

Lji
A;Z05

�
LjiZ� + L

j

i
�
�
g
Lji
V;Z0 � g

Lji
A;Z05

�
LjiZ

0
�

i (3.160)

Et il résulte les couplage V � A Fermions- Bosons de Jauge Neutres sui-

vants

g
Qji
V;Z , g

Qji
V;Z0, g

Qji
A;Z , g

Qji
A;Z0, g

Lj1
V;Z , g

Lj1
V;Z0, g

Lj1
A;Z0 et g

Lj2
A;Z0 :

i) Pour les quarks :

g
Qj1
V;Z = �D�j �tj32 + tj33 + "j3t

j
31

�
;

g
Qj1
V;Z0 = D�j �tj33 � "j3t

j
21

�
; g
Qj1
A;Z = �g

Qj1
A;Z0 = D�jtj33;

(3.161a)
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g
Qj2
V;Z = D�j �tj32 � tj33 � "j4t

j
31

�
; g
Qj2
V;Z0 = D�j �tj33 � "j4t

j
21

�
;

g
Qj2
A;Z = D�j ��tj32 + tj33 + "j5t

j
31

�
; g
Qj2
A;Z0 = D�j ��tj33 + "j5t

j
21

� (3.161b)

et

g
Qj3
V;Z = g

Qj3
V;Z0 = D�j �2tj32 + "j1t

j
31

�
; g
Qj3
A;Z = g

Qj3
A;Z0 = D�j ��2tj32 + "j2t

j
31

�
(3.161c)

ii) Pour les leptons :

g
Lj1
V;Z = �D�j �tj32 + tj33

�
; g
Lj1
V;Z0 = D�j ��tj32 + tj33

�
; g
Lj1
A;Z0 = �g

Lj1
A;Z = �D�jtj33

(3.162a)

g
Lj2
V;Z = D�j �tj32 � tj33 + tj31

�
; g
Lj2
V;Z0 = D�j �tj33 + tj31

�
;

g
Lj2
A;Z = D�j ��tj32 + tj33 + tj31

�
; g
Lj2
A;Z0 = D�

(3.162b)

g
Lj2
A;Z = D�j ��tj32 + tj33 + tj31

�
; g
Lj2
A;Z0 (3.162c)

= D�
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et

g
Lj3
V;Z = g

Lj3
V;Z0 = D�j �2tj33 � tj31

�
; g
Lj3
A;Z = g

Lj3
A;Z0 = D� ��2tj33 � tj21

�
(3.162d)

où :

D�j = D� cos �w
�

(3.163)

et

"j1 = �
�
�j + �j

�
tan � (3.164a)

"j2 =
�
�j � �j

�
tan � (3.164b)

"j3 = �2�j tan � (3.164c)

"j4 = �
�
�j + j

�
tan � (3.164d)

et :

123



"j5 =
�
�j � j

�
tan � (3.164e)

aussi pour les t :

t31 = =B=Z0�12�23 (3.165f)

t32 = =B=Z0 (�12 � �23) (3.165g)

t21 = =B=Z�12(�32 � �12) (3.165h)

et

t33 = =B=Z (�32 � �12) (3.165i)

�nalement on a :

� = =B=Z0=Z
�
��23�32 � (�12)2 + �12�23 + �12�32

�
(3.166)

Notons que en géométrie non associative et contrairement au référence

[21] (le cas commutatif), le quark exotique est couplé au bosons de jauge Z0
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non seulement à travers les courants vectoriels mais aussi à travers les cou-

rants axiales. La �gure.(3.2) représente le couplage vectoriel (ligne continue,

représentée par gJ1V;Z0) et le couplage axiale (ligne pointillée, représentée par

gJ1A;Z0) du quark exotique J1 avec le boson de jauge Z
0 en fonction de tan �.

Notons que et contrairement à la composante vectorielle, le couplage axiale

est négatif et il est rapidement décroissant.
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Figure 3.2 Couplage vectoriel et axial du quark exotique J1 avec le boson Z 0

en fonction de tan �.
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Dans la référence suivante [21], les masses des bosons vectoriels exotiques

sont fortement limités ce qui est du aux changement de saveur des courants

neutres (FCNC) induit par le Z00, il peut être obtenu dans le cas de notre

modèle si on considère la contribution à la di¤érence de masse du K
0

L �K
0

S

due à l�échange d�un boson neutre lourd. Si on considère pour simpli�er les

choses le mixage entre deux familles, on peut obtenir dans l�expression de

densité lagrangienne un terme comme :

�g
4

MZ0

MW

cos �c sin �c

h
d�

�
g
Q12
V;Z � g

Q12
A;Z05

�
s� d�

�
g
Q21
V;Z � g

Q21
A;Z05

�
s
i
Z 0�

(3.167)

où Q12 (resp.Q
2
1) représente le d (resp.s quark), on a donc aux faibles

énergies l�interaction e¤ective :

$eff =
g2

16

�
MZ0

MW

�2
cos2 �c sin

2 �c
M2
Z00

�
d�(c

V
� c

A
5)s

�2
(3.168)

avec

c
V
= c

A
= g

Q12
V;Z � g

Q21
V;Z = D� tan � (3.169)

Rappelons aux lecteurs que la contribution du c-quark dans le modèle

standard est [36, 37] :
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$SMeff = �
GFp
2

�e
4�

m2
c

M2
W sin

2 �w
cos2 �c sin

2 �c

�
d�

1

2
(1� 5)s

�2
(3.170)

où

g2

8M2
W

=
GFp
2

(3.171)

�c; �e et GF sont l�angle de cabbibo, la constante de couplage de structure

�ne électromagnétique et la constante de Fermi réspectivement. Maintenant,

si on assume que n�importe quelle contribution additionnelle à la di¤érence

de masse de la part du boson Z00 ne peut être plus grande que celle de la

contribution du quark charmé [38]. Donc on peut obtenir la faible limite

suivante :

M2
Z &

2�

�e

M4
W

m2
c

D�2 tan2 � tan2 �w (3.172)

et par conséquent la valeur du V eV v3 a une faible limite :

v23 &
p
2�

4GF�e

M2
W

m2
c

D�2 tan2 g� tan2 g�w=
�
tan2 g� ( � �)2 + 4

�
(3.173)

Ce qui implique ( si v3 � v1; v2) comme dans l�équation (3.126) et(3.127)

que :
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M2
V �;U�� &

2�

�e

M4
W

m2
c

D�2 tan2 � tan2 �w=
�
tan2 g� ( � �)2 + 4

�
(3.174)

Pour ( � �)2 = 1, on obtient MZ00 � 21:76TeV , v3 � 13:49TeV et

MV �;U�� � 10; 51TeV . Voir �gure.(3.3) (resp.�gure.(3.4)) qui tracent les va-

riations des faibles limites du MZ00 (resp.MV �;U��) en fonction de tan �. No-

tons que autant que � est faible, les variations des MZ00 (resp.MV �;U��)sont

très importantes � O(4 � 14)TeV (resp.� O(2 � 7)TeV dans l� intervalle

� 2 [18:10�4 � 28:10�4].
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�gure 3.3 Variation de faibles bandes du MZ00 en fonction de tan �.
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Chapitre 4

Le Modèle de Grande

Uni�cation E6, GNA, Susy et

CP Violation

4.1 L0 Algèbre E6 Exceptionnelle et GNC

4.1.1 Dé�nitions :

I. Une algèbre exceptionnelle est une algèbre simple de Lie de dimension

�nie, et on a cinq algèbres exceptionnelle qui sont E6; E7; E8; F4 et G2 [51].

On peut mentionner les particularités de ces cinq algèbres comme suit :

1- elles sont directement liées aux octonions .

2- leurs structures (précisément le type des sous algèbres qu�elles contiennent)

3- Et bien sûr leur propriété (exceptionnelle) qui fait qu ils ne sont que

cinq (5 un nombre limité).
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Et il se trouve que parmi ces cinq algèbres seul E6 est l�algèbre exception-

nelle à représentations complexes (pour les autres toutes les représentations

sont réelles).

E6 est de rang 6 , sa représentation fondamentale est de dimension 27 et sa

représentation adjointe est de dimension 78 et a pour sous algèbre maximale

su(3)� su(3)� su(3):

La représentation de E6 est de la forme suivante :

J =

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA (4.1)

où a1; a2; a3 2 C (complexes) et x; y; z sont des octonions complexes avec

leurs octonioniques conjugues x; y; z.

II. Une algèbre de composition (composition algebra) est une algèbre A

avec une identité et une forme quadratique non dégénérée Q qui est dé�nit

sur l algèbre A tel que Q permet la composition i.e pour x; y 2 A;

Q(xy) = Q(x)Q(y): (4.2)

Une algèbre de composition est dite algèbre de division si la forme qua-

dratique Q est anisotropique i.e si Q(x) = 0 =) x = 0 si non l�algèbre est

dite split [50]::
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III. Une algèbre exceptionnelle dé�nit sur un champ de complexes peut

avoir pour représentation soit :

J =

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA = J
T

(4.3)

dé�nit sur la base octonionique e�(� = 0; 1; :::; 7); ou en même temps

on peut la dé�nir sur la base split complexe octonionique (u�; u��) ou � =

0; 1; 2; 3: tel que :

J = Lu0 + LTu�0 +Riui + Siu�i i = 1; 2; 3 (4.4)

Où les u� sont dé�nit en termes des e� par

u0 = u�0; uk = �uk;

u20 = u0; u0u
�
0 = 0;

u0uk = uku
�
0 = uk; u�0uk = uku0 = 0;

uiuj = "ijku
�
k uiu

�
j = �u0�ij:

(4.5)

Où L est une matrice 3 � 3 complexe et Ri et Si sont des matrices 3 �

3 complexes et anti-symétriques, ces deux représentations sont en fait les

mêmes, ce qui n�est pas le cas des algèbres réelles octonioniques, où une

algèbre réelle octonionique dé�nit sur la base e�(� = 0; 1; :::; 7) est une réelle

algèbre de division par contre l�algèbre réelle dé�nit sur la base split (u�; u��)

ou � = 0; 1; 2; 3: (connue par l�algèbre de Cayley split ) n�est pas une algèbre

réelle de division puisque elle contient des diviseurs de zéros [51].
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Donc si on ait tenté par une quelconque répartition des fermions sur la

deuxième représentation sans tenir compte de n�importe quelle sous algèbre ,

la première chose qui nous attire sur cette forme de décomposition est l�indice

i = 1; 2; 3 que je peut a¤ecter aux couleurs et donc je peut déjà dire que les

matrices anti-symétriques Ri et Si ne peuvent être a¤ectées qu�aux quarks

et puisque R et S sont constituées chacune de trois paramètres indépendants

et il y a un certain lien de conjugaison entre R et S on peut voir qu�on a

trois types de quarks di¤érents qu�on peut répartir sur R et S et pour les

leptons ils seront répartis sur la matrice L, si on a au moins des prémices de

répartition qui peuvent nous aider à dé�nir le module H
A ! H avec la

répartition préliminaire qu�on a dé�nit :

J+DJ �= 27� 27� 27 (donc on commence par cette répartition générale

et puis voir la forme de D ) mais en réalité cette répartition qu�on viens

de proposer n�est qu�une répartition selon le sous groupe maximale su(3) �

su(3)�su(3): et selon Gursey le fait d�écrire un élément de l�algèbre suivant la

base complexe split[53] (c�était en étudiant le secteur de Higgs) c�est comme

si le choix de la décomposition su(3)�su(3)�su(3):est fait automatiquement.

Donc si on veut dé�nir le module H
A ! H sans l�utilisation d�aucune

répartition se basant sur quelconque éventuelle brisure on doit donc utiliser

la forme compacte :

J =

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA (4.6)

et donc on a le module :
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J+DJ �= 27
 27
 27 (4.7)

où ( 27 = J� ) et on a (27 
 27 ) est dé�nit par un produit où on a ce

dernier qui se couple directement avec 27 (J�) [43],[44],[45]et donc on a le

module qu�on veut dé�nir est représenté par le produit :

JyDJ �= 27
 (27
 27)
�= 27
 27

est ce que c�est 27

(4.8)

IV. Est ce que 27
 (27
 27)! 27.

On a (27
 27) obéit au produit freudhental[54] ( qui sera très important

pour l�étude du secteur du Higgs ) et qui est dé�nit par :

2 (J1 � J2) = (J1 + J2)� (J1 + J2) J1 � J1 � J2 � J2 � J1 (4.9)

pour deux matrices complexes octonionique :

J � J = J�1DetJ = J2 � JTrJ � 1
2
I
�
TrJ2 � (TrJ)2

�
(4.10)

de[45] on a

�+ � (�� �)� 1
2
�Tr

�
�+:�

�
= �1

2
c2� (4.11)
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de cette équation on voit donc que le produit 27 
 (27
 27) ! 27 donc

on a le module H
A ! H est bien dé�nit.

Et comme le module est dé�nit donc la forme du DiracD doit être extraite

directement de la représentation compacte avec bien sûr la répartition qui se

base sur le sous groupe su(3)
su(3)
su(3) et qui est donnée par Gursey[44].

En fait dans leur conquête à la construction de modèles de grande uni-

�cation dans le cadre de la géométrie non commutative deux approches ont

été développées la première qui tient compte dés le début de la brisure ou

des brisures souhaités qui est le cas des modèles construits par Chamseddine,

Felder et Frolich [13],[20],[51],[55] et la deuxième approche et qui ne tient

compte d�aucune brisure dans la dé�nition du L cycle qui est illustré par les

modèles construit par wulkenhaar [17],[18],[19],[20].

L =

0BBB@
bN �
R
b�R blR

��L ��L �L

l�L �lL �L

1CCCA ; qiL =

0BBB@
U iL

Di
L

Bi
L

1CCCA ; bqiR =
0BBB@
bU iRbDi
RbBi
R

1CCCA : (4.12)

où :

b R = i�2 
�
R = ( 

c)L (4.13)

et donc mon prochain but est de dé�nir la forme du Dirac en se basant

sur cette forme de répartition bien sure après avoir dé�nit la représentation

� (a) :
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J = 27 =

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA (4.14)

et

J� = 27 =

0BBB@
a�1 x� y�

x� a�2 z�

y� z� a�3

1CCCA (4.15)

tel que a1; a2;et a3 sont des complexes et x; y et z sont des octonions

complexes x; y et z sont les octonioniques conjugués et les a�1, a
�
2 et a

�
3 sont des

complexes conjugués, donc l�opération bar veux dire octonionique conjugué

et l�opération * c�est le complexe conjugué.

Comme E6 est une algèbre de Jordan Exceptionnelle donc tous ses élément

obéissent au produit suivant :

X:Y =
1

2
(XY + Y X) (4.16)

Soit les notations suivantes :

J =

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA =

0BBB@
a1 x1 y2

x2 a2 z1

y1 z2 a3

1CCCA : (4.17a)

et

J� =

0BBB@
a�1 x� y�

x� a�2 z�

y� z� a�3

1CCCA =

0BBB@
a�1 x�1 y�2

x�2 a�2 z�1

y�1 z�2 a�3

1CCCA (4.17b)
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soit :

D =

0BBB@
d1 e j

f d2 i

g h d3

1CCCA (4.18)

1
2

0BBB@
a1 x1 y2

x2 a2 z1

y1 z2 a3

1CCCA
0BBB@

d1 e j

f d2 i

g h d3

1CCCA =

= 1
2

0BBB@
d1a1 + fx1 + gy2 a1e+ x1d2 + y2h a1j + ix1 + y2d3

x2d1 + a2f + z1g ex2 + d2a2 + hz1 x2j + ia2 + d3z1

y1d1 + z2f + a3g y1e+ z2d2 + a3h jy1 + iz2 + d3a3

1CCCA
= A

(4.19)

et :

1
2

0BBB@
d1 e j

f d2 i

g h d3

1CCCA
0BBB@

a1 x1 y2

x2 a2 z1

y1 z2 a3

1CCCA =

= 1
2

0BBB@
d1a1 + ex2 + jy1 d1x1 + ea2 + jz2 d1y2 + ez1 + ja3

fa1 + d2x2 + iy1 fx1 + d2a2 + iz2 fy2 + d2z1 + ia3

ga1 + hx2 + d3y1 gx1 + ha2 + d3z2 gy2 + hz1 + d3a3

1CCCA
= B

(4.20)
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Ce qui nous permet d�avoir :

1
2
(A+B) =

= 1
2

0BBBBBBBBBBBB@

2d1a1 + ex2 + jy1

+fx1 + gy2

a1e+ x1d2 + y2h+

d1x1 + ea2 + jz2

d1y2 + ez1 + ja3+

a1j + ix1 + y2d3

fa1 + d2x2 + iy1+

x2d1 + a2f + z1g

ex2 + 2d2a2+

hz1 + fx1 + iz2

fy2 + d2z1 + ia3+

x2j + ia2 + d3z1

y1d1 + z2f + a3g+

ga1 + hx2 + d3y1

y1e+ z2d2 + a3h+

gx1 + ha2 + d3z2

jy1 + iz2 + 2d3a3

+gy2 + hz1

1CCCCCCCCCCCCA
(4.21)

Et pour la deuxième partie on a :

1
2

0BBB@
a�1 x�1 y�2

x�2 a�2 z�1

y�1 z�2 a�3

1CCCA �

�

0BBBBBBBBBBBB@

2d1a1 + ex2 + jy1

+fx1 + gy2

a1e+ x1d2 + y2h+

d1x1 + ea2 + jz2

d1y2 + ez1 + ja3+

a1j + ix1 + y2d3

fa1 + d2x2 + iy1+

x2d1 + a2f + z1g

ex2 + 2d2a2+

hz1 + fx1 + iz2

fy2 + d2z1 + ia3+

x2j + ia2 + d3z1

y1d1 + z2f + a3g+

ga1 + hx2 + d3y1

y1e+ z2d2 + a3h+

gx1 + ha2 + d3z2

jy1 + iz2 + 2d3a3

+gy2 + hz1

1CCCCCCCCCCCCA
=M

(4.23)

où :
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M =

0BBB@
M1 M2 M3

M4 M5 M6

M7 M8 M9

1CCCA (4.24)

avec :

M1 = 2a
�
1d1a1 + a�1ex2 + a�1jy1 + a�1fx1 + a�1gy2 + x�1fa1 + x�1d2x2 + ix�1y1

+x�1x2d1 + x�1a2f + x�1z1g + y�2y1d1 + y�2z2f + y�2a3g + y�2ga1 + y�2hx2 + y�2d3y1

M2 = a�1a1e+ a�1x1d2 + a�1y2h+ a�1d1x1 + a�1ea2 + a�1jz2 + x�1ex2 + 2x
�
1d2a2

+x�1hz1 + x�1fx1 + ix�1z2 + y�2y1e+ y�2z2d2 + y�2a3h+ y�2gx1 + y�2ha2 + y�2d3z2

M3 = a�1d1y2 + a�1ez1 + a�1ja3 + a�1a1j + ia�1x1 + a�1y2d3 + x�1fy2 + x�1d2z1

+ix�1a3 + x�1x2j + ix�1a2 + x�1d3z1 + y�2jy1 + iy�2z2 + 2y
�
2d3a3 + y�2gy2 + y�2hz1

M4 = 2x
�
2d1a1 + x�2ex2 + x�2jy1 + x�2fx1 + x�2gy2 + a�2fa1 + a�2d2x2 + ia�2y1

+a�2x2d1 + a�2a2f + a�2z1g + z�1y1d1 + z�1z2f + z�1a3g + z�1ga1 + z�1hx2 + z�1d3y1

M5 = x�2a1e+ x�2x1d2 + x�2y2h+ x�2d1x1 + x�2ea2 + x�2jz2 + a�2ex2 + 2a
�
2d2a2

+a�2hz1 + a�2fx1 + ia�2z2 + z�1y1e+ z�1z2d2 + z�1a3h+ z�1gx1 + z�1ha2 + z�1d3z2

M6 = x�2d1y2 + x�2ez1 + x�2ja3 + x�2a1j + ix�2x1 + x�2y2d3 + a�2fy2 + a�2d2z1+

ia�2a3 + a�2x2j + ia�2a2 + a�2d3z1 + z�1jy1 + iz�1z2 + 2z
�
1d3a3 + z�1gy2 + z�1hz1
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M7 = 2y
�
1d1a1 + y�1ex2 + y�1jy1 + y�1fx1 + y�1gy2 + z�2fa1 + z�2d2x2 + iz�2y1

+z�2x2d1 + z�2a2f + z�2z1g + a�3y1d1 + a�3z2f + a�3a3g + a�3ga1 + a�3hx2 + a�3d3y1

M8 = y�1a1e+ y�1x1d2 + y�1y2h+ y�1d1x1 + y�1ea2 + y�1jz2 + z�2ex2 + 2z
�
2d2a2

+z�2hz1 + z�2fx1 + iz�2z2 + a�3y1e+ a�3z2d2 + a�3a3h+ a�3gx1 + a�3ha2 + a�3d3z2

M9 = y�1d1y2 + y�1ez1 + y�1ja3 + y�1a1j + iy�1x1 + y�1y2d3 + z�2fy2 + z�2d2z1

+iz�2a3 + z�2x2j + iz�2a2 + z�2d3z1 + a�3jy1 + ia�3z2 + 2a
�
3d3a3 + a�3gy2 + a�3hz1

et en inversant les produits on a :

1
2

0BBBBBBBBBBBB@

2d1a1 + ex2 + jy1

+fx1 + gy2

a1e+ x1d2 + y2h+

d1x1 + ea2 + jz2

d1y2 + ez1 + ja3+

a1j + ix1 + y2d3

fa1 + d2x2 + iy1+

x2d1 + a2f + z1g

ex2 + 2d2a2+

hz1 + fx1 + iz2

fy2 + d2z1 + ia3+

x2j + ia2 + d3z1

y1d1 + z2f + a3g+

ga1 + hx2 + d3y1

y1e+ z2d2 + a3h+

gx1 + ha2 + d3z2

jy1 + iz2 + 2d3a3

+gy2 + hz1

1CCCCCCCCCCCCA
�

�

0BBB@
a�1 x�1 y�2

x�2 a�2 z�1

y�1 z�2 a�3

1CCCA =M 0

(4.24)

tel que :
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M 0 =

0BBB@
M 0
1 M 0

2 M 0
3

M 0
4 M 0

5 M 0
6

M 0
7 M 0

8 M 0
9

1CCCA (4.25)

où

M 0
1 = 2a

�
1d1a1 + a�1ex2 + a�1jy1 + a�1fx1 + a�1gy2 + x�2a1e+ x�2x1d2 + x�2y2h

+x�2d1x1 + x�2ea2 + x�2jz2 + y�1d1y2 + y�1ez1 + y�1ja3 + y�1a1j + iy�1x1 + y�1y2d3

M 0
2 = 2x

�
1d1a1 + x�1ex2 + x�1jy1 + x�1fx1 + x�1gy2 + a�2a1e+ a�2x1d2 + a�2y2h

+a�2d1x1 + a�2ea2 + a�2jz2 + z�2d1y2 + z�2ez1 + z�2ja3 + z�2a1j + iz�2x1 + z�2y2d3

M 0
3 = 2y�2d1a1 + y�2ex2 + y�2jy1 + y�2fx1 + y�2gy2 + z�1a1e+ z�1x1d2 + z�1y2h

+z�1d1x1 + z�1ea2 + z�1jz2 + a�3d1y2 + a�3ez1 + a�3ja3 + a�3a1j + ia�3x1 + a�3y2d3

M 0
4 = a�1fa1 + a�1d2x2 + ia�1y1 + a�1x2d1 + a�1a2f + a�1z1g + x�2ex2 + 2x

�
2d2a2

+x�2hz1 + x�2fx1 + ix�2z2 + y�1fy2 + y�1d2z1 + iy�1a3 + y�1x2j + iy�1a2 + y�1d3z1

M 0
5 = x�1fa1 + x�1d2x2 + ix�1y1 + x�1x2d1 + x�1a2f + x�1z1g + a�2ex2 + 2a

�
2d2a2

+a�2hz1 + a�2fx1 + ia�2z2 + z�2fy2 + z�2d2z1 + iz�2a3 + z�2x2j + iz�2a2 + z�2d3z1

M 0
6 = y�2fa1 + y�2d2x2 + iy�2y1 + y�2x2d1 + y�2a2f + y�2z1g + z�1ex2 + 2z

�
1d2a2

+z�1hz1 + z�1fx1 + iz�1z2 + a�3fy2 + a�3d2z1 + ia�3a3 + a�3x2j + ia�3a2 + a�3d3z1
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M 0
7 = a�1y1d1 + a�1z2f + a�1a3g + a�1ga1 + a�1hx2 + a�1d3y1 + x�2y1e+ x�2z2d2

+x�2a3h+ x�2gx1 + x�2ha2 + x�2d3z2 + y�1jy1 + iy�1z2 + 2y
�
1d3a3 + y�1gy2 + y�1hz1

M 0
8 = x�1y1d1 + x�1z2f + x�1a3g + x�1ga1 + x�1hx2 + x�1d3y1 + a�2y1e+ a�2z2d2

+a�2a3h+ a�2gx1 + a�2ha2 + a�2d3z2 + z�2jy1 + iz�2z2 + 2z
�
2d3a3 + z�2gy2 + z�2hz1

M 0
9 = y�2y1d1 + y�2z2f + y�2a3g + y�2ga1 + y�2hx2 + y�2d3y1 + z�1y1e+ z�1z2d2

+z�1a3h+ z�1gx1 + z�1ha2 + z�1d3z2 + a�3jy1 + ia�3z2 + 2a
�
3d3a3 + a�3gy2 + a�3hz1

On remarque que dans ce dernier produit les opérateurs ont été automa-

tiquement commuté par le logiciel mais je croit qu�il n�y a pas une grande

in�uence sur le résultat �nal.

Maintenant je fait la somme et où j�obtient la matrice I :

I =
1

2

0BBB@
I1 I4 I7

I2 I5 I8

I3 I6 I9

1CCCA (4.26)

où

I1 = y�2d3y1 + 2a
�
1ex2 + 2a

�
1jy1 + 2a

�
1gy2 + 2a

�
1fx1 + x�1fa1 + x�1d2x2

+x�1x2d1 + x�1a2f + x�1z1g + y�2y1d1 + y�2z2f + y�2a3g + y�2ga1 + y�2hx2

+x�2a1e+ x�2x1d2 + x�2y2h+ x�2d+ x�2ea2 + x�2jz2 + y�1d1y2 + y�1ez1

+y�1ja3 + y�1a1j + y�1y2d3 + 4a
�
1d1a1 + ix�1y1 + iy
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I2 = 2x
�
2ex2 + x�2jy1 + x�2gy2 + 2x

�
2fx1 + a�2fa1 + a�2d2x2 + a�2x2d1 + a�2a2f

+a�2z1g + z�1y1d1 + z�1z2f + z�1a3g + z�1ga1 + z�1hx2 + z�1d3y1 + a�1fa1

+a�1d2x2 + a�1a2f + a�1x2d+ a�1z1g + x�2hz1 + y�1fy2 + y�1d2z1 + y�1x2j

+y�1d3z1 + 2x
�
2d1a1 + 2x

�
2d2a2 + ia�2y1 + ia�1y1 + ix�2z2 + iy�1a3 + iy�1a2

I3 = a�3hx2 + a�3ga1 + a�3a3g + a�3z2f + a�3y1d1 + z�2z1g + z�2a2f + z�2x2d1

+z�2d2x2 + z�2fa1 + y�1fx1 + 2y
�
1gy2 + 2y

�
1jy1 + y�1ex2 + 2y

�
1d3a3 + 2y

�
1d1a1

+y�1hz1 + x�2d3z2 + x�2ha2 + x�2gx1 + x�2a3h+ x�2z2d2 + x�2y1e+ a�1d3y1

+a�1ga1 + a�1hx2 + a�1a3g + a�1z2f + a�1y1d1 + a�3d3y1 + iy�1z2 + iz�2y1

I4 = y�2a3h+ a�1a1e+ a�1x1d2 + a�1y2h+ a�1ea2 + a�1d1x1 + a�1jz2 + 2x
�
1ex2

+x�1hz1 + 2x
�
1fx1 + y�2y1e+ y�2z2d2 + y�2gx1 + y�2ha2 + y�2d3z2 + x�1jy1

+x�1gy2 + a�2a1e+ a�2x1d2 + a�2y2h+ a�2d1x1 + a�2ea2 + a�2jz2 + z�2d1y2

+z�2ez1 + z�2ja3 + z�2a1j + z�2y2d3 + 2x
�
1d2a2 + 2x

�
1d1a1 + ix�1z2 + iz�2x1

I5 = x�2a1e+ x�2x1d2 + x�2y2h+ x�2ea2 + x�2d1x1 + x�2jz2 + 2a
�
2ex2

+2a�2hz1 + 2a
�
2fx1 + z�1y1e+ z�1z2d2 + z�1a3h+ z�1gx1 + z�1ha2 + z�1d3z2

+x�1fa1 + x�1d2x2 + x�1a2f + x�1x2d1 + x�1z1g + z�2fy2 + z�2d2z1 + z�2x2j

+z�2d3z1 + 4a
�
2d2a2 + 2ia

�
2z2 + ix�1y1 + iz�2a3 + iz�2a2

I6 = 2z
�
2d2a2 + z�2jy1 + a�2d3z2 + a�2ha2 + a�2gx1 + a�2a3h+ a�2z2d2 + x�1d3y1

+x�1ga1 + x�1hx2 + x�1a3g + x�1z2f + x�1y1d1 + a�3d3z2 + a�3ha2 + a�3gx1

+a�3a3h+ a�3z2d2 + a�3y1e+ z�2fx1 + 2z
�
2hz1 + z�2ex2 + y�1jz2 + y�1d1x1

+y�1ea2 + y�1y2h+ y�1x1d2 + y�1a1e+ 2a
�
2d3a3 + a�2gy2 + 2ia

�
2z2 + a�2y1e
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I7 = a�1ez1 + a�1ja3 + a�1a1j + a�1y2d3 + x�1fy2 + x�1d2z1 + x�1x2j + x�1d3z1

+2y�2jy1 + 2y
�
2gy2 + y�2hz1 + y�2ex2 + y�2fx1 + z�1a1e+ z�1x1d2 + z�1y2h

+z�1d1x1 + z�1ea2 + z�1jz2 + a�3d1y2 + a�3ez1 + a�3ja3 + a�3a1j + a�3y2d3

+2y�2d3a3 + 2y
�
2d1a1 + a�1d1y2 + ia�1x1 + ix�1a3 + ix�1a2 + iy�2z2 + ia�3x1

I8 = 2z
�
1hz1 + x�2d1y2 + x�2ez1 + x�2ja3 + x�2a1j + x�2y2d3 + a�2fy2 + a�2d2z1

+a�2x2j + a�2d3z1 + z�1jy1 + z�1gy2 + y�2fa1 + y�2d2x2 + y�2a2f + y�2x2d1

+y�2z1g + z�1ex2 + z�1fx1 + a�3fy2 + a�3d2z1 + a�3x2j + a�3d3z1 + 2z
�
1d3a3

+2z�1d2a2 + ix�2x1 + ia�2a3 + ia�2a2 + 2iz
�
1z2 + iy�2y1 + ia�3a3 + ia�3a2

I9 = y�1d1y2 + 4a
�
3d3a3 + z�1d3z2 + z�1ha2 + z�1gx1 + z�1a3h+ z�1z2d2

+z�1y1e+ y�2d3y1 + y�2ga1 + y�2hx2 + y�2a3g + y�2z2f + y�2y1d1 + 2a
�
3hz1

+2a�3gy2 + 2a
�
3jy1 + z�2d3z1 + z�2x2j + z�2d2z1 + z�2fy2 + y�1y2d3

+y�1a1j + y�1ja3 + y�1ez1 + iy�1x1 + iz�2a3 + iz�2a2 + 2ia
�
3z2

Maintenant on ne doit avoir que les termes qui seront des termes de

masses et les autres seront éliminés automatiquement, mais avant sa il faut

retourner à la notation initiale :

0BBB@
a�1 x� y�

x� a�2 z�

y� z� a�3

1CCCA =

0BBB@
a�1 x�1 y�2

x�2 a�2 z�1

y�1 z�2 a�3

1CCCA
ce qui permet de réécrire la matrice I dans l�équation 4.26 par :
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I1 = y�d3y + 2a
�
1ex+ 2a

�
1jy + 2a

�
1gy + 2a

�
1fx+ x�fa1 + x�d2x+ x�xd1

+x�a2f + x�zg + y�yd1 + y�zf + y�a3g + y�ga1 + y�hx+ x�a1e

+x�xd2 + x�yh+ x�d1x+ x�ea2 + x�jz + y�d1y + y�ez + y�ja3

+y�a1j + y�yd3 + 4a
�
1d1a1 + ix�y + iy�x

I2 = y�a3h+ a�1a1e+ a�1xd2 + a�1yh+ a�1ea2 + a�1d1x+ a�1jz + 2x
�ex

+x�hz + 2x�fx+ y�ye+ y�zd2 + y�gx+ y�ha2 + y�d3z + x�jy + x�gy

+a�2a1e+ a�2xd2 + a�2yh+ a�2d1x+ a�2ea2 + a�2jz2 + z�d1y + z�ez

+z�ja3 + z�a1j + z�yd3 + 2x
�d2a2 + 2x

�d1a1 + ix�z + iz�x

I2 = a�1ez + a�1ja3 + a�1a1j + a�1yd3 + x�fy + x�d2z + x�xj + x�d3z

+2y�jy + 2y�gy + y�hz + y�ex+ y�fx+ z�a1e+ z�xd2 + z�yh

+z�d1x+ z�ea2 + z�jz + a�3d1y + a�3ez + a�3ja3 + a�3a1j + a�3yd3

+2y�d3a3 + 2y
�d1a1 + a�1d1y + ia�1x+ ix�a3 + ix�a2 + iy�z + ia�3x

I4 = 2x
�ex+ x�jy + x�gy + 2x�fx+ a�2fa1 + a�2d2x+ a�2xd1 + a�2a2f

+a�2zg + z�yd1 + z�zf + z�a3g + z�ga1 + z�hx2 + z�d3y + a�1fa1

+a�1d2x+ a�1a2f + a�1xd1 + a�1zg + x�hz + y�fy + y�d2z + y�xj

+y�d3z + 2x
�d1a1 + 2x

�d2a2 + ia�2y + ia�1y + ix�z + iy�a3 + iy�a2

I5 = x�a1e+ x�xd2 + x�y2h+ x�ea2 + x�d1x+ x�jz + 2a�2ex

+2a�2hz + 2a
�
2fx+ z�ye+ z�zd2 + z�a3h+ z�gx+ z�ha2

+z�d3z + x�fa1 + x�d2x+ x�a2f + x�xd1 + x�zg + z�fy

+z�d2z + z�xj + z�d3z + 4a
�
2d2a2 + 2ia

�
2z + ix�y + iz�a3 + iz�a2
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I6 = 2z
�hz + x�d1y + x�ez + x�ja3 + x�a1j + x�yd3 + a�2fy + a�2d2z

+a�2xj + a�2d3z + z�jy + z�gy + y�fa1 + y�d2x+ y�a2f + y�xd1

+y�zg + z�ex+ z�fx+ a�3fy + a�3d2z + a�3xj + a�3d3z + 2z
�d3a3

+2z�d2a2 + ix�x+ ia�2a3 + ia�2a2 + 2iz
�z + iy�y + ia�3a3 + ia�3a2

I7 = a�3hx+ a�3ga1 + a�3a3g + a�3zf + a�3yd1 + z�zg + z�a2f + z�xd1

+z�d2x+ z�fa1 + y�fx+ 2y�gy + 2y�jy + y�ex+ 2y�d3a3 + 2y
�d1a1

+y�hz + x�d3z + x�ha2 + x�gx+ x�a3h+ x�zd2 + x�ye+ a�1d3y

+a�1ga1 + a�1hx+ a�1a3g + a�1zf + a�1yd1 + a�3d3y + iy�z + iz�y

I8 = 2z
�d2a2 + z�jy + a�2d3z + a�2ha2 + a�2gx+ a�2a3h+ a�2zd2 + x�d3y

+x�ga1 + x�hx+ x�a3g + x�zf + x�yd1 + a�3d3z + a�3ha2 + a�3gx

+a�3a3h+ a�3zd2 + a�3ye+ z�fx+ 2z�hz + z�ex+ y�jz + y�d1x

+y�ea2 + y�yh+ y�xd2 + y�a1e+ 2a
�
2d3a3 + a�2gy + 2ia

�
2z + a�2ye

I9 = y�d1y + 4a
�
3d3a3 + z�d3z2 + z�ha2 + z�gx+ z�a3h+ z�zd2

+z�ye+ y�d3y + y�ga1 + y�hx+ y�a3g + y�zf + y�yd1

+2a�3hz + 2a
�
3gy + 2a

�
3jy + z�d3z + z�xj + z�d2z + z�fy

+y�yd3 + y�a1j + y�ja3 + y�ez + iy�x+ iz�a3 + iz�a2 + 2ia
�
3z

Ensuite on ne prend que les éléments qui peuvent donner des termes de

masses.
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0BBB@
a�1 x� y�

x� a�2 z�

y� z� a�3

1CCCA :

0BBB@
0BBB@

d1 e j

f d2 i

g h d3

1CCCA :

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA
1CCCA
m

= (J�:D:J)m

(4.27)

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

y�d3y + x�d2x+

x�xd1 + y�yd1+

x�xd2 + x�d1x+

y�d1y + y�yd3+

4a�1d1a1

a�1a1e+ 2x
�ex+

2x�fx+ y�ye+

a�2ea2 + z�ez+

a�1a1j + x�xj+

2y�jy + 2y�gy+

z�jz + a�3ja3

2x�ex+ 2x�fx+

a�2a2f + z�zf+

a�1fa1 + y�fy

x�xd2 + x�d1x

+z�zd2 + z�d3z+

x�d2x+ x�xd1+

z�d2z + z�d3z+

4a�2d2a2

2z�hz + ix�x+

ia�2a2 + 2iz
�z+

iy�y + ia�3a3

a�3a3g + z�zg+

2y�gy + 2y�jy+

x�gx+ a�1ga1+

a�2ha2 + x�hx+

a�3a3h+ 2z
�hz+

y�yh+ 2a�2d3a3

y�d1y + 4a
�
3d3a3+

z�d3z2 + z�zd2+

y�d3y + y�yd1+

z�d3z + z�d2z+

y�yd3+

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
Il faut une bonne ré�exion sur cette symétrie.

Il est claire que des termes de masses peuvent se trouver soit dans la

diagonale soit dans les autres parties de la matrice mais ceux de la diagonale

sont faciles à isoler et on peut les obtenir directement par le calcul de la trace
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du produit suivant.

C =

0BBB@
a�1 x� y�

x� a�2 z�

y� z� a�3

1CCCA :

0BBB@
0BBB@

d1 0 0

0 d2 0

0 0 d3

1CCCA :

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA
1CCCA (4.28)

Le résultat �nal peut être obtenu après quelques étapes de calcul ma-

triciel qu�on s�est permis de montrer les détails dans ce qui suit, vu que les

éléments des matrices considérés sont de deux natures di¤érentes, elles sont

soit complexes soit octonioniques :

0BBB@
d1 0 0

0 d2 0

0 0 d3

1CCCA
0BBB@

a1 x1 y2

x2 a2 z1

y1 z2 a3

1CCCA =

0BBB@
d1a1 d1x1 d1y2

d2x2 d2a2 d2z1

d3y1 d3z2 d3a3

1CCCA
0BBB@

a1 x1 y2

x2 a2 z1

y1 z2 a3

1CCCA
0BBB@

d1 0 0

0 d2 0

0 0 d3

1CCCA =

0BBB@
a1d1 x1d2 y2d3

x2d1 a2d2 z1d3

y1d1 z2d2 a3d3

1CCCA
0BBB@

d1a1 d1x1 d1y2

d2x2 d2a2 d2z1

d3y1 d3z2 d3a3

1CCCA+
0BBB@

a1d1 x1d2 y2d3

x2d1 a2d2 z1d3

y1d1 z2d2 a3d3

1CCCA =
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=

0BBB@
2a1d1 d1x1 + x1d2 d1y2 + y2d3

d2x2 + x2d1 2a2d2 d2z1 + z1d3

d3y1 + y1d1 d3z2 + z2d2 2a3d3

1CCCA

=

0BBB@
2d1a1 (d2 + d1)x1 (d1 + d3) y2

(d2 + d1)x2 2d2a2 (d2 + d3) z1

(d1 + d3) y1 (d2 + d3) z2 2d3a3

1CCCA (4.29)

on peut se permetre d�écrire l�égalité suivante :

d1x1 + x1d2 = (d2 + d1)x1 (4.30)

puisque d2; d1 sont dans la diagonale donc sous forme complexe même si on

ne tient pas compte sa ne va pas avoir d�in�uence sur le résultat �nal :

0BBB@
a�1 x�1 y�2

x�2 a�2 z�1

y�1 z�2 a�3

1CCCA
0BBB@

2d1a1 (d2 + d1)x1 (d1 + d3) y2

(d2 + d1)x2 2d2a2 (d2 + d3) z1

(d1 + d3) y1 (d2 + d3) z2 2d3a3

1CCCA =
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=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2a�1d1a1 + x�1x2d2

+x�1x2d1 + y�2y1d1

+y�2y1d3

a�1x1d2 + a�1x1d1

+2x�1d2a2 + y�2z2d2

+y�2z2d3

a�1y2d1 + a�1y2d3+

x�1z1d2 + x�1z1d3

+2y�2d3a3

2x�2d1a1 + a�2x2d2

+a�2x2d1 + z�1y1d1

+z�1y1d3

x�2x1d2 + x�2x1d1+

2a�2d2a2 + z�1z2d2

+z�1z2d3

x�2y2d1 + x�2y2d3+

a�2z1d2 + a�2z1d3+

2z�1d3a3

2y�1d1a1 + z�2x2d2

+z�2x2d1 + a�3y1d1

+a�3y1d3

y�1x1d2 + y�1x1d1+

2z�2d2a2 + a�3z2d2

+a�3z2d3

y�1y2d1 + y�1y2d3+

z�2z1d2 + z�2z1d3

+2a�3d3a3

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
et

0BBB@
2d1a1 (d2 + d1)x1 (d1 + d3) y2

(d2 + d1)x2 2d2a2 (d2 + d3) z1

(d1 + d3) y1 (d2 + d3) z2 2d3a3

1CCCA
0BBB@

a�1 x�1 y�2

x�2 a�2 z�1

y�1 z�2 a�3

1CCCA =

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2d1a1a
�
1 + x1x

�
2d2

+x1x
�
2d1 + y2y

�
1d1

+y2y
�
1d3

2d1a1x
�
1 + x1a

�
2d2

+x1a
�
2d1 + y2z

�
2d1

+y2z
�
2d3

2d1a1y
�
2 + x1z

�
1d2

+x1z
�
1d1 + y2a

�
3d1

+y2a
�
3d3

x2a
�
1d2 + x2a

�
1d1+

2d2a2x
�
2 + z1y

�
1d2

+z1y
�
1d3

x2x
�
1d2 + x2x

�
1d1+

2d2a2a
�
2 + z1z

�
2d2

+z1z
�
2d3

x2y
�
2d2 + x2y

�
2d1+

2d2a2z
�
1 + z1a

�
3d2

+z1a
�
3d3

y1a
�
1d1 + y1a

�
1d3+

z2x
�
2d2 + z2x

�
2d3

+2d3a3y
�
1

y1x
�
1d1 + y1x

�
1d3+

z2a
�
2d2 + z2a

�
2d3

+2d3a3z
�
2

y1y
�
2d1 + y1y

�
2d3+

z2z
�
1d2 + z2z

�
1d3

+2d3a3a
�
3

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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Et la somme des deux matrices résultantes nous donne C :

où :

C1 = 2d1a1a
�
1 + 2a

�
1d1a1 + (x

�
1x2 + x1x

�
2) (d2 + d1) + (y

�
2y1 + y2y

�
1) (d3 + d1)

(4.31)

C5 = (x
�
2x1 + x2x

�
1) (d2 + d1) + 2d2a2a

�
2 + 2a

�
2d2a2 + (z

�
1z2 + z1z

�
2) (d2 + d3)

(4.32)

C9 = (y
�
1y2 + y1y

�
2) (d1 + d3) + (z

�
2z1 + z2z

�
1) (d3 + d2) + 2d3a3a

�
3 + 2a

�
3d3a3

(4.33)

et avec :

C =

0BBB@
C1 C2 C3

C4 C5 C6

C7 C8 C9

1CCCA (4.34a)

tel que :

C2 = a�1x1d2 + a�1x1d1 + 2x
�
1d2a2 + y�2z2d2 + y�2z2d3

+2d1a1x
�
1 + x1a

�
2d2 + x1a

�
2d1 + y2z

�
2d1 + y2z

�
2d3

C3 = 2d1a1y
�
2 + z�1x1d2 + x1z

�
1d1 + y2a

�
3d1 + y2a

�
3d3

+a�1y2d1 + a�1y2d3 + x�1z1d2 + x�1z1d3 + 2y
�
2d3a3

C4 = x2a
�
1d2 + x2a

�
1d1 + 2d2a2x

�
2 + z1y

�
1d2 + z1y

�
1d3

+2x�2d1a1 + a�2x2d2 + a�2x2d1 + z�1y1d1 + z�1y1d3
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C6 = x2y
�
2d2 + x2y

�
2d1 + 2d2a2z

�
1 + z1a

�
3d2 + z1a

�
3d3

+x�2y2d1 + x�2y2d3 + a�2z1d2 + a�2z1d3 + 2z
�
1d3a3

C7 = y1a
�
1d1 + y1a

�
1d3 + z2x

�
2d2 + z2x

�
2d3 + 2d3a3y

�
1

+2y�1d1a1 + z�2x2d2 + z�2x2d1 + a�3y1d1 + a�3y1d3

C8 = y1x
�
1d1 + y1x

�
1d3 + z2a

�
2d2 + z2a

�
2d3 + 2d3a3z

�
2

+y�1x1d2 + y�1x1d1 + 2z
�
2d2a2 + a�3z2d2 + a�3z2d3

et c�est très facile de voir que la trace nous donne directement les termes

de masse.

Tr

0BBB@
a�1 x� y�

x� a�2 z�

y� z� a�3

1CCCA :

0BBB@
0BBB@

d1 0 0

0 d2 0

0 0 d3

1CCCA :

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA
1CCCA =

trC = C1 + C5 + C9 (4.34b)

On voit ici que nous sommes arrivés au terme des manipulations sans

tenir compte de n�importe quelle répartition des fermions.

4.1.2 Termes deMasse avec Répartition des Fermions :

Notre objectif dans cette partie de cette thèse est de prédire une forme

spéci�que du Dirac ou au moins arriver à la mettre dans un cadre plus au

moins clair, donc dans ce qui suit on va essayer d�obtenir la forme du Dirac

ou en général l�action en utilisant la représentation 27 dans la base splite
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J = Lu0 + LTu�0 +Riui + Siu�i i = 1; 2; 3 (4.35)

J� = L�u�0 + L�Tu0 +Ri�u�i + Si�ui i = 1; 2; 3 (4.36)

Où les u� sont dé�nit en termes des e� par

u0 = u�0; uk = �uk;

u20 = u0; u0u
�
0 = 0;

u0uk = uku
�
0 = uk; u�0uk = uku0 = 0;

uiuj = "ijku
�
k uiu

�
j = �u0�ij:

(4.37)

u0 =
1

2
(1 + ie7) ; uk =

1

2
(ek + iek+3) k = 1; 2; 3 (4.38)

En appliquant cette transformation sur J dans la base splite on obtiendra

J dans la base e� :

J = L1
2
(1 + ie7) + LT 1

2
(1 + ie7)

�

+Ri 1
2
(ek + iek+3) + Si 1

2
(ek + iek+3) avec i = 1; 2; 3

et la même chose pour J� :

J� = L� 1
2
(1 + ie7)

� + L�T 1
2
(1 + ie7)

+Ri� 1
2
(ek + iek+3)

� + Si� 1
2
(ek + iek+3) avec i = 1; 2; 3

(4.40)

Donc maintenant on peut avoir le module mais avant d�assembler J et J�

on doit remplacer les matrices L , Ri et Si par leurs véritables expressions :
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�
Si
�
lm
= "lmn

�
qiL
�n
et
�
Ri
�
lm
= "lmn

�bqiR�n (4.41)

où :

L =

0BBB@
bN �
R
b�R blR

��L ��L �L

l�L �lL �L

1CCCA ; qiL =

0BBB@
U iL

Di
L

Bi
L

1CCCA ; bqiR =
0BBB@
bU iRbDi
RbBi
R

1CCCA : (4.42)

et on a les matrices S et R tel que :

Si =

0BBB@
0 Bi

L �Di
L

�Bi
L 0 U iL

Di
L �U iL 0

1CCCA ; Ri =

0BBB@
0 bBi

R � bDi
R

� bBi
R 0 bU iRbDi

R �bU iR 0

1CCCA (4.43)

C�est ce qui nous permettra d�écrire :

J =

0BBB@
bN �
R
b�R blR

��L ��L �L

l�L �lL �L

1CCCA 1
2
(1 + ie7) +

0BBB@
bN �
R ��L l�Lb�R ��L �lLblR �L �L

1CCCA 1
2
(1 + ie7)

�

+

0BBB@
0 bBi

R � bDi
R

� bBi
R 0 bU iRbDi

R �bU iR 0

1CCCA 1
2
(ek + iek+3)

+

0BBB@
0 Bi

L �Di
L

�Bi
L 0 U iL

Di
L �U iL 0

1CCCA 1
2
(ek + iek+3)

�

(4.44)
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avec i = 1; 2; 3.

La somme des deux premiers termes du deuxième membre de l�équation

(4.44) permet d�avoir le résultat suivant :

0BBB@
bN �
R
b�R blR

��L ��L �L

l�L �lL �L

1CCCA 1
2
(1 + ie7) +

0BBB@
bN �
R ��L l�Lb�R ��L �lLblR �L �L

1CCCA 1
2
(1 + ie7)

� =

= 1
2

0BBBBBBBBBBBB@

2 bN �
R;

b�R + ��L

+i
�b�R � ��L

�
e7;

blR + l�L

+i
�
l�R � blL� e7;b�R + ��L

+i
�b�L � ��R

�
e7;

2��L;
�L + �lL

+i
�
�L � �lL

�
e7;blR + l�L

+i
�
l�L � blR� e7;

�L + �lL

+i
�
�lL � �L

�
e7;

2�L;

1CCCCCCCCCCCCA
(4.45)

et de la même façon que 4.45on doit traiter les autres matrices R et S :
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0BBBBBBBBBBBB@

0BBB@
0 bBi

R � bDi
R

� bBi
R 0 bU iRbDi

R �bU iR 0

1CCCA 1
2
(ek + iek+3)

+

0BBB@
0 Bi

L �Di
L

�Bi
L 0 U iL

Di
L �U iL 0

1CCCA 1
2
(ek � iek+3)

1CCCCCCCCCCCCA
=

1
2

0BBBBBBBBBBBBB@

0

� bBi
R +Bi

L

�
ei+

i
� bBi

R �Bi
L

�
ei+3

�
� bDi

R +Di
L

�
ei

�i
� bDi

R �Di
L

�
ei+3

� bBi
R (ei + iei+3)

�Bi
L (ei � iei+3)

0

�bU iR + U iL

�
ei + i�bU iR � U iL

�
ei+3� bDi

R +Di
L

�
ei

+i
� bDi

R �Di
L

�
ei+3

�
�bU iR + U iL

�
ei

�i
�bU iR � U iL

�
ei+3

0

1CCCCCCCCCCCCCA
(4.46)

Et en faisant la somme des deux résultats obtenus dans les équations

(4.45,4.46) on a J .

J =
1

2

0BBB@
J1 J2 J3

J4 J5 J6

J7 J8 J9

1CCCA (4.47)

où :

J1 = 2 bN �
R
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J2 = b�R + ��L + i
�b�R � ��L

�
e7 +

� bBi
R +Bi

L

�
ei + i

� bBi
R �Bi

L

�
ei+3

J3 = blR + l�L + i
�
l�R � blL� e7 � � bDi

R +Di
L

�
ei � i

� bDi
R �Di

L

�
ei+3

J4 = b�R + ��L � i
�b�R � ��L

�
e7 �

� bBi
R +Bi

L

�
ei � i

� bBi
R �Bi

L

�
ei+3

J5 = 2�
�
L

J6 = �L + �lL + i
�
�L � �lL

�
e7 +

�bU iR + U iL

�
ei + i

�bU iR � U iL

�
ei+3

J7 = blR + l�L � i
�
l�R � blL� e7 + � bDi

R +Di
L

�
ei + i

� bDi
R �Di

L

�
ei+3

J8 = �L + �lL � i
�
�L � �lL

�
e7 �

�bU iR + U iL

�
ei � i

�bU iR � U iL

�
ei+3

J9 = 2�L
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On a obtenu en fait la forme :

J =

0BBB@
a1 x y

x a2 z

y z a3

1CCCA
et de la même façon on trouve :

J� =

0BBB@
a�1 x� y�

x� a�2 z�

y� z� a�3

1CCCA : (4.48)

où :

J� =
1

2

0BBB@
J�1 J�2 J�3

J�4 J�5 J�6

J�7 J�8 J�9

1CCCA
tel que :

J�1 = 2
bN ��
R

J�2 =
b��R + ���L � i

�b��R � ���L

�
e7 +

� bBi�
R +Bi�

L

�
ei � i

� bBi�
R �Bi�

L

�
ei+3

J�3 =
bl�R + l��L � i

�
l��R � bl�L� e7 � � bDi�

R +Di��
L

�
ei + i

� bDi�
R �Di�

L

�
ei+3

J�4 =
b��R + ���L + i

�b��R � ���L

�
e7 �

� bBi�
R +Bi�

L

�
ei + i

� bBi�
R �Bi�

L

�
ei+3
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J�5 = 2�
��
L

J�6 = ��L + �l�L � i
�
��L � �l�L

�
e7 +

�bU i�R + U i�L

�
ei � i

�bU i�R � U i�L

�
ei+3

J�7 =
bl�R + l��L + i

�bl�R � bl�L� e7 + � bDi�
R +Di�

L

�
ei � i

� bDi�
R �Di�

L

�
ei+3

J�8 = ��L + �l�L + i
�
��L � �l�L

�
e7 �

�bU i�R + U i�L

�
ei + i

�bU i�R � U i�L

�
ei+3

J�9 = 2�
�
L

donc par identi�cation des derniers résultats on trouve :

a1 = 2 bN �
R

x = b�R + ��L + i
�b�R � ��L

�
e7 +

� bBi
R +Bi

L

�
ei + i

� bBi
R �Bi

L

�
ei+3

x = b�R + ��L � i
�b�R � ��L

�
e7 �

� bBi
R +Bi

L

�
ei � i

� bBi
R �Bi

L

�
ei+3

a2 = 2�
�
L
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y = blR + l�L � i
�
l�R � blL� e7 + � bDi

R +Di
L

�
ei + i

� bDi
R �Di

L

�
ei+3

y = blR + l�L + i
�blR � l�L

�
e7 �

� bDi
R +Di

L

�
ei � i

� bDi
R �Di

L

�
ei+3

a3 = 2�L

z = �L + �lL + i
�
�L � �lL

�
e7 +

�bU iR + U iL

�
ei + i

�bU iR � U iL

�
ei+3

z = �L + �lL + i
�
�lL � �L

�
e7 �

�bU iR + U iL

�
ei � i

�bU iR � U iL

�
ei+3

et aussi pour l�identi�cation des éléments de J� :

a�1 = 2
bN ��
R

x� = b��R + ���L � i
�b��R � ���L

�
e7 +

� bBi�
R +Bi�

L

�
ei � i

� bBi�
R �Bi�

L

�
ei+3

x� = b��R + ���L + i
�b��R � ���L

�
e7 �

� bBi�
R +Bi�

L

�
ei + i

� bBi�
R �Bi�

L

�
ei+3

a�2 = 2�
��
L
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y� = bl�R + l��L + i
�bl�R � bl�L� e7 + � bDi�

R +Di�
L

�
ei � i

� bDi�
R �Di�

L

�
ei+3

y� = bl�R + l��L � i
�
l��R � bl�L� e7 � � bDi�

R +Di��
L

�
ei + i

� bDi�
R �Di�

L

�
ei+3

a�3 = 2�
�
L

z� = ��L + �l�L � i
�
��L � �l�L

�
e7 +

�bU i�R + U i�L

�
ei � i

�bU i�R � U i�L

�
ei+3

z� = ��L + �l�L + i
�
��L � �l�L

�
e7 �

�bU i�R + U i�L

�
ei + i

�bU i�R � U i�L

�
ei+3

trC =
1

2

0BBBBBBBBB@

2d1a1a
�
1 + 2a

�
1d1a1 + (x

�x+ xx�) (d2 + d1)

+ (y�y + yy�) (d3 + d1) + 2d2a2a
�
2 + 2a

�
2d2a2

+(x�x+ xx�) (d2 + d1) + (z
�z + zz�) (d2 + d3)

+ (y�y + yy�) (d1 + d3) + (z
�z + zz�) (d3 + d2)

+2d3a3a
�
3 + 2a

�
3d3a3

1CCCCCCCCCA
où
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(x�x+ xx�) =�b��R + ���L � i
�b��R � ���L

�
e7 +

� bBi�
R +Bi�

L

�
ei � i

� bBi�
R �Bi�

L

�
ei+3

�
�

�
�b�R + ��L � i

�b�R � ��L

�
e7 �

� bBi
R +Bi

L

�
ei � i

� bBi
R �Bi

L

�
ei+3

�
+
�b�R + ��L + i

�b�R � ��L

�
e7 +

� bBi
R +Bi

L

�
ei + i

� bBi
R �Bi

L

�
ei+3

�
�

�
�b��R + ���L + i

�b��R � ���L

�
e7 �

� bBi�
R +Bi�

L

�
ei + i

� bBi�
R �Bi�

L

�
ei+3

�
(4.49)

avec :

x = b�R + ��L � i
�b�R � ��L

�
e7 +

� bBi
R +Bi

L

�
ei + i

� bBi
R �Bi

L

�
ei+3

= b�R (1 + ie7) + ��L (1� ie7) + bBi
R (ei + iei+3) +Bi

L (ei � iei+3)

= b�Ru0 + ��Lu
�
0 +

bBi
Rui +Bi

Lu
�
i

(4.50)

x = b�R + ��L � i
�b�R � ��L

�
e7 �

� bBi
R +Bi

L

�
ei � i

� bBi
R �Bi

L

�
ei+3

= b�R (1� ie7) + ��L (1 + ie7)� bBi
R (ei + iei+3)�Bi

L (ei � iei+3)

= b�Ru�0 + ��Lu0 � bBi
Rui �Bi

Lu
�
i

(4.51)

x� =
�b��R + ���L � i

�b��R � ���L

�
e7 +

� bBi�
R +Bi�

L

�
ei � i

� bBi�
R �Bi�

L

�
ei+3

�
= b��R (1 + ie7) + ���L (1� ie7)� bBi�

R (ei � iei+3)�Bi�
L (ei + iei+3)

=
�b��Ru�0 + ���L u0 + bBi�

Ru
�
i +Bi�

L ui

�
(4.52)
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x� = b��R + ���L + i
�b��R � ���L

�
e7 �

� bBi�
R +Bi�

L

�
ei + i

� bBi�
R �Bi�

L

�
ei+3

= b��R (1 + ie7) + ���L (1� ie7)� bBi�
R (ei � iei+3)�Bi�

L (ei + iei+3)

= b��Ru0 + ���L u�0 � bBi�
Ru

�
i �Bi�

L ui
(4.53)

et en tenant compte de la règle de multiplication des ui :

x�x =
�b��Ru�0 + ���L u0 + bBi�

Ru
�
i +Bi�

L ui

��b�Ru�0 + ��Lu0 � bBi
Rui �Bi

Lu
�
i

�
(4.54)

après développement on a :

x�x = b��Ru�0b�Ru�0 + b��Ru�0��Lu0 � b��Ru�0 bBi
Rui � b��Ru�0Bi

Lu
�
i

+���L u0b�Ru�0 + ���L u0�
�
Lu0 � ���L u0 bBi

Rui � ���L u0B
i
Lu

�
i

+ bBi�
Ru

�
i
b�Ru�0 + bBi�

Ru
�
i �
�
Lu0 � bBi�

Ru
�
i
bBi
Rui � bBi�

Ru
�
iB

i
Lu

�
i

+Bi�
L ui
b�Ru�0 +Bi�

L ui�
�
Lu0 �Bi�

L ui
bBi
Rui �Bi�

L uiB
i
Lu

�
i

et après quelques simpli�cations on obtient l�expression suivante :

x�x = b��Rb�Ru�0 � b��RBi
Lu

�
i + ���L ��Lu0 � ���L

bBi
Rui

+ bBi�
R �

�
Lu

�
i +

bBi�
R
bBi
Ru

�
0 +Bi�

L
b�Rui +Bi�

LB
i
Lu0

=
�b��Rb�R + bBi�

R
bBi
R

�
u�0 +

�
���L ��L +Bi�

LB
i
L

�
u0

+
� bBi�

R �
�
L � b��RBi

L

�
u�i +

�
Bi�
L
b�R � ���L

bBi
R

�
ui

de la même façon on a :
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xx� =
�b�Ru0 + ��Lu

�
0 +

bBi
Rui +Bi

Lu
�
i

��b��Ru0 + ���L u�0 � bBi�
Ru

�
i �Bi�

L ui

�
=
�b�Rb��R + bBi

R
bBi�
R

�
u0 +

�
��L�

��
L +Bi

LB
i�
L

�
u�0 +

� bBi
R�

��
L � b�RBi�

L

�
ui

+
�
Bi
L
b��R � ��L

bBi�
R

�
u�i

(4.55)

et �nalement on peut avoir :

(x�x+ xx�) =

=
�b��Rb�R + bBi�

R
bBi
R

�
u�0 +

�
���L ��L +Bi�

LB
i
L

�
u0 +

� bBi�
R �

�
L � b��RBi

L

�
u�i

+
�
Bi�
L
b�R � ���L

bBi
R

�
ui +

�b�Rb��R + bBi
R
bBi�
R

�
u0 +

�
��L�

��
L +Bi

LB
i�
L

�
u�0

+
� bBi

R�
��
L � b�RBi�

L

�
ui +

�
Bi
L
b��R � ��L

bBi�
R

�
u�i

Comme ��L et bBi�
R sont indépendants l�un de l�autre donc ils com-

mutent :

(x�x+ xx�) =
�b��Rb�R + bBi�

R
bBi
R

�
u�0 +

�
���L ��L +Bi�

LB
i
L

�
u0

+
�b�Rb��R + bBi

R
bBi�
R

�
u0 +

�
��L�

��
L +Bi

LB
i�
L

�
u�0

(4.56)

et qui s�écrit sous la forme :

(x�x+ xx�) =
�b��Rb�R + bBi�

R
bBi
R

�
u�0+CC+

�
���L ��L +Bi�

LB
i
L

�
u0+CC (4.57)

et de la même façon on peut avoir tous les autres termes.

Et on peut avoir donc :

(x�x+ xx�) =
�b��Rb�R +Bi�

LB
i
L

�
u0+CC+

�
���L ��L +

bBi�
R
bBi
R

�
u�0+CC (4.58)
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de la même façon on trouve (y�y + yy�), (y�y + yy�), (z�z + zz�), (z�z + zz�) :

(y�y + yy�) =
�bl�RblR + bDi�

R
bDi
R

�
u�0 +CC +

�
l��L l�L +Di�

LD
i
L

�
u0 +CC (4.59)

(y�y + yy�) =
�bl�RblR +Di�

LD
i
L

�
u�0+CC+

�
l��L l�L +

bDi�
R
bDi
R

�
u0+CC (4.60)

(z�z + zz�) =
�
��L�L + bU i�R bU iR�u�0+CC + ��l�L�lL + U i�L U

i
L

�
u0+CC (4.61)

(z�z + zz�) =
�
��L�L + U i�L U

i
L

�
u0+CC +

�
�l�L�

l
L + bU i�R bU iR�u�0+CC (4.62)

Finalement on a :

M = TrC

= 1
2
(2d1a1a

�
1 + 2a

�
1d1a1 + (x

�x+ xx�) (d2 + d1) + (y
�y + yy�) (d3 + d1)

+2d2a2a
�
2 + 2a

�
2d2a2 + (x

�x+ xx�) (d2 + d1) + (z
�z + zz�) (d2 + d3)+

(y�y + yy�) (d1 + d3) + (z
�z + zz�) (d3 + d2) + 2d3a3a

�
3 + 2a

�
3d3a3)

(4.63)

et tenant compte des équations (4.58, 4.59, 4.60, 4.61, 4.62) on obtient :
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M =
1

4
(8d1 bN �

R
bN ��
R + 8 bN ��

R d1
bN �
R + 8d2�

�
L�

��
L

+8���L �
�
Ld2 + 8d3�L�

�
L + 8�

�
Ld3�L)

+
��b��Rb�R + bBi�

R
bBi
R

�
u�0 + CC +

�
���L ��L +Bi�

LB
i
L

�
u0 + CC

�
(d2 + d1)+��bl�RblR + bDi�

R
bDi
R

�
u�0 + CC +

�
l��L l�L +Di�

LD
i
L

�
u0 + CC

�
(d3 + d1)+��bl�RblR + bDi�

R
bDi
R

�
u�0 + CC +

�
l��L l�L +Di�

LD
i
L

�
u0 + CC

�
(d3 + d1)+��bl�RblR + bDi�

R
bDi
R

�
u�0 + CC +

�
l��L l�L +Di�

LD
i
L

�
u0 + CC

�
(d3 + d1)+��b��Rb�R +Bi�

LB
i
L

�
u0 + CC +

�
���L ��L +

bBi�
R
bBi
R

�
u�0 + CC

�
(d2 + d1)+��

��L�L +
bU i�R bU iR�u�0 + CC +

�
�l�L�

l
L + U i�L U

i
L

�
u0 + CC

�
(d2 + d3)+��bl�RblR +Di�

LD
i
L

�
u�0 + CC +

�
l��L l�L +

bDi�
R
bDi
R

�
u0 + CC

�
(d1 + d3)+�

(��L�L + U i�L U
i
L)u0 + CC +

�
�l�L�

l
L +

bU i�R bU iR�u�0 + CC
�
(d3 + d2)

(4.64)

De ce résultat on peut faire les identi�cations suivantes :

(d2 + d1) =M�;B

(d3 + d1) =Ml�;D

(d2 + d3) =M�;�;U

(4.65)

Et de ces trois équations on a les propriétés suivantes :

1
2
(M�;B +Ml�;D �M�;�;U) =

1
2
((d2 + d1) + (d3 + d1)� (d2 + d3)) = d1

1
2
(M�;�;U +M�;B �Ml�;D) =

1
2
((d2 + d3) + (d2 + d1)� (d3 + d1)) = d2

1
2
(Ml�;D +M�;�;U �M�;B) =

1
2
((d3 + d1) + (d2 + d3)� (d2 + d1)) = d3

(4.65)

En Résumé. Dans cette première partie du quatrième chapitre, notre prin-

cipal objectif était la construction du modèle de grande uni�cation E6 dans
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le cadre de la géométrie non associative ou (la géométrie non commutative

avec l�algèbre de Lie à la Wulkenhaar).

Dans la première partie de ce chapitre, il était indispensable de prouver

l�existence du module, ie que l�algèbre exceptionelle est compatible avec les

principes de la géometrie non-assocative H
A ! H .

la deuxième partie de cette tache est de trouver la forme du Dirac, et où on

obtient une forme très simple pour le cas de E6 ce qui est très encourageant

pour la suite du travail.

Et normalement la troisième partie est bien sûr qui est la partie principale,

est la construction du modèle, avec tous ce qui suit (étude phénoménologique,

calcul des masses des particules etc.....) et qui est en cours de réalisation.

4.2 Le Modèle E6 Supersymetrique et Vio-

lation CP

4.2.1 Introduction

La violation CP est un phénomène physique, qui a été observé par les

expérimentateurs dans les grands accélérateurs de particules. On prédit même

qu�elle est à l�origine de la création de la matière dans l�univers dans les

premiers temps du Big-Bang. Il est à noter que la violation CP a été observé

pour la première fois dans le cas du mélange K0 � K0 [36], et la recherche

de sa détection dans d�autre mélanges tel que le mélange de B0 � B0 se

poursuit encore, cependant aucune justi�cation théorique de l�existence de

ce phénomène n�a été convaincante avant la construction du modèle standard
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par Glashow, Weinberg et Salam[48].

Ce dernier justi�e l�existance de ce phénomène et localise sa source, mais

l�éstimation de cette dernière n�est pas identique à celle mesurée expérimen-

talement [37] ; il y a aussi d�autres problèmes dont soufre le modèle standard

ce qui a poussé les physiciens à considérer des modèles de grande uni�cation

se basant sur des groupes de Lie plus larges.

Guidé par cette idée, dans ce travail qu�on présente dans cette thèse, où

on a contribué à l�étude de ce phénomène dans un cadre plus large, qui est

le modèle de grande uni�cation E6 et E6 supersymétrique où en plus de la

symétrie par rapport au groupe de jauge on a la super symétrie.

4.2.2 Modèle de Grande Uni�cation E6

On sais que le groupe E6 est de rang 6 et d�ordre 78 il possède plusieurs

sous groupe tel que SU (5), SU (6) et SO (10) à travers lesquels une bri-

sure spontanée est possible, donc on peu avoir des représentations di¤érentes

pour les multiplets de particules. Mais Gursey[43, 44, 45] et contrairement

à d�autres modèles[46, 47, 49, 52] a choisit la représentation à travers la

brisure :

E6 ! SUL (3)
 SUR (3)
 SUC (3)

qui est de représentation fondamentale 27 tel que :

27 =
�
3; 3; 1

�
+ (3; 1; 3) +

�
1; 3; 3

�
(4.66)

où l�on a la répartition de la matière suivante4.67 : dans celui corespon-

dant au
�
3; 3; 1

�
c�est des leptons qui seront en un multiplet 3� 3 :
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L =

0BBB@
bN �
R
b�R b̀

R

��L ��L �`L

`�L �`L �`L

1CCCA (4.67)

Et les représentations (3; 1; 3) et
�
1; 3; 3

�
contiennent les neufs (9) quarks

suivants :

qiL =

0BBB@
U iL

Di
L

Bi
L

1CCCA ; bqiR =
0BBB@
bU iRbDi
RbBi
R

1CCCA i = 1; 3 (4)

Où U = (u; c; t) , D = (d,s; b) et b R = i�2 
�
R = ( 

c)L

( est valable pour les leptons L et les quarks q).

Bosons de Jauges La représentation adjointe de E6 est 78 qui se décom-

pose à travers SUL (3)
 SUR (3)
 SUC (3) par :

78 = (8; 1; 1) + (1; 8; 1) + (1; 1; 8) +
�
3; 3; 3

�
+
�
3; 3; 3

�
(4.69)

et la représentation suivante est aussi valable [44] :
�
Q�
	
=
�
Q�L; Q

�
R; Q

i
j; Q

i
bc; Q

ad
i

	
et qui contient les octets bosoniques left et right mais qui sont singulets de

couleurs W�L et W�R (en particulier, les bosons de jauge W�
� , Z� et A�) et

les huit gluons colorées respectivement. L�octet SUL (3)
SUR (3) de bosons

de jauges de saveurs est représenté par W�L et W�R :
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W�L =
1p
2

0BBBBBBBBBBBB@

A�p
3
+ 2Z�p

20

+2B�p
30
;

W+
� V +

�

W�
�

� A�p
12
� 3Z�p

20

�2B�p
30
;

U��

V �
� U

�
�

� A�p
12
+ Z�p

20

+4B�p
30
;

1CCCCCCCCCCCCA
(4.70)

et

W�R =
1p
2

0BBBBBBBBBBBB@

A�p
3
� 2Z�p

20

+2B�p
30
;

W+0
� V +0

�

W�0
�

� A�p
12
+ Z�p

20

� B�p
30
+ C�p

2
;

U�0�

V �0
� U

�0
�

� A�p
12
+ Z�p

20

� B�p
30
� C�p

2
;

1CCCCCCCCCCCCA
(4.71)

Il est à noté que dans les représentations
�
3; 3; 3

�
et
�
3; 3; 3

�
, on peut

avoir les leptos-quarks X et Y .

£ agrangien E6 : En général le lagrangien est donné par :

$ = $masse +$interaction +$Yukawa +$cinétique + V ('; �) (4.72)

où :

$cin�etique = iL�D�L+ iqL
�D�qL + iqR

�D�qR (4.73)
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et la dérivée covariante est :

(D� )
a
b = (@� )

a
b � ig (A�T )

a
c ( )

c
b (4.74)

T représente les 78 générateurs de E6. Ce qui nous permet d�écrire :

(D�L)
a
b = (@�L)

a
b � ig (G�)

a
c L

c
b + ig (G�)

d
b L

a
d (4.75)

Et dans le cas des leptons on n�a que les générateurs non colorés qui

interviennent. Par contre pour les quarks :

(D�qL)
ai = @�q

ai
L � ig (A�)

a
c q

ci
L + ig (G�)

i
d q

ad
L (4.76)

et la même chose pour bqR :
(D�bqR)ai = @�bqaiR � ig (A�)

a
c bqciR + ig (G�)

i
d bqadR (4.77)

En remplaçant les dérivées covariante par leur expression dans le lagran-

gien on obtiendra les interactions entre fermions (leptons et quarks) avec les

bosons de jauge.

Dans le Cas des quarks on a :

iqL (
�D�qL)! iqL (

�W�LqL) + iqR (
�W�RqR) + : (4.78)

et la même chose pour bqR. Le développement de l�équation (4.78) nous
permet d�écrire :

qL (
�W�LqL) = 2 (qL)

bi (�W�L)
a
b (qL)ai (4.79)
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Et de la même façon sa sera pour les leptons ce qui nous permet d�avoir à

la �n les termes d�interactions des leptons et quarks qui sont :
�
L
�b
a
(W�L)

a
c (L)

c
b

et (qL)a (W�L)
a
b (qL)

b respectivement, Notons que les formes dominantes des

termes d�interactions des quarks dans les courants chargés est :

UV �B , UW�D et DBU
�
et puisque U , D, et B sont complètement

di¤érents, donc il existe trois di¤érentes matrices de Kobayashi et Maskawa

MKM :

Maintenant, si on s�intéresse à la brisure spontanée de la symétrie du

groupe de jauge E6, elle est réaliser grâce à trois types de particules de Higgs

'27 , �78 et �351 où on a les représentations fondamentale, adjointe et de

dimension 351 respectivement.

après la brisure spontanée de la symétrie du groupe E6 au sous groupes

SUL (3) 
 SUR (3) 
 SUC (3) et en utilisant la décomposition 4.66 et 4.69,

notons que ' et � (noté par �1 et �2 ) qui sont de représentations respectives�
3; 3; 1

�
et (8; 1; 1) ou (1; 8; 1). En fait, les ��s ne sont responsables que de

la brisure spontanée de SUL (3) 
 SUR (3). Donc, la brisure spontanée de

la symétrie de E6 avec laquelle on peut générer des masses au fermions, ne

peut être faite qu�avec le Higgs '27 par conséquent, le terme de Yukawa du

lagrangien prend la forme générale :

$ = �1L'27L+ �2q'27q + �3q'27L+ CC (4.80)

Mais pour préserver la conservation du nombre quantique de couleur, le

troisième terme du lagrangien (�3q'27L) doit être éliminé, et dans le second

terme il ne reste que le couplage entre quarks de di¤érentes helicités. Ce

qui est du purement à la théorie des groupes, en e¤et le produit tensoriel
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entre deux représentations de SUL (3) qui sont 3 et 3 qui représentent qL

et qL respectivement donne : 3 
 3 = 8 � 1. Donc il ne peut y avoir de

couplage entre ces deux quarks (avec ces hélicités spéci�ques) et le Higgs '27.

De la même façon le produit tensoriel des représentétion 3 et 3 de SUR (3)

qui représentent qR et qR. Seulement, si on prend le produit tensoriel des

représentations 3 et 3 et qui représente qL et qR respectivement on obtient :

3
 3 = 3� 6 et par conséquent le couplage avec le '27est possible, Donc, le

terme du lagrangien de Yukawa prend le forme suivante :

$Yukawa =
1

2
�mn

h
"��"

rst
�
L
�

r

�
m
'�sL


t;n +

�
qiL
�s
m
'�s
�bqiR��ni (4.81)

Il est intéressant de noter dans cette voie que la masse du quark B est

la même que celle du lepton �. Mais, et pour générer des masses pour les

quarks U et D on doit introduire le Higgs �351. �nalement le terme de masse

des fermions est de la forme suivante :

$M = UM1U +DM2D +BM3B + `
�
M2`+ �

�
M3� (4.82)

Maintenant et après diagonalisation des matrices de masses M1, M2 et

M3 par les matrices unitaire XL , XR , YL ,YR ,ZL , ZR ie :

M1 �! XLM1X
+
R

M2 �! YLM2Y
+
R

M3 �! ZLM3Z
+
R

(4.83)

ce qui nous permet de redé�nir le champ de quarks fermioniques par :
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Ui;L ! U 0i;L = XL;ijUL;j

Di;L ! D0
i;L = YL;ijDL;j

Bi;L ! B0
i;L = ZL;ijBL;j

(4.84)

En remplaçant dans l�équation 4.80, on obtient trois di¤érentes matrices

KM qui constituent en fait des sources pour la violation de CP [38, 39, 40,

41, 42].

4.2.3 E6 Supersymétrique et Sources de Violation CP

Dans le modèle E6 super symétric N = 1, les bosons de jauge (respective-

ment les fermions) et leurs partenaires forment des supermultiplets vectoriels

(respctivement chiral) à travers la même représentation de dimension 78 (re-

présentation adjointe) (respectivement 27 (représentation fondamentale)) et

le lagrangien d�interaction prend la forme suivante :

$ = �iL� (D�L)�
�
D�eL�+ �D�eL�� iqL� (D�qL)+

� (D� eqL)+ (D� eqL)� ibqR� (D�bqR)� �D�fbqR�+ �D�fbqR�+
ig=
p
2LTfWLR

eL+ ig=
p
2qLTgG78 eqL + ig=

p
2bqRTgG78fbqR+

�ifH1
�
�
D�

eH1

�
� (D�H1)

+ (D�H1)� ifH2
�
�
D�

eH2

�
+

� (D�H2)
+ (D�H2) + ig=

p
2 eH1TfWLRH1 + ig=

p
2 eH2TfWLRH2 + CC

(4.85)

où :eL; eqL les fWLR; eG 78et eH1;2 sont les multiplets scalaires et fermioniques

pour les multiplets fermioniques L;R, lesWLR et les particules scalaires Higgs

respectivement.
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Donc, il existe neuf di¤érentes interactions possibles qui résultent du

mixage entre particules fermioniques et leurs partenaires et trois qui viennent

des paeticules scalaires super symétriques.

Si on s�intéresse au terme de Yukawa on peut écrire :

$Y ukawa =
X
a;b

@2W

@Aa@Ab
	a	b + CC (4.86)

où le super potentiel W a l�expression suivante :

W = h1"klm"
ijLkiL

l
jH

m
1 +h2q

i�
L bqj�R "i�j�H

2+�1
�
H1iH

j
2�

i
1j +H1iH

j
2�

i
2j

�
+W (�)

(4.87)

où :

W (�) = YkTr
�
�k
�
+XkTr

�
�k
�2
+ ZkTr

�
�k
�3

(4.88)

et 	 est :

	 =

0@ LeL
1A ;

0@ qILeqiL
1A ;

0@ bqIRebqiR
1A ;

0@ gH1;2

H1;2

1A (4.89)

après quelques simpli�cations on a :

$Y ukawa = h1

�
H1LL+ L eH1

eL�+ h2

�
H2qLbqR + eH2qL

ebqR + eqL eH2bqR�+
�(�2 eH1

eH2 +H2�1 eH1 +H1�2 eH2)

(4.90)

et le potentiel V est de la forme :
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V =
X
�

���� @W@A�
����2 = ���h1 �LL+ eL+eL+ LeL�+ �

�
H2�+H2e�+ eH2e�+ eH2�

����2
(4.91)

après minimisation du potentiel V , les V eV (vacuum expectation values)

responsables de la brisure spontanée de la super symétrie. Dans notre cas

on a brisé la super symétrie spontanément à la Fayet-O�Raitfeartaigh. Il est

à noté la méthode de Fayet Illiopoulos de brisure de SUSY est applicable

seulement au groupes de jauge de la forme G 
 U (1) et qui n�est pas notre

cas. Donc après la brisure du groupe de jauge E6 et SUSY le terme de masse

des quarks prend la forme suivante :

$M = U+LMU
bUR+D+

LMD
bDR+B

+
LMB

bBR+eU+LMeU ebUR+ eD+
LM eD ebDR+ eB+

LMU
ebBR

(4.92)

Maintenant, après diagonalisation des matrices MU , MD, etc, en redé�-

nissant les champs de matières par des matrices unitaires et en remplaçant

dans le lagragien d�interaction on a :

$I;eq = g2
�
UV +

� eU+L eUKM eDL+g
2
�
W�U

�
� eB+

L
eVKM eUL+ig �V +W�� eDL

fWKM
eBL

(4.93)

où :

eUKM = eX eY +; eVKM = eX eZ+;fWKM = eY eZ+ (4.94)
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On a obtenu trois matrices KM de la même forme avec di¤érentes phases

qui ont résulter du couplage entre les bosons de jauges E6 avec les quarks

U;D et B, neuf matricesKM qui viennent du couplage des (U;D;B) et leurs

partenaires avec des gaginos. Trois matrices KM du couplage des quarks

scalaires
�eU; eD; eB� avec des bosons jauge E6.
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Chapitre 5

Conclusion

Nous avons reformulé le modèle de jauge classique basé sur le groupe de

Lie SU(3)c
SU(3)L
U(1)N avec des quarks exotiques associé à un L-cycle

dans le cadre du formalisme de la GNA. En e¤et, nous avons déterminé les

éléments de la représentation b� agissant sur l�espace 
1a et 
2a 1-forms et

2-forms respectivement et nous avons dé�nit l�application b� : 
1a!MFC.

Les éléments des junks forms dé�nissant les espaces j0a ;j1a et j2a �MF(C)

sont aussi déterminés et de son élimination résulte des contraintes sur les pa-

ramètres de GNA (voir l�équation 3.79).Les éléments des espaces r0a �MFC

et r1a �MF(C) dont on a besoin pour la construction de la connection �

et la représentation de la courbure e (�) orthogonal à J2g ont été construits

et après une roation de wick nous avons calculé les actions bosoniques et

fermioniques. Comme l�une des familles des quarks a été incorporée di¤érem-

ment par rapport aux deux autres familles, nous étions obligés d�introduire

dans la représentation b�Q(a1; a3) et b�L(a1; a3) des quarks et des leptons res-
pectivement les opérateurs b�; b�; b; b� etc...et de leurs action sur les fermions
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résultent lesN charges et qui sont déterminées d�une manière unique. Plus in-

téressant encore c�est l�universalité des contraintes imposées aux paramètres

qui représentent ces N charges (voir les équations.3.157). C�est probablement

une autre forme de l�annulation d�anomalie et peut être considérer comme

un output de la GNA et c�est un résultat similaire à celui présenté par le

modèle économique 3 � 3 � 1 non-supersymetrique avec deux triplets de

Higgs. Donc les degrés de liberté dans le secteur scalaire sont imposés par la

GNA. Si on voit un peu plus en détail les prédictions de ce formalisme, nous

avons obtenu une relation entre l�angle de Weinberg �w, quelques paramètres

libres représentant les valeurs propres des opérateurs b�; b�; b� et b sur les par-
ticules scalaires et l�angle de mixage � (voir l�équation.3.137). Nous avons

aussi trouvé les expressions de masses de tous les bosons scalaires, bosons de

jauge chargés et neutres. En e¤et, si on suit l�argument de la référence [21],

nous avons obtenu des faibles limites pour MZ00et MV �;U�� en fonction de

l�angle �. Nous avons aussi déterminé les angles de mixage entre les bosons

de jauge neutres Z0, Z00 et le photon B représenté par la rotation des angles

d�Euler e�; e� et e. Concernant les multiples expressions du couplage V � A

des quarks et des leptons avec les bosons de jauge Z00 et Z0 on les a aussi

trouvé et nous les avons donné explicitement en termes de l�angle de mixage

�, et les paramètres libres �; �;etc...Il est à noté que contrairement au cas

commutatif, les quarks exotiques sont couplés avec le boson de jauge Z0 non

seulement par des courants vectoriels mais aussi par des courants axiales. La

dernière partie de notre travail qui est représenté dans le quatrième chapitre

où nous avons élaboré un calcul qui nous met au devant pour la construction

du modèle de grande uni�cation E6 dans le cadre de la géométrie non com-
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mutative où on a déterminé une forme simple du Dirac, et nous pensons que

cette forme simple est du à la représentation irréductible du groupe excep-

tionnel E6. Et �nalement, nous avons terminé le dernier chapitre par l�étude

des sources de violation CP dans le modèle de grande uni�cation E6 et E6

SUSY.
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Abstract

A classical gauge model based on the Lie group SU(3)L X U(1)N with exotic 

quarks is reformulated within the formalism of non-associative geometry associated 

to an L-cycle. The N charges of the fermionic particles and the related parameters 

constraints are algebraic consequences and uniquely determined. Moreover, the 

numbers of scalar particles are dictated by the non-associativity of the geometry. 

As a byproduct of this formalism, the Weinberg angle w, scalar, charged and 

neutral gauge bosons masses as well as the mixing angles are derived. Furthermore, 

various expressions of the vector and axial couplings of the quarks and leptons with

the neutral gauge bosons and lower bounds of the very heavy gauge bosons are also 

obtained. Independently New sources of the weak CP violation from the E6 

inspired heterotic string model are found. It is shown that the number of the 

corresponding Cabibo- Kobayachi- Maskawa like matrices depends on the 

spontaneous break down of the E6 gauge symmetry and / or the super symmetry. 



 

 

 

ملخص 
 
 

-L:  بالكواركات السحرية لـU(1)NxSU(3)Lتمت إعادة كتابة النموذج الكلاسيكي الاختياري للزمرة 

cycle . الشحناتN للجسيمات الفرميونية و وسائط القيد المرتبطة هي نتائج جبرية         و وحيدة 
التعريف كذلك عدد الجسيمات السلمية هي مملاة من طرف الهندسة الغير تجميعية من نواتج هذه التركيبة  

ونفس .  كتل البوزونات الاختيارية السلمية و المشحونة  وعديمة الشحنة(w) (Weinberg)زاوية 
الشيء بالنسبة لزوايا المزج تم اشتقاقها زيادة على هذا، علاقات متعددة الارتباطات الشعاعية والمحورية 

للكواركات  واللبتونات مع البوزونات الاختيارية عديمة الشحنة وكذلك  مجالات ضعيفة للبوزونات الثقيلة 
 الضعيفة لنموذج التوحيد الأكبر  CPالتي تم الحصول عليها، على غرار ما سبق منابع جديدة لاختراق 

E6 و E6 Susy تم الحصول  عليها وبالإضافة إلى  ذلك تم تبيين أن عدد المصفوفات  (Cabibo-

Kobayachi-Maskawa) أو الزمرة /   المقابل  يرتبط بالكسر التلقائي  لتناظر الزمرة الاختيارية و
. الفائقة التناظر 

 
 



Résumé

Le modèle classique basé sur le groupe de Lie SU(3)L 
U(1)N avec des

quarks exotiques a été reformulé en un L-cycle dans le cadre du formalisme

de la géométrie non-associative. Les N charges des particules fermioniques et

leurs paramètres reliés aux contraintes sont des conséquences algébriques et

ils sont déterminés d�une manière unique. Le nombre des particules scalaires

est dicté par la non-associativité de la géométrie. Ce formalisme a permis de

produire, l�angle de Weinberg w , les masses des bosons de jauge scalaires et

neutres et aussi des angles de mixages ont été dérivés. En plus, de multiples

expressions du couplage vectoriel et axial des quarks et des leptons avec des

bosons de jauge neutres et des faibles limites pour les bosons de jauge lourds

ont été obtenus. Indépendamment de ce qui vient d�être cité, de nouvelles

sources de violation CP faibles du modèle de grande uni�cation E6 et E6

SUSY ont été obtenues. En plus il est montré que le nombre des matrices de

Cabibo- Kobayachi- Maskawa correspondant dépend de la brisure spontanée

de la symétrie du groupe de jauge et/ ou de la super symétrie.


