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Introduction

La mise sur pied du formalisme des intégrales de chemin en mécanique quantique non rel-

ativiste par Feynman [1] en 1948 est basée sur les résultats de la publication d’un travail de

Dirac [2] dans lequel il avait suggéré que la fonction de transformation, communément connue

comme le propagateur, est analoque à e
i
~ S où S est la solution de l’équation de Hamilton-

Jacobi. En développant la suggestion de Dirac, Feynman avait réussi à établir une nouvelle

formulation de la mécanique quantique comme une alternative aux deux formulations équiv-

alentes proposées presque simultanément : la mécanique des matrices d’Heisenberg [3] et la

mécanique ondulatoire de Schrödinger [4]. Sa formulation repose sur le fait que le propagateur,

solution de l’équation de Schrödinger et qui définit l’amplitude de la probabilité d’évolution

d’une particule du point
→
r 1 à l’instant t1 au point

→
r 2 à l’instant t2, peut être écrit comme

une somme d’une infinité d’amplitudes partielles associées à chacun des chemins d’espace-temps

noté Γ qui relie les points de coordonnées
³→
r 1, t1

´
et
³→
r 2, t2

´
. Chaque chemin contribue au

propagateur par la quantité exp
¡
i
~SΓ

¢
où SΓ est l’action classique évaluée le long du chemin Γ,

c’est à dire SΓ =
R
Γ L(

→
r ,

.→
r , t)dt, où L(

→
r ,

.→
r , t) est le Lagrangien de la particule. Feynman inclut

dans cette action le principe de moindre action [2] pour ignorer les chemins autres que ceux

qui sont très proches du chemin classique Γ0 où l’action est minimale. Ainsi, tandis que Dirac

considérait seulement le chemin classique, Feynman a prouvé que tous les chemins contribuent,

dans un sens où la particule quantique peut suivre tous les chemins et les amplitudes associées

à ces chemins s’ajoutent selon le principe de superposition habituel de la mécanique quantique.

Cette formulation est particulièrement intéressante puisqu’elle a le mérite d’établir le lien en-

tre la mécanique quantique et la mécanique classique. On doit noter qu’à la limite ~ → 0, la

contribution essentielle au propagateur provient des chemins qui obeïssent au principe varia-

3



tionnel classique δS = 0. La formulation Lagrangienne de la mécanique quantique présente de

nombreux avantages. A titre d’exemple, elle se prête aisément à une généralisation relativiste

puisque le raisonnement est directement inscrit dans l’espace-temps.

Sur le plan mathématique, de nombreux inconvénients ont été contournés depuis l’intro-

duction d’une transformation spatio-temporelle par Duru et Kleinert [5] pour construire le

propagateur de Feynman associé au problème de l’atome d’hydrogène. Le succès du calcul de

ce propagateur marqua un tournant important dans le développement du formalisme des inté-

grales de chemin. Des exemples de problèmes non relativistes ou relativistes résolus exactement

à l’aide de cette transformation spatio-temporelle de Duru et Kleinert sont donnés dans la

référence [6] .

Si, aujourd’hui, le calcul exact du propagateur par l’approche des intégrales de chemin

de Feynman semble atteindre un point de saturation pour des systèmes physiques régis par

un Lagrangien avec un potentiel régulier à longue portée, il existe encore d’autres types de

problèmes qui sont rarement abordés dans le cadre du formalisme de l’intégrale de chemin

[7, 8, 9]. Parmi ces problèmes, nous pouvons citer ceux qui obéïssent aux conditions aux limites

de Dirichlet [10] qui se traduisent en mécanique quantique par des conditions aux limites devant

être satisfaites par les fonctions d’onde du système physique en question.

L’objet de ce travail concerne l’étude par l’approche des intégrales de chemin de deux sys-

tèmes dynamiques intéressant la physique théorique et la chimie quantique. Ces deux systèmes

sont caractérisés par des potentiels contraignant le mouvement à se produire sur un demi axe

dans certains cas.

Ce mémoire comporte trois chapitres. Dans le chapitre 1, nous présentons des généralités

sur le formalisme des intégrales de chemin en coordonnées polaires avec un bref rappel sur

l’introduction d’une fonction régulatrice pour rendre le propagateur stable et calculable et un

exposé rudimentaire sur la technique de développement de l’intégrale de chemin contenant

un potentiel additionnel eV (x) = −αδ(x − a) en une série de perturbations par rapport à un

potentiel donné V (x) [11, 12, 13, 14]. Dans le chapitre 2, nous étudions un potentiel à quatres

paramètres servant comme modèle de potentiel diatomique. La dépendance de ce potentiel d’un

paramètre de déformation λ qui détermine la forme du potentiel, ne permet pas de traiter de

façon unifiée le problème des états liés quelque soit la valeur réelle de λ. Dans le chapitre 3,
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nous analysons le problème d’une particule de charge (−e) sans spin dans un potentiel vecteur
et un potentiel scalaire dépendant d’un même paramètre réel q de déformation. Dans le cas du

potentiel diatomique comme dans celui des potentiels vecteur et scalaire, lorsque le paramètre

de déformation est négatif ou compris entre 0 et 1, on a un problème de mécanique quantique

avec des conditions aux limites de Dirichlet représentées par des demi axes. Ces conditions

aux limites sont caractérisées dans l’intégrale de chemin par l’incorporation d’une perturbation

décrite par une fonction δ de Dirac dans l’expression de l’action. Nous terminons ce mémoire

par une conclusion.

Ce travail a donné lieu à deux publications internationales qu’on trouvera en annexe.
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Chapitre 1

Formalisme des intégrales de chemin

en coordonnées polaires

1.1 Introduction

Le but principal de ce chapitre est de se familiariser avec l’approche des intégrales de chemin

qui offre un point de vue alternatif aux méthodes standard de Schrödinger et d’Heisenberg. C’est

une approche qui est devenue essentielle à une compréhension profonde de la théorie quantique

des champs et de ses applications qui vont de la physique des interactions fondamentales à la

mécanique statistique des transitions de phase ou aux propriétés des gaz quantiques. L’intégrale

de chemin est un outil très puissant pour l’étude des problèmes de la mécanique quantique. Elle

établit un lien très explicite entre la mécanique classique et la mécanique quantique. La formu-

lation de la mécanique quantique basée sur l’intégrale de chemin peut paraître plus compliquée

du point de vue mathématique, mais elle est bien adaptée à l’étude des systèmes à un grand

nombre de degrés de liberté où un formalisme du type équation de Schrödinger est beaucoup

moins utile.
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1.2 Propagateur

1.2.1 Définition

Considérons une particule, à une dimension, en mouvement sous l’action d’un potentiel

V (x, t) allant du point A(x0, t0) au point B(x00, t00). Le chemin de la particule est représenté par

une fonction du temps x(t) avec x(t0) = x0 et x(t00) = x00.

Le mouvement de la particule est régi par le Lagrangien

L =
1

2
mẋ2 − V (x, t) . (1.1)

Le chemin classique noté par x̄(t) est celui pour lequel l’action de la particule donnée par

S =

Z t00

t0
L(x, ẋ, t) dt (1.2)

est minimale. En d’autres termes, la variation de l’action

δS = S (x+ δx)− S (x) = 0 (1.3)

au premier ordre en δx . Or

S (x+ δx) =

Z t00

t0
L(x+ δx, ẋ+ δẋ, t) dt

=

Z t00

t0

µ
L(x, ẋ, t) + δẋ

∂L

∂ẋ
+ δx

∂L

∂x

¶
dt

= S (x) +

Z t00

t0

µ
δẋ

∂L

∂ẋ
+ δx

∂L

∂x

¶
dt. (1.4)

En intégrant par partie, la variation de l’action devient

δS = δx
∂L

∂ẋ

¯̄̄̄t00
t0
−
Z t00

t0
δx

µ
d

dt

µ
∂L

∂ẋ

¶
− ∂L

∂x

¶
dt. (1.5)

Puisque δx(t0) = δx(t00) = 0, le terme δx∂L
∂ẋ

¯̄t00
t0 de l’équation (1.4) est nul. Comme δx peut

prendre toute valeur arbitraire entre les points initial et final, la condition suivante est toujours
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satisfaite,
d

dt

µ
∂L

∂ẋ

¶
− ∂L

∂x
= 0. (1.6)

Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange du mouvement de la particule.

Au lieu de considérer seulement la trajectoire classique, nous allons maintenant considérer

tous les chemins possibles que peut prendre la particule pour aller du point A au point B. On

associe à chacun de ces chemins une amplitude de probabilité partielle ΦΓ [x (t)] donnée par

ΦΓ [x (t)] = N exp

·
i

~
SΓ [x (t)]

¸
, (1.7)

où N est une constante de normalisation et SΓ est l’action associée au chemin Γ. Par définition,

la probabilité de transition du point xa à ta au point xb à tb est

P (b, a) = |K(b, a)|2 (1.8)

où K(b, a) est l’amplitude ou propagateur d’aller de A à B. Cette amplitude est la somme des

contributions ΦΓ [x (t)] de chaque chemin

K(b, a) =
X
Γ

ΦΓ [x (t)] . (1.9)

Comme les chemins sont très proches les uns des autres, la somme peut être remplacée par une

intégrale. Ainsi, nous obtenons l’expression du propagateur

K(b, a) =

Z
Γ

DΓΦΓ [x (t)]

=

x(t00)Z
x(t0)

Dx (t) exp

·
i

~
SΓ [x (t)]

¸
, (1.10)

où DΓ et Dx (t) sont les mesures.
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1.2.2 Forme discrète du propagateur

Le propagateur qui gouverne l’évolution d’une particule de masse m du point x0 à l’instant

t0 au point x00 au temps t00 a été défini par Feynman [1] de la façon suivante :

K
¡
x00, t00 ; x0, t0

¢
=

Z
Dx (t) exp

 i

~

TZ
0

L(x, ẋ; t)dt

 , (1.11)

où T = t00− t0. En subdivisant l’intervalle de temps T en (N +1) intervalles élémentaires égaux

tel que ε = tn − tn−1 = T/(N + 1) , et en utilisant les notations habituelles ∆xn = xn − xn−1,

x̄ = xn+xn−1
2 , x00 = x (tN+1), x0 = x (t0), t0 = t0 et tN+1 = t00, l’expression du propagateur

(1.11) prend la forme suivante :

K
¡
x00, t00;x0, t0

¢
= lim

N→∞
N+1
Π
n=1

h m

2πi~ε

i 1
2

×
N
Π
n=1

·Z
dxn

¸
exp

·
i

~
AN

¸
, (1.12)

avec l’action totale

AN =
N+1X
n=1

hm
2ε
(∆xn)

2 − εV (xn)
i
=

TZ
0

hm
2
ẋ2 − V (x)

i
dt . (1.13)

1.2.3 Intégrale de chemin dans l’espace des phases

L’évolution d’une particule soumise à un potentiel V (x) et repérée par les positions x0et x00

aux instants fixés t0 et t00 respectivement, peut être décrite en définissant le propagateur comme

étant l’amplitude de probabilité de transition définie à l’aide de l’opérateur d’évolution par :

K
¡
x00, t00;x0, t0

¢
=
D
x0
¯̄̄
Û
¡
t00, t0

¢¯̄̄
x00
E
Θ
¡
t00 − t0

¢
. (1.14)

Θ (t00 − t0) étant la fonction saut :

Θ
¡
t00 − t0

¢
=

 1 pour t00 > t0,

0 pour t0 > t00.
(1.15)
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En divisant l’intervalle de temps T = (t00 − t0) en (N + 1) intervalles infinitésimaux égaux

ε, on peut décomposer l’opérateur d’évolution Û (t00, t0) en (N + 1) opérateurs élémentaires

Û (tn, tn−1) tels que

Û
¡
t00, t0

¢
= Û (tN+1, tN ) Û (tN , tN−1) ...Û (tn, tn−1) ...Û (t1, t0) , (1.16)

avec tN+1 = t00, t0 = t0 et T = ε (N + 1). Ensuite, en insérant N relations de fermeture de la

forme

+∞Z
−∞

dxn |xni hxn| = 1; n = 1, 2, 3, ....N, (1.17)

entre les opérateurs d’évolution infinitésimaux, le propagateur peut se mettre sous la forme

d’un produit de (N + 1) propagateurs élémentaires

K
¡
x00, t00;x0, t0

¢
=


x00, t00

¯̄
x0, t0

®
= lim

ε→0

Z
N+1
Π
n=1

hxn, tn| xn−1, tn−1i
N
Π
n=1

dxn, (1.18)

où

hxn, tn| xn−1, tn−1i = hxn| Û (tn, tn−1) |xn−1i
= hxn| exp

³
iεĤ/~

´
|xn−1i , (1.19)

avec x0 = x0 et xN+1 = x00. L’opérateur Hamiltonien Ĥ de la particule est donné par

Ĥ = T̂ (p, t) + V̂ (x, t), (1.20)

où T̂ (p, t) est l’opérateur énergie cinétique et V̂ (x, t) l’opérateur énergie potentielle. Pour ε très

petit, on peut appliquer la formule de Baker-Hausdorff [15]

e−
i
~ εĤ = e

− i
~ εV̂ e

− i
~ εT̂ e

− i
~2

ε2X̂

, (1.21)
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où l’opérateur X̂ représente le développement

X̂ =
1

2

h
V̂ , T̂

i
− ε

~

µ
1

6

h
V̂ ,
h
V̂ , T̂

ii
− 1
3

hh
V̂ , T̂

i
, T̂
i¶
+ .... (1.22)

Si nous négligeons tous les termes d’ordre supérieur ou égal à ε2 puisque l’action élémentaire

est par définition d’ordre ε et si nous insérons les relations de fermeture suivantes

+∞Z
−∞

dxn |xni hxn| = 1;
+∞Z
−∞

dpn
2π~

|pni hpn| = 1, (1.23)

dans l’expression (1.19), nous obtenons

hxn| exp
³
iεĤ/~

´
|xn−1i =

+∞Z
−∞

dxn hxn| e
− i
~ εV̂ (x̂,tn) |xi hx| e−

i
~ εT̂ (p;tn) |xn−1i

=

+∞Z
−∞

dxn hxn| e
− i
~ εV̂ (x,tn) |xi

×
+∞Z
−∞

dpn
2π~

exp

·
i

~
[pn (x− xn−1)− εT (pn, tn)]

¸
. (1.24)

En tenant compte de l’élément de matrice local

hxn| e
− i
~ εV̂ (x,tn) |xi = δ (xn − x) e

− i
~ εV (xn,tn) , (1.25)

on a

hxn| Û (tn, tn−1) |xn−1i =

+∞Z
−∞

dpn
2π~

exp

½
i

~
[[pn (xn − xn−1)

−ε [T (pn, tn) + V (xn, tn)]]} . (1.26)

Par substitution de (1.26) dans (1.18) et en définissant la fonction de Green G (x00, x0;E ) comme

étant la transformée de Fourier du propagateur K (x00, t00;x0, t0), nous obtenons
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G
¡
x00, x0;E

¢
=

Z ∞

0
dT exp

µ
i

~
ET

¶
K
¡
x00, t00;x0, t0

¢
=

Z ∞

0
dT lim

N→∞
N
Π
n=1

·Z
dxn

¸
N+1
Π
n=1

·Z
dpn
2π~

¸
exp

"
i

~

N+1X
n=1

An

#
, (1.27)

avec l’action élémentaire

An = pn (xn − xn−1)− ε (T (pn, tn) + V (xn, tn)−E) , (1.28)

et T = t00 − t0.

1.3 Intégrale de chemin en coordonnées polaires

De nombreux systèmes physiques sont invariants par rotation. Le traitement de ces systèmes

permet généralement une transformation aux coordonnées polaires. Ainsi, par exemple, dans le

cas de l’équation de Schrödinger pour des potentiels à symétrie sphérique, on réduit le problème

à un problème unidimensionnel représenté par l’équation radiale de Schrödinger.

Il est naturel de se demander si une telle transformation en coordonnées polaires est possible

aussi avec une intégrale de chemin. La réponse à cette question n’est pas triviale, car il n’existe

apparemment pas de prescription générale pour écrire une intégrale de chemin en coordonnées

curvilignes.

En fait, à l’origine, lors de la formulation complète des intégrales de chemin en mécanique

quantique, on doit nécessairement démarré à partir des coordonnées cartésiennes. La nature

stochastique des chemins s’oppose généralement à une utilisation directe de l’action classique

exprimée en coordonnées curvilignes. En outre, même si une intégrale de chemin est exprimée

en coordonnées cartésiennes, elle n’est pas invariante par une modification formelle de variables.

Toutefois, avec un petit peu de recul et de soin, on peut obtenir la correction Lagrangienne qui

assure que l’intégrale transformée décrit le même problème quantique comme celui de départ.

Notre motivation dans cette section est essentiellement de mettre en lumière ces questions

subtiles. Nous allons aborder maintenant l’intégrale de chemin à trois dimensions en coordonnées
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polaires. Pour cela, considérons entre les deux instants t0 et t00 tels que t0 < t00 et t00 − t0 = T ,

le propagateur de Feynman d’une particule de masse m se déplaçant dans un espace Euclidien

à trois dimensions dans un potentiel V (r). Ce dernier est donné par

K
¡
�r 00, �r 0;T

¢
=

�r(t00)=�r 00Z
�r(t0)=�r 0

D�r (t) exp

 i

~

t00Z
t0

Ã
m

2

µ ·
�r

¶2
− V (r)

!
dt


= lim

N→∞
N+1
Π
j=1

h m

2πi~ε

i 3
2

N
Π
j=1

·Z
R3

d�rj

¸
exp

·
i

~
SN

¸
, (1.29)

avec l’action totale

SN =
N+1X
j=1

Sj =
N+1X
j=1

hm
2ε
(∆�rj)

2 − εV (rj)
i
, (1.30)

où Sj est l’action élémentaire donnée par la formule

Sj =
hm
2ε

¡
r2j + r2j−1 − 2�rj .�rj−1

¢− εV (rj)
i
. (1.31)

En utilisant le système des coordonnées sphériques (r , θ, φ) défini ainsi :


x = r sin θ cosφ,

y = r sin θ sinφ,

z = r cos θ

(1.32)

avec r > 0 , 0 ≤ θ < π et 0 ≤ φ < 2π, la métrique s’écrit

ds2 = grr (dr)
2 + gθ θ ( d θ)

2 + gφφ (dφ)
2 , (1.33)

où

grr = 1 , gθ θ = r2 , gφφ = r2 sin2 θ. (1.34)

Le tenseur métrique se met alors sous la forme :
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(gab) = diag ( grr, gθθ , gφφ) , (1.35)

avec

√
g =

p
det (gab) = r2 sin θ (1.36)

et son inverse
¡
gab
¢

(gab)
−1 =

³
gab
´
= diag

³
g−1rr , g

−1
θθ , g−1φφ

´
. (1.37)

L’élément de volume d�r en coordonnées sphériques est donné par :

d�r = r2 sin θ dθ dφ dr. (1.38)

L’intégrale de chemin (1.29) peut être réécrite en coordonnées sphériques ainsi :

K
¡
�r 00, �r 0;T

¢
= lim

N→∞
N+1
Π
j=1

µ
M

2πi~ε

¶3
2 N
Π
j=1

∞Z
0

πZ
0

2πZ
0

r2j sin θj drj dθj dφj


×
N+1
Π
j=1

exp

·
i

~
A ( j , j − 1)

¸
, (1.39)

avec l’action élémentaire

A (j , j − 1) =
·
M

2ε

¡
r2j + r2j−1 − 2rjrj−1 cosΘj , j−1

¢− εV (rj)

¸
(1.40)

et

cosΘj , j−1 = cos θj cos θj−1 + sin θj sin θj−1 cos
¡
φj − φj−1

¢
. (1.41)

La mesure

N+1
Π
n=1

h m

2πi~ε

i 3
2

N
Π
n=1

·Z
d�rn

¸
(1.42)
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s’écrit alors dans le système des coordonnées sphériques sous la forme :

N+1
Π
n=1

h m

2πi~ε

i 3
2

N
Π
n=1

∞Z
0

πZ
0

2πZ
0

r2n sin θn drn dθn dφn

 . (1.43)

Toutefois, l’expression (1.39) n’est pas appropriée pour l’intégration, en raison de la présence

des termes − (i/~) (M/ε) rjrj−1 cosΘj , j−1 dans l’action . Cette dernière est séparable en une

partie radiale et une partie angulaire. Pour une évaluation explicite de la partie angulaire du

propagateur (1.39), nous allons utiliser la formule suivante (voir Gradshtein et Ryzhik [16], p.

980, Eq. (8.534)) :

ez cosΘ =

µ
2

z

¶ν

Γ (ν)
∞X
l=0

(l + ν) Il+ν (z)C
ν
l (cosΘ) , (1.44)

valable pour tout (ν 6= 0,−1,−2,−3, ...), où Iµ (z) sont les fonctions de Bessel modifiées et

Cν
l (cosΘ) représentent les polynômes de Gegenbauer généralisant les polynômes de Legendre.

Pour simplifier les calculs, on prend ν = 1
2 . On aura alors :

ez cosΘ =

µ
2

z

¶ 1
2

Γ

µ
1

2

¶ ∞X
l=0

µ
l +

1

2

¶
Il+ 1

2
(z)C

1
2
l (cosΘ)

=

µ
2π

z

¶1
2
∞X
l=0

µ
l +

1

2

¶
Il+ 1

2
(z)C

1
2
l (cosΘ)

=
³ π

2z

´ 1
2
∞X
l=0

(2l + 1) Il+1
2
(z)Pl (cosΘ) , (1.45)

où Pl (cosΘ) est un polynôme de Legendre de degré l en cosΘ . Le propagateur (1.39) devient

alors
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K
¡
�r 00, t00;�r 0, t0

¢
= lim

N→∞

µ
M

2πi~ε

¶ 3
2
(N+1) N

Π
j=1

∞Z
0

πZ
0

2πZ
0

r2j sin θj drj dθj dφj


× exp

 i

~

N+1X
j=1

·
M

2ε

³
r2
j
+ r2

j−1

´
− εV (rj)

¸
"
N+1
Π
j=1

s
πi~ε

2Mrjrj−1

×
∞X
lj=0

(2lj + 1) Ilj+ 1
2

µ
Mrjrj−1

i~ε

¶
C

1
2
lj
(cosΘj , j−1)

 (1.46)

ou encore

K
¡
�r 00, t00;�r 0, t0

¢
= lim

N→∞

µ
M

2πi~ε

¶ 3
2
(N+1) ∞X

l1,l2,l3,...,lN+1=0

 N
Π
j=1

∞Z
0

r2jdrj


×
N+1
Π
j=1

Ãs
πi~ε

2Mrjrj−1

!
N
Π
j=1

 πZ
0

2πZ
0

(2lj + 1) Ilj+ 1
2

µ
Mrjrj−1

i~ε

¶

C
1
2
lj
(cosΘj , j−1) sin θj dθj dφj

¸ ·
(2lN+1 + 1) IlN+1+ 1

2

µ
Mrjrj−1

i~ε

¶

C
1
2
lN+1

(cosΘN+1 , N)

¸
exp

 i

~

N+1X
j=1

·
M

2ε

³
r2
j
+ r2

j−1

´
− εV (rj)

¸
(1.47)

qui peut se mettre aussi sous la forme
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K
¡
�r 00, t00;�r 0, t0

¢
= lim

N→∞

µ
M

4πi~ε

¶N+1 ∞X
l1,l2,l3,...,lN+1=0

µ
1

r00 r0

¶ 1
2

 N
Π
j=1

∞Z
0

rj drj


×

N
Π
j=1

 πZ
0

2πZ
0

(2lj + 1) Ilj+ 1
2

µ
Mrjrj−1

i~ε

¶
C

1
2
lj
(cosΘj , j−1) sin θj dθj dφj


×
·
(2lN+1 + 1) IlN+1+ 1

2

µ
Mrjrj−1

i~ε

¶
C

1
2
lN+1

(cosΘN+1 , N )

¸

× exp
 i

~

N+1X
j=1

·
M

2ε

³
r2
j
+ r2

j−1

´
− εV (rj)

¸ , (1.48)

et à l’aide du théorème d’addition pour les harmoniques sphériques [17]

Pl (cos∆θn) =
4π

(2l + 1)

lX
m=−l

Yl,m (θn, φn)Y
∗
l,m

¡
θn−1, φn−1

¢
, (1.49)

où on somme sur tous les nombres quantiques azimutaux (magnétiques) m, le développement

(1.45) devient :

ez cosΘ =

"
2π

Ãr
2π

z

! ∞X
l=0

Il+ 1
2
(z)

lX
m=−l

Yl,m (θn, φn)Y
∗
l,m

¡
θn−1, φn−1

¢#
, (1.50)

et en insérant cette dernière dans (1.46), on obtient
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K
¡
�r 00, t00;�r 0, t0

¢
= lim

N→∞

µ
M

i~ε

¶N+1 ∞X
l1,l2,l3,...,lN+1=0

µ
1

r00 r0

¶ 1
2

 N
Π
j=1

∞Z
0

rj drj


×

N
Π
j=1

Ilj+1
2

µ
Mrjrj−1

i~ε

¶ ljX
mj=−lj

πZ
0

2πZ
0

Ylj ,mj

¡
θj , φj

¢
Y ∗lj ,mj

¡
θj−1, φj−1

¢
sin θj dθj dφj

i ·
IlN+1+ 1

2

µ
Mrjrj−1

i~ε

¶

×
 lN+1X

m=−lN+1
YlN+1,m

¡
θN+1, φN+1

¢
×Y ∗lN+1,m (θN , φN) exp

 i

~

N+1X
j=1

·
M

2ε

³
r2
j
+ r2

j−1

´
− εV (rj)

¸ .

(1.51)

L’orthogonalité des harmoniques sphériques décrite par la relation

2πZ
0

πZ
0

Y ∗l,m (θ, φ)Yl0,m0 (θ, φ) sin θ dθ dφ = δll0δmm0 , (1.52)

nous permet enfin de ramener le propagateur à la forme

K
¡
�r 00, t00;�r 0, t0

¢
=

∞X
l=0

(2l + 1)

4π
Kl

¡
r00, t00 ; r0, t0

¢
Pl (cosΘi , f ) , (1.53)

où

Kl

¡
r00, t00; r0, t0

¢
=

µ
M

i~ε

¶N+1 µ
1

r00 r0

¶1
2

lim
N→∞

N
Π
j=1

∞Z
0

rj drj


×
N+1
Π
j=1

·
Ilj+1

2

µ
Mrjrj−1

i~ε

¶¸

× exp
 i

~

N+1X
j=1

·
M

2ε

³
r2
j
+ r2

j−1

´
− εV (rj)

¸ , (1.54)

et Θi , f = (�r
00 ; �r 0). Le propagateur radial Kl (r

00, t00; r0, t0) peut être simplifié. En effet, compte
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tenu du comportement asymptotique des fonctions de Bessel modifiées

Iν

³z
ε

´
→
�→0

³ ε

2πz

´ 1
2
exp

½
z

ε
− 1
2

ε

z

µ
ν2 − 1

4

¶¾
, (1.55)

il devient

Kl

¡
r00, t00 ; r0, t0

¢
= Kl

¡
r00 , r0 ;T

¢
=

µ
1

r00r0

¶
lim

N→∞

µ
M

2πi~ε

¶N+1
2 N

Π
j=1

∞Z
0

drj


× exp

 i

~

N+1X
j=1

·
M

2ε

¡
rj − rj−1

¢2 − l (l + 1) ~2ε
2Mrjrj−1

− εV (rj)

¸ .

(1.56)

1.4 Transformation spatio-temporelle de Duru-Kleinert

Considérons une particule en mouvement linéaire repérée par les positions x0 et x” aux

instants fixés t0 et t00 respectivement. Dans l’espace des phases, le propagateur qui gouverne son

évolution dans le potentiel V (x) est défini par l’intégrale de chemin de Feynman

K
¡
x00, t00 ; x0, t0

¢
=

Z
Dx (t)Dp (t) exp

(
i

~

Z t00

t0
(pẋ−H) dt

)
, (1.57)

avec l’Hamiltonien

H =
p2

2m
+ V (x) . (1.58)

Supposons que le potentiel V (x) est aussi compliqué qu’une évaluation directe de l’intégrale

de chemin ne soit pas possible. Souvent, il est nécessaire d’effectuer une transformation de

coordonnée x → ξ représentée par x = g (ξ) accompagnée d’une transformation temporelle

t→ s définie par dt = f (x) ds. Pour mettre en œuvre une telle transformation spatio-temporelle

dans le calcul de l’intégrale de chemin, on commence par écrire l’opérateur résolvante donné

par
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R̂ = fr (x)
i~

fl (x) (E −H + i0) fr (x)
fl (x) , (1.59)

où fl (x) et fr (x) sont des fonctions de la variable x, multipliant à gauche et à droite, respective-

ment, l’opérateur (E −H + i0) et sont telles que fl (x) fr (x) = f(x). En exprimant l’opérateur

i~
fl(x)(E−H+i0)fr(x) dans la représentation de Schwinger [43] , on peut associer à l’opérateur ré-

solvante (1.59) un élément de matrice appelé amplitude de transition pour une énergie fixée ou

fonction de Green

G
¡
x00, x0 ; E

¢
=

x00
¯̄
R̂
¯̄
x0
®
=

Z ∞

s0
ds00


x00
¯̄
ÛE

¡
s00 − s0

¢ ¯̄
x0
®
, (1.60)

où ÛE (S) est l’opérateur pseudo-temporel d’évolution défini par

ÛE (S) = fr (x) e
− i
~ Sfl(x)(E−H)fr(x)fl (x) . (1.61)

On peut maintenant convertir l’expression (1.60) en une intégrale de chemin en subdivisant

la variable temporelle S en (N + 1) intervalles infinitésimaux et en insérant N relations de

fermeture pour arriver à la représentation intégrale approximée de la fonction de Green

G
¡
x00, x0 ; E

¢
≈ (N + 1)

Z ∞

0
dεs


x00
¯̄
ÛN
E (εs (N + 1))

¯̄
x0
®
, (1.62)

avec l’intégrale de chemin pour l’amplitude pseudo-temporelle sous forme discrète donnée par


x00
¯̄
ÛN
E (εs (N + 1))

¯̄
x0
®
= fr

¡
x00
¢
fl
¡
x0
¢ N
Π
j=1

·Z
dxj

¸
N+1
Π
j=1

·Z
dpj
2π~

¸
exp

·
i

~
AN
E

¸
, (1.63)

où AN
E est l’action totale exprimée sous sa forme discrète par

AN
E =

N+1X
j=1

[pj∆xj − εsfl (xj) (H(pj , xj))−E) fr (xj−1)] , (1.64)

avec ds = εs = ε/fl(xj)fr(xj−1) = dt/fl(xj)fr(xj−1). En effectuant l’intégration sur les vari-

ables pj , nous obtenons l’intégrale de chemin dans l’espace des configurations
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x00
¯̄
ÛN
E (εs (N + 1))

¯̄
x0
®
=

fr (x
00) fl (x0)p

2πi~εs fl (x00) fr (x0) /m

N
Π
j=1

·
m

2πi~εs

¸ 1
2

×
N
Π
j=1

"
dxjp
f(xj)

#
exp

 i

~

N+1X
j=1

"
m (∆xj)

2

2εs fl (xj) fr (xj−1)

−εsfl (xj) (V (xj)−E) fr (xj−1)]} . (1.65)

En faisant maintenant tendre N vers l’infini et en choisissant fl(x) = fr(x) = f
1
2 (x), nous

pouvons écrire la fonction de Green comme une intégrale sous la forme

G
¡
x00, x0;E

¢
=

Z ∞

0
dS PE

¡
x00, x0;S

¢
, (1.66)

avec l’intégrale de chemin

PE
¡
x00, x0;S

¢
=

£
fr
¡
x00
¢
fl
¡
x0
¢¤ 1

4 lim
N→∞

N+1
Π
j=1

·
m

2πi~εs

¸ 1
2

×
N
Π
j=1

"Z
dxjp
f(xj)

#
exp

 i

~

N+1X
j=1

"
m (∆xj)

2

2εs
p

f (xj) f (xj−1)

−εs (V (xj)−E)
q

f (xj) f (xj−1)
¸¾

. (1.67)

Ce noyau est calculable moyennant une fonction régulatrice f(x) appropriée.

1.5 Technique de développement en série de perturbations

Considérons une particule en mouvement dans un potentiel

W (x) = V (x) + Ṽ (x) , (1.68)

oùW (x) est si compliqué qu’une évaluation directe du propagateur par l’approche de l’intégrale

de chemin ne soit pas possible. Pour appliquer la méthode des perturbations, nous décomposons

l’action
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S =

Z T

0

hm
2

.
x
2 −W (x)

i
dt = SV + SṼ , (1.69)

où

SṼ = −
Z T

0
Ṽ (x) dt (1.70)

et SV est l’action de la particule dans le potentiel V (x). En effectuant le développement en

série de exp
¡
i
~SṼ

¢
, nous avons

K
¡
x00, x0;T

¢
=

x(t00)=x00Z
x(t0)=x0

Dx(t) exp

µ
i

~
SV

¶Ã
1 +

∞X
n=1

µ
i

~

¶n Sn
Ṽ

n!

!

= K(V )
¡
x00, x0; T

¢
+K(Ṽ )

¡
x00, x0; T

¢
, (1.71)

où le propagateur K(V ) (x00, x0; T ) correspondant au potentiel V (x) est donné par

K(V )
¡
x00, x0; T

¢
=

x(t00)=x00Z
x(t0)=x0

Dx(t) exp

 i

~

t00Z
t0

·
1

2
mẋ2 − V (x)

¸
dt

 . (1.72)

Toutefois, il est supposé connu. L’expression de K(Ṽ ) (x00, x0; T ) est de la forme

K(Ṽ )
¡
x00, x0; T

¢
=

∞X
n=1

µ
i

~

¶n 1

n!

x(t00)=x00Z
x(t0)=x0

Dx(t) exp

µ
i

~
SV

¶
Sn
Ṽ
.. (1.73)

Notons que

Sn
Ṽ
. = (−1)n

Z t00

t0
dtn

Z t00

t0
dtn−1...

Z t00

t0
dt2

Z t00

t0
dt1

nY
j=1

Ṽ (x(tj))

= (−1)nn!
Z t00

t0
dtn

Z tn

t0
dtn−1...

Z t3

t0
dt2

Z t2

t0
dt1

nY
j=1

Ṽ (xj) ; xj = x(tj), (1.74)

où, dans une deuxième étape, nous avons ordonné le temps comme suit :
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t0 = t0 < t1 < t2 < ... < tn+1 = t00

et posé T = t00 − t0. Il est maintenant facile de voir que

K(Ṽ )
¡
x00, x0; T

¢
=

∞X
n=1

µ
− i

~

¶n 1

n!

Z t00

t0
dtn

Z t00

t0
dtn−1...

Z t00

t0
dt2

Z t00

t0
dt1

Z +∞

−∞
dxn...

Z +∞

−∞
dx1

K(V )
¡
x1, x

0; t1 − t0
¢
Ṽ (x1)K

(V ) (x2, x1; t2 − t1 )× ...× Ṽ (xn−1)

×K(V ) (xn, xn−1; tn − tn−1 ) Ṽ (xn)K(V )
¡
x00, xn; t00 − tn

¢
=

∞X
n=1

µ
− i

~

¶n
 nY

j=1

Z tj+1

t0
tj

Z +∞

−∞
dxj


×K(V )

¡
x1, x

0; t1 − t0
¢
Ṽ (x1)K

(V ) (x2, x1; t2 − t1 )

×...× Ṽ (xn−1)K(V ) (xn, xn−1; tn − tn−1 ) Ṽ (xn)K(V )
¡
x00, xn; t00 − tn

¢
.

(1.75)

Cette technique sera exploitée dans les chapitres suivants en assimilant V (x) et Ṽ (x) au poten-

tiel de Rosen-Morse ou de Manning-Rosen et à un potentiel δ-fonction de Dirac, respectivement.
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Chapitre 2

Potentiel diatomique à quatre

paramètres

2.1 Introduction

Les potentiels à symétrie sphérique jouent un rôle très important en physique microscopique

car ils sont largement utilisés comme une bonne approximation du potentiel d’interaction dans

de nombreux domaines de la physique et de la chimie notamment en physique nucléaire [18],

physique atomique [19] et moléculaire [20] et en chimie quantique [21]. Nous pouvons citer,

entre autres, le potentiel à quatre paramètres introduit par Sun en 1999 comme une alternative

au potentiel de Morse pour ajuster des courbes RKR (Rydberg-Klein-Rees) expérimentales

de l’énergie potentielle d’un ensemble de systèmes de molécules diatomiques incluant l’état

fondamental X lΣg de 7Li2, deux types de métaux et six types de molécules non métalliques

[22] . Cette fonction potentielle est de la forme :

V (r) =
2m

~2
v(r) =

a

(eηr − λ)2
− b

(eηr − λ)
(2.1)

avec a, b, η, et λ des constantes réelles définies par a = 2m
~2 De (e

α − λ)2, b = 4m
~2 De (e

α − λ) et

η = α
re
où De est la profondeur du puits de potentiel, re est la distance d’équilibre des deux

noyaux et λ est le paramètre décrivant la forme du potentiel. Si λ = 0, nous avons le potentiel

ordinaire de Morse. Dans le cas où λ > 0, le potentiel (2.1) est appelé potentiel de Hulthén
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généralisé et potentiel de Woods-Saxon généralisé si λ < 0.

Un traitement de ce potentiel a été présenté récemment dans le cadre de l’approche de

l’invariance de forme et à l’aide de la méthode de quantification WKB supersymétrique [23],

mais il comporte plusieurs manipulations incorrectes de telle sorte que les solutions obtenues

pour le problème des états liés ne sont pas satisfaisantes puisque, d’une part, le potentiel (2.1)

a une forte singularité au point r = 1
η ln (λ) et d’autre part, les conditions aux limites ne sont

pas remplies quand r → 0 et quand r → 1
η ln (λ). Comme il est facile de voir qu’il n’est pas

possible d’étudier ce potentiel au moyen de la mécanique quantique supersymétrique quelque

soient les valeurs du paramètre λ, nous pensons alors qu’il est intéressant de discuter en détail

les solutions du problème des états s en utilisant le formalisme de l’intégrale de chemin.

Le plan de notre étude est le suivant : dans le second paragraphe, nous construisons l’inté-

grale de chemin associée au potentiel de Hulthén généralisé (λ > 0) en distinguant les cas λ ≥
1 et 0 < λ < 1. Pour λ ≥ 1 et 1η ln (λ) < r < ∞, il est montré que la fonction de Green pour
le potentiel en question se ramène à celle du potentiel de Rosen-Morse λ−déformé en appli-
quant uniquement la technique de la transformation spatio-temporelle. La solution analytique

du spectre d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes avec un facteur de normalisation

correct sont obtenues. Lorsque 0 < λ < 1 le potentiel de Rosen-Morse λ−déformé est défini sur
une demi-droite. Dans ce cas, la fonction de Green est évaluée sous forme compacte en utilisant

l’approche des perturbations qui consiste à incorporer une fonction δ de Dirac comme une per-

turbation du potentiel standard de Rosen-Morse et en rendant la force de cette perturbation

infiniment répulsive afin de former une barrière impénétrable. Les pôles de la fonction de Green

donnent une équation transcendante pour les niveaux d’énergie. Dans le troisième paragraphe le

potentiel de Woods-Saxon généralisé (λ < 0) est traité de la même manière. Nous convertissons

d’abord l’intégrale de chemin associée à celle du potentiel de Manning- Rosen λ−déformé défini
sur une demi-droite. Nous calculons ensuite la fonction de Green au moyen de la perturbation

décrite par une fonction δ et nous obtenons une équation transcendante pour le spectre d’én-

ergie. Le potentiel écranté qui généralise les potentiels de Hulthén et de l’atome d’hydrogène,

le potentiel de Woods- Saxon déformé et le potentiel radial de Morse sont étudiés comme des

cas particuliers dans le quatrième paragraphe.
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2.2 Potentiel de Hulthén généralisé

Quand le paramètre de déformation λ est λ > 0, la fonction énergie potentielle à quatre

paramètres (2.1) représente une forme générale du potentiel de Hulthén [24]. Comme ce potentiel

est à symétrie sphérique, la fonction de Green se développe en ondes partielles ainsi :

G

µ→
r00,

→
r0 ; E

¶
=

1

r00 r0

∞X
l=0

2l + 1

4π
Gl (rf , ri ; E )Pl (cos θ) (2.2)

où Pl (cos θ) est un polynôme de Legendre de degré l en cos θ et θ =
µ→
r00 ,

→
r0
¶
. La fonction de

Green radiale est donnée par :

Gl

¡
r00, r0 ; E

¢
=

i

~

Z ∞

0
dT < r00

¯̄̄̄
exp

½
−iT
~
(Hl −E)

¾¯̄̄̄
r0 > (2.3)

avec

Hl =
P 2r
2m

+
~2l (l + 1)
2mr2

+ V (r) . (2.4)

Notre but est de trouver les niveaux d’énergieEnr, l et les fonctions d’onde radialesΨnr, l
(r) =

r−1χ
nr, l

(r) en calculant (2.3). Mais avant d’aborder la construction de la fonction de Green

radiale (2.3) par l’intégrale de chemin pour λ > 0, nous devons prendre en considération les

variations du potentiel effectif Veff =
~2l(l+1)
2mr2 + V (r) selon les valeurs du paramètre λ. Nous

distinguons alors deux cas. Si 0 < λ < 1, V (r) est continu sur tout l’intervalle R+. Mais,

si λ ≥ 1, V (r) possède une forte singularité au point r = r0 =
1
η ln (λ) et dans ce cas nous

avons deux régions distinctes : l’une définie par l’intervalle ]0 , r0[ et l’autre par l’intervalle

]r0,∞[ . Ceci nous amène à construire la fonction de Green radiale par l’approche de l’intégrale
de chemin dans chaque cas.

2.3 Premier Cas : λ ≥ 1 et r0 < r <∞
Dans ce cas, nous allons étudier le potentiel effectif Veff (r) =

~2l(l+1)
2mr2

+ V (r) seulement

dans l’intervalle ]r0, ∞[ puisque, dans l’autre intervalle , la solution ne peut pas être obtenue
d’une manière analytique. De plus, elle ne présente pas un intérêt physique considérable. Le

potentiel Veff (r) étant singulier au point r = r0, la forme discrète de l’expression (2.3) n’existe

26



pas à cause de l’affaissement des chemins. Pour obtenir une intégrale de chemin stable, nous

introduisons une fonction régulatrice appropriée [15] et nous écrivons l’expression (2.3) sous la

forme d’une intégrale de chemin :

Gl

¡
r00 , r0 ; E

¢
=

i

~

Z ∞

0
dS Pl

¡
r00 , r0 ; S

¢
, (2.5)

où Pl (rf , ri ; S ) est l’intégrale de chemin transformée donnée sous forme canonique par :

Pl
¡
r00 , r0 ; S

¢
= fR

¡
r00
¢
fL
¡
r0
¢
< rf

¯̄̄̄
exp

·
− i

~
S fL (r)

µ
P 2r
2m

+ Veff (r)−E

¶
fR (r)

¸¯̄̄̄
ri >

= fR
¡
r00
¢
fL
¡
r0
¢ Z

Dr (s)

Z
DPr (s)

2π~

× exp
 i

~

SZ
0

·
Prṙ − fL (r)

µ
P 2r
2m

+
~2l (l + 1)
2mr2

+ V (r)−E

¶
fR (r)

¸
ds


= fR

¡
r00
¢
fL
¡
r0
¢
lim

N→∞
N
Π
n=1

·Z
drn

¸
N+1
Π
n=1

·Z
d (Pr)n
2π~

¸
exp

(
i

~

N+1X
n=1

An
1

)
,

(2.6)

où An
1 est l’action élementaire définie par la forme

An
1 = (Pr)n∆rn − εs fL (rn)

Ã
(Pr)

2
n

2m
+
~2l (l + 1)
2mr2n

+ V (rn)−E

!
fR (rn−1) (2.7)

et

εs =
S

N + 1
= ds =

dt

fR (rn) fL (rn−1)
; dt = εt =

T

N + 1
. (2.8)

La fonction régulatrice a été définie par Kleinert ainsi :

f(r) = fL(r)fR(r) = f1−α (r)f α(r), (2.9)

où α est le paramètre de dédoublement.

Pour simplifier le calcul du propagateur Pl (r00 , r0 ; S ), nous posons α = 1
2 et nous choi-

sissons la prescription du point moyen. Cela peut être justifié par le fait que le résultat est
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indépendant de ce paramètre. Alors, en intégrant ensuite par rapport à la variable (Pr)n nous

trouvons

Pl
¡
r00 , r0 ; S

¢
=

£
f
¡
r00
¢
f
¡
r0
¢¤ 1

4 lim
N→∞

N+1
Π
n=1

·Z
m

2πi~εs

¸ 1
2

×
N
Π
n=1

"Z
drnp
f (rn)

#
exp

(
i

~

N+1X
n=1

An
2

)
, (2.10)

avec l’action élementaire An
2 , dans l’espace des configurations, donnée par

An
2 =

m (∆rn)
2

2εs
p
f (rn) f (rn−1)

− εs

µ
~2l (l + 1)
2mr2n

+ V (rn)−E

¶p
f (rn) f (rn−1). (2.11)

En effectuant la transformation spatiale r → ξ, definie de r ∈ ]r0, ∞[ vers ξ ∈ R par

r =
1

η
ln [exp (2ηξ) + λ] , (2.12)

et en utilisant la fonction régulatrice suivante :

f (r (ξ)) =
exp (2ηξ)

cosh2λ (ηξ)
= g02 (ξ) , (2.13)

nous pouvons exprimer (2.10) ainsi

Pl
¡
r00 , r0 ; S

¢
=

£
f
¡
r00
¢
f
¡
r0
¢¤ 1

4 lim
N→∞

N+1
Π
n=1

·Z
m

2πi~εs

¸ 1
2 N
Π
n=1

·Z
dξn

¸
× exp

(
i

~

N+1X
n=1

"
m (∆ξn)

2

2εs
+

m

8�s

µ
g002

g02
− 2
3

g000

g0

¶
(∆ξn)

4

−εs~
2η2

2m

l (l + 1)

(ln (e2ηξn + λ))
2

e2ηξn

cosh2λ (ηξn)
+ εs

µ
2E − ~2a

mλ2

¶
+εs

µ
2E +

~2a
mλ2

¶
tanhλ (ηξn) + εs

µ
~2

2m

³a
λ
+ b
´
− λE

¶
1

cosh2λ (ηξn)

¸¾
.

(2.14)
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Nous avons introduit ici les fonctions hyperboliques déformées, définies pour la première fois

par Arai [25] comme suit :

coshλ x =
1

2

¡
ex + λe−x

¢
, sinhλ x =

1

2

¡
ex − λe−x

¢
, tanhλx =

sinhλ x

coshλ x
, (2.15)

où λ est un paramètre réel. L’action contenue dans l’expression (2.14) renferme le terme (∆ξn)
4

qui est d’ordre ε2s . Nous pouvons le remplacer en utilisant la formule suivante [26] :

Z ∞

−∞
exp

¡−αx2 + βx4
¢
dx =

Z ∞

−∞
exp

µ
−αx2 + 3β

4α2

¶
dx+O

µ
1

α3

¶
, (2.16)

valable pour <{α} > 0 et |α| grand, et donc le propagateur (2.14) s’écrit

Pl
¡
r00 , r0 ; S

¢
=

£
f
¡
r00
¢
f
¡
r0
¢¤ 1

4

Z
Dξ exp

½
i

~

Z S

0
ds
hm
2
ξ̇
2
+ Ẽ −A tanhλ (ηξ)

+
B

cosh2λ (ηξ)
− ~

2η2

2m

l (l + 1)

[ln (e2ηξ + λ)]
2

e2ηξ

cosh2λ (ηξ)

#)
, (2.17)

où nous avons posé


Ẽ = 2

h
E − ~2

2m

³
a
λ2
+ η2

4

´i
,

A = −2
h
E + ~2

2m

³
a
λ2
+ η2

4

´i
,

B = ~2
2m

³
a
λ + b− η2λ

4

´
− λE.

(2.18)

L’ intégrale de chemin (2.17 ) telle qu’elle est, n’est pas soluble pour un moment cinétique

orbital l non nul. Pour éliminer le terme proportionnel à e2ηξ

(ln(e2ηξ+λ))
2
cosh2λ(ηξ)

, nous devons poser

l = 0. Dans ce cas, la fonction de Green radiale (2.5) prend la forme :

G0
¡
r00 , r0; E

¢
=

i

~

Z ∞

0
dS exp

µ
i

~
ẼS

¶
P0
¡
r00 , r0 ; S

¢
=

£
f
¡
r00
¢
f
¡
r0
¢¤ 1

4 GRM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
, (2.19)

où
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GRM

³
ξ00 , ξ0; Ẽ

´
=

i

~

Z ∞

0
dS exp

µ
i

~
ẼS

¶
PRM

¡
ξ00 , ξ0; S

¢
(2.20)

et

PRM
¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
=

Z
Dξ (s) exp

½
i

~

Z S

0
ds
hm
2
ξ̇
2 − V RM (ξ)

i¾
(2.21)

représente justement le propagateur associé au potentiel de Rosen-Morse [27] défini en termes

des fonctions hyperboliques λ−déformées par

V RM (ξ) = A tanhλ (ηξ)− B

cosh2λ (ηξ)
; ξ ∈ R. (2.22)

Comme la solution exacte du propagateur (2.21) est bien connue, nous pouvons donc écrire

directement l’expression explicite de sa fonction de Green, à savoir

GRM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
=

m

~2

·
Γ (M1 − LE)Γ (LE +M1 + 1)

Γ (M1 −M2 + 1)Γ (M1 +M2 + 1)

¸

×
Ã
1− tanhλ

¡
ηξ0
¢

2

1− tanhλ
¡
ηξ00
¢

2

!(M1−M2)/2

×
Ã
1 + tanhλ

¡
ηξ0
¢

2

1 + tanhλ
¡
ηξ00
¢

2

!(M1+M2)/2

× 2F1

µ
M1 − LE , LE +M1 + 1, M1 −M2 + 1;

1 + tanhλ (ηξ>)

2

¶
× 2F1

µ
M1 − LE , LE +M1 + 1, M1 +M2 + 1;

1− tanhλ (ηξ<)
2

¶
,

(2.23)

où les symboles ξ> et ξ< dénotent le max
¡
ξ00 , ξ0

¢
et le min

¡
ξ00 , ξ0

¢
respectivement, 2F

1 (α, β, γ; z) représente la fonction hypergéométrique. Nous avons utilisé également les abrévi-

ations suivantes :


LE = −12 +

q
a

η2λ2
+ b

η2λ
− 2mE

~2η2 ,

M1,2 =
q
−2mE
~2η2 ± 1

2

q
1 + 4a

η2λ2
.

(2.24)

La fonction de Green radiale G0 (r
00 , r0; E ) associée au potentiel à quatre paramètres (2.1)
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pour λ ≥ 1 et dans l’intervalle ]r0,∞[ est donnée par

G0
¡
r00 , r0; E

¢
=

m

~2

·
Γ (M1 − LE)Γ (LE +M1 + 1)

Γ (M1 −M2 + 1)Γ (M1 +M2 + 1)

¸
[f (r00) f (r0)]

1
4

η

×
h
λ2e−η(r

00+r0)
i(M1+M2)/2 h³

1− λe−ηr
00´³

1− λe−ηr
0´i(M1−M2)/2

× 2 F 1

³
M1 − LE, LE +M1 + 1, M1 −M2 + 1;λe

−ηr00
´

× 2 F 1

³
M1 − LE, LE +M1 + 1, M1 −M2 + 1; 1− λe−ηr

0´
.

(2.25)

Le spectre d’énergie est obtenu à partir des pôles de la fonction de Green radiale (2.25) et qui

sont aussi ceux de la fonction d’Euler Γ (M1 − LE) quandM1−LE = −nr pour nr = 0, 1, 2, 3, ....
Ils sont donnés par l’équation

1

2
+

s
−2mE

~2η2
+
1

2

s
1 +

4a

η2λ2
−
s

a

η2λ2
+

b

η2λ
− 2mE

~2η2
= −nr (2.26)

de sorte qu’on obtient les niveaux d’énergie

Eλ≥1
nr,0

= − ~2

8mλ2

Ã
(P + ηλnr)

2 − a− λb

P + ηλnr

!2
, (2.27)

où

P =
ηλ

2

Ã
1 +

s
1 +

4a

η2λ2

!
. (2.28)

Afin de trouver les fonctions d’onde normalisées, nous effectuons l’approximation de la

fonction d’Euler Γ (M1 − LE) au voisinage des pôles M1 − LE ≈ −nr comme suit :

Γ (M1 − LE) ≈ (−1)nr
nr!

1

M1 − LE + nr

=
(−1)nr
nr!

~2η
m

Q (P + ληnr − λQ)

(P + ληnr)
³
E −E

(λ≥1)
nr

´ , (2.29)
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où

Q =
(P + nrλη)

2 − a− bλ

2λ (P + nrλη)
(2.30)

et en tenant compte de la formule de transformation de Gauss (voir Gradshtein et Ryzhik [16],

Eq. (9.131.2), p. 1043)

2F1 (α, β, γ; z) =
Γ (γ)Γ (γ − α− β)

Γ (γ − α)Γ (γ − β)
2F1 (α, β, α+ β − γ + 1; 1− z) + (1− z)γ−α−β

× Γ (γ)Γ (α+ β − γ)

Γ (α)Γ (β)
2F1 (γ − α, γ − β, γ − α− β + 1; 1− z) , (2.31)

dans laquelle le second terme de la relation (2.31) est nul du fait que la fonction d’Euler Γ(α)

est infinie (α =M1 − LE = −nr ≤ 0). Ceci nous permet d’écrire la contribution de la partie
discrète de la fonction de Green radiale sous la forme d’un développement spectral ainsi

G0
¡
r00 , r0; E

¢
=

nmaxX
nr=0

¡
χλ≥1nr (r0)

¢∗
χλ≥1nr (r00)

E −Eλ≥1
nr

. (2.32)

Nous obtenons finalement :

χλ≥1nr (r) = rΨλ≥1
nr (r)

=

−2Q (P + nrλη − λQ)

(P + nrλη)

Γ
³
nr +

2P
λη

´
Γ
³
nr +

2P
λη − 2Q

η

´
nr!Γ

³
nr − 2Q

η + 1
´


1
2

× 1

Γ
³
2P
λη

´ ¡1− λe−ηr
¢PÁλη ¡

λe−ηr
¢−QÁη

× 2F1

µ
−nr, nr + 2P

λη
− 2Q

η
,
2P

λη
; 1− λe−ηr

¶
. (2.33)

Nous devons ensuite vérifier si les fonctions (2.33) satisfont les conditions aux limites suivantes :

lim
r→r0

rΨλ≥1
nr (r) = 0, (2.34)
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et

lim
r→∞ rΨλ≥1

nr (r) = 0. (2.35)

Lorsque r → r0, il est clair que (2.33) remplit la condition d’hermiticité (2.34) de l’opérateur bPr
associé à la composante radiale de la quantité de mouvement, mais, pour r →∞, nous devons

imposer la condition que seules les fonctions d’onde (2.33) avec Q < 0 remplissent la condition

à la limite (2.35) et donc il peut être vu de (2.30) que nr <
¡√

a+ bλ− P
¢
/λη. Les valeurs

permises du nombre quantique radial nr sont nr = 0, 1, 2, 3, ..., nrmax. Le nombre d’états liés

nrmax étant déterminé par la relation nrmax =
©¡√

a+ bλ− P
¢
/λη

ª
où {κ} représente le plus

grand entier inférieur à κ.

2.4 Deuxième Cas : 0 < λ < 1 et 0 < r <∞
L’analyse présentée ci-dessus est valable, mais dans ce cas, la transformation spatiale (2.12)

convertit r ∈ ]0, ∞[ en ξ ∈
i
1
2η ln (1− λ) ,+ ∞

h
. Ceci signifie que le noyau (2.26) est le prop-

agateur décrivant le mouvement d’une particule soumise à un potentiel du type Rosen-Morse

λ-deformé sur la demi-droite ξ > 1
2η ln (1− λ) . Comme une intégration directe des chemins

n’est pas possible, le problème peut être résolu par une astuce qui consiste à introduire un

terme auxiliaire représenté par une fonction−δ de Dirac dans l’action contenue dans l’équation
(2.21) pour former une barrière impénétrable [8] au point ξ = ξ0 =

³
1
2η

´
ln (1− λ) . Alors, la

fonction de Green (2.20) devient

Gδ
0

¡
r00 , r0 ; E

¢
=

i

~
£
f
¡
r00
¢
f
¡
r0
¢¤ 1

4

Z ∞

0
dS exp

µ
i

~
ẼS

¶
P δ
¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
=

£
f
¡
r00
¢
f
¡
r0
¢¤ 1

4 Gδ
RM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
, (2.36)

où

Gδ
RM

³
ξ00 , ξ0; Ẽ

´
=

i

~

Z ∞

0
dS exp

µ
i

~
ẼS

¶
P δ
¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
(2.37)

et
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P δ
RM

¡
ξ00 , ξ0; S

¢
=

Z
Dξ (s) exp

½
i

~

Z S

0
ds
hm
2
ξ̇
2 − V δ (ξ)

i¾
. (2.38)

Cette intégrale de chemin (2.38) représente le propagateur d’une particule qui se déplace dans

un potentiel de la forme :

V δ (ξ) = V RM (ξ)− α

η
δ (ξ − ξ0) ; ξ ∈ R, (2.39)

où V RM (ξ) est le potentiel de Rosen-Morse (2.22). Comme il est tout à fait évident, vu la

forme non triviale du potentiel (2.39), que l’intégrale de chemin (2.38) ne peut être directement

effectuée. Par conséquent, nous avons trouvé qu’il est commode d’appliquer l’approche des per-

turbations en développant le facteur exp
³
(iα/~η)

R s00
s0 δ (ξ − ξ0) ds

´
en une série de puissances.

Ceci donne le développement en série suivant [12] :

P δ
¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
= PRM

¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
+

∞X
n=1

µ
iα

~η

¶n 1

n!

n
Π
j=1

·Z sj+1

si

dsj

Z ∞

−∞
dξj

¸
× PRM

¡
ξ1 , ξ

0 ; s1 − si
¢
δ (ξ1 − ξ0) PRM (ξ2 , ξ1 ; s2 − s1 )

×...× δ
¡
ξn−1 − ξ0

¢
PRM

¡
ξn , ξn−1 ; s2 − s1

¢
×δ (sn − s0 ) PRM

¡
s00 , sn ; S − sn

¢
= PRM

¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
+

∞X
n=1

µ
iα

~η

¶n Z sf

si

dsn

Z sn

si

dsn−1..
Z s2

si

ds1

× PRM
¡
ξ0 , ξ

0 ; s1 − si
¢
PRM (ξ0 , ξ0 ; s2 − s1 )

× PRM (ξ0 , ξ0 ; sn − sn−1 )PRM
¡
ξ00 , ξ0 ;S − sn

¢
, (2.40)

où nous avons ordonné le temps de la manière suivante : s0 = s0 < s1 < s2 < ... < sn < sn+1 =

s00 . Afin d’effectuer les intégrations successives sur les variables sj dans (2.41), nous insérons

(2.40) dans (2.37), et en utilisant le théorème de convolution de la transformation de Fourier,

nous arrivons à
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Gδ
RM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
= GRM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
−

GRM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
GRM

³
ξ0 , ξ

0; Ẽ
´

GRM

³
ξ0 , ξ0 ; Ẽ

´
− η

α

, (2.41)

où GRM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
est la fonction de Green (2.23) et il a été supposé que GRM

³
ξ0 , ξ0 ; Ẽ

´
existe effectivement .

Si nous prenons maintenant la limite α → −∞, le système physique est assujetti à se
déplacer dans le potentiel V RM (ξ) délimité par une barrière infiniment répulsive [8, 10] au

point ξ = ξ0. Alors, la fonction de Green sur la demi-droite ξ > ξ0 est donnée par :

G̃RM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
= lim

α→−∞Gδ
RM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
= GRM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
−

GRM

³
ξ00 , ξ0 ; Ẽ

´
GRM

³
ξ0 , ξ

0 ; Ẽ
´

GRM

³
ξ0 , ξ0 ; Ẽ

´ .

(2.42)

Le spectre d’énergie est déterminé par les pôles de (2.42), c’est à dire, par l’équation

GRM

³
ξ0 , ξ0 ; Ẽ

´
= 0, ou aussi bien par l’équation transcendante

2F1

µ
ν +

P

ηλ
− ε, ν +

P

ηλ
+ ε, 2

P

ηλ
; 1− λ

¶
= 0, (2.43)

avec les notations suivantes :

ν =

s
−2mE

~2η2
, ε = LE +

1

2
=

s
a

λ2η2
+

b

λη2
+ ν2. (2.44)

En général, une solution analytique de cette équation transcendante (2.44) est impossible. On

peut envisager un calcul numérique pour connaître les niveaux d’énergie discrets.

En utilisant le lien entre (2.19) et (2.23), la formule de Gauss (2.31) et en revenant à la

variable radiale par la transformation inverse de (2.12), nous obtenons les fonctions d’onde

correspondantes aux états liés :
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χ0<λ<1nr (r) = rΨ0<λ<1nr (r)

= N exp

Ã
−
r
−2ME

~2
r

!¡
1− λe−ηr

¢
2 F 1

µ
ν +

P

ηλ
− ε, ν +

P

ηλ
+ ε, 2ν + 1;λe−ηr

¶
(2.45)

où N est un facteur constant.

2.5 Potentiel de Woods-Saxon généralisé

Dans le cas où le paramètre de déformation λ est négatif, la fonction potentielle à quatre

paramètres est définie dans l’intervalle R+ et elle peut s’écrire sous la forme suivante :

V1 (r) =
2m

~2
v1(r) =

a

(eηr + λ)2
− b

eηr + λ
, (2.46)

où le signe moins est absorbé dans le paramètre λ et par conséquent ce dernier devient positif.

La forme du potentiel nous dicte d’effectuer la transformation spatiale suivante :

r → ξ, r ∈ R+, ξ ∈
¸
1

2η
ln (1 + λ) , ∞

·
,

définie par

r =
1

η
ln [exp (2ηξ)− λ] , (2.47)

accompagnée de la fonction régulatrice

f (r (ξ)) =
exp (2ηξ)

sinh2λ (ηξ)
= g02 (ξ) . (2.48)

Après un calcul simple, nous montrons que la fonction de Green radiale, pour les états s, peut

se mettre sous la forme suivante :

G0
¡
r00 , r0; E

¢
=

i

~
£
f
¡
r00
¢
f
¡
r0
¢¤ 1

4

Z ∞

0
dS exp

µ
i

~
ẼS

¶
P0
¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
, (2.49)
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où

Ẽ = 2

·
E − ~2

2m

µ
a

λ2
+

η2

4

¶¸
, (2.50)

et

P0
¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
=

Z
Dξ (s) exp

½
i

~

Z S

0
ds

·
m

2
ξ̇
2
+A cothλ (ηξ)− B

sinh2λ (ηξ)

¸¾
. (2.51)

Nous avons posé ici :

A = 2

·
E +

~2

2m

µ
a

λ2
+

η2

4

¶¸
, B =

~2

2m

µ
a

λ
− b− η2λ

4

¶
− λE. (2.52)

Suivant une procédure semblable à celle utilisée par Grosche [50], définissons une nouvelle

variable y = ηξ − ln√λ, et utilisons un nouveau pseudo-temps s0 = η2s. Avec ces transforma-

tions, l’intégrale de chemin (2.51) devient

P0
¡
ξ00 , ξ0 ; S

¢
= η

Z
Dy

¡
s0
¢
exp

(
i

~

Z S0

0
ds

·
m

2

.
y
2
+

A

η2
coth y − B

η2λ sinh2 y

¸)
. (2.53)

Cette expression a la même forme que celle de l’intégrale de chemin associée au potentiel

VMR(y) introduit par Manning et Rosen [28] pour discuter les états de vibration de certaines

molécules diatomiques. De plus, VMR(y) a été utilisé pour décrire le problème de Kepler en

géométrie hyperbolique [29] . Le potentiel de Manning et Rosen est défini pour y ∈ R+, mais,
dans le cas présent, nous avons converti l’intégrale de chemin pour le potentiel (2.46) en une

intégrale de chemin pour un potentiel du type Manning et Rosen au moyen de la transformation

r → r(y) qui réduit l’intervalle R+ en
i
1
2 ln

³
1 + 1

q

´
,+∞

h
. Ceci signifie que le mouvement de

la particule a lieu sur la demi-droite y > 1
2 ln

³
1 + 1

q

´
. Nous considérons alors le problème de

l’intégrale de chemin associée au potentiel de Manning et Rosen VMR(y) défini sur la demi-

droite y > y0 =
1
2 ln

³
1 + 1

q

´
. Pour calculer la fonction de Green, nous appliquons une procédure
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analogue à celle employée dans le cas précédent. Nous obtenons donc

eG(MR)

Ã
ξ00 , ξ0 ;

eE
η2

!
=

i

~η

Z ∞

0
dS0 exp

Ã
i

~
eE
η2
S0
!
P
¡
ξ00 , ξ0 ; S 0¢

= G(MR)

Ã
y00 , y0 ;

eE
η2

!
−

G(MR)
³
y00 , y0 ; E

η2

´
G(MR)

³
y0 , y

0 ; E
η2

´
G(MR)

³
y0 , y0 ;

E
η2

´ ,

(2.54)

expression dans laquelle G(MR)
³
y00 , y0 ; E

η2

´
est la fonction de Green relative au potentiel de

Manning et Rosen standard. Comme sa solution exacte est connue, nous pouvons alors écrire

directement le résultat

G(MR)

Ã
y00 , y0 ;

eE
η2

!
=

m

~2
Γ(M1 − LE)Γ(LE +M1 + 1)

Γ(M1 +M2 + 1)Γ(M1 −M2 + 1)

×
µ

2

1 + coth y0
.

2

1 + coth y00

¶ (M1+M2+1)
2

×
µ
coth y0 − 1
coth y0 + 1

.
coth y00 − 1
coth y00 + 1

¶ (M1−M2)
2

× 2F1

µ
M1 − LE,M1 + LE + 1,M1 −M2 + 1;

coth y> − 1
coth y> + 1

¶
× 2F1

µ
M1 − LE,M1 + LE + 1,M1 +M2 + 1;

2

coth y< + 1

¶
,

(2.55)

où les notations suivantes ont été utilisées

LE = −1
2
+
1

2

s
1 +

4a

λ2η2
, M1,2 =

s
a

λ2η2
− b

λη2
− 2mE

~2η2
±
s
−2mE

~2η2
. (2.56)

Les niveaux d’énergie des états liés sont déterminés par les pôles de l’équation (2.54) et sont

données par la condition de quantification
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2F1

Ã
1 + β̃ +

s
−2mE

~2η2
− P

ηλ
, β̃ +

s
−2mE

~2η2
+

P

ηλ
, 2

s
−2mE

~2η2
+ 1;

λ

λ+ 1

!
= 0. (2.57)

C’est une équation transcendante impliquant la fonction hypergéométrique, où

P

ηλ
=
1

2

Ã
1 +

s
1 +

4a

η2λ02

!
, (2.58)

et

β̃ =
M1 +M2

2
. (2.59)

Les fonctions d’onde des états liés correspondantes au spectre d’énergie donné par l’équation

(2.57) ont la forme

Ψλ>0
nr,0 (r) = N

µ
eηr

eηr + λ

¶β̃ µ 1

eηr + λ

¶ −2mE
~2η2

× 2F1

Ã
1 + β̃ +

s
−2mE

~2η2
− P

ηλ
, β̃ +

s
−2mE

~2η2
+

P

ηλ
, 2

s
−2mE

~2η2
+ 1;

λ

eηr + λ

!
,

(2.60)

où N est un facteur constant.

2.6 Cas particuliers

2.6.1 Premier cas : potentiel écranté

En posant λ = 1 et η = ν dans la définition (2.1), nous obtenons le potentiel suivant :

VS (r) =
2m

~2
vS(r) =

a

(eνr − 1)2 −
b

eνr − 1 , (2.61)

avec a, b et ν comme constantes positives définies par a = ν2l(l+ 1), b = 2mV0
~2 − a, V0 = νZe2,

Ze2 étant la charge du noyau. Ce potentiel a été proposé par Manning et Rosen pour étudier
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les états de vibration de molécules diatomiques [28].

Les paramètres (2.28) et (2.30) peuvent s’écrire donc

P = νl(l + 1) (2.62)

et

Q =
νN

2
− mZe2

~2N
; N = nr + l + 1. (2.63)

Le spectre d’énergie discret et les fonctions d’onde normalisées peuvent être déduits à partir

des équations (2.27) et (2.33),

EN = −~
2ν2

8m

µ
2mZe2

~2νN
−N

¶2
, (2.64)

χλ=1N (r) = rΨλ=1
N (r)

=

−2Q
³
N − Q

ν

´
N

Γ (N + l + 1)Γ
³
l − 2Q

ν + l + 1
´

Γ(N − l)Γ
³
N − 2Q

ν − l
´


1
2

× 1

Γ (2l + 2)

¡
1− e−νr

¢l+1
eQr

× 2F1

µ
1 + l −N,N − 2Q

ν
+ l + 1, 2l + 2; 1− e−νr

¶
, (2.65)

où N = 1, 2, 3, ..., Nmax <

½q
2mZe2

~2ν

¾
.

Ces résultats coïncident avec ceux obtenus : (i) par la résolution de l’équation de Schrödinger

[19] ; (ii) depuis longtemps, à travers l’intégrale de chemin sur la varièté du Groupe SU(1, 1)

[30] ; (iii) par la sommation de la représentation spectrale de la fonction de Green dépendant

de l’énergie [31] ; et, très récemment, (iv) via l’intégration des chemins sur la varièté du groupe

SU(2) [32].
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2.6.2 Deuxième cas : potentiel de Woods-Saxon déformé

En faisant la substitution λ = qeηR avec q > 0 dans l’expression (2.46), nous obtenons le

potentiel suivant qui est une forme particulière du potentiel de Woods-Saxon

VWS (r) =
W0¡

eη(r−R) + q
¢2 − V0

eη(r−R) + q
, (2.66)

où V0 = be−ηR, W0 = ae−2ηR et ηRÀ 1. Le paramètre R est le rayon du potentiel nucléaire et

η−1 est l’épaisseur de surface de la couche.

Dans ce cas, la condition de quantification pour les états liés peut être déterminée en utilisant

la transformation de Gauss (2.31) et en remarquant que λ
1+λ ' 1 pour ηRÀ 1. Par conséquent

dans cette approximation, l’équation (2.57) peut s’écrire ainsi

Γ
³
2eβ´Γ³1 +q−2mE

~2ν2 − P
ηλ − eβ´Γ³q−2mE

~2ν2 +
P
ηλ − eβ´

Γ
³
−2eβ´Γ³1 +q−2mE

~2ν2 − P
ηλ +

eβ´Γ³q−2mE
~2ν2 +

P
ηλ +

eβ´
µ
e−ηR

q

¶−2β
= −1. (2.67)

Pour simplifier la discussion de cette équation (2.67), nous considérons uniquement le cas oùeβ2 < 0, de telle sorte que, d’après l’équation (2.59), eβ devient imaginaire. En écrivant
eβ = iµ (2.68)

et en définissant φ1, φ2 et ψ ainsi
φ1 = argΓ

³q
−2mE
~2ν2 +

P
ηλ + iµ

´
,

φ2 = argΓ
³q
−2mE
~2ν2 − P

ηλ + iµ
´
,

ψ = argΓ (2iµ) ,

(2.69)

nous pouvons écrire (2.67) sous la forme

exp

2iψ − 2iφ1 − 2iφ2 − 2i arctan
 µq
−2mE
~2ν2 − P

ηλ

µe−ηR
q

¶−2iµ
= −1. (2.70)
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Ceci nous conduit à la condition de quantification

µ (ηR+ ln q) + ψ − φ1 − φ2 − arctan
 µq
−2mE
~2ν2 − P

ηλ

 = (2n+ 1)
π

2
(2.71)

avec n = 0,±1,±2, ....
Si nous effectuons les remplacements a = 0 et q = 1, le potentiel (2.66) devient le potentiel

de Woods-Saxon [33]. La condition de quantification peut être déduite de l’équation (2.67),

µηR+ ψ − 2φ− arctan
 µq
−2mE
~2ν2

 = (2n+ 1)
π

2
, (2.72)

où 
µ = 1

ν

q
V0 +

2mE
~2 ,

φ = argΓ
³q
−2mE
~2ν2 + iµ

´
,

ψ = argΓ (2iµ) ,

(2.73)

et n = 0,±1,±2, .... Ce résultat est en accord avec celui obtenu par la résolution de l’équation
de Schrödinger [33].

2.6.3 Troisième cas : potentiel de Morse radial

En posant λ = 0 dans l’expression (2.1), nous obtenons le potentiel de Morse radial :

VM (r) = ae−2ηr − be−ηr, (2.74)

avec le paramètres a, b et η définis par a =
¡
2m/~2

¢
Dee

2αre , b =
¡
4m/~2

¢
Dee

αre et η = α.

Dans ce cas , il peut être vu des équations (2.28) et (2.45) que


P
ηλ '

λ−→0
1
2 +

√
a

αλ ,

ν + P
ηλ + ε '

λ−→0
2
√
a

αλ −→λ−→0
∞

ν + P
ηλ − ε '

λ−→0
1
2 +

q
−2mE
~2α2 − b

2α
√
a
.

(2.75)

D’autre part, en utilisant la formule [53]
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lim
β→∞ 2 F1

µ
α, β, γ;

z

β

¶
= 1F1 (α, γ; z) , (2.76)

il est facile de montrer que, dans le cas limite λ −→ 0, les fonctions d’onde (2.46) deviennent

χ0<λ<1nr (r) = rΨ0<λ<1nr (r)

'
λ−→0

C exp

Ã
−
s
−2mE

~2η2
r

!
exp

µ
−
√
a

η
e−ηr

¶

× 1F1

Ã
1

2
− b

2α
√
a
+

r
−2mE

~2α2
, 2

r
−2mE

~2α2
+ 1,

2
√
a

α
e−αr

!
. (2.77)

Ce sont en effet les fonctions d’onde radiales du potentiel de Morse. Le spectre d’énergie peut

être déduit de la condition à la limite au point r = 0. En considérant a À 1 et en utilisant le

développement asymptotique, nous pouvons voir de (2.77) que la condition de quantification

est donnée par

1

2
− b

2α
√
a
+

r
−2mE

~2α2
= −nr. (2.78)

Le spectre d’énergie de la molécule prend donc la forme

Enr =
~2α2

2m

µ
b

2α
√
a
− nr − 1

2

¶2
; nr = 0, 1, 2, ...,

½
b

2α
√
a
− 1
2

¾
, (2.79)

où
n

b
2α
√
a
− 1
2

o
représente le plus grand entier inférieur à

³
b

2α
√
a
− 1

2

´
.

Les fonctions d’onde (2.77) et le spectre d’énergie (2.79) peuvent être dérivés aussi d’une

autre manière, en partant de la fonction d’onde (2.60) et en prenant la limite λ → 0, nous

pouvons voir que


P '

λ−→0
√
a,

1 + β̃ +
q
−2mE
~2η2 − P

ηλ '
λ−→0

1
2 − b

2α
√
a
+
q
−2mE
~2α2 ,

β̃ +
q
−2mE
~2η2 +

P
ηλ '

λ−→0
2
√
a

αλ −→λ−→0
∞,

(2.80)

et donc, en utilisant la formule (2.76), nous retrouvons les fonctions d’onde et le spectre d’énergie
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des molécules diatomiques dans le potentiel de Morse. Comme prévu, le spectre d’énergie est

une fonction continue par rapport au paramètre λ en passant à la limite λ→ 0.
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Chapitre 3

Potentiels vecteur et scalaire

généralisés de Hulthén et

Woods-Saxon

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de traiter rigoureusement, par l’intermédiaire de l’approche des

intégrales de chemin, le problème d’une particule relativiste sans spin et de charge (−e) en
présence d’un potentiel vecteur Vq(r) et un potentiel scalaire Sq(r) de la forme

Vq(r) = − V0
eαr − q

; Sq(r) = − S0
eαr − q

, (3.1)

où V0, S0 et α sont des constantes réelles et positives telles que S0 > V0 et q est un paramètre

de déformation qui peut prendre des valeurs réelles quelconques. Ces potentiels sont appelés

potentiels de Woods-Saxon généralisés pour q < 0, potentiels exponentiels pour q = 0 et

potentiels de Hulthén généralisés pour q > 0. Ils sont très utiles dans plusieurs branches de

la physique (nucléaire, atomique et moléculaire). Le potentiel scalaire est ajouté au terme

représentant la masse de la particule dans l’équation de Klein-Gordon qui peut être interprétée

comme une masse effective dépendant de la position. Pour q = 1, les potentiels (3.1) se réduisent

aux potentiels de Hulthén standard [24], dont la solution, à travers la résolution de l’équation
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de Klein-Gordon associée aux ondes s [34] et dans le cadre des intégrales de chemin [35], a

été obtenue depuis longtemps. Dans ces derniers temps, les potentiels (3.1) ont été analysés

au moyen de différentes méthodes. Nous pouvons citer , à titre d’exemple, la résolution de

l’équation de Klein-Gordon avec Vq(r) par la méthode de Nikiforov-Ouvarov [36]. Dans le même

cadre, nous pouvons mentionner également le travail [37] sur le potentiel Sq(r). De plus, les

solutions de l’équation de Klein-Gordon relatives aux états liés avec les potentiels vecteur et

scalaire (3.1) ont été obtenues à l’aide de l’approche de la supersymétrie en mécanique quantique

[38] et par la méthode d’itération asymptotique [39] pour les ondes s, c’est à dire, pour le

moment angulaire l = 0, et en mécanique quantique standard pour les ondes l en utilisant une

approximation particulière pour le terme centrifuge [40]. Ces dernières solutions approximatives

ont été étendues au cas d’un système quantique dans un espace à D dimensions [41].

Cependant, nous devons signaler certaines inconséquences dans les récentes études contenues

dans les réferences [36, 37, 38, 39, 40, 41]. Puisque leurs auteurs ont négligé que les potentiels

Vq(r) et Sq(r) ont une forte singularité au point r = 1
α ln q lorsque q ≥ 1 et ont donné des solu-

tions pour le problème des états liés qui ne remplissent pas toujours les conditions aux limites,

nous pensons que cela vaut la peine d’étudier de manière détaillée la solution du problème.

Dans le paragraphe qui suit, nous allons décrire brièvement l’intégrale de chemin en co-

ordonnées polaires pour la fonction de Green associée à une particule chargée sans spin en

présence d’un potentiel vecteur et d’un potentiel scalaire qui possèdent la symétrie sphérique.

Dans le troisième paragraphe, nous présentons l’évaluation de l’integrale de chemin pour les

potentiels de Hulthén généralisés (q > 0) en distinguant deux cas : 0 < q < 1 et q ≥ 1. Lorsque
q ≥ 1 et 1α ln q < r <∞, nous montrons que la fonction de Green radiale relative aux potentiels
en question pour un état de moment cinétique orbital l se ramène à la fonction de Green pour

le potentiel de Rosen-Morse q−déformé en utilisant 1
r2
≈ qα2eαr

(eαr−q)2 comme approximation du

terme centrifuge et en appliquant la technique de transformation spatio-temporelle. L’expres-

sion analytique du spectre d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes avec un facteur de

normalisation correct pour l quelconque sont obtenues. Pour 0 < q < 1, la foncion de Green

radiale avec l = 0 relative aux potentiels (3.1) dans l’intervalle ]0,+∞[ est transformée en celle
du potentiel de Rosen-Morse q−déformé qui est défini sur la demi-droite ¤ 12α ln(1− q),+∞£.
Dans ce cas, nous calculons la fonction de Green en utilisant l’astuce employée dans le chapitre
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précédent qui consiste à incorporer une perturbation représentée par une fonction δ de Dirac.

Les pôles de la fonction de Green donnent une équation transcendante qui permet de connaître

les niveaux d’énergie discrets du système physique. Dans le quatrième paragraphe, nou constru-

isons la fonction de Green correspondante également aux ondes s dans le cas des potentiels de

Woods-Saxon généralisés (q < 0) en convertissant l’intégrale de chemin relative à ces potentiels

en celle du potentiel de Manning-Rosen q−déformé, défini sur l’intervalle ¤ 12α ln(1 + |q|),+∞£.
Ici, nous avons fait l’usage de la même approche à travers laquelle nous avons calculé la fonction

de Green associée aux potentiels de Hulthén généralisés pour 0 < q < 1 et dans ce cas, une

équation transcendante pour les niveaux d’énergie des états s peut être établie. Dans le cin-

quième paragraphe, les potentiels de Hulthén standard (q = 1), les potentiels de Woods-Saxon

(q = −eαR), les potentiels exponentiels (q = 0) et les potentiels de Coulomb (q = 1 et α → 0)

sont étudiés comme des cas particuliers.

3.2 Fonction de Green

Afin de construire l’intégrale de chemin pour le problème d’une particule sans spin sous

l’action des potentiels (3.1), considérons la fonction de Green correspondant à l’équation de

Klein-Gordon

£
(P − eA)2 − (M + Sq)

2
¤
G(x

00
, x0) = δ4(x

00 − x0), (3.2)

où eA =

 Vq (r)
→
0

et M est la masse d’une particule de charge (−e) dans l’espace-temps

de Minkowski muni de la métrique gµν =diag(1,−1,−1,−1) . Pour résoudre ce problème, nous
partons de la représentation intégrale de Schwinger qui consiste à écrire formellement la fonction

de Green comme suit[12, 42, 43, 44, 45, 46, 47] :

G(x00, x0) =
1

2i

∞Z
0

dΛ

¿
x00
¯̄̄̄
exp

½
i

2

£
(P − eA)2 − (M + Sq)

2
¤
Λ

¾¯̄̄̄
x0
À
. (3.3)

Puisque les potentiels (3.1) sont du type Hulthén ou Woods-Saxon, nous avons un système à

symétrie sphérique qui peut être convenablemnet décrit en coordonnées polaires. La fonction
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de Green (3.3) peut être développée en ondes partielles

G(�r00, t00, �r0, t0) =
1

r00r0

∞X
l=0

(2l + 1)

4π
Gl(r

00, t00, r0, t0)Pl(cosΘ), (3.4)

où la fonction de Green radiale est donnée par

Gl(r
00, t00, r0, t0) =

1

2i

∞Z
0

dΛ

r00, t00

¯̄
exp

½
i

2

£−P 2r + (P0 − Vq)
2

− l(l + 1)
r2

− (M + Sq)
2

¸
Λ

¾ ¯̄
r0, t0

®
, (3.5)

et Pl(cosΘ) est un polynôme de Legendre de degré l en cosΘ avec cosΘ = cos θ” cos θ0 +

sin θ” sin θ0 cos(φ” − φ0). Suivant la référence [15], nous pouvons exprimer (3.5) comme une

intégrale de chemin sous la forme discrète par rapport au pseudo-temps S0,

Gl(r
00, t00, r0, t0) =

1

2i

∞Z
0

dS0Pl(r00, t00, r0, t0;S0), (3.6)

où le propagateur transformé est donné sous la forme canonique compacte par

Pl(r
00, t00, r0, t0;S0) = fR(r

00)fL(r0)

r00, t00

¯̄
exp

½
i

2
S0fL(r)

£−P 2r + (P0 − Vq)
2

− l(l + 1)
r2

− (M + Sq)
2

¸
fR(r)

¾¸ ¯̄
r0, t0

®
= fR(r

00)fL(r0)
Z

Dr(s0)Dt(s0)
Z

DPr(s
0)DP0(s

0)
(2π)2

× exp

i

S0Z
0

·
−Prṙ + P0ṫ+

1

2
fL(r

0)
¡−P 2r + (P0 − V )2

¸

− l(l + 1)
r2

− (M + S)2
¶¸

fR(r)ds
0
¾
. (3.7)
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Sous forme discrète, il s’écrit :

Pl(r
00, t00, r0, t0;S0) = fR(r

00)fL(r0) lim
N→∞

NY
n=1

·Z
drndtn

¸ N+1Y
n=1

·Z
d(Pr)n d(P0)n

(2π)2

¸

× exp
"
i
N+1X
n=1

An
1

#
, (3.8)

dans lequel nous avons introduit les fonctions régulatrices fL(r) et fR(r) définies par Kleinert

[15] ainsi

f(r) = fL(r)fR(r) = f1−λ(r)fλ(r), (3.9)

où λ est le paramètre de dédoublement. L’intégrale de chemin (3.8) comprend l’action élémen-

taire

An
1 = −(Pr)n∆rn + (P0)n∆tn + εs0

2
fL(rn)

£−(Pr)2n + ((P0)n − Vq(rn)))
2

− l(l + 1)
r2n

− (M + Sq(rn))
2

¸
fR(rn−1), (3.10)

avec les notations habituelles

εs0 =
S0

N + 1
= ds0 =

ds

fL(rn)fR(rn−1)
, ds = εs =

Λ

N + 1
. (3.11)

Remarquons d’abord que les intégrations sur les variables tn dans l’expression (3.8) pro-

duisent N distributions de Dirac δ ((P0)n − (P0)n+1)). Par la suite, après intégration sur les
(P0)n, nous trouvons

(P0)1 = (P0)2 = ...(P0)N+1 = E. (3.12)

L’intégrale de chemin représentée par le propagateur Pl(r”, t”, r0, t0;S0) se réécrit alors

Pl(r
00, t00, r0, t0;S0) =

1

2π

+∞Z
−∞

dE exp
£
iE(t00 − t0)

¤
Pl(r

00, r0;S0), (3.13)
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où le noyau Pl(r”, r
0;S0) est donné par

Pl(r
00, r0;S0) = fR(r

00)fL(r0) lim
N→∞

NY
n=1

·Z
drn

¸N+1Y
n=1

·Z
d(Pr)n
2π

¸
exp

"
i
N+1X
n=1

An
2

#
, (3.14)

avec l’action élémentaire

An
2 = −(Pr)n∆rn + εs0

2
fL(rn)

£−(Pr)2n
− l(l + 1)

r2n
+ (E − Vq(rn))

2 − (M − Sq(rn))
2

¸
fR(rn−1). (3.15)

En substituant (3.13) dans (3.6), nous remarquons que le terme dépendant du temps t ne

contient pas la variable pseudo-temporelle S0. Donc, nous pouvons réécrire la fonction de Green

partielle (3.6) sous la forme

Gl(r
00, t00, r0, t0) =

1

2π

+∞Z
−∞

dE exp
£
iE(t00 − t0)

¤
Gl(r”, r

0), (3.16)

où

Gl(r
00, r0) =

1

2i

∞Z
0

dS0Pl(r00, r0;S0). (3.17)

Afin de simplifier le calcul du noyau Pl(r”, r0;S0), posons le paramètre de dédoublement λ = 1
2 ,

c’est à dire, nous choisissons un développement de l’action et de la mesure autour du point

moyen puisque le résultat final ne dépend d’aucun point [15]. Alors, en intégrant par rapport

aux variables (Pr)n, nous obtenons

Pl(r
00, r0;S0) =

[f(r00)f(r0)]
1
4√

2iπεs0
lim

N→∞

NY
n=1

"Z
drnp

2iπεs0f(rn)

#
exp

(
i
N+1X
n=1

An
2

)
, (3.18)

avec l’action élémentaire dans l’espace des configurations donnée par
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An
2 =

(∆rn)
2

2εs0
p
f(rn)f(rn−1)

− εs0

2

Ã·
M − S0

eαrn − q

¸2
−
·
E +

S0
eαrn − q

¸2
+
l(l + 1)

r2n

¶p
f(rn)f(rn−1). (3.19)

Cette intégrale de chemin (3.18) dépend du paramètre réel arbitraire de déformation q et ne

peut pas être évaluée exactement à cause de la présence d’un terme centrifuge dans l’expression

de l’action lorsque nous nous intéressons à l’étude des ondes l. Cependant, il a été montré

[48, 49] que l’expression qα2eαr

(eαr−q)2 peut être employée comme une très bonne approximation du

terme centrifuge 1
r2
lorsque le paramètre q ≥ 1 et αr ¿ 1.

Nous allons aborder dans ce qui suit le calcul de la fonction de Green (3.17) en distinguant

quatre cas.

3.3 Potentiels de Hulthén généralisés

Lorsque le paramètre de déformation q est positif, les potentiels (3.1) représentent des formes

générales du potentiel de Hulthén [24]. Si 0 < q < 1, les potentiels (3.1) sont continus sur tout

l’intervalle R+, mais, si q ≥ 1, ils ont une forte singularité au point r = r0 =
1
α ln q, crééant une

barrière impénétrable, et dans ce cas, nous avons deux régions distinctes, l’une est définie par

l’intervalle ]0, r0[ et l’autre par l’intervalle ]r0,+∞[. Ceci nous conduit à construire la fonction
de Green radiale (3.17) par l’intégrale des chemins dans chaque cas.

3.3.1 Premier cas : q ≥ 1 et r0 < r < +∞.

Dans ce cas, nous allons discuter l’intégrale de chemin pour les potentiels (3.1) uniquement

dans l’intervalle ]r0,+∞[ puisque, dans l’autre intervalle, la solution ne peut être obtenue an-
alytiquement. De plus, elle est sans intérêt physique. Afin de construire l’intégrale de chemin

pour un état de moment cinétique orbital l, nous remplaçons d’abord 1
r2 par

qα2eαr

(eαr−q)2 comme

une approximation du facteur 1
r2
contenu dans le terme centrifuge et nous effectuons ensuite la

transformation spatiale

r ∈ ]r0,+∞[→ ξ ∈ ]−∞,+∞[
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définie par

r =
1

α
ln [exp(2αξ) + q] , (3.20)

accompagnée de la fonction régulatrice appropriée

f(r(ξ)) =
exp(2αξ)

cosh2q(αξ)
= g02(ξ). (3.21)

Sous ces transformations, le noyau (3.18) devient

Pl(r
00, r0;S0) =

£
f(r00)f(r0)

¤ 1
4 lim
N→∞

N+1Y
n=1

1√
2iπεs0

NY
n=1

·Z
dξn

¸

× exp

(
i
N+1X
n=1

·
(∆ξn)

2

2�s0
+

1

8�s0

µ
g”2

g02
− 2
3

g000

g0

¶
(∆ξn)

4

−εs0α2
µ
ν2

q2
+ �2 + l(l + 1)

¶
+
εs0

2
α2
µ
ν2

q
+ q�2 + β2

¶
1

cosh2q (αξn)

−εs0α2(�2 − ν2

q2
− l(l + 1)) tanhq (αξn)

¸¾
, (3.22)

où les paramètres �, β et ν sont définis par

� =
1

α

p
M2 −E2; β =

1

α

p
2EV0 + 2MS0; ν =

1

α

q
S20 − V 20 . (3.23)

Dans les équations (3.21) et (3.22), nous avons utilisé les fonctions hyperboliques déformées

introduites pour la première fois par Arai [25]

coshq x =
1

2

¡
ex + qe−x

¢
; sinhq x =

1

2

¡
ex − qe−x

¢
, , tanhqx =

sinhq x

coshq x
, (3.24)

où q est un paramètre réel.

Notons que le terme en (∆ξn)
4 apparaissant dans l’action contenue dans l’expression (3.22)
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contribue de façon significative à l’intégrale de chemin. Il peut être estimé en utilisant la théorie

des perturbations et remplacé par :


(∆ξn)

4
®
=

Z ∞

−∞
d(∆ξn)(∆ξn)

4

µ
1

2iπεs0

¶1
2

exp

·
i

2εs0
(∆ξn)

2

¸
= −3ε2s0 . (3.25)

Le changement de variables un = αξn et εσ = α2εs0 nous permet de mettre la fonction de Green

(3.17), pour les états l, sous la forme :

Gl

¡
r00 , r0

¢
= − 1

2α

£
f
¡
r00
¢
f
¡
r0
¢¤ 1

4 GRM

³
u00 , u0 ; Ẽl

´
, (3.26)

où

GRM

³
u00 , u0 ; Ẽl

´
= i

Z ∞

0
dσ exp

³
iẼlσ

´
P l
RM

¡
u00 , u0 ; σ

¢
(3.27)

avec

Ẽl = −
µ
ν2

q2
+ �2 + l(l + 1) +

1

4

¶
, (3.28)

et

P l
RM

¡
u00 , u0 ; σ

¢
=

Z
Du (τ) exp

(
i

Z σ

0

"
.
u
2

2
− V l

RM (u)

#
dτ

)
(3.29)

est le propagateur associé au potentiel de Rosen-Morse [27] (ou potentiel de Pöschl-Teller modifié

général) défini en termes des fonctions hyperboliques déformées ainsi

V l
RM (u) = Al tanhq (u)− B

cosh2q (u)
; u � R. (3.30)

Ici, nous avons posé

 Al = �2 − ν2

q2 − l(l + 1)− 1
4 ;

B = 1
2

³
q�2 + ν2

q + β2 − q
4

´
.

(3.31)

Puisque la solution exacte de (3.27) est bien connue, nous pouvons donc écrire directement le

résultat [50, 51, 52]
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GRM (u00, u0; eEl) =
Γ(M1 − LE)Γ(LE +M1 + 1)

Γ(M1 +M2 + 1)Γ(M1 −M2 + 1)

×
µ
1− tanhq u0

2
.
1− tanhq u00

2

¶M1+M2
2

×
µ
1 + tanhq u

0

2
.
1 + tanhq u

00

2

¶M1−M2
2

× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1;

1

2
(1 + tanhq u>)

¶
× 2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 +M2 + 1;

1

2
(1− tanhq u<)

¶
,

(3.32)

où nous avons utilisé les abréviations suivantes :
LE = −12

¡
1
16 + 2EPT 0

¢ 1
2 ;

EPT 0 =
1
2

³
ν2

q2 +
β2

q + �2
´
− 1

32 ;

M1 = �+ δl± + 1
2 ; M2 = �− δl± − 1

2 ,

(3.33)

avec

δl± = −1
2
±
s

ν2

q2
+

µ
l +

1

2

¶2
. (3.34)

Dans la suite, nous devons prendre δl = δl+, pour éviter la chute de la particule sur le

centre [53]. Compte tenu des relations entre les variables r, ξ et u, la fonction de Green radiale

Gl (r” , r
0 ) associée aux potentiels (3.1), pour q ≥ 1 et dans l’intervalle ]r0,+∞[ est alors

donnée par

Gl

¡
r00 , r0

¢
= − 1

α

Γ(M1 − LE)Γ(LE +M1 + 1)

Γ(M1 +M2 + 1)Γ(M1 −M2 + 1)

³
q2e−α(r”+r

0)
´M1+M2

2

×
h³
1− qe−αr”

´ ¡
1− qe−αr0

¢iM1−M2+1
2

× 2F1
¡
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1; 1− qe−αr0

¢
× 2F1

³
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 +M2 + 1; qe

−αr00
´
. (3.35)

Le spectre d’énergie s’obtient à partir des pôles de la fonction de Green qui se présentent lorsque

54



M1 − LE = −nr, dans la fonction d’Euler Γ (M1 − LE) où nr = 0, 1, 2, ... . Ils sont donnés par

l’équation

�nr,l =
β2 − q

£
(nr + 1)

2 + (2nr + 1)δl + l(l + 1)
¤

2q(nr + δl + 1)
. (3.36)

Ensuite, de (3.36) et en utilisant (3.23), nous trouvons les niveaux d’énergie

Eq≥1
nr,l

=
V0
2

h
N + l(l + 1)− 2MS0

α2q

i
q
h
N + l(l + 1) +

S20
α2q2

i ± 1
2

q
N + l(l + 1) + ν2

q2

q
h
N + l(l + 1) +

S20
α2q2

i
×
p
q [N + l(l + 1)] [4M (Mq + S0)− α2q (N + l(l + 1))], (3.37)

où

N = (nr + 1)
2 + (2nr + 1)δl. (3.38)

Le nombre de niveaux discrets est égal au plus grand entier nrmax qui satisfait à l’inégalité

nrmax ≤
−12 + 1

qα

p
(2Mq + S0 − V0) (2Mq + S0 + V0)−

sµ
l +

1

2

¶2
+

S20 − V 20
α2q2

 . (3.39)

Ici, {k} signifie le plus grand entier plus petit que k. L’existence des deux signes dans (3.37) est
une proprièté caractéristique des énergies en mécanique quantique relativiste. Son interprétation

est évidente dans le domaine de la théorie quantique des champs. D’autre part, il est évident

que, pour les états liés, nous devons imposer la condition que seules les fonctions d’onde Ψnr,l (r)

qui sont proportionnelles 2F1
¡
M1 − LE , LE +M1 + 1,M1 +M2 + 1;

1
2(1 + tanhq u)

¢
avec

LE = −1
2
+

µ
ν2

q2
+

β2

q
+ �2

¶ 1
2

et M1 ∈ R, (3.40)

soient permises. Il s’ensuit que

−(M +
S0
q
) ≤ Eq≥1

nr ,0
− V0

q
≤M +

S0
q
, et −M ≤ Eq

nr,0
≤M. (3.41)

Les fonctions d’onde correspondantes aux états liés peuvent être trouvées par approximation

de la fonction d’Euler Γ (M1 − LE) au voisinage des pôles M1 − LE ≈ −nr :
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Γ (M1 − LE) ≈ (−1)nr
nr!

1

M1 − LE + nr

=
(−1)nr+1

nr!

2α2�nr ,l(ñ+ �nr ,l)

ñ(A2 + 1)

µ
Ĕ2 −

³
Eq≥1
nr ,l

´2¶ , (3.42)

où

�nr ,l =
1

α

r
M2 −

³
Eq≥1
nr,l

´2
, A =

V0
αqñ

, ñ = nr + δl + 1, (3.43)

et

Ĕ = E +
AM

(A2 + 1) ñ

·
S0
αq
− α

2M
(N + l(l + 1))

¸
. (3.44)

Alors, en utilisant le comportement (3.42) et tenant compte de la relation (2.31), nous remar-

quons que le second terme dans (3.42) est nul du fait que la fonction Γ(a) est infinie (a = −nr).
Donc, il est possible de réécrire la fonction de Green (3.35) sous la forme d’un développement

spectral

Gl(r”, r
0) =

nrmaxX
nr=0

uq≥1nr,l
(r00)uq≥1∗nr ,l

(r0)

(A2 + 1)

µ
Ĕ2 −

³
Eq≥1
nr,l

´2¶ , (3.45)

où les fonctions d’onde, convenablement normalisées, sont

uq≥1nr,l
(r) = rΨq≥1

nr,l
(r)

=

·
2α�nr,l(en+ �nr,l)Γ (en+ 2�nr ,l + δl + 1)Γ (nr + 2�nr ,l + 1)ennr!Γ (en+ δl + 1)

¸ 1
2

× 1

Γ (2�nr,l + 1)

¡
1− qe−αr

¢δl+1 ¡qe−αr¢�nr,l
×2F1(−nr, en+ 2�nr ,l + δl + 1, 2�nr,l + 1; qe

−αr). (3.46)

En utilisant le lien entre les fonctions hypergéométriques et les polynômes de Jacobi (voir

Gradshtein et Ryzhik [16] , p. 952, Eq. (8.406.1))

P (α,β)n (t) =
Γ(n+ α+ 1)

n!Γ(α+ 1)
2F1

µ
−n, n+ α+ β + 1, α+ 1;

1− t

2

¶
, (3.47)
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nous pouvons aussi exprimer (3.47) sous la forme

uq≥1nr,l
(r) =

·
2α�nr,l(en+ �nr,l)nr!Γ (en+ 2�nr,l + δl + 1)enΓ (en+ δl + 1)Γ (nr + 2�nr ,l + 1)

¸ 1
2 ¡
1− qe−αr

¢δl+1
× ¡qe−αr¢�nr,l P (2�nr,l,2δl+1)l (1− 2qe−αr). (3.48)

Ensuite, nous devons vérifier que les fonctions d’onde radiales (3.48) satisfont les conditions aux

limites

lim
r→r0

uq≥1nr,l
(r) = 0, (3.49)

et

lim
r→∞u

q≥1
nr ,l
(r) = 0. (3.50)

En effet, lorsque r → r0, il est clair que (3.48) remplit la condition d’hermiticité (3.49) de

l’opérateur bPr associé à la composante radiale de la quantité de mouvement. Mais, pour r→∞,
nous devons imposer la condition qui fait que seulement les fonctions d’onde (3.48) avec �nr,l > 0

remplissent la condition (3.50) si nr satisfait la condition (3.39).

3.3.2 Deuxième cas : 0 < q < 1 and r ∈ R+.

L’analyse presentée ci-dessus est valable, mais dans ce cas, le changement de variable (3.20)

transforme r ∈ R+ en αξ = u ∈ ¤12 ln(1− q),+∞£ . Ceci signifie que le noyau (3.29), pour
l = 0, est le propagateur qui décrit le mouvement d’une particule soumise à un potentiel du

type Rosen-Morse q−deformé défini sur la demi-droite u > u0 =
1
2 ln(1− q). Comme un calcul

direct par l’intégrale de chemin n’est pas possible, le problème peut être résolu à l’aide d’une

astuce qui consiste à introduire un terme auxiliaire représenté par une fonction δ de Dirac

dans l’action contenue dans l’équation (3.29) pour former un mur impénétrable [8] au point

u = u0 =
1
2 ln (1− q). Alors, la fonction de Green (3.27), pour l = 0, devient

Gδ
RM (u

00, u0; eE0) = i

Z ∞

0
dσ exp

³
i eE0σ´P δ

¡
u00, u0;σ

¢
, (3.51)

où

P δ
¡
u00, u0;σ

¢
=

Z
Du(τ) exp

(
i

Z σ

0

"
.
u
2

2
− V δ(u)

#
dτ

)
. (3.52)
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Cette intégrale de chemin (3.52) peut être interprétée comme étant le propagateur d’une par-

ticule soumise à un potentiel de la forme

V δ(u) = V 0RM (u)− ηδ(u− u0). (3.53)

où V 0RM (u) est l’expression du potentiel (3.30) correspondant à l = 0. Comme il est tout à fait

apparent, vu la forme non triviale du potentiel (3.53), que le calcul par l’intégrale de chemin

de l’équation (3.51) ne peut pas être effectué directement. Donc, nous trouvons qu’il convient

d’appliquer l’approche des perturbations qui consiste à exprimer exp
h
iη
R τ 00
τ 0 δ(u− u0)dτ

i
en

série de puissances. Alors, l’équation (3.52) peut s’écrire de cette façon :

P δ(u00, u0;σ) = P 0RM (u
00, u0;σ) +

∞X
n=1

(iη)n

n!

nY
j=1

·Z τj+1

τ 0
dτ j

Z +∞

−∞
duj

¸
P 0RM (u1, u

0; τ1 − τ 0)δ(u1 − u0)P
0
RM (u2, u1; τ2 − τ1)× ...

×δ(un−1 − u0)P
0
RM (un, un−1; τn − τn−1)δ(un − u0)

×P 0RM (u00, un; τ 00 − τn)

= P 0RM (u
00, u0;σ) +

∞X
n=1

(iη)n
Z τ 00

τ 0
dτn

Z τn

τ 0
dτn−1...

Z τ2

τ 0
dτ1

P 0RM (u0, u
0; τ1 − τ 0)P 0RM (u0, u0; τ2 − τ1)× ...

×P 0RM (u0, u0; τn − τn−1)P 0RM (u
00, u0; τ 00 − τn), (3.54)

où nous avons ordonné le temps ainsi τ 0 = τ0 < τ1 < τ2 < ... < τn < τn+1 = τ 00 et σ = τ 00− τ 0.

Afin d’effectuer les intégrations successives sur les variables τ j dans l’équation (3.54), nous

insérons (3.54) dans (3.51), et en utilisant le théorème de convolution de la transformation de

Fourier, il est possible d’écrire

Gδ
RM (u

00, u0; eE0) = G0RM (u
00, u0; eE0)− G0RM (u

00, u0; eE0)G0RM (u0, u0; eE0)
G0RM (u0, u0;

eE0)− 1
η

,

(3.55)

où G0RM (u
00, u0; eE0) est la fonction de Green associée au potentiel de Rosen-Morse déformé (3.29)

pour l = 0. Ici , les quantités eE0 et δ0 sont données par
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 eE0 = −³ν2q2 + �2 + 1
4

´
,

δ0 = −12 +
q

ν2

q2 +
1
4 .

(3.56)

Si maintenant nous prenons la limite η → −∞, le système physique est contraint de se
mouvoir dans le potentiel V 0RM (u) borné par une barrière infiniment répulsive [8, 9] au point

u = u0. Dans ce cas, la fonction de Green, pour l = 0, est alors donnée par

G0(r
00, r0) = − 1

2α

£
f(r00)f(r0)

¤ 1
4 eGRM (u

00, u0; eE0), (3.57)

où

eGRM (u
00, u0; eE0) = lim

η→−∞G
δ
RM (u

00, u0; eE0)
= G0RM (u

00, u0; eE0)− G0RM (u
00, u0; eE0)G0RM (u0, u0; eE0)
G0RM (u0, u0;

eE0) .

(3.58)

Le spectre d’énergie est déterminé par les pôles de l’expression (3.58), c’est à dire, par l’équation

G0RM (u0, u0;
eE0), ou encore par l’équation transcendante

2F1(δ + �− eQ, δ + �+ eQ, 2δ; 1− q) = 0, (3.59)

où δ = δ0+1 et eQ =q�2 + ν2

q2 +
β2

q . Cette équation transcendante peut être résolue numérique-

ment pour connaître les niveaux d’énergie discrets de la particule.

En utilisant la relation entre (3.57) et (3.32) pour l = 0, la formule de transformation de

Gauss (2.31) et en revenant à la variable radiale à l’aide de (3.20), nous obtenons, pour les

fonctions d’onde correspondantes aux états liés, l’expression suivante :
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u0<q<10 (r) = rΨ0<q<10 (r)

= N
¡
1− qe−αr

¢δ ¡
qe−αr

¢�
2F1(δ + �− eQ, δ + �+ eQ, 2δ; 1− qe−αr),

(3.60)

où N est un facteur constant.

3.4 Potentiels de Woods-Saxon generalisés

Pour q < 0, les potentiels (3.1) représentent des formes générales du potentiel de Woods-

Saxon [33] qui sont définies dans l’intervalle R+ et elles peuvent s’écrire sous la forme :

V q
WS(r) = −

V0
eαr + q

, Sq
WS(r) = −

S0
eαr + q

, (3.61)

où le signe moins est absorbé dans le paramètre q et par conséquent ce dernier devient positif.

Afin de ramener l’intégrale de chemin (3.18), pour l = 0, à une forme résoluble, nous procé-

dons comme dans le paragraphe précédent. Nous effectuons la transformation de coordonnée

suivante :

r ∈ R+ → ξ ∈
¸
1

2α
ln(1 + q),+∞

·
(3.62)

définie par

r =
1

α
ln [exp(2αξ)− q] , (3.63)

et nous introduisons la fonction régulatrice

f(r(ξ)) =
exp(2αξ)

sinh2q(αξ)
= g02(ξ). (3.64)

Après quelques calculs simples et semblables à ceux effectués dans le paragraphe ci-dessus,

la fonction de Green radiale (3.17) peut s’exprimer en termes de la nouvelle variable ξ et du

nouveau temps S0. Alors, en changeant αξ en y = αξ − ln√q et εs0 en α−2εσ, nous pouvons

écrire (3.17), pour les états s, sous la forme suivante :
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G0(r
00, r0) = − 1

2α

£
f(r00)f(r0)

¤ 1
4 eG0MR(y

00, y0; eE0), (3.65)

où eG0MR(y
00, y0; eE0) = i

Z ∞

0
dσ exp

³
i eE0σ´PMR

¡
y00, y0;σ

¢
, (3.66)

et

PMR

¡
y00, y0;σ

¢
=

Z
Dy(τ) exp

(
i

Z σ

0

"
.
y
2

2
+A coth y − B

q sinh2 y

#
dτ

)
. (3.67)

Les constantes eE0, A et B sont données par


eE0 = −³ν2q2 + �2 + 1

4

´
,

A = ν2

q2
− �2 + 1

4 ,

B = 1
2

³
ν2

q + q�2 − β2 − q
4

´
.

(3.68)

Le propagateur (3.67) a la même forme que l’intégrale de chemin associée au potentiel

VMR(y) introduit par Manning et Rosen [28] pour discuter les états de vibration des molécules

diatomiques. Le potentiel de Manning-Rosen est défini pour y ∈ R+, mais, dans le cas présent,
nous avons converti l’intégrale de chemin pour les potentiels (3.61) en une intégrale de chemin

pour le potentiel du type Manning et Rosen au moyen de la transformation r → r(y) qui étend

R+ →
i
1
2 ln

³
1 + 1

q

´
,+∞

h
. Ceci signifie que le mouvement de la particule a lieu sur la demi-

droite y > y0 =
1
2 ln

³
1 + 1

q

´
. Afin de calculer la fonction de Green, pour l = 0, nous procédons

comme dans le paragraphe précédent et nous obtenons

eG0MR(y
00, y0; eE0) = GMR(y

00, y0; eE0)− GMR(y
00, y0; eE0)GMR(y0, y

0; eE0)
GMR(y0, y0; eE0) .

(3.69)

où GMR(y
00, y0; eE0) est la fonction de Green associée au potentiel standard de Manning et Rosen

[28]
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VMR(y) = −A coth y + B

q sinh2 y
; y > 0. (3.70)

Comme sa solution exacte est connue, nous pouvons alors écrire directement le résultat [50]

GMR(y
00, y0; eE0) =

Γ(M1 − LE)Γ(LE +M1 + 1)

Γ(M1 −M2 + 1)Γ(M1 +M2 + 1)

×
µ

2

1 + coth y00
2

1 + coth y0

¶M1+M2+1
2

×
µ
coth y0 − 1
coth y0 + 1

coth y00 − 1
coth y00 + 1

¶M1−M2
2

×2F1
µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 −M2 + 1;

coth y> − 1
coth y> + 1

¶
×2F1

µ
M1 − LE, LE +M1 + 1,M1 +M2 + 1;

2

1 + coth y<

¶
,

(3.71)

où les abréviations suivantes ont été utilisés
LE = −12 + 1

2

q
2(A− eE0) = −12 +q1

4 +
ν2

q2 ,

M1,2 =
1
2

µ
2
q

2B
q +

1
4 ±

q
−2(A+ eE0)¶ =q�2 + ν2

q2 − β2

q ± �.
(3.72)

Les symboles y> and y< représententmax(y00, y0) andmin(y00, y0) respectivement et 2F1 (α, β, γ; z)

est la fonction hypergéométrique.

Les niveaux d’énergie des états liés sont déterminés par les pôles de l’équation (3.69), c’est

à dire, par l’équation GMR(y0, y0; eE) = 0, où encore par la condition de quantification suivante
qui est une équation transcendante comprenant la fonction hypergéométrique

2F1(1 + �+Q− δ, �+ δ +Q, 2�+ 1;
q

q + 1
) = 0, (3.73)

avec

δ =
1

2
+

s
1

4
+

ν2

q2
, Q =

s
�2 +

ν2

q2
− β2

q
. (3.74)

En utilisant la fonction de Green (3.71) relative au potentiel de Manning et Rosen et le lien
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entre (3.66) et (3.71), nous trouvons que les fonctions d’onde correspondantes aux états liés

sont données par

U0(r) = N

µ
1

eαr + q

¶�µ 1

1 + qe−αr

¶Q

2F1

µ
1 + �+Q− δ, �+ δ +Q, 2�+ 1;

q

eαr + q

¶
,

(3.75)

où N est un facteur constant.

3.5 Cas particuliers

3.5.1 Premier cas : potentiels de Hulthén standard

En posant q = 1 dans la définition (3.1), nous obtenons les potentiels de Hulthén standard

V1(r) = − V0
eαr − 1 , S1(r) = − S0

eαr − 1 . (3.76)

Le paramètre δl défini par l’expression (3.34) peut s’écrire

δl = −1
2
+

s
ν2 +

µ
l +

1

2

¶2
. (3.77)

Le spectre discret de l’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés peuvent être

déduits respectivement à partir des équations (3.37) et (3.48),

Eq=1
nr ,l

=
V0
2

£
N + l(l + 1)− 2MS0

α2

¤
N + l(l + 1) +

S20
α2

± 1
2

p
N + l(l + 1) + ν2

N + l(l + 1) +
S20
α2

×
q
[N + l(l + 1)]

£
4M(M + S0)−α2 (N + l(l + 1))

¤
, (3.78)

uq=1nr,l
(r) = rΨq=1

nr,l
(r)

=

·
2α�nr,l(en+ �nr,l)Γ (en+ 2�nr ,l + δl + 1)Γ (nr + 2�nr ,l + 1)ennr!Γ (en+ δl + 1)

¸ 1
2

× 1

Γ (2�nr,l + 1)

¡
1− e−αr

¢δl+1 ¡e−αr¢�nr,l
×2F1(−nr, en+ 2�nr ,l + δl + 1, 2�nr,l + 1; e

−αr). (3.79)
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Dans le cas des ondes s (l = 0), ces résultats coincident avec ceux obtenus également par

l’approche des integrales de chemin dans la Ref. [35] .

3.5.2 Deuxième cas : potentiel vecteur de Hulthén généralisé

Quand S0 = 0 et V0 6= 0, les expressions (3.1) se réduisent au potentiel vecteur de Hulthén
déformé. Dans le cas où q ≥ 1, le spectre discret de l’énergie et les fonctions d’onde normalisées
des états liés peuvent être déduits aussi à partir des équations (3.37) et (3.48) ainsi :

Eq≥1
nr,l

=
V0
2q
± κ

s
M2

κ2 + 4V 20
− 1

16q2
, (3.80)

et

uq≥1nr,l
(r) = rΨq≥1

nr,l
(r)

=

·
2α�nr,l(en+ �nr,l)nr!Γ (en+ 2�nr,l + δl + 1)enΓ (en+ δl + 1)Γ (nr + 2�nr ,l + 1)

¸ 1
2 ¡
1− qe−αr

¢δl+1
× ¡qe−αr¢�nr,l P (2�nr,l,2δl+1)l (1− 2qe−αr), (3.81)

avec κ = αq (2nr + 1) + 2αq
q¡

l + 1
2

¢2 − V 2
0

α2q2
.

3.5.3 Troisième cas : potentiels de Woods-Saxon

En prenant q = eαR et en admettant αRÀ 1, il est possible d’obtenir à partir de (3.61) les

potentiels bien connus de Woods-Saxon

VWS(r) = −
eV0

eα(r−R) + 1
, SWS(r) = −

eS0
eα(r−R) + 1

, (3.82)

where eV0 = V0e
−αR and eS0 = S0e

−αR . Le paramètre R est la largeur du potentiel et α−1 est

l’épaisseur de surface.

Dans ce cas, la condition de quantification pour les états s peut être déterminée à l’aide

de la formule de transformation de Gauss (2.31) et en notant que q
q+1 ' 1 pour αR À 1. En
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appliquant cette approximation, l’équation (3.73) s’écrit, après quelques calculs simples,

Γ(2Q)Γ(1 + �− δ −Q)Γ(�+ δ −Q)

Γ(−2Q)Γ(1 + �− δ +Q)Γ(�+ δ +Q)

¡
e−αR

¢−2Q
= −1. (3.83)

Afin de simplifier l’analyse de cette équation, nous nous limiterons au cas où Q2 < 0, qui

conformément à (3.74) implique que −M < E < −M + eS0 − eV0 ou M − eS0 − eV0 < E < M et

donc Q apparaît comme une quantité purement imaginaire. En posant

Q = iµ (3.84)

et en définissant φ1, φ2 et ψ ainsi
φ1 = argΓ(�+ δ + iµ),

φ2 = argΓ(�− δ + iµ),

ψ = argΓ(2iµ),

(3.85)

nous pouvons réécrire l’équation (3.83), après quelques calculs élémentaires, sous la forme :

exp

·
2iψ − 2iφ1 − 2iφ2 − 2i arctan

µ
µ

�− δ

¶¸¡
e−αR

¢−2iµ
= −1, (3.86)

celle-ci conduit à la condition de quantification suivante :

µαR+ ψ − φ1 − φ2 − arctan
µ

µ

�− δ

¶
=

µ
n+

1

2

¶
π, (3.87)

avec n = 0,±1,±2, ....

3.5.4 Quatrième cas : potentiels exponentiels

En posant q = 0 dans les expressions (3.1), nous obtenons un potentiel vecteur et un

potentiel scalaire du type exponentiel donnés par :

V (r) = −V0e−αr; S(r) = −S0e−αr, (3.88)
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avec les paramètres V0, S0 et α définis par V0 = eV0eαr0 , S0 = eS0eαr0 et α = η
r0
, où eV0 et eS0 sont

les profondeurs des potentiels vecteur et scalaire, r0 est la distance d’équilibre des deux noyaux

de la molécule diatomique.

Dans ce cas, nous pouvons voir à partir des équations (3.74) que
δ '
q→0

1
2 +

ν
q , Q '

q→0 −
1
2
β2

ν +
ν
q ,

1 + �+Q− δ '
q→0

1
2 + �− 1

2
β2

ν

�+Q+ δ '
q→0

1
2 + �− 1

2
β2

ν +
2ν
q →q→0∞.

(3.89)

D’autre part, en tenant compte de la formule [53]

lim
β→∞ 2F1

µ
α, β, γ;

z

β

¶
= 1F1(α, γ; z), (3.90)

il est facile de montrer qu’à la limite q → 0, les fonctions d’onde (3.75) deviennent

Uq=0
0 (r) = N

¡
e−αr

¢�
exp

¡−νe−αr¢ 1F1(
1

2
+ �− 1

2

β2

ν
, 2�+ 1; 2νe−αr). (3.91)

Le spectre d’énergie peut être déduit de la condition à la limite au point r = 0. En con-

siderant αr0 À 1 et en utilisant le comportement asymptotique, nous pouvons voir à partir de

(3.91) que la condition de quantification de l’énergie est donnée par :

1

2
+ �− 1

2

β2

ν
= −nr; nr = 0, 1; 2, 3, .... (3.92)

Nous pouvons combiner les expressions (3.23) et (3.92) donnant les niveaux d’énergie :

Eq=0
nr =

α2νV0
S20

"
λnr ±

s
λ2nr −

V 20
S20

µ
λnr +

M

α

¶µ
λnr −

M

α

¶#
, (3.93)

où

λnr = nr − MS0
α2ν

+
1

2
. (3.94)

Ces résultats sont en accord avec ceux obtenus récemment à travers la résolution de l’équation

de Klein-Gordon [54] et par application de la méthode d’itération asymptotique [55] . Notons
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que les fonctions d’onde (3.91) et le spectre d’énergie (3.93) peuvent être obtenus aussi d’une

autre manière. En partant des fonctions d’onde (3.60) et en passant à la limite q → 0, nous

pouvons voir que 
δ '
q→0

1
2 +

ν
q ,

eQ '
q→0

1
2
β2

ν +
ν
q ,

δ + �− eQ '
q→0

1
2 + �− 1

2
β2

ν

δ + �+ eQ '
q→0

1
2 + �+ 1

2
β2

ν +
2ν
q →q→0∞.

(3.95)

Ensuite, en utilisant la formule (3.90), nous retrouvons les fonctions d’onde (3.91) et donc

l’expression (3.93) du spectre d’énergie. Comme on s’attendait, le spectre d’énergie est une

fonction continue par rapport au paramètre q en passant par la valeur q = 0.

3.5.5 Cinquième cas : potentiels de Coulomb

Lorsque q = 1, si, de plus α tend vers zéro, les potentiels (3.1) tendent vers

Vc(r) = −A1
r
; Sc(r) = −A2

r
. (3.96)

En effectuant les substitutions suivantes

l⇒ j,

V0
α ⇒ A1,

S0
α ⇒ A2,

δ ⇒ λ,

nr + 1⇒ n,

(3.97)

et en faisant tendre α vers zéro, la formule (3.78) donne en effet :

En,l

M
= − A1A2bn2 +A21

±
"µ

A1A2bn2 +A21

¶2
+
bn2 −A22bn2 +A21

#
, (3.98)

où bn = n+ λ. Ce résultat coincide avec celui obtenu dans le cadre de la variante de Milshtein

et Strakhovenko [56] de l’algèbre de Lie so(2,1).

Les fonctions d’onde correspondantes sont déduites à partir de (3.81) en prenant en con-

sidération la formule de transformation de Gauss (2.31) et en utilisant la formule (3.90). On

67



obtient finalement :

ucnr,l(r) = rΨc
nr ,l(r)

= (−1)nr
·
4κ3Γ (nr + 2δl + 2)

nr! (nr + δl + 1)

¸ 1
2

(2κr)δl

×e−κr 1F1 (−nr, 2δl + 2, 2κr) , (3.99)

où κ =
q
M2 −E2nr,l et nr = 0, 1, 2, ...,∞.

Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde d’une particule chargée en présence d’un potentiel

vecteur [35] peuvent être retrouvées lorsque nous posons A2 = 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté un traitement précis par l’approche des intégales de

chemin de deux systèmes dynamiques. Le premier, dans le cadre de la mécanique quantique

non relativiste, a concerné l’étude d’une particule soumise à un potentiel diatomique à quatre

paramètres et le second, dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, a trait à l’anal-

yse d’une particule de masse M et de charge (−e) en présence d’un potentiel vecteur et d’un
potentiel scalaire dépendant d’un même paramètre réel de déformation. La forme du potentiel

diatomique ou des potentiels vecteur et scalaire dépend du paramètre de déformation qui délim-

ite la définition du potentiel et modifie par conséquent les conditions aux limites imposées aux

solutions du problème. L’expression des fonctions de Green est ramenée par une transformation

de coordonnée accompagnée d’une transformation temporelle à celle associée au potentiel de

Rosen-Morse ou au potentiel de Manning-Rosen suivant que le paramètre de déformation est

positif ou négatif. Pour un paramètre de déformation supérieur ou égal à l’unité, le calcul de

l’intégrale de chemin est immédiat. Les fonctions de Green sont obtenues sous forme compacte.

Les spectres analytiques d’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés sont alors

obtenus à partir des pôles de la fonction de Green et de leurs résidus, respectivement. Lorsque le

paramètre de déformation est négatif ou compris entre zéro et l’unité, l’évaluation de la fonction

de Green n’est pas directe à cause du problème des conditions aux limites de Dirichlet. Dans ces

cas, la particule soumise au potentiel de Rosen-Morse où à celui de Manning-Rosen qui résul-

tent comme conséquence de l’application de la technique de transformation spatio-temporelle,

est contrainte à se déplacer sur une demi-droite limitée à un point d’abscisse supérieure à zéro.

Pour traduire ces conditions aux limites dans le cadre des intégrales de chemin, il convient

d’incorporer un potentiel d’interaction δ-fonction de Dirac dans l’expression de l’action. Nous
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avons montré que la construction de la fonction de Green peut être faite par l’approche des

perturbations. En considérant ensuite la force de la perturbation δ-fonction de Dirac infini-

ment répulsive, on a reproduit la condition d’un mouvement sur une demi-droite. La fonction

de Green a été obtenue sous la forme d’une somme de deux termes compacts. Dans les deux

cas, les conditions de quantification de l’énergie sont définies par des équations transcendantes

impliquant la fonction hypergéométrique qu’il faut traiter numériquement pour déterminer les

niveaux d’énergie. Nous avons également extrait les fonctions d’onde.

Il faut mentionner aussi que nos résultats sont indiscutablement corrects puisque plusieurs

cas particuliers bien connus dans la littérature ont été considérés comme preuve. Donc, nous

devons écarter les solutions proposées dans les références [23, 36, 37, 38, 39, 40, 41] entièrement.

Pour terminer, il faut souligner que l’application de l’approche de la supersymétrie en mé-

canique quantique [23, 38] et la méthode de Nikiforov-Ouvarov [36, 37] ne conviennent pas

dans le cas où le paramètre de déformation est négatif ou compris entre zéro et l’unité.
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Abstract

A rigorous path integral discussion of the s states for a diatomic molecule potential with varying
shape, which generalizes the Hulthén and the Woods–Saxon potentials, is presented. A closed form
of the Green’s function is obtained for different shapes of this potential. For k P 1 and
ð1=gÞ ln k < r <1, the energy spectrum and the normalized wave functions of the bound states
are derived. When the deformation parameter k is 0 < k < 1 or k < 0, it is found that the quantization
conditions are transcendental equations that require numerical solutions. The special cases corre-
sponding to a screened potential (k = 1), the deformed Woods–Saxon potential (k = qegR), and
the Morse potential (k = 0) are likewise treated.
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1. Introduction

Central potentials play an essential role in microscopic fields since they are widely used
as an approximation of the interaction potential in a number of areas in physics and chem-
istry, including nuclear [1], atomic [2] and molecular [3] physics and quantum chemistry [4].
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Let us mention one of these potentials, the four-parameter potential introduced by Sun in
1999 as an alternative to the Morse potential for fitting the experimental RKR potential
curves of a set of diatomic molecule systems including the X1Rg ground state of 7Li2, two
kinds of metal dimers and six kinds of non-metal diatomic molecules [5]. This potential
function has the form:

V ðrÞ ¼ 2m

�h2
vðrÞ ¼ a

egr � kð Þ2
� b

egr � k
; ð1Þ

with a, b, g and k as the real constants defined by a ¼ ð2m=�h2ÞDeðea � kÞ2,
b ¼ ð4m=�h2ÞDeðea � kÞ and g ¼ a=re, where De is the depth of the potential well, re is
the equilibrium distance of the two nuclei and k is the shape parameter. If k = 0, we have
the ordinary Morse potential. In the case where k > 0 , the potential (1) may be called
‘‘generalized Hulthén potential’’ and ‘‘generalized Woods–Saxon potential’’ if k < 0.

A treatment of this potential has been presented recently within the shape invariance
approach and the supersymmetric WKB quantization method [6], but it involved several
incorrect manipulations so that the obtained solutions for the bound state problem has not
proved satisfactory since, on the one hand, the potential (1) has a strong singularity at the
point r ¼ ð1=gÞ ln k and on the other hand the boundary conditions are not fulfilled when
r fi 0 and when r! ð1=gÞ ln k. Since it is easy to see that the connection to supersymmet-
ric quantum mechanics with this potential is not possible whatever the deformation
parameter k may be, we think that it is worthwhile to discuss in detail the solutions for
the s states of the problem in terms of the path integral formalism.

Our study is organized in the following way: In Section 2, we construct the path integral
associated with the generalized Hulthén potential (k > 0) by distinguishing the cases k P 1
and 0 < k < 1. For k P 1 and ð1=gÞ ln k < r <1, it is shown that the Green’s function for
the potential under consideration is brought back to the k-deformed Rosen–Morse poten-
tial Green’s function by applying only the space–time transformation technique. The ana-
lytic solution of the energy spectrum and the corresponding wave functions with a correct
normalization factor are derived. When 0 < k < 1, the k-deformed Rosen–Morse potential
is defined on a half-line. In this case, the Green’s function is evaluated in closed form by
using the perturbative approach which consists in incorporating a d-function as a pertur-
bation of the standard Rosen–Morse potential and making the strength of this perturba-
tion infinitely repulsive to form an impenetrable barrier. The poles of the Green’s function
yield a transcendental equation for the energy levels. In Section 3, the generalized
Woods–Saxon potential (k < 0) is treated in a similar way. We first convert the path inte-
gral relative to this potential into the one of the k-deformed Manning–Rosen potential on
a half-line. We then calculate the Green’s function by means of the d-function perturba-
tion trick and also obtain a transcendental equation for the energy spectrum. A screened
potential, which generalizes the Hulthén and the hydrogen atom potentials, the deformed
Woods–Saxon potential and the Morse potential are studied as particular cases in Section
4. Section 5 will be a conclusion.

2. Generalized Hulthén potential

When the deformation parameter k is k > 0, the four-parameter potential energy func-
tion (1) represents a general form of the Hulthén potential [7].
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Then, the Green’s function for this spherically symmetric potential has the following
form:

Gð~r00;~r0; EÞ ¼ 1

r00r0
X1
l¼0

2lþ 1

4p
Glðr00; r0; EÞP lðcos hÞ; ð2Þ

where Pl(cosh) is the Legendre polynomial with h ¼ ð~r00;~r0Þ. The radial Green’s function is
given by

Glðr00; r0; EÞ ¼ i

�h

Z 1

0

dT r00 exp � i

�h
T Hl � Eð Þ

� ����� ����r0� �
; ð3Þ

where

Hl ¼
P 2

r

2m
þ �h2lðlþ 1Þ

2mr2
þ V ðrÞ: ð4Þ

Our aim is to find the energy levels Enr ;l and the radial wave functions
Wnr ;lðrÞ ¼ r�1vnr ;lðrÞ by computing (3). Before approaching the path integral evaluation
of this radial Green’s function (3) for k > 0, we have to inspect the variation of the poten-
tial V effðrÞ ¼ ð�h2lðlþ 1Þ=2mr2Þ þ V ðrÞ according to the values of the parameter k. We dis-
tinguish two cases. If 0 < k < 1, V(r) is continuous on the whole interval Rþ. But, if k P 1,
V(r) has a strong singularity at the point r ¼ r0 ¼ ð1=gÞ ln k, and in this case, we have two
distinct regions, one is defined by the interval ]0,r0[ and the other by the interval ]r0,1[.
This leads us to build the radial Green’s function by path integration in each case.
2.1. Case 1: k P 1 and r0 < r <1

In this case, we will discuss the potential Veff(r) only in the interval ]r0,1[ since, in the
other interval, the solution cannot be analytically obtained. The potential Veff(r) is singular
at the point r = r0, so that the discrete form of the expression (3) does not exist due to path
collapse. To obtain a stable path integral, let us introduce an appropriate regulating func-
tion [8] and write the expression (3) in the form of a path integral

Glðr00; r0; EÞ ¼ i

�h

Z 1

0

dS P lðr00; r0; SÞ; ð5Þ

where the transformed path integral is given in the canonical form by

P lðr00; r0; SÞ ¼ fRðr00ÞfLðr0Þ r00 exp � i

�h
Sf LðrÞ

P 2
r

2m
þ V effðrÞ � E

� �
fRðrÞ

� ����� ����r0� �
¼ fRðr00ÞfLðr0Þ

Z
DrðsÞ

Z
DP rðsÞ

2p�h
exp

i

�h

Z S

0

�
P r _r:

	
�fLðrÞ

P 2
r

2m
þ �h2lðlþ 1Þ

2mr2
þ V ðrÞ � E

� �
fRðrÞ

�
ds



¼ fRðr00ÞfLðr0Þ lim
N!1

YN
n¼1

Z
drn

� �YNþ1

n¼1

Z
dðP rÞn

2p�h

� �
exp

i

�h

XNþ1

n¼1

An
1

( )
;

ð6Þ

with the short-time action
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An
1 ¼ ðP rÞnMrn � esfLðrnÞ

ðP rÞ2n
2m
þ �h2lðlþ 1Þ

2mr2
n

þ V ðrnÞ � E

 !
fRðrn�1Þ ð7Þ

and

es ¼
S

Nþ 1
¼ ds ¼ dt

fLðrnÞfRðrn�1Þ
; dt ¼ et ¼

T
Nþ 1

: ð8Þ

The regulating function has been defined by Kleinert as

f ðrÞ ¼ fLðrÞfRðrÞ ¼ f 1�aðrÞf aðrÞ: ð9Þ

In order to simplify the calculation of the kernel Pl(r
00, r 0;S), let us put a = 1/2, that is to

say, we choose the mid-point prescription. This can be justified by the fact that the final
result is independent of this parameter. Then, by integrating with respect to the variable
(Pr)n, we find

P lðr00; r0; SÞ ¼ fðr00Þfðr0Þ½ �1=4
lim

N!1

YNþ1

n¼1

m
2ip�hes

� �1=2

�
YN
n¼1

Z
drnffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
fðrnÞ

p" #
exp

i

�h

XNþ1

n¼1

An
2

( )
; ð10Þ

with the short-time action in configuration space given by

An
2 ¼

m Mrnð Þ2

2es

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
f ðrnÞf ðrn�1Þ

p � es
�h2lðlþ 1Þ

2mr2
n

þ V ðrnÞ � E
� � ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

f ðrnÞf ðrn�1Þ
p

: ð11Þ

Thanks to the space transformation r fi n, defined by

r ¼ 1

g
ln expð2gnÞ þ k½ �; ð12Þ

which maps r 2 ]r0,1[, into n 2 R, and the regulating function

f ðrðnÞÞ ¼ expð2gnÞ
cosh2

kðgnÞ
¼ g02ðnÞ; ð13Þ

we may express (10) as

P lðr00; r0; SÞ ¼ f ðr00Þf ðr0Þ½ �1=4
lim

N!1

YNþ1

n¼1

m
2ip�hes

� �1=2YN
n¼1

Z
dnn

� �

� exp
i

�h

XNþ1

n¼1

m Mnnð Þ2

2es
þ m

8es

g002

g02
� 2

3

g000

g0

� �
Mnnð Þ4

"(

�es
�h2g2

2m
lðlþ 1Þ

lnðe2gnn þ kÞð Þ2
e2gnn

cosh2
kðgnnÞ

þ es 2E� �h2a

mk2

� �

þes 2Eþ �h2a

mk2

� �
tanhkðgnnÞ þ es

�h2

2m
a
k
þ b

� 
� kE

� �
1

cosh2
kðgnnÞ

#)
:

ð14Þ
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Here, we have introduced the deformed hyperbolic functions, which are defined by Arai [9]

sinhkx ¼ 1
2
ðex � ke�xÞ; coshkx ¼ 1

2
ðex þ ke�xÞ; tanhkx ¼ sinhkx

coshkx
; ð15Þ

where k is a real positive parameter.
Note that the term of order 4 appearing in the action contained in (14) contributes sig-

nificantly to the path integral. It can be estimated by using the formula [10]Z 1

�1
expð�ax2 þ bx4Þdx ¼

Z 1

�1
exp �ax2 þ 3b

4a2

� �
dx; ð16Þ

valid for Rfag > 0, and jaj large. This leads to

P lðr00; r0; SÞ ¼ f ðr00Þf ðr0Þ½ �1=4

Z
DnðsÞ exp

i

�h

Z S

0

ds

"
m
2

_n2 þ eE � AtanhkðgnÞ
(

þ B

cosh2
kðgnÞ

� �h2g2lðlþ 1Þ
2m

e2gn

lnðe2gn þ kÞð Þ2cosh2
kðgnÞ

#)
; ð17Þ

where we have set

eE ¼ 2 E� �h2

2m
a
k2 þ g2

4

� h i
;

A ¼ �2 Eþ �h2

2m
a
k2 þ g2

4

� h i
;

B ¼ �h2

2m
a
kþ b� g2k

4

� 
� kE:

8>>>><>>>>: ð18Þ

This path integral (17) is at it stands not solvable for the non-zero angular momentum
states. In order that the term / ðe2gnÞ=½ðlnðe2gn þ kÞÞ2cosh2

kðgnÞ� cancels, we must set
l = 0. In this case, the radial Green’s function (5) takes the form:

G0ðr00; r0; EÞ ¼ i

�h

Z 1

0

dS exp
i

�h
eES

� �
P 0ðr00; r0; SÞ

¼ f ðr00Þf ðr0Þ½ �1=4GRMðn00; n0; eEÞ ð19Þ

where

GRMðn00; n0; eEÞ ¼ i

�h

Z 1

0

dS exp
i

�h
eES

� �
P RMðn00; n0; SÞ ð20Þ

and

P RMðn00; n0; SÞ ¼
Z

DnðsÞ exp
i

�h

Z S

0

ds
m
2

_n2 � V RMðnÞ
h i	 


ð21Þ

is just the propagator for the Rosen–Morse potential [11] defined in terms of k-deformed
hyperbolic functions as

V RMðnÞ ¼ A tanhkðgnÞ � B

cosh2
kðgnÞ

; n 2 R: ð22Þ
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Since its exact solution is known [12], we can then directly write down the explicit expres-
sion for its Green’s function. The explicit expression for the Green’s function relative to
this Rosen–Morse potential reads as

GRMðn00; n0; eEÞ ¼ m

�h2

C M1 � LEð ÞC LE þM1 þ 1ð Þ
C M1 �M2 þ 1ð ÞC M1 þM2 þ 1ð Þ

� �
� 1� tanhkðgn0Þ

2

1� tanhkðgn00Þ
2

� �ðM1þM2Þ=2

� 1þ tanhkðgn0Þ
2

1þ tanhkðgn00Þ
2

� �ðM1�M2Þ=2

� 2F 1 M1 � LE; LE þM1 þ 1;M1 �M2 þ 1;
1þ tanhkðgn>Þ

2

� �
� 2F 1 M1 � LE; LE þM1 þ 1;M1 þM2 þ 1;

1� tanhkðgn<Þ
2

� �
; ð23Þ

where the symbols n> and n< denote max(n00,n 0) and min(n00,n 0) respectively.

2F1(a,b,c;z) refer to the hypergeometric function and the following abbreviations have
been used

LE ¼ � 1
2
þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a

g2k2 þ b
g2k� 2mE

�h2g2

q
;

M1;2 ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
� 1

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 4a

g2k2

q
:

8><>: ð24Þ

The radial Green’s function G0(r00, r 0;E) associated with the four-parameter potential (1)
for k P 1 and in the interval ]r0,1[ is thus given by

G0ðr00; r0; EÞ ¼ m

�h2

C M1 � LEð ÞC LE þM1 þ 1ð Þ
C M1 �M2 þ 1ð ÞC M1 þM2 þ 1ð Þ

� �
f ðr00Þf ðr0Þ½ �1=4

g

� k2e�gðr00þr0Þ� �ðM1þM2Þ=2 ð1� ke�gr00 Þð1� ke�gr0 Þ
� �ðM1�M2Þ=2

� 2F 1ðM1 � LE; LE þM1 þ 1;M1 þM2 þ 1; ke�gr00 Þ
� 2F 1ðM1 � LE; LE þM1 þ 1;M1 �M2 þ 1; 1� ke�gr0 Þ: ð25Þ
The energy spectrum is obtained from the poles of the radial Green’s function which occur
when M1 � LE = �nr, in the Euler function C(M1 � LE), where nr = 0, 1, 2, . . . This yields
the discrete energy spectrum

EkP1
nr
¼ � �h2

8mk2

Pþ nrkgð Þ2 � a� bk
Pþ nrkgð Þ

 !2

; ð26Þ

where

P ¼ kg
2

1þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 4a

k2g2

s !
: ð27Þ
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In order to find the wave functions, we approximate the Euler function C(M1 � LE) near
the poles M1 � LE � �nr as follows:

CðM1 � LEÞ �
ð�1Þnr

nr!

1

M1 � LE þ nr

¼ ð�1Þnr

nr!

�h2g
m

QðPþ nrkg� kQÞ
Pþ nrkgð ÞðE� EkP1

nr
Þ
;

ð28Þ

where

Q ¼ Pþ nrkgð Þ2 � a� bk
2k Pþ nrkgð Þ ; ð29Þ

and take into consideration the Gauss’s transformation formula [13]

2F 1ða; b; c; zÞ ¼ CðcÞCðc� a� bÞ
Cðc� aÞCðc� bÞ 2F 1ða; b; aþ b� cþ 1; 1� zÞ þ ð1� zÞc�a�b

� CðcÞCðaþ b� cÞ
CðaÞCðbÞ 2F 1ðc� a; c� b; c� a� bþ 1; 1� zÞ: ð30Þ

The second term is null because the Euler function C(a) is infinite
(a = M1 � LE = �nr 6 0). This permits us to write the contribution of the discrete part
to radial Green’s function as

G0ðr00; r0; EÞ ¼
Xnr max

nr¼0

vkP1
nr
ðr0Þ

� ��
vkP1

nr
ðr00Þ

E� EkP1
nr

: ð31Þ

One finally obtains

vkP1
nr
ðrÞ ¼ rWkP1

nr
rð Þ

¼ �2Q Pþ nrkg� kQð Þ
Pþ nrkgð Þ

C nr þ 2P
kg

� 
C nr þ 2P

kg �
2Q
g

� 
nr!C nr � 2Q

g þ 1
� 

24 351=2

� 1

C 2P
kg

�  1� ke�grð ÞP=kg ke�grð Þ�Q=g

� 2F 1 �nr; nr þ
2P
kg
� 2Q

g
;
2P
kg

; 1� ke�gr

� �
:

ð32Þ

Now, we have to check whether the radial wave functions (32) satisfy the boundary
conditions

lim
r!r0

rWkP1
nr
ðrÞ ¼ 0 ð33Þ

and

lim
r!1

rWkP1
nr

rð Þ ¼ 0: ð34Þ

When r fi r0, it is clear that (32) fulfills the hermiticity condition (33) of the radial momen-
tum operator Pr. But, for r fi1, we have to impose the restriction that only the wave
functions (32) with Q < 0 fulfill the condition (34) and therefore it is seen from (29) that
nr < ð

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
aþ bk
p

� P Þ=kg. The allowed values of the radial quantum number nr are nr = 0,
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1, 2, . . .,nrmax. The number of bound states nrmax is set by nr max ¼ fð
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
aþ bk
p

� P Þ=kgg,
and {m} denotes the largest integer inferior to m.
2.2. Case 2: 0 < k < 1 and 0 < r <1

The analysis presented above holds, but in this case, the space transformation (12) maps
r 2 Rþ into n 2�ð1=2gÞ lnð1� kÞ;1½. This means that the kernel (21) is the propagator
describing the motion of a particle subjected to a k-deformed Rosen–Morse type potential
on the half-line n > ð1=2gÞ lnð1� kÞ. As a direct path integration is not possible, the prob-
lem can be solved by a trick which consists in introducing an auxiliary d-function term into
the action of Eq. (21) to form an impenetrable wall [14] at n ¼ n0 ¼ ð1=2gÞ lnð1� kÞ. Then,
the Green’s function (20) becomes

Gd
0ðr00; r0; EÞ ¼ i

�h
f ðr00Þf ðr0Þ½ �1=4

Z 1

0

dS exp
i

�h
eES

� �
P dðn00; n0; SÞ

¼ f ðr00Þf ðr0Þ½ �1=4Gd
RMðn

00; n0; eEÞ; ð35Þ

where

Gd
RMðn

00; n0; eEÞ ¼ i

�h

Z 1

0

dS exp
i

�h
eES

� �
P dðn00; n0; SÞ ð36Þ

and

P d
RMðn

00; n0; SÞ ¼
Z

DnðsÞ exp
i

�h

Z S

0

dS
m
2

_n2 � V dðnÞ
h i	 


: ð37Þ

This path integral (37) may be understood as representing the propagator for a particle
bounded by a potential of the form:

V dðnÞ ¼ V RMðnÞ � a
g

dðn� n0Þ; n 2 R; ð38Þ

where VRM(n) is the Rosen–Morse potential (22). As is quite apparent from the non-trivial
form of the potential (38), path integration of (37) cannot directly be performed. There-
fore, we found that it is convenient to apply the perturbative approach by expanding
expððia=�hgÞ

R s00

s0 dðn� n0ÞdsÞ into the power series. This gives the following series expansion
[15]

P dðn00; n0; SÞ ¼ P RMðn00; n0; SÞ þ
X1
n¼1

ia
�hg

� �n 1

n!

Yn

j¼1

Z sjþ1

s0
dsj

Z 1

�1
dnj

� �
� P RMðn1; n

0; s1 � s0Þdðn1 � n0ÞP RMðn2; n1; s2 � s1Þ
� � � � � dðnn�1 � n0ÞP RMðnn; nn�1; s2 � s1Þdðsn � s0ÞP RMðs00; sn; S� snÞ

¼ P RMðn00; n0; SÞ þ
X1
n¼1

ia
�hg

� �n Z s00

s0
dsn

Z sn

s0
dsn�1 . . .

Z s2

s0
ds1

� P RMðn0; n
0; s1 � s0ÞP RMðn0; n0; ;s2 � s1Þ � � � �

� P RMðn0; n0; sn � sn�1ÞP RMðn00; n0; S� snÞ; ð39Þ
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where we have ordered the time as s 0 = s0 < s1 < s2 < . . . < sn < sn+1 = s00. In order to per-
form the successive integrations over the variables sj in (39), we insert (39) into (36), and
making use of the convolution theorem of the Fourier transformation, we arrive at

Gd
RMðn

00; n0; eEÞ ¼ GRMðn00; n0; eEÞ � GRMðn00; n0; eEÞGRMðn0; n
0; eEÞ

GRMðn0; n0; eEÞ � g
a

; ð40Þ

where GRMðn00; n0; eEÞ is the Green’s function (23) and it has been assumed that
GRMðn0; n0; eEÞ effectively exists.

If we now take the limit a fi �1, the physical system is subjected to move in the poten-
tial VRM(n) bounded by an infinitely repulsive barrier [14,16] at n = n0. Then, the Green’s
function on the half-line n > n0 is given byeGRMðn00; n0; eEÞ ¼ lim

a!�1
Gd

RMðn
00; n0; eEÞ

¼ GRMðn00; n0; eEÞ � GRMðn00; n0; eEÞGRMðn0; n
0; eEÞ

GRMðn0; n0; eEÞ :
ð41Þ

The energy spectrum is determined by the poles of (41), i.e., by the equation
GRMðn0; n0; eEÞ ¼ 0, or as well by the transcendental equation

2F 1 mþ P
gk
� e; mþ P

gk
þ e; 2

P
gk

; 1� k

� �
¼ 0; ð42Þ

with the following notation:

m ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
; e ¼ LE þ

1

2
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a

g2k2
þ b

g2k
þ m2

s
: ð43Þ

In general, an analytical solution of this transcendental equation (42) is impossible. One
can take into consideration a numerical calculation.

Using the link between (19) and (23), the Gauss’s formula (30) and transforming the
variable n into the radial variable by (12), we find that the wave functions corresponding
to the bound states are given by

v0<k<1ðrÞ ¼ rw0<k<1ðrÞ

¼ Ce
�
ffiffiffiffiffiffiffi
�2mE

�h2

p
r

1� ke�grð ÞP=gk
2F 1 mþ P

gk
� e; mþ P

gk
þ e; 2mþ 1; ke�gr

� �
; ð44Þ

where C is a constant factor.
3. Generalized Woods–Saxon potential

In the case where the range of the deformation parameter k is k < 0, the four-parameter
potential function (1) is defined in the whole interval Rþ and it can be written in the fol-
lowing form:

V 1ðrÞ ¼
2m

�h2
vðrÞ ¼ a

ðegr þ kÞ2
� b

egr þ k
; ð45Þ
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where the minus sign is absorbed in the parameter k and consequently this latter becomes
positive. The form of the potential dictates upon us the following space transformation:

r! n; r 2 Rþ; n 2 1

2g
lnð1þ kÞ;1

� �
; ð46Þ

defined by

r ¼ 1

g
ln expð2gnÞ � k½ �; ð47Þ

accompanied by the regulating function

f ðrðnÞÞ ¼ expð2gnÞ
sinh2

kðgnÞ
: ð48Þ

After some simple calculation, we show that the radial Green’s function, for the s states,
can be expressed in the following form:

G0ðr00; r0; EÞ ¼ i

�h
f ðr00Þf ðr0Þ½ �1=4

Z 1

0

dS exp
i

�h
eES

� �
P ðn00; n0; SÞ; ð49Þ

where

eE ¼ 2 E� �h2

2m
a

k2
þ g2

4

� �� �
ð50Þ

and

P ðn00; n0; SÞ ¼
Z

DnðsÞ exp
i

�h

Z S

0

ds
m
2

_n2 þ AcothkðgnÞ � B

sinh2
kðgnÞ

" #( )
: ð51Þ

We have here put

A ¼ 2 Eþ �h2

2m
a

k2
þ g2

4

� �� �
; B ¼ �h2

2m
a
k
� b� g2k

4

� �
� kE: ð52Þ

Following a similar procedure to that used in Ref. [12] , let us define a new variable
y ¼ gn� ln

ffiffiffi
k
p

and use a new pseudo-time s 0 = g2s. With these transformations, the path
integral (51) becomes

P ðn00; n0; S0Þ ¼ g
Z

Dyðs0Þ exp
i

�h

Z S0

0

ds0
m
2

_y2 þ A
g2

coth y� B

g2ksinh2y

� �( )
: ð53Þ

This expression has the same form as the path integral associated with the potential
VMR(y) introduced by Manning and Rosen [17] to discuss the vibrational states of dia-
tomic molecules. Furthermore, VMR(y) has been used for describing the Kepler problem
in hyperbolic geometry [18]. The Manning–Rosen potential is defined for y 2 Rþ, but in
the present case, we have converted the path integral for the potential (45) into a path inte-
gral for a Manning–Rosen like potential by means of the transformation r fi r(y) which

maps Rþ !� ln
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1þ kÞ=k

p
;1½. This means that the motion takes place on the half-line

y > ln
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1þ kÞ=k

p
. We shall therefore consider the path integral problem with the
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Manning–Rosen potential VMR(y) defined on the half-line y > y0 ¼ ln
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1þ kÞ=k

p
. To cal-

culate the Green’s function, we proceed similarly as for the previous case and obtain

eGðMRÞ n00; n0;
eE
g2

 !
¼ i

�hg

Z 1

0

dS0 exp
i

�h

eE
g2

S0
 !

P ðn00; n0; S0Þ

¼ GðMRÞ y 00; y 0;
eE
g2

 !
�

GðMRÞ y 00; y0;
eE
g2

� 
GðMRÞ y0; y

0;
eE
g2

� 
GðMRÞ y0; y0;

eE
g2

�  ;

ð54Þ

in which GðMRÞðy00; y0; eE=g2Þ is the Green’s function associated with the standard Manning–
Rosen potential. Since its exact solution is known, we can then directly write down the re-
sult [8]

GðMRÞ y 00; y 0;
eE
g2

 !
¼ m

�h2g

CðM1 � LEÞCðLE þM1 þ 1Þ
CðM1 þM2 þ 1ÞCðM1 �M2 þ 1Þ

� 2

1þ coth y0
2

1þ coth y00

� �ðM1þM2þ1Þ=2

� coth y0 � 1

coth y0 þ 1

coth y00 � 1

coth y00 þ 1

� �ðM1�M2Þ=2

� 2F 1 M1 � LE; LE þM1 þ 1;M1 �M2 þ 1;
coth y> � 1

coth y> þ 1

� �
� 2F 1 M1 � LE; LE þM1 þ 1;M1 þM2 þ 1;

2

1þ coth y<

� �
;

ð55Þ

where the following abbreviations have been used

LE ¼ �
1

2
þ 1

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 4a

k2g2

s
; M1;2 ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a

k2g2
� b

kg2
� 2mE

�h2g2

s
�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
: ð56Þ

The bound state energy levels are determined by the poles of equation (54) and are given
by the following quantization condition which is a transcendental equation involving the
hypergeometric function

2F 1 1þ eb þ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
� P

gk
; eb þ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

� 2mE

�h2g2

s
þ P

gk
; 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
þ 1;

k
1þ k

 !
¼ 0; ð57Þ

where

P
gk
¼ 1

2
1þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 4a

g2k2

s !
ð58Þ

and

eb ¼ M1 þM2

2
: ð59Þ
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The corresponding bound state wave functions to the energy spectrum given by Eq. (57)
have the form:

vk>0ðrÞ¼ rwk>0ðrÞ¼N
egr

egrþk

� �eb
1

egrþk

� � ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�ð2mE=�h2g2Þ
p

� 2F 1 1þ ebþ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
� P

gk
;ebþ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

� 2mE

�h2g2

s
þ P

gk
;2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
þ1;

k
egrþk

 !
:

ð60Þ
4. Particular cases

4.1. First case: screened potential

By setting k = 1 and g = m in the definition (1), we obtain the following potential:

V SðrÞ ¼
a

emr � 1ð Þ2
� b

emr � 1
; ð61Þ

with a, b and m as the real positive constants defined by a = m2l(l + 1),
b ¼ ð2mV 0=�h2Þ � a; V 0 ¼ mZe2, Ze being the charge of the nucleus. This potential has been
proposed by Manning and Rosen to discuss the vibrational states of diatomic molecules
[17].

The parameters (27) and (29) can thus be written

P ¼ mðlþ 1Þ ð62Þ

and

Q ¼ mN
2
� mZe2

�h2N
; N ¼ nr þ lþ 1: ð63Þ

The discrete energy spectrum and the normalized wave functions of the bound states of the
screened potential can be deduced from equations (26) and (32),

EN ¼ �
�h2m2

8m
2mZe2

�h2mN
� N

� �2

; ð64Þ

vk¼1
N ðrÞ ¼ rWk¼1

N ðrÞ

¼
�2Q N� Q

m

� �
N

C Nþ lþ 1ð ÞC N� 2Q
m þ lþ 1

� �
CðN� lÞC N� 2Q

m � l
� �" #1=2

1

C 2lþ 2ð Þ 1� e�grð Þlþ1eQr

� 2F 1 1þ l� N ;N� 2Q
m
þ lþ 1; 2lþ 2; 1� e�gr

� �
;

ð65Þ

where
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N ¼ 1; 2; 3; . . . ;N max <

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2mZe2

�h2m

s8<:
9=;:

These results coincide with those obtained: (i) through the resolution of the Schrödinger
equation [2]; (ii) for long time, through a path integral on the SU(1,1) group [19]; (iii) by
summing the spectral representation of the energy-dependent Green’s function [20]; and,
very recently, (iv) via the path integration on the SU(2) group [21].
4.2. Second case: deformed Woods–Saxon potential

On making the substitution k = qegR with q > 0 in the expression (45), we obtain the
following potential which is a special form of the deformed Woods–Saxon potential

V WSðrÞ ¼
W 0

ðegðr�RÞ þ qÞ2
� V 0

egðr�RÞ þ q
; ð66Þ

where V0 = be�gR, W0 = a e�2gR and gR	 1. The parameter R is the nuclear radius and
g�1 is the thickness of the surface layer.

In this case, the quantization condition for the bound states can be determined by using
the Gauss’s transformation formula (30) and noting that k=ð1þ kÞ ’ 1 for gR	 1. There-
fore in this approximation, the Eq. (57) can be written as

Cð2ebÞC 1þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
� P

gk� eb� �
C

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
þ P

gk� eb� �
Cð�2ebÞC 1þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
� P

gkþ eb� �
C

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
þ P

gkþ eb� � e�gR

q

� ��2eb
¼ �1: ð67Þ

To simplify the discussion of this Eq. (67), we only consider the case where eb2 < 0, so that
according to Eq. (59), eb turns out to be imaginary. Writingeb ¼ il; ð68Þ

and defining /1, /2, and w as

/1 ¼ arg C
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
þ P

gkþ il

� �
;

/2 ¼ arg C
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
� P

gkþ il

� �
;

w ¼ arg C 2ilð Þ;

8>>>>><>>>>>:
ð69Þ

we can write (67) in the form

exp 2iw� 2i/1 � 2i/2 � 2i arctan
lffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

� 2mE
�h2g2

q
� P

gk

0B@
1CA

264
375 e�gR

q

� ��2il

¼ �1: ð70Þ
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This leads on to the quantization condition

lðgRþ ln qÞ þ w� /1 � /2 � arctan
lffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

� 2mE
�h2g2

q
� P

gk

0B@
1CA ¼ ð2nþ 1Þ p

2
; ð71Þ

with n = 0, ±1, ±2, . . .
If we make the replacements a = 0 and q = 1, the potential (66) turns to the Woods–

Saxon potential [22] . The quantization condition can be deduced from Eq. (67),

lgRþ w� 2/� arctan
lffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
0B@

1CA ¼ ð2nþ 1Þ p
2
; ð72Þ

where

l ¼ 1
g

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
V 0 þ 2mE

�h2

q
;

/ ¼ arg C
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
þ il

� �
;

w ¼ arg C 2ilð Þ;

8>>>><>>>>: ð73Þ

and n = 0, ±1, ±2, . . . This result is in agreement with that obtained by solving
Schrödinger’s equation [22].

4.3. Third case: Morse potential

By setting k = 0 in the expression (1), we obtain the so-called radial Morse potential:

V MðrÞ ¼ ae�2gr � be�gr ð74Þ
with the parameters a, b and g defined by a ¼ ð2m=�h2ÞDee

2are , b ¼ ð4m=�h2ÞDee
are and g = a.

In this case, it can be seen from Eqs. (27) and (43) that

P
gk ’k!0

1
2
þ
ffiffi
a
p

gk ;

mþ P
gkþ e ’

k!0

2
ffiffi
a
p

gk !k!01;

mþ P
gk� e ’

k!0

1
2
þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
� b

2g
ffiffi
a
p :

8>>>><>>>>: ð75Þ

On the other hand, by using the formula [23]

lim
b!1

2F 1 a; b; c;
z
b

� �
¼ 1F 1ða; c; zÞ; ð76Þ

it is easy to show that, in the limiting case k fi 0, the wave functions (44) become

v0<k<1ðrÞ ¼ rwðrÞ0<k<1ðrÞ ’
k!0

C exp �
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2

r
r

 !
exp �

ffiffiffi
a
p

g
e�gr

� �

� 1F 1

1

2
� b

2g
ffiffiffi
a
p þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
; 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
þ 1;

2
ffiffiffi
a
p

g
e�gr

 !
: ð77Þ
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These are indeed the radial wave functions of the Morse potential. The energy spectrum
can be deduced from the boundary condition at r = 0. Considering a	 1 and using the
asymptotic expansion, we see from (77) that the quantization condition is given by

1

2
� b

2g
ffiffiffi
a
p þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

s
¼ �nr; ð78Þ

from which we have

Enr ¼
�h2g2

2m
b

2g
ffiffiffi
a
p � nr �

1

2

� �2

; nr ¼ 0; 1; 2; . . . ;
b

2g
ffiffiffi
a
p � 1

2

	 

; ð79Þ

where fðb=2g
ffiffiffi
a
p Þ � ð1=2Þg denotes the largest integer smaller than ðb=2g

ffiffiffi
a
p Þ � ð1=2Þ.

The wave functions (77) and the energy spectrum (79) can be derived also in another
way, by starting from the wave functions (60) and proceeding to the limit k fi 0, we see
that

P ’
k!0

ffiffiffi
a
p

;

1þ eb þ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
� P

gk ’k!0

1
2
� b

2g
ffiffi
a
p þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
;

eb þ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
� 2mE

�h2g2

q
þ P

gk ’k!0

2
ffiffi
a
p

gk !k!0
1;

8>>>><>>>>: ð80Þ

and thus, by using the formula (76), we recover the wave functions and the energy spec-
trum of diatomic molecules in the Morse potential. As is expected, the energy spectrum
is a continuous function with respect to the parameter k by crossing the value k = 0.

5. Conclusion

In this paper, we have discussed the path integral treatment of a four-parameter poten-
tial of a diatomic molecule. As we have shown, the path integral for the Green’s function
associated with this potential cannot be evaluated for any deformation parameter in a uni-
fied manner. For k P 1 and ð1=gÞ ln k < r <1, the analytic energy spectrum and the nor-
malized wave functions are found. On the contrary, if k P 1 and 0 < r < ð1=gÞ ln k, the
path integral is intractable analytically. When 0 < k < 1 or k < 0, the path integral deriva-
tion of the Green’s function is facilitated by the incorporation of an additional d-function
potential with strength a as a perturbation and for the motion in the half-lines n > n0 or
y > y0, we consider the limit a fi �1. In both cases we have demonstrated that the s state
energy levels are given by transcendental equations. Our results (Eqs. (26), (42), (57)) are
different from those obtained in the framework of the shape invariance approach and by
the supersymmetric WKB quantization method [6].
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The Green’s function for a Klein–Gordon particle under the action of vector plus
scalar deformed Hulthén and Woods–Saxon potentials is evaluated by exact path
integration. Explicit path integration leads to the Green’s function for different
shapes of the potentials. From the singularities of the latter Green’s function, the
bound states are extracted. For q�1 and �1 /��ln q�r��, the analytic expression
of the energy spectrum and the normalized wave functions for the l states are
obtained within the framework of an approximation to the centrifugal term. When
the deformation parameter q is 0�q�1 or q�0, it is found that the quantization
conditions are transcendental equations involving the hypergeometric function that
require a numerical solution for the s-state energy levels. Particular cases of these
potentials are also discussed briefly. © 2010 American Institute of Physics.
�doi:10.1063/1.3294769�

I. INTRODUCTION

This article is devoted to a discussion of the problem of a spinless relativistic particle with
charge e in the presence of a vector potential Vq�r� and a scalar potential Sq�r� of the form

Vq�r� = −
V0

e�r − q
, Sq�r� = −

S0

e�r − q
, �1�

where �, V0, and S0 are positive constants such as S0�V0 and q is a deformation parameter that
can take any real value. These potentials �1� are called generalized Woods–Saxon potentials for
q�0, exponential potentials for q=0, and generalized Hulthén potentials for q�0. They are very
useful in nuclear, molecular, and atomic physics. The scalar potential is added to the mass term in
the Klein–Gordon equation and may be interpreted as an effective position dependent mass. For
q=1, the potentials �1� reduce to the standard Hulthén potentials1 and their solution, through the
resolution of the s-wave Klein–Gordon equation2 and in the framework of path integrals,3 has
been known for a long time. In the past few years, the potentials �1� were investigated by means
of different methods. For example, the Klein–Gordon equation with Vq�r� was solved by using the
Nikiforov–Uvarov method.4 In this connection, we also mention the work5 on the potential Sq�r�.
Furthermore, the bound-state solutions of the Klein–Gordon equation with the vector and scalar
potentials �1� were obtained in the framework of the supersymmetric quantum mechanics6 and by
the asymptotic iteration method7 for the s waves, i.e., for the angular momentum l=0, and in a
quantum mechanics way for the l waves by using a special approximation for the centrifugal
term.8 The latter approximate solutions were extended to the case of a quantum system in the
D-dimensional space.9
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We point out, however, certain inconsistencies in the recent studies in Refs. 4–9. Since these
authors neglected that the potentials Vq�r� and Sq�r� have a strong singularity at r= �1 /��ln q when
q�1 and they gave solutions for the bound-state problem, which do not always fulfill the bound-
ary conditions, we think that it is worthwhile to study rigorously the complete solution of the
problem.

In this paper, we propose to discuss in some detail the problem via the path integral approach.
The plan of the present paper is as follows. In Sec. II, we will shortly describe the polar

coordinate path integral for the Green’s function associated with a charged spinless particle in the
presence of radially symmetric vector and scalar potentials. In Sec. III, we present the path integral
evaluation for the generalized Hulthén potentials �q�0� by distinguishing two cases: 0�q�1
and q�1. When q�1 and �1 /��ln q�r��, it is shown that the radial Green’s function relative
to the potentials under consideration for a state of orbital momentum l is brought back to the
Green’s function for the q-deformed Rosen–Morse potential by using 1 /r2�q�2e�r / �e�r−q�2 to
approximate the centrifugal term and applying the space-time transformation technique. The ana-
lytic expressions of the energy spectrum and the corresponding wave function with a correct
normalization factor for any l are obtained. For 0�q�1, the radial Green’s function with l=0
relative to the potentials �1� in the range �0,+�� is transformed into the one of the q-deformed
Rosen–Morse potential, which is defined on the half-line �� �1 /2��ln�1−q�. Then, we calculate
the Green’s function by incorporating the �-function perturbation and making the strength of this
perturbation infinitely repulsive to constitute an impenetrable barrier. The poles of the Green’s
function yield a transcendental equation for the energy levels. In Sec. IV, we construct the radial
Green’s function corresponding likewise to the s waves in the case of the generalized Woods–
Saxon potentials �q�0� by converting the path integral relative to these potentials into the one of
the q-deformed Manning–Rosen potential on the half-line �� �1 /2��ln�1+ �q��. Here, use is made
of the same approach through which we calculated the Green’s function associated with the
generalized Hulthén potentials for 0�q�1, and also only a transcendental equation for the bound
s-state energy levels can be stated. In Sec. V, the standard Hulthén potentials �q=1�, the Woods–
Saxon potentials �q=−e�R�, and the exponential potentials are studied as particular cases. Section
VI will be a conclusion.

II. GREEN’S FUNCTION

In order to construct the path integral for the problem of a spinless relativistic particle under
the action of the potentials �1�, let us consider the Green’s function corresponding to the Klein–
Gordon equation

��P − eA�2 − �M + Sq�2�G�x�,x�� = �4�x� − x�� , �2�

where eA= � Vq�r�
0

� and M is the mass of a particle of charge e on flat �Minkowski� space-time
endowed with the metric g�	=diag�1,−1,−1,−1�. To solve this problem, we start from the
Schwinger’s integral representation to formally write the Green’s function as10–16

G�x�,x�� =
1

2i
�

0

�

d
�x��exp	 i

2
��P − eA�2 − �M + Sq�2�

�x�� . �3�

Since the potentials �1� are Hulthén- or Woods–Saxon-type potentials, we have a spherically
symmetric system which may be conveniently described in polar coordinates. The Green’s func-
tion �3� can be expanded into partial waves

G�r��,t�,r��,t�� =
1

r�r�
�
l=0

�
2l + 1

4�
Gl�r�,t�,r�,t��Pl�cos �� , �4�

where the radial Green’s function is given by
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Gl�r�,t�,r�,t�� =
1

2i
�

0

�

d
�r�,t��exp	 i

2
− Pr

2 + �P0 − Vq�2 −
l�l + 1�

r2 − �M + Sq�2�

�r�,t�� ,

�5�

and Pl�cos �� is the Legendre polynomial with cos �=cos � cos �+sin � sin � cos���−���.
Following Ref. 17, we can express �5� as a pseudotime-sliced path integral

Gl�r�,t�,r�,t�� =
1

2i
�

0

�

dS�Pl�r�,t�,r�,t�;S�� , �6�

where the transformed propagator is given in the canonical form by

Pl�r�,t�,r�,t�;S�� = fR�r��fL�r���r�,t��exp	 i

2
S�fL�r�− Pr

2 + �P0 − Vq�2

−
l�l + 1�

r2 − �Sq + M�2� fR�r�
�r�,t��

= fR�r��fL�r��� � Dr�s��Dt�s��� � DPr�s��DP0�s��
�2��2

�exp	i�
0

S�
ds�− Prṙ + P0ṫ +

1

2
fL�r��− Pr

2 + �P0 − Vq�2

−
l�l + 1�

r2 − �Sq + M�2� fR�r��

= fR�r��fL�r�� lim

N→�
�
n=1

N � � drndtn�
��

n=1

N+1 � � d�Pr�nd�P0�n

�2��2 �expi�
n=1

N+1

A1
n� , �7�

in which we have introduced the regulating functions fL�r� and fR�r� defined by Kleinert17 as

f�r� = fL�r�fR�r� = f1−��r�f��r� , �8�

where � is the splitting parameter. The path integral �7� involves the short-time action

A1
n = − �Pr�n�rn + �P0�n�tn +

�s�

2
fL�rn�− �Pr�n

2 + ��P0�n − Vq�rn��2

−
l�l + 1�

rn
2 − �Sq�rn� + M�2� fR�rn−1� , �9�

with

�s� =
S�

N + 1
= ds� =

ds

fL�rn�fR�rn−1�
, ds = �s =




N + 1
. �10�

Let us first notice that the integrations on the variables tn in �7� produce N Dirac distributions
���P0�n− �P0�n+1�. Thereafter, performing the integrations on �P0�n, one finds that

�P0�1 = �P0�2 = ¯ = �P0�N+1 = E . �11�

The path integral for Pl�r� , t� ,r� , t� ;S�� is then

032301-3 Path integral solutions for Klein–Gordon particle J. Math. Phys. 51, 032301 �2010�

Downloaded 05 Mar 2010 to 140.105.16.125. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://jmp.aip.org/jmp/copyright.jsp



Pl�r�,t�,r�,t�;S�� =
1

2�
�

−�

+�

dE exp�iE�t� − t���Pl�r�,r�;S�� , �12�

where the kernel Pl�r� ,r� ;S�� is given by

Pl�r�,r�;S�� = fR�r��fL�r�� lim
N→�

�
n=1

N � drn��
n=1

N+1 � d�Pr�n

2�
�expi�

n=1

N+1

A2
n� , �13�

with

A2
n = − �Pr�n�rn +

�s�

2
fL�rn�− �Pr�n

2 −
l�l + 1�

rn
2 + �E − Vq�rn��2 − �Sq�rn� + M�2� fR�rn−1� .

�14�

Substituting �12� into �6�, we notice that the t-dependent term does not contain the pseudotime
variable S�. Thus, we can rewrite the partial Green’s function �6� in the form

Gl�r�,t�,r�,t�� =
1

2�
�

−�

+�

dE exp�iE�t� − t���Gl�r�,r�� , �15�

where

Gl�r�,r�� =
1

2i
�

0

�

dS�Pl�r�,r�;S�� . �16�

In order to simplify the calculation of Pl�r� ,r� ;S��, let us put the splitting parameter �= 1
2 , that is

to say, we choose the midpoint prescription since the final result does not depend on any points.
Then, by integrating with respect to the variables �Pr�n, we find

Pl�r�,r�;S�� =
�f�r��f�r���1/4

�2i��s�

lim
N→�

�
n=1

N � drn

�2i��s�f�rn��exp	i�
n=1

N+1

A3
n
 , �17�

with the short-time action in configuration space given by

A3
n =

��rn�2

2�s�
�f�rn�f�rn−1�

−
�s�

2
�M −

S0

e�rn − q
�2

− E +
V0

e�rn − q
�2

+
l�l + 1�

rn
2 ��f�rn�f�rn−1� .

�18�

This path integral �17� depends on the arbitrary real deformation parameter q and cannot be
evaluated exactly because of the presence of the centrifugal term. However, it is easy to show that
the expression q�2e�r / �e�r−q�2 can be used as a good approximation of the centrifugal term 1 /r2

when the parameter q�1. Indeed, this condition on the parameter q can be obtained, in an
elementary way, by Taylor’s expansion of q�2e�r / �e�r−q�2, or more directly, by plotting 1 / ��r�2

and e�r / �e�r−q�2 as functions of �r for some characteristic values of q in Fig. 1. This figure shows
that these two expressions have a similar behavior in the interval �0,+�� in the case where q
�1.

In the following, the evaluation of the radial Green’s function �16� can be done by distin-
guishing four cases.

III. GENERALIZED HULTHÉN POTENTIALS

When the deformation parameter q is positive, the potentials �1� represent general forms of the
Hulthén potential.1 If 0�q�1, the potentials �1� are continuous on the whole interval R+, but, if
q�1, they have a strong singularity at the point r=r0= �1 /��ln q, creating an impenetrable barrier,
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and in this case, we have two distinct regions, one is defined by the interval �0,r0� and the other
by the interval �r0 ,+��. This leads us to build the radial Green’s function �16� by path integration
in each case.

A. First case: q�1 and r0<r<+�

In this case, we will discuss the path integral for the potentials �1� only in the interval �r0 ,
+�� since, in the other interval, the solution cannot be analytically obtained. In order to construct
the path integral for a state of orbital momentum l, we first use 1 /r2�q�2e�r / �e�r−q�2 as an
approximation for 1 /r2 in the centrifugal term and we next perform the following space transfor-
mation:

�r � �r0,+ �� → � � �− �,+ �� �

defined by

r =
1

�
ln�exp�2��� + q� , �19�

accompanied by the appropriate regulating function

f�r���� =
exp�2���
coshq

2����
= g�2��� . �20�

Under these transformations, the kernel �17� becomes

Pl�r�,r�;S�� = �f�r��f�r���1/4 lim
N→�

�
n=1

N+1
1

�2i��s�
�
n=1

N � d�n�
�exp	i�

n=1

N+1  ���n�2

2�s�
+

1

8�s�
��g�

g�
�2

−
2

3

g�
g�
����n�4

− �s��
2�	2

q2 + �2 + l�l + 1��
+

�s��
2

2
�q�2 +

	2

q
+ �2� 1

coshq
2���n�

FIG. 1. Solid curves: q=1,1.2,1.4. Dashed curves: q=−2,−1,−0.5,−0.2,0 ,0.5. Circle curve: 1 / ��r�2.
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− �s��
2��2 −

	2

q2 − l�l + 1��tanhq���n��
 , �21�

where

� =
1

�
�M2 − E2, � =

1

�
�2EV0 + 2MS0, 	 =

1

�
�S0

2 − V0
2. �22�

In Eqs. �20� and �21�, we have used the deformed hyperbolic functions introduced for the first time
by Arai18

coshq x =
1

2
�ex + qe−x�, sinhq x =

1

2
�ex − qe−x�, tanhq x =

sinhq x

coshq x
, �23�

where q is a real positive parameter.
Note that the term in ���n�4 appearing in the action contained in Eq. �21� contributes signifi-

cantly to the path integral. It can be estimated by using the formula19 and replaced by

����n�4� = �
−�

+�

d���n����n�4� 1

2i��s�
�1/2

exp i

2�s�
���n�2� = − 3�s�

2 . �24�

After changing ��n into un and �s� into �−2��, the radial Green’s function �16�, for the l states, is
found to be

Gl�r�,r�� = −
1

2�
�f�r��f�r���1/4GRM

l �u�,u�;Ẽl� , �25�

where

GRM
l �u�,u�;Ẽl� = i�

0

�

d� exp�iẼl��PRM
l �u�,u�;�� , �26�

with

Ẽl = − �	2

q2 + �2 + l�l + 1� +
1

4
� �27�

and

PRM
l �u�,u�;�� =� Du���exp	i�

0

�  u̇2

2
− VRM

l �u��d�
 �28�

is the propagator for the Rosen–Morse potential20 �or general modified Pöschl–Teller potential�
defined in terms of q-deformed hyperbolic functions as

VRM
l �u� = Al tanhq u −

B

coshq
2 u

, u � R . �29�

Here, we have set

� Al = �2 −
	2

q2 − l�l + 1� −
1

4

B =
1

2
�q�2 +

	2

q
+ �2 −

q

4
� .� �30�

Since its exact solution is known, we can then directly write down the result21–23
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GRM
l �u�,u�;Ẽl� =

��M1 − LE���LE + M1 + 1�
��M1 − M2 + 1���M1 + M2 + 1�

��1 − tanhq u�

2

1 − tanhq u�

2
��M1+M2�/2

��1 + tanhq u�

2

1 + tanhq u�

2
��M1−M2�/2

�2F1�M1 − LE,LE + M1 + 1,M1 − M2 + 1;
1 + tanhq u�

2
�

�2F1�M1 − LE,LE + M1 + 1,M1 + M2 + 1;
1 − tanhq u�

2
� , �31�

where the following abbreviations have been used

�
LE = −

1

2
+ � 1

16
+ 2EPT��1/2

EPT� =
1

2
�	2

q2 +
�2

q
+ �2� −

1

32

M1 = � + �l� +
1

2
, M2 = � − �l� −

1

2
,
� �32�

with

�l� = −
1

2
��	2

q2 + �l +
1

2
�2

. �33�

Subsequently, we have to take �l=�l+ to avoid “the fall to the center.”24 The radial Green’s
function Gl�r� ,r�� associated with the potentials �1� for q�1 and in the interval �r0 ,+�� is then
given by

Gl�r�,r�� = −
1

�

��M1 − LE���LE + M1 + 1�
��M1 − M2 + 1���M1 + M2 + 1�

�q2e−��r�+r����M1+M2�/2��1 − qe−�r��

��1 − qe−�r����M1−M2+1�/2
2F1�M1 − LE,LE + M1 + 1,M1 + M2 + 1;qe−�r��

�2F1�M1 − LE,LE + M1 + 1,M1 − M2 + 1;1 − qe−�r�� . �34�

The energy spectrum is obtained from the poles of the Green’s function which occur when M1

−LE=−nr, in the Euler function ��M1−LE� where nr=0,1 ,2 , . . .. They are given through the
equation

�nr,l
=

�2 − q��nr + 1�2 + �2nr + 1��l + l�l + 1��
2q�nr + �l + 1�

. �35�

Now, from �35� and using �22�, we find the energy spectrum
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Enr,l
q�1 =

V0

2

N + l�l + 1� −
2MS0

�2q
�

q�N + l�l + 1�� +
S0

2

�2q2

�
1

2

�N + l�l + 1� +
	2

q2

q�N + l�l + 1�� +
S0

2

�2q2

� �q�N + l�l + 1���4M�Mq + S0� − �2q�N + l�l + 1��� , �36�

where

N = �nr + 1�2 + �2nr + 1��l, �37�

for which the value of nr max is set by

nr max � 	−
1

2
+

1

�q
��2Mq + S0 + V0��2Mq + S0 − V0� −��l +

1

2
�2

+
S0

2 − V0
2

�2q2 
 , �38�

Here, �k� means the largest integer smaller than k. The existence of the two signs in �36� is a
characteristic property of the energies in relativistic quantum mechanics. Its interpretation is
straightforward within the domain of quantum field theory. On the other hand, it is obvious that,
for the bound states, we have to impose the restriction that only the wave functions �nr,l

�r� which
are proportional to 2F1�M1−LE ,LE+M1+1 ,M1+M2+1 , 1

2 �1−tanhq u�� with

LE = −
1

2
+ �	2

q2 +
�2

q
+ �2�1/2

and M1 � R , �39�

are allowed. It then follows that

− M −
S0

q
� Enr,l

q�1 −
V0

q
� M +

S0

q
and − M � Enr,l

q�1 � M . �40�

The wave functions corresponding to the bound states can be found by approximation of the Euler
function ��M1−LE� near the poles M1−LE�−nr,

��M1 − LE� �
�− 1�nr

nr!

1

M1 − LE + nr
=

�− 1�nr+1

nr!

2�2�nr,l
�ñ + �nr,l

�

ñ�A2 + 1��Ĕ2 − �Enr,l
q�1�2�

, �41�

where

�nr,l
=

1

�
�M2 − Enr,l

2 , A =
V0

�qñ
, ñ = nr + �l + 1, �42�

and

Ĕ = E +
AM

�A2 + 1�ñ
 S0

�q
−

�

2M
�N + l�l + 1��� . �43�

Then, using the behavior �41� and taking into consideration the relation �Ref. 25, p. 1043, Eq.
�9.131.2��,

2F1�a,b,c;z� =
��c���c − a − b�
��c − a���c − b� 2F1�a,b,a + b − c + 1;1 − z� + �1 − z�c−a−b

�
��c���a + b − c�

��a���b� 2F1�c − a,c − b,c − a − b + 1;1 − z� , �44�

we notice that the second term in �44� is null because the Euler function ��a� is infinite �a=

032301-8 Benamira et al. J. Math. Phys. 51, 032301 �2010�

Downloaded 05 Mar 2010 to 140.105.16.125. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://jmp.aip.org/jmp/copyright.jsp



−nr�0�. Thus, we are allowed to rewrite the Green’s function �34� in the form

Gl�r�,r�� = �
nr=0

nr max unr,l
q�1�r��unr,l

q�1��r��

�A2 + 1��Ĕ2 − �Enr,l
q�1�2�

, �45�

where the wave functions, properly normalized, are

unr,l
q�1�r� = r�nr,l

q�1�r� = 2��nr,l
�ñ + �nr,l

���ñ + 2�nr,l
+ �l + 1���nr + 2�nr,l

+ 1�

ñnr!��ñ + �l + 1�
�1/2

�
1

��2�nr,l
+ 1�

�1 − qe−�r��l+1�qe−�r��nr,l2F1�− nr, ñ + 2�nr,l
+ �l + 1,2�nr,l

+ 1;qe−�r� .

�46�

Using the relation between the hypergeometric functions and the Jacobi polynomials �Ref. 25, p.
952, Eq. �8.406.1��

Pn
��,���t� =

��n + � + 1�
n ! ��� + 1� 2F1�− n,n + � + � + 1,� + 1;

1 − t

2
� , �47�

we can also express �46� in the form

unr,l
q�1�r� = 2��nr,l

�ñ + �nr,l
�nr ! ��ñ + 2�nr,l

+ �l + 1�

ñ��ñ + �l + 1���nr + 2�nr,l
+ 1� �1/2

�1 − qe−�r��l+1

��qe−�r��nr,lPl
�2�nr,l

,2�l+1��1 − 2qe−�r� . �48�

Now, we have to check whether the radial wave function �48� satisfies the boundary conditions

lim
r→r0

unr,l
q�1�r� = 0 �49�

and

lim
r→�

unr,l
q�1�r� = 0. �50�

When r→r0, it is clear that �48� fulfills the Hermiticity condition �49� of the radial momentum

operator P̂r. However, for r→�, we have to impose the restriction that only the wave function
�48� with �nr,l

�0 fulfills condition �50� if nr satisfies condition �38�.

B. Second case: 0<q<1 and r«R+

The analysis presented above holds, but in this case, the coordinate transformation �19� maps
r�R+ into ��=u� � 1

2 ln�1−q� ,+��. This means that the kernel �28�, for l=0, is the propagator
describing the motion of a particle subjected to a q-deformed Rosen–Morse-type potential on the
half-line u�u0= 1

2 ln�1−q�. As direct path integration is not possible, the problem can be solved by
a trick which consists in introducing an auxiliary �-function term into the action contained in Eq.
�28� to form an impenetrable wall26 at u=u0= 1

2 ln�1−q�. Then, the Green’s function �26�, for l
=0, becomes

GRM
� �u�,u�;Ẽ0� = i�

0

�

d� exp�iẼ0��P��u�,u�;�� , �51�

where
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P��u�,u�;�� =� Du���exp	i�
0

�  u̇2

2
− V��u��d�
 . �52�

This path integral �52� may be understood as representing the propagator for a particle bounded by
a potential of the form

V��u� = VRM
0 �u� − ���u − u0� . �53�

As is quite apparent from the nontrivial form of the potential �53�, path integration of �51� cannot
directly be performed. Therefore, we found that it is convenient to apply the perturbation ap-

proach, which consists of expressing exp�i����
����u−u0�d�� in the power series. Then, Eq. �52� can

be written as

P��u�,u�;�� = PRM
0 �u�,u�;�� + �

n=1

�
�i��n

n! �
j=1

n �
��

�j+1

d� j�
−�

+�

duj�PRM
0 �u1,u�;�1 − �����u1 − u0�

�PRM
0 �u2,u1;�2 − �1�

�¯ � ��un−1 − u0�PRM
0 �un,un−1;�n − �n−1���un − u0�

�PRM
0 �u�,un;�� − �n�

= PRM
0 �u�,u�;�� + �

n=1

�

�i��n�
��

��
d�n�

��

�n

d�n−1. . .�
��

�2

d�1

�PRM
0 �u0,u�;�1 − ���PRM

0 �u0,u0;�2 − �1�

�¯ � PRM
0 �u0,u0;�n − �n−1�PRM

0 �u�,u0;�� − �n� , �54�

where we have ordered the time as ��=�0��1��2� ¯ ��n��n+1=�� and �=��−��. In order to
perform the successive integrations over the variables � j in Eq. �54�, we insert �54� into �51�, and
making use of the convolution theorem of the Fourier transformation, it is possible to write

GRM
� �u�,u�;Ẽ0� = GRM

0 �u�,u�;Ẽ0� −
GRM

0 �u�,u0;Ẽ0�GRM
0 �u0,u�;Ẽ0�

GRM
0 �u0,u0;Ẽ0� −

1

�

, �55�

in which GRM
0 �u� ,u� ; Ẽ0� is the Green’s function associated with the deformed Rosen–Morse

potential �29� for l=0. Here, the quantities Ẽ0 and �0 are given by

� Ẽ0 = − �	2

q2 + �2 +
1

4
�

�0 = −
1

2
+�	2

q2 +
1

4
.� �56�

If we now take the limit �→−�, the physical system is subjected to move in the potential
VRM

0 �u� bounded by an infinitely repulsive barrier11,26 at u=u0. In this case, the Green’s function,
for l=0, is then given by

G0�r�,r�� = −
1

2�
�f�r��f�r���1/4G̃RM�u�,u�;Ẽ0� , �57�

where

032301-10 Benamira et al. J. Math. Phys. 51, 032301 �2010�

Downloaded 05 Mar 2010 to 140.105.16.125. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://jmp.aip.org/jmp/copyright.jsp



G̃RM�u�,u�;Ẽ0� = lim
�→−�

GRM
� �u�,u�;Ẽ0� = GRM

0 �u�,u�;Ẽ0� −
GRM

0 �u�,u0;Ẽ0�GRM
0 �u0,u�;Ẽ0�

GRM
0 �u0,u0;Ẽ0�

.

�58�

The energy spectrum is determined by the poles of the expression �58�, i.e., by the equation

GRM
0 �u0 ,u0 ; Ẽ0�, or as well by the transcendental equation,

2F1�� + � − Q̃,� + � + Q̃,2�;1 − q� = 0, �59�

where �=�0+1 and Q̃=��2+	2 /q2+�2 /q. This transcendental equation can be solved numeri-
cally.

Using the link between �57� and �31� for l=0, the Gauss’ transformation formula �44� and
transforming the variable u=�� into the radial variable by �19�, we obtain, for the wave functions
corresponding to the bound states, the following expression:

u0
0�q�1�r� = r�0

0�q�1�r� = N�1 − qe−�r���qe−�r��
2F1�� + � − Q̃,� + � + Q̃,2�;1 − qe−�r� ,

�60�

where N is a constant factor.

IV. GENERALIZED WOODS–SAXON POTENTIALS

For q�0, the potentials �1� represent general forms of the Woods–Saxon potential,27 which
are defined in the interval R+ and they can be written in the form

VWS
q �r� = −

V0

e�r + q
, SWS

q �r� = −
S0

e�r + q
, �61�

where the minus sign is absorbed in the parameter q and, consequently, this latter becomes
positive.

To bring the path integral �17�, for l=0, into a solvable form, we proceed similarly as in Sec.
III. We perform the following coordinate transformation:

�r � R+ → � � �
1

2�
ln�1 + q�,+ �� � �62�

defined by

r =
1

�
ln�exp�2��� − q� , �63�

and we introduce the regulating function

f�r���� =
exp�2���
sinhq

2����
= g�2��� . �64�

After calculations similar to those made in the above section, the radial Green’s function �16� can
be expressed in terms of the new variable � and the new time s�. Then, changing �� into y=��
−ln�q and �s� into �−2��, we can write �16�, for the s states, in the following form:

G0�r�,r�� = −
1

2�
�f�r��f�r���1/4G̃MR

0 �y�,y�;Ẽ0� , �65�

where
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G̃MR
0 �y�,y�;Ẽ0� = i�

0

�

d� exp�iẼ0��PMR�y�,y�;�� �66�

and

PMR�y�,y�;�� =� Dy���exp	i�
0

�  ẏ2

2
+ A coth y −

B

q sinh2 y
�d�
 . �67�

The constants Ẽ0, A, and B are given by

�
Ẽ0 = − �	2

q2 + �2 +
1

4
�

A =
	2

q2 − �2 +
1

4

B =
1

2
�	2

q
+ q�2 − �2 −

q

4
� .
� �68�

The propagator �67� has the same form as the path integral associated with the potential
VMR�y� introduced by Manning and Rosen28 to discuss the vibrational states of diatomic mol-
ecules. The Manning–Rosen potential is defined for y�R+, but in the present case, we have
converted the path integral for the potentials �61� into a path integral for a Manning–Rosen-type
potential by means of the transformation r→r�y�, which maps R+→ � 1

2 ln�1+1 /q� ,+��. This
means that the motion of the particle takes place on the half-line y�y0= 1

2 ln�1+1 /q�. To calculate
the Green’s function, for l=0, we proceed similarly as in subsection �B� and obtain

G̃MR
0 �y�,y�;Ẽ0� = GMR�y�,y�;Ẽ0� −

GMR�y�,y0;Ẽ0�GMR�y0,y�;Ẽ0�

GMR�y0,y0;Ẽ0�
, �69�

in which GMR�y� ,y� ; Ẽ0� is the Green’s function associated with the standard Manning–Rosen
potential28

VMR�y� = − A coth y +
B

q sinh2 y
, y � 0. �70�

Since its exact solution is known, we can then directly write down the result21

GMR�y�,y�;Ẽ0� =
��M1 − LE���LE + M1 + 1�

��M1 − M2 + 1���M1 + M2 + 1�� 2

1 + coth y�

2

1 + coth y�
��M1+M2+1�/2

� � coth y� − 1

coth y� + 1

coth y� − 1

coth y� + 1
��M1−M2�/2

2F1�M1 − LE,LE + M1 + 1,M1 − M2

+ 1;
coth y� − 1

coth y� + 1
�2F1�M1 − LE,LE + M1 + 1,M1 + M2 + 1;

2

1 + coth y�
� ,

�71�

where the symbols y� and y� denote max�y� ,y�� and min�y� ,y��, respectively. 2F1�� ,� ,� ;z� is
the hypergeometric function and the following abbreviations have been used

� LE = −
1

2
+

1

2
�2�A − Ẽ0� = −

1

2
+�1

4
+

	2

q2

M1,2 =
1

2
�2�2B

q
+

1

4
� �− 2�A + Ẽ0�� =��2 +

	2

q2 −
�2

q
� � .� �72�
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The bound-state energy levels are determined by the poles of Eq. �69�, i.e., by the equation

GMR�y0 ,y0 ; Ẽ0�=0, or as well by the following quantization condition which is a transcendental
equation involving the hypergeometric function:

2F1�1 + � + Q − �,� + � + Q,2� + 1;
q

q + 1
� = 0, �73�

with

� =
1

2
+�1

4
+

	2

q2 , Q =��2 +
	2

q2 −
�2

q
. �74�

Using the Green’s function �71� of the Manning–Rosen potential and the link between �65� and
�71�, we find that the wave functions corresponding to the bound states are given by

u0
q�0�r� = N� 1

e�r + q
��� 1

1 + qe−�r�Q

2F1�1 + � + Q − �,� + � + Q,2� + 1;
q

e�r + q
� , �75�

where N is a constant factor.

V. PARTICULAR CASES

A. First case: Standard Hulthén potentials

By setting q=1 in the definition �1�, we obtain the standard Hulthén potentials

V1�r� = −
V0

e�r − 1
, S1�r� = −

S0

e�r − 1
. �76�

The parameter �l defined by expression �33� can be written

�l = − 1
2 + �	2 + �l + 1

2�2. �77�

The discrete energy spectrum and the normalized wave functions of the bound states can be
deduced from Eqs. �36� and �46�,

Enr,l
q=1 =

V0

2

N + l�l + 1� −
2MS0

�2 �
N + l�l + 1� +

S0
2

�2

�
1

2

�N + l�l + 1� + 	2

N + l�l + 1� +
S0

2

�2

� ��N + l�l + 1���4M�M + S0� − �2�N + l�l + 1��� , �78�

unr,l
q=1�r� = r�nr,l

q=1�r� = 2��nr,l
�ñ + �nr,l

���ñ + 2�nr,l
+ �l + 1���nr + 2�nr,l

+ 1�

ñnr!��ñ + �l + 1�
�1/2

�
1

��2�nr,l
+ 1�

�1 − e−�r��l+1�e−�r��nr,l2F1�− nr, ñ + 2�nr,l
+ �l + 1,2�nr,l

+ 1;e−�r� .

�79�

For l=0, these results coincide with those obtained in Ref. 3.

B. Second case: Woods–Saxon potentials

By taking q=e�R and �R�1, it is possible to obtain from �61� the well known Woods–Saxon
potentials
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VWS�r� = −
Ṽ0

e��r−R� + 1
, SWS�r� = −

S̃0

e��r−R� + 1
, �80�

where Ṽ0=V0e−�R and S̃0=S0e−�R. The parameter R is the width of the potential and �−1 is the
surface thickness.

In this case, the quantization condition for the s states can be determined by using the Gauss’s
transformation formula �44� and noting that q / �q+1��1 for �R�1. Thus, Eq. �73� can be written
as

��2Q���1 + � − � − Q���� + � − Q�
��− 2Q���1 + � − � + Q���� + � + Q�

�e−�R�−2Q = − 1. �81�

In order to simplify the discussion of Eq. �81�, we only consider the case where Q2�0, which

according to �74� implies that −M �E�−M + S̃0− Ṽ0 or M − S̃0− Ṽ0�E�M, and hence that Q
turns out to be pure imaginary. Writing

Q = i� �82�

and defining �1, �2, and � as

��1 = arg ��� + � + i��
�2 = arg ��� − � + i��

� = arg ��2i�� ,
� �83�

we can rewrite �81� in the form of

exp2i� − 2i�1 − 2i�2 − 2i arctan� �

� − �
���e−�R�−2i� = − 1. �84�

This leads on to the quantization condition

��R + � − �1 − �2 − arctan� �

� − �
� = �n +

1

2
�� , �85�

with n=0, �1, �2, . . ..

C. Third case: Exponential potentials

By setting q=0 in expressions �1�, we obtain vector and scalar exponential-type potentials
given as follows:

V�r� = − V0e−�r, S�r� = − S0e−�r, �86�

with the parameters V0, S0, and � defined by V0= Ṽ0e�r0, S0= S̃0e�r0, and �=� /r0, where Ṽ0 and S̃0

are the depths of the vector and scalar potentials, and r0 is the equilibrium distance of the two
nuclei of the diatomic molecule.

In this case, it can be seen from Eqs. �74� that
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�
� �

q→0

1

2
+

	

q
, Q �

q→0
−

1

2

�2

	
+

	

q

1 + � + Q − � �
q→0

1

2
+ � −

1

2

�2

	

� + Q + � �
q→0

1

2
+ � −

1

2

�2

	
+

2	

q
→

q→0
� .
� �87�

On the other hand, by using the formula24

lim
�→�

2F1��,�,�;
z

�
� = 1F1��,�;z� , �88�

it is easy to show that, in the limiting case q→0, the wave functions �75� become

u0
q=0�r� = N�e−�r��exp�− 	e−�r�1F1�1

2
+ � −

1

2

�2

	
,2� + 1;2	e−�r� . �89�

The energy spectrum can be deduced from the boundary condition at r=0. Considering �r0�1
and using the asymptotic expansion, we see from �89� that the quantization condition is given by

1

2
+ � −

1

2

�2

	
= − nr, nr = 0,1,2,3, . . . . �90�

Taking into account Eqs. �22� and �90�, the energy levels are written as

Enr

q=0 =
�2	V0

S0
2 �nr

���nr

2 −
V0

2

S0
2 ��nr

+
M

�
���nr

−
M

�
�� , �91�

where

�nr
= nr −

MS0

�2	
+

1

2
. �92�

These results are in agreement with those recently obtained through resolution of Klein–Gordon
equation29 and by applying the asymptotic iteration method.30 Note that the wave functions �89�
and the energy spectrum �91� can be derived also in another way. By starting from the wave
functions �60� and proceeding to the limiting q→0, we see that

�
� �

q→0

1

2
+

	

q
, Q̃ �

q→0

1

2

�2

	
+

	

q

� + � − Q̃ �
q→0

1

2
+ � −

1

2

�2

	

� + � + Q̃ �
q→0

1

2
+ � +

1

2

�2

	
+

2	

q
→

q→0
� .
� �93�

Next using formula �88�, we recover the wave functions �89� and thus the expression �91� of the
energy spectrum. As is expected, the energy spectrum is a continuous function with respect to the
parameter q by crossing the value q=0.

VI. CONCLUSION

In this article, the complete solution of the path integral of the relativistic spinless particle
with charge e in the presence of vector and scalar deformed Hulthén and Woods–Saxon potentials
has been presented. As we have shown, the path integral for the Green’s function associated with
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these potentials cannot be evaluated for any deformation parameter q in a unified manner because
of the singularity at r= �1 /��ln q and the limiting case q=0. When q�1 and �1 /��ln q�r�+�,
the radial Green’s function for any l state is directly calculated via a combination of an approxi-
mation to the centrifugal term and a suitably chosen space-time transformation. The analytic
approximate energy spectrum and the normalized wave functions of the bound states are then
obtained from the poles of the Green’s function and their residues, respectively. For 0�q�1 or
q�0, the path integral evaluation of the radial Green’s function is based on the incorporation of
an additional �-function potential as a perturbation which has the effect of an impenetrable wall at
a given point when the strength is infinite repulsive. In both cases, we have demonstrated that the
s state energy levels are given by transcendental equations involving the hypergeometric function.
Three particular cases are considered. They constitute a consistency check for the correctness of
our results. The solutions obtained in Refs. 4–9 are at best valid for q�1 and �1 /��ln q�r�

+�. We also point out that the potentials �1� are only supersymmetric and shape invariant when
q=0 or q�1 and �1 /��ln q�r�+�, as shown in Ref. 31.
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