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Chapter 1

introduction

Dans cette section nous allons présenter brièvement les bases qui étaient nécessaires

à la théorie de déformation quantique pour se développer, même si d’un point de vue

abstrait on pourrait l’avoir imaginée sur la base de la mécanique classique hamiltonienne.

La philosophie soulignant le rôle des déformations dans la physique a été réguliérement

proposée par plusieurs physicioens en particulier Flato depuis plus de 30 ans et il l’a

exprimée par la suite lui même dans[1] ( voir également[3, 2]). En bref, le passage d’une

théorie physique à une autre, plus raffiné, peut être compris (et pourrait même avoir été

prédit) en utilisant ce que les mathématiciens appellent la théorie de déformation. Par

exemple on passe de la physique newtonienne vers la relativité spéciale en déformant le

groupe d’invariance (le groupe de Galilée SO(3) ·R3) au groupe SO(3, 1) ·R4 de Poincaré
avec le paramètre de déformation c−1, où c est la vitesse de la lumière.Il y a beaucoup

d’autres exemples parmi lesquels la quantification est peut-être la plus séminale.

En fait il semble que l’idée que la mécanique quantique n’est qu’un certain genre de

mécanique classique déformée a été, presque des le début de la théorie quantique,"dans

l’esprit de beaucoup de physiciens".Ceci est justifié par la notion de la limite classique

et également plus par l’approximation semi-classique de presque toutes les théories, une

bonne présentation est donnée dans [5].Mais l’idée est demeurée cachée " dans les esprits

" pendant longtemps, en particulier dû à l’apparent insurmontable " saut quantique "
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lié à la nature des observables et probablement aussi parce que la notion mathématique

de la déformation et les cohomologies appropriés n’étaient pas, à l’époque, disponibles.

Une longue maturation était nécessaire et qui a par la suite donné naissance à la vérita-

ble théorie de déformation quantique il y a environ 20 ans[6]. Il est possible d’imaginer

intellectuellement de nouvelles théories physiques en déformant celles existantes . Même

si le concept mathématique associé à une théorie existante est mathématiquement rigide,

il peut être possible de trouver un contexte plus large dans lequel les déformations non

triviales existent. Par exemple le groupe de Poincaré peut être déformé ( rigide dans la

catégorie des groupes de Lie) au groupe anti De Sitter SO(3,2) très populaire, bien qu’il

avait été étudié intensivement il y a environ 25-30 ans par [7] et ayant pour résultat en

particulier une formulation de la QED avec des photons dynamiquement composés de

deux singletons [10] dans l’espace AdS. Comme il est bien connu, ils existent des défor-

mations des algèbres de Hopf associées à un groupe de Lie simple (ceux sont les "groupes

quantiques " [9], qui sont en fait un exemple de la déformation quantique[8], et ont été

intensivement étudiés et appliqués à la physique). Néanmoins de telles constructions

’intellectuelles’, même si elles sont de belles théories mathématiques, ont besoin d’être

confrontées d’une façon ou d’une autre avec la réalité physique afin qu’elles puissent être

sérieusement accepteé dans la physique. Ainsi certaines intuitions physique sont toujours

nécessaires lors de l’utilisation de la théorie de déformation dans la physique.

Après ce brèf historique nous allons commencer à introduire quelques notions sur les

procédures de déformation (quantification) du point de vue formalisme mathématique en

particulier les groupes quantiques ou structures de Hofp, mais avant rappelant quelques

concepts sur le passage de la mécanique classique à la mécanique quantique.

1.0.1 Quantification de Weyl et son développement

Pour quelqu’un qui est familier avec la mécanique classique et la mécanique quantique, ce

que nous appelons ici la " déformation quantique " est liée à la procédure de quantifica-

tion de Hermann Weyl. Dans cette procédure, à certaines fonctions u(p, q) dépendantes
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certaines variables classiques sur de l’espace de phase R2c (avec p, q ∈ Rc), on peut as-

socier un opérateur (l’observable quantique correspondant ) Ω(u) dans l’espace de Hilbert

L2(Rc) en suivant prescription générale suivante:

u 7→ Ωw(u) =

Z
R2c

ũ(ξ, η)exp(i(P.ξ +Q.η)/~)w(ξ, η) dcξdcη (1.1)

où ũ est la transformée de Fourier inverse de u, Pα et Qα sont des opérateurs qui satis-

faient les relations canoniques de commutation [Pα, Qβ] = i~δαβ (α, β = 1, ..., c), w est

une fonction de poids et l’intégrale est prise dans la topologie faible des opérateur.Ce

qu’on appelle aujourdhui en quantification produit ou ordre normal correspond à choisir

le poids égal à w(ξ, η) = exp(−1
4
(ξ2 ± η2)), ordre standard (le cas des opérateurs pseu-

dodifférentiels habituels dans les mathématiques) correspond à w(ξ, η) = exp(− i
2
ξη) et

l’ordre original de Weyl (symétrique) à w = 1.Une formule d’inversion a été trouvée peu

après par Eugene Wigner et a permet de relier un opérateur à ce que les mathématiciens

appellent formule classe de trace.Par exemple Ω1 définit un isomorphisme de l’espaces

de Hilbert entre L2(R2c) et les opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L2(Rc) avec l’inverse

donné par

u = (2π~)−cTr[Ω1(u) exp((ξ.P + η.Q)/i~)] (1.2)

et si Ω1(u) est une classe de trace on a Tr(Ω1(u)) = (2π~)−c
R
uωc où ωcest le vol-

ume (symplectique) dx sur R2c. De nombreux développements ont été réalisés selon les

méthodes de l’espace de phase, dont beaucoup peuvent être trouvées décrites dans [19].

L’intérêt particulier était de trouver une interprétation à la fonction classique u, symbole

de l’opérateur quantique Ω1(u); c’était le problème qui a été posé par Blackett à son étu-

diant Moyal. L’idée naïve était de l’interpréter comme une densité de probabilité mais

naturellement elle a été rejetée (parce que il n’y aucune raison pour que u soit positif),

mais en recherchant une expression directe pour le symbole de commutation quantique,

Moyal trouva ce qu’on appelle aujourdhui les crochets de Moyal
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M(u, v) = ν−1 sinh(νP )(u, v) = P (u, v) +
∞X
r=1

ν2rP 2r+1(u, v) (1.3)

où 2ν = i~, P r(u, v) = Λi1j1 . . .Λirjr(∂i1...iru)(∂j1...jrv) est la rième puissan de (r ≥ 1)

de l’opérateur bidifférentiel crochet de Poisson P , ik, jk = 1, . . . , 2c, k = 1, . . . , r et

(Λikjk) =
¡
0−I
I 0

¢
. Pour fixer les idées nous pouvons assumer ici que u, v ∈ C∞(R2c) et

la somme est prise comme série formelle (la définition et la convergence pour différentes

familles des fonctions u et v ont été également étudiés dans [6]). Une formule semblable

pour le symbole d’un produit Ω1(u)Ω1(v) avait été trouvé un peu plus tôt et maintenant

elle est écrite en tant que produit star de Moyal:

u ∗M v = exp(νP )(u, v) = uv +
∞X
r=1

νrP (u, v). (1.4)

Plusieurs formules intégrales pour le produit star ont été présentées et l’image de Wigner

de diverses familles des opérateurs (y compris les opérateurs sur L2(Rc)) ont été étudiées,

puis après la théorie de déformation quantique a connu son développement [11][12]. Une

adaptation suivant l’ordre de Weyl de la notion mathématique des opérateurs pseudod-

ifferential (ordonnés les opérateurs différentiels suivant, "q les premiers , puis p ") a été

faite dans [13]. Partant de la théorie des champs, où l’ordre (de Wick) normal est es-

sentielle (le rôle de q et p en haut est joué dans ce cas par q± ip), Berezin [18] développa

vers les années 70 une étude étendue de ce qu’il a appelé " quantification ", basée sur le

principe de correspondance et les symboles de Wick. Elle est essentiellement basée sur les

manifolds de Kähler et liée aux opérateurs pseudodifferentiels dans le domaine complexe

[20]. Toutefois dans sa théorie, comme dans les études de divers orderes[19], les concepts

importants de la déformation et de la formulation autonome de la mécanique quantique

en général dans l’espace de phase sont absents.
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1.0.2 Théories de Cohomologie et la déformation

I.E. Segal [26] et (indépendamment) peu aprés Wigner et Inonü [23, 25] ont introduit dans

la fin des années 50 un genre d’inversion [22] à la notion mathématique de la déformation

des groupes de Lie et ses algèbres, notion qui a été précisament définie seulement en 1964

par Murray Gerstenhaber [21]. Cette inversion est appelée contraction et les exemples

typiques (mentionnés au début de cette section) sont le passage de De Sitter aux groupes

de Poincaré (en prenant la limite de la courbure nulle dans l’espace-temps) ou de Poincaré

à Galilée en prenant c−1 → 0). Intuitivement parlant une contraction est effectué en

négligeant dans les symétries, à un certain niveau de réalité physique, une constante

(comme le c−1) qui a un impact négligeable à ce niveau mais des effets significatifs

au plus haut " raffiné " niveau. Noter que ceci peut être réalisé mathématiquement

dans la plupart des cas [25] est plus général dans [24] mais les deux ont pour inversion

la déformation de Gerstenhaber. La notion des déformation des algèbres, qui peuvent

être considérés comme résultats de la notion (présentée quelques années auparavant)

des déformations des structures analytiques complexes, a donné naissance à une théorie

mathématique compléte et bien définie.

Il s’avère également que de nouvelles déformations ont été introduites et qui sont bien

plus générales que celles présentées par Gerstenhaber, elles ont été présentées (voir [17]

et [2] ) dans le but de quantifier la mécanique de Nambu. Il reste toujours l’inversion de

certaines procédures de contraction, appliquées (comme le cas de la déformation quan-

tique, où l’algèbre est celle des observables classiques et le paramètre est la constante

de Planck) aux algèbres qui n’ont pas de symétrie géométrique. Et qui laisse la porte

grande ouverte à d’autre procédure mathématique le soin de la découverte.

1.0.3 Quantum groups

Autour des années 1980 Kulish et Reshetikhin [15], pour des raisons liés à l’étude de

la diffusion inverse et aux modèles à deux dimensions, ont découvèret une modification

étrange de sl(2) une algèbre de Lie, où la relation de commutation des deux générateurs
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nilpotent devient un sinus du générateur semi-simple au lieu d’être son multiple . Ceci

exige en fait la satisfaction de l’algèbre enveloppante de U(g). La théorie a été dévelop-
pée dans la première moitié des années 80 par l’école de Léningrad de L. Faddeev [4],

systématisée par V. Drinfeld qui a développé le contexte algébrique de Hopf et inven-

tée le terme "quantum group" (les groupes quantique) [9] et du point de vue de Jimbo

on l’appelle algèbre d’enveloppante[16].Peu après, Woronowicz [14] a réalisé ces modèles

dans le contexte de la géométrie non commutative d’Alain Connes par les pseudogroupes

de matrice, avec des coefficients (satisfaisant quelques relations) dans l’algèbre C∗.Un

exemple typique de telles algèbres de Hopf est le groupe de Poisson Lie, un groupe de Lie

G avec une structure de Poisson compatible i.e. crochet de Poisson P sur N = C∞(G),

considéré comme bialgèbre avec le coproduit défini par ∆u(g, g0) = u(gg0), g, g0 ∈ G,

satisfait ∆P (u, v) = P (∆u,∆v), u, v ∈ N .

1.1 Structures de Hopf des groupes de Lie et algèbre

de Lie ordinaires

Nous commençons par considérer Fun (G), l’ensemble des fonctions différentiables d’un

groupe de Lie G sur les nombres complexes C. Fun (G) est une algèbre avec la somme et

le produit définient comme d’habitude par (f +h)(g) = f(g)+h(g), (f ·h) = f(g)h(g),

(λf)(g) = λf(g), pour f, h ∈ Fun(G), g ∈ G, λ ∈ C. L’unité de cette algèbre est I,

définie par I(g) = 1, ∀g ∈ G.

Utilisons la structure du groupe de g, nous pouvons introduire sur Fun (G)trois autres

applications linéaires, le co-produit ∆, la co-unité ε et le co-inverse (ou antipode) κ:

∆(f)(g, g0) ≡ f(gg0), ∆ : Fun(G)→ Fun(G)⊗ Fun(G) (1.5)

ε(f) ≡ f(e), ε : Fun(G)→ C (1.6)

(κf)(g) ≡ f(g−1), κ : Fun(G)→ Fun(G) (1.7)

8



où e est l’unité de G. Il n’est pas difficile de vérifier les propriétés suivantes des

co-structures:

(id⊗∆)∆ = (∆⊗ id)∆ (co− associativité de ∆) (1.8)

(id⊗ ε)∆(a) = (ε⊗ id)∆(a) = a (1.9)

m(κ⊗ id)∆(a) = m(id⊗ κ)∆(a) = ε(a)I (1.10)

et

∆(ab) = ∆(a)∆(b), ∆(I) = I ⊗ I (1.11)

ε(ab) = ε(a)ε(b), ε(I) = 1 (1.12)

κ(ab) = κ(b)κ(a), κ(I) = I (1.13)

ou a, b ∈ A = Fun(G) et m est la fonction multiplication m(a⊗ b) ≡ ab. Le produit

dans ∆(a)∆(b) est le produit dans A⊗A:

(a⊗ b)(c⊗ d) = ab⊗ cd.

En général un co-produit peut être développé sur A⊗A comme :

∆(a) =
X
i

ai1 ⊗ ai2 ≡ a1 ⊗ a2 (1.14)

où ai1, a
i
2 ∈ A et a1⊗a2 est une notation réduite que nous utileserons souvent par la suite.

Par exemple pour A = Fun(G) nous avons :

∆(f)(g, g0) = (f1 ⊗ f2)(g, g
0) = f1(g)f2(g

0) = f(gg0) (1.15)

En utilisant (1.15), la démonstration de (1.8)-(1.10) est immédiate.

Une algèbre A menue des homomorphismes ∆ : A → A ⊗ A , ε : A → C, de
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l’antimorphisme κ : A→ A et qui satisfait les propriètés (1.8)-(1.13) est une algèbre de

Hopf

Ainsi Fun (G) est une algèbre de Hopf1. Notons que les propriétés (1.8)-(1.13) im-

pliquent les relations:

∆ (κ (a)) = κ (a2)⊗ κ (a1) (1.16)

ε (κ (a)) = ε (a) (1.17)

Considérant maintenant l’algèbre A des polynômes dans les éléments de matrices T a
b

de la représentation fondamentale de G. L’algèbre A est dite librement générée par T a
b.

Il est clair que A ⊂ Fun(G), puisque se sont des fonctions sur G. En fait chaque

fonction sur G peut être exprimée comme un polynôme en T a
b (la raison est que les

éléments de matrice de toutes les représentations irréductibles de G forment une base

complète de Fun(G), et ces éléments de matrice peuvent être construits hors des produits

appropriés de T a
b(g)), de sorte que A = Fun(G). Le groupe (manifold) G peut être

complètement caractérisée par Fun(G), les co-structures sur Fun portant l’information

sur la structure du groupe de G. Ainsi un groupe de Lie classique peut être "défini"

comme algèbre A librement générée par des éléments de matrice (commutants) T a
b de

la représentation fondamentale de G, considérées comme des fonctions sur G. Cette

définition admet des généralisations non commutatives, c.-à-d. les groupes quantiques.

En utilisant les éléments T a
b nous pouvons écrire une formule explicite pour l’expansion

(1.14) ou (1.15): en effet (1.5) devient

∆(T a
b)(g, g

0) = T a
b(gg

0) = T a
c(g)T

c
b(g

0) (1.18)

1Pour être précis, est une algèbre de Hopf alors que Fun(G×G) peut être identifier avec Fun(G)⊗
Fun(G), ainsi et seulement alors on peut définir un coproduit dans(1.5). Ceci est possible pour un G
compact.
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puisque T est une représentation de matrice de G. Par conséquent :

∆(T a
b) = T a

c ⊗ T c
b. (1.19)

D’ailleurs, en utilisant (1.6) et (1.7), on trouve :

ε(T a
b) = δab (1.20)

κ(T a
b) =

¡
T−1

¢a
b
. (1.21)

Ainsi l’algèbre A = Fun(G) des polynômes dans les éléments T a
b est une algèbre de

Hopf avec des co-structures définies par (1.19)-(1.21) and (1.11)-(1.13).

Un autre exemple d’algèbre de Hopf est donné par n’importe quelle algèbre de Lie

ordinaire, ou plus précisiment par l’algèbre universelle enveloppante d’une algèbre de Lie,

c.-à-d. l’algèbre (avec unité I) des polynômes dont les générateurs Ti modulo les relations

de commutation:

[Ti, Tj] = CijTk

Ici on définit la co-structure comme suit:

∆(Ti) = Ti ⊗ I + I ⊗ Ti ∆(I) = I ⊗ I (1.22)

ε(Ti) = 0 ε(I) = 1 (1.23)

κ(Ti) = −Ti κ(I) = I (1.24)

Le lecteur peut vérifier que (1.8)-(1.10) sont satisfaites

En général le dual d’une algèbre de Hopf (de dimension finie) A est une algèbre de

Hopf A0, dont les structures et les co-structures sont données, respectivement, par les
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co-structures et les structures de A, c-à-d:

χ1χ2(a) ≡ (χ1 ⊗ χ2)∆(a), χ1, χ2 ∈ A0 (1.25)

I 0(a) ≡ ε(a) I 0 = unité de A0 (1.26)

et

∆0(χ)(a⊗ b) ≡ χ(ab) (1.27)

ε0(χ) ≡ χ(I) (1.28)

κ0(χ)(a) ≡ χ(κ(a)) (1.29)

1.1.1 Groupes quantiques. L’example de GLq(2)

Les groupes quantiques sont introduits comme des déformations non commutatives de

l’algèbre A = Fun(G) de la section précédente [ plus précisiment comme les algèbres de

Hopf non commutatives obtenues par des déformations continues de l’algèbre de Hopf

A = Fun(G) ]. Dans ce qui suit nous allons considérer des groupes quantiques définis

comme des algèbres associatives A librement générées par les élèments de matrices non-

commutatives T a
b et qui satisfaient les relations

Rab
efT

e
cT

f
d = T b

fT
a
eR

ef
cd (1.30)

et quelques autres conditions dépendant de quel groupe classique nous sommes entraint de

déformer. La matrice R contrôle la non-commutativité du T a
b, et ses éléments dépendent

continuement d’un paramètre q (en général complexe), ou probalement un ensemble de

paramètre. Pour q → 1, dite "limite classique", nous devons avoir

Rab
cd

q→1−→ δacδ
b
d (1.31)

c-à-d les élèments de matrice T a
e commutent pour q = 1, et on retrouve l’espace
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ordinaire Fun(G).

L’associativité de A implique une condition de consistence sur la matrice R, i.e.

l’équation de Yang—Baxter quantique

Ra1b1
a2b2

Ra2c1
a3c2

Rb2c2
b3c3

= Rb1c1
b2c2

Ra1c2
a2c3

Ra2b2
a3b3

(1.32)

Pour une simplicité d’écriture les équations sont mises sous la forme “RTT" (1.30) et

l’équation de Yang—Baxter quantique et la relations de consistance deviennent comme

suit:

R12T1T2 = T2T1R12 (1.33)

R12R13R23 = R23R13R12 (1.34)

où les indices inférieurs 1, 2 et 3 se référent aux différents couples d’indice. Ainsi T1

indique la matrice T a
b , T1T1 indiquent T

a
cT

c
b, R12T2 indiquent R

ab
cdT

d
e et ainsi de suite,

et les indices inférieurs répétés signifient la multiplication de matrices. L’équation de

Yang—Baxter quantique (1.34) est une condition suffisante pour la consistence de équation

RTT (1.33). En effet le produit de trois éléments différents T a
b, T

c
d et T

e
f , indiqué par

T1T2T3, peut être réordonné par deux chemins

T1T2T3
%
&

T1T3T2 → T3T1T2

T2T1T3 → T2T3T1

&
%

T3T2T1 (1.35)

par utilisation répétée de l’équation de RTT . La relation (1.34) assure que les deux

chemins mènent au même résultat.

L’algèbre A (“groupe quantique") est une algèbre de Hopf non-commutative dont les

co-structures sont identiques à ceux définies pour l’algèbre de Hopf commutative Fun(G)

de la section précédente, les équations (1.18)-(1.21), (1.11)-(1.13).

Donnons l’exemple de SLq(2), l’algèbre librement générée par les éléments α, β, γ et
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δ de la matrice 2× 2

T a
b =

 α β

γ δ

 (1.36)

satisfaite les permutations

αβ = qβα, αγ = qγα, βδ = qδβ, γδ = qδγ

βγ = γβ, αδ − δα = (q − q−1)βγ, q ∈ c (1.37)

et

det
q
T ≡ αδ − qβγ = I. (1.38)

Les permutations (1.37) peuvent être obtenues de (1.30) par la matrice R

Rab
cd =


q 0 0 0

0 1 0 0

0 q − q−1 1 0

0 0 0 q

 (1.39)

où les lignes et les colonnes sont numérotées par l’ordre 11, 12, 21, 22.

Il est simple de vérifie que le “déterminant quantique" défini dans (1.38) commute

avec α, β, γ et δ,de sorte que la condition detq T = I est consistante. L’inverse de matrice

de T a
b est ¡

T−1
¢a
b
= (detqT )

−1

 δ −q−1β
−qγ α

 (1.40)

Le co-produit, co-unité et le co-inverse de α, β, γ et δ sont déterminés par les formules

(1.18)-(1.21) pour être

∆(α) = α⊗ α+ β ⊗ γ, ∆(β) = α⊗ β + β ⊗ δ

∆(γ) = γ ⊗ α+ δ ⊗ γ, ∆(δ) = γ ⊗ β + δ ⊗ δ (1.41)
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ε(α) = ε(δ) = 1, ε(β) = ε(γ) = 0 (1.42)

κ(α) = δ, κ(β) = q−1β, κ(γ) = −qγ, κ(δ) = α. (1.43)

Note 1: En général κ2 6= 1, comme il peut être vérifié en utillisant (1.43). et donc
on a les relations utiles suivantes [27]:

κ2(T a
b) = Da

cT
c
d

¡
D−1¢d

b
= dad−1b T a

b (1.44)

où D est une matrice diagonale, Da
b = daδab , donnée par d

a = q2a−1 pour les q-groupes

An−1.

Note 2:Les commutations (1.37) sont compatibles avec le co-produit ∆, dans le

sens que ∆(αβ) = q∆(βα) et ainsi de suite. En général nous devons avoir

∆(R12T1T2) = ∆(T2T1R12), (1.45)

ce qui est facilement vérifié en utisant ∆(R12T1T2) = R12∆(T1)∆(T2) et ∆(T1) = T1⊗T1.
C’est équivalent de montrer que les élément de matrice du produit matriciel T1T 01, où T 0

est une matrice [satisfant (1.30)] dont les éléments commutent avec ceux de T a
b, et qui

obéissent toujours aux commutations (1.33).

Note 3: ∆(detq T ) = detq T⊗detq T de sorte que la propriété du co-produit∆(I) =
I ⊗ I est compatible avec detq T = I.

Note 4: Autres conditions compatibles avec la relation de RTT peuvent être

imposées sur T a
b:

i) Condition de l’unitarité : T † = T−1 ⇒ α = δ, β = −qγ, γ = −q−1β, δ = α, où
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q est un nombre réel et la barre denote une involution, la q-analogue de la conjugaison

complexe, satisfait (αβ) = βα etc, et réduit SLq(2) à SUq(2).

ii) Condition de réelité : T̄ = T ⇒ α = α, β = β, γ = γ, δ = δ, |q| = 1. et réduit
SLq(2) à SLq(2, R).

iii) Le q-analogue des groupes orthogonaux et symplectiques peut aussi être défini,

voir [27].

Note 5: La condition (1.38) peut être adouci. Alors nous devons inclure l’élément

central ζ = (detq T )−1 dans A, afin de pouvoir définir l’inverse de la q-matrice (matrice

quantique) T a
b comme dans (1.40), et le co-inverse T

a
b comme dans (1.21). Le q−groupe

(groupe quantique) est alors GLq(2), et la condition de l’unitarité le réduit à Uq(2). Le

lecteur peut déduire les co-structures sur ζ:

∆(ζ) = ζ ⊗ ζ, ε(ζ) = 1, κ(ζ) = detq T .

Note 6: Plus généralement, le déterminant quantique des n × n q-matrices est

défini par detq T =
P

σ(−q)l(σ)T 1σ(1) · · ·T 1σ(n), où l(σ) est le nombre minimal des inversions
dans une permutation σ.Alors detq T = 1 restreint GLq(n) à SLq(n).

Note 7: Nous rappelons les relations importantes [27] pour la matrice bR définie

par bRab
cd ≡ Rba

cd, à qui la limite q = 1 est l’opérateur de permutation δadδ
b
c:

bR2 = (q − q−1) bR+ I, pour An−1 (condition de Hecke ) (1.46)

( bR− qI)( bR+ q−1I)( bR− q1−NI) = 0, pour Bn, Cn, Dn, (1.47)

avec N = 2n + 1 pour les séries Bn et N = 2n pour Cn et Dn. D’ailleurs pour tous les

q-groupes A,B,C,D la matrice R est triangulaire inferieure et satisfait:

¡
R−1

¢ab
cd
(q) = Rab

cd(q
−1) (1.48)

Rab
cd = Rdc

ba (1.49)
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1.1.2 Calcul differentiel dans les groupes quantiques

Dans cette section on donne un petit rappel du calcul différentiel bicovariant sur les

q-groupes comme il a été développé par Woronowicz [28] La limite q −→ 1 apparaîtra

constamment dans notre discussion, afin de montrer clairement quelle structure classique

va être q- généralisée.

Considérons l’algèbre A de la section précédente, c.-à-d. l’algèbre librement

générée par les élèments de matrice T a
b les relations (1.30) et probablement quelques

conditions de réelité ou d’orthogonalité.

Le calcul différentiel du premier ordre sur A est alors défini par

i) une fonction linéaire d: A→ Γ, satisfsant la règle de Leibniz

d(ab) = (da)b+ a(db), ∀a, b ∈ A; (1.50)

Γ est un bimodule approprié (voir par exemple [29]) sur A, ce qui signifie essentiellement

que ses éléments peuvent être multipliés du côté gauche et du côté droit par des éléments

de A, et q-généralise l’espace de 1-forme sur un groupe de Lie ;

ii) la possibilité d’exprimer tout ρ ∈ Γ comme

ρ = akdbk (1.51)

pour certains ak, bk appartenant à A.

Covariance left-right
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Le calcul différentiel du premier ordre (Γ, d) serait left-right-covariant si on peut avec

consistance définir une action gauche et droite du q-groupe sur Γ comme suit

∆L (adb) = ∆ (a) (id⊗ d)∆ (b) ∆L : Γ→ A⊗ Γ (covariance left) (1.52)

∆R (adb) = ∆ (a) (d⊗ id)∆ (b) ∆R : Γ→ Γ⊗A (covariance right)(1.53)

mais comment pouvons nous comprendre ces actions left et right sur Γ dans la limite

q −→ 1?

La première observation est que le co-produit ∆ sur A est directement relié, pour

q = 1, au renversement (pullback) induit par la multiplication gauche du groupe sur

lui-même

Lxy ≡ xy, ∀x, y ∈ G (1.54)

Ceci induit l’action left L∗x sur les fonctions de G:

L∗xf(y) ≡ f(xy)|y, L∗x : Fun(G)→ Fun(G) (1.55)

où f(xy)|y signifie f(xy) considérée comme fonction de y. Introduisons l’application L∗

défini par

L∗ (x, y) ≡ L∗xf(y) ≡ f(xy)|y
L∗ : Fun(G)→ Fun(G×G) ≈ Fun(G) : Fun(G)⊗ Fun(G) (1.56)

le coproduit ∆ sur A, quand q = 1, se réduit à l’application L∗ . En effet, considérons

T a
b (y) comme des fonctions sur G, nous avons

L∗ (T a
b) (x, y) = L∗xT

a
b (y) = T a

b (xy) = T a
c (x)T

c
b (y) (1.57)
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puisque T a
b est une representation de G. Alors

L∗T a
b = T a

c ⊗ T c
b

et L∗ semble coincider avec ∆, voir (1.19)

Et L∗x peut également être défini par 1-forme ρ comme

(L∗xρ)(y) = ρ(xy)|y (1.58)

on peut aussi définir L∗comme

(L∗ρ)(x, y) = L∗xρ(y) = ρ(xy)|y (1.59)

Dans le cas q = 1 , l’action left ∆L coincide avec l’application L∗ pour la 1-forme. En

effet pour q = 1

∆L (adb) (x, y) = [∆ (a) (id⊗ d)∆ (b)] (x, y) = [(a1 ⊗ a2) (id⊗ d) (b1 ⊗ b2)] (x, y)

= [a1b1 ⊗ a2db2] (x, y) = a1 (x) b1 (x) a2 (y) db2 (y)

= L∗ (a) (x, y) dy [L∗ (b) (x, y)] = a (xy) db (xy) (1.60)

d’autre part

L∗ (adb) (x, y) = a (xy) db (xy) (1.61)

est donc ∆L −→ L∗ quand q −→ 1. Dans la dernière équation nous avons utilisé la

propriété L∗x (adb) = L∗x (a) dL
∗
x (b) du pullback classique. Même chose pour ∆R , et nous

avons ∆R −→ R∗ quand q −→ 1, où R∗ est défini via le pullback R∗x sur les fonctions
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(0−forme) ou sur 1−forme induites par la multipllication droite:

Rxy = yx, ∀x, y ∈ G (1.62)

(R∗xρ) (y) ≡ ρ(xy)|y (1.63)

(R∗ρ) (y, x) ≡ (R∗xρ) (y) (1.64)

Ces observations expliquent pourquoi ∆L et ∆R sont appellé left et right actions du

groupe quantique sur Γ quand q 6= 1.
Des définitions (1.52) et (1.53) on peut endéduire les propriétés suivantes[28]:

(ε⊗ id)∆L (ρ) = ρ, (id⊗ ε)∆R (ρ) = ρ (1.65)

(∆⊗ id)∆L = (id⊗∆L)∆L, (id⊗∆)∆R = (∆R ⊗ id)∆R (1.66)

Bicovariance

Le calcul covariant left-right est dit bicovariant quand

(id⊗∆R)∆L = (∆L ⊗ id)∆R (1.67)

laquelle est le q−analogue du fait que l’action left et right commutent pour q = 1

(L∗xR
∗
x = R∗xL

∗
x)

L’invariant left et right ω

Un élément ω de Γ est dit être invariant left si:

∆L (ω) = I ⊗ ω (1.68)

et invariant right si:

∆R (ω) = ω ⊗ I (1.69)
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Ce qui se comprend bien dans la limite classique

L∗ω = I ⊗ ω (1.70)

R∗ω = ω ⊗ I (1.71)

en effet ca définis 1−forme respectivement invariante left et right.

(I ⊗ ρ)(x, y) = I(x)ρ(y) = ρ(y) (1.72)

pour le cas invariant gauche ρ. La même argumentation pour l’invariant droit ω.

Conséquences

Pour n’importe quel calcul du premier ordre bicovariant on peut montrer ce qui suit [28]:

i) Tout ρ ∈ Γ peut être uniquement écrit sous la forme

ρ = aiω
i (1.73)

ρ = ωibi (1.74)

avec ai, bi ∈ A, et ωi une base de invΓ, le sous-espace linéaire de tous les éléments

invariants gauches de Γ. Ainsi, comme dans le cas classique, toute Γ est générée par une

base d’invariant gauche ωi. Un théorème analogue est valable avec une base des éléments

invariants droits ηi ∈ Γinv. Notons que dans le cas quantique nous avons en général

aωi 6= ωia, la structure bimodule de Γ étant non trivial pour q 6= 1.

ii) Il existe des fonctionnelles linéaires f ij sur A tels que

ωib =
¡
f ij ∗ b

¢
ωj ≡ ¡id⊗ f ij

¢
∆(b)ωj (1.75)

aωi = ωj
£¡
f ij ◦ κ−1

¢ ∗ a¤ (1.76)
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pour tous a,b ∈ A. En particulier

ωiT a
b =

¡
id⊗ f ij

¢
(T a

c ⊗ T c
b)ω

j = T a
cf

i
j (T

c
b)ω

j (1.77)

une fois nous avons les fonctionnelles f ij , nous saurons comment commuter les éléments

de A par rapport aux éléments de Γ. Les f ij sont uniquement déterminer par (1.75) et

pour être consistantes elles doivent satisfaire les conditions:

f ij (ab) = f ik (a) f
k
j (b) (1.78)

f ij (I) = δij (1.79)¡
fkj ◦ κ

¢
f ji = δki ε; fkj

¡
f ji ◦ κ

¢
= δki ε (1.80)

d’où alors leur coproduit, counité et co-inverse sont donnée par:

∆0 ¡f ij¢ = f ik ⊗ fkj (1.81)

ε0
¡
f ij
¢
= δij (1.82)

κ0
¡
fkj
¢
f ji = δki ε = fkj κ

0 ¡f ji ¢ (1.83)

(cf.1.27-1.29). Notons que si q = 1 , f ij −→ δijε,autrement dit les f ij devien-

nent proportionnelles à la fonctinnelle identité ε (a) = a (e) , et les formules (1.75),

(1.76)deviennent triviales, i.e ωib = bωi

iii) Il exisiste une représentation adjointe M i
j du groupe quantique, défini par

l’action à droite sur (left invariant) ωi :

∆R

¡
ωi
¢
= ωj ⊗M i

j , M i
j ∈ A (1.84)

il est facile de monter que ∆R (ω
i) appartint à Γ⊗A, ce qui prouve l’existance deM i

j .

Dans le cas classique, M i
j est en fait la représentation adjointe du groupe. On rappelle
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que dans cette limite le left-invariant 1-forme ωi peut être construit comme :

ωi (y)T i =
¡
y−1dy

¢i
T i, y ∈ G (1.85)

Sous la multiplication droite par un élément (constant) x ∈ G : y −→ yx on a2:

ωi (yx)T i =
£
x−1y−1d (yx)

¤i
T i =

£
x−1

¡
y−1dy

¢
x
¤i
T i (1.86)

=
£
x−1T jx

¤i ¡
y−1dy

¢j
T i =M i

j (x)ω
j (y)T i (1.87)

ainsi donc

ωi (yx) = ωj (y)M i
j (x) (1.88)

où

R∗ωi (y, x) = ωj ⊗M i
j (y, x) (1.89)

qui reproduit (1.84) pour q = 1

Les co-structure sur M i
j peuvent être déduite[28]:

∆
¡
M i

j

¢
= M i

k ⊗Mk
j (1.90)

ε0
¡
M i

j

¢
= δij (1.91)

κ
¡
Mk

i

¢
M j

k = δjiε =Mk
i κ
¡
M j

k

¢
(1.92)

Par exemple, dans le but de trouver le coproduit (1.90) il suffit d’appliquer (id⊗ d)

aux deux membres de (1.84) et utiliser la seconde relation de l’équa (1.66).

Les éléments M i
j peuvent être utiliser pour construire une base d’invariant droit

sur Γ. En effet les ηi sont définis par

ηi ≡ ωjκ(M i
j) (1.93)

2Rappellons que q = 1 est la définition de la représentation adjointe x−1Tjx =M i
j(x)Ti
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et elles sont une base de Γ (chaque élément de Γ peut être uniquement écrit comme

ρ = ηibi) et leur invariance droite peut être vérifiée directement.

∆R

¡
ηi
¢
= ∆R

¡
ωi
¢
∆
¡
κ
¡
M i

j

¢¢
=£

ωk ⊗M j
k

¤ £
κ
¡
M i

s

¢⊗ κ
¡
Ms

j

¢¤
= ωkκ

¡
M i

s

¢⊗ δskI = ηi ⊗ I (1.94)

On peut montrer que les fonctionnelles f ij définies auparavant satisfaient:

ηib =
¡
b ∗ f ij ◦ κ−2

¢
ηi (1.95)

aηi = ηi
£
b ∗ ¡f ij ◦ κ−1¢¤ , (1.96)

avec a ∗ f ≡ (f ⊗ id)∆(a)

De plus, suite à la dernière relation, en utilisant (1.93) et (1.76) on peut montrer la

relation :

M i
j(a ∗ f ik) = (f ij ∗ a)Mk

i , (1.97)

avec a ∗ f ij ≡ (f ik ⊗ id)∆(a).

iv) Un produit exterieur, compatible avec les actions gauches et droites du q-groupe,

peut être défini par un automorphisme bimodule Λ dans Γ⊗Γ qui généralise l’opérateur

de permutation ordinaire :

Λ(ωi ⊗ ηj) = ηj ⊗ ωi, (1.98)

où ωi et ηj sont respectivement des éléments invariants gauches et droits de Γ. L’automorphisme

bimodule signifie que

Λ(aτ) = aΛ(τ) (1.99)

Λ(τb) = Λ(τ)b (1.100)

pour tous τ ∈ Γ ⊗ Γ et a, b ∈ A. Le produit tensoriel entre les éléments ρ, ρ0 ∈ Γ est

défini d’une façon à avoir les propriétés ρa ⊗ ρ0 = ρ ⊗ aρ0, a(ρ ⊗ ρ0) = (aρ) ⊗ ρ0 and
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(ρ⊗ ρ0)a = ρ⊗ (ρ0a). les actions des left et right sur Γ⊗ Γ sont définies par

∆L(ρ⊗ ρ0) ≡ ρ1ρ
0
1 ⊗ ρ2 ⊗ ρ02, ∆L : Γ⊗ Γ→ A⊗ Γ⊗ Γ (1.101)

∆R(ρ⊗ ρ0) ≡ ρ1 ⊗ ρ01 ⊗ ρ2ρ
0
2, ∆R : Γ⊗ Γ→ Γ⊗ Γ⊗A (1.102)

où, comme d’habitude ρ1, ρ2, etc., sont définis par

∆L(ρ) = ρ1 ⊗ ρ2, ρ1 ∈ A, ρ2 ∈ Γ

∆R(ρ) = ρ1 ⊗ ρ2, ρ1 ∈ Γ, ρ2 ∈ A

Plus généralement, nous pouvons définir l’action de ∆L sur Γ⊗ Γ⊗ · · ·⊗ Γ comme suit

∆L(ρ⊗ ρ0 ⊗ · · ·⊗ ρ00) ≡ ρ1ρ
0
1 · · · ρ001 ⊗ ρ2 ⊗ ρ02 ⊗ · · ·⊗ ρ002

∆L : Γ⊗ Γ⊗ · · ·⊗ Γ −→ A⊗ Γ⊗ Γ⊗ · · ·⊗ Γ (1.103)

∆R(ρ⊗ ρ0 ⊗ · · ·⊗ ρ00) ≡ ρ1 ⊗ ρ01 · · ·⊗ ρ001 ⊗ ρ2ρ
0
2 · · · ρ002

∆R : Γ⊗ Γ⊗ · · ·⊗ Γ −→ Γ⊗ Γ⊗ · · ·⊗ Γ⊗A. (1.104)

L’invariance gauche sur Γ⊗Γ est naturellement définie comme ∆L(ρ⊗ρ0) = I⊗ρ⊗ρ0
(definition similaire pour l’invariance droite), de sorte que, par exemple, ωi ⊗ ωj est

invariant gauche, et en fait est une base invariante gauche pour Γ⊗ Γ.

— En général Λ2 6= 1, puisque Λ(ηj⊗ωi) n’est pas nécéssairement égale à ωi⊗ηj. Par

linéarité, Λ peut être étendue à tout de Γ⊗ Γ.

— Λ est invertible et commute avec l’action gauche et droite du q-groupe G, c-à-d

∆LΛ(ρ⊗ ρ0) = (id⊗ Λ)∆L(ρ⊗ ρ0) = ρ1ρ
0
1 ⊗ Λ(ρ2 ⊗ ρ02),

et même chose pour ∆R. Alors on remarque que Λ(ωi ⊗ ωj) est invariant left, et peut
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être donc développé sur la base de l’invariant left ωk ⊗ ωl:

Λ(ωi ⊗ ωj) = ∧ijklωk ⊗ ωl.

— D’après la définition (1.98) on peut montrer que [28]:

∧ijkl = f il (M
k
j ); (1.105)

ainsi les fonctionnelles f il et les éléments M
k
j ∈ A caractérisant le bimodule Γ sont duals

dans le sens de l’équation (1.105) et determinent le produit extérieur

ρ ∧ ρ0 ≡ ρ⊗ ρ0 − Λ (ρ⊗ ρ0) (1.106)

ωi ∧ ωj ≡ ωi ⊗ ωj −∧ijklωk ⊗ ωl (1.107)

Notant que , si le tenseur ∧ijkl est donné, on peut calculer le produit extèrieur de tous
ρ, ρ0 ∈ Γ puisque tout ρ ∈ Γ peut se mettre en termes de ωi équ. (1.73) et (1.74). la

limite classique de ∧ijkl est
∧ijkl

q→1−→ δilδ
j
k (1.108)

puisque f ij
q→1−→ δilε et ε

¡
Mk

j

¢
= δjk. Alors dans la limite q = 1 le produit défini dans

(1.107) conicide avec le produit exterieur .

À partir de la propriété (1.99) appliquée au cas τ = ωi⊗ωj, on peut dériver la relation

∧nmij f ipf
j
q = fni f

m
j ∧ijpq (1.109)

Appliquant les deux membres de cette équation à l’élémentM s
r on se rapporte à l’équation

quantique de Yang—Baxter pour Λ:

∧nmij ∧ikrp ∧jskq = ∧nkri ∧ms
kj ∧ijpq, (1.110)
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qui est suffisant pour la consistence de (1.109).

Prenons a =M q
p dans (1.97), et utilisons (1.105), nous trouvons la relation

M j
iM

q
r∧irpk = ∧jqriM r

pM
i
k (1.111)

et, définissons

Rij
kl ≡ ∧ijkl, (1.112)

nous remarquons queM j
i satisfait une relation identique à l’équation a “RTT" (1.30)pour

T a
b, et que Rij

kl satisfait l’équation quantique de Yang—Baxter (1.32), suffisante pour

la consistence de (1.111). Le rang des indices différent, puisquei , j , ... sont des indices

adjoints en considérant que a, b...sont dans la représentation fondamentale de Gq.

v) Ayant le produit extérieur nous pouvons définir la différentielle extérieure

d : Γ→ Γ ∧ Γ (1.113)

d(akdbk) = dak ∧ dbk, (1.114)

qui peut être facilement étendu à Γ∧n (d : Γ∧n → Γ∧(n+1), Γ∧n étant défini comme dans le

cas classique mais avec l’opérateur de permutation quantique Λ [28]) et il a les propriétés

suivantes :

d(θ ∧ θ0) = dθ ∧ θ0 + (−1)kθ ∧ dθ0 (1.115)

d(dθ) = 0 (1.116)

∆L(dθ) = (id⊗ d)∆L(θ) (1.117)

∆R(dθ) = (d⊗ id)∆R(θ), (1.118)

où θ ∈ Γ∧k, θ0 ∈ Γ∧n. Les deux dernières propriétés expriment le fait que d commute

avec l’action left et right du groupe quantique, comme dans le cas classique.

vi). L’espace dual au sous espace invariant left invG peut être introduit comme
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un sous espace linéaire de A0, dont les éléments de base χi ∈ A0 sont définis par

da = (χi ∗ a)ωi, ∀a ∈ A. (1.119)

Afin de reproduire la limite classique

da =
∂

∂yµ
a(y)dyµ =

µ
∂

∂yµ
a

¶
eµi (y)e

i
ν(y)dy

ν =

µ
∂

∂yµ
a

¶
eµi (y)ω

i(y), (1.120)

où eiν(y) est le vielbein du groupe (et e
µ
i est son inverse), on doit avoir

χi(a)
q→1−→ ∂

∂xi
a(x)|x=e

Aprés cette introduction sur la théorie de déformation et le formalisme mathématique

des algèbres de Hopf ( groupes quantiques) la section suivante sera consacrée à l’étude

de l’hoscillateur haormonique généralisé dans le cadre de l’extention de la représentation

q−déformé de Macfarlane, il sera question de la détermination compléte des caractérés-
tiques de se qu’on note OHG q−déformé. La troisième section concernera l’étude des
cordes bosoniques ouvertes q−déformées du point de vue des états ghosts i.e. montrer

que ces états pour des valeurs appropriés de q sont librent de la normes négatives.La

quatrième chapitre sera dédié à la relation qui peut exister entre la théorie de déforma-

tion et la paraquantification. Enfin nous terminerons le contenu de cette thèse par un

travail qui par son importance mérite d’y être une partie et qui donne façon de revoir les

systèmes dissipatifs et les sytèmes conservatifs du point de l’équivalence canonique.
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Chapter 2

L’Oscillateur Harmonique

Généralisé q−déformé

Dans ce chapitre on va étudier le systéme d’un oscillateur harmonique généralisé dans

le cadre de la q-déformation. Pour cela on a choisi d’étendre la représentation dite de

Macfarlane[30] qui a été à l’origine proposée pour un oscillateur harmonique.

Dans le paragraphe suivant on va rappeller le formalisme de la q-déformation de

l’oscillateur harmonique en particulier la déscription de ces opérateur de création et

d’annihilation en représentation coordonnées déformée, et on calculera ces états propres.

Puis dans le paragraphe suivant on exposera notre travail sur l’oscillateur harmonique

généralisé et ces caractéristiques en particulier on essaiera de calculer la phase de Berry

relative.

2.0.3 Oscillateur harmonique q-deformé

L’oscillateur harmonique q−deformé [30] est le sytème le plus simple dans lequel les
operateurs de création et d’annihilation obyent à une algèbre non-standard dépendante

d’un paramètre q( le paramètre de déformation). La limite q → 1 correspond à l’algèbre

ordinaire de Heisenberg-Weyl. On considérons ce système il est facile d’expliquer et

d’éttendre la déscription de q-déformation à notre système d’étude.
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L’oscillateur harmonique q−deformé est défini par l’algébre de Heisenberg-Weyl q−deformé
[31]

aa+ − qa+a = q−N (2.1)

ou les opérateur a et son adjoint a+ agient dans un espace de Hilbert associe à un

espace de F défini par:

F = {|ni avec n ∈ N} (2.2)

et les opérateurs de création et de d’annihilation a et a+ sont définis sur la base |ni
par les relations

a |ni =
p
[n] |n− 1i (2.3)

et

a+ |ni =
p
[n+ 1] |n+ 1i (2.4)

avec

a |0i = 0 (2.5)

et

[n] =
qn − 1
q − 1 (2.6)

et q est supposé être un réel .

L’etat |0i s’appelle le vide (ou l’état fondamental), q est le paramètre de déformation.
l’opérateur N joue le rôle de l’operateur nombre de particule

N |ni = n |ni (2.7)

cette dernière découle des définitions (2.3)(2.4). En fait, on peut verifie facilement que

£
a+, N

¤
= −a+
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et

[a,N ] = a (2.8)

qui justifie la reletion (2.7)

Remarquons que si q = 1 alors [n] = n et on retrouve ainsi les opérateurs de création

et destruction usuels relatif à un oscillateur harmonique, qui vérifient la relation de

commutation £
a, a+

¤
= aa+ − a+a = 1 (2.9)

Pour levée la dépendance de la relation de commutation (2.1) du nombre de particule,

nous appliquons la transformation suivante

b = q−Na (2.10)

et

b+ = a+q−N (2.11)

Les operateurs b et b+satisfont à la relation de commutation suivante

bb+ − q2b+b = 1 (2.12)

il vient des relations (2.3)(2.4)et la définition (2.7) que

bb+ =
1− q2N

1− q2
(2.13)

Les opérateurs b, b+ et l’opérateur unité forment une algèbre fermée: l’algèbre de

Weyl-Heisenberg. La déformation de l’algèbre de Weyl-Heisenberg consiste dans la sub-

stitution de la loi de commutation usuelle par des autres lois, à savoir
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£
b, b+

¤
q
= 1 (2.14)

[b,1]q = 0 (2.15)£
b+,1

¤
q
= 0 (2.16)

La loi de q-commutation est donnée par:

[A,B]q = AB − q2BA (2.17)

On peut montrer qu’un état |ni est donné sous la forme

|ni = 1p
[n]!
(b+)n |0i (2.18)

où

[n]! = [n] [n− 1] .... [1] (2.19)

pour tout n ∈ N∗ et [0]! = 1; néaumoins les q nombres [n] sont défini dans ce cas par

[n] =
1− q2n

1− q2
(2.20)

2.0.4 Description en Coordonnée de l’oscillateur harmonique

q−déformé
Cette réalisation en représentation de coordonnées de l’oscillateur harmonique q−déformé
a été proposée par Macfarlane[30]

Où on exprime les opérateurs a, a+ par

b = α(e−2isx − e−isxeis∂x) (2.21)

b+ = α∗(e2isx − eis∂xeisx) (2.22)
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où ∂x ≡ ∂/∂x.la relation de commutation (5.42) est satisfaite si α est choisi réel et

donné par:

α = α = (1− q2)−
1
2 (2.23)

et

q = e−s
2

(2.24)

On choisi q positif ( le cas négatif corresponds au choix de q = − exp (−s2) qui
n’altère en rien ce qui suit dnas notre étude).Quand s varie sur l’axe des réels , q varie

dans l’intervalle [0, 1]. Pour obtenir une théorie avec q > 1, il faut remplacer(x, ∂x) par

(−x, ∂x) dans (2.21) et 2.22). Et dans ce cas q = exp (−s2). L’operateur b+est l’adjoint
de b daans l’espace de Hilbert des fonctions d’une variable réelle x.

A la limite q → 1 (s→ 0), les operateurs (2.21) et 2.22) deviennent les operateurs

d’annihilation et de création de l’oscillateur harmonique usuel, respectivement

b = − i√
2
(x+ ∂x) +O (s) (2.25)

b+ =
i√
2
(x− ∂x) +O (s) (2.26)

La variable réelle x dans (2.21) et 2.22) est la coordonnée de lespace de cofigu-

ration (amplitude d’oscillation). Comparant (2.21) et 2.22) avec on endéduit que la

q−déformation peut être associé à la modification de l’operateur de’annihilation et de
céation de telle façan que x reste toujours la coordonnée qui génére l’espace de config-

uration du système q−déformé. Ainsi, si on suppose que les théories q−déformées sont
plus générales et quelles contiennent les théories classiques, alors la variable x doit être

une quantité dotée de dimension. Cette suppositionconduit immédiatement à une con-

dradiction. En fait , le paramétre s doit être également doté d’une dimension , ce qui est

impossible car q = exp (−s2) est un nombre sans dimension come il apparait de (2.12)
Heuresement, (2.21) et 2.22)n’est pas la réalisation la plus générale. On peut changer

exp (is∂)→ β exp (is0∂), où β et s0sont réels , dans (2.21) et 2.22) , alors que le relation
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de commutation(2.12) reste inchangée si

q2 = exp (−2ss0) αα∗ = (1− q2)−1 (2.27)

Le coefficient β peut être eliminée en réordonant les operateurs β exp (isx) et β exp (is0∂)

dans (2.21) et 2.22) ainsi donc ,on le supposera égal à un. Si les dimensions de s et s0

sont inverse alors q est sans dimension.

Pour spécifier les constantantes s et s0, on exige que les opérateurs b et b+ ont le

comportement suivant au voisinage de q → 1

b = − i√
2ω
(px − iwx) +O (q − 1) (2.28)

b+ =
i√
2ω
(px + iwx) +O (q − 1) (2.29)

où px = i~∂, nous avons utilisés la représentation des coordonnées, dans ce cas

£
b, b+

¤
= ~ +O (q − 1) (2.30)

et ω is une fréquence d’oscillation. On a également restore la constante de Planck.

Ce qui implique que nous avons mis } au lieu de 1 dans le terme de droite de l’équation

(2.12) et là αα∗ = ~(1 − q2)−1dans (2.21) et 2.22). Notre condition mène aux relations

suivantes s0 = γs+O (s2) quand s→ 0 et w = ~/ω .

En introduisant une longueure fondamentale lq = 1/s on obtient la théorie quantique

q−déformée où les opérateurs de d’annihilation et de création [32]

b = α(e−2ix/lq − e−ix/lqe−px/(ωlq)) (2.31a)

b+ = α∗(e2ix/lq − e−px/(ωlq)eix/lq) (2.31b)

sont des fonctions des variables canoniques standards obéant à la relation de com-
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mutation d’Heisenberg

[x, px] = i~ (2.32)

Le paramètre de la q−déformation dépend de la constante de Planck, de la fréquence
de l’oscillateur et de la longueur fondamentale lq

q = exp
¡−~/ωl2q¢ (2.33)

de façon quand lq →∞ , q → 1

2.0.5 L’espace d’Hilbert associé

En représentation des coordonnées de(2.31a) et (2.31b),px = i}∂, l’état fondamental

Φ0 (x) = hx| 0i satisfait à l’équation bΦ0 (x) = 0 et s’écrit [32]

Φ0 (x) =

µ
ω

π~

¶
exp

µ
−ωx

2

2~
+ i

x

2lq

¶
(2.34)

Les états d’ordre n Φn (x) = hx| ni sont déterminés en appliquant les opérateurs b+n
à l’etat fondamental 5.32 et ont pour formes

Φn (x) = (α
∗)−n ({n}!)− 1

2 b+nΦ0 (x) = Hq
n (exp (2ix/lq))Φ0 (x) (2.35)

avec

Hq
n (ξ) = ({n}!)−

1
2

nX
k=0

[n, k]q (−1)n−k qn−kξk (2.36)

où |ξ| = 1 , {n}! = {n} {n− 1} ... {1} = 1− q2n, et

[n, k]q =
{n}!

{k}! {n− k}! (2.37)

qui sont des polynomes Gaussiens.
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En utilisant la relation

[n+ 1, k]q = [n, k − 1]q + q2k [n, k]q

on obtient:

b+Φn (x) = α∗ {n+ 1}−1/2Φn+1 (x) (2.38)

et

bΦn (x) = α {n}−1/2Φn−1 (x) (2.39)

ainsi donc,

b+bΦn (x) = αα∗ {n}Φn (x) (2.40)

et

NΦn (x) = nΦn (x) (2.41)

ce résultat découle des équations(2.40)(2.13)

Les états Φn (x) forment une base orthogonale selon le produit scalair suivant

hn| mi =
Z
Ωl

dxσl (x)Φ
∗
n (x)Φm (x) = δnm (2.42)

avec Ωl = [−πlq/2, πlq/2] et la mesure est donnée par :

σl (x) =

µ
~

πωl2q

¶1/2 n=+∞X
n=−∞

exp

"
− ~
ωl2q

µ
n− ωlq

~
x

¶2#
(2.43)

Le produit scalaire (2.42) vient de la relation de normelisation des polynomes de

Rogers-Szegoe (voir appendice I)
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L’operateur b+ est l’adjoint de b dans l’espace de Hilbert des vecteurs:

hn| ψi ≡ ψ (x) =
∞X
n=0

ψnΦn (x) (2.44)

avec le produit scalaire (2.42)

Le paramétre lq determines le volume de l’espace physique de configuration

2.1 Oscillateur harmonique généralisé q−déformé

Considérons l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique généralisé dans l’espace de con-

figuration (x, p) :

H =
1

2
(Z (t) p2 + Y (t) (px+ xp) +X (t)x2) (2.45)

où Z (t) , Y (t) et X (t) sont des paramétres dépendant du temps et vérifiant la

condition

XZ − Y 2 > 0 (2.46)

En imposant les relations

P = αp+ βx (2.47)

Q = γx

avec

α =

r
Z

ω
et β =

r
Y 2

Zω

γ =

r
ω

Z
et ω2 =

√
XZ − Y 2 (2.48)
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L’hamiltonien précédent ce réduit en fonction des nouvelles variables, Q et P en:

H =
ω

2

¡
P 2 +Q2

¢
(2.49)

et en termes des operateurs de création et d’annihilation b+ et b,

H =
1

2
(bb+ + b+b) (2.50)

où ces opérateurs sont donnés, en fonction de Q et P par:

b =
Q+ iP√

2
(2.51)

b+ =
Q− iP√

2
(2.52)

et en fonction de x et p par,

b =
1√
2ω

µ
ω√
Z
+

iY√
Z

¶
x+ i

√
Z√
2ω

p (2.53)

b+ =
1√
2ω

µ
ω√
Z
− iY√

Z

¶
x− i

√
Z√
2ω

p (2.54)

La représentation la plus adéquate, équivalente à celle de Macfarlane[30][32] et refle-

tant le caractère de q−déformation de ces opérateurs , est:

b = A

 exp
³
−2is ¡ω

Z

¢ 1
2 x
´
− exp

³
−is ¡ω

Z

¢ 1
2 x
´

exp−s
µ¡

ω
Z

¢ 1
2 p+

³
Y 2

Zω

´ 1
2
x

¶  (2.55)

b+ = A∗

 exp
³
2is
¡
ω
Z

¢ 1
2 x
´
− exp−s

µ¡
ω
Z

¢ 1
2 p+

³
Y 2

Zω

´ 1
2
x

¶
exp

³
is
¡
ω
Z

¢ 1
2 x
´

 (2.56)
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avec

|A|2 = 1p
1− exp(−s2)

comme précedemment l’état fondamental de cet oscillateur généralisé q−déformé
(OHG)q est donné par l’équation :

bΦ0 (x) = 0 (2.57)

Sachant que

[∂, x] = 1 ou encore [x, p] = i~ (2.58)

et

eu∂evx = euvevxeu∂ et eu∂+vx = euveu∂evx (2.59)

Les équations (2.55) et (2.57) permettent d’écrire :

"
exp

µ
−2is

³ω
Z

´ 1
2
x

¶
− exp

µ
−is

³ω
Z

´ 1
2
x

¶
exp−s

Ã³ω
Z

´ 1
2
p+

µ
Y 2

Zω

¶ 1
2

x

!#
Φ0 (x) = 0

(2.60)

c.a.d.

e
−s( ωZ )

1
2 p+ Y 2

Zω

1
2
x
Φ0 (x) = e−is(

ω
Z )

1
2 xΦ0 (x) (2.61)

ou encore

eis(
ω
Z )

1
2 xe

−s( ωZ )
1
2 p+ Y 2

Zω

1
2
x
Φ0 (x) = Φ0 (x) (2.62)

en l’unifiant dans la même exponentielle en utilisant(2.59); on aura :

e
is( ωZ )

1
2 x−s( ωZ )

1
2 p+ Y 2

Zω

1
2
x+ 1

2
~s2

Φ0 (x) = Φ0 (x) (2.63)
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soit l’équation différentielle suivante:Ã
is
³ω
Z

´ 1
2
x− s

³ω
Z

´ 1
2
p+

µ
Y 2

Zω

¶1
2

x+
1

2
~s2
!
Φ0 (x) = 0 (2.64)

qui devient en remplacant p par i~∂ et en l’ordonnant,

∂Φ0 (x) =

µ−1
~

µ
ω

Z
+

iY

Z

¶
x+

i

2

r
ω

Z
s

¶
Φ0 (x) (2.65)

qui a pour solution la fonction Gaussienne suivante

Φ0(x) = C exp

"
−1
2

µ
W

Z
+ i

Y

Z

¶
x2 − is

2

µ
W

Z

¶ 1
2

x

#
(2.66)

la constante C est déterminée en imposant la condition de renormalisation

C =

µ
W

πZ

¶−1
4

Ainsi l’état fondamental q-déformé de (OHG)q est donné par:

hx |0iq ≡ Φ0(x)q =

µ
W

πZ

¶−1
4

exp

"
−1
2

µ
W

Z
+ i

Y

Z

¶
x2 − is

2

µ
W

Z

¶1
2

x

#
(2.67)

De la même façon, le cacul des états éxcités d’ordre n > 1 , se fait ordre par ordre

en appliquant l’opérateur de création b+à chaque fois. Ainsi l’état d’ordre n = 1 est

déterminé à partir de

Φ1(x)q = b+Φ0(x)q (2.68)

= A∗

e 2is( ωZ )
1
2 x − e

−s ( ωZ )
1
2 p+ Y 2

Zω

1
2
x

e
is( ωZ )

1
2 x

Φ0(x)q
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en utilsant les relations (2.59) ,(2.61) et réorganisant sousla formule la plus simple

Φ1(x)q est donnée par:

Φ1(x)q = A∗
µ
e2is(

ω
Z )

1
2 x + e−~s

2

¶
Φ0(x)q (2.69)

a l’ordre n = 2 ,

Φ2(x)q = b+Φ1(x)q (2.70)

= A∗

e2is( ωZ ) 12 x − e
−s ( ωZ )

1
2 p+ Y 2

Zω

1
2
x

e
is( ωZ )

1
2 x

Φ1(x)q (2.71)

en remplaçant Φ1(x)q par son expression dans (2.69), Φ2(x)q s’écrit alors:

Φ2(x)q = (A∗)2

e2is(
ω
Z )

1
2 x − e

−s ( ωZ )
1
2 p+ Y 2

Zω

1
2
x

eis(
ω
Z )

1
2 x

 (2.72)

.

µ
e2is(

ω
Z )

1
2 x + e−~s

2

¶
Φ0(x)q (2.73)

= (A∗)2
µ
e4is(

ω
Z )

1
2 x −

³
e−~s

2

+ 1
´
e−~s

2

e2is(
ω
Z )

1
2 x − e−~s

2

¶
Φ0(x)q

et sous forme condensée, elle s’écrit:

Φ2(x)q = (A
∗)2

2X
k=0

[2, k]q

µ
e2is(

ω
Z )

1
2 x

¶k ³
−e−~s2

´2−k
Φ0(x)q (2.74)

[2, k]q est par la relation (2.37)

En passant au cas général, i.e à l’ordre n quelconque les états Φn(x)q = (b
+)nΦ0(x)q

sont donnés par:

Φn(x)q = (A
∗)n

nX
k=0

[n, k]q

µ
e2is(

ω
Z )

1
2 x

¶k ³
−e−~s2

´n−k
Φ0(x)q
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[n, k]q est par (2.37) et Φ0(x)q par (2.67).

Et pour des raisons de renormalisation on impose que

Φn(x)q = (A
∗)−nq ({n}!)−1

2 b+nΦ0 (x)q

Ce qui permet de reécrire Φn(x)q en;

Φn(x)q = ({n}!)−
1
2

nX
k=0

[n, k]q

µ
e2is(

ω
Z )

1
2 x

¶k ³
−e−~s2

´n−k
Φ0(x)q (2.75)

En définissant les fonctions d’Hermite q−déformé par

Hq
n (ξ) = ({n}!)−

1
2

nX
k=0

[n, k]q (−1)n−k (q)n−k ξk (2.76)

ainsi donc

Φn(x)q = Hq
n

µ
e2is(

ω
Z )

1
2 x

¶
Φ0(x)q (2.77)

avec le paramétre de déformation q = e−~s
2
.

Ces étatas doivent être normalisés selon le produit scalaire suivant:

hn| mi =
Z
Ωs

dxσs (x)Φ
∗
n (x)q Φm (x)q = δnm (2.78)

rappelons que ce produit scalaire doit être identique au produit scalaire non déformé

lorsque le paramétre q tend vers 1 .et l’espace d’Hilbert généré par les fonctions Φn(x)q se

reduit à l’espace d’Hilbert usuel d’un oscillateur harmonique et la mesure σl tend vers1 .

Pour cela en se basant sur la relation de normalisation des polynomes de Rogers-

Szegoe définient par:

Gn (θ) = ({n}!)
1
2 (−q)−nHq

n

¡
qeiθ

¢
(2.79)

avec θ ∈ [0, 2π] .
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Maintenant une comparaison simple permet de poser :

x =
θ

2s

r
Z

ω
(2.80)

la mesure de normalisation qui en decoule , en tenant compte lorsque sn → dn ,P
n

→ R
dn de telle façon que σs (x)→ 1, est:

σs (x) =

µ
~s2

π

¶1/2 n=+∞X
n=−∞

exp

Ã
−~s2

µ
n− i

s~

r
ω

Z
x

¶2!
(2.81)

et l’intervalle d’intégration qui est associe est:

Ωs =

"
− π

2s

r
Z

ω
,
π

2s

r
Z

ω

#
(2.82)

et donc les états propres normés de l’oscillateur harmonique généralisé q-déformé sont

donnée par:

Φn(x)q = ({n}!)− 1
2

µ
W

πZ

¶−1
4

nX
k=0

[n, k]q

µ
e2is(

ω
Z )

1
2 x

¶k ³
−e−~s2

´n−k
(2.83)

Φ0(x) exp

"
−1
2

µ
W

Z
+ i

Y

Z

¶
x2 − is

2

µ
W

Z

¶1
2

x

#
(2.84)

Aprés avoir obtenu les états propres de OHG q-déformé calculons la phase de Berry

relative à l’état n=0. Mais avant rappellons ce qui est la phase de Berry.

2.1.1 La phase de Berry

En étudiant l’évolution des systèmes physiques quantiques régie par un Hamiltonien

dépendant de paramètres qui varient très lentement en fonction du temps, Berry[46]

a mis en evidence un effet géomètrique relatif à la phase des états stationnaires. Cet

effet apporte un complément important à l’énoncé du théorème adiabatique [44] qui

stipule qu’un système initialement dans un état stationnaire non dégénéré, repéré par
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un ensemble donné de nombres quantiques lors d’une évolution adiabatique. Pour fixer

les notations, soit H(
−→
X ) un hamiltonien admettant des vecteurs propres non dégénérés¯̄̄

n,
−→
X
E
de valeurs propres En(

−→
X ).

Ĥ(
−→
X )
¯̄̄
n,
−→
X
E
= En(

−→
X )
¯̄̄
n,
−→
X
E
. (2.85)

la formulation usuelle du théorème adiabatique exprime que l’état initial |Ψ(0)i =¯̄̄
n,
−→
X (0)

E
, état propre de l’Hamiltonien à l’instant zéro Ĥ(

−→
X (0)), évolue en un état

|Ψ(t)i qui, à tout instant, reste état propre de l’Hamiltonien Ĥ(
−→
X (t)). La remarque de

Berry est que la phase Φn de cet état, définie par rapport aux états de référence
¯̄̄
n,
−→
X (t)

E
par

|Ψ(t)i = exp iΦn(t)
¯̄̄
n,
−→
X (t)

E
, (2.86)

est entièrement déterminée si on impose à |Ψ(t)i de satisfaire l’équation de Schrödinger

i~
∂

∂t
|Ψ(t)i = Ĥ(

−→
X (t)) |Ψ(t)i (2.87)

" en moyenne", c’est à dire en projetant cette égalité sur l’état |Ψ(t)i lui même:

hΨ(t)| i~ ∂
∂t
|Ψ(t)i = hΨ(t)| Ĥ(−→X (t)) |Ψ(t)i (2.88)

on obtient alors une expréssion explicite pour Φn

Φn(t) = βn(t) + γn(t) (2.89)

qui contient deux termes. Le premiér terme βn,appelé phase dynamique,

βn(t) = −~−1
tZ
0

En(s)ds ; En(s) =
D
n,
−→
X (t)

¯̄̄
Ĥ(
−→
X (t))

¯̄̄
n,
−→
X (t)

E
(2.90)
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est "attendu" car il est présent même si les paramètres
−→
X ne dépend pas du temps.

Le second est la phase de Berry γn donnée par

γn(t) =

−→
X (t)Z
−→
X (0)

An(
−→
X )d
−→
X ; An(

−→
X (t)) =

D
n,
−→
X (t)

¯̄̄
i∇−→

X

¯̄̄
n,
−→
X (t)

E
(2.91)

(On verifie queAn et γn sonty réels). Cette phase est aussi appelée phase géométrique.

Son caractère géométrique est justifié par le fait que, lorsque les paramètres effectuant

(adiabatiquement) un cycle C, γn ne dépend que du chemin suivi dans l’éspace des

paramètres. En effet , même si on change la base des vecteurs propres de référence

par une "transformation de jauge"
¯̄̄
n,
−→
X
E
→ exp iΦn(t)

¯̄̄
n,
−→
X (t)

E
, ce qui modifie "le

potentiel vecteur" An par un terme de gradient An(
−→
X )→ An(

−→
X )−∇−→

X
ϕn(
−→
X ) (et donc

modifie γn(t)), la phase de Berry pour un cycle γn(C) =

I
C

An(
−→
X )d
−→
X reste, elle,

inchangée.

La phase γn(C) pour un cycle peut s’écrire aussi comme l’integrale de 2-forme

σB = id(
D
n,
−→
X (t)

¯̄̄
∧ d

¯̄̄
n,
−→
X (t)

E
) (2.92)

sur une surface s’appuyant sur le contour C. En insérant une base d’états propre
¯̄̄
n,
−→
X
E

et en utilisant la relation d(Ĥ(
−→
X )-En(

−→
X )
¯̄̄
n,
−→
X
E
= 0, Berry réécrit cette 2-forme d’une

manière

σB =
X t

D
n,
−→
X (t)

¯̄̄
dĤ

¯̄̄
m,
−→
X (t)

E
∧
D
m,
−→
X (t)

¯̄̄
dĤ

¯̄̄
n,
−→
X (t)

E
(Em(

−→
X )−En(

−→
X ))2

(2.93)

dans notre cas on supposant que les paramètres de l’oscillateur harmonique généralisé

q-déformé (Z (t) , Y (t) et X (t)) varient lentement on fonction du temps, on peut préten-

dre que de tel systéme est doté, en plus de la phase dynamique usuelle, d’une phase de

Berry géométrique.
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Pour çela évaluant la quantité

γn(t) =

−→
X (t)Z
−→
X(0)

An(
−→
X )d
−→
X ; An(

−→
X (t)) =

D
n,
−→
X (t)

¯̄̄
i∇−→

X

¯̄̄
n,
−→
X (t)

E

ou encore

γn(t) = i

tZ
0

dt0
µ
Φn(x, t

0)q,
∂

∂t0
Φn(x, t

0)q

¶
(2.94)

dans le cas de n = 0 , on aura

γ0(t) = i

tZ
0

dt0
µ
Φ0(x, t

0)q,
∂

∂t0
Φ0(x, t

0)q

¶
(2.95)

la quantité Φ0(x, t0)q, ∂
∂t0Φ0(x, t

0)q aprés dérivation et réarrangement donne:

Φ0(x, t
0)q,

∂

∂t0
Φ0(x, t

0)q =

µ
W

πhZ

¶1/4
∂

∂t0

µ
W

πhZ

¶1/4
exp

µ
−W

hZ
x2
¶

(2.96)

+

µ
W

πhZ

¶1/2 −1
2h

¡
∂
∂t0
¡
W
Z

¢
+ i ∂

∂t0
¡
Y
Z

¢¢
x2

+ i
2

∂
∂t0
¡
W
Z

¢1/2
sx

 exp
µ
−W

hZ
x2
¶

en remplacant dans la forme du produit scalaire on a:
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µ
Φ0(x, t

0)q,
∂

∂t0
Φ0(x, t

0)q

¶
=

Z
Ωs

dxσs(x)Φ0(x, t
0)q,

∂

∂t0
Φ0(x, t

0)q

=

µ
W

πhZ

¶1/4
∂

∂t0

µ
W

πhZ

¶1/4 Z
Ωs

µ
hs2

π

¶1/2 n=+∞X
n=−∞

exp

µ
−~s2

µ
n2 − 2ni

s~

r
ω

Z
x

¶¶
dx+

µ
W

πhZ

¶1/2½−1
2h

µ
∂

∂t0

µ
W

Z

¶
+ i

∂

∂t0

µ
Y

Z

¶¶¾
Z
Ωs

µ
hs2

π

¶1/2 n=+∞X
n=−∞

x2 exp

µ
−~s2

µ
n2 − 2ni

s~

r
ω

Z
x

¶¶
dx+

is

2

µ
W

πhZ

¶1/2
∂

∂t0

µ
W

Z

¶1/2 Z
Ωs

µ
hs2

π

¶1/2 n=+∞X
n=−∞

x exp

µ
−~s2

µ
n2 − 2ni

s~

r
ω

Z
x

¶¶
dx

on remarque que cette expression est fonction de trois types d’intégrales qu’on note

I1, I2 et I3 et qui s’écrient:

I1 =

Z
Ωs

exp

µ
−~s2

µ
n2 − 2ni

s~

r
ω

Z
x

¶¶
dx

I2 =

Z
Ωs

x2 exp

µ
−~s2

µ
n2 − 2ni

s~

r
ω

Z
x

¶¶
dx

I3 =

Z
Ωs

x exp

µ
−~s2

µ
n2 − 2ni

s~

r
ω

Z
x

¶¶
dx

qu’on évalue à
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I1 =
π

s

r
Z

W

I2 =
π

in

e−~s
2n2Z

2s2W
(−1)n

I3 =

½ π3

12s3

¡
Z
W

¢3
pour n = 0

πe−~s2n2
2n2

¡
Z
W

¢3
(−1)n pour n 6= 0

et d’où la phase de Berry dans ce cas est donnée par,

γ0(t) = i

tZ
0

dt0
µ
Φ0(x, t

0)q,
∂

∂t0
Φ0(x, t

0)q

¶

=

µ
W

πhZ

¶1/4
∂

∂t0

µ
W

πhZ

¶1/4
− 1

8~s2

µ
∂

∂t0

µ
W

Z

¶
+ i

∂

∂t0

µ
Y

Z

¶¶
π2

3
+ 2

n=+∞X
n=−∞
n6=0

e−~s
2n2

n2
(−1)n


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Chapter 3

No-ghost theorem pour une corde

bosonique ouverte q−déformée

3.1 Introduction:

La théorie des cordes est le domaine le plus actif de la physique théorique. Elle représente

l’unique espoir pour réalise le rêve des physiciens : l’unification. Et par conséquence, elle

peut donner une théorie consistante de la gravitation quantique.

Un autre thème qui d’actualité et dont un grand nombre de traveaux lui ai consacré

est la géométrie non-commutative, qui consiste, dans son aspect le plus naif, à déformer

la structure de l’espace. Il est trés interessant d’étudier la théorie de cordes dans le cadre

de la géomémtrie non-commutative.

Dans ce chapitre, on expose un travail sur les cordes bosoniques q−déformées.
En particulier , on s’intéresse à la dimension critique de l’espace-temps des cordes

bosoniques ouvertes. On sait qu’une théorie quantique des cordes bosoniques n’est con-

sistante que pour dimension critique de l’espace-temps égale à 26. Par consistance, on

entend ici l’absence dans l’espace de Hilbert ( et/ou de Fock) de la théorie des états de

norme négative. On a posé la question: quelle serait la dimension critique si on considére

un espace non-commutatif (en travaillant avec les algèbre q-déformée)?
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3.2 Les cordes bosoniques classiques:

3.2.1 L’action de Polyakov et les equations de mouvement:

On considère une corde ouverte. Pour décrire son évolution, on introduit deux paramètres

σ et τ et on repère les posititions des différents points sur la corde par

Xµ = Xµ(σ, τ) µ = 1, 2, ...,D (3.1)

Lorsque la corde évolue, elle balaye une surface à deux dimensions, appelée surface

d’univers. Cette surface est invariante par la paramétrisation

σ −→ σ0(σ, τ), τ −→ τ 0(σ, τ) (3.2)

L’action qui décrit la dynamique des cordes est l’action de Polyakov définie par

S = −T
2

Z
dσdτ

√−hhαβηµν∂αXµ∂βX
ν (3.3)

où hαβ est la métrique induite sur la surface d’univers, hαβ son inverse et h son

déterminant.

Le tenseur de l’energie-impulsion est donnée par

Tαβ = − 1
T

1√−h
δS

δhαβ
(3.4)

=
1

2
ηµνh

αβ∂αX
µ∂βX

ν − 1
4
ηµνh

αβhδγ∂δX
µ∂γX

ν

et les équations du mouvement qui en découlent:

Tαβ = 0 (3.5)
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∂α
³√−hhαβ∂βXν

´
= 0 (3.6)

3.2.2 Les symétries de l’action de Polyakov:

L’action ( 3.3) possède les symétries suivantes :

1. • Symétries globales:
-Invariance par transformations de Poincaré:

δXµ = aµ νX
ν + bµ

δhαβ = 0

• Symétries locales:
-Invariance de reparametrisation:

δXµ = ξα∂αX
µ

δhαβ = ξγ∂γhαβ + ∂αξ
γhγβ + ∂βξ

γhαγ

δ
√−h = ∂α

³
ξα
√−h

´
-Invariance d’échelle de Weyl:

δhαβ = 2Λhαβ

δXµ = 0

aµ ν et b
µ sont deux constantes, ξα et Λ sont deux fonctions infénitesimales de σ et

τ .
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Une conséquence immédiate de l’invariance d’échelle est l’annulation de la trace du

tenseur énergie-impulsion (3.4), i.e:

hαβTαβ = 0 (3.7)

3.2.3 L’action de Polyakov dans la jauge conforme:

Les symétries locales permettent de faire un choix de jauge , appelé jauge conforme. dans

cette jauge, la métrique du surface de l’univers s’écrit:

hαβ = η
αβ

où

η
αβ
=

 −1 0

0 1

 .
Et l’action de Polyakov ( 3.3) se réduit à:

S = 2T

Z
d2σ∂+X

µ∂−Xµ (3.8)

où:

∂± =
1

2
(∂τ ± ∂σ)

La variation de l’action précédente par rapport a Xµ, avec les conditions aux limites

δXµ(τ 0) = 0 = δXµ(τ 1) donne:

δS = T

Z
d2σδXµ(∂2σ − ∂2τ )Xµ − T

Z
dτX 0

µδX
µ
¯̄σ=π
σ=0

d’où l’équation du mouvement suivante:

(∂2σ − ∂2τ )Xµ = 4∂+∂−Xµ = 0 (3.9)
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avec

X 0
µ

¯̄σ=π
σ=0

= 0

Cette équation représente une équation d’onde bidimensionnelle dont la solution

générale est de la forme:

Xµ(σ, τ) = Xµ
R(σ

−) +Xµ
L(σ

+) (3.10)

avec

σ± = τ ± σ

sont les coordonnées du cône de lumière.

et Xµ
R,L sont des fonctions arbitraires qui décrivent les états se propageant à droite et

à gauche réspectivement.

On doit également imposer sur les solutions des équations du mouvement les con-

traintes

T01 = T10 =
1

2
(
.

X.X 0) = 0

T00 = T11 =
1

2
(

.

X2 +X 02) = 0

Ces deux equations peuvent être rassemblées en

1

2
(
.

X ±X 0)2 = 0.

Dans les coordonnées du cône de lumière, ces contraintes deviennet

T++ =
1

2
(∂+X.∂+X) = 0 (3.11)

T−− =
1

2
(∂−X.∂−X) = 0

T+− = T−+ = 0
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où

T++ =
1

2
(T00 + T01)

T−− =
1

2
(T00 − T01)

En se servant de (3.10), les equations de contraintes (3.11) s’écrivent comme

(∂+XL)
2 = (∂−XR)

2 = 0.

et la conservation d’énergie-impulsion

∂αTαβ = 0

s’exprime par

∂−T++ + ∂+T−+ = 0

∂+T−− + ∂−T+− = 0.

En utilisant (3.11), ces équations se réduisent à

∂−T++ = 0 (3.12)

∂+T−− = 0

où

T++ = T++(σ
+)

T−− = T−−(σ−).

Les équations des contraintes (3.12) impliquent l’existence d’un nombre infini de
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charges conservées. En effet, pour n’importe quelle fonction f(σ+), on a

∂−
¡
f(σ+)T++(σ

+)
¢
= 0

et les charges conservées correspondantes sont données par

Lf = 2T

πZ
0

dσf(σ+)T++(σ
+)

avec une éxpression similaire pour les états se propageant à droite.

3.2.4 Le développement en modes normaux:

Nous allons résoudre les équations du mouvement en tenant en compte des conditions aux

bords, mais en oubliant provisoirement les contraintes. Ces contraintes seront imposées

sur le solutions une fois trouvées.

Dans le cas des cordes ouvertes, les modes se propageant à gauche et à droite sont

égaux. La solution générale des équations du mouvement (3.9) est donc sous la forme

Xµ(σ, τ) = fµ(σ−) + fµ(σ+)

de plus, on a la condition aux bords

X 0
µ

¯̄σ=π
σ=0

= 0. (3.13)

La solution générale de l’équation de l’onde bidimensionnelle qui vérifie les conditions

aux bords

Xµ(σ, τ) = xµ +
1

πT
pµτ +

i√
πT

X
n6=0

1

n
αµ
n exp(−inτ) cosnσ

où on a défini

α0n =
1√
πT

pµ,
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xµ et pµ sont la position et l’impulsion du centre de masse de la corde.

Les crochets de Poisson pour les variables canoniques αµ
n, x

µ et pµ sont donnés par:

{αµ
m, α

ν
n}P.B. = −imδm+nη

µν

{xµ, pν}P.B. = ηµν.

En termes de modes normaux, le Hamiltonien de la corde ouverte s’écrit

H =
1

2

+∞X
n=−∞

α−n.αn. (3.14)

On défint les opérateurs de Virasoro de la corde ouverte

Lm = 2T

πZ
0

dσ(exp(imσ)T++ + exp(−imσ)T−−) (3.15)

=
T

2

πZ
0

dσ exp(imσ)(
.

X
µ
+X 0µ)2

=
1

2

+∞X
n=−∞

αm−n.αn

Les Lm forment un ensemble complet de charges conservées qui verifient les conditions

aux bords (3.13). Elle forment une algèbre

{Lm, Ln}P.B. = −i(m− n)Lm+n.

Cette algèbre est appelée l’algèbre de Virasoro.

En comparant (3.15) avec ( 3.14), on trouve

H = L0.
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3.3 La quantification canonique de la corde bosonique

ouverte:

Pour quantifier la théorie des cordes dans le formalisme canonique, on va considérer

provisoirement le système sans contraintes .

La quantification canonique s’effectue en remplaçant les crochets de Poisson des co-

efficients de Fourier de Xµ par i fois les commutateurs correspondants, i.e.

{ , }P.B. −→
1

i
[ , ] .

Donc, les coefficients de Fourier deviennent de opérateurs obeissant aux règles de

commutation suivantes

[αµ
m, α

ν
n] = mδm+nη

µν

[xµ, pν] = iηµν.

En effectuant les changements

αµ
m =
√
maµm

αµ
−m =

√
maµ†m

avec m > 0.

aµm et a
µ†
m sont les opérateurs de création et d’annihilation.

L’espace de Fock construit à partir de ces opérateurs contient nécéssairement des états

de norme négatives. ces états sont appelés états fantômes (ou ghost, à ne pas confondre

avec le ghosts de Fadeev-Popov).
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On peut voir cela en considérant les composantes temporelles

£
a0m, a

0†
m

¤
= η00 = −1

En prenant la valeur moyenne de ce commutateur dans le vide

h0| £a0m, a0†m¤ |0i = − h0 |0i = −1
|0i est l’état fondamental (le vide) définit par

a0m |0i = 0 ∀m
et

h0 |0i = 1

Donc, On a

h0| a0ma0†m |0i = −1
ou°°a0†m |0i°° = −1

Ainsi, on a vu que l’état a0†m |0i est un exemple des états fantômes (états qui possèdent
une norme négative).

Ces états deveront, en principe, être éliminées lorsqu’on considérera les contraintes.

Retournons maintenant à l’équation des contraintes. Dans le cas de la théorie clas-

sique, on a vu que le contraintes sont données par les coefficients de Fourier Lm = 0.

Cependant quand on passe à la théorie quantique, toute ex pression qui contient des

opérateurs qui ne commutent pas est mal définie ( souffre d’une ambiguité d’ordre nor-

mal) si on ne spécifie pas une prescription pour ordonner les opérateurs.
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Cela s’applique, en particulier, sur L0. En effet, en examinant les générateurs de

l’algébre de Virasoro (les coefficients de Fourier) on se rend facilement compte qu’aucune

ambiguité d’ordre normale n’est présente dans les Ln pour n 6= 0 car ces opérateurs sont
éxprimés par des produits d’opérateurs qui commutent entre eux.

Dans le cadre de la théorie quantique, on definit les générateurs de Virsoro par leurs

produits normaux

Lm =
1

2

+∞X
n=−∞

: αm−n.αn :

En particulier

L0 =
1

2
α20 +

+∞X
n=1

α−n.αn + a

où

a =
D − 2
2

+∞X
n=1

n

3.4 Les cordes bosonique ouvertes q-déformées:

On va considérer la déformation de l’algébre de Virasoro . Dans ce cas, les générateurs

de l’algèbre de Virasoro q-déformée est donnée par

Lq
n =

1

4α0

+∞X
−∞

: αµ
n−mα

†
mµ :q (3.16)

avec

aµ0 = 2α
0pµ (3.17)

aµ−n =
√
2α0nα†µn n > 0

aµn =
√
2α0nαµ

n n > 0
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Les opérateurs de création et annihilation aµn et a
†µ
n vérifient les relations de q-commutation

suivantes: £
aµn, a

ν†
m

¤
q
= δn,mη

µν (3.18)

et

[xµ, pν]q = iηµν

où £
a†µn , aνm

¤
q
= a†µn aνm −

£
δµρ0δ

ν
σ + (q − 1)δn,mΛµν

ρσ

¤
aρma

σ†
n (3.19)

et

[xµ, pν ]q = xµpν − qpνxµ (3.20)

On a introduit un produit normal q-déformé ::qdéfini comme suit

: aµna
†ν
m :q≡ a†νma

µ
n + (q − 1)δn,mΛµν

µ0ν0a
ν0
ma

†µ0
n (3.21)

: a†νma
µ
n :q= a†νma

µ
n

avec

Λµν
ρσ0 ≡

 1 si µ = ν et ρ = σ

0 sinon
(3.22)

3.4.1 Théorème No-Ghost

Un état |physiq est appelé un état physique q-déformé s’il vérifie les conditions:

Lq
n |physiq = 0 pour n > 0 (3.23)

(Lq
0 − αq(0)) |physiq = 0 (3.24)

avec

Lq
n =

1

4α0

+∞X
−∞

: αµ
n−mα

†
mµ :q (3.25)
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αq(0) est un nombre complexe qui apparaît lorsque on effectue l’ordre normal q-

déformé ::q. En faisant agir les opérateurs aµn et a
†µ
n sur l’état fondamental q-déformé

|0iq, on construit l’espace de Fock q-déformé :

aµn |0iq = 0 n > 0 (3.26)

P µ |0iq = pµ |0iq

et

q h0 |0iq = 1 (3.27)

Un état q-déformé |Siq qui vérifie la relation:

(Lq
0 − αq(0)) |Siq = 0 (3.28)

est dit ”spurious” s’il est orthogonal à tous les états physiques, i.e. :

q hS |physiq = 0 (3.29)

On peut développer |Siq comme suit

|Siq =
+∞X
n>0

Lq
−n |Φniq (3.30)

où |Φniq est l’état vérifiant la relation

(Lq
0 − αq(0) + n) |Φniq = 0 (3.31)

La série donnée dans (eq. 3.30) peut être tronquée. En effet, on montre que, pour

n ≥ 3, les opérateurs Lq
n s’expriment comme des itérations des commutateurs de Lq

−1

et Lq
−2, (voir eqs. (3.42, 3.45, 3.46)). Ainsi, les deux premiers termes de la série sont

suffisants pour déterminer |Siq.
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Un état ”spurious” est défini donc par:

|Siq = Lq
−1 |Φ1iq + Lq

−2 |Φ2iq (3.32)

où les états |Φ1iq et |Φ2iq vérifient eq.(3.31).
Si un état q-déformé est à la fois ”spurious” et physique, il a une norme nulle. On

peut construire des états de ce type si on considère les états spurious de la forme:

|χiq = (Lq
−2 + Ωq(L

q
−1)

2) |Θiq (3.33)

où Ωq est un nombre complexe qui dépend de q et |Θiq est un état arbitraire q−déformé
vérifie les conditions:

Lq
n |Θiq = 0 n > 0 (3.34)

(Lq
0 − αq(0))(L

q
−2 + Ωq(L

q
−1)

2) |Θiq = 0 (3.35)

et

L−q−20 |Θiq = Λq |Θiq (3.36)

La condition (eq.3.35) donne les deux relations suivantes:

Lq
0 |Θiq =

1

q
[αq(0)− (1 + q)] |Θiq (3.37)

et

Lq
0 |Θiq =

1

q2
[αq(0)− (1 + q)2

2
] |Θiq (3.38)

Des eqs. (3.37, 3.38), On tire:

·
Lq
0 +

(1 + q)

2

¸
|Θiq = 0 (3.39)
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et

αq(0) =
(1 + q)

2
. (3.40)

Pour que l’état | χiq ait une norme nulle, il doit être un état physique et il doit, par
conséquent, être annihilé par Lq

m pour tout m > 0. Or cet état est trivialement annihilé

par Lq
m pour m > 3, donc il suffit d’imposer les conditions:

Lq
1 |χiq = 0, Lq

2 |χiq = 0 (3.41)

pour déterminer un état de norme nulle.

On utilise l’algèbre de Virasoro q-déformée donnée par ([?]-[?]):

[Lq
n, L

q
m]qn,m = Lqn,m

n Lqn,m
m −∆q

nmL
qn,m
m Lqn,m

n (3.42)

= (n−m)Lq
n+m + Cnm

où

Cnm = δ0,m
(1− q)

2
nLq

n + δn,−m

½
m
(1− q)

1 + q
(3Lq

0 − L−q−20 ) +
D − 2
12

m(m2 − 1)
¾

(3.43)

∆q
nm = q + δn,m(1− q) (3.44)

et

Lqn,m
n = − 1

4α0

∞X
c=−∞

: αi
n−cα

i
c :qn,m (3.45)

avec

: αi
n−cα

i
c :qn,m= q−δn,mδn−c,c : αi

n−cα
i
c :q (3.46)

Si on utilise le produit normal q-déformé “ ::q ” défini par les eqs. (3.21,3.22) avec les

eqs. (3.19,3.20), les conditions (3.41) donnent :

x2 +Bqx+ Cq = 0 (3.47)
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où

x =
2(1− q)

1 + q
Λq (3.48)

Bq =
q − 7
q
− 27
2
+

D

2
− (1− q)2

1 + q

Cq =

µ
q − 5
q

+
D

2

¶µ
2

q
+
(1− q)2

1 + q

¶
+
9

2

(q − 5)
q

Remarque que pour le cas ordinaire où q = 1 et D = 26, on a x = 0 et C1 = 0 et eq.(3.47)

bien vérifiée. Néanmois pour q 6= 1, l’ eq.(3.47) admet de solutions que si

B2
q − 4Cq ≥ 0 (3.49)

ce qui donne :

·
q − 7
q
− 27
2
+

D

2
− (1− q)2

1 + q

¸2
− 4

·µ
q − 5
q

+
D

2

¶µ
2

q
+
(1− q)2

1 + q

¶
+
9

2

(q − 5)
q

¸
≥ 0

Cette condition est bien vérifiée dans le cas où

D = Dc = 2 + 12(q + 1) avec q ∈ ]0, 1] . (3.50)

Une autre façon de voir que pour la dimension critique (3.50) l’espace de Fock est

bien libre de tous états de normes négatives est de considérer les premiers états excités :

|0iq

|εiq = εµa
†µ
1 |0iq

|λ, θiq =
1√
2

h
λµa

†µ
1 + θµνa

†µ
1 a

†ν
1

i
|0iq (eq43)
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εµ est le vecteur de polarisation.

On appliquant l’opérateur de masse M2 :

M2 =
1

α0
[Lq
0 − αq(0)] (3.51)

sur l’état |0iq et en utilisant la relations (3.40) on obtient:

M2 |0iq = −
(1 + q)

α0
|0iq . (3.52)

L’etat |0iq est tachyionique si q > −1 et le carré de sa masse est positif si q ≤ −1.
La norme d’un état de polarisation physique |εiq, est donnée en utilisant l’eq (3.18) :

qhε |εiq =
1

q
εµε

µ (3.53)

Si on applique la condition de Virasoro q-déformée :

Lq
n |εiq = 0 for n ≥ 1 (3.54)

cette dernière est triviale pour tout n > 1. Par contre, pour n = 1, on doit avoir:

εµP
µ = 0 (3.55)

L’application de l’opérateur de masse M2 sur l’état |εiq donne:

−P 2 =
1− q

α0
(3.56)

avec

P 2 = −P 02 + P i2 i = 1, D − 1 (3.57)

où la signature de l’espace-temps est (− + + + ...+). Dans un référentiel au repos on
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peut écrire

P µ =

Ã½
1

α0
(1− q)

¾ 1
2

, 0, 0

!
(3.58)

De (3.55, 3.58) on tire ε0 = 0 et par conséquent la norme donnée par l’eq (3.53)

s’écrit:

q hε|εiq =
εi2

q
(3.59)

Ce qui montre bien q hε|εiq ≥ 0 à condition que q > 0.
En conclusion, pour que l’état |εiq ne soit pas tachyonique avec une norme positive,

il faut que:

0 < q ≤ 1 (3.60)

Soit maintenant les états |λ, θiq ,en utilisant les lois de q-déformations données par eqs
(3.18;3.19) on trouve:

q hλ, θ|λ, θiq =
1

2q

£
λ2 + θµνθ

µν
¤

(3.61)

En appliquant l’opérateur de masse sur les états |λ, θiq , on trouve :

M2 |λ, θiq =
3− q

α0
|λ, θiq (3.62)

= −p2 |λ, θiq

D’autre part, la contrainte de Virasoro :

Lq
n |λ, θiq = 0, n > 0 (3.63)

Pour n = 1 et n = 2 on trouve:

√
2
³
λν +

√
4α0θµνP µ

´
a+ν1 |0iq = 0 (3.64)

66



et

− 1√
2

µ√
4α0λµP µ +

1

q
θµνη

µν

¶
|0iq = 0 (3.65)

ou :

λν +
√
4α0θµνP µ = 0 (3.66)

et
√
4α0λµP µ +

1

q
θµνη

µν = 0 (3.67)

Dans un référentiel au repos où pµ est donné par eq.(3.58), les équations (3.66,3.67)deviennent:

λ0 +
√
4α0θ00P 0 = 0 (3.68)

λi +
√
4α0θ0iP o = 0 i = 1, D − 1

d0ou la relation

q hλ, θ|λ, θiq = (3.69)

=
1

q
{2 (q − 2)
[2q (3− q) + 1]2

Ã
D−1X
i=1

θii

!2
+ (1− q)

D−1X
i=1

θ20i +
D−1X
i=1

θ2ii +
D−1X
i6=j

θ2ij}

Pour que la norme (3.69) soit définie positive, qulque soient les valeurs des paramètres

θii, θ0i et θij, il faut :

a)

(1− q) ≥ 0 i.e q ≤ 1 (3.70)

b)

2 (q − 2)
[2q (3− q) + 1]2

Ã
D−1X
i=1

θii

!2
+

D−1X
i=1

θ2ii ≥ 0 ∀θii (3.71)

On utilisant le fait que

x2 − x+ 1 ≥ 0 ∀x (où x =
D−1X
i=1

θii)
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on obtient:
−2 (q − 2)

[2q (3− q) + 1]2
(1−

D−1X
i=1

θii) +
D−1X
i=1

θ2ii ≥ 0 (3.72)

L’eq. (3.72) peut être mise sous la forme:

D−1X
i=1

(
−2 (q − 2)

[2q (3− q) + 1]2
(
1

D − 1 − θii) + θ2ii) ≥ 0

pour que cette relation soit vérifiée pour tout θii, il faut

D ≤ 1 + 4 (8q + 1)2 (3.73)

avec la condition supplémentaire

0 < q ≤ 1. (3.74)

Lorsque q décrit l’intervalle ]0, 1] , D appartient à

5 < D ≤ 325. (3.75)

On voit bien que la dimension critique Dc = 2 + 12 (q + 1) lorsque 0 < q ≤ 1, est
incluse

14 < Dc ≤ 26. (3.76)

3.4.2 Conclusion:

On a etudié la théorie des cordes bosonique q-déformée. L’espace de Fock des états qui

vérifient les équations de contraintes des opérateurs de Virasoro q-déformés est libre de

tous état de norme négative (fantôme) si la dimension de l’espace-temps est égale à la

dimension critique Dc = 2 + 12 (q + 1) avec 0 < q ≤ 1.
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Chapter 4

Relation entre paraquantification et

q-déformation

Le but de ce chapitre est de mettre en evidence pour un cas précis la relation qui peut

exister entre la q−déformation et la paraqantification. Pour cela en introduira brievement
ce qui est la paraquantification puis on exposera le formalisme d’étude et on terminera

par une conclusion.

4.1 Introduction

Historiquement, le passage de la mécanique classique vers les théories quantique a été

fait suivant deux étapes. La première, qu’on appella la quatification (puis la premiére

quantification), consistait à réarranger les relations de Poisson entre la position et la

quantité de mouvent dans la mécanique classique, i.e. les variables canonique à degré

fini de liberté, en commutateur de Lie entre opérateurs représantants ces variables dans

la nouvelle théorie. La seconde a été le réajustement de celle-ci, ces comutateurs, à des

champs d’opérateurs, ce qui lui vallu le non de théorie quantique de champs.

Dans cette théorie quantique des champs , les opérateurs de de champs sont dotés

de deux types de particules qui vérifient deux algèbres différentes. Celle d’opérateurs de
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particules de champs qui commutent et qu’on appelle les champs fermionique et qui vérifie

la staistique de Fermi-dirac et celle d’opérateurs de particules de champs anticommutants

et qu’on appelle champs bosonique et qui vérifie la statistique de Bose-Einstein.

Vers l’année 1953, H.S. Green proposa une généralisation de la methode de quan-

tification , indépendante de la seconde quantification , et qui consiste à supposer qu’un

même état peut être occupé par des particules jusqu’à un certain ordre. cette méthode

qu’on appella ensuite la paraquantification a engendré deux types de statistiques ; les

parabosons et les parafermions. Cette théorie parmi peu d’autres en théorie quantique

de champs s’est avérée compatible avec les théorie de base de la physique telleque les les

principes de la relativité.

4.1.1 Paraquantification

L’hamiltonien d’un oscillateur harmonique s’écrit sous la forme

H =
1

2

¡
p2 + q2

¢
(4.1)

les équations du mouvement sont données par
.
q = p
.
p = −q

Le principe de corresondance avec l’equation de Heisenberg nous donnent

ı
.
q = [q,H] = ıp

ı
.
p = [p,H] = −ıq

Mais avec la restriction [q, p] = ı, on montre que cette condition n’est pas unique
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Pour cela, on utilsera les opérateurs définis par:

a ≡ 1√
2
(q + ıp) (4.2)

a+ ≡ 1√
2
(q − ıp) (4.3)

Ces relations nous donnent:

H =
1

2

¡
a+a+ aa+

¢ ≡ N (4.4)

[a,N ] = a,
£
a+, N

¤
= −a+ (4.5)

Pour le spectre de N on le définit comme suit: N |ni = Nn |ni
hn |n0i = δn,n0

(4.6)

et

Nn = N0 + n avec N0 ≥ 0, n ∈ N (4.7)

D’après les équations (1.108), (1.109) et (1.110) on montre facilement que:

N0 + n =
1

2

¡|an−1,n|2 + |an,n+1|2¢ (4.8)

Avec

an,n0 ≡ hn| a |n0i

On peut alors résoudre cette équation par récurrence sur n pour obtenir :

an,n+1 = a+n+1,n =

 (2N0 + n)
1
2 n pair

(1 + n)
1
2 n impair
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Donc on arrive à montrer

hn| £a, a+¤ |n0i =
X
n00

©hn| a |n00i hn00| a+ |n0i− hn| a+ |n00i hn00| a |n0iª
= δnn0

¡|an,n+1|2 − |a+n,n−1|2¢
Ce qui est équivalent à écrire

hn| £a, a+¤ |n0i = δnn0

 2N0 n pair

2(1−N0) n impair
(4.9)

Nous définissons l’ordre de la paraquantification de telle sorte que N0 =
Q
2
où Q est

l’ordre de la PQ.

Remarquons que seule la valeur Q = 1 nous conduit à la relation de commutation

ordinaire [a, a+] = 1 qui représente le cas d’un oscillateur harmonique (bosonique) dans

le cadre quantique.

Pour Q = 2 c-à-d N0 = 1 nous aurons une relation du type:

aaa+ − a+aa = 2a

De même, le Hamiltonien d’un oscillateur fermionique est défini par:

H =
1

2

¡
b+b− bb+

¢ ≡ N. (4.10)

on peut alors monter que

N =
1

2

¡|bn−1,n|2 − |bn,n+1|2¢ (4.11)

De la même manière, on montre que Q = 1 conduit aux relations d’anticommutation

{b, b+} = 1, {b, b} = {b+, b+} = 0 (4.12)
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donc b2 = (b+)2 = 0

Pour Q = 2 nous aurons les relations

bb+b = 2b, bbb+ + b+bb = 2b (4.13)

et

b3 =
¡
b+
¢3
= 0

4.1.2 Généralisation au cas de plusieurs oscillateurs

Soit un système de plusieurs oscillateurs harmoniques bosoniques ou fermioniques

Dans le cadre paraquantique, les opérateurs ak et a+k (bosoniques ou fermioniques)

vérifient des relations trilinéaires de telle sorte que

h
ak,
£
a+l , an

¤
∓

i
= 2δklan (4.14)h

ak,
£
a+l , a

+
n

¤
∓

i
= 2δkla

+
n ∓ 2δkna+l (4.15)£

ak, [al, an]∓
¤
= 0 (4.16)

Le signe en haut est associé aux parafermions, celui en bas pour les parabosons

notre vide est définit par

h0 |0i = 1 (4.17)

ak |0i = 0 ∀k (4.18)

avec la condition qui fixe l’ordre de la paraquantification

aka
+
l |0i = Qδkl |0i (4.19)

Ces relations dépendent du vide, mais on peut trouver des relations qui se suffisent à

elles seules (“self-contained”).
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Le problème qui se pose est que lorsque l’ordre de la paraquantification augmente les

relations se compliquent.

L’une des solutions de ce problème est d’utiliser la décomposition de Green, qui est

définie comme suit :

ak =

QX
α=1

a
(α)
k , a+k =

QX
α=1

a
(α)+
k

où a
(α)
k est la composante de Green qui agit dans le para-espace de Green..

les relations (4.14-4.15-4.16) deviennent bilinéaires :

h
a
(α)
k , a

(α)+
l

i
±
= δkl (4.20)h

a
(α)
k , a

(α)
l

i
±
= 0 (4.21)h

a
(α)
k , a

(β)+
l

i
∓
=

h
a
(α)
k , a

(β)
l

i
∓
= 0 (α 6= β) (4.22)

le vide |0i0 vérifie :
a
(α)
k |0i0 = 0 , ∀k, α

Donc

ak |0i0 = 0 , ∀k

et :

aka
+
l |0i0 = rδkl |0i0

Ce qui implique que |0i0et |0i sont équivalents.

4.2 Formalisme

La procedure classique de quantification dans le cas ordinaire est garantie par le transition

de la théorie classique à la théorie quantique des coordonnées canoniques qiet pi (i = 1, 3)

comme étant des opérateurs activant dans l’éspace de Hilbert, et verifiant les relations
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de commutation suivante :

[qi, pj] = iδij (~ = 1) (4.23)

[qi, qj] = [pi, pj] = 0 (4.24)

lesqelles sont compatibles avec les équations de mouvement d’Heisemberg :

−i ∂A
∂qµ

= [A, pµ] (µ = 0, 3) (4.25)

où A est observable quelconque. Il est toute à fait clair que les équations (4.23) et

(4.24) sont suffisantes et non pas nécessaires pour garantir les équations de mouvement

d’Heisemberg [36]-[39]. Ainsi donc, les relations fondamentales de quantification est

l’équation d’Heisemberg(4.26).

Revenons aux notions de la paraquantification, et prenons comme exemple le cas de

l’oscillateur harmonique à une seule dimension, son hamiltonien est donné par :

H =
1

2

¡
p2 + q2

¢
(4.26)

en terme d’opérateur de création et d’annihilation qui sontdéfinis par :

a ≡ 1√
2
(q + ıp) (1.120.a)

a+ ≡ 1√
2
(q − ıp) (1.120.b)
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Les équations (4.23) , (4.24) et (4.26) prennent les formes suivantes :

[a,N ] = a,
£
a+, N

¤
= −a+ (4.27)

avec

H =
1

2

¡
a+a+ aa+

¢
(4.28)

il est clair d’après la définition de l’opérateur hermitien N , que toutes ses valeurs

propres ne sont pas négatives. Cela suggère que le spectre de ces valeurs est de la

forme

Nn = N0 + n avec N0 ≥ 0, n ∈ N (4.29)

(n étant la valeur propre de N associée à certain vecteur propre normalisé |ni )
du fait des expressions de (4.28) et (4.29) on obtient :

N0 + n =
1

2

¡|an−1,n|2 + |an,n+1|2¢ (4.30)

on résout (4.30) en commençant successivement à partir de la valeur de n = 0

jusqu’à obtenir :

an,n+1 = a+n+1,n =

 (2N0 + n)
1
2 n pair

(1 + n)
1
2 n impair

(4.31)

de la forme des opérateurs an,n+1et a+n+1,ndans (4.31), il apparaît que le commutateur

[a, a+] n’est en général qu’un opérateur tel que :

hn| £a, a+¤ |n0i = δnn0

 2N0 n pair

2(1−N0) n impair
(4.32)

Notant que seulement pour le cas de N0 =
1
2
la relation de commutation devient
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un c-nombre (= 1) etqui correspond au cas canonique des relations de commutations

£
a, a+

¤
= 1 (4.33)

En plus de ça, pour le cas N0 = 1, on peut montrer facilement que les opéra-

teurs a et a+ satisfont à la relation de commutation trilinéaire en plus de (4.32) et

(4.33) ;

aaa+ − a+aa = 2a (4.34)

il faut remarquer que puisque hn| [a, a+] |n0i est toujours un entier, de prendre alors
pour valeur de N0 un entier ou demi-entier, çe qui permet d’écrire d’écrire :

N0 =
r

2
( r ∈ N∗) (4.35)

où r est appelé l’ordre de la paraquantification.

Pour les q−oscillateur a, a+ , Macfarlane [30] les a introduits en considérant
leur action sur l’espace d’Hilbert menu de la base {|ni}, n = 0, 1, 2.....définie par :

a |0i = 0 (4.36)

|ni =
³
[n]q

´ 1
2
(a+)n |0i

où

[n]a =
qn − 1
q − 1 (4.37)

[n]q! = [n]q [n− 1]q ..... [1]q
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En prennant compte des relations de commutation (4.27) et l’algèbre :

aa+ − qa+a = q−N (4.38)

on peut avoir facilement l’action de a+, a et N dans la base {|ni} :

a+ |ni = q−
N0
2 [n+ 1]

1
2
q |n+ 1i

a |ni = q−
N0
2 [n]

1
2
q |n− 1i (4.39)

N |ni = (n+N0) |ni

Maintenant, dans le but d’établir une relation entre l’algèbre (4.34) et (4.38), on va

prendre N0 = 1 (ie r = 2) et les oscillateurs a(respectivement a+) qui dépendent de la

valeur propre |Ψi de l’opérateur N . En plus, on généralise l’algèbre (4.38) et (4.27) en

¡
aΨa

+
Ψ −Qa+ΨaΨ

¢
PΨ = e−NQ0PΨ (4.40)

[aΨ, N ] = aΨ

et

£
a+Ψ, N

¤
= −a+Ψ

ou l’opérateur de projection PΨ a pour expression:

PΨ = |Ψi hΨ|

(|Ψi est un état de la base {|ni})
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et aΨ, a+Ψ, Q,Q
0 ont pour représentations :

a+Ψ |ni = q
−1
2

Ψ [n+ 1]
1
2
Ψ |n+ 1i

aΨ |ni = q
−1
2

Ψ [n]
1
2
Ψ |n− 1i (4.41)

QΨ |Ψi = qΨ |Ψi

et

Q0
Ψ |Ψi = (ln qΨ) |Ψi

Il est important de mentionner que l’introduction

de l’opérateur de projection PΨ est pour assure que les opérateurs a et a+ (désignés par

aΨ et a+Ψ respectivement) sont en relation avec l’état propre |Ψi de N .
Maintenant, il est tout à fait simple de montrer que le choix ci-après du paramètre

de déformation qΨ:

qΨ = cosh(ΨLnΨ) (4.42)

implique une équivalence entre l’algèbre q - déformée (4.40) et l’algèbre paraquantique

suivante :

(aΨaΨa
+
Ψ − a+ΨaΨaΨ)PΨ = 2aPΨ (4.43)

En fait, chacune des deux algèbres (4.40) et (4.43) avec la représentation (4.41) con-

duient à la même relation (4.42) Qui peut être résolue numériquement.

Pour n = 3 (par exemple), on trouve les solutions suivantes :

q3 = ±1,±
s√

5

2
+
1

2
,±i

s√
5

2
− 1
2

(4.44)
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4.3 Conclusion

L’intéret motivé ici dans ce travail été d’essayer d’étudier et d’etablir une connection entre

la q−déformation et la paraquantification en sachant que les objectifs qui ont poussés
à élaborer ces deux théories étaient identiques. Ils etaient une recherche d’une théorie

consistante et plus globale que la mécanique quantique.

Ainsi, dans ce travail on a pu établir une équivalence entre l’algèbre déformée général-

isée

¡
aΨa

+
Ψ −Qa+ΨaΨ

¢
PΨ = e−NQ0PΨ

[aΨ, N ] = aΨ

menue de la représentation (4.41) où on a pris un paramétre de déformation q dépen-

dant de l’état propre |Ψi de N ,

qΨ = cosh(ΨLnqΨ)

et l’algèbre praquantique d’ordre 2 pour chaque état propre |Ψi.
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Chapter 5

Oscillateur nonlinéaire amorti et

l’hamiltonien d’un oscillateur

nonlinéaire généralisé

5.1 INTRODUCTION

5.1.1 L’ANGLE DE HANNAY

En mécanique classique le théorème adiabatique applicable aux systèmes Hamiltoniens

intégrables est bien connu[42]. Il stipule qu’au cours d’un changement adiabatique des

paramètres d’un Hamiltonien intégrable les variables d’action Iι restent constantes . On

pourrait naïvement penser que les variables angulaires conjuguées θι évoluent avec des

vitesses
.

θ(t) égales aux fréquences instantanées associées à l’Hamiltonien au même in-

stant. Hannay [45] a été le premier à montrer que, comme dans le cas quantique, s’ajoute

à cette contribution "dynamique" aux angles θι, une contribution géométrique qui ne

dépend que du circuit suivi dans l’espace des paramètres et à laquelle peut être associée

une 2-forme sur cet espace.

Considérons le cas d = 1 et soient I et θ les variables action angle associées à un
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Hamiltonien H(q,p,
→
X) = H (I,

→
X). Ces variables permettent un paramétrage q(I , θ,

→
X),

p(I , θ,
→
X) de l’espace de phase( ici q représente la position et p sont moment conjugué),

2πI représente l’aire d’une trajectoire et θ est la variable conjuguée mesurée sur chaque

trajectoire (ce qui implique un choix d’origine sur les trajectoires). Soit S(q, I,
→
X) une

fonction génératrice de la transformation canonique (q, p)→ (I, θ)
³
p = ∂S

∂q
; θ = ∂S

∂l

´
.On

sait que la dynamique des variables I et θ est régie par le nouvel HamiltonienK = H+∂S
∂t
.

Pour exprimer ∂S
∂t
dans les variables I et θ,

Berry[43] introduit la fonction S

S(I ,θ,
→
X) = S(q(I ,θ,

→
X), I ,

→
X) (5.1)

(dont la dérivée par rapport à
→
X est monovaluée). K s’écrit:

K (I ,θ,
→
X(t)) = H (I ,

→
X(t)) +

→
.

X(t)

Ã
∂S

∂
→
X
− p

∂q

∂
→
X

!
(I ,θ,

→
X(t)) (5.2)

L’hypothèse adiabatique consiste à remplacer les membres de droite des deux équa-

tions de Hamilton
.

I = −∂K
∂θ
et

.

θ = ∂K
∂I

par leurs moyennes sur la trajectoire d’action I

de l’Hamiltonien H(q, p,
→
X) (la moyenne d’une grandeur f(q, p,

→
X) étant définie par

→
f (I ,

→
X) =

2πZ
0

dθ

2π
f(q(I ,θ,

→
X), p(I ,θ,

→
X),

→
X) (5.3)

La première équation donne le théorème adiabatique standard
.

I = 0. La seconde

donne la vitesse angulaire

.

θ =
.

θD +
.

θH (5.4)

somme d’une partie dynamique (ou fréquence instantanée)

.

θD =
∂H

∂I
= ω(I ,

→
X) (5.5)
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et d’une partie géométrique

.

θH =
→.
X

∂

∂I
(
∂S

∂
→
X
− p

∂q

∂
→
X
)(I ,

→
X) (5.6)

Lorsque les paramètres effectuent un cycle, cette partie géométrique s’écrit comme

l’intégrale double de la 2-forme

σH(I ,
→
X) = − ∂

∂I

³
d→
X
p(I ,θ,

→
X) ∧ d→

X
q(I ,θ,

→
X)
´

(5.7)

qui caractérise l’holonomie classique.

Comme dans le cas quantique le transport de Hannay peut être obtenu "de manière

exacte" en moyennant le principe variationnel

δ

·Z
Ldt

¸
= 0 L = p

.
q −H (5.8)

de la mécanique classique hamiltonienne. Ce principe moyenne s’écrit:

δ

·Z
Ldt

¸
= 0 (5.9)

avec

L = p
∂q

∂I

.

I + I
.

θ + p
∂q

∂
→
X

−→.
X −H (I ,

→
X) (5.10)

(en remarquant que I = 1
éπ

I
pdq = p∂q

∂θ
). Comme θ est une variable cyclique pour

L, l’action I =∂ L

∂
.
θ
est automatiquement conservée (

.

I = 0). Utilisant ce résultat dans

l’extremalisation par rapport à I , on obtient:

.

θ =
∂H

∂I
+

"
∂

∂
→
X

µ
p
∂q

∂I

¶
− ∂

∂I

Ã
p
∂q

∂
→
X

!#−→.
X =

.

θD +
.

θH (5.11)

La partie géométrique qui s’écrit sous la forme d’un crochet de Poisson [Koiller (1989)]
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.

θH =

ÃÃ
∂p

∂
→
X

∂q

∂I

!
− ∂p

∂I

∂q

∂
→
X

!−→.
X (5.12)

s’identifie facilement à l’expression donnée par Berry et Hannay. Cette procédure est

certainement la plus simple et la plus rapide pour obtenir à la fois le théorème adiabatique

standard (
.

I = 0) et l’angle de Hannay

Dans son article consacré à l’angle de Hannay, Berry[43] établit une relation "semi-

classique" entre l’angle classique et la phase quantique en utilisant la méthode de Maslov

, . Cette méthode relie de manière générale la fonction d’onde, définie en représentation

q, aux trajectoires dans l’espace de phase; en particulier, elle relie l’état propre ψn(q,
−→
X )

à la fonction génératrice S(q, I,
→
X) :

ψn(q,
−→
X ) =

X
α

aα(q, I,
−→
X )e

1
h S

α(q,I,
−→
X ) (5.13)

En substituant la fonction ψn(q,
−→
X ) =

D
q º n,−→X

E
dans l’expression

.
γn = ι

D
n,
−→
X
¯̄̄
5−→

X¯̄̄
n,
−→
X
E−→.
X et en tenant compte du non recouvrement (dans la limite semiclassique) des

termes α 6= β, Berry obtient:

.
γn = −

1

h
5−→

X
Sα(q, I,

−→
X )
−→.
X = −1

h
(5−→

X
S − p

∂q

∂
−→
X
)
−→.
X (5.14)

(Rappelions que S(I ,θ,
→
X) = S(q(I ,θ,

→
X), I,

→
X) est une fonction dont le gradient est

monovalué). La relation entre l’angle classique et la phase quantique s’obtient en dérivant

cette égalité par rapport à la variable action I identifiée à nh dans la limite semiclassique:

∂
.
γn
∂I

= −1
h

.

θH (5.15)

L’obtention de cette relation est donc basée sur une description des états quantiques

semiclassiques à partir de l’espace de phase classique.
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5.2 Formalisme

L’angle de Hannay [45] (la contrepartie classique de la phase géométrique de Berry [46]),

à l’origine était associée à l’évolution adiabatique des systèmes d’hamiltoniens classiques,

mais elle a été étendue à une grande classe des équations dynamiques correspondant aux

systèmes dissipatifs: équations non-linéaires avec des limites cycliques [47] ou avec des

symétries internes plus générale [48], telles que les équations décrivant les dynamiques du

laser [49], etc... Dans ce contexte, il a été prouvé dans [50] que le système dissipatifs le

plus simple, à savoir l’oscillateur harmonique amorti décrit par le lagrangien dépendant

du temps :

L(q, q̇, �µ) = 1

2
e2

tλ(s) ds (q̇2 − ω2oq
2) (5.16)

est canoniquement équivalent, même pour les paramètres dépendants du temps (λ, ωo) ≡
�µ, à l’oscillateur harmonique généralisé, un système conservatif décrit par l’Hamiltonien:

H(P,Q,�µ) =
P 2

2
+ λPQ+

ω2o
2
Q2 . (5.17)

( la fonction génératrice de la transformation canonique est F (q, P, t) = qP e
t λ(s) ds).

Par conséquent, les angles de Hannay des deux systèmes sont identiques. Leur expréssion

peuvent être simplement établie comme dans [51] en utilisant le changement de variable

Q =
∂F (q, P, t)

∂P
= q e

t λ(s) ds (5.18)

ce qui donne au lagrangien (5.16) la forme

L(Q, Q̇, �µ) =
1

2
(Q̇2 − 2λQQ̇− ω2Q2) (ω2 = ω2o − λ2) (5.19)

ce qui s’écrit également par:

L(Q, Q̇, �µ) =
1

2
(Q̇2 − (ω2 − λ̇)Q2)− 1

2

d

dt
(λQ2) . (5.20)
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Dans cette dernière expression, la quantité (ω2 − λ̇) est le carré de la fréquence in-

stantanée du système.

Dans la limite adiabatique où les paramètres �µ sont des fonctions lentement variables

en fonction du temps �µ(�t) (avec
�

ωo
¿ 1), on peut mettre en premier ordre l’expansion

de cette fréquence instantanée pour les petits paramètres adiabatiques �. On obtient le

resultat bien connu [45][46].

Θ̇ = ω − λ̇

2ω
. (5.21)

où la partie ’dynamique’ ω de la dérivée par rapport au temps Θ̇ de la phase de

l’oscillateur semble être corrigée par une contribution adiabatique − λ̇

2ω
l’intégrale de

l’angle de Hannay géométrique dans l’espace des paramètres.

Le but principale de ce travail est d’étudier dans quelle mésure les résultats ci-dessus,

concernant l’équivalence canonique et l’identité des phases géométriques des oscillateurs

linéaires dissipatifs et conservatifs, peuvent être généralisés aux cas non-linéaires au moins

pour le premier ordre d’approximation de la théorie des perturbations. Dans ce qui suit

nous nous limiterons à l’oscillateur quartique amorti généralisé. Nous ne considérons pas

les termes cubiques car à cet ordre ils ne sont pas résonants c-à-d sans effets sur l’équation

de phase [52]

Le paragraphe suivant sera consacrée à l’oscillateur quartique généralisé i.e. l’Hamiltonien

qui est déduit à partir de (5.17) par l’addition d’un terme proportionnel à Q4. Afin de

calculer la phase géométrique de ce système nous prolongeons la méthode de réduction

aux formes normales dans le cas où les paramètres varient lentement avec le temps.

Nous pouvons alors résoudre perturbativement l’équation d’Hamilton et trouver les

transformations canoniques appropriées sous les deux suppositions de la non-linéarité

faible et de l’adiabacité de la variation des paramètres. En particulier nous détermi-

nons l’invariance adiabatique I du système et trouvons l’expression de la correction non-

linéaire du premier ordre à la partie de Hannay géométriquede l’angle Θ. La raison de

choisir la technique des formes normales plutôt que la méthode faisant la moyenne (av-

eraging method) est que, sans compter le fait qu’elle peut en principe être développée à
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n’importe quel ordre de perturbation (dans le régime adiabatique), c’est une approche

standard pour l’étude des systèmes dissipatifs non-linéaires; il nous permettra de déduire

les transformations canoniques appropriées dans le cas dissipatif à partir des précédents.

Puis aprés un paragraphe sera consacré à l’étude de l’oscillateur quartique amorti, le

Lagrangien déduit à partir de (5.16) par l’addition d’un terme proportionnel à q4. En

utilisant les transformations canoniques dépendantes du temps construites dans le para-

graphe précédent et gardant les mêmes hypothèses de non-linéarité faible et l’adiabacité,

on obtient les résultats suivants: Pour les valeurs finies du paramètre (d’amortissement)

λ, c-à-d quand la resonance n’existe pas, le terme quartique est sans effet sur la partie

géométrique de l’angle. Dans ce cas l’oscillateur quartique amorti peut s’avérer canon-

iquement équivalent à l’oscillateur harmonique linéaire généralisé.

Cependant, ici, il existe aussi une limite (d’amortissement) faible paramétrisée par

une (grandeur) de λ allant vers zéro avec le paramètre adiabatique de telle manière que

le phénomène de résonance ressurgisse à la limite. Dans cette limite le terme quartique

contribue et rétablit l’angle de Hannay de l’oscillateur généralisé quartique déterminé

dans le paragraphe précédent.

Ce dernier résultat généralise aux systèmes non-linéaires le résultat établi dans [50]

pour les oscillateurs non-linéaires.

5.2.1 Oscillateur quartique généralisé

La plus simple extension non-linéaire conduisant à un terme résonant dans l’équation du

mouvement est obtenu en ajoutant un terme quartique à l’Hamiltonien (5.17) qui devient

alors:

HG(P,Q,�µ) =
P 2

2
+ λPQ+

ω2o
2
Q2 +

ν

4
Q4. (5.22)

Les équations de Hamilton pour Q et P prennet les formes

Q̇ = λQ+ P , Ṗ = −λP − ω20Q− νQ3 . (5.23)

87



Afin de résoudre ces équations couplées non-linéaires, il est plus commode d’introduire,

au lieu de Q et P une variable complexe z, et son conjuguée z, définis par

z =

r
ω

2

·
Q− i

ω
(λQ+ P )

¸
, (ω2 = ω2o − λ2) . (5.24)

D’une manière équivalente Q et P sont alors

Q =
1√
2ω
(z + z), P =

iω − λ√
2ω

z − iω + λ√
2ω

z . (5.25)

Pour des paramètres dépendants du temps (λ, ω0, ν) ≡ �µ, les équations de Hamilton pour

Q et P conduisent à l’équation non-linéaire suivante pour z

ż = iωz +
iν

4ω2
(z + z)3 − iλ̇

2ω
z +

ω̇ − iλ̇

2ω
z. (5.26)

(Notons que les trois paramètres λ, ω et ν ne jouent pas le même rôle: la dérivée du

temps ν̇ du paramètre lié avec le terme quartique non-linéaire n’apparaît pas en (5.26)

en contradistinction avec λ̇ et ω̇.). Cette équation peut être résolue perturbativement en

utilisant sa réduction canonique à la forme normale (5.24) si on suppose que le système

est faiblement non-linéaire (
ν

ω2o
Q2 ¿ 1) et que les paramètres varient adiabatiquement

(�µ est une fonction varie lentement du temps �µ(�t) avec
�

ωo
¿ 1). Dans ces conditions,

faisant introduire alors la transformation quasi-identité

z = u+ δu (5.27)

Afin d’éliminer le terme non-linéaire résonant proportionnel à u dans l’équation pour la

nouvelle variable u. Pour δ =
λ̇+ iω̇

4ω2
(δ est petit, de l’ordre de �) le coefficient de u

s’annule et l’équation pour u s’écrit

u̇ = i

Ã
ω − λ̇

2ω

!
u+

iν

4ω2
(u+ u)2

£
(1 + δ + 3δ)u+ (1 + 4δ)u

¤
. (5.28)
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Le premier terme dans (5.28) montre déja l’angle de Hannay de l’oscillateur généralisé

linéaire. Afin d’obtenir la correction non linéaire on doit introduire un second (quasi-

identité) changement de variable

u = v + αv3 + βvv2 + γv3. (5.29)

La nécéssité pour que l’équation pour ν ne contient plus des termes cubiques non-

résonants existants en (5.28) conduit à des équations différentielles pour des coefficients

dépendants du temps α, β et γ de la transformation. Ces équations différentielles sont

explicitement écrites et ses solutions sont discutées dans l’annexe.

L’équation résolue pour v, valable au premier ordre en � et en paramètre v de non

linéarité faible, est

v̇ = i(ω − λ̇

2ω
)v +

3iν

4ω2
(1 +

λ̇

ω2
)v2v (5.30)

Maintenant, en remplaçant v = AeiΘ , les équations pour l’amplitude A et pour l’angle

Θ s’écrivent

Ȧ = 0, (5.31)

Θ̇ = ω

µ
1 +

3ν

4ω3
A2
¶
− λ̇

2ω

µ
1− 3ν

2ω3
A2
¶
. (5.32)

L’équation (5.31) montre que A est une invariante adiabatique reliée, comme on l’a vu

ci dessus, à l’action I du système

I = A2 . (5.33)

Le premier terme dans r.h.s de l’équation (5.32) explique bien le résultat bien connu que

le terme quartique
ν

4
Q4 dans (5.22), est résponsable de la présence des termes résonants

v2v dans (5.30), induit une renormalisation de la fréquence linéaire ω qui devient

Ω = ω(1 +
3ν

4ω3
A2) . (5.34)

(Le fait que la fréquence n’apparaît pas explicitement dans l’expression de I et que le
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terme de correction
3ν

4ω2
A2 à la fréquence linéaire est différent de l’expression construite

dans la référence ([52]) sont dues à l’utilisation de l’amplitude A de la variable transformée

v dans (5.33) et (5.34) à la place de l’amplitude a de la variable originaleQ; en particulier,

l’expression habituelle pour Ω en terme de a, ω et ν peut être rétabli à partir de (5.34)

notons que A =

r
ω

2
a.). Le second terme

λ̇

2ω

µ
−1 + 3ν

2ω2
A2
¶
dans le r.h.s.de l’équation

(5.32), qui existe seulement pour les paramètres dépendants du tepms, est la partie

de Hannay géométrique, non intégrable de Θ̇. Comme la partie dynamique Ω contient

également une contribution à partir du terme résonant non linéaire. Cependant comme

cette partie géométrique est définie jusqu’une dérivée du temps totale, on peut l’écrire,

pour ν constant, sous la même forme comme dans le cas linéaire

Ã
− λ̇

2ω

!
en termes de

la fréquence renormalisée et d’un paramètre d’amortissement renormalilisé Λ défini par

Λ = λ

µ
1− 3ν

ω3
A2
¶

. (5.35)

En effet, l’égalité
Λ̇

2Ω
=

λ̇

2ω
(1− 3ν

2ω3
A2)− d

dt

³9νλ
8ω4

A2
´
est exacte jusqu’au premier ordre

en terme non linéaire faible proportionnel à νA2. En conséquence l’équation (5.32) pour

la variable d’angle Θ prend une forme fonctionnelle:

Θ̇ = Ω− Λ̇

2Ω
, (5.36)

identique à celle , Θ̇ = ω − λ̇

2ω
, obtenue dans le cas linéaire, on peut dire que , pour ν

constant, l’effet de la non-linéarité quartique faible sur la phase (la partie géométrique

aussi bien que la partie dynamique) s’élève à une simple renormalisationdes deux ω et λ.

Nous montrons maintenant que les variable dynamiques (I,Θ) et (P,Q) sont reliées

par une transformation canonique dépendante du temps et que les équations(5.31)-(5.33)

sont les équations de Hamilton pour les variables action-angle associées au Hamiltonien
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dépendant du temps HG(I,Θ, t):

HG(I,Θ, t) = Iω
³
1− λ̇

2ω2

´
+ I2

3ν

8ω2

³
1 +

λ̇

ω2

´
. (5.37)

ceci peut être vérifié par l’inspection de l’ensemble des transformations successives (P,Q)→
(−iz, z)→ (iu, u)→ (−iv, v)→ (I,Θ), qui seront également d’importance dans lle para-

graphe suivant. En ce qui concerne la première transformation (P,Q) → (−iz, z) , sa
fonction génératrice F (Q, z) est obtenue par l’intégration des équation

∂F

∂Q
= P (Q, z) et

∂F

∂z
= iz(Q, z) déduites à partir de l’identité différentielle (caractérisant une transforma-

tion canonique)

PdQ−HGdt = −izdz −Hz
Gdt+ dF . (5.38)

En tenant compte les relations (5.24)(5.25) on obtient

F (Q, z) = −1
2
(iω + λ)Q2 + i

√
2ωQz − 1

2
iz2 . (5.39)

L’Hamiltonien Hz
G pour les nouvelles variables conjuguées (−iz, z) est alors obtenu à

partir de la relation Hz
G = HG +

∂F

∂t
, son expression s’écrit

Hz
G = ωzz +

ν

16ω2
(z + z)4 +

iω̇

4ω
(z2 − z2)− λ̇

4ω
(z + z)2 (5.40)

et on peut vérifier que les équations de Hamilton:

ż =
∂Hz

G

∂(−iz) , −iż = −∂H
z
G

∂z
(5.41)

En effet, coincident avec l’équation (5.26) pour z et son correspondant z.

la transformation (−iz, z)→ (iu, u) associée à la fonction génératrice

G(z, u) = −izu+ 1
2
iδu2 − 1

2
δz2 (5.42)
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est également canonique.

L’expression de l’Hamiltonien Hu
G pour les nouvelles variables conjugées (iu, u) est

obtenue à partir de la relation Hu
G = Hz

G +
∂G

∂t
et, dans cette formulation du Hamil-

tonien de la reduction de la forme normale, δ and δ sont déterminés par la condition

que Hu
G ne contient plus des termes proportionnels à u2 et u2. Ceci est équivalent à la

condition ci-dessus que l’équation pour u (resp u) ne contient plus un terme non résonant

proportionnel à u (resp. u) et ce qui conduit à la même valeur
λ̇+ iω̇

4ω2
pour δ. Donc Hu

G

s’écrit

Hu
G = (ω −

λ̇

2ω
)uu+

ν

16ω2
(u+ u)4 +

ν

4ω2
(u+ u)3(δu+ δu) . (5.43)

(En effet,
∂G

∂t
ne contribue pas à cette expression de Hu

G valable jusqu’au premier ordre

en � puisqu’il contient seulement les termes proportionnels à δ̇ et δ̇ et aussi de l’ordre �2.)

De la même manière, la transformation (iu, u) → (−iv, v) associée à une fonction
génératrice:

K(u, v) = ivu+ αv3u+
1

3
βvu3 +

1

4
γu4 − 1

4
γv4 (5.44)

est canonique. Les valeurs de α, β et γ, maintenant sont déterminées en imposant que

l’Hailtonien Hv
G = Hu

G +
∂K

∂t
pour les nouvelles variables conjuguées (−iv, v) ne con-

tiennent pas des termes non résonants quartiques, sont ceux trouvées dans l’annexe.

L’expression de Hv
G est

Hv
G = (ω −

λ̇

2ω
)vv +

3ν

8ω2
(1 +

λ̇

ω2
)v2v2 . (5.45)

Finalement, la transformation (−iv, v)→ (I,Θ) associée à la fonction génératrice:

M(v,Θ) = −1
2
v2 exp(−2iΘ) (5.46)

est canonique et l’Hamiltonien (5.45) se transforme en (5.37) comme il a été notée précé-

dament. Cette expresion (5.37) montre que I = A2 est l’action du système et permet de

déterminer l’invariant adiabatique comme une fonction de l’énergie.
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5.2.2 L’oscillateur quartique amorti

l’oscillateur quertique amorti que nous considérons dans cette section est décrit par

l’équation

q̈ + ω20q + 2λq̇ + νq3 = 0. (5.47)

Il peut être obtenu à partir du Lagrangien de Caldirola-Kanai dépendant du temps

généralisé [10]

LD(q, q̇, �µ) =
1

2
e2

tλ(s) ds(q̇2 − ω20q
2 − 1

2
νq4). (5.48)

En termes de la nouvelle variable

Q = qe
tλ(s) ds (5.49)

Le Lagrangien (5.48) s’écrit

LD(Q, Q̇, �µ) =
1

2
(Q̇2 − 2λQQ̇− ω2Q2 − 1

2
νQ4e−2

tλ(s) ds) (5.50)

et l’Hamiltonien correspondant dépendant du tempsHD(P,Q,�µ), où P =
∂LD

∂Q̇
= Q̇−λQ,

prend la forme:

HD(P,Q,�µ) =
P 2

2
+ λPQ+

ω20
2
Q2 +

ν

4
Q4e−2

tλ(s) ds (5.51)

identique à l’expression (5.22) pour l’Hamiltonien de l’oscillateur généralisé quartique,

sauf le facteur exponnentiel crutial dans le terme quartique. Alors, faisons les mêmes

changements successives des variables comme dans la paragraphe précédent, à savoir

(P,Q) → (−iz, z) → (iu, u) → (−iv, v), nous obtenons sans d’importents nouveaux
calculs, l’hamiltonien suivant pour les variables conjuguées (−iv, v):

Hv
D = (ω −

λ̇

2ω
)vv +

3ν

8ω2
(1 +

λ̇

ω2
)v2v2 e−2

tλ(s) ds (5.52)
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A ce point une remarque est de l’ordre. En contradistinction avec l’oscillateur quar-

tique généralisé, l’oscillateur quartique amorti ne montre pas de phénomène de résonance.

La théorie des formes normales enseigne qu’il est possible dans ce cas d’éliminer les termes

non-linéaires Par conséquent, on prévoit que (comme dans [50]) que l’angle de Hannay ne

prend aucune contribution non-linéaire. Voyant comment ceci devient dans le formalisme

des transformations canoniques. A cet effet, nous introduisons le changement de variable

(quasi-identité)

v = w + iσw2w. (5.53)

La transformation est (−iv, v) → (iw, w) canonique pour σ réel. Il correspond à la

fonction génératrice

N(v, w) = −ivw − 1
2
σv2w2 (5.54)

et l’Hamiltonien transformé Hw
D = Hv

D +
∂N

∂t
s’écrit

Hw
D = (ω −

λ̇

2ω
)ww − 1

2

³
σ̇ − 3ν

4ω2
(1 +

λ̇

ω2
) e−2

tλ(s) ds
´
w2w2 . (5.55)

Le second terme dans le r.h.s de (5.55) peut être mis égal à zéro. En effet, en raison de

la présence du facteur exponentiel (proportionnel à ν) qui assure que la transformation

(5.53) est prèsque l’unité. Ainsi pour λ fini l’oscillateur amorti quartique est canon-

iquement généralisé, et les phases des deux systèmes sont identiques. Notons qu’une

telle élimination peut ne pas être faite sur l’Hamiltonien (5.45) car l’intégration de σ̇

conduirait à des termes non bornés proportionnels au temps t.

Maintenant, considérons le cas où l’amplitude du paramètre d’amortissement λ est

près du zéro de telle sorte que le phénomène de résonance ne puisse pas être évité. Plus

précisément soit λ de la forme

λ(t) = �aλ̃(�bt) (5.56)

où a et b sont des nombres positifs tel que a > b > 0 et a + b = 1. b positif assure la
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validité de l’hypothèse adiabatique par λ et a+b = 1 que λ̇ reste de l’ordre de �, comme ω̇.

Pour un tel comportement de λ l’intégrale
R t
λ(s) ds est de l’ordre �a−b avec (a− b) > 0.

Donc en remplaçant le facteur exponentiel dans (5.52) par les termes importants dans

l’expréssion de son expansion, on obtient l’expression suivante (valable jusqu’au premier

ordre en �) pour l’Hamiltonien Hv
D:

Hv
D = (ω −

λ̇

2ω
)vv +

3ν

8ω2
(1− 2

Z t

λ(s) ds+
λ̇

ω2
)v2v2 . (5.57)

Pour les mêmes raisons que pour l’hamiltonien (5.45) on ne peut pas éliminer les termes

non linéaires en (5.57). Il est intéressant de noter que le terme proportionnel à la dérivée

du temps des paramètres, − λ̇

2ω
vv+

3νλ̇

8ω4
v2v2, sont identiques dans (5.45) et (5.57). Par

conséquent, dans cette limite d’amortissement faible, l’angle de Hannay de l’oscillateur

amorti quartique est identique à celle de l’oscillateur harmonique quartique généralisé.

Dû à la présence du terme dynamique supplementaire − 3ν

4ω2

Z t

λ(s) ds v2v2 en (5.57) ) les

deux systèmes semblent ne pas être canoniquement équivalents. Cependant, on peut ex-

primer l’Hamiltinien (5.57) en termes du paramètre renormalisé ν̃ = ν(1−2 R tλ(s) ds) (un
changement qui, en degré de précision dans nos calculs, n’affecte pas la partie géométrique

non-linéaire de l’angle) pour obtenir une expression

Hv
D = (ω −

λ̇

2ω
)vv +

3ν̃

8ω2
(1 +

λ̇

ω2
)v2v2 (5.58)

semblable à (5.45). L’oscillateur quartique amorti avec les paramètres ω0, λ et ν est

ainsi, dans cette limite d’amortissement faible et dans le premier ordre d’approximation

de la théorie des perturbations, est canoniquement équivalent à l’oscillateur quartique

généralisé avec les paramètres ω0, λ et ν̃ et les deux systèmes ont les angles d’Hannay

identiques. Ces résultats sont la généralisation pour les oscillateurs non-linéaires du

résultat établi en ([50]) pour les cas linéaires.
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5.3 ANNEXE I

q−Series

Introduisons avant tous quelques notions sur q−séries, on note pour |q| < 1

(a)n ≡ (a : q)n ≡ (1− a) (1− aq)
¡
1− aq2

¢
...
¡
1− aqn−1

¢
de telle façon que

(a)∞ ≡ (a; q)∞ ≡ lim
n→∞

(a; q)n

avec

(a)0 ≡ 1

pour le cas particulier a = q, on a:

(q)n ≡ (q : q)n ≡ (1− q)
¡
1− q2

¢ ¡
1− q3

¢
... (1− qn)

Et pour n’importe quel valeur de n réelle, on peut écrire

(a)n =
(a)∞
(aqn)∞

=
(1− a) (1− aq) (1− aq2) ... (1− aqn+1) ....

(1− aqn) (1− aqn+1) ...

= (1− a) (1− aq)
¡
1− aq2

¢
...
¡
1− aqn−1

¢

Le théoreme de Cauchy permet d’écrire pour |t| < 1 l’égalité suivante

N−1Y
S=0

(1− atqn)

(1− tqn)
=

∞X
n=0

(a; q)n
(q; q)n

t

et du fait on peut montrer que
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(x; q)N =
N−1Y
S=0

¡
1− qSx

¢
=

NX
S=0

(−1)S
·
N

S

¸
q

q
s
2
(s−1)xs (5.59)

avec

·
N

S

¸
=

(q)N
(q)s (q)N−s

qu’est appellé coefficient q−binomiale ( et des fois polynomes de Gauss ) où

[n]q ≡ [n] :=
1− qn

1− q
= 1 + q + ......+ qn+1 et [0] = 0

q−Polynomes orthogonaux
Les polynômes de Rogers-Szegö (RS) sont définis par:

Hn (x; q) =
nX

k=0

·
n

k

¸
xk (5.60)

et satisfait la relation de recurrence à trois termes suivante:

Hn+1 (x; q) = (1 + x)Hn (x; q)− (1− qn)xHn−1 (x; q)

sachant que;

·
n

j

¸
=

·
n

n− j

¸
·
n

0

¸
=

·
n

n

¸
= 1

Les quelques premiers polynômes sont données par:
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H0 (x : q) =

·
0

0

¸
x0 = 1

H1 (x : q) =

·
1

0

¸
x0 +

·
1

1

¸
x = 1 + x

H2 (x : q) = 1 +
(1− q) (1− q2)

(1− q) (1− q)
x+ x2 = 1 + (1− q)x+ x2

Bien sûr à la limite;

lim
q→1

·
n

k

¸
=

µ
n

k

¶

et donc

lim
q→1

Hn (x : q) = lim
q→1

nX
k=0

·
n

k

¸
xk →

nX
k=0

µ
n

k

¶
xk

les polynômes (RS) sont orthogonalisable sur un cercle suivant la fonction de Jacobi

prise comme mesure ;

Imn =

πZ
−π

Hm

³
−q− 1

2 e−iϕ; q
´
Hn

³
−q− 1

2 e−iϕ; q
´
ϑ3 (q, ϕ)

dϕ

2π

avec

ϑ3 (q, ϕ) =
∞X

t=−∞
q
t2

2 eitϕ

En remplaçant les polynômes (RS) par (5.60)

Imn =
mX
r=0

nX
s=0

(−1)r+s
·
m

r

¸·
n

s

¸
q
r
2
(r+s)

∞X
t=−∞

q
t2

2 eitϕδt,s−r

et qui donne

Imn =
mX
r=0

nX
s=0

(−1)r+s
·
m

r

¸·
n

s

¸
q
r
2
(r−1)q

s
2
(s−1)q−rs
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ce qui permet d’écrire que si on remplace par 5.59

πZ
−π

Hm

³
−q−1

2 e; q
´
Hn

³
−q−1

2 e−iϕ; q
´
ϑ3 (q, ϕ)

dϕ

2π
=
(q; q)n
qn

δmn

Pour plus de commodité de normailisation, les polynômes (RS) sont souvent connu

sous la forme

Rn (ϕ : q) =
q − n

2

[(q : q)n]
1
2

Hn

³
−q− 1

2 e; q
´

∞X
m=−∞

exp(−µm2 − imϕ) =

r
π

µ

∞X
n=−∞

exp

·
− 1
4µ
(ϕ− 2πn)2

¸

ϑ3 (q, ϕ) =
∞X

t=−∞
q
t2

2
e−iϕ

Gn (y) ≡ Gn (y : q) =
nX

r=0

[nr ] q
r(r−n)y
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5.4 ANNEXE II

Le non-linéaire, près de l’identité, le changement de variable (14) transforme l’équation

(13) pour u à l’équation suivante pour la nouvelle variable v:

v̇ = i
³
ω − λ̇

2ω

´
v +

3iν

4ω2
¡
1 + 2(δ + δ)

¢
v2v −D1α v3 −D2β vv2 −D3γ v3 (A.1)

où les opérateurs différentiels D1, D2 et D3 sont tel que

D1α = α̇+ 2i
³
ω − λ̇

2ω

´
α− iν

4ω2
(1 + δ + 3δ) (A.2)

D2β = β̇ − 2i
³
ω − λ̇

2ω

´
β − 3iν

4ω2
(1 + 3δ + δ) (A.3)

D3γ = γ̇ − 4i
³
ω − λ̇

2ω

´
γ − iν

4ω2
(1 + 4δ) (A.4)

Pour la solution α deD1α = 0, β solution deD2β = 0 et solution γ deD3γ = 0 les termes

cubiques non-résonants peut être éliminés dans (A.1). Les trois équations différentielles

ayant la même structure, il est suffisant d’étudier le comportement de la solution d’une

seule d’elles, par exemple α.

Puisque δ =
λ̇+ iω̇

4ω2
, l’équation différentielle pour α s’écrit

α̇+ 2i
³
ω − λ̇

2ω

´
α− iν

4ω2
(1 +

2λ̇− iω̇

2ω2
) = 0 . (A.5)

Cette équation qui contient des termes d’ordre zéro et d’ordre un en ce qui concerne

le petit paramètre adiabatique �, peut être résolu par une méthode perturbative et sa

solution peut être écrite sous la forme d’une expansion en ce qui concerne �. En négligeant

les termes d’ordre � en (A.5) (c-à-d toutes les dérivées du temps) on trouve la solution

approximative d’ordre zéro α0 =
ν

8ω3
. En mettant α = α0+α1 dans (A.5) on obtient une

équation pour α1 qui contient des termes d’ordre un et d’ordre deux en ce qui concerne

�.
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En négligeant les temes proportionnels à �2 dans cette équation, on obtient une ex-

pression (de ordre �) pour α1 et ainsi de suite. On vérifie que α, et ainsi aussi que β et

γ, sont petits pour la non-linéarité faible et dans l’hypothèse adiabatique (les principaux

termes sont proportionnels à ν et �)

Ceci valide les caculs ci dessus qui supposent que la transformation est près à l’identité.

Enfin on peut en effet éliminer les termes cubiques non-résonant dans (A.1) qui se réduit

à (15).
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