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Chapter 1

introduction

Dans cette section nous allons présenter briévement les bases qui étaient nécessaires
a la théorie de déformation quantique pour se développer, méme si d’'un point de vue
abstrait on pourrait ’avoir imaginée sur la base de la mécanique classique hamiltonienne.
La philosophie soulignant le role des déformations dans la physique a été réguliérement
proposée par plusieurs physicioens en particulier Flato depuis plus de 30 ans et il 'a
exprimée par la suite lui méme dans[1] ( voir également[3, 2]). En bref, le passage d’une
théorie physique & une autre, plus raffiné, peut étre compris (et pourrait méme avoir été
prédit) en utilisant ce que les mathématiciens appellent la théorie de déformation. Par
exemple on passe de la physique newtonienne vers la relativité spéciale en déformant le
groupe d’invariance (le groupe de Galilée SO(3) - R?) au groupe SO(3,1) - R* de Poincaré

1 owl ¢ est la vitesse de la lumiére.Il y a beaucoup

avec le parameétre de déformation ¢~
d’autres exemples parmi lesquels la quantification est peut-étre la plus séminale.

En fait il semble que I'idée que la mécanique quantique n’est qu’'un certain genre de
mécanique classique déformée a été, presque des le début de la théorie quantique,"dans
Iesprit de beaucoup de physiciens".Ceci est justifié par la notion de la limite classique

et également plus par I'approximation semi-classique de presque toutes les théories, une

bonne présentation est donnée dans [5].Mais I'idée est demeurée cachée " dans les esprits

n n

" pendant longtemps, en particulier di & 'apparent insurmontable " saut quantique



lié & la nature des observables et probablement aussi parce que la notion mathématique
de la déformation et les cohomologies appropriés n’étaient pas, a I’époque, disponibles.
Une longue maturation était nécessaire et qui a par la suite donné naissance a la vérita-
ble théorie de déformation quantique il y a environ 20 ans[6]. Il est possible d’imaginer
intellectuellement de nouvelles théories physiques en déformant celles existantes . Méme
si le concept mathématique associé a une théorie existante est mathématiquement rigide,
il peut étre possible de trouver un contexte plus large dans lequel les déformations non
triviales existent. Par exemple le groupe de Poincaré peut étre déformé ( rigide dans la
catégorie des groupes de Lie) au groupe anti De Sitter SO(3,2) trés populaire, bien qu’il
avait été étudié intensivement il y a environ 25-30 ans par [7] et ayant pour résultat en
particulier une formulation de la QED avec des photons dynamiquement composés de
deux singletons [10] dans I’espace AdS. Comme il est bien connu, ils existent des défor-
mations des algebres de Hopf associées & un groupe de Lie simple (ceux sont les "groupes
quantiques " [9], qui sont en fait un exemple de la déformation quantique[8], et ont été
intensivement étudiés et appliqués a la physique). Néanmoins de telles constructions
"intellectuelles’, méme si elles sont de belles théories mathématiques, ont besoin d’étre
confrontées d’une fagon ou d’une autre avec la réalité physique afin qu’elles puissent étre
sérieusement accepteé dans la physique. Ainsi certaines intuitions physique sont toujours
nécessaires lors de I'utilisation de la théorie de déformation dans la physique.

Apres ce bref historique nous allons commencer & introduire quelques notions sur les
procédures de déformation (quantification) du point de vue formalisme mathématique en
particulier les groupes quantiques ou structures de Hofp, mais avant rappelant quelques

concepts sur le passage de la mécanique classique & la mécanique quantique.

1.0.1 Quantification de Weyl et son développement

Pour quelqu’un qui est familier avec la mécanique classique et la mécanique quantique, ce
que nous appelons ici la " déformation quantique " est liée a la procédure de quantifica-

tion de Hermann Weyl. Dans cette procédure, a certaines fonctions u(p, ¢) dépendantes



certaines variables classiques sur de I’espace de phase R?* (avec p,q € R), on peut as-
socier un opérateur (I’'observable quantique correspondant ) 2(u) dans I’espace de Hilbert

L?(RY) en suivant prescription générale suivante:

w i () = / (€ mexp(i(PE + Qon) (e, ) d'edy (L1)

ou u est la transformée de Fourier inverse de u, P, et (), sont des opérateurs qui satis-
faient les relations canoniques de commutation [P,, Qg] = ihdap (a, 5 = 1,...,0), w est
une fonction de poids et l'intégrale est prise dans la topologie faible des opérateur.Ce
qu’on appelle aujourdhui en quantification produit ou ordre normal correspond & choisir
le poids égal & w(&,n) = exp(—1(&* £1?)), ordre standard (le cas des opérateurs pseu-
dodifférentiels habituels dans les mathématiques) correspond a w(&,n) = exp(—%&n) et
I'ordre original de Weyl (symétrique) & w = 1.Une formule d’inversion a été trouvée peu
apres par Eugene Wigner et a permet de relier un opérateur a ce que les mathématiciens
appellent formule classe de trace.Par exemple €2; définit un isomorphisme de ’espaces
de Hilbert entre L2(R?) et les opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L?(R) avec I'inverse
donné par

w = (21h) " Tr[Qy (u) exp((€.P + 1.Q) /ih)] (1.2)

et si Q(u) est une classe de trace on a Tr(Q(u)) = (2nh)~* [uw’ ou wlest le vol-
ume (symplectique) dz sur R?*. De nombreux développements ont été réalisés selon les
méthodes de l'espace de phase, dont beaucoup peuvent étre trouvées décrites dans [19].
L’intérét particulier était de trouver une interprétation a la fonction classique u, symbole
de 'opérateur quantique 4 (u); c’était le probléme qui a été posé par Blackett a son étu-
diant Moyal. L’idée naive était de I'interpréter comme une densité de probabilité mais
naturellement elle a été rejetée (parce que il n’y aucune raison pour que u soit positif),
mais en recherchant une expression directe pour le symbole de commutation quantique,

Moyal trouva ce qu’on appelle aujourdhui les crochets de Moyal



M (u,v) = v~ *sinh(vP)(u,v) = P(u,v) + Z V2 PP (u, v) (1.3)

r=1
ou 2v = ih, P"(u,v) = AW A" (0, u) (0. ;v) est la 7™ puissan de (r > 1)
de l'opérateur bidifférentiel crochet de Poisson P, ig, 5, = 1,...,20, k = 1,...,r et
(Aik) = (°7 ). Pour fixer les idées nous pouvons assumer ici que u,v € C*(R¥) et
la somme est prise comme série formelle (la définition et la convergence pour différentes
familles des fonctions u et v ont été également étudiés dans [6]). Une formule semblable

pour le symbole d’un produit €;(u)€2;(v) avait été trouvé un peu plus tot et maintenant

elle est écrite en tant que produit star de Moyal:

u v = exp(vP)(u,v) = uv + Z V' P(u,v). (1.4)
r=1

Plusieurs formules intégrales pour le produit star ont été présentées et I'image de Wigner
de diverses familles des opérateurs (y compris les opérateurs sur L?(R%)) ont été étudides,
puis apres la théorie de déformation quantique a connu son développement [11][12]. Une
adaptation suivant 'ordre de Weyl de la notion mathématique des opérateurs pseudod-
ifferential (ordonnés les opérateurs différentiels suivant, "¢ les premiers , puis p ") a été
faite dans [13]. Partant de la théorie des champs, ou l'ordre (de Wick) normal est es-
sentielle (le role de ¢ et p en haut est joué dans ce cas par ¢ £ ip), Berezin [18] développa
vers les années 70 une étude étendue de ce qu’il a appelé " quantification ", basée sur le
principe de correspondance et les symboles de Wick. Elle est essentiellement basée sur les
manifolds de Kéhler et liée aux opérateurs pseudodifferentiels dans le domaine complexe
[20]. Toutefois dans sa théorie, comme dans les études de divers orderes[19], les concepts
importants de la déformation et de la formulation autonome de la mécanique quantique

en général dans ’espace de phase sont absents.



1.0.2 Théories de Cohomologie et la déformation

L.E. Segal [26] et (indépendamment) peu aprés Wigner et Inonii [23, 25] ont introduit dans
la fin des années 50 un genre d’inversion [22] & la notion mathématique de la déformation
des groupes de Lie et ses algebres, notion qui a été précisament définie seulement en 1964
par Murray Gerstenhaber [21]. Cette inversion est appelée contraction et les exemples
typiques (mentionnés au début de cette section) sont le passage de De Sitter aux groupes
de Poincaré (en prenant la limite de la courbure nulle dans I’espace-temps) ou de Poincaré
a Galilée en prenant ¢! — 0). Intuitivement parlant une contraction est effectué¢ en
négligeant dans les symétries, a un certain niveau de réalité physique, une constante
(comme le ¢™') qui a un impact négligeable a ce niveau mais des effets significatifs

au plus haut " raffiné "

niveau. Noter que ceci peut étre réalis¢é mathématiquement
dans la plupart des cas [25] est plus général dans [24] mais les deux ont pour inversion
la déformation de Gerstenhaber. La notion des déformation des algébres, qui peuvent
étre considérés comme résultats de la notion (présentée quelques années auparavant)
des déformations des structures analytiques complexes, a donné naissance & une théorie
mathématique compléte et bien définie.

Il s’avere également que de nouvelles déformations ont été introduites et qui sont bien
plus générales que celles présentées par Gerstenhaber, elles ont été présentées (voir [17]
et [2] ) dans le but de quantifier la mécanique de Nambu. Il reste toujours I'inversion de
certaines procédures de contraction, appliquées (comme le cas de la déformation quan-
tique, ou l'algeébre est celle des observables classiques et le parametre est la constante

de Planck) aux algébres qui n’ont pas de symétrie géométrique. Et qui laisse la porte

grande ouverte & d’autre procédure mathématique le soin de la découverte.

1.0.3 Quantum groups

Autour des années 1980 Kulish et Reshetikhin [15], pour des raisons liés & 1'étude de
la diffusion inverse et aux modéles a deux dimensions, ont découveret une modification

étrange de sl(2) une algebre de Lie, ou la relation de commutation des deux générateurs
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nilpotent devient un sinus du générateur semi-simple au lieu d’étre son multiple . Ceci
exige en fait la satisfaction de ’algebre enveloppante de U(g). La théorie a été dévelop-
pée dans la premiére moitié des années 80 par ’école de Léningrad de L. Faddeev [4],
systématisée par V. Drinfeld qui a développé le contexte algébrique de Hopf et inven-
tée le terme "quantum group" (les groupes quantique) [9] et du point de vue de Jimbo
on l'appelle algeébre d’enveloppante[16].Peu apres, Woronowicz [14] a réalisé ces modéles
dans le contexte de la géométrie non commutative d’Alain Connes par les pseudogroupes
de matrice, avec des coefficients (satisfaisant quelques relations) dans I’algebre C*.Un
exemple typique de telles algebres de Hopf est le groupe de Poisson Lie, un groupe de Lie
G avec une structure de Poisson compatible i.e. crochet de Poisson P sur N = C*(G),
considéré comme bialgebre avec le coproduit défini par Au(g,¢’) = u(g9q'), 9,9 € G,
satisfait AP(u,v) = P(Au, Av), u,v € N.

1.1 Structures de Hopf des groupes de Lie et algébre
de Lie ordinaires

Nous commencons par considérer F'un (G), I'ensemble des fonctions différentiables d'un
groupe de Lie G sur les nombres complexes C'. Fun (G) est une algeébre avec la somme et
le produit définient comme d’habitude par (f +h)(g) = f(g9) +h(g), (f-h) = f(g9)h(g),
(Af)(g) = Af(g), pour f,h € Fun(G), g € G, A € C. L'unité de cette algebre est I,
définie par I(g) =1, Vg € G.
Utilisons la structure du groupe de g, nous pouvons introduire sur Fun (G)trois autres

applications linéaires, le co-produit A, la co-unité ¢ et le co-inverse (ou antipode) x:

A(f)g.9) = [flgg), A:Fun(G) — Fun(G) ® Fun(G) (1.5)
e(f) = fle), e: Fun(G) - C (1.6)
(6f)g) = flg™"), K:Fun(G) — Fun(G) (1.7)



ou e est I'unité de G. 1l n’est pas difficile de vérifier les propriétés suivantes des

co-structures:

(id @ A)A = (A ®id)A (co — associativité de A) (1.8)
(id®@e)Aa) = (e ®id)A(a) = a (1.9)
m(k @ id)A(a) = m(id ® k)A(a) = e(a)l (1.10)
et
A(ab) = A(a)A(b), A =I®I (1.11)
g(ab) =e(a)e(b), e(l)=1 (1.12)
k(ab) = k(b)k(a), rw()=1 (1.13)

oua,b € A= Fun(G) et m est la fonction multiplication m(a ® b) = ab. Le produit
dans A(a)A(b) est le produit dans A ® A:

(a®b)(c®d)=ab® cd.

En général un co-produit peut étre développé sur A ® A comme :

Aa) = Zail ®ady = a1 ® as (1.14)

7

ou aj,al € A et a; ®ay est une notation réduite que nous utileserons souvent par la suite.

Par exemple pour A = Fun(G) nous avons :

A(f)(9,9) = (i ® f2)(9,9") = f1(9) f2(9") = f(99) (1.15)

En utilisant (1.15), la démonstration de (1.8)-(1.10) est immédiate.

Une algébre A menue des homomorphismes A : A — A® A, e: A — C, de



I"antimorphisme « : A — A et qui satisfait les propriétés (1.8)-(1.13) est une algébre de
Hopf
Ainsi Fun (G) est une algebre de Hopf'. Notons que les propriétés (1.8)-(1.13) im-

pliquent les relations:

A(k(a)) = k(a2) @k (ar) (1.16)
e(k(a)) = e(a) (1.17)

Considérant maintenant 1’algebre A des polynomes dans les éléments de matrices 7
de la représentation fondamentale de G. L’algebre A est dite librement générée par 7.

Il est clair que A C Fun(G), puisque se sont des fonctions sur G. En fait chaque
fonction sur G peut étre exprimée comme un polynome en 7% (la raison est que les
éléments de matrice de toutes les représentations irréductibles de GG forment une base
complete de Flun(G), et ces éléments de matrice peuvent étre construits hors des produits
appropriés de 7%(g)), de sorte que A = Fun(G). Le groupe (manifold) G peut étre
complétement caractérisée par Fun(G), les co-structures sur Fun portant I'information
sur la structure du groupe de G. Ainsi un groupe de Lie classique peut étre "défini"
comme algebre A librement générée par des éléments de matrice (commutants) 7 de
la représentation fondamentale de G, considérées comme des fonctions sur G. Cette

définition admet des généralisations non commutatives, c.-a-d. les groupes quantiques.

En utilisant les éléments 1'% nous pouvons écrire une formule explicite pour ’expansion

(1.14) ou (1.15): en effet (1.5) devient

A(TY)(g,9") = T%(99") = T°U(9)T%(d) (1.18)

'Pour étre précis, est une algébre de Hopf alors que Fun(G x G) peut étre identifier avec Fun(G) ®
Fun(G), ainsi et seulement alors on peut définir un coproduit dans(1.5). Ceci est possible pour un G
compact.

10



puisque T est une représentation de matrice de G. Par conséquent :

A(TS) = T° @ T, (1.19)

D’ailleurs, en utilisant (1.6) et (1.7), on trouve :

e(T4) = 6, (1.20)
k(T3 = (T71)", . (1.21)

Ainsi lalgebre A = Fun(G) des polynomes dans les éléments T est une algebre de
Hopf avec des co-structures définies par (1.19)-(1.21) and (1.11)-(1.13).

Un autre exemple d’algebre de Hopf est donné par n’importe quelle algébre de Lie
ordinaire, ou plus précisiment par I’algebre universelle enveloppante d’une algébre de Lie,
c.-a~d. lalgebre (avec unité I) des polynémes dont les générateurs T; modulo les relations
de commutation:

T3, T;] = CiyTy,

Ici on définit la co-structure comme suit:

AT)=TI+IxT, Al)=I1x1 (1.22)
e(T;) =0 e(l)=1 (1.23)
&(Ti) = =T, k(1) =1 (1.24)

Le lecteur peut vérifier que (1.8)-(1.10) sont satisfaites

En général le dual d’une algébre de Hopf (de dimension finie) A est une algébre de

Hopf A’, dont les structures et les co-structures sont données, respectivement, par les

11



co-structures et les structures de A, c-a-d:

Xixz(a) = (4 @ x2)Aa), X1 xz € A (1.25)
I'(a) = &(a) I' = unité de A’ (1.26)
et
A'(x)(a ®b) = x(ab) (1.27)
g'(x) = x(I) (1.28)
k' (x)(a) = x(k(a)) (1.29)

1.1.1 Groupes quantiques. L’example de GL,(2)

Les groupes quantiques sont introduits comme des déformations non commutatives de
'algebre A = Fun(G) de la section précédente | plus précisiment comme les algebres de
Hopf non commutatives obtenues par des déformations continues de ’algébre de Hopf
A = Fun(G) ]. Dans ce qui suit nous allons considérer des groupes quantiques définis
comme des algébres associatives A librement générées par les éléments de matrices non-

commutatives T et qui satisfaient les relations
R® 1°7 =T"T°RY , (1.30)

et quelques autres conditions dépendant de quel groupe classique nous sommes entraint de
déformer. La matrice R controle la non-commutativité du 7%, et ses éléments dépendent
continuement d’un parameétre ¢ (en général complexe), ou probalement un ensemble de

parameétre. Pour ¢ — 1, dite "limite classique", nous devons avoir

q—1

R® 5 5968 (1.31)

c-a-d les éléements de matrice 7% commutent pour ¢ = 1, et on retrouve l’espace

12



ordinaire Fun(G).

L’associativité de A implique une condition de consistence sur la matrice R, i.e.
I’équation de Yang—Baxter quantique

RMbr  pazer  pbace  _ phicr paics  pagba (1.32)

asba asca bscs baca ascs asbs

Pour une simplicité d’écriture les équations sont mises sous la forme “RTT" (1.30) et
I’équation de Yang—Baxter quantique et la relations de consistance deviennent comme
suit:

RusT\Ty = ToT, Ris (1.33)
RiaR13Ro3 = Ro3R13 Ry (1.34)

ou les indices inférieurs 1, 2 et 3 se référent aux différents couples d’indice. Ainsi T}
indique la matrice 7% , 71Ty indiquent 79T, Ri2Ts indiquent R® T et ainsi de suite,
et les indices inférieurs répétés signifient la multiplication de matrices. L’équation de
Yang—Baxter quantique (1.34) est une condition suffisante pour la consistence de équation
RTT (1.33). En effet le produit de trois éléments différents 7, T et T, indiqué par

T1T5T3, peut étre réordonné par deux chemins

T1T3T2 — T3T1T2
T\ T5Ts 4 TyT5T, (1.35)
T2T1T3 — T2T3T1

par utilisation répétée de ’équation de RTT. La relation (1.34) assure que les deux

chemins ménent au méme résultat.

L’algebre A (“groupe quantique") est une algebre de Hopf non-commutative dont les
co-structures sont identiques & ceux définies pour I’algeébre de Hopf commutative Fun(G)

de la section précédente, les équations (1.18)-(1.21), (1.11)-(1.13).

Donnons I'exemple de SL,(2), ’algebre librement générée par les éléments a, 3,7 et

13



¢ de la matrice 2 x 2

T = (1.36)

satisfaite les permutations

aff = qfa, ay=qya, [Bd=qdB, 7O =qoy
By = B, ad—da=(¢g—q ")By, q€c (1.37)

et
det T=ad—qBy=1. (1.38)
q

Les permutations (1.37) peuvent étre obtenues de (1.30) par la matrice R

¢ 0 00

. 0 1 00
Ra Cd_ (1.39)

0 g—qg ' 10

0 0 0 g

ol les lignes et les colonnes sont numérotées par l'ordre 11, 12, 21, 22.

I est simple de vérifie que le “déterminant quantique" défini dans (1.38) commute
avec «, 3,7 et 0,de sorte que la condition det, " = I est consistante. L’inverse de matrice
de T est

(T71); = (det, )~ o —0f (1.40)
—qy o
Le co-produit, co-unité et le co-inverse de «, 3, et § sont déterminés par les formules

(1.18)-(1.21) pour étre

Ala) = a®a+®y, AB)=ap+R0

Aly) = 7®a+6®7y, Alf)=1788+i®6 (1.41)
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ela) = e(@®) =1 £B)=¢e(y)=0 (1.42)
ko) = 0, w(B)=q '8, k() =—qv, K(d)=a. (1.43)

Note 1: En général k* # 1, comme il peut étre vérifié en utillisant (1.43). et donc

on a les relations utiles suivantes [27]:
R2(T4) = DT (DY), = d°d; ' T, (1.44)

ou D est une matrice diagonale, D% = d*J}, donnée par d* = ¢**~! pour les g-groupes
A,
Note 2:Les commutations (1.37) sont compatibles avec le co-produit A, dans le

sens que A(af) = ¢A(Pa) et ainsi de suite. En général nous devons avoir
A(ngTng) - A(TQTlRlQ), (145)

ce qui est facilement vérifié en utisant A(R1211T5) = RioA(T1)A(T3) et A(Ty) = T1 @ T7.
C’est équivalent de montrer que les élément de matrice du produit matriciel 7177, ou 7"
est une matrice [satisfant (1.30)] dont les éléments commutent avec ceux de T%, et qui
obéissent toujours aux commutations (1.33).

Note 3: A(det, T') = det, T®det, T de sorte que la propriété du co-produit A(/) =
I ® I est compatible avec det, T = I.

Note 4: Autres conditions compatibles avec la relation de RTT peuvent étre
imposées sur 7':

i) Condition de 'unitarité : TV =T =a =46, = —qy, 7= —q¢ '8, § = a, ou
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q est un nombre réel et la barre denote une involution, la ¢g-analogue de la conjugaison
complexe, satisfait (a3) = fa ete, et réduit SL,(2) a SU,(2).

ii) Condition de réelité : T=T =>a=a, B=08, =1, 6 =6, |¢| = 1. et réduit
SL,(2) a SL,(2, R).

iii) Le g-analogue des groupes orthogonaux et symplectiques peut aussi étre défini,
voir [27].

Note 5: La condition (1.38) peut étre adouci. Alors nous devons inclure I’élément
central ¢ = (det, 7))~ dans A, afin de pouvoir définir I'inverse de la g-matrice (matrice
quantique) 7% comme dans (1.40), et le co-inverse 7% comme dans (1.21). Le g—groupe
(groupe quantique) est alors GL4(2), et la condition de l'unitarité le réduit & U,(2). Le
lecteur peut déduire les co-structures sur (:

AQ) = C® ¢, 2(Q) = 1, A(C) = det, T.

Note 6: Plus généralement, le déterminant quantique des n x n g¢-matrices est
défini par det, T = Zg(—q)l(“)T;(l) e Tj(n), ot /(o) est le nombre minimal des inversions
dans une permutation o.Alors det, T' = 1 restreint GL,(n) & SLy(n).

Note 7: Nous rappelons les relations importantes [27] pour la matrice R définie

par R i = R, 4 qui la limite ¢ = 1 est Popérateur de permutation 53(52’:

-~

R*=(q—q¢ )R+1, pour A,_; (condition de Hecke ) (1.46)

(R—g)(R+q 'I)(R—¢"NI)=0, pour By,,Cy, D,, (1.47)

avec N = 2n + 1 pour les séries B,, et N = 2n pour C, et D,,. D’ailleurs pour tous les

g-groupes A, B, C, D la matrice R est triangulaire inferieure et satisfait:

(RH™ (@) = R® 4q7") (1.48)
R® _, = R%*, (1.49)
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1.1.2 Calcul differentiel dans les groupes quantiques

Dans cette section on donne un petit rappel du calcul différentiel bicovariant sur les
g-groupes comme il a été développé par Woronowicz [28] La limite ¢ — 1 apparaitra
constamment dans notre discussion, afin de montrer clairement quelle structure classique

va étre ¢- généralisée.

Considérons I'algebre A de la section précédente, c.-a-d. D’algébre librement
générée par les élements de matrice 7% les relations (1.30) et probablement quelques

conditions de réelité ou d’orthogonalité.
Le calcul différentiel du premier ordre sur A est alors défini par

i) une fonction linéaire d: A — T', satisfsant la régle de Leibniz

d(ab) = (da)b + a(db), Va,b€ A; (1.50)

I" est un bimodule approprié (voir par exemple [29]) sur A, ce qui signifie essentiellement
que ses éléments peuvent étre multipliés du coté gauche et du coté droit par des éléments
de A, et g-généralise ’espace de 1-forme sur un groupe de Lie ;

ii) la possibilité d’exprimer tout p € I' comme

P = akdbk (1.51)

pour certains ay, b, appartenant a A.

Covariance left-right
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Le calcul différentiel du premier ordre (I',d) serait left-right-covariant si on peut avec

consistance définir une action gauche et droite du ¢g-groupe sur I' comme suit

Ap (adb) = Af(a)(id®d)A(b) Ap:T—-AQT (covariance left) (1.52)
Ag (adb) = A(a)(d®id)A(b) Ap:T—-T'®A (covariance right)1.53)

mais comment pouvons nous comprendre ces actions left et right sur I' dans la limite
qg— 17

La premiére observation est que le co-produit A sur A est directement relié, pour
g = 1, au renversement (pullback) induit par la multiplication gauche du groupe sur
lui-méme

Ly=xy, Vr,yeG (1.54)
Ceci induit l'action left L sur les fonctions de G

Lif(y) = flay)ly, Ly Fun(G) — Fun(G) (1.55)

ou f(zy)|, signifie f(ry) considérée comme fonction de y. Introduisons I’application L*

défini par
L*(z,y) = Lyf(y) = fay)ly

L* : Fun(G) — Fun(G x G) = Fun(G) : Fun(G) ® Fun(G) (1.56)

le coproduit A sur A, quand ¢ = 1, se réduit a Papplication L* . En effet, considérons

T4 (y) comme des fonctions sur GG, nous avons

L*(T%) (2, y) = LT (y) = T (wy) = T (2) T (y) (1.57)

[
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puisque 7' est une representation de G. Alors
LTy =T19
et L* semble coincider avec A, voir (1.19)

Et L} peut également étre défini par 1-forme p comme

(Lyp)(y) = p(xy)], (1.58)

on peut aussi définir L*comme

(L*p)(x,y) = Lyp(y) = p(zy), (1.59)

Dans le cas ¢ = 1, l'action left Ay, coincide avec 'application L* pour la 1-forme. En

effet pour ¢ =1

Ar (adb) (z,y) = [A(a)(id@d)AD)](z,y) = [(a1 ® az) (id ® d) (b1 ® b)] (,y)
= [a1b1 ® agdby] (7,y) = a1 (z) by () az (y) dbs (y)
= L"(a) (z,y)d, [L" () (x,y)] = a(xy) db(zy) (1.60)

d’autre part

L* (adb) (z,y) = a(zy) db(zy) (1.61)

est donc A, — L* quand ¢ — 1. Dans la derniére équation nous avons utilisé la
propriété L (adb) = L (a) dL% (b) du pullback classique. Méme chose pour Ag , et nous

avons Ap — R* quand ¢ — 1, ot R* est défini via le pullback R} sur les fonctions
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(0—forme) ou sur 1—forme induites par la multipllication droite:

Ry = yx, Vr,yeG (1.62)
(Rep) (y) = plzy)ly (1.63)
(Bp)(y,z) = (Ryp)(v) (1.64)

Ces observations expliquent pourquoi Ay et Ag sont appellé left et right actions du
groupe quantique sur I' quand ¢ # 1.
Des définitions (1.52) et (1.53) on peut endéduire les propriétés suivantes|28]:

(e®id)AL(p) = p.  (id®e)Ar(p)=p (1.65)
(A@id)Ap = (i[d@AL)AL,  (id@A)Ap = (Ag®id)Ar  (1.66)

Bicovariance

Le calcul covariant left-right est dit bicovariant quand

(Zd@AR) A = (AL®Z(Z) Ap (167)

laquelle est le g—analogue du fait que 'action left et right commutent pour ¢ = 1

(LLR; = Ry L)

L’invariant left et right w

Un élément w de I' est dit étre invariant left si:

Apw)=T®w (1.68)

et invariant right si:

Ap(w)=w® I (1.69)
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Ce qui se comprend bien dans la limite classique

L'vw = IQuw (1.70)
Rw = w®l (1.71)

en effet ca définis 1—forme respectivement invariante left et right.

(I®p)(x,y) = I(x)p(y) = py) (1.72)
pour le cas invariant gauche p. La méme argumentation pour l'invariant droit w.

Conséquences

Pour n’importe quel calcul du premier ordre bicovariant on peut montrer ce qui suit [28]:
i) Tout p € I" peut étre uniquement écrit sous la forme

p = aw' (1.73)

p = wh (1.74)

avec a;, b; € A, et w' une base de ;,,I', le sous-espace linéaire de tous les éléments
invariants gauches de I'. Ainsi, comme dans le cas classique, toute I' est générée par une
base d’invariant gauche w’. Un théoréme analogue est valable avec une base des éléments
invariants droits n° € I';,,. Notons que dans le cas quantique nous avons en général

aw’ # w'a, la structure bimodule de I" étant non trivial pour ¢ # 1.

ii) Il existe des fonctionnelles linéaires f; sur A tels que
wb=(fj*b)w’ = (id® f}) A(b)w’ (1.75)

aw' =w’ [(fior™") xa (1.76)
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pour tous a,b € A. En particulier
wTh = (ide f1) (T T%) W’ =T%f (1)’ (1.77)

une fois nous avons les fonctionnelles f;, nous saurons comment commuter les éléments
de A par rapport aux éléments de I'. Les f; sont uniquement déterminer par (1.75) et

pour étre consistantes elles doivent satisfaire les conditions:

fi(ab) = fi(a) [} (b) (1.78)
) =6 (1.79)
(ffor)fl = &s ff (f] or) =bie (1.80)

d’ou alors leur coproduit, counité et co-inverse sont donnée par:

AN(f;) = fiof} (1.81)
e(f)) = & (1.82)
K () F = dfe=fiw (f]) (1.83)

(cf.1.27-1.29). Notons que si ¢ = 1, fi — d',autrement dit les f! devien-
nent proportionnelles a la fonctinnelle identité € (a) = a(e), et les formules (1.75),

(1.76)deviennent triviales, i.e w'b = bw?

iii) Il exisiste une représentation adjointe M; du groupe quantique, défini par

I’action & droite sur (left invariant) w* :
Ap (W)=’ @M, MecA (1.84)

il est facile de monter que Ag (w') appartint & I'® A, ce qui prouve 'existance de M ]’

Dans le cas classique, MJ’ est en fait la représentation adjointe du groupe. On rappelle
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que dans cette limite le left-invariant 1-forme w’ peut étre construit comme :
W) Ti=(y'dy)' T:,  yeG (1.85)

Sous la multiplication droite par un élément (constant) z € G : y — yx on a’:

W (yr)T; = [x_ly_ld(yx)rTi = [x_l (y_ldy) x}iTi (1.86)
= [+7'Ta) (y'dy)’ Ti = M (2)’ () T, (1.87)
ainsi donc
W' (yr) = W (y) M; (o) (1.88)
R (y,x) =’ @ M (y,x) (1.89)

qui reproduit (1.84) pour ¢ =1

Les co-structure sur M} peuvent étre déduite[28]:

A(M) = Mo M! (1.90)
e (M) = 0 (1.91)
k (MF)M] = 6le = MFr (M]) (1.92)

Par exemple, dans le but de trouver le coproduit (1.90) il suffit d’appliquer (id & d)
aux deux membres de (1.84) et utiliser la seconde relation de 'équa (1.66).
Les éléments M. ; peuvent étre utiliser pour construire une base d’invariant droit
sur I'. En effet les 1’ sont définis par

n' = W k(M?) (1.93)

J

*Rappellons que g = 1 est la définition de la représentation adjointe z~'Tjz = M (x)T;
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et elles sont une base de I' (chaque élément de I' peut étre uniquement écrit comme

p = n'b;) et leur invariance droite peut étre vérifiée directement.

Ar () = Ar(w)A (s (M) =
[Wre M) [k(M)er(M)] = we(M)R6GI=0'®I (1.94)

On peut montrer que les fonctionnelles f; définies auparavant satisfaient:

b = (bxflox™?)y (1.95)
an' = n'[bx (fjz or M, (1.96)

avec a x [ = (f ®id)A(a)
De plus, suite a la derniére relation, en utilisant (1.93) et (1.76) on peut montrer la
relation :

Milax f) = (fi* a)ME, (1.97)
avec a * f; = (fi ®id)A(a).

iv) Un produit exterieur, compatible avec les actions gauches et droites du g-groupe,
peut étre défini par un automorphisme bimodule A dans I' ® I' qui généralise I'opérateur
de permutation ordinaire :

A @) =7 @', (1.98)

ol w’ et 7/ sont respectivement des éléments invariants gauches et droits de I'. L’automorphisme
bimodule signifie que

A(at) = al(7) (1.99)
A(mb) = A(T)b (1.100)
pour tous 7 € ' ® I et a,b € A. Le produit tensoriel entre les éléments p, p’ € T' est

défini d’une fagon & avoir les propriétés pa @ p) = p ® ap/, a(p @ p') = (ap) ® p' and
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(p@p)a=p®(pa). les actions des left et right sur I' ® I" sont définies par

AL(p@p)=pp1 @pa®py, AL TR —-ART T (1.101)

Ar(p@p)=p @ p, @ papy, Ar:TRT Tl A (1.102)

ol, comme d’habitude p;, p,, etc., sont définis par

Ar(p) = p1®py, pr €A p el

Ar(p) = p1®@py, prel, pyeA

Plus généralement, nous pouvons définir 'action de Ay sur ' ' ® - - - ® I' comme suit

Aplp@p @ @p" ) =pipr H @p@ph®- @ s

AL TRTI'® - QT — ARI'®I'®---aT (1.103)
Ar(p@p @ @)= p @ p, @' @ poply - pl

A TI® @7 —TeI®--- 2l A (1.104)

L’invariance gauche sur I'®I' est naturellement définie comme Af(p®p') = IR p®p
(definition similaire pour l'invariance droite), de sorte que, par exemple, w’ ® w’ est
invariant gauche, et en fait est une base invariante gauche pour I' ® T".

— En général A% # 1, puisque A(7’ ® w') n’est pas nécéssairement égale & w' @17, Par
linéarité, A peut étre étendue & tout de I' ® I.

— A est invertible et commute avec I'action gauche et droite du ¢-groupe G, c-a-d

AA(p@p') = (id@ NAL(p® ') = prpy @ Apy ® ph),

et méme chose pour Ag. Alors on remarque que A(wi ® w’ ) est invariant left, et peut
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étre donc développé sur la base de l'invariant left w* ® w':
AW @ W) = AP @ W
— D’apres la définition (1.98) on peut montrer que [28]:
NG = Fi(MF):; (1.105)

ainsi les fonctionnelles f/ et les éléments M} € A caractérisant le bimodule I' sont duals

dans le sens de 'équation (1.105) et determinent le produit extérieur

pANp = pRp —A(p@)) (1.106)

WAW = WRWw - AL W (1.107)

Notant que , si le tenseur /\ii est donné, on peut calculer le produit extérieur de tous
p,p € T puisque tout p € T' peut se mettre en termes de w’ équ. (1.73) et (1.74). la
limite classique de /\Z est

NI I i (1.108)

puisque f; Kmé Sie et e (Mf) = 6{;. Alors dans la limite ¢ = 1 le produit défini dans
(1.107) conicide avec le produit exterieur .

A partir de la propriété (1.99) appliquée au cas 7 = w'®w’, on peut dériver la relation
NI = fR A (1.109)

Appliquant les deux membres de cette équation & ’élément M’ on se rapporte a I’équation

quantique de Yang—Baxter pour A:

AR N = AR A N (1.110)
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qui est suffisant pour la consistence de (1.109).

Prenons a = M dans (1.97), et utilisons (1.105), nous trouvons la relation

M MEANG = NIMT M, (1.111)
et, définissons
R = NI (1.112)

nous remarquons que M? satisfait une relation identique a 'équation a “RTT" (1.30)pour
%, et que RZ satisfait I’équation quantique de Yang—Baxter (1.32), suffisante pour
la consistence de (1.111). Le rang des indices différent, puisquei, j, ... sont des indices

adjoints en considérant que a, b...sont dans la représentation fondamentale de G|,.

v) Ayant le produit extérieur nous pouvons définir la différentielle extérieure

d : T —TIAT (1.113)
d(akdbk) = dak/\dbk, (1.114)

qui peut étre facilement étendu a I'\" (d : T — TN+ TA7 gtant défini comme dans le

cas classique mais avec l'opérateur de permutation quantique A [28]) et il a les propriétés

vaantes' dONO)=dONG + (=1)"0 A db’ (1.115)
d(d) =0 (1.116)

AL(d0) = (id ® d)AL(0) (1.117)

Ag(df) = (d ® id)Ag(6), (1.118)

o § € Tk ¢ € T"". Les deux derniéres propriétés expriment le fait que d commute

avec 'action left et right du groupe quantique, comme dans le cas classique.

vi). L’espace dual au sous espace invariant left ;,,G peut étre introduit comme
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un sous espace linéaire de A’, dont les éléments de base x; € A’ sont définis par
da = (x; * a)w', Va € A. (1.119)

Afin de reproduire la limite classique

du= ey = (oz0) Ly’ = (550) L)), (1L120)

oy+ Oy*+ Oy
ou €' (y) est le vielbein du groupe (et et est son inverse), on doit avoir

—1 8
o) = ()

Aprés cette introduction sur la théorie de déformation et le formalisme mathématique
des algebres de Hopf ( groupes quantiques) la section suivante sera consacrée a I’étude
de I'hoscillateur haormonique généralisé dans le cadre de I'extention de la représentation
g—déformé de Macfarlane, il sera question de la détermination compléte des caractérés-
tiques de se qu’on note OHG ¢—déformé. La troisiéme section concernera 1’étude des
cordes bosoniques ouvertes g—déformées du point de vue des états ghosts i.e. montrer
que ces états pour des valeurs appropriés de ¢ sont librent de la normes négatives.La
quatriéme chapitre sera dédié a la relation qui peut exister entre la théorie de déforma-
tion et la paraquantification. Enfin nous terminerons le contenu de cette thése par un
travail qui par son importance mérite d’y étre une partie et qui donne facon de revoir les

systéemes dissipatifs et les sytémes conservatifs du point de I’équivalence canonique.

28



Chapter 2

L’Oscillateur Harmonique

Généralisé g—déformé

Dans ce chapitre on va étudier le systéme d’un oscillateur harmonique généralisé dans
le cadre de la g-déformation. Pour cela on a choisi d’étendre la représentation dite de
Macfarlane[30] qui a été a 1'origine proposée pour un oscillateur harmonique.

Dans le paragraphe suivant on va rappeller le formalisme de la g-déformation de
loscillateur harmonique en particulier la déscription de ces opérateur de création et
d’annihilation en représentation coordonnées déformée, et on calculera ces états propres.
Puis dans le paragraphe suivant on exposera notre travail sur ’oscillateur harmonique
généralisé et ces caractéristiques en particulier on essaiera de calculer la phase de Berry

relative.

2.0.3 Oscillateur harmonique g-deformé

L’oscillateur harmonique g—deformé [30] est le sytéme le plus simple dans lequel les
operateurs de création et d’annihilation obyent a une algébre non-standard dépendante
d’un parameétre ¢( le parameétre de déformation). La limite ¢ — 1 correspond a l'algebre
ordinaire de Heisenberg-Weyl. On considérons ce systéme il est facile d’expliquer et

d’éttendre la déscription de g-déformation a notre systéme d’étude.
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L’oscillateur harmonique g—deformé est défini par I’algébre de Heisenberg-Weyl ¢—deformé
[31]

aat —qata=q " (2.1)

ou les opérateur a et son adjoint a™ agient dans un espace de Hilbert associe a un
espace de F défini par:
F ={|n) avec n € N} (2.2)

et les opérateurs de création et de d’annihilation a et a™ sont définis sur la base |n)

par les relations

aln) =/l In — 1) (2.3)

et
at|n) =+/[n+1]|n+1) (2.4)
al0) =0 (2.5)
et
¢t —1
= L= 26)

et q est supposé étre un réel .
L’etat |0) s’appelle le vide (ou I’état fondamental), ¢ est le parameétre de déformation.

lopérateur N joue le role de 'operateur nombre de particule
Nn) =n|n) (2.7)
cette derniére découle des définitions (2.3)(2.4). En fait, on peut verifie facilement que

[a+,N] = —at

30



et
[a7 N] =a (2.8)

qui justifie la reletion (2.7)

Remarquons que si ¢ = 1 alors [n] = n et on retrouve ainsi les opérateurs de création
et destruction usuels relatif & un oscillateur harmonique, qui vérifient la relation de
commutation

la,a"] =aa* —ata=1 (2.9)

Pour levée la dépendance de la relation de commutation (2.1) du nombre de particule,

nous appliquons la transformation suivante
b=q"a (2.10)
et

b =atqg (2.11)

Les operateurs b et btsatisfont & la relation de commutation suivante

bt —?hth=1 (2.12)
il vient des relations (2.3)(2.4)et la définition (2.7) que

1_q2N
+
W=

(2.13)

Les opérateurs b, b* et lopérateur unité forment une algébre fermée: 1’algebre de
Weyl-Heisenberg. La déformation de I’algebre de Weyl-Heisenberg consiste dans la sub-

stitution de la loi de commutation usuelle par des autres lois, a savoir
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b,b7], = 1 (2.14)
0,1] = 0 (2.15)
[br1] =0 (2.16)

La loi de g-commutation est donnée par:
[A,B], = AB — ¢°BA (2.17)

On peut montrer qu'un état |n) est donné sous la forme

) = 010 219
ou
]! =[n][n—1]....[1] (2.19)
pour tout n € N* et [0]! = 1; néaumoins les ¢ nombres [n] sont défini dans ce cas par
[n] = 11__qq2: (2.20)

2.0.4 Description en Coordonnée de 1’oscillateur harmonique
g—déformé

Cette réalisation en représentation de coordonnées de ’oscillateur harmonique g—déformé
a été proposée par Macfarlane[30]

Ou on exprime les opérateurs a,a™ par

h = a(ef%sw o efisxeisc'?z) (221)

pt — a*(emsx _ eisaxeisw) (2.22)
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ou 0, = 0/0z.]a relation de commutation (5.42) est satisfaite si « est choisi réel et

donné par:
a=a=(1-¢)? (2.23)
et
g=e" (2.24)
On choisi ¢ positif ( le cas négatif corresponds au choix de ¢ = —exp (—s?) qui

n’altére en rien ce qui suit dnas notre étude).Quand s varie sur Paxe des réels , ¢ varie
dans 'intervalle [0, 1]. Pour obtenir une théorie avec ¢ > 1, il faut remplacer(z, d,) par
(—z,0,) dans (2.21) et 2.22). Et dans ce cas ¢ = exp (—s?). L’operateur bTest 'adjoint
de b daans 'espace de Hilbert des fonctions d’une variable réelle x.

A la limite ¢ — 1 (s — 0), les operateurs (2.21) et 2.22) deviennent les operateurs

d’annihilation et de création de 'oscillateur harmonique usuel, respectivement

b = —=(x+0,)+0(s) (2.25)

4

bto= (x —0;)+ O (s) (2.26)

&l

La variable réelle x dans (2.21) et 2.22) est la coordonnée de lespace de cofigu-
ration (amplitude d’oscillation). Comparant (2.21) et 2.22) avec on endéduit que la
g—déformation peut étre associé & la modification de l'operateur de’annihilation et de
céation de telle facan que x reste toujours la coordonnée qui génére ’espace de config-
uration du systéme g—déformé. Ainsi, si on suppose que les théories ¢g—déformées sont
plus générales et quelles contiennent les théories classiques, alors la variable x doit étre
une quantité dotée de dimension. Cette suppositionconduit immédiatement a une con-
dradiction. En fait , le paramétre s doit étre également doté d’une dimension , ce qui est
impossible car ¢ = exp (—s?) est un nombre sans dimension come il apparait de (2.12)

Heuresement, (2.21) et 2.22)n’est pas la réalisation la plus générale. On peut changer

exp (isd) — Bexp (is'0), ou [ et s/sont réels , dans (2.21) et 2.22) , alors que le relation
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de commutation(2.12) reste inchangée si
2 / * 2\—1
q° = exp (—2ss") ac” = (1—-¢q°) (2.27)

Le coefficient 3 peut étre eliminée en réordonant les operateurs (3 exp (isz) et S exp (is'0)
dans (2.21) et 2.22) ainsi donc ,on le supposera égal & un. Si les dimensions de s et s
sont inverse alors ¢ est sans dimension.

Pour spécifier les constantantes s et s’, on exige que les opérateurs b et b ont le

comportement suivant au voisinage de ¢ — 1

b = i (pr —iwz)+ 0O (¢ —1) (2.28)

@

~.

bvto= = (pe +iwz) + O (g —1) (2.29)

5

ou p, = thd, nous avons utilisés la représentation des coordonnées, dans ce cas
(0,07 =h +0(¢—1) (2.30)

et w is une fréquence d’oscillation. On a également restore la constante de Planck.
Ce qui implique que nous avons mis A au lieu de 1 dans le terme de droite de ’équation
(2.12) et 1a aa* = A(1 — ¢*)"'dans (2.21) et 2.22). Notre condition meéne aux relations
suivantes s’ = vs + O (s?) quand s — 0 et w = h/w .

En introduisant une longueure fondamentale [, = 1/s on obtient la théorie quantique

g—déformée ou les opérateurs de d’annihilation et de création [32]
b = afe 2@/l _ gmiw/lagmpe/(Wla) (2.31a)

bt — a*<62ix/lq _ e—pm/(qu)em/lq) (231b)

sont des fonctions des variables canoniques standards obéant & la relation de com-
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mutation d’Heisenberg

[z, p.] = ih (2.32)

Le paramétre de la g—déformation dépend de la constante de Planck, de la fréquence

de T'oscillateur et de la longueur fondamentale [,
q = exp (—h/wl2) (2.33)

de facon quand [, — 00, ¢ — 1

2.0.5 L’espace d’Hilbert associé

En représentation des coordonnées de(2.31a) et (2.31b),p, = ihd, 1'état fondamental
g () = (x| 0) satisfait a I'équation b®q (x) = 0 et s’écrit [32]

By (1) = (%L) exp (—“;—3; + z%q) (2.34)

Les états d’ordre n @, () = (x| n) sont déterminés en appliquant les opérateurs b*"

a 'etat fondamental 5.32 et ont pour formes

D, (x) = (") " ({n}) "2 67" (x) = HY (exp (2ix/l,)) @ () (2.35)

avec
n

HL(E) = ({n}) 72> [ k], (~1)" F g et (2.36)

oulf]=1,{nH={n}{n-1}..{1} =1—¢", et
[n. k], = % (2.37)

qui sont des polynomes Gaussiens.
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En utilisant la relation

[n+ 1K), = [n,k—1],+ ¢ [n, k],

on obtient:
b d, () = o {n+ 1} 2 0,4 () (2.38)
et
b®, (z) = a{n} > ®, i (z) (2.39)
ainsi donc,
b od, () = aa* {n} @, (v) (2.40)
et
N®, (z) = n®, () (2.41)

ce résultat découle des équations(2.40)(2.13)

Les états ®@,, (z) forment une base orthogonale selon le produit scalair suivant

(n] m) = / 00y (2) B () @y () = b (2.42)
QL
avec = [—ml,/2,7l,/2] et la mesure est donnée par :
A 1/2 n=+o00 I Uqu 2
_ N, Y 2.4
o (x) (mul?) n_z_:oo exp o (n > a:) (2.43)

Le produit scalaire (2.42) vient de la relation de normelisation des polynomes de

Rogers-Szegoe (voir appendice I)
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L’operateur b™ est I’adjoint de b dans ’espace de Hilbert des vecteurs:

(n| ¥) =4 (x) = Y 1, Pn (2) (2.44)

avec le produit scalaire (2.42)

Le paramétre [, determines le volume de ’espace physique de configuration

2.1 Oscillateur harmonique généralisé ¢—déformé

Considérons ’hamiltonien d’un oscillateur harmonique généralisé dans ’espace de con-

figuration (z,p) :

H = S(Z(0)p +Y (1) (or + 7p) + X (1)2%) (2.45)

ou Z(t) , Y(t) et X (t) sont des paramétres dépendant du temps et vérifiant la

condition
XZ-Y*>0 (2.46)
En imposant les relations
= ap+ Pz (2.47)
avec
| Z Y?
— l t — 4/ —
“ w ¢ p Zw
vo= /% ot w=VXZ-YV? (2.48)
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L’hamiltonien précédent ce réduit en fonction des nouvelles variables, () et P en:
H="2(P*+ Q) (2.49)
2

et en termes des operateurs de création et d’annihilation bt et b,

1
H = 5 (0" + ') (2.50)

ol ces opérateurs sont donnés, en fonction de () et P par:

Q4P
b = % (2.51)
pro— Q0P (2.52)

&

et en fonction de z et p par,

.1 w Y _,ﬁ
b = \/ﬂ(\/? \/Z)x z\/ﬂp (2.54)

(2.53)

La représentation la plus adéquate, équivalente a celle de Macfarlane[30][32] et refle-

tant le caractere de g—déformation de ces opérateurs , est:

bt = A

38



avec

1

A" =
1 — exp(—s?)

comme précedemment 1’état fondamental de cet oscillateur généralisé g—déformé

(OHG), est donné par I’équation :

bdy () =0 (2.57)
Sachant que
[0,2] =1 ou encore [z, p] =ik (2.58)
et
euaevx — euvevxeua et €u8+m: — euveuaevx (259)

Les équations (2.55) et (2.57) permettent d’écrire :

(2.60)
c.a.d
w2 % w L
e (2P (E) gy (1) = e (£) 2, (1) (2.61)
ou encore
w % 73(£>% +<Y—>%1‘
¢5(2)* 2 2(2)" () 29 (2) = By (2) (2.62)
en 'unifiant dans la méme exponentielle en utilisant(2.59); on aura :
o w % w % y2 % 1742
¢i5(5)7=(2) 0+ (32) o302 g 0y — @y (a) (2.63)
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soit I’équation différentielle suivante:

(z’s <%>% r—s <%)%p + (;—Z) : T+ %h.sj) Dy () =0 (2.64)

qui devient en remplacant p par 70 et en 'ordonnant,

0B, (z) = (%1 (% + %) T+ %\/gs) By () (2.65)

qui a pour solution la fonction Gaussienne suivante

L(W Y\ , s (W)?

la constante C' est déterminée en imposant la condition de renormalisation

W\
0—(72)

Ainsi 'état fondamental g-déformé de (OHG), est donné par:

Oo(z) = Cexp

(2 |0), = Bo(), = (%) " [—% (g + %) 2 — g (g) . (2.67)

De la méme facon, le cacul des états éxcités d’ordre n > 1 , se fait ordre par ordre

en appliquant Popérateur de création b™a chaque fois. Ainsi I'état d’ordre n = 1 est

déterminé a partir de

Qy(z), = b Py(x), (2.68)
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en utilsant les relations (2.59) ,(2.61) et réorganisant sousla formule la plus simple

®,(x), est donnée par:

® 4 eﬁsZ) Dy (), (2.69)

al'ordren =2,

Dy(z), = bTPy(x), (2.70)

— 4 627;5(%)%;5_e_s<(%)gp+(§_i>§x>e(’iS(%)%m) Dy(x), (271)

et sous forme condensée, elle s’écrit:

By(2), = (A%’ i 2, K], (e%(%)%w)k (-eh52)2k Do(2), (2.74)

0

[2, k], est par la relation (2.37)
En passant au cas général, i.e & Pordre n quelconque les états @,,(z), = (b*)" ®o(z),

sont donnés par:



[n, k], est par (2.37) et ®o(z), par (2.67).

Et pour des raisons de renormalisation on impose que
*\—"N 1.4
Dp(z)g = (A7), " ({n}) 2 07" (2),

Ce qui permet de reécrire @, (x), en;

Bu(@)y = (1) S o), (e%s(%)%m)k(_e—ﬁﬁ)"kcpo(x)q (2.75)

En définissant les fonctions d’Hermite g—déformé par

n

HL(€) = ({n}) 72 [ k], (~1)" ™ ()" " ¢* (2.76)

k=0

ainsi donc

o, (z), = HY (e%(%)%x) Do(2), (2.77)

7 2, . _he2
avec le paramétre de déformation ¢ = e %",

Ces étatas doivent étre normalisés selon le produit scalaire suivant:

(n| m) = / Q10 () @, (), By (2), = S (2.78)

Qs
rappelons que ce produit scalaire doit étre identique au produit scalaire non déformé
lorsque le paramétre ¢ tend vers 1 .et 'espace d’Hilbert généré par les fonctions @,,(z), se
reduit & I’espace d’Hilbert usuel d’un oscillateur harmonique et la mesure o; tend versl .
Pour cela en se basant sur la relation de normalisation des polynomes de Rogers-

Szegoe définient par:

SIS

G (0) = ({n}1)? (—q) " H (q¢”) (2.79)

n

avec 0 € [0, 27].
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Maintenant une comparaison simple permet de poser :

0 [Z
=5\ (2.80)

la mesure de normalisation qui en decoule , en tenant compte lorsque sn — dn |,

> — [ dn de telle fagon que o, (x) — 1, est:

oy (z) = (hTf)m n:i:oo exp <—h32 (n - s—%@zf) (2.81)

n=—oo

et 'intervalle d’intégration qui est associe est:

m]Z = |Z
25V w’ 25V w

et donc les états propres normés de 1'oscillateur harmonique généralisé ¢-déformé sont

Q, = (2.82)

donnée par:
-1

Bo(a)y = ({n}) (%)Ti[mk]q (e%s(%)%x)k(—ehSZ)n_k (2.83)

k=0
1
1 /W Y s (W2
(IDO(ZC) exp [—5 (7 + ZE) IL‘2 — E (7> X

Aprés avoir obtenu les états propres de OHG ¢-déformé calculons la phase de Berry

(2.84)

relative a I’état n=0. Mais avant rappellons ce qui est la phase de Berry.

2.1.1 La phase de Berry

En étudiant 1’évolution des systémes physiques quantiques régie par un Hamiltonien
dépendant de parameétres qui varient trés lentement en fonction du temps, Berry[46]
a mis en evidence un effet géometrique relatif & la phase des états stationnaires. Cet
effet apporte un complément important a 1’énoncé du théoreme adiabatique [44] qui

stipule qu'un systéme initialement dans un état stationnaire non dégénéré, repéré par
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un ensemble donné de nombres quantiques lors d’une évolution adiabatique. Pour fixer
%
les notations, soit H(X ) un hamiltonien admettant des vecteurs propres non dégénérés

— —
)n, X > de valeurs propres E,(X).

n,X> — 5,(X)

n, )_5> . (2.85)

la, formulation usuelle du théoréme adiabatique exprime que I’état initial |¥(0)) =
)n,)_(>(0)>, état propre de ’Hamiltonien & linstant zéro H (Y(O)), évolue en un état
|W(t)) qui, & tout instant, reste état propre de ’Hamiltonien H ()_(z(t)) La remarque de
n, Y(t)>

Berry est que la phase ®,, de cet état, définie par rapport aux états de référence
par

(1)) = expida(t) [n, X (1)) . (2:86)
est entierement déterminée si on impose a |¥(t)) de satisfaire I’équation de Schrodinger

iﬁ% w(t) = A(X () [w (1) (2.87)

" en moyenne", c’est a dire en projetant cette égalité sur 'état |¥(¢)) lui méme:

(W) i (U0} = (U] X (1) (1) (259

on obtient alors une expréssion explicite pour ®,,

(1) = B (t) +7,(1) (2.89)

qui contient deux termes. Le premiér terme 3, ,appelé phase dynamique,

AX (1)

(1) = —h! / Eo(s)ds  ; E(s)= <n,?(t) n,)_f(t)> (2.90)
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_
est "attendu" car il est présent méme si les parametres X ne dépend pas du temps.

Le second est la phase de Berry -, donnée par

>l

(1)
1) = [ AX)dX AKX (®)

X(0)

I
RS
s
=
4
|

n, ?(t)> (2.91)

(On verifie que A,, et ,, sonty réels). Cette phase est aussi appelée phase géométrique.
Son caractére géométrique est justifié par le fait que, lorsque les parameétres effectuant
(adiabatiquement) un cycle C, ~, ne dépend que du chemin suivi dans ’éspace des
paramétres. En effet , méme si on change la base des vecteurs propres de référence

é
n, X(t)>, ce qui modifie "le

par une "transformation de jauge" )n,)_()> — expi®,(t)
potentiel vecteur" A, par un terme de gradient An()_(z) — An()_()) — V)—ggon()_()) (et donc

modifie 7, (t)), la phase de Berry pour un cycle v,(C) = % An()_(z)d)_(2 reste, elle,

c
inchangée.

La phase 7,,(C') pour un cycle peut s’écrire aussi comme l'integrale de 2-forme

op = id(<n,)_(>(t)‘ Ad

n, )_(>(t)>) (2.92)

ﬁ
sur une surface s’appuyant sur le contour C'. En insérant une base d’états propre ‘n, X >
~ -

et en utilisant la relation d(H(X)-E,(X) ‘n, )_(>> = 0, Berry réécrit cette 2-forme d’une

maniére

t<n,)_5<t)) dH ‘m, ?(t)> A <m, )7(75)‘ A )n ?(t)>
(En(X) = E(X))?

(2.93)

5=

dans notre cas on supposant que les parameétres de 1'oscillateur harmonique généralisé
g-déformé (Z (t),Y (t) et X (t)) varient lentement on fonction du temps, on peut préten-
dre que de tel systéme est doté, en plus de la phase dynamique usuelle, d’une phase de

Berry géométrique.
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Pour cela évaluant la quantité

>l

(®)
@) = [ AJX)dX ;An()_()(t)):<n,X(t)‘iV—>)n,X(t)>

X(0)
Oou encore

() =i / it (@n(:z:, D)o %@n(a}, t’)q) (2.94)

dans le cas de n = 0, on aura

t

Yolt) =i / dt’ (cbo(:c, g, %@0@:, t')q> (2.95)

la quantité ®g(z,t'),, %(D()(ZL‘, t'), aprés dérivation et réarrangement donne:

en remplacant dans la forme du produit scalaire on a:
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Qs
WAV 9 /W \ M pa2\ 1/2 oo L, i [@
= (—th) 5 (_th> / (7) D oxp (‘hs (” - E”’“))d”
O n=-—00

S

WP 10 (WY, 0 (Y
ThZ oh \or \ 7 ) " 'or \Z
hs?\ V2T 9 o o 2ni |w
/(7> Z T exp <—hs (n —E\/;x>>d:r+
Qs

is ( WY o (w\"? hs?\ /2 o o 2ni [w
S(az) wl(z) J(B) Xeew(ne (250 )0
Q. n=-—00

on remarque que cette expression est fonction de trois types d’intégrales qu’on note

I, I et I3 et qui s’écrient:

2nt  |w
_ 2 22
I, = /x exp( hs (n 7 Z:U))dx
Q

S

2nt  |w
I, = —hs?(n? -2, /=
3 /xexp ( hs (n s Za:)) dx

E]

qu’on évalue a
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T | Z
L = —\/—
! sVW
—hs?n?
T e Z
L = ————(=1)"
2 n 2s2W (=1)
73 Z\3
(&) (-1)" pour n # 0

et d’ou la phase de Berry dans ce cas est donnée par,
/ 0
70(1’-) - Z/dt/ <®0<I,t/)q,%¢0(ﬂf,t/)q)
0

(WP (WA 1 0 (W0 (Y
- \mz) o \mnz shsz \or \z ) "o \Z

7T2 n=+400 _ fs2pn?2
Ty =y
3 n
n=-—o0
n#0
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Chapter 3

No-ghost theorem pour une corde

bosonique ouverte g—déformeée

3.1 Introduction:

La théorie des cordes est le domaine le plus actif de la physique théorique. Elle représente
I'unique espoir pour réalise le réve des physiciens : 'unification. Et par conséquence, elle
peut donner une théorie consistante de la gravitation quantique.

Un autre théme qui d’actualité et dont un grand nombre de traveaux lui ai consacré
est la géométrie non-commutative, qui consiste, dans son aspect le plus naif, & déformer
la structure de I'espace. 1l est trés interessant d’étudier la théorie de cordes dans le cadre
de la géomémtrie non-commutative.

Dans ce chapitre, on expose un travail sur les cordes bosoniques g—déformeées.

En particulier , on s’intéresse & la dimension critique de ’espace-temps des cordes
bosoniques ouvertes. On sait qu’'une théorie quantique des cordes bosoniques n’est con-
sistante que pour dimension critique de 'espace-temps égale a 26. Par consistance, on
entend ici ’absence dans I'espace de Hilbert ( et/ou de Fock) de la théorie des états de
norme négative. On a posé la question: quelle serait la dimension critique si on considére

un espace non-commutatif (en travaillant avec les algeébre g-déformée)?
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3.2 Les cordes bosoniques classiques:

3.2.1 L’action de Polyakov et les equations de mouvement:

On considére une corde ouverte. Pour décrire son évolution, on introduit deux paramétres

o et T et on repére les posititions des différents points sur la corde par
X = X*o,T) p=1,2..,D (3.1)

Lorsque la corde évolue, elle balaye une surface a deux dimensions, appelée surface

d’univers. Cette surface est invariante par la paramétrisation
g — OJ<O-7T>7 T — 7—,(0-77—) (32)

L’action qui décrit la dynamique des cordes est 1'action de Polyakov définie par
T af o v
S = —-3 dodrv/ —hh*’n 0, X" 0 X (3.3)

ol hap est la métrique induite sur la surface d’univers, h®’ son inverse et h son

déterminant.

Le tenseur de I’energie-impulsion est donnée par

1 1 48

Top = —F 7= 3.4
8T T /=R 6hed (3.4)
1 o , 1 N ,
= S 0 X 05X — 1, hC 705 X0, X
et les équations du mouvement qui en découlent:
Tap =0 (3.5)
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da (\/—_hho‘ﬁﬁgX”) —0 (3.6)

3.2.2 Les symétries de ’action de Polyakov:

L’action ( 3.3) posséde les symétries suivantes :

1. e Symétries globales:

-Invariance par transformations de Poincaré:

OXM = at X"+ b

Shas = 0

e Symétries locales:

-Invariance de reparametrisation:

SXH = €99, XH
(Shaﬂ = gya,yhag + 8a£7h75 + 855%,17
oN—h = 8, (f%/—h)

-Invariance d’échelle de Weyl:

Shap = 2Mhag
SX" =0

at , et b* sont deux constantes, £* et A sont deux fonctions infénitesimales de o et

o1



Une conséquence immédiate de l'invariance d’échelle est ’annulation de la trace du

tenseur énergie-impulsion (3.4), i.e:
h*’Tos =0 (3.7)

3.2.3 L’action de Polyakov dans la jauge conforme:

Les symétries locales permettent de faire un choix de jauge , appelé jauge conforme. dans

cette jauge, la métrique du surface de I'univers s’écrit:

ou
-1 0

n., =
? 0 1

Et I'action de Polyakov ( 3.3) se réduit a:
S=2rT / d*00, X"0_X, (3.8)

ou:

o :%(87 1+ 0,)

La variation de ’action précédente par rapport a X*, avec les conditions aux limites

dXH(19) = 0= 6X*(71) donne:
§6S=T / PodXH(02 - 02X, —T / drX,0X*|"_7
d’ou I’équation du mouvement suivante:

(02— 03X, =40,0_X" =0 (3.9)
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avec
) |O=T" _
Hlo=0 0

Cette équation représente une équation d’onde bidimensionnelle dont la solution

générale est de la forme:

XHo,7) = Xh(o7) + Xt (oT) (3.10)

avec

ct=717+0

sont les coordonnées du cone de lumiére.
et X ; sont des fonctions arbitraires qui décrivent les états se propageant a droite et

a gauche réspectivement.

On doit également imposer sur les solutions des équations du mouvement les con-

traintes

1 -
TOl == TlO - §<XX/) = 0

1 .
TO() = Tn — §<X2 +X/2) — 0
Ces deux equations peuvent étre rassemblées en
L . "2

Dans les coordonnées du cone de lumiére, ces contraintes deviennet

S(0,X.0,X) =0 (3.11)
T = 2(0-X.0.X) =0

Ty =

T+_ - T_+ - 0
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ol

1

Ty, = §(T00 + To1)
1
T = 5(To— Tn)

En se servant de (3.10), les equations de contraintes (3.11) s’écrivent comme
(0, X1)? = (0_Xg)*=0.
et la conservation d’énergie-impulsion
OuThp =0
s’exprime par

87T++ + 8+T7+ - O
8+T,7 + 87T+7 — 0

En utilisant (3.11), ces équations se réduisent &

8,T++ - 0 (312)

8+T__ — O
ou

Ty =Tyi(0F)

T _ =T (07).

Les équations des contraintes (3.12) impliquent lexistence d’un nombre infini de
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charges conservées. En effet, pour n’importe quelle fonction f(o™), on a

0- (f(0+)T++(U+)) =0

et les charges conservées correspondantes sont données par

™

L;= 2T/daf(a+)T++(a+)

0

avec une éxpression similaire pour les états se propageant a droite.

3.2.4 Le développement en modes normaux:

Nous allons résoudre les équations du mouvement en tenant en compte des conditions aux
bords, mais en oubliant provisoirement les contraintes. Ces contraintes seront imposées
sur le solutions une fois trouvées.

Dans le cas des cordes ouvertes, les modes se propageant & gauche et a droite sont

égaux. La solution générale des équations du mouvement (3.9) est donc sous la forme
Xt 1) = f"(o7) + f*(o7)
de plus, on a la condition aux bords

O=Tr

X0 =0 (3.13)

La solution générale de I’équation de 'onde bidimensionnelle qui vérifie les conditions

aux bords

1
XH(o, 1) = x“+ — —oz“ex —1inT) COSNo
(0,7) = =D ﬁz p(—in)

ou on a défini




xt et p* sont la position et 'impulsion du centre de masse de la corde.

Les crochets de Poisson pour les variables canoniques o, z# et p* sont donnés par:

v o . v
{CY%, an}P.B. - _Zmém—f—nnu

{2, " pp =1

En termes de modes normaux, le Hamiltonien de la corde ouverte s’écrit

H=5 Y oo, (3.14)

On défint les opérateurs de Virasoro de la corde ouverte

L — 2T / do(exp(ima) T+ + exp(—imo)T_) (3.15)

0
T

T .
=3 /daexp(ima)(X” 4 X2

1 <X

Les L,, forment un ensemble complet de charges conservées qui verifient les conditions

aux bords (3.13). Elle forment une algebre
{Lm; Ln}pp. = —i(m —n)Lnn.

Cette algeébre est appelée 'algebre de Virasoro.

En comparant (3.15) avec ( 3.14), on trouve

H = Ly.
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3.3 La quantification canonique de la corde bosonique
ouverte:

Pour quantifier la théorie des cordes dans le formalisme canonique, on va considérer
provisoirement le systéme sans contraintes .
La quantification canonique s’effectue en remplacant les crochets de Poisson des co-

efficients de Fourier de X* par ¢ fois les commutateurs correspondants, i.e.

{bon — 3000,

Donc, les coefficients de Fourier deviennent de opérateurs obeissant aux régles de

commutation suivantes

[alfm O‘ryz] = MOy "

(2%, 9] = ™.
En effectuant les changements

oy, = V/mal,

o, = /malt

avec m > 0.

a’ et a sont les opérateurs de création et d’annihilation.
L’espace de Fock construit & partir de ces opérateurs contient nécéssairement des états
de norme négatives. ces états sont appelés états fantomes (ou ghost, & ne pas confondre

avec le ghosts de Fadeev-Popov).
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On peut voir cela en considérant les composantes temporelles

[ao aOT] =% =1

m’'m

En prenant la valeur moyenne de ce commutateur dans le vide
(O] [an,, ant] 10) = = (0 ]0) = 1
|0) est I’état fondamental (le vide) définit par

al |0) =0 Vm

et

(0]0) =1
Donc, On a

(Ol apayt [0) = —1
ou

lart 10} = —1

Ainsi, on a vu que P'état a®f |0) est un exemple des états fantomes (états qui possédent

une norme négative).
Ces états deveront, en principe, étre éliminées lorsqu’on considérera les contraintes.

Retournons maintenant a ’équation des contraintes. Dans le cas de la théorie clas-
sique, on a vu que le contraintes sont données par les coefficients de Fourier L,, = 0.
Cependant quand on passe a la théorie quantique, toute ex pression qui contient des
opérateurs qui ne commutent pas est mal définie ( souffre d’une ambiguité d’ordre nor-

mal) si on ne spécifie pas une prescription pour ordonner les opérateurs.
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Cela s’applique, en particulier, sur Ly En effet, en examinant les générateurs de

l'algébre de Virasoro (les coefficients de Fourier) on se rend facilement compte qu’aucune

ambiguité d’ordre normale n’est présente dans les L,, pour n # 0 car ces opérateurs sont

éxprimés par des produits d’opérateurs qui commutent entre eux.

Dans le cadre de la théorie quantique, on definit les générateurs de Virsoro par leurs

produits normaux

En particulier

ou

3.4 Les cordes bosonique ouvertes

q-déformeées:

On va considérer la déformation de I’algébre de Virasoro . Dans ce cas, les générateurs

de I'algebre de Virasoro g-déformée est donnée par

1 <X
q__§ : H T
Ln_ 4o 'Oénfmamu q
—0o0

avec

ay = 2a'pt
b= V2amalt n >0

n

alh = +v2a'nak; n>0

59

(3.16)

(3.17)



Les opérateurs de création et annihilation a* et /¥ vérifient les relations de g-commutation

suivantes:

[aﬁv azj{] q 5n,m77m/ (3.18)

et

[z, p"], = in"”

ol
[aiﬁ, a;’n]q = alta?, — [5ﬁ,5§ + (¢ — 1)5n,mA;ﬂ al a’t (3.19)

et
2, 9], = " — qp'a” (3.20)

On a introduit un produit normal g-déformé ::,défini comme suit

catal” = alval + (g — )0, A" v alt (3.21)

w'v'mtn

N LN TR | 7}
salyal o= al’al

avec

, )1 siuy=vetp=o
A’[f = (3.22)

o/ —
0 sinon

3.4.1 Théoréme No-Ghost

Un état |phys) , €st appelé un état physique g-déformé s’il vérifie les conditions:

L} [phys), =0 pour n >0 (3.23)
(L — 24(0)) [phys), = 0 (3.24)
avec
1
LI = 4—0/2 : aﬁ,majw g (3.25)
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a4(0) est un nombre complexe qui apparait lorsque on effectue 'ordre normal g-
déformé ::,. En faisant agir les opérateurs a/ et af* sur I'état fondamental g-déformé

|0) 4+ on construit espace de Fock g-déformé :

a[0), = 0 n>0 (3.26)

P10}, = p"0),

et
. (0 |O)q =1 (3.27)

Un état g-déformé [S), qui vérifie la relation:
(Lg — aq(0)) [S), =0 (3.28)
est dit "spurious” s’il est orthogonal a tous les états physiques, i.e. :

¢ (S |phys), =0 (3.29)

On peut développer |S) , comme suit

1), = Y L%, |®a), (3.30)

n>0

o |®,), est I'état vérifiant la relation
(Lg — aq(0) +n) [®y), =0 (3.31)

La série donnée dans (eq. 3.30) peut étre tronquée. En effet, on montre que, pour
n > 3, les opérateurs L? s’expriment comme des itérations des commutateurs de LY,
et L7,, (voir egs. (3.42, 3.45, 3.46)). Ainsi, les deux premiers termes de la série sont

suffisants pour déterminer |S), .
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Un état ”spurious” est défini donc par:

S), = LLy |®1), + LL, | Do), (3.32)

ot les états [®1), et |Pz), vérifient eq.(3.31).
Si un état g-déformé est a la fois ”spurious” et physique, il a une norme nulle. On

peut construire des états de ce type si on considére les états spurious de la forme:
), = (L% + Q(L2,)?) [©), (3.33)

ot €, est un nombre complexe qui dépend de g et |O) , est un état arbitraire g—déformé

vérifie les conditions:

Li1e),=0 n>0 (3.34)
(LG — ag(0)) (L5 + Qy(L2,)%)[©), = 0 (3.35)
et
Ly"*0), = A, |O), (3.36)
La condition (eq.3.35) donne les deux relations suivantes:
1
L518), = Sl (0) = (1 + 9)]8), (3.37)
et
1 1+ q)?
316}, = =fa,0) - 5 o), (3.38)

Des egs. (3.37, 3.38), On tire:

(1+q)
2

[Lg + } ©), =0 (3.39)
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et

a,(0) = . (3.40)

Pour que l'état | x), ait une norme nulle, il doit étre un état physique et il doit, par
conséquent, étre annihilé par L pour tout m > 0. Or cet état est trivialement annihilé

par L pour m > 3, donc il suffit d’imposer les conditions:

Lilx),=0,  Li[x), =0 (3.41)
pour déterminer un état de norme nulle.
On utilise I’algebre de Virasoro g-déformée donnée par ([?]-[?]):

(L8, L8 = Linm [gnm — AL [ [ G (3.42)

gn, nm-—'m

=(mn-m)Ll ., + Cun

ol

(1—2q) (1—q) g2y, D—2
Crm = So,m 5 nLd +6p _mym T (3L — Ly" %) + Tm(m2 —1)p (3.43)
et
1 < i i
Lanm = ~ 1 K;OO ey R (3.45)
avec
L0ty = OO a0 (3.46)

Si on utilise le produit normal g-déformé “ ::, ” défini par les eqgs. (3.21,3.22) avec les

egs. (3.19,3.20), les conditions (3.41) donnent :

2’ + B+ C, =0 (3.47)
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ol

2(1—4q)
= A .4:
T g (3.48)
—7 21 D (1—q)?
p,—4-7_ 20, D (1-aF
q 2 2 1+4¢

c, = (Q+2) (z+(1—q)2)+g<q—5>
q

2 q 14¢

Remarque que pour le cas ordinaire o ¢ = 1 et D =26, onaz = 0 et C; = 0 et eq.(3.47)

bien vérifiee. Néanmois pour ¢ # 1, 1" eq.(3.47) admet de solutions que si
B —4C, >0 (3.49)

ce qui donne :

u_z+2_<1—_q>2r_4l(q;5+2) (2+<1—q>2>+9<q—5>] -

q 2 2 14+¢ q 2 q 14¢

Cette condition est bien vérifiée dans le cas ol
D=D.=2+12(qg+1) avecqe€]0,1]. (3.50)

Une autre fagon de voir que pour la dimension critique (3.50) I'espace de Fock est

bien libre de tous états de normes négatives est de considérer les premiers états excités :

10)

q

’€>q = Eﬂa-{u ‘O>q

\,0), = Aalt + 0,0l al” 10), (eq43)

Sl
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g, est le vecteur de polarisation.

On appliquant 'opérateur de masse M? :

M2 =108 a0 (3.51)

Oé/

sur I'état |0), et en utilisant la relations (3.40) on obtient:

M?10), = —

(3.52)

L’etat |0) , est tachyionique si ¢ > —1 et le carré de sa masse est positif si ¢ < —1.

La norme d’un état de polarisation physique |¢), , est donnée en utilisant 'eq (3.18) :
1
o{ele), = Esue" (3.53)
Si on applique la condition de Virasoro g-déformée :

Lile), =0 forn > 1 (3.54)

cette derniere est triviale pour tout n > 1. Par contre, pour n = 1, on doit avoir:
e, P'=0 (3.55)
L’application de I'opérateur de masse M? sur 1'état |e) , donne:

1—
—pr==_1 (3.56)

a/

avec

P? = —pY 4 p? i=1,D—1 (3.57)

ou la signature de lespace-temps est (— + + + ...4). Dans un référentiel au repos on
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peut écrire
1

pr = ({%(1—@}5,0,0) (3.58)

De (3.55, 3.58) on tire € = 0 et par conséquent la norme donnée par l'eq (3.53)
s’écrit:
2
g (Ele)y=— (3.59)
q
Ce qui montre bien , (ele), > 0 & condition que ¢ > 0.
En conclusion, pour que l'état |e) , e soit pas tachyonique avec une norme positive,

il faut que:

0<g<1 (3.60)

Soit maintenant les états |\, 0) o -en utilisant les lois de g-déformations données par egs

(3.18;3.19) on trouve:

1
a (N OIN0), = % [\ + 6,,0"] (3.61)

En appliquant I'opérateur de masse sur les états |\, 0) 4 » on trouve :

3—q
2 _
M= |\, 0), = = A, 0), (3.62)
- _p2 ‘)\7 9>q
D’autre part, la contrainte de Virasoro :
LL A 0), =0, n >0 (3.63)

Pour n =1 et n = 2 on trouve:

V2 ()\,, + \/404/9#”13#) af?(0), =0 (3.64)
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et

1 1
7 (\/4&’)\MP“ + 5%,,77"”) 0),=0 (3.65)
ou :
Ao+ Va0, P =0 (3.66)
et
1
Vaa'\, P + EHWHW =0 (3.67)

Dans un référentiel au repos ol p* est donné par eq.(3.58), les équations (3.66,3.67)deviennent:

Ao + V4a/OyP° =0 (3.68)
/\z-—l—v4a’60iP°:0 Z:1,D—1
d’ou la relation
1 (q —2) -
- 5{2[2 . 29“ +(1—q) > 05+ Ze + 2«9
q =1 1#£]

Pour que la norme (3.69) soit définie positive, qulque soient les valeurs des paramétres

911, 901‘ et Hij, il faut :

a)
(1-¢)>0 e ¢<1 (3.70)
b) )
D—1
7 (23(3 ;)QJ)F - (z:: ) + 292 >0 Vo, (3.71)
On utilisant le fait que
D—-1

22—z +1>0 Vx(ouxzzeii)

i=1
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on obtient:
D—

—2 (q—2) 2
[261(3—61)+1]2( Z ZQ”ZO

L’eq. (3.72) peut étre mise sous la forme:

D-1

i1 —q +1

pour que cette relation soit vérifiée pour tout 60;;, il faut
D<1+4(8¢+1)

avec la condition supplémentaire

0<g< 1

Lorsque q décrit 'intervalle |0, 1], D appartient a

o< D < 325.

(g -2 1 )
Z . )](D_l—eii)Jr@n)EO

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

On voit bien que la dimension critique D, = 2 4+ 12 (¢ + 1) lorsque 0 < g < 1, est

incluse

14 < D, < 26.

3.4.2 Conclusion:

(3.76)

On a etudié la théorie des cordes bosonique g-déformée. L’espace de Fock des états qui

vérifient les équations de contraintes des opérateurs de Virasoro g-déformés est libre de

tous état de norme négative (fantome) si la dimension de l’espace-temps est égale a la

dimension critique D, =2+ 12(¢+ 1) avec 0 < ¢ < 1.
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Chapter 4

Relation entre paraquantification et

q-déformation

Le but de ce chapitre est de mettre en evidence pour un cas précis la relation qui peut
exister entre la ¢g—déformation et la paragantification. Pour cela en introduira brievement
ce qui est la paraquantification puis on exposera le formalisme d’étude et on terminera

par une conclusion.

4.1 Introduction

Historiquement, le passage de la mécanique classique vers les théories quantique a été
fait suivant deux étapes. La premiére, qu’on appella la quatification (puis la premiére
quantification), consistait a réarranger les relations de Poisson entre la position et la
quantité de mouvent dans la mécanique classique, i.e. les variables canonique a degré
fini de liberté, en commutateur de Lie entre opérateurs représantants ces variables dans
la nouvelle théorie. La seconde a été le réajustement de celle-ci, ces comutateurs, & des
champs d’opérateurs, ce qui lui vallu le non de théorie quantique de champs.

Dans cette théorie quantique des champs , les opérateurs de de champs sont dotés

de deux types de particules qui vérifient deux algebres différentes. Celle d’opérateurs de
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particules de champs qui commutent et qu’on appelle les champs fermionique et qui vérifie
la staistique de Fermi-dirac et celle d’opérateurs de particules de champs anticommutants
et qu’on appelle champs bosonique et qui vérifie la statistique de Bose-Einstein.

Vers 'année 1953, H.S. Green proposa une généralisation de la methode de quan-
tification , indépendante de la seconde quantification , et qui consiste a supposer qu’un
méme état peut étre occupé par des particules jusqu’a un certain ordre. cette méthode
qu’on appella ensuite la paraquantification a engendré deux types de statistiques ; les
parabosons et les parafermions. Cette théorie parmi peu d’autres en théorie quantique
de champs s’est avérée compatible avec les théorie de base de la physique telleque les les

principes de la relativité.

4.1.1 Paraquantification

L’hamiltonien d’un oscillateur harmonique s’écrit sous la forme

H=< "+ (4.1)

N —

les équations du mouvement sont données par

Le principe de corresondance avec l’equation de Heisenberg nous donnent

g = g, H] =wp
w = [p,H|=—y

Mais avec la restriction [g, p] =2, on montre que cette condition n’est pas unique
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Pour cela, on utilsera les opérateurs définis par:

- (g +p)

a = — )

Jo

1
at = —=(q¢g—1
ﬁ(q )
Ces relations nous donnent:

H = (a*a%—aa*) =N

[aa N ] =
Pour le spectre de N on le définit comme suit:

(nn') = Onn!

et
N, =Ny+n avec Ng >0, neN

D’apres les équations (1.108), (1.109) et (1.110) on montre facilement que:

NO +n= (’anfl,n|2 + ’an,n+1’2)

N —

Avec

apn = (n]aln’)

On peut alors résoudre cette équation par récurrence sur n pour obtenir :

NIES

(2No +n) n pair

Jr
T e T 1
(1+n)2 n impair
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Donc on arrive a montrer

(] [a,a* ]|y = Y {{nlaln”) (a"[a” [n') = (n]a® [n") ("] a|n')}

- 5nn’ (|an,n+1|2 - |a:,n71|2)
Ce qui est équivalent a écrire

2N, n pair
<n’ [aaa—q |n/> = 57m’ ’ P (49)
2(1 — Np) n impair

Nous définissons 'ordre de la paraquantification de telle sorte que Ny = % ou (Q est

lordre de la PQ.

Remarquons que seule la valeur () = 1 nous conduit a la relation de commutation
ordinaire [a,a’] = 1 qui représente le cas d'un oscillateur harmonique (bosonique) dans

le cadre quantique.

Pour ) = 2 c-4-d Ny = 1 nous aurons une relation du type:

aaat — aTaa = 2a

De méme, le Hamiltonien d’un oscillateur fermionique est défini par:

H=—(b"b—bb*)=N. (4.10)

DN | —

on peut alors monter que

N = (lbn—17n|2 - |bn7n+1|2) (4.11)

DN | —

De la méme maniére, on montre que () = 1 conduit aux relations d’anticommutation
b6} =1, {b,b} = {b",b"} =0 (4.12)
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donc b2 = (b7)* =0

Pour @) = 2 nous aurons les relations
bbth = 2b, bbbT +bTbb = 2b (4.13)

et
b= (b)° =0

4.1.2 Généralisation au cas de plusieurs oscillateurs

Soit un systéme de plusieurs oscillateurs harmoniques bosoniques ou fermioniques
. , + . . .
Dans le cadre paraquantique, les opérateurs a; et a; (bosoniques ou fermioniques)

vérifient des relations trilinéaires de telle sorte que

[ak, [a;“, an]i} = 20,a, (4.14)
[ak, [a?’, a;’];} = 20pa, F 20kna; (4.15)
[, [a,an].] = 0 (4.16)

Le signe en haut est associé aux parafermions, celui en bas pour les parabosons

notre vide est définit par

(0)0) =1 (4.17)
ar|0) = 0 Vk (4.18)

avec la condition qui fixe 'ordre de la paraquantification

Ces relations dépendent du vide, mais on peut trouver des relations qui se suffisent a

elles seules (“self-contained”).
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Le probléme qui se pose est que lorsque 'ordre de la paraquantification augmente les
relations se compliquent.
L’une des solutions de ce probléme est d’utiliser la décomposition de Green, qui est

définie comme suit :
Q

Q
ap = Z CL’(Ca) s a—]: = Z a]ia)+
a=1

a=1

ol a,(f) est la composante de Green qui agit dans le para-espace de Green..

les relations (4.14-4.15-4.16) deviennent bilinéaires :

0] = b (420
[aéa),al(a)_i =0 (4.21)
[a’@’ o = [a,(f), alw)LF:o (a # B) (4.22)

le vide |0)" vérifie :

a0y =0,  Vka

Donc

ap|0)' =0,  Vk

et :

ara; |0) = 1y |0)

Ce qui implique que |0)’et |0) sont équivalents.

4.2 Formalisme

La procedure classique de quantification dans le cas ordinaire est garantie par le transition
de la théorie classique a la théorie quantique des coordonnées canoniques g;et p; (i = 1, 3)

comme étant des opérateurs activant dans ’éspace de Hilbert, et verifiant les relations

74



de commutation suivante :

(45, pj] = 164 (h=1) (4.23)

9, 4;] = [pi,pj] = 0 (4.24)

lesgelles sont compatibles avec les équations de mouvement d’Heisemberg :

~ig = (A (4 =T03) (4.25)

ou A est observable quelconque. Il est toute a fait clair que les équations (4.23) et
(4.24) sont suffisantes et non pas nécessaires pour garantir les équations de mouvement
d’Heisemberg [36]-[39]. Ainsi donc, les relations fondamentales de quantification est
'équation d’Heisemberg(4.26).

Revenons aux notions de la paraquantification, et prenons comme exemple le cas de
I'oscillateur harmonique & une seule dimension, son hamiltonien est donné par :

H={0"+¢) (4.26)

N

en terme d’opérateur de création et d’annihilation qui sontdéfinis par :

(g +p) (1.120.a)

S-Sl

(¢ —w) (1.120.b)
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Les équations (4.23) , (4.24) et (4.26) prennent les formes suivantes :
la,N]=a, [a*,N]=—a" (4.27)

avec

H=—(a*a+aa™) (4.28)

DO —

il est clair d’apres la définition de l'opérateur hermitien N, que toutes ses valeurs
propres ne sont pas négatives. Cela suggere que le spectre de ces valeurs est de la

forme

N, = Ny+n avec Ny >0, neN (4.29)

(n étant la valeur propre de N associée a certain vecteur propre normalisé |n) )

du fait des expressions de (4.28) et (4.29) on obtient :

N() +n = (|an,17n|2 + |an7n+1|2) (430)

N —

on résout (4.30) en commengant successivement & partir de la valeur de n = 0

jusqu’a obtenir :

N|=

(2Ng +n) n pair
Unngl = Gy gy = A (4.31)
(1+n)? n impair

de la forme des opérateurs a,, 1€t a.’ +1,,dans (4.31), il apparait que le commutateur

[a,a™] n’est en général qu'un opérateur tel que :

2N, n pair
(n| [a,a™] |n') = Gy ‘ P (4.32)
2(1 — Np) n impair

Notant que seulement pour le cas de Ny = % la relation de commutation devient
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un c-nombre (= 1) etqui correspond au cas canonique des relations de commutations

[a,a"] =1 (4.33)

En plus de c¢a, pour le cas Ny = 1, on peut montrer facilement que les opéra-
teurs a et a' satisfont & la relation de commutation trilinéaire en plus de (4.32) et

(4.33) ;

aaa™ —ataa = 2a (4.34)

il faut remarquer que puisque (n|[a,a™]|n’) est toujours un entier, de prendre alors

pour valeur de Ny un entier ou demi-entier, ¢e qui permet d’écrire d’écrire :

Ny = g (reNY) (4.35)

ou r est appelé 'ordre de la paraquantification.
Pour les g—oscillateur a,a™ , Macfarlane [30] les a introduits en considérant

leur action sur lespace d’Hilbert menu de la base {|n)}, n = 0,1,2.....définie par :

al0) = 0 (4.36)
m) = (Inl,)" @) [0)

ou

q"—1
], = 1 (4.37)
n]! = [nl,In—1],.....[1],



En prennant compte des relations de commutation (4.27) et 1’algebre :
aat —qata=q "N (4.38)

on peut avoir facilement I’action de a™, a et N dans la base {|n)} :

at n) = ¢ 1 jn+1)
aln) = ¢ Fpn-1) (4.39)

N fn) = (n+No)n)

Maintenant, dans le but d’établir une relation entre 'algeébre (4.34) et (4.38), on va
prendre Ny = 1 (ie » = 2) et les oscillateurs a(respectivement a™) qui dépendent de la

valeur propre |¥) de I'opérateur N. En plus, on généralise 1’algebre (4.38) et (4.27) en

(away — Qagay) Py = e N py, (4.40)

[a‘lh N] = Oy
et

[a$7 ] = _a$

ou l'opérateur de projection Py a pour expression:

Py = |¥) (V|
(|¥) est un état de la base {|n)})
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et ay, ay, Q,Q ont pour représentations :

b In) = q® n+13In+1)
ay |n) = qg? [ldln—1) (4.41)
Qu [¥) = qu |¥)

et
Qy |¥) = (Inge) [¥)

Il est important de mentionner que l'introduction

de Vopérateur de projection Py est pour assure que les opérateurs a et a® (désignés par
ay et ay, respectivement) sont en relation avec I'état propre |¥) de N.
Maintenant, il est tout & fait simple de montrer que le choix ci-aprés du parameétre

de déformation ¢y:

qy = cosh(¥Ln¥) (4.42)

implique une équivalence entre 1’algebre ¢ - déformée (4.40) et 'algébre paraquantique
suivante :

(ayagay, — ayayay)Py = 2aPy (4.43)

En fait, chacune des deux algebres (4.40) et (4.43) avec la représentation (4.41) con-
duient a la méme relation (4.42) Qui peut étre résolue numériquement.

Pour n = 3 (par exemple), on trouve les solutions suivantes :

51 5
g5 = 1, + §+§,ﬂ g— (4.44)

N —
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4.3 Conclusion

L’intéret motivé ici dans ce travail été d’essayer d’étudier et d’etablir une connection entre
la g—déformation et la paraquantification en sachant que les objectifs qui ont poussés
a élaborer ces deux théories étaient identiques. Ils etaient une recherche d’une théorie
consistante et plus globale que la mécanique quantique.

Ainsi, dans ce travail on a pu établir une équivalence entre ’algébre déformée général-

isée

(aqja$ — Qa$a\p) P, = e NP,

[a‘lva] = ayg

menue de la représentation (4.41) ou on a pris un paramétre de déformation ¢ dépen-

dant de I'état propre |¥) de N,

qy = cosh(¥ Lngy)

et 1'algebre praquantique d’ordre 2 pour chaque état propre |U).
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Chapter 5

Oscillateur nonlinéaire amorti et
I’hamiltonien d’un oscillateur

nonlinéaire généralisé

5.1 INTRODUCTION

5.1.1 L’ANGLE DE HANNAY

En mécanique classique le théoréme adiabatique applicable aux systémes Hamiltoniens
intégrables est bien connu[42]. 1l stipule qu’au cours d’un changement adiabatique des
parametres d’'un Hamiltonien intégrable les variables d’action I, restent constantes . On
pourrait naivement penser que les variables angulaires conjuguées 6¢ évoluent avec des
vitesses 0(15) égales aux fréquences instantanées associées a I’'Hamiltonien au méme in-
stant. Hannay [45] a été le premier & montrer que, comme dans le cas quantique, s’ajoute
a cette contribution "dynamique" aux angles ¢, une contribution géométrique qui ne
dépend que du circuit suivi dans I’espace des parameétres et a laquelle peut étre associée
une 2-forme sur cet espace.

Considérons le cas d = 1 et soient I et # les variables action angle associées & un
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Hamiltonien H(q,p,)_() )=H (I,;( ). Ces variables permettent un paramétrage q(7,0, )_() ),
(1,0, X ) de I'espace de phase( ici g représente la position et p sont moment conjugué),
27l représente 'aire d’une trajectoire et 0 est la variable conjuguée mesurée sur chaque
trajectoire (ce qui implique un choix d’origine sur les trajectoires). Soit S(q, 1, )_é ) une
fonction génératrice de la transformation canonique (g, p) — (I, 6) <p = g—‘g; 0= %) .On
sait que la dynamique des variables I et 0 est régie par le nouvel Hamiltonien K = H +%—f.

Pour exprimer % dans les variables [ et 6,

Berry[43] introduit la fonction S

S(1,0,X) = S(q(1,6,X),1,X) (5.1)

—

(dont la dérivée par rapport & X est monovaluée). K s’écrit:

— — N a8 o —
0X 0X
L’hypothése adiabatique consiste & remplacer les membres de droite des deux équa-

tions de Hamilton I = —%—]g et 0 = %—II( par leurs moyennes sur la trajectoire d’action [

— —

de 'Hamiltonien H(q, p, X) (la moyenne d’une grandeur f(q,p, X) étant définie par

2

F1.X) = [ G 1a(r0.5),p(10.%).%) 53

La premiére équation donne le théoreme adiabatique standard I = 0. La seconde

donne la vitesse angulaire

9 = 9 D+ 9 " (54)
somme d’une partie dynamique (ou fréquence instantanée)

OH -
= >7 =w(l,X) (5.5)
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et d’une partie géométrique

~ >0, 08 0 -
O = Xor(—= = p—=)(1.X) (5.6)
0X 0X

Lorsque les parameétres effectuent un cycle, cette partie géométrique s’écrit comme

I'intégrale double de la 2-forme

ou(l,X) = — §]<dﬂp( 0, )Ad}q(f,e,)?)) (5.7)

qui caractérise ’holonomie classique.
Comme dans le cas quantique le transport de Hannay peut étre obtenu "de maniére

exacte" en moyennant le principe variationnel

5[/Ldt}:0 L=pj—H (5.8)

de la mécanique classique hamiltonienne. Ce principe moyenne s’écrit:

§ { / fdt} =0 (5.9)

avec

T pPi iy )00 - H(I,X) (5.10)

oI ox

(en remarquant que I :é ]{ pdq = %). Comme @ est une variable cyclique pour

L, Paction I =2L est automatiquement conservée [ = 0). ilisant ce résultat dans
L, lact Iaa;tt tiq t I = 0). Utilisant ltat d

I’extremalisation par rapport a I, on obtient:

p ot [i(aq) a<8q>]X_9D+9H (5.11)
or T oy \Par) Tar \M

La partie géométrique qui s’écrit sous la forme d’un crochet de Poisson [Koiller (1989)]
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-
O = <<a—§@) - @8—2))( (5.12)
ax 91 ol 5x

s’identifie facilement a I’expression donnée par Berry et Hannay. Cette procédure est
certainement la plus simple et la plus rapide pour obtenir & la fois le théoréme adiabatique
standard (I = 0) et 'angle de Hannay

Dans son article consacré a ’angle de Hannay, Berry[43] établit une relation "semi-
classique" entre ’angle classique et la phase quantique en utilisant la méthode de Maslov
, . Cette méthode relie de maniére générale la fonction d’onde, définie en représentation

é
q, aux trajectoires dans I’espace de phase; en particulier, elle relie ’état propre 1,,(q, X)

a la fonction génératrice S(q, I, X) :

Un(@, X) =3 aalq, 1, X )ed S @) (5.13)

— — —
En substituant la fonction 1,,(q, X ) = <q | n, X > dans 'expression 7y,, = ¢ <n, X ‘ V¥
_)
H .
)n, X > X et en tenant compte du non recouvrement (dans la limite semiclassique) des

termes « # 3, Berry obtient:

— 1 0q .=
Vi 501 X)X = —5(TxS —p-) X (5.14)

=W

Yn = — h

(Rappelions que S(1,0, X) = S(q(I,0,X),1,X) est une fonction dont le gradient est
monovalué). La relation entre I’angle classique et la phase quantique s’obtient en dérivant
cette égalité par rapport & la variable action I identifiée & nh dans la limite semiclassique:

—n = _Zfy, (5.15)

L’obtention de cette relation est donc basée sur une description des états quantiques

semiclassiques a partir de I’espace de phase classique.
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5.2 Formalisme

L’angle de Hannay [45] (la contrepartie classique de la phase géométrique de Berry [46]),
a l'origine était associée a ’évolution adiabatique des systémes d’hamiltoniens classiques,
mais elle a été étendue a une grande classe des équations dynamiques correspondant aux
systémes dissipatifs: équations non-linéaires avec des limites cycliques [47] ou avec des
symétries internes plus générale [48], telles que les équations décrivant les dynamiques du
laser [49], etc... Dans ce contexte, il a été prouvé dans [50] que le systeéme dissipatifs le
plus simple, & savoir I'oscillateur harmonique amorti décrit par le lagrangien dépendant
du temps :

N B
L(q,q,[i) = 56“ A ds (32 — W2q?) (5.16)

est canoniquement équivalent, méme pour les parameétres dépendants du temps (A, w,) =

ii, & Poscillateur harmonique généralisé, un systéme conservatif décrit par ’'Hamiltonien:

P? w?
H(P,Q,ji) = -+ APQ + 7%22 . (5.17)
( la fonction génératrice de la transformation canonique est F(q, P,t) = qPe/ ") ds),
Par conséquent, les angles de Hannay des deux systémes sont identiques. Leur expréssion

peuvent étre simplement établie comme dans [51] en utilisant le changement de variable

OF(q, Pt t \(s) ds
0- ((;JP ) _ gel e (5.18)
ce qui donne au lagrangien (5.16) la forme
o1 .
L(Q,Q, i) = §(Q2 —20QQ — w*Q?) (w? =) =N (5.19)

ce qui s’écrit également par:

L@, Qu0) = 5(@ — (& = NQ) — 535007 (520)
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Dans cette derniére expression, la quantité (w? — )\) est le carré de la fréquence in-
stantanée du systéme.

Dans la limite adiabatique ot les paramétres ji sont des fonctions lentement variables
en fonction du temps ji(et) (avec wio < 1), on peut mettre en premier ordre '’expansion

de cette fréquence instantanée pour les petits parameétres adiabatiques €. On obtient le

resultat bien connu [45][46].
O=w——. (5.21)

ou la partie 'dynamique’ w de la dérivée par rapport au temps @_de la phase de
I'oscillateur semble étre corrigée par une contribution adiabatique —% I'intégrale de
I’angle de Hannay géométrique dans I’espace des parameétres.

Le but principale de ce travail est d’étudier dans quelle mésure les résultats ci-dessus,
concernant ’équivalence canonique et 'identité des phases géométriques des oscillateurs
linéaires dissipatifs et conservatifs, peuvent étre généralisés aux cas non-linéaires au moins
pour le premier ordre d’approximation de la théorie des perturbations. Dans ce qui suit
nous nous limiterons a 1’oscillateur quartique amorti généralisé. Nous ne considérons pas
les termes cubiques car & cet ordre ils ne sont pas résonants c-a-d sans effets sur I’équation
de phase [52]

Le paragraphe suivant sera consacrée a ’oscillateur quartique généralisé i.e. I’Hamiltonien
qui est déduit & partir de (5.17) par addition d'un terme proportionnel a4 Q*. Afin de
calculer la phase géométrique de ce systéme nous prolongeons la méthode de réduction
aux formes normales dans le cas ot les parameétres varient lentement avec le temps.

Nous pouvons alors résoudre perturbativement 1’équation d’Hamilton et trouver les
transformations canoniques appropriées sous les deux suppositions de la non-linéarité
faible et de 'adiabacité de la variation des paramétres. En particulier nous détermi-
nons l'invariance adiabatique I du systéme et trouvons I’expression de la correction non-
linéaire du premier ordre & la partie de Hannay géométriquede I'angle ©. La raison de
choisir la technique des formes normales plutot que la méthode faisant la moyenne (av-

eraging method) est que, sans compter le fait qu’elle peut en principe étre développée a
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n’importe quel ordre de perturbation (dans le régime adiabatique), c’est une approche
standard pour I’étude des systémes dissipatifs non-linéaires; il nous permettra de déduire
les transformations canoniques appropriées dans le cas dissipatif & partir des précédents.

Puis aprés un paragraphe sera consacré a I’étude de 'oscillateur quartique amorti, le
Lagrangien déduit a partir de (5.16) par addition d’un terme proportionnel & ¢*. En
utilisant les transformations canoniques dépendantes du temps construites dans le para-
graphe précédent et gardant les mémes hypothéses de non-linéarité faible et ’adiabacité,
on obtient les résultats suivants: Pour les valeurs finies du parameétre (d’amortissement)
A, c-a-d quand la resonance n’existe pas, le terme quartique est sans effet sur la partie
géométrique de 'angle. Dans ce cas 'oscillateur quartique amorti peut s’avérer canon-
iquement équivalent a 'oscillateur harmonique linéaire généralisé.

Cependant, ici, il existe aussi une limite (d’amortissement) faible paramétrisée par
une (grandeur) de A allant vers zéro avec le parameétre adiabatique de telle maniére que
le phénomeéne de résonance ressurgisse a la limite. Dans cette limite le terme quartique
contribue et rétablit I'angle de Hannay de l'oscillateur généralisé quartique déterminé
dans le paragraphe précédent.

Ce dernier résultat généralise aux systémes non-linéaires le résultat établi dans [50]

pour les oscillateurs non-linéaires.

5.2.1 Oscillateur quartique généralisé

La plus simple extension non-linéaire conduisant a un terme résonant dans I’équation du
mouvement est obtenu en ajoutant un terme quartique a ’Hamiltonien (5.17) qui devient

alors:
2

Ho(P.O i) = 2 4 aPo+ Y02+ Yor
el ,Q,u)—2+ Q+5Q + 0% (5.22)

Les équations de Hamilton pour () et P prennet les formes
Q=XQ+P , P=-\P—-uw’Q-vQ*. (5.23)
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Afin de résoudre ces équations couplées non-linéaires, il est plus commode d’introduire,

au lieu de () et P une variable complexe z, et son conjuguée Z, définis par

z:\/g{Q—g()\Q%—P)}, (W = w2 — 22 . (5.24)

D’une maniére équivalente ) et P sont alors

1 L dw— A dw A

Q:m(z—k?), P mz— mz

(5.25)

Pour des parameétres dépendants du temps (A, wo, v) = [i, les équations de Hamilton pour

Q) et P conduisent a I’équation non-linéaire suivante pour z

. iv g OGN D — i
Z=iwz+—(24+%2)° — —2z+ Z.

2
42 2w 2w (5.26)

(Notons que les trois parameétres A, w et v ne jouent pas le méme role: la dérivée du
temps © du parameétre lié avec le terme quartique non-linéaire n’apparait pas en (5.26)
en contradistinction avec \ et w.). Cette équation peut étre résolue perturbativement en
utilisant sa réduction canonique a la forme normale (5.24) si on suppose que le systéme

v
est faiblement non-linéaire (—2 @Q* < 1) et que les paramétres varient adiabatiquement
wO

€
(i est une fonction varie lentement du temps fi(et) avec — < 1). Dans ces conditions,
Wo

faisant introduire alors la transformation quasi-identité
z=u-+0u (5.27)

Afin d’éliminer le terme non-linéaire résonant proportionnel & % dans ’équation pour la
A 4w
4?2
s’annule et 1’équation pour u s’écrit

nouvelle variable u. Pour § = (0 est petit, de Pordre de €) le coefficient de u

=i (w - %) u+ %(u+ﬂ)2 [(1+6+30)u+ (1+46)7] . (5.28)
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Le premier terme dans (5.28) montre déja 'angle de Hannay de l'oscillateur généralisé
linéaire. Afin d’obtenir la correction non linéaire on doit introduire un second (quasi-

identité) changement de variable

u = v+ av® + puv? +47°. (5.29)

La nécéssité pour que l’équation pour v ne contient plus des termes cubiques non-
résonants existants en (5.28) conduit & des équations différentielles pour des coefficients
dépendants du temps «, 5 et v de la transformation. Ces équations différentielles sont
explicitement écrites et ses solutions sont discutées dans I’annexe.

L’équation résolue pour v, valable au premier ordre en € et en paramétre v de non
linéarité faible, est

@:i(w—;)v—k—(l—irw;)v v (5.30)

Maintenant, en remplacant v = Ae® | les équations pour amplitude A et pour I’angle
O s’écrivent

A=0, (5.31)
. v, A v,
0 =uw (1 + 4w3A ) 5 <1 2w3A ) . (5.32)

L’équation (5.31) montre que A est une invariante adiabatique reliée, comme on I’a vu
ci dessus, a 'action I du systéme

I =A%, (5.33)

Le premier terme dans r.h.s de I’équation (5.32) explique bien le résultat bien connu que
v
le terme quartique ZQ4 dans (5.22), est résponsable de la présence des termes résonants

v*7 dans (5.30), induit une renormalisation de la fréquence linéaire w qui devient

_ v
Q=w(l+ e A%) . (5.34)

(Le fait que la fréquence n’apparait pas explicitement dans I'expression de I et que le
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terme de correction 3—V2 A% 3 la fréquence linéaire est différent de 1’expression construite
dans la référence ([52]) sont dues a l'utilisation de 'amplitude A de la variable transformée
v dans (5.33) et (5.34) a la place de 'amplitude a de la variable originale @); en particulier,
Pexpression habituelle pour €2 en terme de a, w et v peut étre rétabli a partir de (5.34)

w A 3v
notons que A = /= a.). Le second terme — | —1 + ——A? | dans le r.h.s.de 1’équation
2 2w 2w?
(5.32), qui existe seulement pour les parameétres dépendants du tepms, est la partie
de Hannay géométrique, non intégrable de ©. Comme la partie dynamique Q contient
également une contribution & partir du terme résonant non linéaire. Cependant comme

cette partie géométrique est définie jusqu’'une dérivée du temps totale, on peut 1’écrire,

pour v constant, sous la méme forme comme dans le cas linéaire 3 en termes de
w

la fréquence renormalisée et d’'un paramétre d’amortissement renormalilisé A défini par

3v
s e A A 3V, d /9v\ , ) , .
En effet, I’égalité 20 = %(1 ~ 5. A7) — T (@ A ) est exacte jusqu’au premier ordre

en terme non linéaire faible proportionnel & vA?. En conséquence I'équation (5.32) pour
la variable d’angle © prend une forme fonctionnelle:
A

6=0- (5.36)

identique a celle , © = w — %, obtenue dans le cas linéaire, on peut dire que , pour v
constant, leffet de la non-linéarité quartique faible sur la phase (la partie géométrique
aussi bien que la partie dynamique) s’éléve a une simple renormalisationdes deux w et A.

Nous montrons maintenant que les variable dynamiques (I, 0) et (P, Q) sont reliées
par une transformation canonique dépendante du temps et que les équations(5.31)-(5.33)

sont les équations de Hamilton pour les variables action-angle associées au Hamiltonien
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dépendant du temps Hg(1, O,1):

Ho(1,0,t) = I (1 - i) yeaa (1+ ) ) (5.37)

202 Sw w?

ceci peut étre vérifié par I'inspection de I’ensemble des transformations successives (P, Q) —
(—iz,z) — (iu,w) — (—iv,v) — (1, 0), qui seront également d’importance dans lle para-

graphe suivant. En ce qui concerne la premiére transformation (P, Q) — (—iz,z2) , sa

oF
fonction génératrice F(Q, z) est obtenue par I'intégration des équation 70 = P(Q,z2) et
5 iZ(Q, z) déduites a partir de 'identité différentielle (caractérisant une transforma-
2

tion canonique)

PdQ — Hedt = —izdz — Hidt + dF (5.38)

En tenant compte les relations (5.24)(5.25) on obtient
]_ . 2 . ]- - 2
F(Q,z) = —5(1w +A)Q° + ivV2wQz — i - (5.39)

L’Hamiltonien HZ, pour les nouvelles variables conjuguées (—iZz, z) est alors obtenu a

F
partir de la relation Hg, = Hg + ——, son expression s’écrit

ot

424 Doy m A a2 (5.40)

He =wzz+ 16w?2 4w 4w

et on peut vérifier que les équations de Hamilton:

. OHG - OHg
z2= o=z Z=——0 (5.41)

En effet, coincident avec 1’équation (5.26) pour z et son correspondant Z.

la transformation (—iz, z) — (iu, ) associée a la fonction génératrice

G(z,1) = —izu + %MEZ - %S% (5.42)
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est également canonique.

L’expression de ’Hamiltonien H% pour les nouvelles variables conjugées (iu,u) est
obtenue a partir de la relation H¢ = He + — 5 et, dans cette formulation du Hamil-
tonien de la reduction de la forme normale, § and § sont déterminés par la condition

que H% ne contient plus des termes proportionnels a T2 et u?. Ceci est équivalent a la

condition ci-dessus que 1’équation pour @ (resp u) ne contient plus un terme non résonant

: : : A+ iw
proportionnel & u (resp. u) et ce qui conduit & la méme valeur Tz pour 9. Donc HE
w

s’écrit

L+ T)3(5T + Ou) . (5.43)

—\4
(u+7) +4w2

v
u _
= (W — —
6= W= g i 5
oG . . . . : .

(En effet, En ne contribue pas a cette expression de H¢, valable jusqu’au premier ordre
en € puisqu’il contient seulement les termes proportionnels a § et d et aussi de lordre €2.)

De la méme maniére, la transformation (iu,%) — (—i7,v) associée a une fonction
génératrice:
1 1,

47u - Zﬂyv (5.44)

K(u,v) = ivi + av®u + Bvu +
est canonique. Les valeurs de «, [ et v, maintenant sont déterminées en imposant que
. . 8K ,

I'Hailtonien H/ = 8 pour les nouvelles variables conjuguées (—iv,v) ne con-

tiennent pas des termes non résonants quartiques, sont ceux trouvées dans ’annexe.
L’expression de H¢, est

A 3v A
VU + — 1—|——v2v2. 5.45
v+ (1) (5.4

He = (w—

2w

Finalement, la transformation (—iv,v) — (I, ©) associée a la fonction génératrice:
1, ,
M(v,©) = —30 exp(—2i0) (5.46)

est canonique et ’Hamiltonien (5.45) se transforme en (5.37) comme il a été notée précé-
dament. Cette expresion (5.37) montre que I = A? est laction du systéme et permet de

déterminer l'invariant adiabatique comme une fonction de ’énergie.
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5.2.2 L’oscillateur quartique amorti
loscillateur quertique amorti que nous considérons dans cette section est décrit par
I’équation

G+ wiq+ 20§ +vg® = 0. (5.47)

Il peut étre obtenu a partir du Lagrangien de Caldirola-Kanai dépendant du temps

généralisé [10]

— 1 5 rtas)ds, - 1
Lp(q.q.fi) = 521 (¢ — wig® = Sva). (5.48)
En termes de la nouvelle variable
Q = g/ M (5.49)
Le Lagrangien (5.48) s’écrit
Lp(Q, Qi) = 5(Q° = 22QQ — w?Q* — SvQte 2/ 1)) (5.50)
oL .
et I'Hamiltonien correspondant dépendant du temps Hp (P, Q, /i), ou P = 8_65 = Q-)\0Q,
prend la forme:
P2 w2 v ¢
Hp(P,Q. [i) = — + APQ + 2Q* + Qe 2/ A0 ® (5.51)

identique a l'expression (5.22) pour 'Hamiltonien de l'oscillateur généralisé quartique,
sauf le facteur exponnentiel crutial dans le terme quartique. Alors, faisons les mémes
changements successives des variables comme dans la paragraphe précédent, a savoir
(P,Q) — (—iz,z) — (iu,u) — (—iv,v), nous obtenons sans d’importents nouveaux

calculs, 'hamiltonien suivant pour les variables conjuguées (—iv, v):

v A _ 3v A o _9 [t\(s)ds
H}, = (w—%)vvntw(le?)v%z g2 M) d (5.52)
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A ce point une remarque est de 'ordre. En contradistinction avec I'oscillateur quar-
tique généralisé, I'oscillateur quartique amorti ne montre pas de phénomeéne de résonance.
La théorie des formes normales enseigne qu’il est possible dans ce cas d’éliminer les termes
non-linéaires Par conséquent, on prévoit que (comme dans [50]) que 1’angle de Hannay ne
prend aucune contribution non-linéaire. Voyant comment ceci devient dans le formalisme
des transformations canoniques. A cet effet, nous introduisons le changement de variable
(quasi-identité)

v =w + icw’w. (5.53)

La transformation est (—iw,v) — (iw,w) canonique pour o réel. Il correspond a la

fonction génératrice

1
N(v,w) = —ivw — §Jv2ﬁ2 (5.54)
e ) ON , .
et I'Hamiltonien transformé Hy, = HY}, + v s’écrit
y Ao 1/ 3w AL ot ds) 2—
HD:(W—%)U}U}—§<O—4—W2(1+?)€ 2f’\()d>w2w2. (555)

Le second terme dans le r.h.s de (5.55) peut étre mis égal a zéro. En effet, en raison de
la présence du facteur exponentiel (proportionnel & v) qui assure que la transformation
(5.53) est présque l'unité. Ainsi pour A fini loscillateur amorti quartique est canon-
iquement généralisé, et les phases des deux systémes sont identiques. Notons qu’une
telle élimination peut ne pas étre faite sur ’'Hamiltonien (5.45) car Iintégration de &
conduirait & des termes non bornés proportionnels au temps t.

Maintenant, considérons le cas ou 'amplitude du paramétre d’amortissement A est
pres du zéro de telle sorte que le phénomeéne de résonance ne puisse pas étre évité. Plus

précisément soit A de la forme

A(t) = €*A(ebt) (5.56)
ou a et b sont des nombres positifs tel que a > b > 0 et a +b = 1. b positif assure la
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validité de I’hypothése adiabatique par A et a+b = 1 que A reste de Pordre de e, comme .
Pour un tel comportement de A 'intégrale [ t)\(s) ds est de lordre €% avec (a — b) > 0.
Donc en remplagant le facteur exponentiel dans (5.52) par les termes importants dans
’expréssion de son expansion, on obtient ’expression suivante (valable jusqu’au premier

ordre en €) pour I'Hamiltonien H?):

A v ! A
Vo () — —(1-9 Z Vo2 ? . ]
H=(w 5 )T + 3 2( /)\(5) ds + 2)1} v (5.57)

Pour les mémes raisons que pour ’hamiltonien (5.45) on ne peut pas éliminer les termes
non linéaires en (5.57). 1l est intéressant de noter que le terme proportionnel a la dérivée
du temps des parametres, —%Uﬁ—l— %v%{ sont identiques dans (5.45) et (5.57). Par
conséquent, dans cette limite d’amortissement faible, I'angle de Hannay de 'oscillateur
amorti quartique est identique a celle de 'oscillateur harmontique quartique généralisé.
D1 a la présence du terme dynamique supplementaire —4—:2 / A(s) dsv*D?* en (5.57) ) les
deux systémes semblent ne pas étre canoniquement équivalents. Cependant, on peut ex-
primer 'Hamiltinien (5.57) en termes du parametre renormalisé 7 = v(1-2 | 'A(s) ds) (un

changement qui, en degré de précision dans nos calculs, n’affecte pas la partie géométrique

non-linéaire de I’angle) pour obtenir une expression
A A
b= (w— )00+ =1+ )7 (5.58)
w

semblable & (5.45). L’oscillateur quartique amorti avec les parameétres wp, A et v est
ainsi, dans cette limite d’amortissement faible et dans le premier ordre d’approximation
de la théorie des perturbations, est canoniquement équivalent a l’oscillateur quartique
généralisé avec les parametres wy, A et 7 et les deux systémes ont les angles d’Hannay
identiques. Ces résultats sont la généralisation pour les oscillateurs non-linéaires du

résultat établi en ([50]) pour les cas linéaires.
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5.3 ANNEXE I
—Series

Introduisons avant tous quelques notions sur g—séries, on note pour |q| < 1

(a),=(a:q),=(1-a)(l—aq) (1 — aq2) (1 — aq”’l)

de telle facon que

avec

pour le cas particulier a = ¢, on a:

@,=@:0),=01-¢9(1-¢)(1—-¢")..(1=¢")

Et pour n’importe quel valeur de n réelle, on peut écrire

(@) - (a), _ (1—a)(1—aq) (1 —ag®) ..(1—aqg"™)....

(aq") s (1 —ag") (1 —ag"*)...
= (L-a)(1-ag) (1~ ag®) . (1~ aq" ")

Le théoreme de Cauchy permet d’écrire pour [t| < 1 1’égalité suivante

i l—atq
1;[ (1 —tqm) =

et du fait on peut montrer que
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(59) 5 = (1 — ¢ ) = Z (—1)5 {];q gz gs (5.59)

avec

¢~ Polynomes orthogonaux
Les polynomes de Rogers-Szegd (RS) sont définis par:

H, (;q) = Z m o (5.60)

et satisfait la relation de recurrence & trois termes suivante:
Hyy1 (z39) = (1 +2) Hy (239) — (1= ¢") 2Hpy (5 )

sachant que;

m B Lﬁj]
o = b=

Les quelques premiers polynémes sont données par:
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Hy(x:q) = 1+ v+ =1+(1—-q)z+2?

Bien str a la limite;

et donc

. AT — [n k — (n k
}JEI}Hn(x'Q)_}zEI}k:O {k}x —>Z<k)x

k=0
les polynémes (RS) sont orthogonalisable sur un cercle suivant la fonction de Jacobi

pI‘iSG comime mesure |

avec

o0
s (g,0) = > q7e™

t=—o00

En remplagant les polynomes (RS) par (5.60)

r > 2 .
(_1)r+s [m] |j:| qi(r-i-s) Z q%elt*"ét,s,T
t=—o0

et qui donne

r+s [T [TV z(r—1) 2(s—1) —rs
e 7] e



ce qui permet d’écrire que si on remplace par 5.59

T 1 1 . d .
/Hm <_q7§€; Q) Hn <_qiieiup; Q> 793 (q> ()0) Z_QD = (Q? Z)némn
m q

Pour plus de commodité de normailisation, les polynémes (RS) sont souvent connu

sous la forme

R (p:q) = “ :_q)i]%Hn (4 tesq)
i exp(—pm? — imgp) = \/; i exp l—ﬁ(w - 27rn)2]

o 2 y
Us(g.0) = ) aze ™

t=—00
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5.4 ANNEXE II

Le non-linéaire, prés de l'identité, le changement de variable (14) transforme I’équation

(13) pour u a I’équation suivante pour la nouvelle variable v:

S A 3t VY 2o 3 —2 -3
v:z<w—%>v—l—4—w2(1+2(5+5))vU—Dlav — Dy vt° — D3y © (A1)

ou les opérateurs différentiels Dy, Dy et D3 sont tel que

Dla:a+2¢<w—2i)a—j—;(1+5+33) (A.2)
. A 3iv -
025:5—22(w—%)5—w(1+35+5) (A.3)
. . A w
D3y =4 — 4z(w — %> — @(1 + 46) (A.4)

Pour la solution oo de Dyav = 0, 3 solution de D53 = 0 et solution v de D3y = 0 les termes
cubiques non-résonants peut étre éliminés dans (A.1). Les trois équations différentielles
ayant la méme structure, il est suffisant d’étudier le comportement de la solution d’une

seule d’elles, par exemple «.

5 4 i
Puisque 6 = Z;w, I’équation différentielle pour « s’écrit
w
A iv 2\ — i
: 2'( ——) - 2a ~0. A.
a+2i(w 2wa4w2<+2w2)0 (A.5)

Cette équation qui contient des termes d’ordre zéro et d’ordre un en ce qui concerne
le petit parametre adiabatique €, peut étre résolu par une méthode perturbative et sa
solution peut étre écrite sous la forme d’une expansion en ce qui concerne €. En négligeant
les termes d’ordre € en (A.5) (c-a-d toutes les dérivées du temps) on trouve la solution
approximative d’ordre zéro g = é En mettant & = ap+a; dans (A.5) on obtient une
équation pour a; qui contient des termes d’ordre un et d’ordre deux en ce qui concerne

€.
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En négligeant les temes proportionnels & €2 dans cette équation, on obtient une ex-
pression (de ordre €) pour oy et ainsi de suite. On vérifie que «, et ainsi aussi que [ et
7, sont petits pour la non-linéarité faible et dans ’hypothése adiabatique (les principaux
termes sont proportionnels a v et €)

Ceci valide les caculs ci dessus qui supposent que la transformation est prés a I'identité.

Enfin on peut en effet éliminer les termes cubiques non-résonant dans (A.1) qui se réduit

A (15).
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