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Introduction

Les systémes a petit nombre de corps interviennent dans diverses branches de la phy-
sique telles que la physique nucléaire, la physique des particules, la physique atomique et
moléculaire, la théorie quantique du solide et méme en chimie quantique. Ceci donne lieu
a des échanges interdisciplinaires extrémement fructueux. En particulier, une méthode
développée dans un contexte donné peut étre adaptée a d’autres contextes.

Généralement le cadre de 1’étude des systémes & petit nombre de corps est la mé-
canique quantique non relativiste. Autrement dit, la dynamique de tels systémes est
gouvernée par I’équation de Schrodinger & N corps.

Le probleme a N corps est difficile & résoudre. Méme le probléme & 1 corps pour un
potentiel invariant par rotation ou le probléme & 2 corps pour un potentiel invariant par
translation et par rotation, ne sont solubles que pour des formes trés particulieres du
potentiel. Dans tous les autres cas, on est obligé a recourir & des méthodes de résolution
approximatives. A ’exception des systémes & 1 corps et a 2 corps dans les conditions
mentionnées ci-dessus, o la résolution numérique est exacte (au sens ot on peut atteindre
n’importe quel degré de précision fixé a 'avance), trés vite les calculs deviennent énormes
et requieérent des moyens de calcul considérables. Une alternative au développement des
méthodes de résolution approchées de ’équation de Schrodinger est la dérivation de
résultats exacts pour les systémes a petit nombre de corps.

Cette thése est essentiellement consacrée & une borne inférieure pour 1’énergie de
I’état fondamental d’un systéme a N corps, baptisée borne inférieure optimisée parce que
résultant d’une optimisation sur un certain nombre de parameétres libres. Cette borne
s’est avérée d’une part meilleure que toutes les bornes inférieures développées jusqu’ici
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] pour les systémes & N corps et d’autre part est trés proche

de I'énergie exacte de ’état fondamental du systéme a N corps au point de constituer



une excellente approximation de ce dernier au méme titre que des calculs variationnels
trés poussés, qui eux fournissent une borne supérieure [10, 11] pour I'énergie de I'état
fondamental. Les deux bornes inférieure optimisée et supérieure sont trés proches et donc
trés proches de ’énergie exacte de ’état fondamental qui est nécessairement encadré par
les deux bornes, d’oul 'intérét de cette borne inférieure optimisée.

Le manuscrit de cette thése est organisé comme suit :

Le chapitre 1 regroupe un certain nombre de résultats exacts déja connus. Pour cer-
tains, nous avons donné des démonstrations. Pour les autres, nous avons plutot présenté
des applications. Nous avons ensuite présenté le principe variationnel de Ritz, dont on a
fait un usage intensif par la suite, suivi par 'exposé d’'une méthode de résolution appro-
chée d’essence variationnelle de ’équation de Schrodinger, la méthode de développement
systématique sur des gaussiennes corrélées. Finalement, nous avons exposé les bornes
inférieures qui ont précédé la borne inférieure optimisée : les bornes inférieures naive
[1, 2,3, 4, 5, 6] et améliorée [7, 8, 9] que nous avons comparées.

Le chapitre 2 est consacré a la dérivation de la borne inférieure optimisée. La mé-
thodologie d’obtention d’une telle borne inférieure est exposée de maniére détaillée [12].
L’accent est mis sur le fait que ces bornes inférieures résultent d’un processus d’optimisa-
tion impliquant un certain nombre de paramétres. On montre alors que les valeurs de ces
parameétres correspondant & la borne inférieure optimisée satisfont un certain nombre de
relations qui sont d’'une part indépendantes de la forme du potentiel et d’autre part de
nature dynamique, d’ot 'appellation de contraintes dynamiques universelles. La méthode
d’obtention de ces contraintes est ensuite exposée.

Dans le chapitre 3 nous avons appliqué la méthode exposée au chapitre précédent pour
obtenir les contraintes dynamiques universelles dans le cas ou celles-ci sont exactement
calculables, a savoir pour N = 3 [21], N =4 [23, 24, 25] et N = 5 [13]. Les relations du
cas N =4 avec le cas N = 3 et du cas N =5 avec les cas N = 3 et NV = 4 sont mises en
lumiere.

Le chapitre 4 est dévolu aux contraintes dynamiques universelles pour N > 5, auxquels
cas ces contraintes ne peuvent étre dérivées que pour certaines configurations spéciales
de masse. Plusieurs propriétés des contraintes dynamiques universelles sont mises en
évidence et trouvent des applications. En particulier, on montre comment on peut aller du

simple au compliqué. Plus précisément, les contraintes dynamiques universelles obtenues



pour un systéme peuvent étre utilisées pour obtenir une partie des contraintes dynamiques
universelles pour des systéemes plus compliqués.

Le chapitre 5 traite I'oscillateur harmonique & N corps, qui est un systéme résolvable
exactement pour N < 5 et quasi-exactement pour N > 5. Plusieurs configurations de
masse sont considérées et le spectre de 'oscillateur correspondant est dérivé.

Dans le chapitre 6 on a donné une démonstration analytique exacte de la satura-
tion des bornes inférieures optimisées dans le cas de forces harmoniques pour certaines
configurations de masse mais pour un nombre quelconque N de corps [14].

Le chapitre 7 est consacré aux résultats numériques incluant a cété des résultats des
calculs de la borne inférieure optimisée ceux des bornes inférieures naive et améliorée.
Les résultats de quelques calculs variationnels utilisant la méthode de développement
systématique sur des gaussiennes corrélées [11] sont également présentés.

Le chapitre 7 est suivi d’'une conclusion, ot les résultats de notre travail sont consignés
et les perspectives sont dressées.

Un appendice est joint pour présenter une méthode de résolution approximative de
I’équation de Schrodinger & 1 corps pour un potentiel invariant par rotation ou a 2 corps
pour un potentiel invariant par translation et par rotation, la méthode de Multhopp en

loccurrence.



Chapitre 1

Quelques résultats exacts, bornes

supérieures et bornes inférieures

Dans ce chapitre, on commencera par présenter quelques théorémes et résultats exacts
dont on fera usage par la suite. Nous allons considérer tour a tour les lois d’échelle
[15, 29, 11}, le théoréme de Feynman-Hellmann [16, 17], les théorémes de 1’hyperviriel
dont le théoréme du viriel est un cas particuliers [11], et le théoréme de concavité [17].
On introduira ensuite successivement le principe variationnel de Ritz [16], la méthode
de développement systématique sur des gaussiennes corrélées [11]. On terminera par la
présentation de deux bornes inférieures : les bornes inférieures dites naive [1, 2, 3, 4, 5, 6]

et améliorée [7, 8, 9].

1.1 Reésultats exacts

1.1.1 Les lois d’échelle

Considérons un systéme de N particules obéissant & une cinématique non relativiste
avec des interactions & deux corps en loi de puissance, c’est & dire décrit par un Hamil-

tonien H de la forme

7 &
_ ) B
i=1 tigg=1
ot my, pi, 74 (i = 1,2,...,N) désignent respectivement la masse, I'impulsion et la

o . . . —_ —_ N
position de la jeme particule. r =|| 7'y — 771]|, A;; est une constante de couplage de méme



signe que 'exposant (5 > —2) du potentiel en loi de puissance.

Soit maintenant un deuxiéme systéme de N particules en tout point identique au
premier sauf que toutes les masses sont multipliées par un méme facteur positif o et
toutes les constantes de couplage sont multipliées par un méme facteur également positif

7. Autrement dit, le deuxiéme systéme a N particules est décrit par I'Hamiltonien H,

donné par
N ?2 N
H,, =Y i Nl 1.2

Les équations aux valeurs propres pour H et H, . s’écrivent respectivement comme
H|V) = E|V) (1.3)
et
Hoe,"/ |\Ijoc,7> = Eozﬁ |\Ila,v> s (14)

ou E et |¥) désignent respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres normalisés
de H et ou E,, et |V, ) désignent respectivement les valeurs propres et les vecteurs
propres également normalisés de H, .

PP 2 — . .
Réécrivons H, - en termes de nouvelles coordonnées 7, définies par
— —
. =CT4, (1.5)

ou C' est un paramétre sans dimension, qu’on fixera & notre convenance par la suite, et

de leurs moments conjugués

Nous avons
al 02?{2 al 16
Haﬁ = Z 20577’; + Z 07’8’}/)\1']'7"1-]- . (17)
i=1 ¢ i<j=1

Fixons maintenant le paramétre C' de telle manieére que ’expression de H, ., en termes
des 7 et des P’} soit formellement identique & celle de H en termes des 7; et des p,

a une constante prés d. Ceci se traduit par deux exigences



et
C Py =d. (1.9)

En combinant les deux relations précédentes, on obtient

02
— =0y, (1.10)
«
d’ou
C*F = ary (1.11)
et par conséquent
C = ()77 . (1.12)

En reportant dans la premiére relation, on obtient I’expression de d

2

d = aFi8yTis, (1.13)

Donc dans les nouvelles coordonnées

N —p
H,., = Oé2+,6r}/2+,6 (Z D -+ Z /\”T > (1.14)

1<j=1
Il s’ensuit que les valeurs propres E de H et E, ., de H, ., sont liées par la relation

2

B, = a?iy7s L. (1.15)

Concernant les fonctions d’onde, on peut dire que les ¥, (771, ..., 7" n) s’expriment,
N . . N N —
a une constante de normalisation pres, de la méme fagon que les ¥ en termes des 7.

Autrement dit :

_1

oy (T 1,00 Tx) = AW (Th, o, T) = AV ((09)77 71,00, (09)77 Ty ), (1.16)

ou A est une constante de normalisation.
Pour exprimer la condition de normalisation, introduisons un ensemble de coordonnées
. - - . , . .
de Jacobi £ 1,..., & y_1, consistant par exemple en la coordonnée relative des particules

1 et 2, la coordonnée relative de la troisiéme particule et du centre de masse des deux



particule 1 et 2, etc... Comme les masses du deuxiéme systéme sont liées aux masses du
premier systéme par un facteur multiplicatif o, les coordonnées de Jacobi sont les mémes

— —
pour les deux systémes. En notant ces coordonnées de Jacobi & 1,..., £ y_1, Oon a

- = —
§1. = ra— 17,
? — ? _ miT1+meT e
? S mitma (1.17)
- = miT 1+ My 1 T N_1
En-1 = T'N—

mi+..+my_1

Comme les deux systémes sont invariants par translation, on peut éliminer le mouvement
du centre de masse et les fonctions d’onde des deux systémes s’expriment uniquement en

— —
termes de & 1,..., & y_1. Donc

et la relation (1.16) s’écrit alors comme

—

U, <§ Ly oees E)N_1> = AV ((av)ﬁ ?1, ey (av)ﬁ ?N_l) ) (1.18)

Le facteur de proportionnalité A est déterminé par la condition de normalisation
— — 2 - —
J e (€1 Exma)[[d€rd€ri =1 (1.19)
En remplagant ¥, , par son expression, (1.18), on obtient
9 1 — 1 — 2 - —
Al ‘xp (m)w €1, ()77 gN_l)) A€ d€y=1. (1.20)

En effectuant le changement de variables

1 — —

= ()T £1,., Eiv g = (a7)FF €y, (1.21)



la relation précédente s’écrit comme

2

2 =8(v-1) g g v =
AP ()55 [0 (€1 € )| dEhd e, =1 (1.22)
Par hypothese W est normalisée, c’est a dire
— — 2 — —
1 (Froen Eoma)| dE =1 (129
ce qui implique que
9 3(N—1)
|A]" = (ay) 272 (1.24)
ou
3(N—1)
Al = (ay) 2G5 . (1.25)
En faisant le choix d’'un A réel et positif
— — 3(N-1) 1 — 1 —
Wary (€1 Envir) = (00) 65 U ((09)75 €1, (@9)77 ) (1.26)

Pour étre plus complet, établissons le lien entre les deux systémes pour quelques obser-
vables :

1. Valeur moyenne du carré de I'impulsion de la jeme particule < p'? >

3(N—1)

<\Ilow| ?? ‘\Ilow> = (ay) 7

1 1

x [ ((OW)W €1y (ay) T ?N—l) v ((CW)ﬁ Ehye (ay) T ?N—l) d€y..dEn 1.

(1.27)
Posons
—>/ 1 — .
Ei=(ay) & i=1,.,N—1, (1.28)
ceci revient & multiplier toutes les coordonnées 7°; par le méme facteur ((w)ﬁ
7= (a)®F T, i=1,..N, (1.29)

dont les moments conjugués p’; sont obtenus & partir des p’; en multipliant par le facteur
inverse

Pi=(a¥ p; i=1.,N. (1.30)



Par conséquent

3(N—1)

(Wayl 7l (Way) = (ay) 2FP

x ((ay)ﬁ)?’w_l) [ (?’1
— (a7) T (U] P2 [W).

Il s’ensuit que

—9 525 —2 —2
D (avy)2+p D 8 2 D
N — = U U) = q2#8~2+8 (I ]
(Vanl 515 W) (0] L2 10) = 07507 (9] 5 ),
et donc

N —9 N —9

v, LW, ) = q2tBy2es (U — " ).
(Vo 3 Gy Wea) = 075957 (U 3 50 |0)

L’énergie cinétique se comporte donc, comment il se doit, comme |’énergie E.

— 2 — — — —
o €y (@) 78 TRU (€4, E vy ) €T

N-1

(1.31)

(1.32)

(1.33)

2. Valeur moyenne de la fonction 6 (7;;) qui est indispensable pour calculer les cor-

rélations a courte portée

3(N—1)
(Va,y|6 (?IJ) [Va,y) = (ay) 2P

x [ O* ((a'y)ﬁ ?1, ey (a’y)ﬁ ?N—l) 53 (?”) )4 ((a’y)ﬁ ?1, e (a’y)ﬁﬁ ?N—l) d?l...d?N_l.

(1.34)

Faisons également le méme changement de variables que dans le cas précédent,((1.29),(1.30)).

Il s’ensuit que

N 3(N—1) —1\3(N-1)
(o] 8 (T33) [Wa) = (a7) 27 ((@7)777)

— — — — — —
< [ (T ) 8 (100 7)) 0 (T o) d€1d Ty
— — — — — —
= [ (€ ) 8 (@0 7)) (T E)
(1.35)
En utilisant les propriétés du delta de Dirac
1
J(ax) = m& (x), (1.36)



et donc a trois dimensions

5 (aT) = — 8% (7). (1.37)

on obtient alors

(Wor| 6 (Ti5) [War)
= (@ [ (T ) 8 () ¥ (T T dE4d Ty
= (a7)TF (U] 6 (T4y) 1) (1.38)

3. Valeur moyenne d’une puissance de r;;, <r;; > :

3(N—1)

(Wan |78 [Wanq) = (ay) 77

x [w* ((a'y) 75 ?1, vy () 5 ?N_l) ' ((a’y)m ?1, s (a’y)ﬁ ?N_1> d?l...d?N_l.
(1.39)

En utilisant de nouveau les variables ?; et 7% définies par les équations ((1.28),(1.29)),

on arrive a

—v — — — — — —
(W 14 (W) = ()T [0 (€ €y ) 1@ (€ €y) dE€Gd €y y
= (a7)775 (|12 |9).

1.1.2 Théoréme de Feynman-Hellmann

Considérons un systéme décrit par un Hamiltonien H dépendant d’un parameétre
quelconque «, qui peut étre par exemple une constante de couplage ou une masse réduite.

L’équation aux valeurs propres s’écrit

H () |¥ () = E () [ (@),

10



ou |V («)) est un état propre normalisé, (¥ (a) |V (a))=1, de H et E («) est I'énergie

propre correspondante. Nous avons

B (@) = - (0 (@) H (@) [0 ()

Oa
= (W] (o (@) 1 @)+ B ) 55 (¥ @) 9 (@)
— i) (5t (@) 19 @), (141)

ol nous avons utilisé le fait que |¥ («)) est normalisé et par conséquent (¥ («) |V (a))
est indépendant de a.

Dans le cas d’un systéme décrit par I’Hamiltonien
H=-—+V(r), (1.42)

ou le potentiel V' (r) est indépendant de la masse p, on obtient en utilisant I’équation

(1.41) avec a=p

%E(M) ) (ip_) 0) = _% (V] 5= 1) (1.43)

—FE () <0. (1.44)

Ce résultat stipule que les niveaux d’énergie du systéme sont de plus en plus profonds
au fur et & mesure que la masse 1 augmente, ce qui est conforme a 'idée intuitive que

Pinertie favorise la liaison.

1.1.3 Théorémes de ’hyperviriel

Considérons un systéme décrit par un Hamiltonien H, dans un état propre |p) de H
d’énergie E. La valeur moyenne du commutateur [H, A] dans un état propre |¢) de H

est nulle pour n’importe quel opérateur A
([H, AD@ =0. (1.45)

11



Chaque choix de A meéne a ce qu’on appelle un théoréme de I’hyperviriel.
Considérons quelques théorémes de ’hyperviriel dans le cas d’un systéme formé d’une

seule particule de masse m soumise a un potentiel central V' (r), décrit par I’'Hamiltonien

—9

H= 2p—m+V(r). (1.46)

H peut aussi bien décrire le mouvement relatif d’un systéme de deux particules interagis-
sant via un potentiel invariant par translation et par rotation, auquel cas m désigne la
masse réduite du systéme et p et 7 désignent respectivement I'impulsion et la position
relative des deux particules.

Considérons divers choix pour I'opérateur A

i)
A= Alr), (1.47)

c’est & dire que A est uniquement une fonction de la coordonnée radiale r. (1.45) se

simplifie alors en

([FLAM]), =0 (1.48)

ol ¢ est une fonction propre de H.

En utilisant le résultat

pif () =29, = 207 (),

?

ou p; et r; désignent respectivement les jeme composantes de I'impulsion et de la position

de la particule, (1.48) peut étre mise sous la forme

<i1 [pz-%A’ (r) + %A’ (r) pz-] > =0. (1.49)
Pour

A(r)y=r" (a#-1), (1.50)

12



I’expression précédente se simplifie en

i)

A=r"7.7p =r"> rips, (1.52)

avec (b # —1). (1.45) s’écrit alors comme

L) (B ) - s

=1 =1

Calculons tour a tour les deux commutateurs intervenant dans le membre de gauche

de (1.53). Nous avons pour le premier commutateur

3 b+1
[?2, S ijj:| = ih2brt 2 (fQ — ——; TP +ih
=1

(2

H
ou £ =7 X p est le moment cinétique orbital du systéme. Pour obtenir la relation

précédente, nous avons fait usage de 'identité

3 3
zz = (? X ?)2 = ?272 —+ 2ih Z ijj — Z rirjpipj. (155)
j=1 ij=1
Le calcul du deuxiéme commutateur donne
3 d
[V (r), "> Tipi:| = ihrb+1d—V (r). (1.56)
i=1 r
11 s’ensuit que [15]
bV =1\ B, b b+1
(2b€(€+1) — T) %@“ ><p—2(b—i—1) <r <E_V)>w+<r+ V/>¢ = 0,
(1.57)
ol nous avons aussi utilisé le résultat (1.51).
Dans des unités ou %:1 et pour un potentiel en loi de puissance V (r) = A",
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I’expression précédente se simplifie en

b(AL(L+1) = (B = 1) (r"72)_+2X(2(b+1) +v) ()

E = 2 1.58
4(b+1) <rb)so ( )

ou E désigne I’énergie propre associée a 'état |p).
Dans le cas d’un potentiel Coulombien, v = —1, et pour b=n entier, (1.58) se réduit

a la relation de Kramers [18] bien connue en physique atomique et qui est une relation

de récurrence liant les valeurs moyennes des diverses puissances de r

. n(4l(l+1) — (n?—-1)) <7’"‘2>¢ —2A(2n+1) <r"‘1>w
(r"), = CESIY ) (1.59)

Pour b =0, la relation (1.53) se simplifie en

(1), = % TV, (1.60)

ol on a tenu compte des relations (1.29) et (1.30) dans le cas particulier b=0. Si on

remarque que 7V’ n’est autre que la dérivée radiale du potentiel

V' =TF.NVV, (1.61)
alors (T), =2 (rV") ,, beut se mettre sous la forme
1
(T), = <?.$’v (r)> , (1.62)
2 ¢

qui n’est rien d’autre que le théoreme bien connu du viriel. Le théoréme de viriel est
donc un cas particulier des théoréemes de I’hyperviriel, ce qui motive ’appellation de ces
derniers.

Pour des potentiels en loi de puissance V' (r) =Ar"
=
r.VV (r)=vAr’ =vV (r), (1.63)

et par conséquent (1.62) se réduit dans ce cas a une relation entre les énergies cinétique
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et potentielle

(1.64)

ou (T), et (V) désignent respectivement les valeurs moyennes des énergies cinétique et

potentielle dans I'¢tat |). Si on utilise le fait que £ = (T')  + (V) pour un état propre

%)

|p) de H d’énergie E, on peut exprimer E en fonction de I’énergie cinétique seule ou de

I’énergie potentielle seule

(1.65)

1.1.4 Principe variationnel de Ritz

Le but de cette section est de présenter la méthode variationnelle [18], qui est une
méthode d’approximation largement utilisée.

Considérons un systéme d’Hamiltonien H. Supposons pour simplifier que le spectre
d’énergie soit discret. Notons par Ey, Ey, ..., F;, ... les valeurs propres de H pris dans un
ordre croissant. Par conséquent, Fy, F1, ..., F;, ... désignent respectivement les énergies du
niveau fondamental, du premier niveau excité, ..., du teme niveau excité, ... du systéme.

Notons par |gpm> les états propres orthonormés de H

Hlpio) = Eiloia), (1.66)

<90i,a |90i’,a’> = 572,2" 604,0/7 (167)

ou l'indice supplémentaire o =1, 2, ..., g; permet de distinguer les états propres indépen-
dants normalisés de H, choisis orthogonaux, correspondant & la méme énergie propre F;.
g; désigne donc la dégénérescence du niveau d’énergie E;.

Comme H est une observable, les états propres ‘gpm> 1=0,1,... a=1,2,..., g; consti-

tuent une base de I’espace de Hilbert, d’ot la relation de fermeture

S [6ia) (9 = 1 (1.68)

i a=l1

et par conséquent, un état quelconque |¥) du systéme, c’est a dire un vecteur de l’espace
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de Hilbert, peut étre développé sur les ‘gom>

g
) =5 3 cialora) (1.69

ou

Cia = (Pial¥)- (1.70)

Nous avons en utilisant les relations (1.66) et (1.67) et le fait que E; > Ey Vi=0,1, ...

9gi gi
(U H[T) =33 Eilcial* > Eo X Y leial® = Eo(¥ |U). (1.71)
i a=l1 7 a=l1
Donc
(V[ H |¥)
Ey< 7 1.72
"= ) 7

Autrement dit, la valeur moyenne de I'Hamiltonien dans un état quelconque |¥) est
toujours supérieure ou égale & I’énergie de 1’état fondamental et 1’égalité ne se produit
que si et seulement si |¥) est un état propre de H avec la valeur propre Ey, c’est a dire
si et seulement si |¥) est I'état fondamental de H. Le résultat (1.72) est a la base de la
méthode variationnelle.

Une utilisation possible du résultat (1.72) consiste & prendre une fonction d’onde,
dépendant d’un certain nombre n de parameétres \,...,\, , appelée ”fonction d’onde d’es-
sai”, & évaluer la valeur moyenne de ’'Hamiltonien pour cette fonction d’onde d’essai. On
obtient alors une famille de bornes supérieures pour Ejy, une borne, notée E (A1, ..., \,),
pour chaque jeu de valeurs des parameétres Aq,...,\,. Le jeu de valeurs des paramétres
)\[1),...,/\2 tel que

)
E ()\17 7/\n) - )\ll?.lf)l\n (‘If |\Ij>

(1.73)
conduit a la valeur la plus proche de Ejy, c’est a dire a la meilleure approximation pour
I’énergie du niveau fondamental. £ ()\(1), - )\g) est appelée approximation variationnelle

de Ejy. Bien str FE ()\?, e )\2) reste toujours au dessus de Fj

< SO ) [ H Y (AL M)

Fo= (T (AL A) [T (AL A7)

(1.74)

Pour le premier état excité, si on veut avoir I'analogue de (1.72), il faut choisir la

16



fonction d’onde d’essai [P’ ()}, .., \\)) de sorte qu’elle soit orthogonale a |p,), I'état fon-
damental du systéme. En effet le méme raisonnement que pour le niveau fondamental
meéne dans ce cas a 'inégalité

B, < VO M) H W (X )

1.75
S TN N WL ) (1.75)

a condition que

’\IJ/ ()‘117 ) Xn)> 1 ‘300> ) (1'76)

et la meilleure approximation correspond de nouveau aux valeurs des \, qui minimisent

le membre de droite de (1.75).
On a également des relations analogues a (1.72) et a (1.75) pour les autres niveaux
excités. La difficulté du traitement des niveaux excités tient au fait que les vecteurs d’état

du niveau fondamental et des niveaux excités ne sont pas connus exactement.

1.1.5 Théoréme de concavité

Si un Hamiltonien H est une fonction affine d’un parameétre réel «, c’est a dire si

I’Hamiltonien H s’exprime comme :
H (o) = aA + B, (1.77)

ou A et B sont tout comme H des opérateurs auto adjoints, alors le niveau fondamental

E (a) de H («) est une fonction concave de a. Autrement dit,

ou les \; sont des poids, non négatifs, normalisés, c’est a dire satisfaisont aux relations

SA=1, A>0 (1.79)
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Applications

1. Systémes & deux corps invariants par translation.

L’Hamiltonien relatif s’écrit alors

H(a)=ap?+V(7T), (1.80)

ol ! représente le double de la masse réduite du systéme. Si on suppose que

V (7') est indépendant des masses, alors H (o) est une fonction linéaire de a.

Considérons trois systémes a deux corps (m,m), (M, M) et (m, M). Nous avons

1+1_1 1+1 +1 1+1 (1.81)
m M 2\m m) 2\M M '
ou
1 1
a(m,]\/[)zﬁa(m,m)jtﬁa(]\/[,M). (1.82)
Il s’ensuit que
1 1
E() (m,M) > iEO (m,m) + §E0 (M, M), (183)

ou Fj désigne ’énergie de ’état fondamental. Donc I’énergie de 1’état fondamental
du systéme (m, M) est supérieure a la moyenne des énergies des états fondamentaux

des deux systémes (m,m) et (M, M).

2. Si de plus I’énergie potentielle est invariante par rotation
V(T)=VI(r), (1.84)

le résultat précédent peut étre généralisé pour 1’état fondamental de chaque exci-
tation orbitale. En effet, on peut dans ce cas, en se placant dans un systéme de

coordonnées sphériques, séparer la coordonnée radiale r des coordonnées angulaires
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0 et ¢, c’est a dire qu’on peut écrire la fonction d’onde sous la forme

v (7) =

Y™ (0, ) (1.85)

ou U, (r) est la fonction d’onde radiale réduite et Y;” (6, ) est une harmonique
sphérique. En substituant dans I’équation de Schrodinger, on arrive a 1’équation

radiale réduite

Hepy (€) Ue (r) = EgU (r) (1.86)
Hopp (0) = —a% Gy “; Yy vi), (1.87)

c’est & dire & une équation de Schrodinger & une dimension pour chaque valeur de
¢. 11 s’ensuit que

Eo’g (m, M) Z E(Lg (m, m) + Eo,e (m, M) (188)
ou cette fois-ci Ey, désigne ’énergie de I’état fondamental pour I'excitation orbi-
tale £.

. Considérons maintenant quatre systémes & deux corps liés par un méme potentiel

dont les masses réduites inverses notées A1, \a, A3 et \4 sont telles que

AL > )\3 > M > Ao (189)
avec
AL+ X = A3+ Ay, (1.90)
ou
A — A3 =N — Ag, (1.91)
alors
Eo (A3) + Eo (A1) > Eo (M) + Eo (o). (1.92)

Si de plus le potentiel est invariant par rotation, alors

Eo’g (/\3) + EU,Z ()\4) Z Eo,g ()\1) + Eo’g (/\2) s (193)

19



ot de nouveau Ejy, désigne I'énergie de I’état fondamental pour I'excitation orbi-

tale /.

Démontrons cette relation. Nous avons

A3 — Ao A1 — A3
A3 = A A .
3 )\1 _ )\2 1 + )\1 _ )\2 2, (1 94)

Ag— Ag A — Ay
A = A A L.
4 )\1_)\21+)\1_)\2 2, (1.95)

avec
As—De M —As A=y A —N
0 1.
VIS VAR VD VLI W U W Wi (1.96)
et
As— A2 AL — A3 A=A A=\
SV VLA W i W VL W W (1.97)
Par conséquent
Az — Ay Al — A3
Ey(\s) > Ey (M Ey (A 1.
0 (A3) N o ( 1)+>\1_)\2 0 (A2) (1.98)
et
A — A A — A
Eo(M) > 2222 B () + 2222 By () - (1.99)
1_)\2 >\1_>\2

Il s’ensuit en ajoutant les deux relations précédentes membre & membre
Eo(Ns) + Eo (\) > (% + %) Eo (M) + (% + %) Eo(Na), (1.100)

c’est a dire

Eo () + Eo (M) > Eo (M) + Eo (Ma). (1.101)
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1.2 Développement systématique sur des gaussiennes
corrélées

L’Hamiltonien d’un systéme non-relativiste de N particules de masses mq,...,my

interagissant par des forces centrales & deux corps s’écrit

i=1 2m; i<j=1

En faisant un choix de coordonnées de Jacobi, I’Hamiltonien relatif peut se mettre sous

la forme
N—-1 7% N .
0= St Y Vi (rp{Te}) (1.103)
i1 2M; G

. — 2 . , . , . —
ou p,, dénote le moment conjugué de la ieme coordonnée de Jacobi z’; et M; est une
, . . — A . c 12
masse "réduite”. Le potentiel V; (r;;{ @ }) doit étre bien entendu considéré comme une

fonction des coordonnées de Jacobi Ty
7= > d T (1.104)

Les dfj qui sont donc les coefficients du développement de 7”» sur les 7'; peuvent étre
éventuellement considérés comme les éléments d’une matrice colonne (N — 1) x 1, notée
d;j.

La méthode de développement systématique sur des gaussiennes corrélées, qui est
I’'une des méthodes les plus utilisées pour la résolution approximative de I’équation de

Schrodinger pour des systémes a petit nombre de corps, consiste a adopter

g 1 N-1

ij=1
comme fonction d’onde d’essai. A™ est une matrice carrée de rang (N — 1), réelle, symé-
trique et définie positive. g est appelé le nombre de générations. Les parameétres de poids
b, et les parametres de portée Af; seront déterminés par une procédure variationnelle.

Si on adopte la notation suivante :

1 N-=1
<?1---?N—1 |m> = exp <—— Z A;’??Z?]) y (1106)



(1.105) peut-étre mise sous la forme

o) — mé b |) . (1.107)

La valeur moyenne d’une observable quelconque A évaluée dans 'état |¥), (1.107),

sera donnée par I’expression

by (n| A lm

m,n= 1b7>; < |m>

(1.108)

Donc le calcul de la valeur moyenne d’une observable se raméne a celui des éléments de

matrice de I’observable en question entre deux gaussiennes corrélées et a ’évaluation des

recouvrements de gaussiennes. Nous allons considérer dans ce qui suit une observable
. . L, N . 5 . . 2 9

parmi les plus intéressantes, & savoir I’Hamiltonien. Nous donnerons également 1’expres-

sion du recouvrement de deux gaussiennes (n |m) comme cas particulier des éléments de

matrice de 1’énergie potentielle.

L’Hamiltonien

Le calcul des éléments de matrice de I’'Hamiltonien du systéme entre deux gaussiennes
corrélées (n| H |m), se raméne au calcul des éléments de matrice des termes d’énergie
cinétique et d’énergie potentielle entre deux gaussiennes corrélées

—}2
P,

"l oar

Im)  i=1,2,..N—1 et (n|Vij (ry{@x}) Im) i<j=1,2,...,N.
Considérons successivement les termes d’énergie potentielle et d’énergie cinétique.

L’énergie potentielle Notre probleme se raméne au calcul de ’élément de matrice
d’une fonction quelconque f (717) de la variable 7,~j 1<j=1,2,...,N entre deux gaus-

siennes corrélées (n| f (77;;) |m). Nous avons

1 N—
<TL’ f T ij ’m / /d3 ,,d3?N71f(7ij)eXp (-5 z_: ( Zl + AZ}) ?ki)l) .
(1.109)
En posant

1
Ay = 3 (A + AL, (1.110)
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I’expression précédente peut étre mise sous la forme

N-1
<n| f (?U) |m> = / . '/d?’?l...d?)?]\f_lf (7)ij)exp <— Z Akl?k?l>
k=1
(1.111)
Effectuons une transformation orthogonale R,
R'R=RR" =1, (1.112)

sur A et choisissons la de telle maniére & ramener A a sa forme diagonale, qu’on désignera
par A
RART = A, (1.113)

On peut aussi inversement exprimer A en fonction de K,
A=RTAR. (1.114)

L’argument de I’exponentiel intervenant dans I'expression de (n| f (7;;) |m) peut alors

se mettre sous la forme

N-1 ~ N-1 __ N-1 _

- — T - — - — —92
Z Aklmk-xl = Z kaAmanlxk-xl: Z Amnym-yn: ZAnnynu
k=1 k,l,n,m=1 n,m=1 n=1

(1.115)

N . . , . — ., .
ol on a introduit de nouvelles coordonnées de Jacobi { 4/';} liées aux anciennes coordon-

nées de Jacobi {7} par les relations
Yr= > Ruz, (1.116)
i=1

c’est & dire que les {7} et les {9« } sont liées par une transformation orthogonale, celle
qui a ramené A & sa forme diagonale A. Pour obtenir (1.115), on a également utilisé le
fait que A est une matrice diagonale.

On peut d’autre part remarquer que I’élément d’intégration d®7';...d°> 7 y_1 est inva-
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riant sous une transformation orthogonale. Donc
d3?1...d3?]\],1 - d371...d37]\[,1
et (n| f (7";;) |m) peut alors se mettre sous la forme
— — N=l o~ —92
(n| f(735) [m) = / /d3 Y N () exp (— > Awky k) ;
k=1

N LA . O P . —
ou 7’;; doit étre maintenant considéré comme une fonction des y'y.

En inversant (1.116), on obtient les 7', en termes des ¥/,
NZLo
= > Ry
=1
En reportant alors dans (1.104), on arrive a

7 Nzl(Zd >

=1

Faisons maintenant une transformation d’échelle sur les {7/}
= (An)'Y
Nous avons

e NI,
exp (— > Akkyk) = exp (— > Zk>
k=1

k=1

et

- \N-3/2 ~ -3/2
d371-~d371\/—1 = (An) 7. (AN—I,N—l) d*Z Ny

= (AP P

et (n| f (7°;;)|m) se met alors sous la forme

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)

Tl =@ [ [6Z 0t Daaf(F e (- S 73). iz

k=1

ou A désigne le déterminant de la matrice A. Il est a noter que ?ij dans ’expression
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—
précédente doit étre maintenant considéré comme une fonction des 7

i _\ (Z d" Rkl) (A2 Z,. (1.122)

=1

— — —

Il est toujours possible de faire une transformation orthogonale sur les 7 ({ Z 1} —={Wy})
ﬁ

de telle maniére que 715 soit proportionnel & W . Il est clair qu’en tenant compte du fait

que

RTAT'R=A",

le facteur de proportionnalité est

+ Nf Nf (dF; RI(Ay)= )(d”RT (A, )21)5zm] = =+ Nf Nz_ld RE(Au)™ ' Rind

kn=1Ilm=1

et il est facile de se convaincre qu’on peut toujours faire le choix du signe +.
3 37 N—1 79 . . .
Comme d* Z 1..d° Z y_1 et ) w—1 < 1 sont invariants sous toute transformation ortho-

gonale

(n| f (735) |m) = 3/2/ /d3W1 AW f (yJdh A W) exp( Nzlv_V”A’)
(1.123)

Si on utilise le résultat
/d317/ exp (—17/2> = 73/2,

— = —
L’intégration sur Wy, Wj,..., W_1 est immédiate. Il s’ensuit que

(0] (7)) = ()7 (N2 [ @ g ((dfA71a,)" ) exp (~T73).
(1.124)

Si on fait le changement de variables

1/2 =

W = (dBAd,) W, (1.125)
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(n| f (7i;) |m) peut aussi étre réécrit sous la forme

_ _ _ _ —3/2
(n F(Fi)m) = (&) () N2/ (gL a71d,;) ™
— — -1
X / W' f (W) exp (— (d5 A d;y) 1W’12>. (1.126)

A partir de (1.124), on peut déduire le recouvrement de deux gaussiennes en posant

/ (?ij>:1. On obtient :
<n| m> = (7‘(’1\771/A)3/2 . (1.127)

On peut utiliser cette expression de (n|m) pour réécrire (n| f (7;;) |m) sous la forme

suivante :
(nl f (Fi3) [m) = (n|m)m—>/? / EWf ((d5A7dy) "W )exp (<T3) . (1.128)
Pour un potentiel en loi de puissance

V =V,(7 ) = N1y (1.129)

ij
Iexpression (1.128) se réduit a

(n| \ijri;

Im) = (n|m)m =2\ (dg;‘A_ldij)Vij/2/d3W1Wfij exp (—W?) . (1.130)

En utilisant le résultat

Vi oy 4 o0 Vi _ i 3
/d3IT/1W1”e‘W? :47r/ AW W5 2 Wi = 27T (”3 + ) pour v > —3,
0

2
(1.131)
on obtient finalement
Vij 2Al —_ l/i]'/2 Vz+3
qui peut étre réécrit comme
Vij 2)\Z VZ+3 Vij2
(i ) = () 222 (252 ) 1 (1133
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si on introduit la notation

Vijw = Ay A d. (1.134)

Le terme cinétique Calculons I'élément de matrice (n| 577 7 = |m). Nous avons

(0] Sk fm) = S (0] F) (B m). (1.135)

En utilisant la relation de définition des gaussiennes corrélées (1.106), on obtient

N-1
Dk |m) =ih Zl AR, lm) . (1.136)
=
Il s’ensuit que
?% n m — —
0l ke ) = 5 3 AL AL, (0] T T ). (1137)
q,p=

4 214 . [ S—
Donc on est ramené au calcul des éléments de matrice de 2°,. 2",,. Nous avons

<TL‘ ?q-?p ’m> = / e /dg?l...dB?Nl (?q?p) exp (— Z AU?’L?]) . (1138)
En termes des ¥y, (1.116), (1.138) prend la forme suivante :

_ N-1 _
W, T = SR [ [ ET et T (T e (- S AuTh).

L’intégrale figurant dans le membre de droite de ’expression précédente est nulle pour

i # j, car on a alors & intégrer une fonction impaire en %'; (et en 7';). Donc
- — = 3—> 3—> —9 =y
(n| @ 2'pm) = 32 quij/"'/d Y1..d" Y N1 Y] exp (— > Akkyk) - (1.140)
j=1 k=1
En faisant usage du résultat

+00 3/2
/ e (-a7?) &7 = > (T) (1.141)

o0
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valable pour a > 0, on aboutit a

T\3/2 sw-2 N1
(%) = T RLA R,

J=1

(n| 7.7y |m) =

NWwN| W N W

(n|m)A,). (1.142)

Finalement, en reportant dans I’expression (1.137), on obtient

(n] S5 m) = §<n|m>—h2 Nf Ak A ALy
2M,, 2 My, o2y e R
3 h? nA—-1 Am
= §<n|m>—2Mk (AmATTA™) (1.143)

d’ott 'expression de I'élément de matrice de ’énergie cinétique entre deux gaussiennes

corrélées
72

2Mj,

(n| T |m) = 3<| >N§ (ArAtam) . (1.144)

Dans le cas particulier d’un systéme de masses réduites toutes égales M=M (k=1, 2,

..., N—1), 'expression précédente se simplifie en

3 h?
(n|T |m) = 200 (n|m)tr (A"A7TA™) . (1.145)
Remarquons que dans un systéme d’unités ot % = 1, on retrouve le résultat de la

référence [19].
Donnons & titre d’exemple la valeur moyenne de I’énergie pour une seule génération

de gaussiennes dans le cas d’un potentiel en loi de puissance (1.129). Nous avons

N— 2 2 N Vl+3 vii)2
S or At = ;;( - )Aimjgé- (1.146)
k=1 1<j=

On peut également considérer d’autres observables intéssantes, telles que les corrélations
a courte portée. Le lecteur intéressé par plus de détails pourra consulter avec profit la

référence [11].
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1.3 Bornes inférieures naive et ameéliorée

Dans cette section, nous allons présenter tour & tour les bornes inférieures naive et
améliorée.

Considérons un systéme de N particules obéissant & une cinématique non relativiste
et interagissant par des forces & deux corps, c’est a dire décrit par un Hamiltonien H

donné par

H="20 0 S v, (7). (1.147)

i=1 2m; i<j=1
oll m;, T ; et p’; désignent respectivement la masse, la position et 'impulsion de la ieme
particule. 77, = 7', — 774, i < j = 1,..., N, (N > 2). Le potentiel V;; (7";;) de qui dérive

la force & deux corps peut dépendre des deux particules impliquées.

1.3.1 Borne inférieure naive

La borne inférieure naive correspond & la décomposition suivante du terme d’énergie

cinétique :

N
ZF?ZL ﬁ+ﬁ (1.148)
~—~ 2m; N —1 4= \2m; 2m; /)" '
1<j=1

=1 v
[’Hamiltonien H peut alors étre réécrit comme une somme d’Hamiltoniens a deux corps

Hq'®@

%)

N
_ (2)
iy
1<j=1
avec _
1 (PP P
" ( Lo ﬂ)m«?m. (1.149)
J N—1\2m; 2m; SR

Soit |¥) I’état fondamental normalisé du systéme et E 1'énergie correspondante, alors

= (U|H|V) = (V] Z )W (1.150)

1<j=1

En vertu du principe variationnel
(W HP W) > B, (1.151)
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ol Eg(?) désigne ’énergie de 1’état fondamental de I’Hamiltonien & deux corps H”( ), qui

est la méme que I'énergie de I’état fondamental E( de ’'Hamiltonien relatif & deux corps

HZ-(j) obtenu en soustrayant de Hi](- I’énergie cinétique du centre de masse

H? — 7
1] 2/1/

+Vy(Ty), i<j=1,..,N, (1.152)

ij
. — . , —
ou p’;; est le moment conjugué de 77;; et

mgm;

py = (N —1) . i<j=1,..,N, (1.153)

mi—i—mj

désigne la masse réduite du systéme formé de deux particules de masses (N — 1)m; et
(N —1)m;. Donc

2 2
EP = B2 (1) . (1.154)

v

Il s’ensuit que

E> Z E? (1) (1.155)

1<j=1

N
Z Ez(f ) (uij) est appelée borne inférieure naive et est notée E,uive-
i<j=1
Considérons le cas particulier important d’un potentiel a deux corps en loi de puissance

Vij (7735) = Ny’ (1.156)

1] 1]

ol \;j, la constante de couplage, et v;;, I'exposant du potentiel en loi de puissance, sont

de méme signe. En vertu des lois d’échelle
E® (a,\,v) = (a;;) 7 |\[75 E(1,1,0) (1.157)
ott £®(a, \,v) désigne 1'énergie de 'état fondamental de ’'Hamiltonien

H® = ap? + |\ signe (v) 1. (1.158)
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La borne inférieure naive F, ;.. peut alors étre mise sous la forme

—v;

N
_2
nawe - Z 2[111] 2+U” ij|2+vij E(2)<1,1,Uz‘j). (1159)

Considérons maintenant quelques configurations spéciales de masse, et faisons 1’hy-
pothése que l'interaction entre deux particules ne peut dépendre que des masses de ces

derniéres.

Configuration (N x m)

C’est le cas d’un systéme formé de masses toutes égales. Par conséquent
pi; =N —-1m/2, i<j=1,..,N, (1.160)

est indépendant de la paire considérée et il en est également de méme pour \;; = A et

v;j = v. La borne naive se simplifie alors en

N (N —1)

s (V- 1ym)7 |7 E@(1,1,0). (1.161)

Ena'i’ue =

Configuration (n; X my,ny X ms)

C’est les cas d'un systéme & N corps formé de ny (ny < N) particules de masse m;
et de ny (ny = N — ny) particules de masse my. Nous avons alors trois masses réduites

différentes

Hij = Hmymy = <N - 1)m1/2 pour i <j=1,.,m
[ij = Hongmy = (N —1)ma/2  pour i< j=ni+1,.,N, (1.162)

mimao

Hij = Emyme = (N - 1) mitm, POUT i=1,.,n, j=nm+1,..,N,

trois constantes de couplage

A Amymy  pour 1< j=1,..,n
Nij = Amgmy pour i < j=mi+1,., N, (1.163)
A A

mims  pour 1=1..ny, j=n+1,..,N
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et trois exposants

Vij = Vmim, Dpour 1<j=1,.,ny,
Vij = Vmams pour i <J :n1+17"7N7 (1164)

Vij = Viyms pour t=1,..mn;, j=n+1,... N.

L’expression générale de la borne naive se réduit alors a

n1(n1—1) T Ty (2)
Engive = 5 ((nl - 1)77?,1) mml ’)\m1m1| ™ B (17 1, leml)
—VYmgmg 2

+720270) (g — 1)mg) 7727 Ay | 777272 EO (L1, Uiy

—Vmjimg

2

tne (2 (N-1) %) o [ Amymg| 7 mime E(2)(1a L, Vinym,)-

(1.165)
Dans le cas ouny = N — 1 et ny = 1, E, 4. se réduit a
—vmymy 2
Eraive = %Q(N_?) (N = D)mq) Zmms | A, |ZF7mm E(Q)(l, L, Vinymy )
2jrl’mlmz 2

+ (N - 1) (2 (N o 1) %) e |>‘m1m2|2+’/m1m2 E(Q)(lv 1’ Vm1m2)'

(1.166)

Configuration (n; X mq,ny X mg,ng X ms)

Ici nous considérons des systémes ou trois masses distinctes mq, my et mg sont im-
pliquées. Les particules de masses mj, my et mg3 sont aux nombres de ni, ny et ng
respectivement avec ni + ng + nz = N.

Dans ce cas nous avons 6 masses réduites, 6 exposants et 6 constantes de couplage

Bij = Bmymy = (N =1)m1/2  pour i<j=1,.,n1,

NZ] = :u’mzmz

N—-1)m3/2 pour i<j=mni+na+1,..,N,

( )

=(N—-1)mg/2 pour i<j=ni+1,.,n1+ng,
HZ] :Mmgmg ( )
( )

H’z] = Hmims pour 1= 17‘”7”17 j:n1+1,...,n1+n2,

Bij = Bmymg = (N — 1) 7258 pour i =1,..,n1, j=mn1+n2+1,...,N,

=(N—-1)22" pour i=n1+1,...,n1+ne, j=n+nz+1,...,N,
(1.167)

Mz] = /’Lmzm3
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Vij = Vmym, pour 1 <j=1,.,n,

Vij = Vmams DOUr 1 <j=mni+1,..,n1+no,
Vij = Vimams pour 1< j=ny+ng+1,.. N,
Vij:Vm1m2 pour izla"'anla j:n1+17"'7n1+n27
Vij = Viyms  pour i=1,..mny, j=ni+ny+1,...,N,

Vij = Vimams pPOUr it =ny+1,...n1+ny, j=ni+mna+1,...,N
(1.168)
et

)‘ij = )\mlml’ Vij = Vmim,; pour 1<j=1,.,n,

)‘ij = >\m2m27 Vij = Vmams  POUT 1<j=mn1+1,..,n1 + na,

Aij = Amams>  Vij = Vmams Dpour 1 <j=mn1+ns+1,..,N,

Aij = Amymas  Vij = Vmims pour t=1,..,n1, j=n1+1,..,n1+na,
Aij = Amams,  Vij = Vmgms pour t=1,...,n1, j=mn1+n2+1,...,N,

Aij = Amams>  Vij = Vmams DPour t=mni1+1,...,n1+mn2, j=ni+na+1..N,

(1.169)
et la borne naive se réduit alors a
(1) vmymy s — o
Ena;[ve = % ((nl - 1)m1)2+1/m1m1 |/\m1m1|2Jrl/mlm1 E( )(17 17 Vm1m1)
—VYmgmg 2
20871 (g = 1)) T T EO(L, L V)
—U'rrz3m3 2
+w ((n?) - 1)m3)2+ym3m3 |)‘m3M3|2+Vm3m3 E(Q)(lv L, Vm3m3)
—VYmqmg 2
trins <2 (N —1) %) e | Amamg |72 E(Q)(lv 1, Vimym, )
2N — 1) ama 2‘*”T:lnllea A 2+V'rr27, ms B(2)(1.1
+ning ( ) mi+ms ‘ m1m3‘ 1ms ( ) 7vm1m3>
—Vmgmg 9
+nang (2 (N - 1) %) Frmams |)‘m2m3‘2+ym2m3 E(2)(17 17vm2m3)'
(1.170)

1.3.2 Borne inférieure améliorée

Un défaut de la borne inférieure naive est que le mouvement du centre de masse
n’est pas séparé de 'Hamiltonien H, ce qui se répercute forcément sur la qualité de la
borne inférieure. Ceci a motivé le développement d’une autre borne : la borne inférieure

améliorée qu’on va présenter dans ce qui suit.
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La borne inférieure améliorée a comme point de départ la décomposition suivante du

terme d’énergie cinétique :

—9 =g N — — \2

p; P (m;p's —mip;)
T = - 1.171
> o +7,<j 1( 2mm; M (1171)

ou 537 de:ﬂgne I’énergie cinétique du centre de masse (M Zz 1 mz> L’Hamiltonien du

systéeme H peut alors étre réécrit comme :

p2
H=_-_ g® 1.172
o Z 2, (1172)

. 772 Qe e s
ou Hz-(j) est un Hamiltonien a deux corps

H® _ (mj?i — mi?j>2 + Vi (T4) i<j=1 N (1.173)
K 2ﬂ%7njA4 / ! T
Il est clair que
. mB-mT,
o= Lt ¢ < 7=1,...N 1.174
p j ml—f—m] [ J ) 9 ( )

r7(2)

. , — . . .. L. . .
est un moment conjugué de 17;; et il est plus judicieux de réécrire H;;” en faisant appa-

N —
raitre p;;

~ i
H? = 9 L v (74) (1.175)
T 2
avec
- im; M o
fiy = —UE <=1, N (1.176)
(nzi+—7nj)

Soit |W) 1’état fondamental normalisé du systéme et F 1’énergie correspondante. Nous

avons
é

= (U|H|T) = (\If|P—|\If ¢|ZH<2 (1.177)

1<j=1

Comme |U) est invariant par translation, il en résulte que

(W IPQ\\P> =0 (1.178)
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et en vertu du principe variationnel
(2 2) ~
(P |Y) > ES (i), (1.179)

ou Ez(f ) (11;;) désigne I'énergie de I'état fondamental de I’'Hamiltonien & deux corps f[z(f ),

Donc
N

B> Y B Giy). (1.180)

i<j=1
On obtient donc de cette maniére une borne inférieure baptisée borne inférieure améliorée
et notée Eaméliorée
N
E - N EP®% 1.181
améliorée — ij (sz) ( : )
i<j=1

considérons le cas intéressant d’un potentiel & deux corps en loi de puissance

Vi (T 4) = Ay (1.182)

7% 1)

En faisant usage des lois d’échelle (1.157), on a dans ce cas :

—vij

N 24v;
2m;m; M K 2
Eaméliorée = Z (%) ’/\z]‘ HHvig E(2)<1, 1, Uij) (1183)

i<j=1 m; -+ mj)

ott E®)(1,1,v) désigne I'énergie de I’état fondamental de I'Hamiltonien H?), équation
(1.158), pour a = 1 et |A\| = 1.

Comme dans le cas de la borne inférieure naive, considérons tour a tour les configura-
tions de masse (N x m), (ny X mq,ng X ma) et (ny X my, ny X Mg, n3g X Mmg) avec toujours
les mémes hypotheses sur les exposants v;; et les constantes de couplage \;;, & savoir que

v;; et \;; dépendent uniquement des masses des deux particules impliquées.

Configuration (N x m)

Nous avons une seule masse réduite

-~ . m*M M Nm
Mg == Tgm2 =0 T 7

i<j=1,..,N, (1.184)
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un seul exposant v;; et une seule constante de couplage A;;
>\ij = )\, Vi =V pour 1< g =1, N (1185)

auquel cas la borne inférieure améliorée se réduit &

N(N-1) (Nm
Eaméliorée = ( 9 ) ( 9

) A7 E@(1,1,0). (1.186)

Configuration (n; x m,ny X msy)

Nous avons alors deux masses réduites, trois valeurs pour les exposants et trois

constantes de couplage différentes

(nimi14+(N—n1)ms2)

ﬁl] = ﬁmlml = P} pour 1< ] = 17 M
/jij _ ﬁm2m2 _ (n1m1+(1;7—n1)m2) pour i<j=n;+1,..,N (1'187)
ﬁij = ﬁm1’m2 - 2m1m2(?71n7?i—;(2]\)[2_n1)m2) pour L= 1a ey M1 j =n; + ]-7 XD N7
et
Aij:)‘mﬂm’ Vij = Vimym, pour ©<j=1.,m
)\ZJ = )\m2m27 Vij = Vmamy POUT 1< .] =N+ 17 ©ey N (1188)

Nij = Amimas  Vij = Vmame DPour i=1,...n;, j=n+1,.. N

et la borne inférieure améliorée se réduit alors a

—Vmqim

2
ni(ni—1 nimi+(N—ni)ms \ 2+v DEEye— 2
Eaméliorée = (1) ( ( ) ) e |)‘m1m1|2+ymlm1 E( )(17 17Vm1m1)

2 2

—VYmgmg

2
+n2(n22—1) <n1m1+(gf—n1)m2)2+l’mw2 gy | ZF7m2m2 E(2)(1,1,Vm2m2)

—VYmimg

2
2 N— b e
+nyng < mima(nimi—+( n1)m2)> Umqmo ‘)\mlmQ ‘ 2+ Umymg E(2)(17 17 Vm1m2)~

(m1+m2)?
(1.189)
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Dans le cas ot ny = N — 1 et ny = 1, Eypaioree S€ simplifie d’avantage

—VYmymy

1 2
N—-1)(N-2 N-1 + 2+vmym PR ys—
Eaméliorée = ( )2( ) <( );nl m2) r ’)‘m1m1|2Jr 1 E(Q)(Ll»l/mlml)
—Vmjmg 2
2mima((N—=1)m1+ma) \ Fvmim PE—— )
+V-1) < : 2(m1+m2)21 2 R PO E( )(1717’/m1mz)-
(1.190)
Configuration (n; X my,ny X mg,ng X ms)
Nous avons alors six masses réduites différentes
nimi + nomso 4+ nzms . .
Hij = Hmymy, = 4 pour t<j=1,.,n,
n1mi + nNgMmeo + nN3ms . .
Nij:MQOQZ ! 4 pour 7’<]:n1+17“3n1+n27
ni1mi + noms + nzms . .
Hij = Hmgms = 4 bour Z<]:n1+n2+17”7N7
ni1mi-+namo+ngms . .
Iij = Hamymy = 5 mime pour t=1..n1, j=n1+1,....,n1+ no,
(m1 +my)
n m1+n2m2+n3m3 . .
Mij = Hanyms = ! 5 mimsg pour it=1,..n1, j=ni+nag+1,... N,
(m1 4+ mg)
n1mi-+ngmeo+nsms . .
[hij = Mgy = 1 5 moms pour i=mni+1,...,n+ns, j=ni+ns+1,...,N,
(m2 + m3)
(1.191)

six valeurs différentes pour les exposants v;;, équation (1.168) et six constantes de cou-

plage différentes \;;, équation (1.169). La borne inférieure améliorée se réduit alors 4 :

—VYmqimq 2
_ nmi(ni—1) (nimi+namotngms) ot 2+ 2
Eaméliorée - P) ( P} ) rmim |>‘m1m1| rmim E( )(17 1’7/m1m1)
(na=1) - Tevmamy
na(ng—
+ 2 22 (n1m1+n2;?12+n3m3) 2+Vmgma ‘)\m2m2 ‘ 2+ Umgmy E(2)(17 17 VQOQ)
( 1) —VYmgmg 2
ng(ng— nimi+namo+ngms 2 2 2
+ 5 ( 1M1 22 2 3 3) tvmgmg |)\m3m3| trmgms E( )(17 13Vm3m3)
—vmjimgy 2
nimi+nomo+ngmsa | 2+Hvmymo PR 2
tang (2m1m2 (m1+m2)? ) | Amymg | 2 mime E( )(1> L, Vimymy)
—vmymg Y
nimi+nomo+nazms | 2tvmyms PRy 2
tang (2m1m3 (m1+ms3)? ) | Amymg| 2 mams E )(17 L, Vmyms)
—VYmgmg 9
nimi+noma+nams \ 2+vmom 2 2
thang (2m2m3 : 1(m2j-ng)23 3) "3 | Mmgmg | 2T mams E( )<17177}m2m3)-

(1.192)
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1.3.3 Comparaison des deux bornes inférieures naive et amé-
liorée
En vérité l'objectif a 'origine de l'introduction de la borne inférieure améliorée, a
savoir I’amélioration de la borne inférieure naive n’est que partiellement atteint.
Contentons-nous de donner deux exemples : un exemple ot la borne inférieure amé-

liorée est supérieure a la borne naive et un contre-exemple ot c’est la borne inférieure

naive qui est meilleure que la borne inférieure améliorée.

Exemple 1 :

Considérons le cas de masses toutes égales m; = ... = my = m, les deux bornes

inférieures naive et améliorée se réduisent alors respectivement &

N(N-1)

Ena'z've = TE(Q) ((N — 1)m/2) , (1193)
N(N -1
FEométiorée = %E@) (Nm/4) . (1194)

Il est clair que la masse réduite Nm/4 intervenant dans Eqp,gioree €St inférieure a (N — 1) m/2
intervenant dans F,u,.. Mais d’aprés le théoreme de Feynman-Hellmann appliqué a
H® = g—i + V (7') avec 1 comme paramétre, E® (1) est une fonction décroissante

de p et par conséquent
E®(Nm/4) > E@((N —1)m/2) (1.195)
et

Eaméliorée > Ena'ive- (1196)

Exemple 2 :

Considérons la configuration de masse ((IV — 1) x my, 1 X ms) auquel cas les bornes
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naive et améliorée se réduisent respectivement a

Erpaive = E® (N —1)my/2) + (N — 1) E® :
: (% = 1y 2) + (v - ) g (D
(1.197)
et
(N—1)(N-2) (N—1)mi+m mima((N—1)mi+mz)
Eaméliorée 2 E(Q) ( 4 : 2) + (N - ]‘) E(Q) < : 2(m1+m2)% : ) ’

(1.198)
Si de plus le potentiel est en loi de puissance avec le méme exposant v et la méme

constante de couplage A pour toutes les paires de particules, alors

Fpaive = |\ ((N— 1)2(N— 2) (N = 1)) 5
ey <2 (N =1) %) 2+> E®(1,1,v) (1.199)

et

2
Eaméliorée - | >\| v

((N— 1)2(N— 2) ((N— 1);11 +m2)2+”v

+(N-1) (2m1m2 (N = 1)+ m2)> %) E@(1,1,v). (1.200)

(my + m2)2

Considérons maintenant la limite ms — o0o. Pour —2 < v < 0 et donc 71 > 0, il est facile
de se convaincre, si on garde a I'esprit que E®)(1,1,v) est négatif pour des puissances

négatives de v, que Fymeioree — —00, tandis que

—v

Engive  — W“% ((N — 1)2<N =2 (N = 1)my)=+

+ (N =1)(2(N —1) ml)z_T"u) E®(1,1,v) (1.201)

reste finie. Par conséquent,

Enai'ye > Eaméliorée .

Autrement dit, la borne naive est meilleure que la borne améliorée.
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Pour v >0

Emtioree — N7 (N — 1) (2my) 7 E®@(1,1,v) (1.202)
et
N—-1)(N-2 .,
B — 7 (=2 (v pymy
+ (N —1)(2(N —1) ml)%> E®(1,1,0), (1.203)
d’ou
2 2 —v —2 v
Engive — Eameétiorée = ‘)"2?’ (N'l)Q-TU (le)m ((N'2) 220 +1— (N'l)m) E(Q)(lv 177/)
— N mP fy () ED(1, 1),
(1.204)
avec
N - 2 -V —Vv
fy (V) = (N—1)2%( 5 )+(N—1)2+%2m — 25 (N —1). (1.205)

On peut alors montrer que la fonction fy () est une fonction décroissante de v, qui
garde une valeur positive sur tout l'intervalle v € |0, +oc0[ indépendamment de la valeur
de N, avec fy (0) = (N — 1) (N —2) /2 et lim, o fx (¥) = 0. Comme E@(1,1,v) est

forcément positif pour des valeurs positive de v, il en résulte que

Ena'z've > Eaméliorée .
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Chapitre 2

Borne inférieure optimisée

2.1 Motivation

L’objectif visé par le développement de la borne inférieure améliorée n’est pas com-
plétement atteint ; La borne inférieure améliorée n’est pas toujours supérieure a la borne
inférieure naive. Dans certains cas, la borne améliorée est meilleure que la borne naive,
mais dans d’autres cas la situation est complétement bouleversée. Donc, aucune des deux
bornes n’est meilleure que I'autre de maniére absolue. Ceci nous a conduit a dévelop-
per une nouvelle borne inférieure avec 1’espoir qu’elle sera toujours supérieure aux deux

bornes inférieures précédentes, les bornes naive et améliorée.

2.2 Méthodologie

Notre point de départ sera la décomposition suivante

1 al N N
Z Zm-ﬁl2 - (Z bjﬁj) (Zﬁ’) + Z aijp?jv (2.1)
4 ’ j=1 i=1

i=1 1<j=1

de la partie cinétique de I’Hamiltonien

N N

1
H=Y" Zmﬁf + ) Vi (Ty), (2.2)
i=1 v i<j=1
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impliquant les paramétres b;, j = 1,..., N, et les parameétres nécessairement positifs a;;,

1<j=1,2,...,N. p;; est une combinaison linéaire des différentes impulsions pj,
alg]
ﬁz‘j = kz; ixljkﬁk (2-3)

Le facteur 1/2 dans 'expression de p;; est une question de convenance. Les coefficients
xi;r de la combinaison linéaire sont choisis de telle maniére que 7j; et p;; sont des va-
riables conjuguées 'une de 'autre, c’est a dire satisfaisant aux relations de commutation
canoniques

[ka,pij’g] = ihfsk’g ]{Z, £ = 1, 2, 3, (24)

ol 74 et p;j ¢ représentent respectivement la keme composante de 7j; et la feme compo-
sante de p;;. En remplacant les p;; par leurs expressions (2.3), I’équation (2.1) peut étre

réécrite comme

1 N N N g (XN 2

o= (o) (Soa) ¢ 2% (Lewn) - s

i=1 ¢ j=1 i=1 i<j=1 k=1

On remarquera que les parameétres b;, a;;, et ;5 sont contraints par des relations obtenues

en identifiant les deux membres de I’équation (2.5). Plus précisément, l'identification du
(V-1

membre de gauche de I’équation (2.5) avec son membre de droite nous fournit N + N 5

contraintes. Si on remarque que le nombre des b; est de N et que le nombre des a;; est de

N(N-1)

5, ces contraintes peuvent étre utilisées pour éliminer les b; et les a;; en faveur des

x;;,%- Dorénavant, les b; et les a;; seront considérés comme des fonctions implicites des x;; .
Nous pouvons, sans perte de généralité, prendre x;;; égal & 1 par une redéfinition de a;;
et des z;;, pour k # ¢ =1,2,..., N. Ensuite, en imposant les relations de commutation
canoniques, équation (2.4), on aboutit & z;;; = —1. La décomposition de ’'Hamiltonien,

(1.147), correspondant a (2.5) est

N N N wo (X 2
b (Z Wj) <Z p) e (Z p> | e
j=1 i=1 k=1

i<j=1
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Soit |¥) I’état fondamental normalisé du systéme et E ’énergie correspondante. Nous

E = (U|HV)
_ (fj b@) (Sa)m+ > (— ey +w~j<ﬁ-j>> ).
(2.7)

Comme I’état fondamental |¥) est invariant par translation, alors

(Z@) ) =0, (2.8)

et par conséquent, la contribution du premier terme du membre de droite de 1’équation

(2.7) est nulle. 11 en résulte que

N N 2
Qj5 _ S
k=1

i<j=1

Mais, en vertu du principe variationnel
N 2
Q4 R N 2
(¥ Ij (Z l’z‘j,kpk> + Vi (7g) | 19) > B [ag (@ram)], (2.10)
k=1

ol Ez(f ) [a;;(Zk,m)] représente I'énergie de I’état fondamental du Hamiltonien & deux par-

ticules

N 2
Q5 o S
Y ay (@) = = (Z p> + Vi (7). (2.11)
k=1
Il s’ensuit que
N
E> Y EPaij(wum)]. (2.12)
i<j=1

On obtient ainsi une famille de bornes inférieures pour E, une borne inférieure
N

> B ai(@rm)], (2.13)

i<j=1
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pour chaque jeu de valeurs des parameétres zy;,,. La meilleure de ces bornes correspond

2
évidemment aux valeurs des T, qui maximisent >~ <=1 E( )[aij (Tim)]-

B := max Z E&aij(ziim)] (2.14)

Tl
" 1<j=1

est appelée borne inférieure optimisée. Il faut noter que seules les valeurs des parameétres
Trm tels que tous les a;; soient simultanément positifs sont permises. La maximisation
doit donc en principe étre précédée par une délimitation préalable du domaine de positi-

vité des Qjj.

2.3 Contraintes Dynamiques Universelles

Il est plus commode dans ce qui suit d’introduire les notations suivantes :

N(N -1 N(N—-1)(N-2 N(N -1
2 2 2
Quand Zl i B [a” (1m)] atteint son maximum, toutes les dérivées partielles par
rapport aux xy,, doivent s’annuler, c’est a dire que
N
3 Y0 mAkmALk<l=1,2.. . N. (2.15)
i<je1 8&1] al’kl m

(2)

AE!
Comme les Ta. “_ pe sont pas tous nuls, la matrice rectangulaire Ly x Cy B d’éléments

Oa;j
0T m

, Ol 1] et kl, m correspondent respectivement aux indices de ligne et de colonne,
doit étre de rang Ry au plus. Ceci signifie que toute matrice carrée Ly x Ly extraite
de la matrice ]§, en sélectionnant Ly de ses colonnes, doit étre de déterminant nul. En
exigeant que la matrice B soit de rang Ry au plus, on obtient C'y — Ly + 1 relations
entre les valeurs des C'y parameétres x;;; correspondant a la borne inférieure optimisée.
Ces relations seront baptisées dans ce qui suit "Contraintes Dynamiques Universelles",
universelles parce qu’elles ont la propriété d’étre indépendantes de la forme particuliére
du potentiel, dynamiques puisqu’elles résultent de ’application d’un principe dynamique,

a savoir le principe variationnel. Cherchons maintenant les expressions explicites des a;;
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en fonction des g ,,. L'identification des deux membres de 'équation (2.5) donne

N x2 1
b TR s = —— 2.16
’ +i<JZ=1 T 2my,’ (210)
pour les termes en p? et
N
be+bi+ Y %% =0, (2.17)
1<j=1

pour les termes en pr.p; k #1=1,2,..., N. En combinant les équations (2.16) et (2.17),

on obtient un systéme linéaire de Ly équations avec Ly inconnues a;; et C'y parameétres

Lijk
N
~ 1 1
C;: ity = = 2.18
Z 5.kl Okl om; + 2771] ( )
k<l=1
avec )
éij,kl _ (Ikl,i ; xkl,j) . (2.19)

L’équation (2.18) peut étre écrite sous forme matricielle comme
DA = a, (2.20)

o D est une matrice carrée de dimension Ly, avec Dy; = Cig12, D12 = Cig13, -,

1521 = 613,12, s ﬁN(Nfl N(N-1) = GN (N—1),N (N—1), c’est a dire en utilisant I’équation
2 2
(2.19)
(3312,1 - 5312,2)2 (3313,1 - $13,2)2 ce (mel N1~ TN-1 N,2)2
f) . 1 (11312,1 - $12,3)2 (3313,1 - $13,3)2 T ($N71 N1 — TN-1 N,3)2
= ’
(3312,N—1 - 3512,N)2 (3313,N—1 - CL’13,N)2 ce (JJN—l NN—-1 — TN-1 N,N)2
(2.21)

A et o dans I'équation (2.20) sont deux matrices colonne avec Ly lignes données par

12 12
a13 Q13
A — , o= , (2.22)
aGN-1 N ON—_1N

45



avec
1 1
ij = —. 2.23
g 2mz + 2mj ( )

L’équation matricielle (2.20) peut étre inversée, donnant ainsi les Ly a;; comme

fonctions des Cn Tk m-

A=D"a. (2.24)

On n’a pas besoin de dire que 'inversion analytique de la matrice D dans le cas le plus
général, c’est a dire pour la configuration de masse la plus générale, n’est pas une tache
facile. Heureusement, comme nous le montrerons par la suite, nous n’avons pas besoin
des expressions explicites des a;; en termes des parametres xy;,, pour avoir accés aux
contraintes dynamiques universelles. En effet, en dérivant (2.20) par rapport aux zym,,
(m # k, m # 1), on obtient, en tenant compte du fait que les a;; ne dépendent pas des

Tkim, €t aprés avoir multiplié par D71,

OA ~ 0D
= _D!
axkl,m axkl,m

A. (2.25)

Cette derniére équation montre que la matrice B est I'opposé du produit de l'inverse

d’une matrice Ly X Ly D par une matrice Ly x Cy M/, c’est a dire

B=-D'M. (2.26)

La matrice M/ est construite de la maniére suivante : Considérons I’unique colonne de la
matrice D qui dépend d’un parameétre donné zy,,, k<l =1,2,...,N, m # k, m # [,
m =1,2,..., N, prenons sa dérivé par rapport a xy, »,, et multiplions le résultat par as;. La
colonne ainsi obtenue n’est rien d’autre que la colonne de la matrice M’ correspondant
a l'indice de colonne kl,m. L’équation (2.26) montre que la condition de rang sur la
matrice B est équivalente a la méme condition de rang sur la matrice plus simple M.
Nous pouvons méme remplacer cette condition de rang sur M par la méme condition
de rang sur une matrice encore plus simple. En effet, nous savons d’apreés les propriétés
des déterminants que [20] lorsqu’une colonne d’une matrice carrée est multipliée par
un facteur, le déterminant correspondant est multiplié par le méme facteur. Donc, le

déterminant d’une matrice quelconque Ly X Ly extraite de la matrice M’ apparait sous
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la forme d'un produit de Ly facteurs a;;, non nécessairement tous différents, par le
déterminant de la méme matrice en posant formellement tous les facteurs a;; égaux a 1.
Nous pouvons alors conclure que la condition de rang sur la matrice B est équivalente a
la méme condition de rang sur la matrice M obtenue & partir de la matrice M’ en posant
formellement tous les a,; égaux a 1. Maintenant, nous sommes en mesure de donner une

recette en trois étapes afin d’établir les contraintes dynamiques universelles :
Premuére étape : Construction de la matrice M

Prendre 'unique colonne de la matrice D qui dépend d’un parametre donné zy, ,,, puis
la dériver par rapport & ce parameétre. Le résultat n’est rien d’autre que la colonne de
la matrice M correspondant & l'indice de colonne kI, m. En répétant le processus pour
chaque indice kl,m, k <1 =1,2,....N,m # k, m # 1, m =1,2,...,N (on peut par
exemple faire varier en premier lieu m, puis [, et finalement k), on construit la matrice
M. 11 vaut la peine de souligner que chaque colonne de la matrice D donne naissance a
N — 2 colonnes de la matrice M. Donc, les colonnes de la matrice M viennent en blocs
indexés par kl, chaque bloc étant composé de N — 2 colonnes et impliquant autant de

parametres Ty ,, a savoir N — 2 parametres avec kl donné et m variable.
Deuxiéme étape : Choix des paramétres indépendants.

Comme nous savons que le nombre des contraintes dynamiques universelles est de
Cn — Ry. On peut tirer avantage de ces relations pour éliminer le méme nombre de
parameétres en faveur des parameétres restants qui sont considérés comme des parameétres
indépendants. une multitude de choix de tels paramétres indépendants sont permis. Un
choix que ’on a trouvé particuliérement intéressant consiste a prendre tous les parameétres,
a ’exception de I'un d’entre eux, apparaissant dans trois blocs. Nous sommes alors face a
deux situations possibles : Soit, le nombre de paramétres sélectionnés par cette méthode
est égal au nombre des parametres indépendants, comme c’est le cas pour N = 3 et
N = 4, ou bien le nombre des paramétres choisis est inférieur au nombre de parameétres
indépendants et nous devons compléter par d’autres parameétres pris hors des trois blocs

choisis initialement. Cette derniére situation apparait lorsque N > 5.
Troisiéme étape : Détermination des contraintes dynamiques universelles.

Choisir des matrices carrées Ly X Ly extraites de la matrice M en sélectionnant Ly de

ses colonnes. Pour chaque matrice choisie, calculer le déterminant correspondant, 1’écrire
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sous forme factorisé et I’égaliser & zéro. Résoudre alors pour les parameétres dépendants
en terme des parameétres indépendants. Sélectionner la solution correcte en appliquant
les deux critéres suivants :

— La solution doit correspondre aux limites correctes lorsque le systéme présente des
symétries, par exemple, tous les parameétres doivent étre égaux & zéro dans le cas
de masses toutes égales.

— Les parameétres choisis comme indépendants dans la deuxieéme étape doivent étre
traités par la suite comme tels dans le sens qu'une expression contenant seulement
des parameétres indépendants ne peut jamais étre mise égale & zéro. On peut désigner
cette condition comme la condition de self-consistance.

Le nombre minimum de matrices a considérer dans cette étape est le méme que le
nombre de contraintes dynamiques universelles, c’est a dire C'y — Ry, mais on peut
se trouver dans l’obligation de considérer des matrices additionnelles car les matrices
choisies initialement peuvent ne pas exhiber toute I'information impliquée par la condition
de rang. Ce point montre la grande importance du choix de matrices carrées dans cette
étape. Un choix astucieux de ces matrices méne a une détermination rapide des contraintes
dynamiques universelles. Disons que c’est simplement une question d’habileté.

Deux commentaires sur les contraintes dynamiques universelles sont dans ’ordre :

Premiérement, lorsque N augmente d’une unité, une autre difficulté qualitative ap-
parait dans le calcul des contraintes dynamiques. Pour dire les choses plus criment, le
cas a trois corps est plutdt un cas trivial comparé au cas & quatre corps. Ce dernier a
son tour est un jeu d’enfant comparé au cas a cinq corps, et les cas N > 6 semblent étre
incalculables pour les configurations de masse les plus générales.

Deuziémement, les contraintes dynamiques universelles ne sont pas de nature cinéma-
tique, nous pouvons par conséquent les ignorer, effectuer la procédure de maximisation
sur tous les parameétres, et vérifier a posteriori que ces contraintes sont satisfaites au
maximum. Néanmoins, les contraintes dynamiques universelles sont extrémement impor-
tantes au moins pour des raisons pratiques. En effet, avec ces relations sous la main
la procédure de maximisation peut étre accomplie sur les parameétres indépendants plu-
tot que sur la totalité des parameétres variationnels ce qui simplifie considérablement le
probléme d’optimisation. C’est particulierement clair si nous avons a l’esprit que nous

traitons de problémes d’optimisation non linéaires.
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Les calculs explicites des contraintes dynamiques universelles seront abordés dans le

chapitre 3 pour N < 5 et dans le chapitre 4 pour N > 5.
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Chapitre 3

Les Contraintes Dynamiques

Universelles pour N <5

Comme nous ’avons montré au chapitre 2, lorsque la borne inférieure optimisée est
atteinte, les valeurs correspondantes des parameétres x;;; satisfont a un certain nombre
de relations qu’on obtient en imposant une condition de rang a la matrice M obtenue &
partir de la matrice D en dérivant les colonnes de D par rapport aux parametres ;; . 1l
en résulte alors N (N —1) (N —2)/2— N (N —1) /2 + 1 relations entre les parameétres
Tij k-

Le but de ce chapitre est de dériver ces relations appelées Contraintes Dynamiques
Universelles dans le cas ol on sait le faire de maniére générale, a savoir pour N = 3 [21],
N =423, 24, 25] et N =5 [13] en appliquant la recette exposée au chapitre précédent.
Le chapitre suivant sera consacré au cas N > 5, ol on ne sait dériver totalement les
Contraintes Dynamiques Universelles que pour certaines configurations de masse, et de

maniére partielle pour d’autres configurations de masse plus générales.
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3.1 Systéme a 3 corps

Dans le cas d’un systéme & trois corps, la décomposition correspondante du terme

d’énergie cinétique est la suivante

1 1
TG = — P2+

|
2m1 2m2 P

—2 2
+
P oms 3

= (5171 +ba P2+ 5373) (?1 + Do+ 73)

a a a
+£<?1 — P2t pa)?+ ﬁ(71 — P3+dapa)?+ ﬁ(?2 — T3+ TP

4 4 4
(3.1)

ol nous avons fait le changement de notation suivant

C3:= T123, da := T132, f1:= T231. (3.2)

La matrice D se réduit dans ce cas a

X 4 (d2—1)* (fr—1)°
D = 4 (03—1)2 4 (f1+1)2
(c3+ 1) (dy+1)° 4

La matrice M correspondante est une matrice carrée 3x3 donnée par

0 do—1 fi—1
~ 1
Mzi 63—1 0 f1—|—1
C3+1 d2+]. 0

Lorsque la borne inférieure aura atteint son maximum, la matrice M doit étre de rang 2

au plus. Donc le déterminant de M doit étre nul

(—c3+dy — f1 + c3dafr) = 0.

| =

En choisissant c3 et do comme paramétres indépendants on retrouve la seule contrainte

dynamique universelle pour le systéme a 3 corps

dy — ¢
f=—

= —. 3.3
1— ngg ( )
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3.2 Systéme a 4 corps

Avec le changement de notation suivant :

Cq = T2, q=3,4, dg =213 q=2,4,
€qg = T1aq 4= 27 37 fq = To3gq 4= 1745
9q = X249 4= 17 3; hq =T34 4= 17 2a

(3.4)

la décomposition du terme d’énergie cinétique correspondant & la borne inférieure opti-

misée pour le systéme a quatre corps s’écrit

T — Pt Tt g T g P
= P14+ bPa+bsPs+bipa) (P14 Pat Pt Pa)
+af(}?1 —PataPrtapl)’+ %(?1 — P3+dapatdiDs)
+ai4(p1 - P4+€2p2+€373)2+%(72 —Ds+ P14+ f1P )
+ai4(P2 —PatnP1+g3P3s)’ + %(73 —Pat P+ h o)

La matrice D qui est dans ce cas une matrice 6 x 6 prend la forme

4 (d2— 1) (e2—1)° (=17 (g1—1)* (h1—hy)’
(cs—1)° 4 (es—1)* (A+1* (n—gs)° (la—1)°
5! (ca—1)7 (ds—1) 4 (fi—f)° (+1* (b +1)?
LI (541 (da+1)? (3 —e5)? 4 (g3 —1)%  (hy — 1)
(ca+1)° (dy—dy)® (e2+1)7 (fu—1) 4 (hy 4+ 1)°
(cs—ca)® (da+1)* (es+1)* (fa+1)° (g5+1) 4

(3.5)

Appliquons maintenant étape par étape la procédure décrite dans la section 2.3 pour

dériver les contraintes dynamiques universelles.

Premiére étape

Chaque colonne de la matrice D va donner naissance & deux colonnes de la matrice

M. En d’autres termes, la dérivation de la premiére colonne de la matrice D par rapport
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a c3 donne la premiére colonne de la matrice M, la derivation de la premiére colonne de
la matrice D par rapport a ¢4 donne la deuxiéme colonne de la matrice ﬁ, la dérivation
de la deuxiéme colonne de la matrice D par rapport a dy donne la troisieme colonne de
la matrice M,

La matrice M ainsi obtenue s’écrit comme

0 0 dy — 1 0 es — 1 0
c3—1 0 0 0 0 ez — 1
—~ 1 0 cs—1 0 dy—1 0 0
2 c3+1 0 dy + 1 0 €y — €3 €3 — €
0 ca+1 do—dy di—dy ey+1 0

C3—C4 Cq— C3 0 dgy+1 0 es+1

f1—1 0 g1 — 1 0 hi—hy hy—hy
Si+1 0 g1—93s g3—q hi—1 0
fi—fi fu—fH g+1 0 hi+1 0

0 0 0 g-1 0 hy — 1
0 fi—1 0 0 0 ho + 1
0 fi+1 0  g+1 0 0

Deuziéme étape : Choix des paramétres indépendants.

Il est plus commode de travailler avec la matrice oM qu’avec la matrice M, sachant
que deux matrices qui différent simplement par un facteur multiplicatif sont de méme
rang. La matrice 2M se présente sous la forme de 6 blocs, chaque bloc consistant en une

matrice rectangulaire 6 x 2. Plus explicitement
9M = (CDEFGH).

C, D, E, F, G, et H sont des matrices 6 x 2. Le bloc C' contient les parameétres c3 et ¢y,
le bloc D contient les parameétres dy et dy,..., le bloc H contient les paramétres hy et hs.
Considérons les trois premiers blocs de la matrice 2M, a savoir les blocs C' et D et E.

Six parameétres sont impliqués. Choisissons 5 parmi ceux-la, par exemple c3, ¢4, do, dy €t
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eo comme parametres indépendants.
Troisiéme étape : Détermination des contraintes dynamiques universelles.

Nous allons extraire de la matrice 2M des matrices 6 x 6 en sélectionnant chaque fois
trois blocs parmi les six blocs C', D, E, F', G et H, et en imposant la condition du rang,
c’est & dire 'annulation du déterminant.

Sélectionnons les blocs C', D et E. On obtient alors la matrice 6 x 6 suivante :

0 0 dy—1 0 es — 1 0
cg—1 0 0 0 0 ez — 1
0 cy — 1 0 dy — 1 0 0
(CDE) = (3.6)
Cg—l—l 0 dg—l—l 0 €y — €3 €3 — €9
0 C4—|—1 dg—d4 d4—d2 €2+1 0
C3 —Cq4 C4q— C3 0 dg+1 0 e3+1

Le déterminant |C'DE| de cette matrice peut se mettre sous la forme d’un produit de

deux facteurs

|CDE| = — (C4d263 — doeg — cydoy + 2¢3dy —doy —4 — c3 — dy
703d4 —e3 + 2d463 — €9 — C3€2 + 63d462 — d4€2 — Cq4 — Cq€3 + 26462)

(dg — d2€3 — C4d2 + C4d2€3 — C3 — d4 + C3d4 + €3 — €2 —+ C3€2 + d462 — C3d4€2 — C4€3 + C4) .

(3.7)
En égalisant |CDE| & zéro, on obtient
C4d2€3 — d2€3 — C4d2 + 203d2 — d2 —4 — C3 — d4 — 63d4 —e3 + 2d4€3 — €9 (3 8)
—C3€o + ng4€2 - d4€2 — Cq4 — C4€3 + 26462 = 0, '
ou
dg — d2€3 — C4d2 + C4d263 — C3 — d4 + ng4 +e3 —ea + c3eq + d4€2 (3 9)

—ng4€2 — 43+ C4 = 0.

La premiére solution, (3.8), n’est pas conforme & la limite des masses égales, a cause de

la présence de 4. Ceci d’une part. D’autre part, on peut résoudre I’équation (3.9) pour e3
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et obtenir ainsi la premiere contrainte dynamique universelle

C4d2 — Cq — dg — d4€2 + d4 — 03d4 + €9 -+ C3 + 03d4€2 — C3€9

A=) (1—dy) (3.10)

€3 =

Pour déterminer la deuxiéme et la troisiéme contraintes, on construit deux matrices en
considérant les blocs C', E, F' pour I'une des deux et les blocs D, E, F' pour 'autre.
Pour chacune des deux matrices, le déterminant se met sous la forme de deux facteurs.
[’annulation de 'un des facteurs n’est pas conforme avec les exigences de symétrie. Plus
précisément, |[CEF| =0 et |[DEF| = 0 impliquent respectivement que

esfi —es3 + caes — caesfi — f1 — cafi + e — eaca + caea fi + czeafi + fa + c3fa (3.11)

—cgeafs —eafs =0

—eaf1 —ex+daeafi +daes — fa+ f1 —dofs +dafi +e3 +esfs+ daesfy

—daes fi1 — dsezf1 — dses = 0.
(3.12)

En tenant compte de I’expression de es, (3.10), (3.11) et (3.12) peuvent se mettre respec-

tivement sous la forme

(Z_ij) (—cs + c3dy + fregds — cqday + cq — fresdy — dy

—fi+ fa—cafi + csfa — csfada + c3frdy — daofs + dofr +d2) =0.

(3.13)

% (dy — c3dy — fresda +dafi +c3 —cy —dos — cafy
+eady + c3fady + fready — csfidy — fo — dofs +csfs+ f1) =0.

(3.14)

Dans (3.13) es — 1 ne peut pas s’annuler parce que e est choisi comme paramétre indé-

pendant (Condition de self-consistance). Il s’ensuit que

—c3 4 c3dy + ficady — cado + cq — frezdy —da — fr + fa —cafi +c3fa
—c3fady + c3fida —dafs +dafr +da =0.

(3.15)

De méme, dy — 1 et e5 — 1 dans (3.14) ne peuvent s’annuler, car d4 et ey sont considérés
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comme des parameétres indépendants. Donc

dy — csdy — fresdy +dafi + c3 — cqg — do — caf1 + cado + c3fada + freads
—c3fida — fy —dafs+c3fa+ fr =0.

(3.16)

L’équation (3.15) donne pour f; 'expression

—c3 + c3dy + ficads — cady + c4 — frezdy — dy — f1 — caf1 + csfrde + daf1 + do

f4: —1—03+C3d2+d2
(3.17)
En substituant a f; son expression, (3.17), dans (3.16) on obtient
— dy — dy) (—csd —d do + dy —
2( f1+c3fidy — ¢34 da) (—cady + c3 2 1 CqQ2 + Ay C4):0_ (3.18)
(d2 — 1) (Cg + 1)
Dans (3.18) seul le facteur (—f1 + ¢3fids — ¢35 + ds) peut s’annuler,
fi+csfido —c3+dy = 0. (319)
ce qui donne la deuxiéme contrainte dynamique
c3 — dy
= — 3.20
et (3.20

En substituant & f; son expression, (3.20), dans (3.17), on retrouve la troisiéme contrainte

dynamique
63d4 — C4d2 +cq — d4

= 21
f4 -1 + ngz (3 )

Pour obtenir la quatriéme et la cinquiéme contraintes, on considére les déterminants
|CDG]| et |DEG|. En posant |[CDG| =0 et |[DEG| = 0, et en rejetant les solutions qui

ne sont pas conformes a la condition de symétrie, on obtient respectivement

cadags — c493 + dags — g3 — da + c3da + dy — c3dy — c3dagr — cadagr + cagn
+g1 + c3dagr — dagr =0,

et

daeags + dags — €293 — g3 — do + g1 — d2g1 + d4 + dae3 + daezgr — daes
—dseszg1 + eagr — dgeagr = 0.
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(3.22) donne

_ dagr — c3dy — dy + c3dg + da + cadogr — cagr — g1 + c3dag1 — c3dagn
—Cy4 + dQ -1+ C4d2

g3 (3.24)

En remplacant e3 et g3 par leurs expressions, (3.10) et (3.24) respectivement, (3.23) peut

se mettre sous la forme

(dy — 1) (dgy —d2) (c3 — 1) (—g1 — ca + €2 + ca€291)

2 =0. 3.25
(dg — 1) (04 — ].) (1 + 04) ( )

Comme c3, ds et dy ont été choisis comme paramétres independants,
—g1 — s+ ea+ cae2g1 = 0, (3.26)

ce qui donne la quatriéme contrainte dynamique
—e9 + 4

= — . 3.27
91 1 + caey ( )

En substituant & g; son expression, (3.27), dans (3.24), on obtient la cinquiéme contrainte

g C4d2 — C4 — d462 — 6203d2 + ngz + 03d462 + d4 — ng4 — d2 + es
3 — .

(dy — 1) (1 + cae2) (3.28)

Pour retrouver les deux derniéres contraintes dynamiques, nous allons considérer les deux

déterminants |CDH| et |CGH|. |CDH| = 0 implique que

hi + c3daha + czhy — ha — daho + ¢4 — cahq + dah1 — c3 — c3dahy + cadahy

(3.29)
—c4dg + c3dg — cgdohy =0,
ce qui donne
c3dsho + cshy — hg — dshgy — c3 + ¢4 — cqdy + c3d
p, = C3dahz T calz 2 — dalty = C3 + Ca — Callp + C3dp (3.30)
Ca + c3dy — cady — dy — 1 + c3dy

|CGH| = 0 implique que

ho — gshy — h1 — cagshy — cah1 — c4 + cag1 + cagrhe + c3ha + c3 — gicshe (3.31)

—gi1c3 + gsha + gscahs = 0.
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En utilisant les expressions de g1, (3.27), g3, (3.28), et hy, (3.30), (3.31) peut étre mise

sous la forme

2(1+C4)(C4—03)
(dg—ca—c3dy+cada+1—c3dz)

(e (Cadahy + caen — dacaer — cahy — cady + eaczdy — czdahy
+da + hacsdaes + dahy — hadses — dahg — ez + he) = 0.
(3.32)

Seul le dernier facteur peut s’annuler
cadahg + caea — dacgen — caho — c3da + eacgdy — c3daha + da + hoczdses

(3.33)
+dsho — hodges — doho —ea + hy =0,

d’ou la sixiéme contrainte

ngQ — C4€9 + d264€2 — dz + €2 — 6203d2
hy = . (3.34)
—c3dy — ¢4 + cado + dy — dgeg — do + c3dges + 1

En substituant & hy son expression (3.34) dans (3.30), on obtient la septiéme contrainte

dy — ¢y — dy —
hl _ Cyplo Cyq 2 C3€9 + C3 + €9 ‘ (335)
—c3dy — 4 + cady + dy — dyey — do + c3dyes + 1

Les 7 contraintes dynamiques universelles du systéme a 4 corps sont [23]

c3 — Cq — do + dy + €3 + cady — c3dy — cgea — dyeg + cadyes

(& —=
3 1—C4—d2+C4d2 ’
foo
1-— ngg
d4 —C4+ C4d2 — 03d4
f4 = ’
1— C3d2
€y — Cy
=—), 3.36
9 1 — C4€9 ( )
_dy+ ey — ¢y —dy + c3dy + cqdy — c3dy — dyey — czdaey + czdges
9 = 1-— d2 — C4€9 + C4d2€2 ’
h . C3—C4—d2+€2+04d2—0362
! 1-— Cq — dg + d4 + C4d2 - C3d4 — d4€2 + C3d4627
h €9 — d2 — Cq€9 + C3d2 + C4d2€2 — 03d2€2
5 =

N 1— Cqp — dg + d4 + C4d2 — 63d4 — d4€2 + C3d4€2'
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3.3 Comment le cas N = 4 peut servir a retrouver le

cas N =3

Si on remarque que le systéme & quatre corps peut étre considéré comme un systéme a
trois corps auquel on a adjoint une quatrieme particule. Les parametres c3 et ds jouent les
mémes roles pour les deux systémes, le parameétre f; du systéme a quatre corps correspond
au parametre e; dans le cas a trois corps, les paramétres restants du systéme a quatre

) N . . N
n’ayant pas de correspondants dans le cas & trois corps. On peut voir que la deuxiéme
contrainte du systéme a quatre corps est I'unique relation parmi les sept qui implique
uniquement les parameétres cs, ds et fi, et n’est rien d’autre que I'unique contrainte

dynamique universelle du cas & trois corps, obtenue en remplagant f; par e;.
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3.4 Systéme a 5 corps

La décomposition du terme d’énergie cinétique correspondant & la borne inférieure

optimisée pour le systéme a 5 corps est

TO) = 5P+ g P+ o D3+ 3 Da+ oz D5
= (i P1+bePo2+b3P3+bapa+bsps)(Pr+ Pot P+ Pat Ps)

+292(P1— Do+ esPst+caPatesDs)
(1 T e deT 4 T
_1_%(71 — Pateapatespstesps)?

+4U5 (P — P+ oD+ fsPs+ fapa)?
+93 (P —Ps+ @ P14+ 9aPa+g5D5)?

+ (Pa— PathiP1+hsDs+hsps)°
+95(Po—Ps+1P1+ 3P+ japa)
+%(?3 — Pat ki P+ kPt ksD5)?
+U(P3— D5+ hP1+lpa+lapa)
+45(Pa—DPs+mP1L+nep2+n3ps)’

ou nous avons adopté, pour des raisons de commodité, la notation suivante

T12,¢ = Cq
T13,9 = dq
T14,qg = €q
T15,qg = fq
T23.q = Yq
Tod,q = hq
L9594 = Jg
$347q = qu
T35, = lq
Ta5,qg = Ny

60

(3.37)
q=3,4,5,
q=2,4,5,
q=2,3,5,
q=2,3,4,
q=1,4,5,
S 135 (3.38)
q=1,3,4,
q=3,4,5,
q=1,24,
q=1,2,3.



La matrice D s’écrit alors comme

4 1-d2)? (1-e)? (1-f2)> (1-g)
(1 —c3)? 4 (I—e3)* (1-f3)* (1+gq)
(1—ca)? (1—da)? 4 (1= f1)? (91— 04)”
(1—cs)® (1—ds)® (1—e5)? 4 (91— 95)?

5 - ! (I+c)? (1+d2)* (e2—e3)® (fo— fa)? 4
Qe (de—di)? (1te) (2—fo? (1—g)
(I+c5)? (d2—ds5)* (e2—es5)? (1+f2)> (1—gs)?
(s —ca)? (I+ds)? (1+e3)® (fs—f1)* (1+494)
(cs—cs)? (1+ds)® (e3—e5)” (L+f3)? (1+95)
(ca—c5)? (da—ds)® (1+es)® (L4 f1)* (94— 95)°
(1=h)? (T=j1)? (k1 —k2)® (b—1)? (n1—mng)?
(hi—hs)* (i—Js)* (L—ki)? (1—0)?* (m—ng)?
L +h)? (Gi—Jd)? (+k)? (h—1)? (1-m)
(h—hs)? (142 (ki—hs)? (14+1)2 (14 n1)?
(1=hs)? (1-7)? (1-hk)? (1-10)° (n2—mny)’
4 (1= (14k)? (h—1)? (1—ny)?
(1 — hs)? 4 (ky — ks5)? (1+15)% (14 mng)?
(L +hs)* (Js — Jja)? 4 (1—1s)% (1—ny)?
(hs —hs)® (1+7s)* (1 —ks)? 4 (14 n3)?

(L+hs)? (T4ja)*  (T+ks)* (1+1)? 4

3.4.1 Expression et condition de rang sur la matrice M

De nouveau il est plus commode de travailler avec la matrice N :=2M qu’avec la
matrice M et ce pour méme raison invoquée dans le cas N = 4. La matrice N se présente
sous la forme de 10 blocs, chaque bloc consistant en une matrice rectangulaire 10x 3. Plus

explicitement,

N =(CDEFGHJKLN).

C,D,E,F,G,H,J, K, Let N sont des matrices 10x3. Le bloc C' contient les paramétres

c3, ¢4 et c5, le bloc D contient les parametres ds, dy et ds,..., le bloc N contient les
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parametres ni, no et ng :

et

fo—f3
fo—fa
fo+1

Jj1—1
J1—173
J1—Ja
J1+1

o O O o O

C4 — C3

C4 — Cp

J3— i1

0
jz—1

Js — Jja
jz+1
0

C5 — €3

C5 — C4

Ja—Js

Ja+1

do —1 0 0
0 0 0
0 dg —1 0
0 0 ds —1
da +1 0 0
do—ds dg—do2 0
do — ds 0 ds — d2
0 dg+1 0
0 0 ds+1
0 dy —ds ds —dg
g1—1 0 0
g1+1 0 0
g1 —9g4 94— 491 0
91— gs 0 95 — 91
0 0 0
0 gs—1 0
0 0 gs — 1
0 gs+1 0
0 0 g5+ 1
0 94—95 g5 —9a
ki1 —ko ko —Fk1 0
ki1 —1 0 0
k1 +1 0 0
k1 — ks 0 ks — k1
0 ko —1 0
0 ka+1 0
0 ko —ks ks — ko
0 0 0
0 0 ks —1
0 0 ks +1
ny—mng nNg —ni 0
ny —ns 0 ns — ni
ny —1 0 0
ny +1 0 0
0 ng — N3 N3 —ng
0 ng —1 0
0 na +1 0
0 0 ng — 1
0 0 n3 +1
0 0 0
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eg — 1

es —e3
ea+1

es — es

h1—1
h1 — hs
h1+1
hi —hs

o O o o o

l1—12
1 —1
l1—1la
1 +1

ez —1

0
e3 —e2
0
0
ez + 1
e3 —es5

0

h3 — h1

0
hz —1
0
0
hz +1
h3 — hs
0

la — 11

es — 1
0
0
es — e2
0
€5 — €3

es + 1

hs — h1
0
0
hs — 1
0
hs — hs
hs + 1




Choix des paramétres indépendants

Choisissons comme parametres indépendants tous les parameétres intervenant dans les
blocs C' et D, et deux parametres du bloc E par exemple e, et e5, ce qui nous fait au total
8 parameétres. Il nous faut un dernier parameétre qu’on choisit dans les 7 blocs restants.

Nous avons pris le parameétre j; qui fait partie du bloc J.

Contraintes Dynamiques Universelles

Déterminons maintenant les contraintes dynamiques universelles, c’est a dire les ex-
pressions des 21 parameétres restants, en termes des 9 parameétres indépendants cs, ¢4, c5,
do, dy, ds, €9, €5 et ji, en considérant des matrices carrées 10 x 10 obtenues a partir de

la matrice N en sélectionnant 10 de ses 30 colonnes.
Pour déterminer e3 considérons la matrice formée des blocs C', D, E et de la premiére

colonne du bloc F'. Nous obtenons de cette maniére la matrice 10 x 10

0 0 0 do — 1 0 0 ea — 1 0 0 fa—1
cg—1 0 0 0 0 0 0 ez — 1 0 0

0 cg—1 0 0 dy —1 0 0 0 0 0

0 0 cs — 1 0 0 ds — 1 0 0 es — 1 0
c3+1 0 0 do+1 0 0 es —e3 e3— ey 0 fo—fs

0 ca1+1 0 do —dy dg—do 0 ea+1 0 0 fo—fa

0 0 cs+1 doy—ds 0 ds —dy ey —e5 0 es —ey  fo+1
c3—C4 C4—C3 0 0 de+1 0 0 e3+1 0 0
c3 — ¢C5 0 Cc5 — C3 0 0 ds + 1 0 e3 —e5 €5 — €3 0

0 C4—C5 C5—C4 0 dy —ds ds —dy 0 0 es + 1 0

Le déterminant de cette matrice que nous notons |C' DE1 f|, peut se mettre sous la forme
du produit de deux facteurs. L’annulation de 'un des facteurs ne satisfait pas aux exi-
gences de symétre, ceci est une caractéristique générale qui se répete dans la suite.

|CDE1f| = 0 implique alors que

ey — €3 + cye3 — cadaes + does + c3 — cq — do + cady — c3dy + dy — c3e9 — dyes + czdses = 0,
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qui donne la premiére contrainte dynamique

03d462 — Cq4 — dg + C4d2 + C3 + d4 — C3€9 + €o — C3d4 — d4€2

3.39
—C4+C4d2—d2+1 ( )

€3 =

Pour déterminer j3 et js, considérons les deux matrices carrées formées respectivement
des blocs C', D, J et de la colonne 1e pour I'une d’entre-elles et des blocs C, E, J et de la
colonne 1g pour l'autre. Pour chacune des matrices, le déterminant se met sous la forme
de deux facteurs. ’annulation de 'un des facteurs n’est pas conforme aux exigences de

symétrie. Plus précisément, |C'DJ1le| = 0 implique que
CsJ1+j1 —csdagi — csdaji +cadsj1 — ds j1 +ds — c3ds — jz — 53 +dajs — da +c3da +csdajz = 0

d’olt une deuxiéme contrainte dynamique

—c5J1 — J1 + c3daji + csdaji — cadsji + dsji — ds + cads — czda + da

3.40
—C5+d2—1+05d2 ( )

Js =

|CEJ1g| = 0 implique

€5 — 65C4+C465j1 — €5j1 +€2j4 — €2 +€QC4+€2j4C5 —C4€2j1 — 0562j1 —j4 —j4C5 +C5j1 —|—j1 =0

d’ott une troisiéme contrainte dynamique

—e5 + e5C4 — cae5]1 + €571 + Caea)1 + ea — €aCs — C5J1 + Cs€2J1 — 1
C5€2-1-C5+€2 .

ju= (3.41)

Pour déterminer fs, f3 et fy, considérons les matrices (CDF'le), (CEF1d) et (DJF1e).
Chacun des déterminants se présente sous la forme de deux facteurs. En rejetant les

solutions qui ne satisfont pas aux exigences de symétrie, |CDFle| = 0 implique
s —C3+C3fa—cads fatcsds+ds fo—ds—cs fs+da— fo+ fs+csda fs—da fs—csdy = 0, (3.42)

ce qui donne

c3 — facz + facads — c3ds — ds fo + ds — da — c5 + fo + c5ds
—C5 + 1+ C5d2 — d2

fs= (3.43)

64



et [CEF1d| = 0 implique

fi—eafa—csfatcsesfi—es—caesfotesfotcaes— fotcafo—csea+cs—cates =0. (3.44)

En utilisant les expressions de j3 et f3, |DJF'le| = 0 se réduit a

2(ds — 1) (dz — ds) (—J1 + fajics — ¢5 + fa) (ds — 1) (Z - i) ET

ce qui nous fournit une quatriéme contrainte dynamique

Ji+cs
== 3.45
f2 Jics +1 (3.45)

En remplacant f par son expression, (3.45), dans (3.43) et dans (3.44) on obtient une

cinquiéme puis une sixiéme contrainte dynamique

165 — jicsdy — czds +dsjics +ds — dsj1 — jics +c3 — da + 1

fs = — : . (3.46)
(d2 = 1) (jrcs + 1)

€2J1C5 — J1C5 + €2 + €5]J1 — C4 + C4€5 + C4J1 — Ca€5]1 — €5 — J1

(jics +1) (e2 — 1)

fo =

(3.47)

Pour déterminer g¢;, g4 et gs, on considere les matrices (CEG1f), (CFG1h) et (DFG1le).
On calcule dans chaque cas le déterminant, on 1’égalise a zéro et on sélectionne la solution

qui satisfait aux conditions de symétrie. |CEG1f| = 0 donne alors

€9 — C4€ — €3+ C4€3— g1+ C42G1 — C3G1 +C3€20G1 + €371 — C4€3G1 +C394— C3€2G4+ ga— €294 = 0,
(3.48)
d’ou

Cq€3 — C4€3g1 — €3 + €391 + €2 — g1 — C3G1 + C3€2G1 — C4€2 + C4€201
—1—C3+03€2+62 .

9a = (3.49)

En utilisant 'expression de eg, (3.49) peut se mettre sous la forme

cadagi — cag1 — Cada + ¢4 + c3dg + dagy + c3dogr — c3dagr — dy — g1 — c3 + da
(c3+1) (=1 +dy) '

g4 =
(3.50)
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|CFG1h| = 0 admet comme solution

fa—csfatcsfagi+csfogi —c3fags — fags — 391 — g1+ 95 +C395 — C5 f3g1+ fagr — fs+cs fs =0
(3.51)

d’ou

_ Ja—csfatcsfagr +cafagn — f3+ s f3 — c3g1 — g1 — s f391 + f3g

g5 = )
aafotfo—1—c

ou en utilisant les expressions de f, et de f3

gicsdy — c5g1 — Csda + ¢5 — g1 + c3dagr + da + c3ds — c3 + dsg1 — c3dsgr — ds
(cs+1)(—1+dy) ’

95 =
(3.52)
|DFG1le| = 0 donne

da f3g5—ds f3g1—da f391—d5 f3—d2gs+dagi+ f3+ f395— g5+ 91— fa— fag1+ds5 fo+d5 fa1 = 0,
(3.53)
équation qui se simplifie en tenant compte des expressions de g4 et de g5 ((3.50) et (3.52))

en

2(j1—1)(ds — 1)
(c3 +1) (dz — 1)* (c51 + 1)

(65 — C3 — C5d2 + dg + ng5 — d5) (ngggl —C3— (1 + dg) = 0.
(3.54)
Comme on a considéré que les ¢ et les d sont indépendants, seul le dernier facteur dans

le membre de gauche de (3.54) peut s’annuler,

c3dagr — c3 — g1 +dy = 0,

qui nous fournit alors la 7éme contrainte dynamique

C3 — dg
= . 3.55
g1 Cady — 1 ( )

En remplagant g; par son expression (3.55) dans (3.50) et (3.52) on obtient les 8¢me et
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9¢me contraintes dynamiques

C4d2 — Cq4 — ng4 + d4

= — 3.96

9a C3d2 —1 ’ ( )
—C5d2 + C5 + ng5 — d5

= . 3.57

95 ngg —1 ( )

Pour déterminer hy, hy et hs considérons les trois matrices (CDH2j), (FGHle) et
(EGH1f). |CDH2j| = 0 donne

h3—|—C4h3—03d2+d2+04d2h1+03d2h1 —dghg—C4d2h3—d4+63d4—63d4h1+d4h1 —hl —C4h1 = 0,

(3.58)
d’ou
—C4h1 + ngghl — ngg + dz + C4d2h1 + 03d4 — 03d4h1 + d4h1 — d4 — hl
hy = . (3.59)
—cy4 + dg + C4d2 —1
|[FGH1le| =0 et |EGH1f| = 0 donnent respectivement
Jagshs — fags — fagshs + fags + fagahi — fohy + f3hi — f3gal (3.60)

—fagihs — fagahs + fagi + fohs + f3gahs + fagihs — fshs — fagr =0

et

G1—gat+gahs—gihs—ea+eagi+eagahs—eagihs+eagahi —eshi —es3gat+es—ezgahi+ezhy = 0.
(3.61)
En utilisant les expressions de g1, g4 et e3 et celle de h3 en fonction de hy, (3.63), la

relation précédente se simplifie en

(cadg — cqg — 1+ dy — c3dy + c3dz) (cady — ¢4 + dy — do + c3 — c3dy)

(do—1)(ea—1)(1+cq)(c3da — 1) = 0.

(e2 — ¢4 + egcahy — hq)

En appliquant les conditions de symétrie et de self-consistance, (cadz —ca — 1+ da — cada + c3da)

et (cady — cs +ds — do + c3 — c3ds) D€ peuvent s’annuler, et par conséquent

€y — Cq4 + 6204h1 — hl = 0,
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ce qui donne une 10éme contrainte

Cq — €2
h = ———. 3.62
! €2Cq — 1 ( )
En reportant dans I'expression de hz on arrive a la 11éme contrainte dynamique
B — cady — c4 — dyes + c3dy + dy — eac3dy + ea — c3dy — dy + czdses (3.63)
3 —_— . .

(dg - 1) (62C4 - ].)
En remplagant hy et hs par leurs expressions, (3.62) et (3.63), dans (3.60), on obtient

(j1—1)(cadp—c3da+cada—14ds—cs)(d2—ds+cads—c3+cs—csda)
(J1es+1)(c3d2—1)(d2—1)(e2ca—1)

X (65 — C5 — h5 + h5€2€4 + c5eoy — 6465) =0.
Seul le dernier facteur peut s’annuler, ce qui nous fournit la 12éme contrainte dynamique

h5 _ Cs5 — C5€2 + C4€5 — €5 ' (364)
ey — 1

Dans le but d’obtenir ki, ks et ks considérons les matrices (CDK1f), (FHK1d) et
(EHK1f). En égalisant |[CDK1f|, |FHK1d| et |EHK1f| & zéro et en tenant compte

des conditions de symétrie et de self-consistance, on obtient

c3 — c4 + cak1 — k1 + ko — cgko — dak1 + c3dakq + dako — c3daks
+cady — c3dy — cadoky + c3doky =0, (3.65)

f3hska + fshs — fahs — fahsko — fahika — fsh1 — fak1 + fahsk:
— fahsky + fok1 + faks 4 fahiks + fahsks — foks + fah1 — fahsks =0, (3.66)

egka + e3 + eshika + eghy + hika + hy — k1 + ko — e2 — eaky — hg
—hsgki — eghs — eshskr = 0. (367)

L’équation (3.65) permet d’exprimer ks

—Cq4 +C3+ C4]€1 — kl — C4d2k’1 + nggkl — d4k‘1 + 63d4]€1 + C4d2 — ngQ

3.68
—1+03—d4—|—63d4 ( )

ky =
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L’équation (3.67) donne, en tenant compte des expressions de ez (3.39), hy (3.62), hg
(3.63), ainsi que celle de ky en fonction de kq, (3.68),

2(e2+1)(c3—ca)
(e2ca—1)(14+da)(—14c3)

(63d462k1 + c3eo — C3 — 03d4/€1 — €y — d462k1 — C4d2 + d4l€1 + dg
—C4k1 — dgkl + C4d2k‘1 +cq4 + k’l) =0.

Les conditions de self-consistance et de symétrie ne permettent pas au ler et au 2éme
facteur de s’annuler. Il s’ensuit que c’est le dernier facteur qui doit obligatoirement s’an-

nuler
C3d462k1 +03€2—63—63d4/€1—62—d462/€1—C4d2—|—d4k1 +d2—C4]€1—d2k1+C4d2k1+C4+k1 = 0,

ce qui permet de tirer la 13éme contrainte dynamique

—oy— dy — c4d
kl _ C3€2 C3 €y + Cc4 + do Cyq09 ‘ (369)
63d462 — 63d4 — d4€2 + d4 — Cq4 — d2 + C4d2 +1

En reportant dans (3.68), on obtient la 14éme contrainte

—ngg + 6203d2 — 6204d2 — €3 + €2C4 + dg
by = — , (3.70)
C3d462 — 63d4 — d462 + d4 — C4 — dQ + C4d2 +1

Reportons les expressions de ki, (3.69), et ko, (3.70), dans (3.66), et remplagons f, f3,
fa, h1, hs et hs par leurs expressions respectives, (3.45), (3.46), (3.47), (3.62), (3.63) et
(3.64). Nous obtenons

(kscadaeg + cadse — kscady — c3ds — ksdaea — dsen

+ksdy + ds 4 daes — ksda + ks — dacses — es — kscq + kscads + caes)

l—cates—escytds—cgds—dsestcsdses—2dp+cadatcada—eacadatescads)(ji—1)(csea—caestca—eates—cs) _ 0

(
X (j105+1)(62—1)(—1+d2)(6264—1)(63d462—C3d4—d462+d4—C4—d2+C4d2+1)
(3.71)

En vertu de la condition de self-consistance, seul le premier facteur peut s’annuler,

kscadyes + cadses — kscady — cads — ksdyes — dsea + ksdy + ds + daes (3 72)
—k‘5d2 + k5 — d204€5 — €5 — k‘5C4 + k564d2 + cue5 = 0,
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ce qui donne la 15éme contrainte dynamique

b — _03d562 — 03d5 — d5€2 + d5 + d2€5 - d264€5 — €5 + C4€5 (3 73)
5T C3d462 — 63d4 — d4€2 + d4 — Cq — d2 + C4d2 +1 ' ’

Pour la détermination de [y, ls et Iy, considérons les matrices (CDLle), (CFL3k) et
(EGL1f). En calculant pour chacune des matrices le déterminant, en 1’égalisant & zéro

et en tenant compte des deux conditions de symétrie et de self-consistance, on obtient

C5l1 — Cs + C3 — 03l2 + 03d5l1 — 03d5l2 + nggll — ngQ + C5d2 — C5d2l1

(3.74)
—l1 4+ ly — dsly + dsly =0,
csdogi + licsji — licsdagn — g1 — Lids g1 + licsds g — j1 +da — c3 + 1y (3.75)
+e3g1 +dsly —doly =0
et
—c3dsly — e3gsly — esly + eagsly + eals + e3gsly + esgals — esgils — €394 (3.76)
+esly + e3g1 — eagsli — es5gala + €594 — esg1 — ealy +esgila = 0.
La premiére relation permet de tirer /5 en fonction de [,
C5l1 — Cp + C3 — C3d2 + ng5ll — C5d2l1 + nggll —+ C5d2 — ll — d5l1
ly = ) (3.77)
03+03d5—1—d5
La deuxiéme relation permet d’obtenir la 16éme contrainte
Do — i — i L
I = C52)1 — J1 — C5J1 — C3 + C3)1 + a2 (3.78)

~ csji + cadsji — dsji + 1 — esdagy + ds — da — cads”
En remplagant dans I'expression de [y, (3.77), on obtient alors la 17éme contrainte

I — J1dacs — c3dy — ¢5 — j1 + ¢sday + da (3.79)
9= —— - , : . )
csj1 + c3dsji — dsji + 1 — csdajy + ds — da — cads

De la relation (3.76), on tire une expression pour Iy

L — esgila — e3gsli — e3gala + e3gs — e3ly — e3g1 + eagsly + esg4la — esgs + €591 + ealy — esgilo
4 — .
—e3gs —e3 + €295 + €2

(3.80)
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En remplacant [ et [y par leurs expressions (3.78) et (3.79) dans (3.80), et également eg,
g1, ga €t gs par leurs expressions, (3.39), (3.55), (3.50) et (3.52), on aboutit a la 18¢me
contrainte

da(ca—1)(e2—1)(j1 — 1)+ (1 —d2) ((ca —1)(es —1)(j1 —1) —cs(e2 —1) (j1 — 1) — (L +¢5) (e2 — 1))
(1—e2)(j1(cs +1) (1 —d2) +ds (1 —c3) (1 —j1) + (1 —d2) (1 — 1)) '

Iy =

(3.81)
Pour la détermination de ny, ng et ns, considérons les matrices (CDNle), (DJN1e) et
(EJN3d). En calculant pour chaque matrice le déterminant correspondant, en 1’égalisant

a zéro et en tenant compte de la condition de symétrie, on arrive aux relations

cadans — can3 + cany — cadang + csng — csdans — dsng + dsng + czdsna

—cgdsng + dang — dyny — csny — cgdgng + cgdgny + csdany =0, (382)

dsjing + dsji1 — dajine — daj1 + dsjans + dsng — dajans — dans — dsjang
—dsjang — dsjz — dsny + dajang + dajs + dong + dgjzna =0, (3.83)

— €274 — Ja — Jana + e2jan1 + e5 + e5j1 + e5jing — esn1 — e5j4n — €5j4ni

441 —ea + jing +eany = 0. (3.84)

Utilisons la premiére relation pour tirer n3 en fonction de n; et no

n (can1 — csny — dany + danz + dsny — dsng — cadang + c3dany + dacsny — cadane — czdsny + c3dsna)
3= )
¢4 — 5 — cada + dacs
(3.85)

Reportons dans la deuxiéme relation (3.83). On obtient alors une relation que dépend

seulement de n; et ny, qui peut se mettre sous la forme

caJ1 — ¢5J1 — 43 + ¢5J3 — dany + dang + dsny — dsng — cadaji + dacsji + cadajs
—dacsjs + c3dany — cgdang — csdsny + c3dsng + cajing — csjing — cajsng — dajany
+dajang + c5j3ng + dsjany — dsjang — cadajing + czdajany

+dacsjing — czdajang + cadajzng

—dacsjang — cadsjany

+03d5j4n2 =0.
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En faisant usage des I'expressions de j; et js3, et en tenant compte de la condition de

self-consistance on arrive a

cqg — 5 — Ny + ng — eacq + eacs5 + 2eany — 2eang — €Ny + €N — C4J1 + C5J1 + cang
—c5ny — Jing + Jing + €2C4J1 — €2C5]1 — €2C4n1 + e2¢5n1 + €5C4N1 — e5C4n2
+e5j1n1 — esjing — c4jine — csjiny + 2¢5j1n2 + eacajing

+eacsjiny — 2e2¢5J1M2 — €5C4J1M1

+escajine =0,

ce qui permet d’obtenir n; en fonction de ns

ny = (_]1 — 1) (62 — 1) (C4 — 65) —n2 (262 —e5 —c4 + 6564) — 2j1n2cs (62 — 1) + J1in2 ((24 — 1) (65 — 1) + no
—2e2 +e5 + ¢5 + j1 + eacq —eacs —escq — e5)1 + c51 — €2¢4j1 — e2¢571 + escajy + 1
(3.86)
En remplagant dans (3.84) j4 par son expression, (3.41), puis en remplagant n; par son

expression en terme de ny, (3.86), nous aboutissons a

(e5 — e2)
€275~ J1+mn2 —e2cs +eacs — eang + esna + €acqj1 — e5can2 — e5jin2 + C5Jin2 — €2C5j1n2 + e5c4j1n2
(s +1)(e2—1)

=0.

En utilisant la condition de self-consistance, seul le dernier facteur peut s’annuler

e2—C5—J1+Na—eacs+eacs—eangtesna+eacsji—escana—esjine+csjine—eacsjinatescajine = 0,

d’ou on tire I'expression de la 19¢éme contrainte

C4€2J1 — C4€2 — J1 + €3 — C5 + €3C5

Ng = — : - : : . (3.87)
—eg — C5€2]1 — €5C4 + Cae5]1 + 1 — €551 + 51 + €5
En reportant dans I'expression de ny, on obtient la 20éme contrainte
—cC4 — J1 + C4J1 + Cc5€971 + €9 — C5J
Ny = — 4— J1 4J1 5€2J1 2 5.]1 (3.88)

—ey — C5eaj1 — €5Ca + caesji + 1 — esji +csji +oes
Puis en substituant & n; et ny leurs expressions (3.88) et (3.87) dans 'expression de nj
(3.85), on arrive a la 21éme contrainte dynamique universelle

(e2=1)((ea3—1)(da—ds)(J1 — D) +ji(cs —1)(d2—1)+(d2 —1) 1+ 1)) + (ca = 1) (d2 — 1) (j1 — 1)‘

" (1—da) (1—e2) (1+coj1) +es (1—ca) (1 —da) (1— 1)

(3.89)
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Les 21 contraintes dynamiques universelles du systéme a 5 corps sont

f2=

fs =

fa=

g4 =

hy =

hy =

hs =

Ja=

ko =

ks =

L=

ny =

ng =

n3 =

cgdaey — c3dy — c3ep +c3 — daeg +dy +cady —do + €2 — ¢4
(1—64) (1—d2) ’

¢+ 1

1+ jics’

Jics — csdaji — c3ds + jicsds + c3 — dsj1 — c3j1 — do +ds + 1
(1—d2) (1+j1C5) ’

Jicaes — Cs€2J1 + €4 —e5cq — Caj1 — €551 + J165 —ea +e5 + 1
(1 —e2) (14 j1c5)

)

C3 — dg

ngg — 1’

cady — c3dy —cq + dy
1-— ngg ’

dacs — c3ds — 5 + ds
1-— ngQ ’

€2 — C4

1—cheq’

C4d2 —cC4 + ngg +eo + d4 — 63€2d2 — ng4 + ng4€2 — d462 — dg
(1 — d2) (1 — 0462) ’

C5€9 — Cq€5 — C5 + €5

)

1-— Cq€9

c3dsj1 — czdaji — csds + c3da + j1 + ¢5j1 — ¢sdaji — dsji +ds — da
14+ c¢5 —dy — dsocs ’

jl +j105 — 65j1 + C465j1 — C462j1 — C562j1 — C4€5 + €5 — €2 + Cy€9
14+ c5 —es —cser

)

c3 — ¢4 — do + €9 — c3€9 + cado
1—cq —dy+ dg — c3dy + cady — dges + czdges’

ex — do + c3dy — caes — cadaen + cadoes
1-— Cq — d2 —+ d4 — 63d4 + C4d2 — d4€2 + 63d4€27

€5 — d5 + 03d5 — C4€5 — d2€5 + d5€2 — C3d562 + C4d2€5
1—cqy —ds+dy — c3dy + cqds — dyea + csdyes

c3 —da + j1 — c3J1 + ¢c5j1 — csdaji
1 —dy + ds — c3ds + c5j1 — dsj1 + c3dsji — csdajn’

cs —da + j1 + c3da — csda — cadajy
1 —dy +ds — cads + 551 — dsj1 + csdsji — csdaji’

dy(ca—1)(e2—1)(j1 = 1)+ (1 —d2)((ca—1)(es —1)(j1 —1) —c5(e2—1) (j1 —1) — (L +¢5) (e2 — 1))

(1—e2)(J1(es +1) (1 —d2) +ds (1 —c3) (1 —j1) + (1 —d2) (1 — j1))

c4 —e2 + j1 — c4J1 + C5j1 — C5€2]1
1—e2+es5 —caes +c5j1 — es5j1 + caesfi — cseaji’

cs —e2 + j1 +caez — csea — cae2]1
. . . . 9
1 —e2 +e5 —caes +c551 —e5j1 + caesj1 — cseai

)

(2= (a3 =1 (da—ds) (1 —D+ji(es —D(d2—1)+(d2—1)A+a)+(ca—1)(d2—-1) (1 —1)

(]. — d2) (1 —62) (l+05j1) + es (l —64) (]. — d2) (1 —jl)
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3.5 Comment le cas N =5 peut servir a retrouver le

cas N =4

Le systéme a cinq corps peut étre considéré comme un systéme a quatre corps, les
particules 1, 2, 3 et 4 par exemple, auquel on a adjoint une particule supplémentaire, la
particule 5. Les parameétre cs, ¢4, ds, dy, €2 et e3 jouent les mémes roles pour les deux
systémes. Les parameétres fi, fi, g1, g3, h1 et hs du cas a quatre corps correspondent
respectivement aux parametres g1, g4, h1, hs3, k1 et ky du cas & cinq corps, tandis que les
parametres restants du cas a cing corps n’ont pas de correspondants dans le cas & quatre
corps.

Nous allons essayer de retrouver les 7 contraintes dynamiques universelles du cas a
quatre corps a partir des 21 contraintes du cas a cinq corps obtenues précédemment. Pour
cela, il faut combiner les 21 contraintes du cas a cing corps pour en tirer le plus grand
nombre de relations impliquant uniquement les paramétres qui ont des correspondants
dans le cas a quatre corps, a savoir csz, ¢4, do, dg, €3, €3, g1, Ga, h1, hs, k1 et ky. Ces

relations ne sont rien d’autre que les relations donnant es, g1, g4, b1, hs, k1 et ko :

ng4€2 — Cq4 — dg + C4d2 +c3 + d4 — C3€g + €9 — C3d4 - d4€2

@ = —C4 + C4d2 — dg +1 ’
3= do
qa = —63d2 R
- Cady — ¢4 — C3dy + dy
g4 = — Cady — 1 )
Cq — €
hy = p— (3.91)
h _ C4d2 — Cq4 — d4€2 + ngg + d4 — 6203d2 + eg — ng4 — dg + ng4€2
’ (dy — 1) (eacq — 1) ’
b= c3ey — C3 — €3 + €4 + dy — cqds
C3d462 — C3d4 — d462 + d4 — Cq — dg + C4d2 + 1,
]{‘2 _ —ngg + 6203d2 — 6264d2 — €3+ €2¢4 + d2

_03d4€2 — 03d4 — d4€2 + d4 — C4 — d2 + C4d2 +1 '

En remplacant g; par fi, g4 par f4, hy par g1, hg par g3, k1 par hy et ky par ho, on retrouve

les sept contraintes dynamiques universelles du systéme a quatre corps (3.36).
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3.6 Adaptation de la technique lorsque le systéme
posséde des symétries

Lorsque le systéme ne posséde pas de symétries particuliéres, la totalité les contraintes
dynamiques universelles ne peuvent étre obtenues que par le calcul. Si par contre le
systéme possede des propriétés de symétrie, par exemple si des masses sont égales avec
des interactions a deux corps ne dépendant que des masses des particules, alors tout
ou une partie des contraintes dynamiques universelles est obtenue par des arguments de
symétrie. Pour étre plus précis, les arguments de symétrie seuls permettent d’accéder a
toutes les contraintes dynamiques universelles dans le cas des configurations avec une ou
deux masses distinctes. Dans le cas de configurations avec trois masses distinctes et plus
les arguments de symétrie permettent d’accéder a une partie des contraintes dynamiques
universelles. Le reste de celles-ci sont alors & déterminer par le calcul aprés avoir tenu
compte des symétries du probleme. On détermine les a;; indépendants, les b, indépendants
et les parametres x;;, également indépendants compte tenu des symétries du probléme.
En identifiant le terme d’énergie cinétique avec la décomposition qui est a la base de la
borne inférieure optimisée, on obtient un systéme d’équations linéaires avec les a;; et les
br comme inconnues et les x;;; comme parametres. On peut utiliser un certain nombre
d’équations, autant qu’il y a de b, indépendants, pour éliminer les by, en faveur des a;; et
des parameétres x;; ;. On obtient ainsi un systéme d’équations linéaires au nombre des a;;
avec les a;; comme inconnues et les x;;; comme parametres, systéme qui peut étre écrit

sous forme matricielle comme

DA = C,

ot D est une matrice carrée dont le nombre de lignes est égale au nombre des a;; indé-
pendants, A est une matrice unicolonne des a;; et C est une matrice unicolonne, ayant
le méme nombre de lignes que la matrice A. Le systéeme d’équations permet en prin-
cipe de déterminer les a;; en termes des paramétres x;;,. En principe seulement, car
la détermination de linverse de la matrice D n’est pas toujours aisée. Pour calculer les
contraintes dynamiques universelles on généralise la méthode décrite précédemment. On
commence par dériver la colonne de la matrice D par rapport a un x;; (il existe une et

seule colonne de D qui dépend d’un parameétre x;; ), on répéte la procédure pour chacun
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des parameétres z;;;. On organise les colonnes ainsi obtenues sous forme d’'une matrice
rectangulaire qu’on notera pour des raisons évidentes M dont le nombre de lignes est
le nombre des a;; indépendants et le nombre de colonnes est le nombre des parameétres
x5, indépendants. Pour Obtenir les Contraintes Dynamiques Universelles, on impose a
la matrice M d’étre de rang égal au nombre des a;; indépendants moins un. Il s’ensuit
que le nombre de Contraintes Dynamiques Universelles est la différence du nombre des
x;;, indépendants et du nombre des a;; indépendants plus un. Ceci signifie en particulier
qu’il n’y a pas de Contraintes Dynamiques Universelles lorsque le nombre des a;; indé-
pendants dépasse celui des z;;; indépendants. Illustrons cette procédure sur quelques

exemples simples.

3.6.1 Systéme a 4 corps avec trois masses distinctes

Il n’existe qu’'une seule configuration de ce type, a savoir (mq, my, ms, my).

Nous avons
1 1 1 1
T —2 —2 —2 —2
2m1p1+2m1p2+2m3p3+2m4p4
= W P1+b1Da+b3D3+bapa)(D1+ P2t Da+ Da)

Q12

+T(7 —P2)?

a13 ,—s — 9
+I(p1 Pas+daPo+diDs)

a
+f(71 Pitepatesps)’

a
"‘%(72 Pa+dap1+dipa)?

a
"’%4(72 Dateprtesps)’

a
+%(?3 Pat+thipr+hip) (3.92)

Les contraintes dynamiques résultant de la symétrie sont
03264:0, flzdg, f4:d4, gir = €2, €3 = (3 et hlzhg.
En identifiant les deux membres de (3.92) on obtient un systéme de 7 équations a 7

inconnues ais, a13, a14, G34, b1, b3 €t by. En éliminant by, b3 et by on obtient un systéme
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de 4 équations a 4 inconnues

Q12 —

mi
Q14 ﬁ + ﬁ
asa ﬁ + ﬁ
avec
4 2 2 2
<d2 - 1) 2 (62 — 1) 0
s_1f1 (ds +1)* + 4 (e3 —e3)” + (e3—1)° (hy — 1)
11 (dy—do)* + (dy — 1) (e2+1)* +4 (hy 4+ 1)?
0 2(dg +1)° 2(e5+1) 4

En appliquant la procédure décrite ci-dessus on obtient la matrice 4x5 M

2(dy—1) 0 2 (g — 1) 0 0
N - L (d2 +1) 0 (e2—e3) (2e5—es—1) (hy—1)
2 (dy—dy) 2di—dy—1) (ex+1) 0 (hi +1)

0 2(dq +1) 0 2 (e + 1) 0

En imposant & M d’étre de rang 3 au plus, on obtient deux contraintes, a savoir :

on — 62—d2+d4—€2d4
3 — 1—d2 )
ey — dy

1—dy+dy—eady

hy =

On peut remarquer que le parametre d, joue le role du parameétre cs dans le cas a trois
corps, le paramétre es joue le role du parameétre dy et le paramétre hy joue le role du
parametre e;. Les deux autres parametres ds et es n’ayant pas de correspondants dans le
cas a trois corps.

Notons les parameétres ds et e par x et y respectivement

x:i=dy, Y:= ey,

7



et réappelons dy, e3 et hy par cs3, dy et e respectivement. Les deux contraintes dynamiques
obtenues ci-dessus peuvent alors se réécrire comme

Y —x+c3—Yycs o — Yy—x
’ 1_1—x+03—yc3'

dy =

1—2z

On peut utiliser la premiére relation pour tirer x, par exemple, en termes des autres

parametres
y+c3—dy—ycs
T = .
1—dy

En reportant dans la deuxiéme relation, on obtient

c3 — do

€1 = ————
03d2—1’

qui n’est rien d’autre que 'unique Contrainte Dynamique Universelle du systéme a trois

corps.

3.6.2 Systéme a 5 corps avec trois masses distinctes

Deux configurations sont possibles (my,mi, mi,my, ms) €t (my, my, ms, ms, ms). Considé-

rons & tour de role les deux configurations précédentes.

Configuration (my, my, my, mg, ms)

Nous avons
TO = 3P+ g D3+ oy D3+ gy PA+ 3 P 3
= i P1+biPo+b1Ps+bapa+bsps)(Pr+ Do+ Ps+ Pat Ds)

+42(P1— P22+ 492(P1—P3)?+U(P1—Pateprtepstesps)?
+U5 (P — P54 oD+ foPs+ faPa)?+ 492(P2— P3)?
+U4(Pa—Pateap1+eaP3+hsps)
+45(Po—TPs+ P14+ Lo D3+ faDa)?
+U(Ps—PateaP1+eaPa+hsps)
+U(P3— P+ foP1+ fo P2+ faD4)?
+U(Py—Ps+mP1+mpa+nips)’

(3.93)
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La symétrie du probléeme implique que

by = by = Ds,

c3 = c4=c5=0,

dy = dy=d5;=0,

G = 9a=95=0, (3.94)
ea = e3=ky =ko=hy = hs,

fo = fa=h=Jgs=0L=l,

hs = ks = es,
jﬁ — j4:: h
ny = N9 = N3.

On a 4 a;; indépendants, 3 by, indépendants et 5 parameétres indépendants ep, e3, fa, fa
et ni. L’identification du terme de I’énergie cinétique avec sa décomposition nous fournit
un systéme linéaire de 7 équations a 7 inconnues : les a;; et les by, avec 5 paramétres.
En éliminant les b en faveur des a;;, on obtient un systéme linéaire de 4 équations a 4

inconnues les a;;, avec toujours 5 parametres

2
Do | ™ f=| m T
Q15 ,21 m%
Q45 m% + m%
avec
3 (€2 — 1)? (f2—1)° 0
5_ |2 2 (3 + € + 2e3) (L+2/2+3f2 = 4fsfo—2fs) (n1—1)°
2 (14 2e2+ 3e2 — deseq — 2e5) 23+ f2+42f9) (ny +1)°
0 3(es +1)° 3(fs+1)° 4
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En appliquant la procédure décrite ci-dessus on obtient la matrice 4x5 M

2 (e5 — 1) 0 2(fy—1) 0 0
T dey + 4 0 Afy —4Afy (6fs—4fa—2) 2(ng—1)
dey — des (6es —deg —2)  Afy 44 0 2(n1+1)

0 3(es +1) 0 6(fa+1) 0

En imposant a M d’étre de rang 3 au plus, on obtient deux contraintes dynamiques, a

Savoir :

ey — €5 — J1 + €51

f4 = )
62—1
ey — J1

62—654—65]'1—1.

Les parameétres es, f4 et ny correspondent respectivement aux parameétres cs, do et e; dans

le cas a trois corps, les parameétres e; et fo n’ayant pas de correspondants. En notant

Yy =ey, T:=fo

et en réappelant es, f4, et ny; c3, do et e; respectivement, les deux contraintes ci-dessus

peuvent étre réécrites comme :

Yy —cC3— T+ Cc3x
d2 - ’
y—1
y—
y—cg+czx—1

€1 =

La premiére relation permet d’exprimer par exemple x en fonction de vy, c3, et ds
p

Yy — c3 + dy — yds
1—03 .

En reportant dans la deuxiéme relation, on retrouve la contrainte dynamique a trois corps

o1 — Cg—dQ
! ngg—l.
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Configuration (my, my, mg, ms, ms)

La décomposition du terme d’énergie cinétique se réduit dans ce cas a :

TG) — L?% 4+ 1 7% + L?g + L?i 4 L?g

2mq 2ms 2ms 2ms

= WP 1+01Po+b3Da+b3Pa+bsD5)(P1+ Pat Da+ Pat Ds)

+U2(Py = Do)+ B (P — P+ daPat+diPatdsps)
+8(P—PatepartesPstesps)’

+U (P = D5+ fa Dot fs Vs + fa D) (3.95)
+(Py— P+ @ D1+ 9 Pa+ g5 D)’

+%(ﬁ2 — Pa+hpi+hsps+ h575)2

+95 (P — P+ 1 P13 P s+ japa)?

+9 (P — Pa)’ + L (Ps— Ps+hpr+Lpatlps)’

+e (7

4 — ?5 + nl?l + 712?2 + 71373)2-

~|

La symétrie du probleme implique

by = ba, b3 =0y,

c3 = c4=c5=0,

ki = ko=k;=0,

es = ga=ds=hs,

fs = Ja=Js=Ja (3.96)
G = hi=ex=dy,

hs = €5=d5=957

li = ly=mn; =ny,
f2 = jl;
l4 = nNs.

et

Q13 = Q23 = A14 = A24, Q15 = A25, A35 = A45.

On a donc 3 b indépendants, 5 a;; indépendants et 7 parametres indépendants da, da,

d57 f27 f37 ll et l4-
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L’identification du terme d’énergie cinétique et de sa décomposition nous fournit un
systéme linéaire de 8 équations a 8 inconnues, avec 7 parameétres. L’élimination des by
nous ameéne a un systéme linéaire de 5 équations & 5 inconnues avec toujours le méme

nombre de parametres

ai2 m
1 1
ai3 2m1 + 2ms
D x = L L
a1s 2m1 + 2ms
1 1
(34 2ms + 2may
1 1
ass 2ms + 2ms
avec
4 4d2 — 8dy + 4 2f2 —4fs +2 0 0
2 2
. 1 2d3 —2dads +2dp +2d] —2ds +6  f§ —2fafs+2f5 —2fs+1 1 20§ —2hls -2l +15+1
15:Z 1 2d2 — 4dads + 4d% — 4ds + 2 f242f2+5 0 203 + 4l +2
0 4d2 + 8ds +4 0 4 202 — 41y +2
0 2d3 — 4dads + 4d2 + 4ds + 2 2f3 4+ 4f3 +2 1 34204 +5

La matrice M correspondante, qui est une matrice 5x7, est donnée par

Ady — 4 0 0 2fy — 2 0 0 0
2dy —ds+1 2dy—dy —1 0 fo—fz 2fz—fo—1 201 —ls—1 Iy—1

M=2]| 2d,— 2ds 0 Ads —2dy —2  fo+1 0 20y + 2 0
0 Ady +4 0 0 0 0 2y — 2
0 9y —2ds  4ds—2di+2 0 2fs + 2 0 I+ 1

En imposant a M d’étre de rang 4 au plus, on obtient trois contraintes, a savoir :

dy —ds — fo +ds f2

f3 = dg-l ’

I dy — fo

' dy —ds +dsfy = 1’

L — —ds +dy +dy — fo+dsfa— dafs
4 .

dg—d5+d5f2—1

ds, fs et [; jouent respectivement les roles de c3, dy et e; du cas a trois corps. Les
parametres ds, dy, fo et [4 n’ont pas de correspondants. Notons ds, dy, fo et Iy x, vy, 2

et w et réappelons ds, f3 et [; respectivement c3, ds et e;. Les contraintes précédentes se
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réécrivent alors comme

r—c3— 2+ cCc32

dy = ,
2 rz—1
T —z
€1 = )
T—c3+czz—1
w —Cc3t+x+y—2z2+c3z— Yz

rT—c3+czz—1

La premiére relation peut servir & exprimer = en termes de c3, ds et z

En remplacant dans la deuxiéme équation x par son expression, on obtient

c3 — dsy

= ngg -1

qui n’est rient d’autre que 'unique contrainte dynamique du cas a trois corps.

3.6.3 Systéme a 5 corps avec quatre masses distinctes

La seule configuration possible est (2111) := (mq, my, mg, mg, ms). La décomposition

de I’énergie cinétique se réduit dans ce cas a :

TO = S-Pit g Dot om Vit o Pitom Ph
= (W P1+bi P+ bsPs+bspa+bsps) (P14 Pat+ Ps+ Dat Ds)
+%(?1 —P2)+ %(?1 —Pa+doaPort+dips+dsps)?
FUL(P ) — PateaPrtespstesps)
+‘%(ﬁl — D5+ L2 Do+ [3Ps+ fiD )
+<%3(?2 — P+ pi1+dipa+dsps)? (3.97)
FUL(P Y — Pat e Pitespstesps)’
+%(?2 — D5+ D1+ [5Ps+ fipa)?
+84(Py — Pat+ ki Pr+ kP2t ksps)?
+U8(Ps— Ps+hpr+hpa+lps)’
+U(Py— Ps+mP1+mpa+nsps)
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La symétrie du probléme implique 4 by, 7 a;; et 15 parametres indépendants z;; . L’iden-
tification du terme d’énergie cinétique avec sa décomposition donne 11 équations a 11
inconnues, les quatre b et les sept a, avec 15 paramétres. En éliminant les b entre ces
équations nous nous retrouvons avec un systéme linéaire de 7 équation & 7 inconnues les

a, avec 15 parametres

Q12 P

mi
a3 Wll + ﬁ
Q14 %11 + ﬁ
Dx | a5 = ﬁ + ﬁ
a4 ﬁ + ﬁ
ass ﬁ + ﬁ
Q45 ﬁ + ﬁ
avec
4 2 (dy — 1)° 2(e2 — 1)° 2(f2—1)°
1 (2dz + d3 +5) (es— 1) +(es—ea)” (fs— 1)+ (fs— fo)*
. 1 1 (dy —1)°+(dy — dy)? (2e2 + €3 +5) (fa— 12+ (fs— f2)?
D = | 1 (d5-1)°+(ds—da)* (e5—1)"+(es —e2)’ (2f2+ f3 +5)
0 2(dy +1)° 2(e3+1)° 2(fs — fa)?
0 2(ds + 1)° 2(e5 — e5)” 2(f3+1)°
0 2(dy — ds)° 2 (e5 +1)° 2(f1+1)°
0 0 0
(k=17 (L=1)° (m —na)
(k1 + 12 (I —1)° (ni—1)
(k1 — k) (L+1)° (g +1)°
1 (la—1)2  (ng—1)
(ks — 1)° 1 (n3 + 1)
(ks +1)*  (la+1)° 1
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On en déduit I'expression de la matrice 7x15 M

2dy — 2 0 0 2e9 — 2 0 0
do+1 0 0 eo —e3 2e3 —eg— 1 0
do—dy 2dg—do—1 0 es+1 0 0
M = % dy — ds 0 25 —dy—1 ey —e5 0 2e5 — e5 — 1
0 2ds +2 0 0 2e3 42 0
0 0 2ds + 2 0 2e3 — 2e; 2e5 — 2e3
0 2dy — 2ds 2d5 — 2dy 0 0 2e5 + 2
0 0 0 0 0 0 0
2f3—fa—1 0 ki —1 0 Ii—1 0 ny — ns
0 2fs—fo—1 ki+1 0 lh—ly la—1l ni—1
0 0 ki—ks ks—ki L+1 0 ny+1
2f3 —2fy 2fy —2f3 0 0 0 ls—1 0
2f3 +2 0 0 ks — 1 0 0 0
0 2fa+2 0 ks +1 0 ls+1 0

2fa — 2
Jfo—fs
Jo—Ja
fa+1

0

0

0

0
nsg —nj
0
0
ng — 1
ng +1
0

En imposant a M d’étre de rang 6 au plus, on obtient 9 relations entre les parameétres

d27 d47 d57 €2, €3, €5, f27 f37 f47 kl? kfn ll? l47 d57 ni et ns

_62—d2+d4—€2d4

€3 1 —d2 )
f :ds—d2+f2—d5f2
3 1 —dz ’
o 65—62+f2—65f2
=0T
— ey
L . €9 —dg
! 71—d2+d4—62d4’
i 65— d5 + €2d5 — 65d2
5o 1—d2+d4—€2d4
L h-d
LTl dy+ds —dsfo’
L, — ey —es5 +dy — fo — eady — eady + esdy + €5 fo + dafo — dafo + eadsfo — esdafo
4 €9 + dz — d5 — €2d2 + €2d5 + d5f2 — €2d5f2 -1 ’
- f2 — €2
! 1—€2+€5—65f2’
— ey +dy — ds — fo — eady — eady + eads + dafo — dafs + ds fo + eadsfo — eads fo

€9 — €5 + d2 — €2d2 + €5d2 + €5f2 — €5d2f2 -1
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Les parametres dy, ds, es, es, f3, fa, k1, ks, 11, l4, n1 et n3 correspondent respectivement

aux parametres cs, ¢4, da, dy, €2, €3, f1, f1, 91, g3, h1, et hy dans le cas & 4 corps. Ceci d’une
) X\ ) N

part. D’autre part, les parameétres ds, e et f n’ont pas de correspondants a quatre corps.

Réappelons ds, ey et fo respectivement x, y et z et faisons le changement de notation

relative & la correspondence entre les cas & cinq et & quatre corps. Par exemple dy — c3,

ds — ¢4, etc... Les 9 contraintes précédentes prennent alors la forme

Y — T+ C3 — Ycs

dy = ,
2 1—2
T —C4— 2+ cyz
€y = 5
z—1
y—dy— 2+ dyz
€3 = y
y—1
_ r—y
fl_x—c;;—i—yc;;—l’
dy — ¢4 +ycqg — dyx
Ja=—
xr—c3+ycg—1
B T —z
gliaz—c4—|—04z—1’
Cy—dytc3—z—yr—ycz+dyr +dyz + 12 — 32 +yczz — dywz
9 Y+ T —cqg —yxr +ycy +caz —ycgz — 1 ’
y—2z
hy = ,
! y—dg+dsz—1
h Y+C3—C — 22— YT —YC3 + YCq + T2 — C32 + C42 + YC32 — Ycyz
9 = .

Yy—dy+x—yxr+dyx + dyz — dyrz — 1

On peut utiliser la premiére relation pour tirer y en fonction de x et la deuxiéme relation

pour tirer z en fonction de x. On obtient

ZE—C3+d2—$d2
1—63
T+ e —Cq4 — XEo

1—04

En injectant dans les 7 relations restantes, on obtient les 7 contraintes dynamiques du
systéme a 4 corps (3.36).

Il est clair d’apres les exemples précédents qu’il existe un lien entre les contraintes
dynamiques universelles pour des systémes avec des nombres de corps différents pourvu

que les mémes masses sont impliquées dans tous les cas. Ici, cette relation nous a permis
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de retrouver les contraintes dynamiques universelles dans le sens du compliqué au simple.
Ce qui est plus intéressant c’est évidemment d’utiliser ce lien dans le sens inverse, c’est
a dire de déterminer au moins une partie des contraintes dynamiques universelles d’un
systéme a partir de la connaissance de celles d'un systéme plus simple. Ce travail sera

exposé au chapitre suivant.

87



Chapitre 4

Les Contraintes Dynamiques

Universelles pour N > 5

4.1 Comptage du nombre de contraintes dynamiques
universelles

Lorsque la borne inférieure optimisée est atteinte, les valeurs correspondantes des

parametres variationnels z;;, sont tels que

a N
Z ED]a,,) = 0.

8$ij,k peg=1

On a montré au chapitre 3 que cette condition est équivalente & imposer a la matrice M
d’étre de rang C'y — Ly + 1 au plus.

Nous supposerons dans tout ce qui suit que les interactions ne détruisent pas la sy-
métrie du terme d’énergie cinétique. Il est facile de voir que cette condition revient &
supposer une interaction a deux corps ne dépendant que des masses des deux particules
impliquées.

On peut montrer que le nombre de contraintes dynamiques universelles autres que
celles déduites par des arguments de symétrie est égal au nombre des z;;; indépendants
diminué du nombre des a;; indépendants et augmenté d’une unité.

Considérons un systéme de N particules avec n masses distinctes. Dénotons par rq

le nombre de particules de masse mq, par ro le nombre de particules de masse mo,...,
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par 7, le nombre de particules de masse m,,. Nous avons r| + ro + ... + r, = N. Nous
parlerons d’amas n°1 pour les r; particules de masse my, d’amas n°2 pour les r, particules
de masse ma,..., et d’amas n°n pour les r, particules de masse m,,. On peut parmi ces
amas distinguer ceux qui sont constitués de plus d’une particule de ceux constitués d’une
particule unique. Soit p le nombre d’amas de plus d’une particule. Evidemment p < n.

Nous allons maintenant dériver une expression pour le nombre des contraintes dy-
namiques universelles autres que celles déduites par des arguments de symétrie. Notre
tache consistera a évaluer le nombre de a;; indépendants, puis le nombre de parameétres
variationnels z;;, indépendants en termes de n le nombre d’amas et de p le nombre
d’amas composés de plus d’une particule (de deux particules ou plus). On en déduit
alors le nombre de contraintes dynamiques universelles autres que celles déduites par des
arguments de symétrie.

Les a;; indépendants s’obtiennent de deux manieres. Ou on prend deux particules
appartenant a deux amas différents et nous avons n (n — 1) /2 possibilités de le faire. Ou
on prend deux particules appartenant au méme amas, a condition que ’amas soit formé
de deux particules ou plus, et nous avons p possibilités, le nombre d’amas avec au moins

deux particules. Le nombre totales de a;; indépendants est donc de :

n(n—1)/2+p.

En ce qui concerne le nombre de parameétres variationnels z;; 5, on peut aisément voir

qu’il est donné par

np(p—1)/2+(n—-1)pn-p) +n—-2)(n—p)(n—p-1)/2,

En effet, on est alors en face de 'une des trois situations suivantes :

- 2 amas formés chacun de deux particules ou plus, auquel cas le nombre de z;;
indépendant est de n ((n — 2) z;; venant des (n — 2) amas restants + 1 x;;; pour
chacun des deux amas impliqués). Il y a p (p — 1) /2 possibilités pour de tels amas.

- 1 amas formé de deux particules et plus et un deuxiéme formé d’une seule particule.
Le nombre de z;;; indépendants est alors (n — 1) ((n—2) x;; venant des n—2 amas

restants + 1 z;;; pour I'amas formé de deux particules ou plus). Il y a p(n — p)
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possibilités pour de tels amas.

- 2 amas formés chacun d’une seule particule. Le nombre de z;;; indépendants est
alors de (n — 2) (n—2 x;; venant des n—2 amas restants). Iy a (n — p) (n —p — 1) /2
possibilités de ce type.

La premiére situation correspond & np(p —1)/2 parameétres z;;;, indépendants, la

deuxiéme a (n — 1) p (n — p) parameétres x;;; indépendants et la troisieme a
(n—2)(n—p)(n—p—1)/2 parametres x;;;, indépendants. Donc au total nous avons,

comme annoncé

np(p—1)/2+(n—-1)pn—-p)+n—-2)(n—p)(n—p—1)/2

x5, indépendants.

Le nombre de z;;; indépendants peut également étre mis sous la forme

nn—1)(n—-2)/2+p(n-—1). (4.1)

Il s’ensuit que le nombre de contraintes dynamiques universelles, autres que celles déduites

par des arguments de symétrie, est de

nn—1)mn-2)/24pn—1)—(n(n—1)/24+p) +1=n(n—1)(n—3) /2+p(n — 2)+1.
(4.2)

Par exemple pour les systémes a 6 corps (4 xmq, 1 Xmsg, 1 Xmg3), (3Xmq,2Xmg, 1 xXms3)
et (2 x my,2 X mg,2 X m3) on a 2, 3 et 4 contraintes respectivement.

Il vaut la peine de noter que ce nombre ne dépend que du nombre d’amas et de
leurs répartitions en amas & 1 corps et en amas a 2 corps et plus. Par exemple pour
(4 x my,1 X mg,1 X m3), on peut a la place des quatre particules de masse m;, prendre
n’importe quel nombre de particules, excepté 1 particule. De méme dans (3 X mq,2 x
ma, 1 X m3) 3 et 2 peuvent étre remplacés par n’importe quels nombres supérieurs ou
égals a deux. Dans (2 X my,2 X ma,2 X mg), on peut remplacer les 2 particules de masse
my par trois, quatre,... C’est également le cas pour les deux particules de masse ms et les
deux particules de masse m3. Comme on le montrera au chapitre 6, ce qui en fait est plus

surprenant, c’est que I'expression méme des contraintes dynamiques universelles n’est pas
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affectée par la composition du systéme, pourvu que le nombre d’amas et la répartition

en amas a 1 corps et en amas a deux corps et plus n’est pas modifiée. Autrement dit, si

on change

(1 X My, Tg X My, ooy Ty X My, 1L X Myiq, ..., 1 X my,) avec 11,79, ...,7 > 1 (4.3)
en

() X my, X ma, oy X myp, 1 X My, 1 X my,) avee 1,1y, 1, > 1, (4.4)

non seulement, le nombre de contraintes dynamiques universelles n’est pas modifié, mais
également 1’expression de ces derniéres.

Une autre propriété intéressante qu’on mettra également en évidence dans ce chapitre,
est que les contraintes dynamiques universelles pour le systéme (4.3) forment un sous-

ensemble de celles pour le systéme

(11 X M, T2 X May ey Tp X My ey Ty X My, L X My i1, .00 1 X my,) avee p' > p.

Ceci signifie par exemple que les deux contraintes du systémes a 6 corps (4 x my, 1 X
ma, 1 X m3) font partie des trois contraintes du systéme (3 X mq,2 X ma, 1 X m3) est que
ces derniers font partie des quatre contraintes du systéme (2 x mq,2 X mg,2 X mgs).
Cette propriété est d’autant plus intéressante qu’elle peut étre utilisée pour déterminer
partiellement les contraintes dynamiques d'un systéme a partir de celles d’un systéme plus
simple. Par exemple le cas a trois corps (1 x mq, 1 X mg, 1 X mg3) peut servir a déduire une
contrainte dynamique pour les systémes (1 X mq, 1 Xma, 1 Xmg3), (11 Xmy, 79 X ma, 1 Xms3)
et (11 Xmq, 79 Xmg, T3 Xmg). Le cas a quatre corps (1xmy, 1 Xmg, 1 xXmg, 1 xXmy) peut servir
a extraire 7 contraintes dynamiques pour les systémes (r; X my, 1 Xmsg, 1 X mg, 1 Xmy), sur
un total de 9 contraintes, (r; X mq, 79 X ma, 1 X mg, 1 X my), sur un total de 11 contraintes
dynamiques,.... Le cas a cinq corps (1 X my,1 X mg, 1 X m3, 1 X my, 1 X ms) peut servir a
extraire 21 contraintes dynamiques pour les systémes a six corps avec 5 masses distinctes

(r1 X my,1 X mg, 1 X m3, 1 X my, 1 X ms) sur un total de 24 contraintes,...
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4.2 Systéme a 6 corps avec trois masses distinctes

4.2.1 Configuration (4 x my,1 X mg, 1 X m3)

La décomposition de la partie cinétique de I’'Hamiltonien est donnée par

TO = 5= Pi+om Dot g Pt o Patom, Dot
= (bl71+b172+b173+b1?4+b2?5+b3?6) (ﬁl+?2+?3+?4+75+?6)
1= P2+ %(?1 -3+ ot

2= D)+ W (Pr— P+

(—>

~|

|
S|
_I_
NS
S|
_l’_
N
S|
_l’_
<
=]
IS
_l’_
lg..
S|

(P
(P
(P
(P
(P
U (P — P+ YP1+YPs+yPat+daps)’
(7
(P
(P
(7
(P

(4.5)
ol nous avons adopté la méme notation pour les parametres variationnels x;; que celle
utilisée dans le cas a trois corps section 3.1, c’est a dire que le parameétre c3 de la confi-
guration (4 x my,1 X my, 1 X mgy) joue le méme role que c3 du cas a trois corps et de
méme pour dy et e;. Les paramétres qui n’ont pas un équivalent dans le cas a trois
corps et qui sont au nombre de deux sont notés par x et y. L’identification des deux
membres de (4.5) nous ameéne & un systéme linéaire de 7 équations a 7 inconnues; une
P . —9 . —9
équation pour les termes en p’7 (i = 1,..,4), une pour le terme en p’z, une autre pour le
t —9 t 4 t 4 t 1 t L — — — — — — t
erme en pg et 4 autres équations pour les termes croisés p; - pj, Pi- D5, Pi- Pe €
— — . NS I . N :
Ps- pe (i =1,..,4). Apres élimination des parameétres by, b, bs, bs, b5 et bg on aboutit
a un systéme linéaire de quatre équations & quatre inconnues a;; : a1, iz, @13, a3 €t
cinq parameétres indépendants c3, do, €1, * et y, systéme qui peut étre écrit sous forme

matricielle :
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2 2(x—1)32 2(y —1)2 0 a1 m%

1| 3 7+ 322 + 6z 14 3y? +4d} — 2dy — 6yda  (e1 — 1)? ] omz | 5T T 3
3 14322+ 4c3 — 6c3z — 2c3 7+ 3y% + 6y (e1 +1)2 a3 5T T 3
0 4(c3+1)2 4(d2 +1)2 4 az3 5y T %113

On en déduit I'expression de la matrice 4x5 M

2(z—1) 0 2(y—1) 0 0

1| w3 0 3y —3dy 4dy—1—3y e —1
2| 32—3c; 4c3—3x—1 3y+3 0 e+ 1

0 des + 4 0 Ady + 4 0

En imposant a M d’étre de rang 3 au plus, on obtient 2 contraintes dynamiques

c3y —y—c3+x
dy = ,
r—1
Cg—dg

ngg — 1
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4.2.2 Configuration (3 X m,2 X mgy, 1 X mg)

En adoptant une notation appropriée de telle maniére que les parameétres qui cor-

respondent dans les configurations (4 x my,1 X my, 1 X mg) et (1 X my, 1 X my, 1 X my)

soient notés de la méme facon,

TO = STt T T s T BT 2
= (b1?1—1—1)1?24—51734‘52744—52?5‘1‘53?6) (?14‘724-

»|§
=

5]
=
N

—PataPetaPitwpds+cps

~|
=

2

S
=
o

[\
|

T4t 917?1 + JU??, + wﬁ5 +e37s

>

2

S
=
IS

Pat+apr+apatwps+esps

|
w
|

5]
=
V]

Ps+rPat+arps+wpstcezps

|
s
|

Ps+rpi+aps+wpatczps)?

2

)
)
)
)2
)
)

Ps+apr+arpetwpst+esDs

*|
w
|

S
=
oo

—Pe+tyDa+tyDa+dapat d2?5)2

~|
S

5]
=
o

[\

—Pe+yD1+yDs+daps+daps)

~|

S
=
oo

— Do+ 971 + y?z +dyPa+ d275)2

|
w

Q
)
9%

i~ Peteipriteipstepat Z?s)z

+ 4+ + + + + + + + + + o+
~| K

|
SRS T A~ T A S T S A ST I S A~ 1 A~ 1 A S T S T S 1
|

S
=
o
~—~ ~—~ —~ ~~ ~~ ~—~ ~~ —~ ~—~ —~ ~~ ~~

Q
]
9%}

s5— Peteiprtepateinst 234)2-

1= D)+ %(?1 — P+ %(?2 —P'3)?

(4.8)

Nous avons deux parameétres additionnels z et w, qui n’ont pas leurs correspondants ni

dans la configuration (1 xmg, 1 xms, 1 xmg3) ni dans la configuration (4 xmq,1xmg, 1xms3).

L’identification des deux membres de (4.8), nous ameéne, aprés élimination des para-

metres b;, a un systéme linéaire de 5 équations & 5 inconnues a;;

: (CL117G12;G137G22,G23)

avec 7 parameétres indépendants cs, ds, €1, T, y, w et z, systéme qu’on peut écrire sous

forme matricielle comme :

(z—1)? (y—1)

3
4 2 2 0 0

3(w+1)? 1 (2—1)2
0 1 0 2 I
1 7+42% 3w’ —dwz—2w+4x 142y%+3d2 —2d2—4doy 1 1422 —2ey2—2e1 +2¢?
2 4 4 4 4
1 2+4w278x037403+ﬁc§ 64+2y>+4y 0 (€1+1)2
2 4 4 2
0 3+3w2+6c§+603—6w(:3 3(d2—i-1)2 1 5422422

4 4 4 4

94

a1
a2
a13
a22

a23

1, 1
2mq + 2mo

1 1
2mq 2ms3

1 1
2m2 + 2’!77,3




Lorsque la borne inférieure est atteinte, la matrice M

4z — 4 0 0 4y — 4 0 0 0

0 6w + 6 0 0 0 0 22— 2

ﬁ:i 8z —4dw+4 6w—dz —2 0 dy —4dy 6dy—2—4dy —z—1+2 2z—2e
8xr — 8¢z 0 —8x — 4+ 12¢3 4y +4 0 2e1 + 2 0

0 6w—6cs  12c5+ 6 — 6w 0 6dy + 6 0 2 42

doit étre de rang 4 au plus. Cette condition permet de tirer trois contraintes dynamiques,
les deux contraintes relatives a la configuration (4 x my,1 X my, 1 X m4) et une contrainte

supplémentaire

GYy —C3+xr—y

p -
2 r—1 ’
Cg—dg
e = —
! 03d2—17
w—dg—wd2+03d2
z = .

03d2 -1
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4.2.3 Configuration (2 X mq,2 X mgy, 2 X mg)

De nouveau, on adoptera des notations de telle maniére que les parameétres qui ont
leurs correspondants dans les configurations (3 xmy, 1xmg, 1xmg) et (3xmy,2xmg, 1xXms3)
soient notés de la méme fagon. Comparativement a la configuration (3 xmjy, 2 xma, 1 xmg),
nous avons deux parameétres supplémentaires ¢ et « qui n’ont pas de correspondants. Le

terme d’énergie cinétique s’écrit alors :

1 —2 1 —2 1 -2

TO = =P+t 5 Dot o Pat o Pat o Dot 5 Po
5171 b1 P otbs P atbs Patbs Ds+bsD6) (D1t Dot DatPat s+ Do)

I
~—~ [\’)

+%(?1—72)
+9(P—Pst+aPrtwpatcsPs+ Do)’
4“%(?1— Pataprtwps+ceaps+cape)
+U9 (P —Ps+yPatdePs+dapatitps)’
+495(P1—Pe+yPatdaPs+dapatitps)?
+(Py— Pzt Pri+wpa+ D5+ De)?
ﬂu%(?z— Patrpi+wps+caps+cape)
+U5 (P — Ps+yP1+daPs+dePa+ D)
+498 (P — P+ yPi1+dePs+dapatitps)?
+94(p'3 — Pa)?

+‘%(?3 PsteipitePetzpatups)?
+%f(?3— Pet+teipitepatzpaitups)
+%(?4— Psteipi+ePetzps+ups)?
+%(?4— Peteipitepatzpstups)?
+%(?5_76) .

(4.9)
Apres élimination des paramétres b;, nous obtenons un systéme linéaire de six équations

a six inconnues ais, @13, 15, a34, A35, G5 avec neuf parameétres indépendants z, w, cs3, ¥,
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do, t, e1, z et u. Systéme qui peut étre écrit sous forme matricielle comme :

2 2
2 2(x—1) 2(y—1) 0 0 0 a12
1 3z’ tr—wr—wtw? 1+2d§—2d2—2yd2+y2 1 1+2€%—2Z€1 +22-2¢; 0
1 2 2 1 2 a13
1 1+z2—2c;;m—203+20§ 3+y27t+y7yt+t2 0 1+26f+u2+2&1—2u61 1 a
1 2 2 2 1 % 15 _
2 2
0 2(w+1) 0 2 2(z—1) 0 as34
0 1+w’+2ci+2c3—2csw  2dp—2dpt+2d3+14t> 1 3422 ful4r—u—uz 1 a
2 2 1 2 1 35
0 0 2(t+1)° 0 2(u+1)° 2 ase
La matrice 6 x 9 M prend alors la forme :
4xr — 4 0 0 4y — 4 0 0 0 0
2“'21_“’ _x_21+2w 0 y—dy 2dx—1-—y 0 2e1 —z—1 e —z
N T —c3 0 —x— 1+ 2c3 % 0 % 2e1+1—u 0
0 4(w+1) 0 0 0 0 0 4z —4
0 w — c3 2e3+1—w 0 1—t+2dy —do+t 0 2ztlou
0 0 0 0 0 a4t + 4 0 0

my
1 1
2mq 2mo
1 1

2mq 2ms
m2

1 1
+

2mso ' 2mg

ms3

u— ey

0

2u—1—=z2
2

du + 4

En imposant a M d’étre de rang 5 au plus, on obtient les 4 contraintes suivantes :

Cg—dg
e = ———,
! ngz—l
w—dg—wd2+cgd2
z = ,
ngg—l
Gy —C3tr—y
dy = :
r—1
t—Cg—tC3+C3d2
u = .

1— ngg

(4.10)

On remarque qu’aux trois contraintes pour la configuration (3 X mq,2 X mgy, 1 X m3)

s’ajoute une contrainte supplémentaire.
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4.3 Comment le cas N =5 permet d’obtenir partiel-
lement les contraintes dynamiques universelles

pour des systémes avec N > 5

Nous allons dans cette section, utiliser les contraintes dynamiques universelles du
systéme & 5 corps pour obtenir, partiellement, celles de systémes composés de plus de 5
particules mais avec 5 masses distinctes. Nous avons cing configurations possibles pour
de tels systémes a savoir, (¢ X my, 1 X mg, 1 X mg, 1 X my, 1 X ms), (g1 X mq, ga X ma,
1 xmgz, 1 X myg, 1 Xxms), (1 X m1, g2 X Mg, g3 X M3, 1 X my, 1 X ms), (@1 X M1, gz X ma,
q3 X M3, g1 X My, 1 X ms) et (g X M1, g X Ma, g3 X M3, qa X M4, g5 X M5) OU q1, G2, q3,
G4, 5 sont des entiers supérieurs a 1.

Sachant que les contraintes dynamiques universelles ne sont pas affectées si on change
le nombre de particules dans un amas donné, on peut se restreindre sans perte de géné-
ralité aux configurations (2 X mq, 1 X mg, 1 X mg, 1 X my, 1 X ms), (2 X my, 2 X ma,
1 xms, 1 X myg, 1 Xmg), (2Xmq, 2Xmg, 2Xmg, 1 xXmy, 1Xms), (2% mg, 2X ma,
2 X mg, 2 X my, 1 X ms) et (2 X my, 2 X mg, 2 X m3, 2 X myg, 2 X ms). On a noté les
parameétres associés a chaque configuration et leurs correspondants, s’ils existent, par les
mémes symboles. Il s’ensuit que les contraintes dynamiques universelles pour chacune
des configurations prennent la méme forme que les contraintes dynamiques universelles
dans le cas a cinq corps. On obtient donc pour chacune des configurations considérées 21
contraintes dynamiques. Ce nombre est bien stir inférieur au nombre total de contraintes
dynamiques universelles qui est de 24 pour la configuration (2 X mq, 1 X mg, 1 X mg,
1 X my, 1 X mg), 27 pour la configuration (2 x my, 2 X mg, 1 X mz, 1 X my, 1 X my), 30
pour la configuration (2 X mq, 2 X ma, 2 X ms, 1 X my, 1 X my), 33 pour la configuration
(2 X my, 2 X mg, 2 X m3, 2 X my, 1 X ms) et 36 pour la configuration (2 x my, 2 X ma,
2 xX'mg, 2 X my, 2 X ms). Il nous manque alors 3 contraintes pour la configuration (2 x my,
1 X mg, 1 X m3, 1 X my, 1 X ms), 6 contraintes pour la configuration (2 x my, 2 X ma,
1 x mg, 1 X myg, 1 X mj3), 9 contraintes pour la configuration (2 x my, 2 X mg, 2 X ma,
1 x my, 1 X ms), 12 contraintes pour la configuration (2 x my, 2 X mgy, 2 X m3, 2 X my,
1 x my) et 15 contraintes pour la configuration (2 X mq, 2 X mgy, 2 X mg, 2 X my, 2 X ms).

Nous avons reporté dans les tableaux suivants les différents parametres a;; ainsi que les
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coefficients x;, ;. de la décomposition des p;; correspondants sur les différentes impulsions
Js J
Dk- Les paramétres x;;; qui n’ont pas de correspondants dans les cas & cing corps sont

notés par des lettres en gras.

Configuration (2 x my, 1 X mg, 1 X mg, 1 X my, 1 X ms)

ais 1
ai3 1
(14 1 dy dy -1 dy ds
ais 1
a1 1
aza g1 g1 1 =1 g1 g5
ass hi hi 1 hy —1 hs
aze s o9 1 Js Ja —1
a45 ki ki ke 1 =1 ks
Q46 Lo L 1 I, -1

ase ny nq N9 ns 1 —1
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Configuration (2 x my, 2 X mg, 1 X mg3, 1 X myg, 1 X ms)

a12
Q34
ai13
15
Q16
air
ass
a3e
aszr
Q56
Qs

(074

P Do
1 -1
0 0
1 c
1 &
1 e;
L fy
g N
hi  hy
N
kv ks
L L
ny N

- o =l
w

dy
€2

fa

ks
ly

no
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da
€2
f2
9>

Jo
k2
ly

U



Configuration (2 x my, 2 X mg, 2 X mgz, 1 X myg, 1 X ms)

a2
34
as6
a3
a5
aiz
a18
ass
asz
ass
as7
asg

arg

=)
[\

— — — @] o »—'BJ,

—_

91
hy
)
k1
l

ny

o O I
—

(5]
dy
€1
fa
g1
ha
J1
ki
l

ny

ks
I

U

C2
da
€2
2
9>

J2
ko
I

U
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Configuration (2 x my, 2 X mg, 2 X mg, 2 X myg, 1 X ms)

a12
Q34
Q56
ars
a13
Q15
air
Q19
ass
asz
a3g
as7
Q59

Q79

[y

e == ~ 1)

ha
J1
Ky
l

ni

C

€1
i
g1
ha
J1
ki
h

ni

ks
ly

N2

C2

€2
2
92
hs
J2
ks
ly

no
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Configuration (2 x my, 2 X mg, 2 X mg, 2 X myg, 2 X ms)

12
34
Q56
arg
910
ai13
Q15
a7
Q19
as3s
asy
a3g
as7
as9

Q79

g1
hy
J1
ki
l

ni

k2
>

no

Ts s
0
-1 0
0 1
0 O
0 O
c 3
dy -1
es €3
2o fs
g —1
hs  hs
Jo s
ky 1
lo 1
ny N3
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Chapitre 5

L’Oscillateur Harmonique

Pour se faire une idée de la qualité de la borne inférieure optimisée, il est bon de
considérer des cas exactement solubles. Un tel cas est fourni par l'oscillateur harmonique.
Dans ce chapitre, nous allons dériver les expressions analytiques exactes des niveaux
d’énergie de l'oscillateur harmonique & N corps pour certaines configurations de masse

mais avec [N quelconque.

5.1 Meéthodologie

Considérons un systéme de N oscillateurs décrit par ’'Hamiltonien
Ny N
2

2mj
7=1 1<j=1

qu’on appellera aussi oscillateur harmonique a N corps.

Pour déterminer le spectre et les états propres de H, on introduit un ensemble de
N — 1 coordonnées de Jacobi, en plus de la coordonnée du centre de masse du systéme,
ainsi que les moments conjugués correspondants, en plus de I'impulsion totale (impulsion

associée au centre de masse). L’Hamiltonien se met alors sous la forme

1 —
H=—P?>+H 5.2
2M + Ry ( )

H
ol ﬁ P2 est Iénergie cinétique du centre de masse (M est la masse totale du systéme et

—
P le moment conjugué associé a la coordonnée du centre de masse du systéme qui n’est
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rien d’autre que l'impulsion totale du systéme) et ot I’'Hamiltonien relatif se présente
sous la forme

Hr=K+V. (5.3)

K, la partie cinétique de Hpg, est une forme quadratique en les N — 1 (impulsions)
moments conjugués associés aux N —1 coordonnées de Jacobi. Cette forme quadratique
est généralement une forme quadratique diagonale en les moments conjugués. V', la partie
énergie potentielle de Hg, se présente sous une forme quadratique des N — 1 coordonnées

de Jacobi. Deux cas de figure peuvent se présenter :

1. La forme quadratique en les coordonnées de Jacobi est diagonale (ceci est lié & un
choix judicieux des coordonnées de Jacobi) et alors Hp s’écrit comme une somme
de N — 1 oscillateurs harmoniques découplés, chaque oscillateur correspondant a
une coordonnée de Jacobi. Le spectre et les états propres de H s’en déduisent alors

immeédiatement.

2. La forme quadratique en les coordonnées de Jacobi n’est pas diagonale, c’est a dire
qu’il y a des couplages entre les différentes coordonnées de Jacobi. Dans ce cas, on
commence d’abord par faire une transformation d’échelle sur les coordonnées de
Jacobi et on fait évidemment la transformation inverse sur les moments associés
(pour préserver la relations de commutations canoniques) de telle maniére que le
terme d’énergie cinétique se présente comme une forme diagonale associée a une
matrice proportionnelle & la matrice identité. Autrement dit, sous le changement
de variables en question, I’énergie cinétique se présente a un facteur global prés,
comme la somme des carrés des moments associés aux nouvelles coordonnées de
Jacobi. La forme quadratique non diagonale de ’énergie potentielle se transformera
en une autre forme quadratique non diagonale en les nouvelles coordonnées de

Jacobi.

Ensuite on effectue une transformation orthogonale sur les coordonnées de Jacobi,
et naturellement sur leurs moments conjugués. La forme quadratique de 1’énergie
cinétique ne change pas de forme sauf que les anciens moments conjugués sont
remplacés par les nouveaux moments conjugués. Un choix convenable de la trans-
formation orthogonale va nous permettre de découpler les coordonnées de Jacobi, le

terme d’énergie potentielle sera alors une forme quadratique diagonale en les nou-
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velles variables. Le probléme est équivalent en fait a diagonaliser la matrice réelle

symétrique associée a la forme quadratique, ce qui revient & résoudre une équation

algébrique de degré N — 1. Comme c’est bien établi, on sait résoudre exactement

une équation algébrique jusqu’au degré 4. Lorsque 1’équation algébrique est de degré

supérieur a 4, on ne dispose pas dans le cas général des expressions analytiques pour

les racines, mais on sait déterminer numériquement, avec n’importe quel degré de

précision fixé a ’avance, les racines. Donc pour N — 1 < 4, c’est a dire pour N < 5,

on peut diagonaliser exactement la forme quadratique associée a ’énergie poten-

tielle. L’Hamiltonien Hy se présente alors sous la forme d’une somme d’oscillateurs

découplés et le spectre et les états propres de Hy sont alors immédiats.

Nous avons réussi a dériver des expressions analytiques compactes pour les énergies des

états fondamentaux de systémes d’oscillateurs comprenant jusqu’a trois masses distinctes.

Nous pourrions en principe aller jusqu’a cing masses distinctes, mais les expressions sont

tellement compliquées que nous n’avons pu, pour le moment, les mettre sous une forme

suffisamment compacte.

Dans ce qui suit nous allons considérer tour & tour les configurations (N x m),

(N—=1)xm,1x M), (nxm,n x M) et (ny X my,na X mg,ng x ms).

5.2 Configuration (N x m)

Un choix naturel des coordonnées de Jacobi est le suivant :

(?14- 7"2),
1 — — —
(T1+7’2+' +Tz);
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On peut exprimer les différentes coordonnées individuelles des particules en termes des

coordonnées de Jacobi, équation (5.4), et de la coordonnée du centre de masse R définie

comme :
— 1
R=— "1+ +TNa1+Tn)
N
Un calcul direct méne a
1. 1. 1, 1 1 -
T = PRV T R v O S v I
1, 1 1. 1 1 —
Ty = Pt gt Pt PNt vt I
2, 1 1 1 -
Ty = BRI R v RO S R v E R,
R i—1._ 1 1 1. _
o= - . R ST S — R,
r pz—1+i+1pz+ TN N2 T PN T
N -3 1 1 -
—_— — — —
9 = —_— — R
T'N-2 TN _afN- +N_1PN—2+NPN—1+ ;
N -2 1 =
TN = TN 1PN 2+ NpN—1+R7
N-—-1_
TN = — N Pn_1+ R
L’énergie potentielle du systeme V/
N
V=X) (Ti-T,)"
i<j=1
peut étre mise sous la forme
N-1 N
V=XAN=-1)) TI=2X> 7.7,
i=1 1<j=1
En remplacant les 7; par leurs expressions, on trouve
N No1o
—2 —2 2
2 NR
Z r 7 /l"— 1 p’L + )
=1 =1
N-1 N-1 .
N 1 i
— — 2 —9
v, = —(N—1)R°— = -
_ T y V=1 2 Zair1"
1<j=1 =1
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En mettant tout ensemble, on obtient

v AN — 1 A NE2) —o (M v B2 1Nzl Lo
= A=) ;z‘+1pi+ 24| 5 ) §izlz+1pi
N-1 Z
V = AN 2. 5.10
;Hlpz (5.10)

Les moments conjugués des coordonnées de Jacobi, équation (5.4), sont

1
?,01 = 5(—P2+p1),
— 2 1~
Dp, = g(—p3+§(191+ P2))7
i
?pi = = (_?i—&-l‘i‘;(?l"‘""f'?i))u (5.11)
1+ 1
N —2 1
Pons = N_1 <—?N1+m(?1+?2+“'+7N2)),
N —1
Doy, = —T?N+%(?1+72+'“+7N—1)-

Ces relations, équation (5.11), auxquelles on adjoint ’expression du moment conjugué du

centre de masse P

ﬁ
P=71+?2+"'+?N—1+7N7 (5.12)

peuvent étre inversées pour obtenir les expressions des moments conjugués des particules
en fonction des moments conjugués des coordonnées de Jacobi, équation (5.11), et du
moment conjugué du centre de masse, équation (5.12). Ces derniéres expressions lorsque

insérées dans la partie cinétique de I’Hamiltonien donnent

N - N—-1—
T=%" 1 % = P2 s,
i=1 i=1 i+1

L’Hamiltonien, équation (5.1), peut étre écrit en termes des coordonnées de Jacobi, équa-
tion (5.4), de leurs moments conjugués, équation (5.11), et de I'impulsion total, équation

(5.12), comme

H= oS P NS 52 (5.13)
R — 1



De cette équation, on déduit I’Hamiltonien du mouvement relatif Hr par soustraction de

I’énergie cinétique du centre de masse

Nflﬁg Nfll.
Hp = L AN — 72 5.14
N T o

Hp apparait donc comme la somme de N — 1 oscillateurs harmoniques indépendants.

Sachant que les niveaux d’énergie d’'un Hamiltonien d’oscillateur harmonique [27]

1 —
H=_—7p2+ )77 5.15
o AT (5.15)
sont donnés par
A
E,=2j+3)/—, j=0,1., (5.16)
J 2#/

les niveaux d’énergie du systéeme sont la somme des niveaux d’énergie des N —1 oscillateurs

harmoniques :
N-1 N
By oreinoa = Z (2ji +3) om (5.17)
i=1 m
ol J1, Jo,---, jn—1 sont des entiers positifs ou nuls. L’énergie du niveau fondamental
correspond a j1 =0, jo=0,..., jy_1 =0
AN
EM =3(N—1)4/2—. 5.18
R L Y (5.18)

5.3 Configuration (N —1) xm,1 x M)

On peut toujours, sans perte de généralité, numéroter les N — 1 particules de méme

masse m de 1 & N — 1, et la seule particule de masse M par N :
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Un choix naturel des coordonnées de Jacobi est le suivant :

g = —To+T1,
— — 1 — —
P2 = —7’3+§(T1+7’2)7
— — 1 — — —
pPi = —7“2+1+;(7“1+7“2+ +7)
— — ]' — —
Pra = TNt g (M4 i),
By = TN (P ) (5.19)
Py-1 = TINT 7N N) - .

On peut exprimer les coordonnées des particules en fonction de ces coordonnées de Jacobi,

et de la coordonnées R du centre de masse du systéme donnée par

S om (P Tvo) + My
3 . 5.20
(N—-1)m+ M (>20)
Nous avons
I Nl N SR M by_1+ R
o= Gt ght NN me T
T R A SN Y pyoa+ R
T TR Tyl N N PR T
7 ot S Byt = Py + R
P o= _Z - e ——
3 3,02 4p3 N—le_2 (N—l)m+MpN_1 ’
5 i—1= L. L M ] R
Ty = —TPPHFH_1Pi+"'+mpN—2+mpN*1+R’
. o N_3_, + 1 — + 1 = + M 0 +ﬁ
I'N-2 = TN gPN3 T N _{PN-2T N _qPN-2 (N—l)m+]\4'0N_1 7
. N-25 M by_1 + R
T~No1 = —
N-1 N—le_2 (N—].> +MpN—1 ’
. (N—-1)m =
_ R
N (N_l)m+MpN_1+
(5.21)

110



L’énergie potentielle V',

N-—1
V= >\mm Z (7:; - F])Q + )\mM Z (7:; - FN)2 > (522)
3 i=1

1<j=1

—_

peut étre mise sous la forme

N-1 N-1 N-1
Vo= ((N = 2) A+ Aant) D 77 A Xas (N = 1) 7% =2 D 77— 2hmas 3 T
i=1 i<j=1 i=1
(5.23)
En remplacant les 7; par leurs expressions, on trouve
ZN—17:Q_ ZN—2 i 2 (N-1)M?* _i_(N_l)EQ
g i i1 Z-+1Pz (N - 1)m+M)2pN—l
(N-1)M — (5.24)
2 R
+ (N—]_>m+MION_1 9
N —1)m? (N—-1)m -
2 = ( 5 .+ R2—2 Gn 1R,
NN =) m+ M) N —Dm+ M (5.25)
NS 1 N=2 1 o 1(N_1)(N_2)M2—»2
Z< _ T = T 1 7 i T2 2 PN-1
1<j=1 i=1 ¢+ 1 ((N—l) —|—M)
. N-1)(N-2)M .
(N -1)(N —2)R? ( On_1-
+2( )( ) + (N—l)m+M prl )
(5.26)
N-1 (N=12Mm a
TN = — Py 1+ (N —1)R?
Z’i:l N ((N—l)m+M)2pN 1 ( )
(N-D)M—-(N=1>%m_ 5
(N—Lm+M N
(5.27)
En reportant dans (5.23), on obtient
Nz
_ =2 =2
V= ((N_l) /\mm+/\mM)ZZ-+1pi +)‘mM (N_l)pN—l' (528)

=1
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Les moments conjugués des coordonnées de Jacobi, équation (5.19), sont

— 1 — —

Dp, = B (—p> + p1),

. 2 1 .

Pp, = 3 —P3+§(P1 + 1) |,

i = (et S Gt )

Pp, = i+ 1 Pi+1 i N bi )

B N-2/ _ 1. B
Doy o = N_1 —pN_1+N_2(p1+p2+"'+pN—2) ;

— (N_l)m g M — — —

- _ Y. (5.29

Pons N Dm+ i T Ny ar PR ) (5.29)

Ces relations, auxquelles on adjoint ’expression de 'impulsion totale 15,
P=p+Fa+ -+ Dot + P, (5.30)

peuvent étre inversées pour tirer les expressions des impulsions individuelles des particules
en fonction des moments conjugués des coordonnées de Jacobi, équation (5.29), et de
I'impulsion totale. En insérant les expressions ainsi obtenues dans la partie cinétique de

I’Hamiltonien, on obtient

T':Z L 52 P +N_2ﬁ21' +—ﬁfw_1
T Lo T (N = 1) m+ M) Zim " 2(N - 1m

i=1 i=1 i+l (N—Dm+M

L’Hamiltonien, équation (5.1), s’écrit alors en fonction des coordonnées de Jacobi, équa-
tion (5.19), de leurs moments conjugués, équation (5.29), et du moment du centre de

masse, équation (5.30), comme

N—-2 .

1 . 1 7
H = p? —_ 5P N -1 52
2((N —1)m + M) +§:<&m%f+“ )AW”+&MHi+1&>

i=1 i+1
1 —
+ 2(N—-1)mM ]51271\771 + )\mM (N - ]‘) IO?V—l‘ (531)
(N=1)m+M
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Il s’ensuit que 'Hamiltonien relatif Hy est donné par :

N—-2 .
1 (2
Hp = E <2imﬁii + (N = 1) A + A ) p?)

=1 \ i+l i+1

s A s (N — 1) 73 (5.32)
S(N—D)md Ppy_y T AmM PN-1- :
(N=1)m+M

Hp apparait donc comme la somme de N — 1 oscillateurs harmoniques indépendants. Les

niveaux d’énergie sont donnés par la somme des niveaux d’énergie des N — 1 oscillateurs

harmoniques
N-2
, (N — 1) M + At
Ejjayning = Zl (2Ji +3) \/ 2m
2jN-1+3 5.33
ol ji, Jj2,---, Jn—1 sont des entier positifs ou nuls. L’énergie du niveau fondamental, qui

correspond évidemment a j; =0, jo =0,..., jy_1 = 0, s’exprime alors comme :

BV =3(N —2) \/(N = 1) Ao+ At 3\/((N —Umt M)A (5.3

2m 2mM

5.4 Configuration (n x m,n’ x M)

Ici n et n' sont supérieurs a un, ce qui signifie que le systéme est au moins un systéme
de quatre corps. Nous pouvons toujours numéroter les n particules de méme masse m

de 1 a n, et les n’ particules restantes de méme masse M de n + 1 & N. Evidemment
n+n =N

m; = Mg =" -"=My =1,

mn+1 = mn+2:"':mN:M.

Comme dans la section précédente, on commence par introduire un ensemble de N — 1
coordonnées de Jacobi g;,. Ici, un choix naturel des coordonnées de Jacobi est de considérer
des coordonnées relatives a l'intérieur de ’amas de n particules de méme masse m, des

coordonnées relatives a l'intérieur de 'amas des n’ particules de méme masse M, et la
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coordonnée relative entre les deux amas :

pi = —7’1+1+;Z7’k, 1<i<n
k=1
1 i
g, = _ﬁ+1+—z’—n Z Tk, N <1<N;
k=n-+1
1< 1 <
k=1 k=n+1

La coordonnée du centre de masse est donnée par

n N
>3 1 z — z —

k=1 k=n-+1

En inversant les équations (5.35, 5.36), on obtient les expressions des coordonnées indi-
viduelles des particules en fonction des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée du

centre de masse

n—1
1 1 n' M -
— — -4 — — R'
& 2p1+kz2k:+1pk+nm+n’M'0”+ ’
. n—1
. (i—1), | nM ~ ,
= ———2D. R, 1<i<n,
" i '0’1+;k‘—|—1pk+nm—I—n’M'O”+ e
n—1 n'M "
r, o= — 3} — 0 +R. 5.37
N—1
1 1 nm -
- _ L . i+
Tl 2”+1+k§2k—n+1pk nm+rﬂMpn+
i—n—1 i 1 nm
_; = — 7 0. — 0 é, < '<N;
" i—n p’_1+;k—n+1pk nTquLn’M'O"+ st
N—-n-1 nm -
N = —————0 -5 +R. 5.38
N N, Py nm—l—n’M’On+ (5.38)
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L’énergie potentielle V',

n N n N
V=Dwm Y, F=F) P+ Y, F=F)+ >, Y, [ =), (539)
1<j=1 1<j=n+1 i=1 j=n+1

peut étre réécrite sous la forme

n N
V= ((n—1) Apm + 0 Nrr) D72+ (0 = 1) Aapag +ndrs) Y 72
n n =t N N 77,Z‘:n—’]—\f1 (540)
S0 3 SEETSVHS 3 SLETRH 3 o)
i=1 j=it+1 i=nt1 j=i+1 i=1 j=n+1
En reportant les expressions des 75, i =1,--- , N, équations (5.37, 5.38), on obtient pour

les différentes contributions impliquées dans V' les expressions suivantes :

u ~ 2nn’' M -,
) 2 -
2 — pR*’4+——"" 3 R
Z i e nm +wM™" *

n——fﬁg—— }: (5.41)

(nm 4 n'M)* —

N 2nn'm
Z P = nWR*~ ————— 5 R+
=n-+

A B nm + n'M
n2m2 gy k—n
/ =2 52
n——————p + - 5. 5.42
n n o 1 - n' M L =
2 A = gl DR (=) R
i=1 j=i+1
1 /2M2 9
+-n((n-—1 —_’n— 5.43
9 ( )(nm+n’M2 Zk+1 ( )
i if’.f‘. = ln’(n’—l)R —n' (0 —DLﬁ R
L L T 2 nm +n/ M
i=n+1 j=i+1
7’L2m 2 1 gl kf—n )
+-n'(n' -1 o 2 5.44



M - "M
3 Z Ry = o B~ T B TR (5.45)
i=1 j=n+1 nm + n/M (nm + TL/M)

En insérant ces expressions, équations (5.41-5.45), dans ’équation (5.40), on obtient

n—1 . N-1

T s 1—n
1=1 i=n+1
(5.46)

Les moments conjugués correspondants aux coordonnées de Jacobi, équation (5.35), sont

ﬁpi = Z+1<Pz+1+ ij>7 1§Z<n7

Pon = nm—l—n’MZp] nm—l—n’M Zp],

j=n+1
j L S i* <i<N (5.47)
= — | —m — A n <1 , .
Po, 1—n+1 Pit1 1—n . Pj
j=n+1
ou les p;, i = 1,---, N, représentent les moments conjugués correspondants aux coor-
données individuelles des particules 7;, i = 1,--- , N. L'impulsion totale P est la somme
des impulsions individuelles
P=p1++Po+Posr+ - +Pn. (5.48)

En inversant les relations (5.47, 5.48), on obtient les moments individuels en fonction des
moments conjugués des coordonnées de Jacobi. Ensuite en substituant les expressions

ainsi obtenues dans la partie cinétique de ’Hamiltonien, équation (5.1), on trouve

N
1, 1 1
=Y o P = nm+n,M +Z 5Pyt i Pt Z pr (5.49)

i=1 i=1 i+l nm+n’M i=n+1 ¢—n+1

L’expression du terme d’énergie cinétique et celle du terme d’énergie potentielle, équations
(5.46, 5.49), nous permettent d’exprimer ’'Hamiltonien en fonction des coordonnées de

Jacobi, équation (5.35), de leurs moments conjugués, équation (5.47), et de I'impulsion
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totale, équation (5.48),

n—1 .

1 — 1 1
H= — P2 D2 N Norg) —— 52
2 (nm+n'M) +Z<Appi+(n T M)i—i-lpZ)

=1 i+1

1
+ (QMﬁ% T nn,AmMﬁi) (5.50)

nm-+n' M

N-1 '
1 i—n
t Z (Q(i—n)Mp?Ji + (A + Apun) .—p2> :

i—n+1"7"
i=n+1 \ i—n+1 T

En soustrayant I’énergie du centre de masse, on obtient I’Hamiltonien relatif Hg

n—1 .
1 T 1 i
Hp = ) (&ﬁi + (A 0 Nat) i ) * (Wﬁi + ""/AmMﬂi>

i=1 +1 nm-+n’ M
— 1 i—n
—5 / - =2
e — A Am —0p; |. 5.51

Hp, parait comme la somme de N — 1 oscillateurs harmoniques indépendants. Les niveaux
d’énergie sont donc la somme des niveaux d’énergies des N — 1 oscillateurs harmoniques

indépendants. Il s’ensuit que

n—1
!/
.71’.727"'7.]’n71’JTL7]TL+1)"‘7]7L+’VL/71 - jZ 2m

=1

) A (nm +n/ M
+(2jn+3)\/ M(2mM )

n'—1
. Ay + Amun
20nti + 3 , 5.52
£ ) A (552
avec j; ,i = 1,...,n+n'—1, des entiers positifs ou nuls. L’énergie du niveau fondamental

E((JN) correspond aux j; tous nuls. Donc

A+ A A + A A (nm + TL/M)
E(N) = -1 \/ -1 \/ \/
o =3n-1) om +3 (' —1) oM 3 omM !

(5.53)
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ou encore en remplacant n’ par N —n

N —
E(gN) _ 3(n_1)\/)\mmn+)\mM( TL)

o (5.54)

N — N-—-—nM

5.5 Configuration (n; X my,ny X ma,ng X mg)

Faisons le choix suivant des coordonnées de Jacobi

i

pi = 7“z'+1—z§:7"k Isism=1
k=1
N ni1+i
Ai= Titni+1— 3 E:T’C Isisn =1
k=n1+1
ni+na+i
0i= Titni+no+1 — % E Tk 1 < ? < ng — 1 (555)
k=ni+no+1
ny
— n2 .
§ = Z nit+k — Tk
k 1

— 1 _
= s Z 1tnatk T n1m1+7L2m2 Z Tk mm1+n2m2 Zrnﬁ_k

k=1

La coordonnée du centre de masse est alors donnée par

N 1 ni ng ns
R = my E T + Mo E Trytk -+ M3 g Trytnstk | - (5.56)
nimq + TnoTmo + ngms 1 1 1

On peut inverser les relations précédentes pour obtenir les vecteurs position 7; en termes

des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée du centre de masse avec comme résultat

ni—1
— —_
2 i=1— 1 = namso _ nams - ;
Ty = R+ 7 Pi-1 Z k1 Pk n1my+tnama 5 nim1+namatnams n 1 <1<
k=i
ng—1
— D = X) 1 T nimi - n3ms 7 o1<i<
Tpats = 1+ i -1 1Ak T nimi—+nzms - nimytnamatngms SUS N2
k=i
nz—1
— Dy il o 1 — nimi+noms — .
Tnitna+i = R + ) 0i-1 k+1 Ok + nimi-+nama+nazms n 1 < 4 < n3.
k=i
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—

2, . . — s N
Définissons la vitesse v'; associée a 7;

— —
v = pi/mz’

. — : 2 =
ol p’; est le moment conjugué de 7;.

Définisons les vitesses associées aux coordonnées de Jacobi par

i
1
— — — .
v, = viﬂ—gg Vg 1<y —1
k=1
1 ni1+i
— — — .
UV, = Vigni+1 — — E Uk I<i<n—1
k=n1+1
1 n1+n2+i
— — — .
Vo, = U i4ni+no+1 — — 5 Uk 1<Z<n3_1
k=n1+n2+1
n n
— 1 - — 1 - —
Ve = —E Utk — E Vg
U] ny
k=1 k=1
ns3 ni n2
7 L@ ™ o4 2 7
n = ni+ng+k — kK— ni1+k
ns nima + Na1Mo nima + No1o
k=1 k=1 k=1
ni ng ns
— . 1 — — —
UR = my Vg +mo U py+k + M3 U ni+ng+k
nimq + Moo + ngms 1 1 1

(5.58)

Les relations liant vitesses de Jacobi et moments conjugués de Jacobi sont les suivantes

. 2 .
— my - . — .
= UV, = —— U, 1<i<n—1
ppz (2+1)m1 Pi Z+1 Pi ~N ~ 1
. 2 .
21 mmn .
?)\i == 2 7: 27)\. 1<Z<n2—1

(i+Dme ™ i+1 ™

. 2 .
_ ms 1ms

(o o; 1<< —1
G+ mg % ix10 PN

? ningMmimsz
g = _—_—
n1my + nNaMmo
— _ nhamg (nymy + nams) —,
p n - v n

n1M1 + NoMo + N3M3

? = (n1m1 + nomso + Tlgmg) ?R-
(5.59)

Les relations donnant les vitesses associées aux coordonnées de Jacobi en fonction des
. s — A . , . A .
vitesses associées aux 71; peuvent étre inversées donnant lieu aux mémes relations que

(5.57), sauf que les positions sont remplacées par des vitesses.
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L’énergie cinétique du systéme peut alors se mettre sous la forme

1 < 1 & 1 &
_ —2 ) —2
T = gm g Vit gm2 ), Vi T 518 ) Vg i
i=1 i=1 i=1
Mais on peut montrer que :
an 7—12 = n R2 + E 5 =2 + n1n2m§ 5 nlngmg
i=1" 1 2+1’0 (n1mi+maons)? (mml—l—mznz-&-77137"0:«;)277

_2 moning ég
nimi+mang = (5 60)
. .
n1Mn3MmMms3 77
nimi+meong+mang =

+ ninanzmams g =
(n1mi+maong)(nimi+maona+mans) s

—} 2,2
ng =9 o no—1 i ngnlml n2n3ms —2
Zi:l T n2R + Z i+1 s (n1m1-&-mznz)2S (7L1m1-&-mznz-i-rr13,7l3)277
ninami D
+2n1m1+n2m2R'5 (5 61)
nangms D =
nimi-+mana-+mansg -
n1M2M31M1M3 g 77]’
(n1mi+maong)(nimi+maona+msans) )
n3 N n3—1 4 + 2 2
3 _ 3—1 4 ni1mi+nams =
Zi:l rn1+n2+i - n3R + Z z+10 + ns <n1m1+m2n2+m3n3) n
nimi+namse D =
+2n3 nimi+maonz+mans R.??.
(5.62)
Il en est donc de méme pour les vitesses
an P= n R’Q + an— i g2 + ninim3 7?2 + ninZm? 2
=1 "1 1 =1 Z+1 Pi (n1m1+n2m2)2 3 (n1m1+n2m2+n3m3)2 n
o mMoaning S ningms 3 ay 563
2n1m1+n2mz UR-V¢ 2n1m1+n2m2+n3m3 UR-Un ( )
n1MN2M3M21M3 =
+ (H1M1+m2n2)(n1m1+n2m2+n3m3)UE'UW
an P2 = n R2 + an 1 4 2 + nan?m? 72 + nanim? P2
1=1 "ni+e 2 i+1 A (n1m1+n2m2)2 13 (n1m1+n2m2+n3m3)2 n
Nn1N2M1 =2 nansms a3 564
+2n1m1+n2m2 UR-Vg 2n1m1+n2m2+n3m3 UR-Un ( )
ninsnamims o0
(n1m1+manz)(n1mi+nama+nzms) ~& 1
ns 2 n3—1 i + ?
3 _ 3—4L 1 n1MmM1+n2MmMmo
Zi:l Un1+n2+’i - n3vR + Z z+l 0' +n n3 (n1m1+n2m2+n3m3> v77 (5 65)

n1mi+na2msy s
+2n3 nimi+nama+n3ms UR-Up-
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D’otl en reportant dans I’expression de 1’énergie cinétique

1 1% im 17%2= im 1% im
T = = Nn1M1 + NoMo + N3Mms) Vp + =
5 ) Ui Z irin T Z i1 22_ ir1
=1 =1
1 ninaMmi1Meo 172 1 n3ms (n1m1 + n2m2) 1_},2 (5 66)
, .
2 n1mi + NgMo ¢ 2 nimy + NaMms + NzMms K
ou encore en terme des moments conjugés associés aux coordonnées de Jacobi
no—1 ng—1 .
r - : RED I LRI SR DO
2(n1m1+n2m2+n3m3 — imy Pi : 2 — img i
1 nymy + names 5?2 I nimy + nama + nzgms
2 n1MN2M1Meo £ 2 nsms (n1m1 + ngmg) n
Le terme de I’énergie potentielle
N
- )
V=Y A (f—7)
i<j=1
peut étre réécrit sous la forme
ni ny ny
= Au (75 = 75)" 4 Aaa (Piti = Trs)” + Az (it — Trats)
i<j=1 i<j=1 i<j=1
n1 no ni n3
A2 > Y (Fi = )+ Az DD (7 = Prgnat)
i=1 j=1 i=1 j=1
ng nsg
S ., 2
+)\23 g E (Tn1+i _rn1+n2+j) )
i=1 j=1
ou encore
ni n2

Vo= ((n1—1) A1+ n2dig + nghiz) Z 77+ ((na — 1) A2 4+ ni A1z + nahas) Z 7:,,211+i
i=1 =1
n3

+ ((n3 — 1) Az + n1 A1z + nadas) Z T gt

=1
ni ni no no n3 ns3
=2 An E E T3.T5 + Ao E E Thi4i-Tni+j + As3 E E Tny+na+i-Tni+na+j
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 g=1 p=q+1
niy n2 ni n3 ny n3
—|—)\12 E E Ti-rnl—i-j =+ )\13 E E 7“2'.7’”1+n2+j =+ )\23 E E Tn1+i'rn1+n2+j (567)
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

121



Les produits carrés ayant été calculés, équation (5.60-5.62), il nous reste a calculer les pro-
duits rectangulaires. En remplacant les 7; par leurs expressions en termes des coordonnées

de Jacobi et de la coordonnée du centre de masse, on obtient :

ni

S5 - Ml

i=1 j=i+1
1 o ni(ng —1 n2m? 2
_52-1P?+1(12 ) My g
pri (nimy + noms)
ni(ny — 1) nams o
2 (n1m1 + mono + m3n3)2
Nom - nsm _
e —1) (‘LR{ _ UL i
nimiy + NaMmo n1M1 + Mong + Mans
NoN3Ma13 2,
f.n) 5.68
(n1m1 + ngmg) (n1m1 + mono + mgng) ( )

ng no
Pmtilmtj = — 5

i=1 j=i+1

18 i na(ng — 1) n2m? -2
> it :
=1

2
2 — 2 (n1m1 + Tbgmg)
2,1,2
na(ny — 1) n3ms 2
2 2
(nlml + mong + m3n3)
n1my 52 131ms3 5 -
tng(ng —1) ( ————R.E— R.ij
nimi + naMme n1M1 + MaNg + M3Nn3
T1M31Mm1Mms

)E.ﬁ) (5.69)

B (n1m1 + n2m2) (n1m1 + Mmang + Mmsns

n3 n3
o o . n3(n3 - 1)R’2
Tni+ns+i-Tni4na+j =

i=1 j=i+1

(ns—1)  ng(nim; + m2n2)2 9

2 (nymy 4 mang + mgns)?
g (rrma + mans) R.if (5.70)
(nlml + monsg + mgng)

+(nz — 1)
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et

niy n2

E Ti-Tny4j

i=1 j=1

ny ns

E E Ti-Tni4na+j

i=1 j=1

na2 n3

§ E :Tn1+i-rn1+n2+j

i=1 j=1

nlngR
—Nny p)
(n1m1 + TLng)
2,,2
ng3mms —2

+n1ng 3
(n1m1 + mono + mgng)

nyng 22 — EE 2nin namms R 7
—ninsg .G — 2NN .
nimq + Moo n11my -+ NoMo + nsms
ngms (n2m2 - n1m1) 25
+tning .1 (5.71)

(n1m1 + ngmg) (nlml + nomo + n3m3)

2
o ns (nymy + manae)
ninsR* — nims

(n1m1 + mono + m3n3)2

mo nsms — (n1m1 =+ mgng)

—Nni1nan3

S S - R.if
nimi + namas n1M1 + NaMso + N3Ms3

mo

(n1my + nams + ngms)

£if (5.72)

—n1nan3

nang R?

n3 (nymy +mang) o

—Tni2ng 2
(n1m1 + mono + mgng)

ml - —
+n1n2n3—R.§
n1My + NoMo

o nsms — (n1m1 + mgng)ﬁ ,’7
— 1273 .
nimy + NoMo + Nzms

my
(n1m1 + ngomo + n3m3)

+n1nans Eﬁ (5.73)

En faisant usage des expressions (5.60-5.62), (5.68-5.73) le terme d’énergie potentielle
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peut étre mis sous la forme :

ni—1 .

9

V = A1+ noAia + nsA - -

(n1 11 T N2A12 T N3 13); Z+1pz
oy
+ (N1 12 + ngAae + ns A —\.
(112 222 323);%1—11

nz—1 i
+ (n1A13 + nades + ngA : 72
(n1A1s 2A23 333);Z+101

2 2 2
A2 (nymy 4 noma)” + ningmides + nanzmiiis 2

+nin
b (n1m1 + n2m2)2

MaA13 — ml)\23€ ﬁ

+n3 (A3 + nades) 77> + 2ningng
nimi + nNaMms

L’Hamiltonien relatif s’écrit alors comme

ni1—1 . )
li+1 b
Hp = ) (—. ﬁi+<”1AH+”2A12+”3A13)z‘+1p?>

no—1 . .
li+1 1T 2
+ E <— im ]5?\1 + (7?,1)\12 + ng)\m + ng)\gg) iT )‘z)
1

ng—1 . .
1Z+]—_2 7 —2
= A A A »

+Z <2 imgp‘”—i_(nl 13 + N2 Aoz + ng 33)Z.+101>

1 nimsi + namas )
_—p
2 1N M11Me ¢
1 n1M1 + NoMso + N3Ms3 )
9 n

2 nsms (n1m1 + ngmg)

2 2 2
)\12 (n1m1 + n2m2) + Tllngml)\Qg + n2n3m2)\13 -2

§

+nin
b (nlml + n2m2)2

4 MoAi3 — MiAag =
+n3 (nl)\lg -+ ng)\gg) 772 + 2n1n2n3 2713 ! 235.77. (574)
nimi + names

Notre Hamiltonien se présente sous la forme d’une somme de n; + ny 4+ nz — 3 oscillateurs
découplés et deux oscillateurs couplés, les oscillateurs en £ et en 7j, que nous allons

découpler. Pour cela effectuons les transformations d’échelle sur les moments conjugués
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des coordonnées de Jacobi

5 _ 1 ming + mong _,
Pe — Pe=A\lz——————D

2 n1Nom11Mmo

. i 1nimi + name + nzms _
Pn — DPyp=14/5
2 ngmg (n1my + nams)

qui correspondent aux transformations d’échelle sur les coordonnées de Jacobi

- —~ 2ninamimse -
§ = &=\ —7 —F¢
mini + Maono

2ngms (nymy + nagma)
n1M1 + NoMso + NgMs

=
l
|

La partie de ’'Hamiltonien relatif impliquant les coordonnées de Jacobi E et 1j et leurs

moments conjugués prend alors la forme

/

I

HR <§7 ﬁ) = ﬁ?’ +
+)\12 nimy + n2m2)2 + nlngm%)\% + ngngm%)\lg 542

2m1m2 (n1m1 + n2m2>

—~

nimy + NoMms + N3M3
2m3 (’I’lel + ’ngmz)

+ (nl/\lg + ng)\23)

MoA13 — Mydeg [M1My + Nome + nzmg ~ _,
+N1M9oN3 f .n.

nimsi + nNamas 1Mo NgMgML1 Mo

Nous avons donc & diagonaliser la matrice M définie par

2 2 2
/\12(n1m1+n2m2) +n1n3m1>\23+n2n3m2)\13 N1N2N3 M2A13—MmM1A23 nimi+namo+nsms
2mima(nimi+namsz) 2 nimai+nams n1M2N3M3mM1ms
ningng med1z3—midaz [/ nimitnoma+nazms NiXia - o\ ) nimi+nama+nams
D) nimi+ 1113 271\23) 7o
1mirTn2z2msa2 nin2ngmamimsa m3(n1m1+n2m2)

Cette matrice admet deux valeurs propres A; et Ay qui sont de surcroit positifs car il est

clair que la matrice M est définie positive (ses éléments diagonaux sont positifs et sont

déterminant est également positif).
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Apres diagonalisation, Hp <§ , ﬁ) va prendre la forme

/12

Hp (f 77) +]52 Al + Agif”

Donc Hp <§ , ﬁ) se présente alors sous forme d’une somme de deux oscillateurs et

ni—1
= X (el + (ada sk ) 57)

i=1
na—1 2

+ (%%ﬁi + (n1Aiz + nadaz + n3das) z+1>‘2>
o (5.75)
ng—1

+ (éﬁﬁ (n1A13 + naas + ngAaz) =5 i1 _)?)
=1

Les niveaux d’énergie sont donc la somme des énergies des niveaux de N — 1 oscillateurs

harmoniques indépendants. Il s’ensuit que

ni—1

(N) _ E : nidii+neAia+ngMis
Ejl,j27---7jn1—l7jn1 7jn1+1,---7jn1+n2 ,,,,, jn1+n2+n3—1 o (2']1 + 3) 2mq

=1
nit+ng—2

niA12+n2Aoa+nglos
+ 3 (2i+3) \/ 222

1=n1
ni+na+nz—3

T SN CT R e resveem

i=ni+ng—1

+(2jn1+n2+n3—2 + 3) \% Al

+ <2jn1+n2+n3*1 + 3) \% A2'

(5.76)
ou j; sont des entiers positifs ou nuls et ot on a utilisé 'expression de I’énergie d’un
oscillateur sphérique a trois dimensions. L’énergie de I’état fondamental de Hg est alors
la somme des énergies des états fondamentaux de chacun des oscillateurs, qui s’obtiennent

en égalisant tous les j; & zéro

2 maq 2 ma

1ngA A A 1niA
E(gN) _ 3<(n1—1) \/_m 11 T N2A12 + N3 13+(n2—1) \/_nl 12 + naAge + nzAa3

1 niAis + nadoz + nsA
+(ng — 1) \/57“ 13 T T2A23 T N3 33 /—A1+ /_A2> (5.77)

ms3
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En élévant v/ A; + Ay au carré
2
(\/ Al —|— vV A2> = Al + A2 + 2\/ A1A2.

Mais
A1 + A2 =trM

et

AlAg = det M.

Par conséquent

VA + /A = \Jtr(A) + 21/det(A),

En se reportant a I'expression de la matrice M

tr(M) = Ao MmNt + A3 mm F nams + )\23M, (5.78)
2myme 2mims 2moms
mini + mong + msn
det(M) = 11 1 22 373 (nl)\lg)\w + ng)\lg)\gg + 713)\13)\23) . (579)
m1mains

Il s’ensuit que ’énergie du niveau fondamental ESN) de Hp est donnée par

(N) _ niA11+tnoAio+ngzAg niAi12+noAog+ng niA13+mnolag+ng
B =3 ((n1-1) 1 22221803 4 (np-1) 1212419222 13023 4 (ng-1) 1213 2277123 3233

>\(n7n+nm))\(n7n+nm))\(nm+nm) nimi+mngomo+ngm
+\/ 12(nmytngmy 13(ngm 1 3m3 23(n2 2 3m3 1Myt g Mt NaME ()N A st g A12 Aas+ naA13 A23)

(5.80)

Dans le cas a trois corps, on retrouve le résultat connu [11]

2mimsa 2mims 2mams mimeoms

E(()S) _ 3\/m1+m2)\ 4omatms ) oy madms ) +\/m1+m2+m3 (A12A13 + A2 das + Aizhog)

2my 2mo 2ms mimeoms

— 3\/>\12+)\13 +A12+A23+A13+A23+\/m1+m2+m3 /\12)\13+)\12)\23+>\13/\23)
(5.81)
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Chapitre 6

Saturation des bornes inférieures

optimisées

Tous les résultats de nos calculs numériques montrent que la borne inférieure optimisée
est saturée dans le cas des interactions harmoniques. Nous avons considéré un tel nombre
de cas, qu’il nous est maintenant tres difficile de croire que la propriété de saturabilité
puisse étre prise & défaut. Autrement dit, nous avons acquis la certitude que la borne
inférieure optimisée est saturée dans le cas des interactions harmoniques. En dépit de cela,
d’un point de vu mathématique une évidence numérique reste une évidence numérique et
ne peut constituer, strictement parlant, une démonstration rigoureuse de la saturabilité.
Notre but dans ce chapitre est de combler partiellement cette lacune. Plus explicitement,
nous allons démontrer analytiquement [14] que la borne inférieure optimisée est saturée
pour les trois configurations (N x m), (N —1) x m, 1 x M) et (n x m, n’ x M), ou
N > 2, n et n/ sont supérieurs a 1.

Dans chaque cas, nous allons d’abord dériver analytiquement ’expression de la borne
inférieure optimisée puis nous allons la comparer avec la valeur exacte de 1’énergie de

I’état fondamental de I'oscillateur harmonique a N corps obtenue au chapitre précédent.
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6.1 Configuration (N x m)

Toutes les particules sont de méme masse.
Il est a remarquer que la borne inférieure améliorée est saturée dans ce cas, c’est a
dire coincide avec I’énergie de ’état fondamental du systéme.

Le systeme est alors invariant dans toute permutation des particules. Par conséquent,

ay; = a 1<j=1,...,N, (61)
o= b i=1..,N (6.2)

et
zie = 0 k=1..N, k#i eth#j. (6.3)

Dans ce cas on n’a pas de parametres & ajuster.

L’identification des deux membres de la relation
Ny N N N o
St (S) (Sa) - S imenr

, . —
donne une seule équation pour les termes en p'?

%:H%(N—l), (6.5)

et également une seule équation pour les termes en p’; - ?j pouri#j=1 .. N

a
=2b— —-. .
0 5 (6.6)

En éliminant le paramétre b entre les deux équations précédentes, on arrive & une expres-

sion pour le parametre a :

2

= —. 6.7
a=— (6.7)

Nous avons pour des interactions harmoniques
Vij(7ij) = Vim(75) = M}, i< j <N, (6.8)
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et la borne inférieure optimisée se réduit alors & :

N
Eay= Y, E®a,\2] =

i<j=1

ME<2> (a,\,2), (6.9)

ott E@ (a, \,2), avec X positif, dénote I’énergie du niveau fondamental de ’Hamiltonien
HSZ) a deux corps défini par

HY = ap® + N2, (6.10)

En utilisant 'expression du parametre a équation (6.7) et le résultat bien connu

E® (a,\,2) = 3Va\, (6.11)
I’équation (6.9) se réduit a
N(N-1) [ 2 AN
=3 A v (6.12)

qui n’est rien d’autre que I’énergie exacte d’un systéme d’oscillateurs harmoniques de
méme masse (5.18). Il est aussi & remarquer que dans ce cas particulier les bornes infé-

rieures améliorée et optimisée coincident toutes deux avec ’énergie de I’état fondamental.

6.2 Configuration (N —1) x m,1 x M)

On peut toujours, sans perte de généralité, numéroter les particules de méme masse

mde 1 a N — 1 et la particule unique de masse M par N, c’est a dire
mi=mo=..=my_1=m e my=DM.

Comme le systéme est invariant dans toute permutation des N — 1 particules de méme

masse m, on a les relations suivantes

Ai; = Omm ’L<]:172,,N—17
a;N = QAmM 1< N, (613)
by, = by=---=by_1 =0,
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et

Nous avons ainsi un seul parameétre variationnel ¢ & ajuster et deux valeurs distinctes
Amm €t amy pour les a;j.
N(N—-1 . . . . ) .
Les N + % relations obtenues par identification des deux membres de I'équation

(2.5) se réduisent aux 4 relations suivantes

p N-2 1 N-2, 1
4 Amm 4amM 4 AmM = Qma
b N1 1
N 1 AmM = oM’
1 N -3
2b — §amm + L + Cany = 0,
1 N —2
b + bN — —QmM — éamM = 0. (615)

2 2

Les équations (6.15) peuvent étre considérées comme un systéme de quatre équations a
quatre inconnues a,,, amar, b, by, avec un parameétre £. La résolution de ce systéme est

triviale et donne pour a,,,, et a,,y; les expressions suivantes

an(l) = 2(6+1)(€N—3€+1+N)M—(6—1)2m
e ((N + N — 20> mM ’

(N—1)m+ M

() =2 (IN + N —20>mM’ (6.16)

La borne inférieure optimisée sera obtenue en maximisant une somme d’énergies de sys-

témes & deux corps par rapport au parameétre variationnel £ :

Eolb = mgax 'Z_l E(z) [amm(g)] + Zl E(2) [amM<€)]]
= max {WE@) (ammn(0)] + (N — 1) E® [amM(ﬁ)]] S 67
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Dans le cas de potentiels en loi de puissance

Vii(Fi) = Vium(Fij) = Apmri™™ i< j <N,

Vin(Tin) = Vi (Tin) = A 7™ i < N, (6.18)

Pexpression (6.17) se simplifie en :

Eop = m?x

N-1 N-1
Z E(2) (amm<£>7 )‘mma me) + Z E(Q) (amM(g)a )\mMa VmM)] 3

i<j=1 i=1

N _ 1 N _ 2 2 Ymm
D=2 |y 5075 (i (0) 5 B (1,1, 40)

(N = 1) Dot |57 (g (0) 5657 B@) (1,1, var)| (6.19)

= max
14

Pour obtenir (6.19), on a fait usage des lois d’échelle (1.157).

Dans le cas de l'oscillateur harmonique, c’est a dire pour v,,,, = Vyur = 2, on définit

By = W2V =2 A5 E® (1,1,2) + (N — 1) Vommrammn OB (1,1,2),

2
(6.20)

ott E? (a, \,2), avec X positif, dénote I'énergie du niveau fondamental de I'oscillateur a

(2)

deux corps dont I’Hamiltonien H'; est donné par (6.10).

La borne inférieure optimisée E,;,, sera donc
Eolb = Hl?X E(g) (621)

En utilisant le résultat bien connu (6.11), I’équation (6.20) se réduit a

E(l) = 3N = 1)2(N =2 VA A @ () + 3 (N — 1) v/ Auns v/ @i (£). (6.22)

Avant d’aller plus loin, il est plus commode de mettre @, (¢) et a,n(¢) (6.16) sous la

forme
tom(l) = 2 2(—-1)" (N = 1)m+ M)
- (N—1)m  (N—f(+(N-1)0>(N—1)mM
amm(0) = ! V= Ym & M (6.23)

(N =€+ (N-1)0)7 2mM
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Il est également plus convenable de faire le changement de variable suivant :

N-2)(1-/
h:= ( ) ) (6.24)
2-N)(1-0)+2(N-1)
En terme du nouveau parametre h, a,,, €t a,,y; s’écrivent
2 2((N -1 M
(N—-1)m (N =2)"(N—-1)mM
(N—=1)m+ M) 9
amm(h) = 1+h)", 6.26
wh) = S (L (6.26)
et la borne inférieure optimisée E,; peut s’écrire comme :
Eolb = m}EL%X E(h), (627)

ou

E(h) = 3(N—1><(N (N =2)*(N = 1)mM

2>M\/(zv_21)m_ 2((N —Ym+ M)

2mM

I \/ _“"“‘f (1+h)2>. (6.28)

Faisons maintenant la conjecture que (1 + h) est positif lorsque E(h) atteint son maxi-

mum. Nous avons

OE(h) (N — 1)m—|—M h
—— = 3(N—=1)< vV um
oh ( ) (N —2) —1)ymM \/ —1)m+M)h?
) (N-1)mM
—)m+ M
+/\ . 6.29
\/QmM 2 } ( )
En posant ( ) égale a zéro, on trouve la valeur hy de h correspondant au maximum de

E(h)

M At
ho:(N_Q)\/(N—1>m+M\/(N—1)Amm+AmM' (6.30)

En substituant a hgy son expression, (6.30), dans E(h), équation (6.28), on trouve pour
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la borne inférieure optimisée FE,;, ’expression suivante

Eolb:E(ho):%{(N_Q)\/(N—l))\;;m—i‘)\mM_{_\/)\;M\/(N—lj)\jm—i—M ’

(6.31)
qui est identique & I’énergie du niveau fondamental de I'oscillateur harmonique & N corps,
équation (5.18). Ainsi la borne inférieure optimisée E,;, équation (6.31), est saturée dans

le cas de forces harmonique pour la configuration (n x m,1 x M).

6.3 Configuration (n x m,n’ x M)

On peut sans perte de généralité numéroter les n particules de méme masse m de 1 a

n et les n’ particules de méme masse M de n+ 1 & N. Evidemment n +n' = N.

m; = Mg =" -"=My = 1M,

Mpi1 = Mpgo=--=my = M. (6.32)

Comme le systéme est invariant dans toute permutation des particules de méme masse,

alors

aij = Amm, 1<jJ<n,

Qi; = GmM, izl,...,n,j:n—{—l,...,N,

Qi; = ApmM, TL<’L<]§N, (633)

by = by=-+=0by =bpy,

bpt1 = bnya=---=by = b, (6.34)
et

Tijqa = 0, 1<j<n ou n<i<j<N,

Tijg = ¢, 1=1,....n, j=n+1,....N, 1<q<n, q;&i,
Tijq = p, t=1,....n,j=n+1,...,N, n<qg<N, qg#]. (6.35)
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Nous avons dans ce cas trois valeurs différentes @y, , @mar, arrar, de a;5, et deux parametres

N(N-1)
2

variationnels £ et p. Les N+ relations obtenues par identification des deux membres

de I’équation (2.5) se réduisent dans ce cas a 5 relations

b +1( 1) +n/(£2( 1)+1) !
m —\n—- Amm - n— Am = 7
4 4 M 2m
b —I—E(p2(n’—1)+1 a —1—1(71'—1)@ L
M 4 mM 4 MM 2M7

42
2bm — —Qpym T+ <£ -+ E (n — 2)) n/a/mM = 0,

2
20 — —anm + <p + b (n' — 2)) Namy = 0,

bm+bM+%<<n'_1)p—1—E(n—1)+p£(n—1)<n'_1))amM ~ 0. (6.36)

Les équations (6.36) peuvent étre considérées comme un systéme linéaire de cing équa-
tions & cing inconnues, Amm, Amar, Aarns, b €t byr. La résolution de ce systéme méne aux

expressions suivantes pour G.,m, Ama, €t apyyr en termes de £ et p

aon (0p) = > — 2(N —n) (N —n)) M +nm) (£ —1)°
e nm  pmM (N — (N —=n)l+n(N—-n)l—n(N—n)p+np)* (6.37)
nm+ (N —n) M
amym (£,p) =2 27
m (6:7) mM (N —(N—-n)l+n(N—-n)l—n(N —n)p+np) (6.38)
a (t,p) = 2 B 2n(nm+(N—n)M)(p+1)2
TN =M (N =)y mM (N = (N =)+ n (N =n) C=n(N = n)p+np)’
(6.39)

Dans les expressions précédentes on a remplacé n’ par N — n.
La borne inférieure optimisée sera obtenue en maximisant la somme des énergies des

systémes & deux corps par rapport aux paramétres variationnels ¢ et p :

[ n n  n+n’ n+n’
Eoy = max | 3 E® apn(Cp)] + 3 3 B famu(Cp)]+ 3 BO [aMMw,p)]]
Li<j=1 i=1 j=n+1 1<j=n+1

= max | "L E® [0y (€, p)] + 10 B [agmar ()] + G2 E [arrar(€,9)]]
7p -
(6.40)
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Dans le cas de potentiels en loi de puissance

Vii(Tig) = Vim(7i5) = )‘mmri‘/jmm 1< j<n,
Vii(7j) = Vam(Fin) = Xuurif™ i<n, n+1<j<N (6.41)

Vii(7i;) = Vuu(Tin) = Aumriy™ n+l1<i<j<N

(6.40) se réduit a

—1
Eolb = HéaX [%E@) (amm(ga p)> )\mm7 me) + TLTL,E(2) (amM(Ea p)7 )\mM7 VmM)
7p

!/ !/
—1
%E(z) (arrar(€,p), Ananss Ve )
- ]_ — Ymm
— n%ax [% |)\mm’ Vm72n+2 (amm<g7 p)) Ymm+2 E(2) (1, 1’ me)
7p

2 Ym M
+nn” Amag| 52 (s (€, p)) mri2 EG (1,1, vmag)
n'(n -1
- 1)

2 | Angag | arne+2 (611\41\4(€,Z9))"”j\ﬁi2 E@ (1,1, v | - (6.42)

De nouveau, pour obtenir (6.42), on fait usage des lois d’échelle (1.157).
La borne inférieure optimisée E,; pour l'oscillateur harmonique & N corps v, =

UmM = Vv = 2, peut étre mise sous la forme

Egp = n%aXE (4,p), (6.43)
)
o on a défini E (¢, p) comme
-1 N — N—-n-1
= 3 (M ) + T R
41 (N = 1)/ Amar@mar (E,p)) . (6.44)

A (€, D), amar (€, p), et anrar (¢, p), sont données respectivement par les équations (6.37),
(6.38), et (6.39).

Faisons maintenant le changement de variables

(n—1)(N—n)(1—-1¢)

_ n(N—-n-1)(1+p)
C T W= -0 +a(N=n)(=p) tn(l+p) (6.46)
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En termes des nouveaux parameétres h, équation (6.45), et ¢, équation (6.46), Gmm, Gmar,

et aprps peuvent étre réécrites comme suit

amm () = ——— 2omF W =) M) 4, (6.47)
nm  n(N—n)(n—1)"mM

nm+ (N —n) M 2
o (he) = 1+ hte)?, 6.48
s () = S (bt (6.49

B 2 B 2(nm+ (N —n)M) 2
ayy (hyc) = N M n(N—n) (N —n— 1)Fm (6.49)

Une fois exprimée en termes de h et ¢, E (¢, p), équation (6.44), prend I’expression suivante

3 . nm+(N-n)M
E(h,c)= ( 1 m@/ \/ (n—l Mh
+(N=n)(N-n-1) \/—,/ N ) \/ ner_n_IL))Mc?

+\/)\mM\/ ”m+mM n) M) (1+h+c)>,

(6.50)

et la borne optimisée E,;, sera
Eop = H}lLaXE (h,c). (6.51)

Calculons maintenant les dérivées partielles de F/(h, ¢) par rapport a h et ¢. Nous obtenons

OE(h,c) 3 o (m— [ Amm 1 nm+ (N —n) M
oh V2 (n=1) \/1_”m+N’” p2 (n— 1) (N—n)Mh

T o

et

OE(h,c)
dc

. i N AMM nm—+(N— n)M
(N n n—= (N—n) nm+(N WM o (N-n—1)%n
(N—n— 1)2nm (653)

Sles

+\/_ nm+N nM)’
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ol nous avons conjecturé que 1 + h + ¢ > 0 au voisinage du maximum de F (h,c),
équation (6.50). En imposant & 0F(h, ¢)/0h et a OE(h, ¢)/Jc d’étre simultanément nulles,
on obtient pour h, la valeur hg et pour c la valeurs ¢y, correspondant au maximum de

E (h,c). C’est la borne inférieure optimisée. Un calcul direct mene a

he = (N—n)(n—1) \/nm+(j\f_n)M\/mmm+?;M_anM (6.54)

m AmM
@ = n(N_n_l)\/nm—l—(N—n)M\/(N—n))\MM—l—n)\mM' (6:55)

On obtient finalement en remplacant hg et ¢y par leurs expressions explicites, équations

(6.54) et (6.55) respectivement, I’expression suivante pour la borne inférieure optimisée

Eolln

m

VA W +(N—-n-1) \/"AmM+(]]\V/[*n)>\MM ’

(6.56)

Eolb = E (h’07 Co) = % ((n — 1) \/n)\rrber+(N—n)/\mM

qui n’est rien d’autre que l’énergie exact (5.54) de I’état fondamental de 'oscillateur
harmonique a N corps pour la configuration de masse (n x m, (N —n) x M), ce qui
signifie que la borne inférieure optimisée est saturée pour l'oscillateur harmonique & N

corps dans le cas de configurations de masse du type (n x m, (N —n) x M).
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6.4 Systéme a N corps avec trois masses distinctes

Il vaut la peine de signaler que la borne inférieure optimisée, ((6.12),(6.31)) pour
les deux configurations (n x m) et (N — 1) x m, 1 x M) peuvent étre considérer comme
des cas particuliers de la configuration (n x m, (N —n) x M) équation (6.56) malgré
que ces trois bornes sont clairement différentes en ce qui concerne les termes a;; et les
parametres variationnels z;; . Pour ce fait, il n’est plus nécessaire de considérer toutes
les configurations possibles du systéme a 3 masses distinctes, a savoir (ny x mq, 1 X my,
1y xmyq), (n1 XMy, ng X mag, 1 X mg) et (ng X my, ny X ma, ng x mg). Nous ne considérerons
donc que la configuration du type le plus général (n; X my, ny X mso, ng X mg) avec ny,
ng, ng = 2.

Vue de la complexité du probléme a N corps avec trois masses distinctes compara-
tivement a ceux avec une ou deux masses distinctes, il faut adopter une notation plus
adéquate :

Les impulsions des particules de méme masse m; seront représentées par p; (i =
1,...,n1), celles des particules de méme masse my seront représentées par p'; (i = 1, ..., ny)
et celles des particules de méme masse ms par p” (i =1,...,n3).

Les particules seront numérotées séparément dans chaque amas, c’est a dire de 1 a n,
pour le premier amas, de 1 & ny pour le deuxiéme et de 1 & ns pour le troisiéme amas.

Comme le systéme est invariant dans toute permutation des particules de méme masse,
on a alors six parameétres a;;, un pour chaque paire de particules d’'un méme amas, a;
pour les paires du premier amas, ass pour celles du deuxiéme amas et azz pour les paires du
troisieme amas. Trois autres parametres a distinguer pour les paires de particules d’amas
différents, c’est & dire a;; (@12, a13 et aqz) pour les paires composées d'une particule du
amas ¢ et une du amas j. Nous avons de plus 3 valeurs différentes des parameétres b;, a
savoir b; (b1, by et b3) pour les particules du amas i. Les paramétres variationnels seront

dans ce cas au nombre de 9.
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La décomposition de la partie cinétique de ’Hamiltonien (2.5) pour la configuration

(n1 X My, Ng X Mg, N3 X m3) est

ni n2
1 — 1 — 1 —
Zmp%‘F 4 %p?*“z sz D i =
= ni =1 ne 7,%?1’ ni ne n
g 1= "=—>n - g =
YO AV A Y VT Pit X 1t
i=1 i=1 =1 i=1 i=1 =1
ag K= — \2 | ag B (= —=\2 ass G = =\ 2
+TZ(pl_ ]) +T‘Z (pz_pj) +TH (pi_pj)
1<j=1 1<j=1 1<j=1 )
niy n2z ni n2 n3 6.57
44z ?i_?;""cl > Pite Y ?22'1“032?%) (6.57)
i=17=1 k1#£i=1 ko#j=1 k3=1
2
a1z A & pocd — 2 — & —/ &, —n
+ a2y pi— P+ h Y Pitfod Pt fz D D,
i=1j=1 k1#i=1 k2=1 k3#j=1
2
az3 CRE e r=d/i A = < —1 = r=d/i
+ 23 pPi—Di+di Y Pitdy Yo P, tds X D, | -
i=1j=1 ki=1 koi=1 ks#j=1

L’identification des deux membres de (6.57) donne

U (ny — 1) + 42 (ng + cing (g — 1)) + 42 (ng + fing (ng — 1))

2m1 (658)
+a% (d%ngng) + bl
oy = (2= 1)+ %2 (n1 + na (n2 — 1)) + 42 (finins) (6.59)
+% (n3 + d%ng (n2 — 1)) + b2
oy = B (03— 1) + %2 (minacd) + 42 (1 + fina (ns — 1)) (6.60)
+92 (ng + dina (ng — 1)) + b
respectivement pour les termes en p'2, p’2, p"? et
0="01 +by+ 42 (=24 2c3(ng — 1) = 2¢1 (ny — 1) + 2c162 (01 — 1) (ng — 1)) (6.61)
+ 4 (2fans + 2f1fans (n1 — 1)) + 442 (2d1dang (n2 — 1) + 2ding)
0=0by + b3+ % (2637’1,2 + 2c1c3m9 (nl — 1)) + % (2d1d3n2 (77,3 — 1) — Zdl’flg) (6 62)

"’J%?’ <_2 +2f3 (n3 - 1) —2fi (”1 - 1) +2f1f3 (nl - 1) (?13 - 1)) )
0= b2 -+ b3 + % (—Qanl + 20203711 (ng — 1)) —+ % (2f2f377/1 (713 — 1) — 2f27’L1)

(6.63)
22 (=2 4 2dg (ng — 1) — 2dy (ng — 1) + 2dads (ng — 1) (ng — 1))

les t o el ol ti t, et les t
pour les termes en p; - pj, Di- pj, pi . pj respectivement, €t pour les termes en
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0= L(=2)+ 42 (4cyny + 2¢2n5 (ng — 2)) + 43 (4 fing + 2f2ns (ny —2)) (6.64)
‘f‘% (2d%n2n3) + 2()1,

0= 92 (-2)+ 42 (—deyng + 26301 (ng — 2)) + 42 (2 f3nin3) (6.65)
492 (4dyng + 2d3nz (ng — 2)) + 2bs,

0= 9 (—-2)+ 92 (23niny) + U2 (=4 f3ny + 2f3ny (ng —2)) (6.66)
+% (—4d3n2 + 2d§n2 (n3 — 2)) + 2b3

Apres élimination de by, by et bs, le systéme des équations ((6.58) & (6.66) ) peut se mettre

sous une forme matricielle

a=DA,
1 .
avec oy := —— + ——, donnant ainsi les a;; en faveur de c1, c2, c3, f1, f2, f3, di, da et
2TTLZ' 2mj
ds
1
arl m
1
22 ma
1
ass e
A = , Q= ) s , :
a2 2m1 + 2mo
1 1
a13 2m1 + 2ms
1 1
a23 2mo + 2ms
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avec

na(c1—1)°2
B0 0 el =t
ni(ca+1)32
0o %0 uleg 117
~ 0 0 % 0
D = -
ny—1 n2471 O D44
ni—1 0 naz—1 ng(—QC3+c§n1+cl(nl—l)(c1—2(:3)+1)
4 4 4
0 na—1 nz—1 n1(263+C§n2+cQ(nzfl)(cQ—253)+1)
4 4 4
na(f1—1)%
3 12 O
n3(da—1)2
0 e 22
ni(f3+1)* na(ds+1)*
2 2
ns(=2fotfimit1+f(f1—2f2)(m—1))  n3(—2di+dina+14ds(do—2d1)(n2—1)) |’
4 4
~ n(2d1+dins+1+ds(ds—2d1)(nz—1))
Dss 1
m(2f2+f22n3+1+£3(f372f2)(n3*1)) f)66

ou
~ ny + no + 2 — 26162 (n1 — 1) (TLQ — 1) +c1 (Tll — 1) (Clng + 2) + co (712 — 1) (62n1 — 2)
D44 = 4 )
D, — Mmtnst2-2fifs (m— 1) (ng — 1) + f1 (m — 1) (fing +2) + f3(n3 — 1) (f3m1 — 2)
4 )
]~) _ na2+mng+ 2 — 2dods (n2 — 1) (n3 - 1) + do (TLQ — 1) (dz’ﬂgg + 2) +ds (Tld - 1) (d3n2 — 2)
66 — .

4

Les parametres a;; seront obtenus en inversant la matrice D par I’équation
D 'a=A. (6.67)

La borne inférieure optimisée sera obtenue en maximisant la somme des énergies des

systémes & deux corps par rapport aux parameétres variationnels ¢y, co, ¢3, f1, f2, f3, di,

142



d2 et d3 :

n1 n2 n3
Eop = max Z E® [a] + Z E® Jag] + Z E® [ags]
i<j=1 i<j=1 i<j=1

ny n2 niy n3 n2 n3
+2 2 EPlanl+ 3 3 B[]+ ) Efax

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

—1 —1 -1
— max {%E@) lan] + %E@) [a2s] + %E@) [a3]

-+ nlngE(2) [alg] + n1n3E(2) [alg] + ngngE(2) [0,23” s (668)

qui se réduit, dans le cas de forces dérivants de potentiels en loi de puissance (1.156), &

ny (ng —1 Tafra 2
E,p = max [%E@) (a1, A1, vin) + %E(g) (22, Az, V22)
—1
%E(Z) (as3, Ass, 33)

+ niny B (a12, M2, V12) + niny B (a13, A13, V13) + nan B (g3, Aa3, st)} )

ou encore
E . = na(n1—1) A V112+2 V1V1141r2 E® (1.1
olp = Mmax T| 1] (a11) (1,1,v11)

2 v
+_n2(n22—1)_ | Agg|"22+2 (%2)”222‘2” E® (1,1,v9)

2 _v33_
—I—_m(ngg_l‘) | Agg|as+2 (%3)”3512 E® (1,1, v3)
_2 Y12 it e
Frang |27 (a1) 71507 E®) (1,1, v19) + nyng | Aiz|“13+2 (a13) V18+2 E(?) (1,1,v13)

nans g 552 (ags) 542 B (1,1, v33) |
(6.69)
L’équation (6.69) est a la base de tout les calculs numériques dans ce manuscrit
concernant la borne inférieure optimisée qui sont des cas particuliers du systéme étudié
ci dessus. Les valeurs des énergies exactes a deux corps E® [1, 1, v] seront calculer sépare-
ment et par des méthodes de résolution numériques de ’équation de Schriodinger comme

par exemple la méthode de Multhopp présentée en appendice.
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I1 vaut la peine de rappeler que cette maximisation, équation (6.69), se fait sur 9
parameétres ce qui ne serait jamais facile & achever. La difficulté du probléme peut étre
réduite considérablement si on tient en main les contraintes dynamiques universelles et ré-
duire ainsi le nombre de paramétres variationnels indépendants. Nous avons 4 contraintes
dynamiques universelles a dériver.

La matrice 2M qui est une matrice 6 x 9 se réduit dans ce cas a

2ns (¢1 — 1) 0 0
0 21 (ca + 1) 0
o — 0 0 0
(np—1)(nac1 +1—cana+c2) (n2—1)(ecany — 1 —cing +¢1) 0
ng (n1 — 1) (¢1 — ¢3) 0 ng (nicg — 1 —cyng +¢q)
0 —ny (—ca +c3) (n2 — 1) ny (1 — cang + co + c3na)
2n3 (fr—1) 0 0
0 0 0
0 0 My (fs +1)
ng (fini — fi— faoni+ f2)  na(forn — 1= fim + f1) 0
(n1 = 1) (fs + fins — fans + 1) 0 (ng —1) (f1 — fina + fan1 — 1)
0 ni(feng +1— fang + f3)  na(fsng — f3 — fans + f2)
0 0 0
0 s (dy — 1) 0
0 0 2 (ds + 1)
ng (de + ding — dong — 1) ng (dy — dy — dyna + dans) 0
ng (ds + ding — dsng + 1) 0 ng (dy — d3 — dins + dsns)
0 (ne — 1) (ds + dang —dsng + 1) (ng — 1) (d2 — dang + dsng — 1)

Au maximum de la borne inférieure la matrice M (ou oM ) doit étre de rang 5 au
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plus, ce qui permet de tirer 4 contraintes dynamiques universelles

h

fs

dy

—c1— fat+cz+afo

Y

C3 — 1
—hatalht o
facs —1 ’
facs + fadscs — c3 — d3
C3 —1 ’
3 — fz

ol on a choisit ¢y, co, c3, fo et do comme paramétres indépendants.

Il vaut la peine de remarquer que les deux systémes (4.10) et (6.70) sont équivalents

si on remplace dans (4.10) = par ¢;, w par ¢, y par fi, t par fs, e; par dy, dy par fs, z

par dy et u par d3. Ces contraintes dynamiques universelles (6.70) ne sont rien d’autres

que les contraintes dynamiques universelles déja obtenues pour la configuration (4.10).
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Chapitre 7

Comparaison numérique des bornes

inférieures

Ce chapitre est consacré a la comparaison numérique de différentes bornes infé-
rieures, bornes inférieures optimisée E,; (6.69), améliorée E,peiorée (1.192) et naive
Eraive (1.170), pour des systémes a N corps. On s’est limité a la présentation des cas
N =5,6 et 7, c’est a dire les cas a cing, six et sept corps, en considérant des interactions
a deux corps dérivant de potentiels en loi de puissance avec le méme exposant et méme

intensité pour les paires de particules
vi; =v, Nj=signe(v), i<j=1,..

On a considéré toutes les configurations possibles jusqu’a la limite de 3 masses distinctes
et ce pour différentes valeurs des masses des particules dans un systéme d’unités ou
h = 1. Nous avons quatre formes représentatives du potentiel en loi de puissance, a savoir
le potentiel harmonique v = 2, le potentiel linéaire v = 1, le potentiel Martin v = 0.1 et
enfin le potentiel coulombien v = —1. Nous allons considéré tour a tour les systémes a 5,

a6etaTcorps.

146



7.1 Systéme a cinq corps

Il'y a deux configurations possibles avec deux masses distinctes, a savoir (4 xmq, ms) et

(3xmy,2xmy) et deux configurations ayant trois masses distinctes (3 xmq, 1 Xmy, 1 Xms)

et (2 X m1,2 X m3,1 X m5).

7.1.1 Deux masses distinctes

Pour les deux configurations (4 x my,ms) et (3 X my,2 X my), nous avons fixé la valeur

de my; = 1 et varié ms.

1. Configurations (4 x my, ms) m;=ms=mz=my=1,

v=2 v=1
ms  Engive  Eamétiorée  Eolb ms  Engive  Eamétioree  Eolb
0.01 51.64 55.51 56.71 0.01 30.61 32.96 33.16
0.10 23.07 27.15 27.81 0.10 19.24 21.69 21.90
0.50 16.35 20.49 20.59 0.50 15.58 18.13 18.18
1.00 15.00 18.97 18.97 1.00 14.73 17.23 17.23
3.00 13.90 17.03 17.47 3.00 13.98 16.02 16.29
10.0 13.45 14.69 16.74 10.0 13.66 14.40 15.81
100 13.26 10.90 16.39 100 13.53 11.13 15.57
500  13.25 9.602 16.36 500  13.52 9.634 15.55
o0 13.24 8.485 16.35 00 13.51 7.423 15.54
v=0.1 v=—1

ms  Engive  Eameétiorée  Eoib ms  Engive  Eameétiorée  Eolb
0.01 12.52 12.75 12.75 0.01 -6.079 -3.086 -3.080
0.10 11.96 12.20 12.21 0.10 -6.727 -3.753 -3.742
0.50 11.66 11.92 11.92 0.50 -8.667 -5.375 -5.369
1.00 11.57 11.83 11.83 1.00 -10.00 -6.250 -6.250
3.00 1148 11.71 11.73 3.00 -12.00 -7.875 -7.464
10.0 11.44 11.51 11.68 10.0 -13.27 -12.81 -8.265
100 11.42 10.92 11.65 100 -13.92 -80.04 -8.712
500  11.42 10.48 11.65 500 -13.98 -380.0 -8.757
00 11.42 4.782 11.65 00 -14.00 -00 -8.769
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2. Configuration (3 x my,2 X myg) my=my=msz=1, my= ms variables

v =2,
my  Engive  Eamétiorée  Eoib
0.01 83.46 83.74 93.79
0.05 40.37 43.58 47.40
0.10 30.35 34.24 36.49
0.20 23.44 27.73 28.84
0.50 17.64 21.99 22.20
1.00 15.00 18.97 18.97
2.00 13.35 16.62 16.81
10.0 11.65 12.77 14.20
100  11.04 10.21 12.98
v=0.1
my  Engive  Eameliorée  Folb
0.01 13.28 13.33 13.51
0.05 12.57 12.72 12.80
0.10 12.29 12.48 12.53
0.20 12.03 12.25 12.29
0.50 11.74 12.00 12.00
1.00 11.57 11.83 11.83
2.00 11.44 11.68 11.69
10.0 11.25 11.36 11.48
100 11.12 10.91 11.32
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v=1

my  Engiwve  Eamétiorée  Folp

0.01 43.92 44.15 47.76
0.05 27.77 29.49 31.03
0.10 23.19 25.34 26.29
0.20 19.68 22.13 22.63
0.50 16.39 19.00 19.10
1.00 14.73 17.23 17.23
2.00 13.62 15.77 15.88
10.0 12.34 13.13 14.10
100 11.77 10.86 13.12

v=—1

ma  Enaive Eametiorée  Eotp

0.01 -3.129 -1.599 -1.237
0.06 -3.621 -1.972 -1.673
0.10 -4.191 -2.393 -2.168
0.20 -5.200 -3.117 -2.988
0.50 -7.500 -4.667 -4.635
1.00 -10.00 -6.250 -6.250
2.00 -13.00 -8.167 -8.058
10.0 -23.91 -17.20 -12.76
100 -114.9 -107.5 -36.05




7.1.2 Trois masses distinctes

Nous avons fixé my a 1 et celle de ms & 2 et varié ms.

1. Configurations (3 x my,1 X my, 1 X mg). m;=mo=ms=1, my=2, my variable

v =2, v=1
ms  Engive  Eameliorée  Folb ms  Engive  Eameliorée  Folb
0.01 51.01 53.90 55.71 0.01 30.20 32.10 32.60
0.10 22.39 25.83 26.80 0.10 18.79 20.92 21.31
0.50 15.59 19.20 19.55 0.50 15.08 17.36 17.54
1.00 14.20 17.74 17.90 1.00 14.19 16.47 16.57
3.00 13.04 16.00 16.36 3.00 13.39 15.37 15.58
10.0 12.56 13.96 15.59 10.0 13.04 13.95 15.06
100. 12.35 10.33 15.21 100. 12.89 10.80 14.80
500. 12.33 9.011 15.17 500. 12.87 9.292 14.77
00 12.33 7.864 15.16 00 12.87 7.040 14.77
v=20.1 v=—1

ms  Engive  Eamétiorée  Foib ms  Engive  Eamétiorée  Eolb
0.01 12.47 12.68 12.70 0.01 -7.079 -3.635 -3.569
0.10 1191 12.13 12.15 0.10 -7.736 -4.360 -4.243
0.50 11.60 11.84 11.86 0.50 -9.800 -6.169 -6.029
1.00 11.50 11.75 11.76 1.00 -11.33 -7.167 -7.062
3.00 11.41 11.64 11.66 3.00 -13.90 -8.877 -8.572
10.0 11.36 11.46 11.60 10.0 -15.79 -13.53 -9.652
100. 11.34 10.90 11.57 100. -16.86 -76.93 -10.30
500. 11.33 10.46 11.56 500. -16.97 -360.2 -10.37
00 11.33 4.744 11.56 oo -17.00 —00 -10.39
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2. Configurations (2 X my,2 X mg, 1 X mgy). my=mo=1, mg=m4=2, ms variable

v =2, v=1
ms  FEngive  Eamétiorée  Foip ms  Engive  Eamétiorée  Foib
0.01 50.34 52.88 54.67 0.01 29.75 31.50 32.01
0.10 21.67 24.777 25.74 0.10 18.31 20.29 20.68
0.50 14.79 18.08 18.47 0.50 14.54 16.67 16.87
1.00 13.35 16.62 16.81 1.00 13.62 15.77 15.88
3.00 12.14 14.98 15.23 3.00 12.77 14.71 14.86
10.0 11.62 13.16 14.43 10.0 12.38 13.43 14.30
100. 11.40 9.707 14.02 100. 12.21 10.43 14.01
500. 11.38 8.397 13.98 500. 12.19 8.921 13.98
00 11.38 7.243 13.97 00 12.19 6.657 13.97
v=0.1 v=—1

ms  Engive  Eameliorée  Folb ms  Engive  Eamétiorée  Eolb
0.01 12.42 12.63 12.65 0.01 -8.413 -4.262 -4.209
0.10 11.85 12.07 12.09 0.10 -9.078 -5.017 -4.892
0.50 11.54 11.77 11.79 0.50 -11.27 -6.998 -6.848
1.00 11.44 11.68 11.69 1.00 -13.00 -8.167 -8.058
3.00 11.33 11.57 11.58 3.00 -16.13 -10.10 -9.917
10.0 11.27 11.40 11.51 10.0 -18.64 -14.66 -11.34
100. 11.25 10.86 11.48 100. -20.14 -76.69 -12.23
500. 11.25 10.42 11.47 500. -20.29 -354.4 -12.33
00 11.24 4.705 11.47 oo -20.33 -00 -12.36
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7.2 Systéme a six corps

Il y a trois configurations possibles avec deux masses distinctes, a savoir (5 X my, mg),
(4 x mqy,2 x my) et (3 x my,3 X my), et trois configurations avec trois masses distinctes

(4><m1,1 ><m5,1 ><m6), (3><m1,2><m4,1 Xmﬁ) et (2><m1,2><m3,2><m5).

7.2.1 Deux masses distinctes

Pour les configurations (5 x mq,mg), (4 X my,2 X ms) et (3 X my,3 X my), nous avons

fixé la valeur de m; a 1 et varié mg.

1. Configurations (5 x my,mg), mi=...ms=1, mg variable

v=2 v=1
me  Engive  Eamétiorée  Lolb me  Engive  Eamétiorée  Eolb
0.01 61.09 66.82 68.27 0.01 38.94 42.55 42.81
0.10 29.15 35.12 35.93 0.10 25.74 29.49 29.75
0.50  21.63 27.68 27.82 0.50 21.50 25.37 25.43
1.00 20.12 25.98 25.98 1.00 20.51 24.32 24.32
3.00 18.89 23.66 24.25 3.00 19.65 22.83 23.20
10.0  18.39 20.48 23.38 10.0  19.27 20.58 22.61
100 18.18 14.59 22.96 100 19.12 15.43 22.32
500 18.16 12.46 22.92 500 19.10 12.96 22.29
00 18.16 10.61 22.91 00 19.10 9.279 22.28
v=0.1 v=—1

me  Engive  Eamétiorée  Eolb me  Engive  Eamétiorée  Eop
0.01 18.34 18.73 18.73 0.01 -12.63 -6.385 -6.375
0.10 17.65 18.05 18.06 0.10 -13.64 -7.429 -7.412
0.50 17.28 17.70 17.70 0.50 -16.67 -9.931 -9.921
1.00 17.17 17.59 17.59 1.00 -18.75 -11.25 -11.25
3.00 17.06 17.43 17.47 3.00 -21.88 -13.75 -13.07
10.0 17.01 17.14 17.40 10.0 -23.86 -21.85 -14.28
100 16.99 16.20 17.37 100 -24.88 -133.8 -14.97
500  16.98 15.47 17.36 500  -24.98 -633.8 -15.04
o0 16.98 5.978 17.36 00 -25.00 -00 -15.06
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2. Configurations (4 x my,2 X ms), mi=...=my=1, ms= mg variable

v =2 v=1

ms  Engive  Eamétiorée  Foib ms  Engive  Eamétiorée  Foib

0.01 97.74 100.3 110.1 0.01 54.98 56.60 60.09
0.05 48.83 54.02 58.04 0.05 35.87 38.89 40.49
0.10 37.46 43.30 45.77 0.10 30.46 33.91 34.94
0.20 29.64 35.87 37.16 0.20 26.32 30.08 30.65
0.50  23.09 29.38 29.65 0.50 22.45 26.39 26.52
1.00 20.12 25.98 25.98 1.00 20.51 24.32 24.32
2.00 18.29 23.23 23.51 2.00 19.23 22.57 22.73
10.0 16.43 18.11 20.52 10.0 17.80 18.96 20.64
100  15.81 14.08 19.14 100 17.21 15.29 19.54

v=20.1 v=—1

ms  Engive  Eameliorée  Folb ms  Engive  Eamelioréce  Eolb

0.01 19.33 19.52 19.70 0.01 -7.711 -3.675 -3.190
0.05 18.43 18.72 18.81 0.05 -8.515 -4.331 -3.924
0.10 18.08 18.41 18.47 0.10 -9.443 -5.063 -4.759
0.20 17.75 18.12 18.16 0.20 -11.08 -6.294 -6.126
0.50 17.39 17.80 17.81 0.50 -14.79 -8.819 -8.774
1.00 17.17 17.59 17.59 1.00 -18.75 -11.25 -11.25
2.00 17.01 17.40 17.42 2.00 -23.33 -14.11 -13.90
10.0 16.79 16.94 17.07 10.0 -38.18 -28.93 -20.06
100  16.65 16.19 16.98 100 -152.3 -186.5 -43.89
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3. Configurations (3 x my,3 X my), m;=ms=ms=1, my=ms=mg variable

v =2 v=1

ma  Engive  Eamétioréce  Foib ma  Engive  Eamétiorée  Foib

0.01 130.1 125.4 151.2 0.01 68.63 66.14 76.08
0.05 61.15 64.86 73.71 0.05 42.18 44.01 47.88
0.10 45.07 50.57 55.44 0.10 34.66 37.63 39.86
0.20 33.94 40.42 42.63 0.20 28.86 32.58 33.63
0.50  24.50 31.09 31.45 0.50 23.36 27.41 27.59
1.00 20.12 25.98 25.98 1.00 20.51 24.32 24.32
2.00 17.33 21.99 22.24 2.00 18.54 21.75 21.90
10.0 14.25 15.99 17.53 10.0 16.09 17.46 18.50
100  13.01 12.54 15.12 100 14.79 14.25 16.39

v=20.1 v=—1

my  Engive  Eameliorée  Folb my  Engive  Eameliorce  Eoib

0.01 20.13 19.99 20.51 0.01 -4.010 -2.406 -1.331
0.05 18.92 19.06 19.30 0.06 -5.010 -3.005 -2.131
0.10 18.44 18.67 18.84 0.10 -6.170 -3.702 -3.040
0.20 18.00 18.33 18.41 0.20 -8.250 -4.950 -4.563
0.50 17.48 17.89 17.91 0.50 -13.13 -7.875 -7.790
1.00 17.17 17.59 17.59 1.00 -18.75 -11.25 -11.25
2.00 16.92 17.31 17.33 2.00 -26.25 -15.75 -15.58
10.0 16.52 16.75 16.88 10.0 -61.70 -37.02 -30.40
100 16.16 16.05 16.45 100 -401.0 -240.6 -133.4
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7.2.2 'Trois masses distinctes

Nous avons fixé mq a 1, ms a 2 et varié mg.

1. Configurations (4 X m,1 X ms, 1 X mg), my=...=my=1, ms=2, mg variable
v =2 v=1
me  Engive  Eamétiorce  Eoib me  Engive  Eamétiorce  Eoib
0.01 60.34 64.98 67.09 0.01 38.44 41.53 42.12
0.10 28.36 33.58 34.75 0.10  25.20 28.56 29.03
0.50 20.77 26.19 26.61 0.50 20.91 24.44 24.67
1.00 19.23 24.54 24.75 1.00 19.88 23.41 23.53
3.00 17.95 22.46 22.99 3.00 18.97 22.06 22.38
10.0 1741 19.67 22.09 10.0 18.57 20.06 21.76
100 17.19 14.03 21.63 100 18.40 15.12 21.43
500  17.17 11.88 21.59 500  18.38 12.63 21.40
o0 17.16 9.985 21.57 o0 18.38 8.896 21.40
v=20.1 v=—1
me  Engive  Eamétiorée  Foib me  Engive  Eamétiorée  Eolb
0.01 18.28 18.64 18.66 0.01 -14.29 -7.311 -7.208
0.10 17.59 17.96 17.98 0.10 -15.31 -8.433 -8.238
0.50 17.21 17.60 17.62 0.50 -18.50 -11.17 -10.95
1.00 17.09 17.50 17.51 1.00 -20.83 -12.64 -12.46
3.00 16.97 17.35 17.38 3.00 -24.67 -15.21 -14.63
10.0 16.91 17.09 17.31 10.0 -27.42 -22.87 -16.16
100 16.89 16.18 17.26 100 -28.97 -129.7 -17.10
500 16.88 15.45 17.26 500 -29.13 -607.4 -17.20
o0 16.88 5.939 17.26 oo -29.17 -00 -17.22

154




2. Configurations (3 X my,2 X my, 1 X mg) mi=me=ms=1, my=ms=2, mg variable

v =2 v=1
me  Engive  Eamétioréce  Foib me  Engive  Eamétiorée  Foib
0.01  59.57 63.66 65.89 0.01 37.89 40.73 41.40
0.10 27.53 32.29 33.53 0.10 24.63 27.76 28.28
0.50 19.87 24.86 25.37 0.50 20.28 23.60 23.88
1.00 18.29 23.23 23.51 1.00 19.23 22.57 22.73
3.00 16.96 21.29 21.71 3.00 18.27 21.29 21.54
10.0 16.40 18.79 20.78 10.0 17.83 19.49 20.88
100 16.16 13.42 20.30 100 17.64 14.75 20.53
500 16.14 11.28 20.25 500 17.62 12.27 20.49
00 16.13 9.364 20.24 00 17.62 8.513 20.49
v=20.1 v=—1

me  Engive  Eametiorée  Folb me  Engive  Eameliorce  Eoib
0.01 18.21 18.56 18.59 0.01 -16.37 -8.316 -8.183
0.10 17.52 17.88 17.91 0.10 -17.41 -9.485 -9.247
0.50 17.13 17.51 17.54 0.50 -20.75 -12.45 -12.17
1.00 17.01 17.40 17.42 1.00 -23.33 -14.11 -13.90
3.00 16.88 17.26 17.28 3.00 -27.88 -16.88 -16.46
10.0 16.81 17.02 17.20 10.0 -31.40 -24.30 -18.37
100 16.78 16.15 17.16 100 -33.48 -128.5 -19.59
500 16.78 15.42 17.15 500 -33.70 -595.0 -19.73
o0 16.78 5.900 17.15 oo -33.75 -00 -19.76
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3. Configurations (2 x my,2 X m3,2 X ms), my=ms=1, m3=my=2, ms=mg variable

v =2 v=1

ms  Engive  Eamétiorée  Foib ms  Engive  Eamétiorée  Foib

0.01 96.53 96.61 107.8 0.01 54.17 54.60 58.87
0.05 47.51 50.85 55.76 0.05 34.99 37.07 39.19
0.10 36.06 40.20 43.46 0.10 29.53 32.09 33.59
0.20 28.13 32.81 34.81 0.20 25.31 28.26 29.25
0.50 21.41 26.44 27.23 0.50 21.30 24.58 25.02
1.00 18.29 23.23 23.51 1.00 19.23 22.50 22.73
2.00 16.33 20.78 20.96 2.00 17.82 20.95 21.05
10.0 14.28 16.28 17.86 10.0 16.20 17.71 18.81
100  13.60 12.38 16.43 100 15.54 14.14 17.63

v=20.1 v=—1

ms  Engive  Eameliorée  Folb ms  Engive  Eamelioréce  Eolb

0.01 19.23 19.36 19.59 0.01 -10.63 -5.111 -4.318
0.056 18.32 18.56 18.70 0.05 -11.44 -5.842 -5.062
0.10 17.96 18.24 18.35 0.10 -12.40 -6.668 -5.939
0.20 17.63 17.95 18.02 0.20 -14.15 -8.080 -7.465
0.50 17.25 17.61 17.65 0.50 -18.38 -11.09 -10.67
1.00 17.01 17.40 17.42 1.00 -23.33 -14.11 -13.90
2.00 16.82 17.22 17.23 2.00 -29.58 -17.64 -17.55
10.0 16.57 16.79 16.94 10.0 -48.67 -32.83 -30.48
100 16.41 16.06 16.74 100 -194.9 -180.8 -56.19
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7.3 Systéme a sept corps

Il y a trois configurations possibles avec deux masses distinctes a savoir (6 X my, my),
(5xmq,2xmg) et (4xmy,3Xms) et quatre configurations ayants trois masses distinctes
(5><m1,1><m3,1><m7), (4><m1,2><m3,1><m7), (3><m1,3><m4,1><m7) et (3><m1,2><

m4,2 X m(;).

7.3.1 Deux masses distinctes

Pour les configurations (6 x my, my), (5 x mq,2 X mg) et (4 X my,3 X ms), nous avons

fixé la valeur de m; a 1 et varié ms.

1. Configurations (6 x my, mz), m;=...=mg=1, m; variable
v =2 v=1
m7  Engive  Eamétiorée  Eolb m7  Engive  Eamétiorce  Eolb
0.01  70.59 78.40 80.07 0.01 47.84 52.92 53.22
0.10  35.60 43.69 44.63 0.10 32.93 38.17 38.49
0.50 27.37 35.55 35.71 0.50 28.14 33.53 33.60
1.00 25.72 33.67 33.67 1.00 27.02 32.34 32.34
3.00 24.37 31.01 31.74 3.00 26.04 30.60 31.06
10.0  23.82 26.98 30.75 10.0  25.63 27.68 30.37
100 23.59 18.67 30.25 100  25.45 20.33 30.01
500  23.57 15.51 30.20 500  25.43 16.65 29.97
00 23.57 12.73 30.18 00 25.43 11.13 29.96
v=20.1 v=—1

m7  Engive  Eamétiorée  Lolb mr7  Engive  Eametioree  Foip
0.01  25.23 25.80 25.81 0.01 -22.68 -11.45 -11.43
0.10 24.40 24.99 25.00 0.10 -24.14 -12.95 -12.92
0.50 23.96 24.57 24.58 0.50 -28.50 -16.52 -16.51
1.00 23.83 24.45 24.45 1.00 -31.50 -18.38 -18.38
3.00 23.70 24.25 24.30 3.00 -36.00 -21.84 -20.91
10.0 23.64 23.87 24.22 10.0 -38.86 -33.97 -22.62
100 23.61 22.50 24.18 100 -40.32 -201.9 -23.62
500 23.61 21.41 24.17 500 -40.46 -951.8 -23.72
00 23.61 7.174 24.17 00 -40.50 -00 -23.75
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2. Configurations (5 X my,2 X mg), my=...=ms=1, mg=my variable

v=2 v=1

me  Engive  Eamétioréce  Foib me  Engive  Eamétiorée  Foib

0.01 111.5 116.5 126.1 0.01 66.40 69.57 72.76
0.05 57.41 64.77 68.97 0.05 44.54 49.06 50.71
0.10 44.84 52.82 55.50 0.10 38.35 43.30 44.41
0.20 36.20 44.58 46.02 0.20 33.62 38.90 39.54
0.50 28.98 37.42 37.74 0.50 29.22 34.69 34.85
1.00 25.72 33.67 33.67 1.00 27.02 32.34 32.34
2.00 23.72 30.56 30.92 2.00 25.59 30.31 30.52
10.0 21.71 24.09 27.58 10.0 24.01 25.65 28.15
100 21.07 18.22 26.05 100 23.39 20.20 26.92

v=20.1 v=—1

me  Engive  Eameliorée  Folb me  Engive  Eameliorce  Eolb

0.01 26.44 26.81 26.89 0.01 -15.31 -7.149 -6.536
0.05 25.35 25.82 25.91 0.056 -16.50 -8.169 -7.650
0.10 24.92 25.44 25.50 0.10 -17.88 -9.299 -8.912
0.20 24.53 25.09 25.13 0.20 -20.30 -11.18 -10.97
0.50 24.09 24.69 24.71 0.50 -25.75 -14.92 -14.86
1.00 23.83 24.45 24.45 1.00 -31.50 -18.38 -18.38
2.00 23.64 24.22 24.24 2.00 -38.00 -22.38 -22.02
10.0 23.39 23.60 23.94 10.0 -57.27 -44.71 -29.90
100 23.24 22.47 23.74 100 -194.7 -291.9 -54.43
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3. Configurations (4 x my,3 X my), mi=mo=mz=my=1, ms=me=my varaible

v =2 v=1

ms  Engive  Eamétiorée  Foib ms  Engive  Eamétiorée  Foib

0.01 148.5 147.1 171.7 0.01 82.71 82.05 91.57
0.05 71.40 77.42 86.36 0.05 52.01 55.36 59.26
0.10 53.43 61.12 66.24 0.10 43.29 47.74 50.09
0.20 41.02 49.65 52.11 0.20 36.59 41.80 42.98
0.50 30.54 39.31 39.75 0.50 30.26 35.85 36.07
1.00 25.72 33.67 33.67 1.00 27.02 32.34 32.34
2.00 22.67 29.15 29.52 2.00 24.81 29.37 29.59
10.0 19.41 21.73 24.30 10.0 22.16 23.97 25.77
100  18.16 16.94 21.66 100 20.85 19.42 22.43

v=20.1 v=—1

ms  Engive  Eameliorée  Folb ms  Engive  Eamelioréce  Eolb

0.01 27.46 27.49 28.01 0.01 -9.401 -4.771 -3.333
0.05 25.96 26.28 26.53 0.05 -10.94 -5.798 -4.622
0.10 25.37 25.80 25.95 0.10 -12.72 -6.970 -6.084
0.20 24.83 25.35 25.43 0.20 -15.90 -9.008 -8.499
0.50 24.21 24.81 24.83 0.50 -23.25 -13.52 -13.40
1.00 23.83 24.45 24.45 1.00 -31.50 -18.38 -18.38
2.00 23.53 24.11 24.13 2.00 -42.00 -24.58 -24.25
10.0 23.09 23.38 23.62 10.0 -86.73 -55.11 -41.91
100 22.72 22.38 23.19 100 -494.6 -359.9 -145.6
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7.3.2 Trois masses distinctes

Nous avons fixé mq a 1, mg a 2 et varié ms.

1. Configurations (5 x m,1 X mg, 1 X mz), m;=...=ms=1, mg=2, my variable
v =2 v=1
m7  Engive  Eamétiorce  Eoib m7  Engive  Eamétiorée  Eoip
0.01 69.75 76.37 78.74 0.01 47.24 51.74 52.41
0.10 34.72 41.95 43.29 0.10 32.31 37.09 37.65
0.50 26.42 33.86 34.35 0.50 27.46 32.45 32.73
1.00 24.74 32.05 32.31 1.00 26.32 31.29 31.44
3.00 23.34 29.65 30.34 3.00 25.29 29.69 30.13
10.0 22.76 26.08 29.32 10.0 24.84 27.09 29.40
100 22.52 18.11 28.79 100  24.65 20.02 29.02
500  22.50 14.93 28.74 500  24.63 16.33 28.98
00 22.49 12.11 28.72 00 24.63 10.75 28.97
v=20.1 v=—1

m7  Engive  Eamétiorée  Foib m7  Engive  Eamétiorée  Eolb
0.01 25.15 25.69 25.72 0.01 -25.18 -12.85 -12.67
0.10 24.32 24.88 24.91 0.10 -26.65 -14.45 -14.17
0.50 23.87 24.46 24.48 0.50 -31.20 -18.31 -17.98
1.00 23.74 24.33 24.35 1.00 -34.50 -22.38 -20.02
3.00 23.60 24.15 24.20 3.00 -39.85 -23.94 -23.01
10.0 23.53 23.80 24.11 10.0 -43.64 -35.39 -25.09
100 23.50 22.48 24.06 100  -45.73 -196.8 -26.36
500 23.49 21.40 24.05 500 -45.95 -918.9 -26.50
00 23.49 7.135 24.05 oo -46.00 -00 -26.54
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2. Configurations (4 X my,2 X ms,1 X mz), m;=...=my=1, ms=me=2, my variable

v =2 v=1
m7  Engive  Eamétiorée  Eoib m7  Engive  Eamétiorée  Eoiv
0.01 68.89 74.80 77.39 0.01 46.61 50.78 51.57
0.10 33.80 40.46 41.93 0.10 31.65 36.14 36.78
0.50 25.44 32.35 32.98 0.50 26.76 31.47 31.83
1.00 23.72 30.56 30.92 1.00 25.58 30.31 30.52
3.00 22.28 28.33 28.93 3.00 24.51 28.81 29.18
10.0 21.67 25.13 27.88 10.0 24.03 26.46 28.42
100 21.42 17.51 27.33 100 23.82 19.67 28.01
500  21.39 14.34 27.27 500 23.81 15.99 27.97
00 21.39 11.49 27.25 9] 23.80 10.37 27.96
v=0.1 v=—1

m7  BEngive Famétiorée  Fowp mr  BEngwe  FEamétiorée  Folp
0.01 25.06 25.59 25.63 0.01 -28.18 -14.33 -14.08
0.10 24.24 24.78 24.82 0.10 -29.66 -15.99 -15.61
0.50 23.78 24.35 24.38 0.50 -34.40 -20.13 -19.69
1.00 23.64 24.22 24.24 1.00 -38.00 -22.38 -22.02
3.00 23.49 24.05 24.08 3.00 -44.20 -26.17 -25.41
10.0 23.41 23.73 23.99 10.0 -48.91 -37.23 -27.91
100  23.38 22.45 23.93 100 -51.65 -194.7 -29.51
500  23.38 21.37 23.93 500 -51.93 -900.1 -29.69
o0 23.38 7.096 23.92 oo -52.00 -00 -29.73
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3. Configurations (3 X my,3 X my, 1 X my), m;=...=mz=1, my=...=meg=2, my variable

v =2 v=1
m7  Engive  Eamétioréce  Eoib m7  Engive  Eamétiorée  Foib
0.01 67.97 73.52 76.02 0.01 45.96 49.94 50.72
0.10 32.85 39.11 40.55 0.10 30.97 35.27 35.89
0.50 24.43 30.94 31.59 0.50 26.02 30.55 30.91
1.00 22.67 29.15 29.52 1.00 24.81 29.37 29.59
3.00 21.19 27.03 27.51 3.00 23.70 27.93 28.21
10.0 20.56 24.13 26.44 10.0 23.19 25.78 27.43
100 20.28 16.87 25.86 100  22.97 19.27 26.99
500  20.26 13.72 25.80 500 22.95 15.61 26.95
00 20.25 10.86 25.78 %9 22.94 9.986 26.93
v=20.1 v=—1

mr  Engwe FEamétiorée  Fop mr  BEngwe  FEamétiorée  Folp
0.01 24.98 25.50 25.53 0.01 -31.68 -15.97 -15.77
0.10 24.15 24.68 24.72 0.10 -33.18 -17.67 -17.30
0.50 23.68 24.25 24.28 0.50 -38.10 -22.07 -21.65
1.00 23.53 24.11 24.13 1.00 -42.00 -24.58 -24.25
3.00 23.37 23.94 23.97 3.00 -49.05 -28.70 -28.15
10.0 23.29 23.64 23.87 10.0 -54.68 -39.56 -31.12
100 23.26 22.41 23.81 100 -58.06 -195.5 -33.09
500  23.25 21.34 23.80 500 -58.41 -895.3 -33.32
o0 23.25 7.057 23.80 oo -58.50 -00 -33.38
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4. Configurations (3 x my,2 X my, 2 X mg), my=..=ms=1,my=ms=2, mg=my variable

v =2, v=1

me  Engive  Eamétiorce  Eolb me  Engive  Eamétioréce  Foib

0.01 110.1 112.2 123.5 0.01 65.40 67.21 71.51
0.05 55.88 61.17 66.37 0.05 43.47 46.90 49.16
0.10 43.24 49.32 52. 87 0.10 37.24 41.17 42.81
0.20 34.49 41.13 43.37 0.20 32.44 36.77 37.89
0.50 27.11 34.09 35.03 0.50 27.90 32.58 33.11
1.00 23.72 30.56 30.92 1.00 25.58 30.31 30.52
2.00 21.60 27.79 28.11 2.00 24.02 28.45 28.63
10.0 19.42 22.18 24.66 10.0 22.26 24.34 26.11
100 18.72 16.54 23.08 100 21.58 19.08 24.81

v=20.1 v=—1

me  Engive  Eametiorée  Folb me  Engive  Eameliorée  Eolb

0.01 26.31 26.60 26.85 0.01 -19.81 -9.343 -8.345
0.05 25.21 25.61 25.76 0.05 -21.02 -10.47 -9.468
0.10 24.78 25.23 25.34 0.10 -22.43 -11.74 -10.78
0.20 24.38 24.87 24.96 0.20 -24.98 -13.86 -13.04
0.50 23.92 24.47 24.52 0.50 -31.05 -18.23 -17.62
1.00 23.64 24.22 24.24 1.00 -38.00 -22.38 -22.02
2.00 23.42 24.00 24.02 2.00 -46.50 -27.04 -26.80
10.0 23.14 23.44 23.69 10.0 -70.86 -49.07 -37.58
100 22.97 22.35 23.47 100 -210.9 -281.4 -63.97

Discussion

1. Nos résultats numériques illustrés par les tableaux précédents mettent en évidence
la saturabilité de la borne inférieure optimisée dans le cas de forces harmoniques. A
part les configurations avec au plus deux masses distinctes ot nous avons démon-
tré analytiquement la propriété de saturabilité, nous avons également considéré des

configurations avec trois masses distinctes ot on n’est pas encore parvenu a démon-
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trer analytiquement la propriété de saturabilité, mais ot on dispose de I’expression
analytique exacte de I’énergie de I’état fondamental (5.80). Dans ce cas a trois

masses distinctes on a une évidence numérique de la saturabilité.

La borne inférieure optimisée est meilleure que les deux bornes inférieures naive
et améliorée dans tous les cas de figure, c’est & dire pour toutes les configurations
considérées. Autrement dit, la borne inférieure optimisée est supérieure de maniére

absolue aux bornes inférieures naive et améliorée.

La borne inférieure améliorée est meilleure que la borne inférieure naive pour cer-
taines configurations, en particulier lorsqu’on a affaire & des configurations peu
dissymétriques. La situation est inversée, c’est & dire que la borne inférieure naive
devient meilleure que la borne inférieure améliorée, pour d’autres configurations
de masse. Et la dissymétrie joue en faveur de la borne inférieure naive. Donc, en
conclusion, aucune des deux bornes inférieures naive et améliorée ne ’emporte de

maniére absolue.

La borne inférieure optimisée posséde un double degré de flexibilité :

Le premier degré de flexibilité, qui est aussi commun aux bornes inférieures naive
et améliorée, est lié au fait que ’énergie de 1’état fondamental de I’Hamiltonien & N
corps est remplacée par une somme d’énergie d’états fondamentaux d’Hamiltoniens
a deux corps, mais avec le méme type d’interaction (si le systéme & N corps est
gouverné par des interactions harmoniques, c’est aussi le cas des systémes & deux
corps, si le systéme a N corps est régi par des interactions coulombiennes, ce sera

également le cas des systémes & deux corps correspondant, etc...).

Le deuxiéme degré de flexibilité de la borne inférieure optimisée que ne partagent
pas les autres bornes naive et améliorée, est que la borne inférieure optimisée est
en quelque sorte la meilleure d’un ensemble de bornes inférieures correspondant
chacune & un jeu de valeurs d’un certain nombre de paramétres. Autrement dit,
la borne inférieure optimisée résulte d’un processus d’optimisation sur un certain

nombre de parameétres libres.

Le développement systématique sur des gaussiennes corrélées qui lui fournit une
borne supérieure pour I’énergie de I'état fondamental, posséde un seul degré de

flexibilité au sens que la fonction d’onde d’essai dépend d’un certain nombre de

164



parametres ; la borne supérieure résultant d’une procédure d’optimisation sur ces
parametres. Mais on utilise toujours des gaussiennes corrélées qu’il s’agit d’inter-
actions harmoniques ou non harmoniques, ce qui présente un manque de souplesse
certain. On peut comprendre, que le probléme n’est pas trés grave, s’il s’agit d’une
interaction proche d’une interaction harmonique, mais les choses vont s’aggraver si
I’interaction est vraiment trés dissemblable a I'interaction harmonique : si 'interac-
tion est de type Coulombien par exemple. Pour obtenir une bonne approximation
du niveau d’énergie de I’état fondamental du systéme, il faut alors pousser le déve-

loppement sur des gaussiennes corrélées assez loin.

A la lumiére de la discussion précédente, nous pouvons conjecturer que la borne
inférieure optimisée peut constituer une excellente approximation pour 1’énergie
de I’état fondamental du systéme, peut étre meilleure que I’approximation fournie
par le développement systématique sur des gaussiennes corrélées, si celui-ci n’est
pas poussé trés loin et ou/si l'interaction differe radicalement d’une interaction

harmonique.

On peut aussi voir les choses de la maniére suivante : Dans le cas d’interaction
harmonique, la borne inférieure optimisée et la borne supérieure résultant d’un
développement sur des gaussiennes corrélées coincident toutes deux avec 1’énergie
exacte de ’état fondamental du systéme (saturation de la borne inférieure optimisée
et forme de la fonction d’onde de I’état fondamental pour une interaction harmo-
nique). Lorsque on s’éloigne du cas harmonique, la borne inférieure optimisée et la
borne supérieure résultant d’'un développement sur des gaussiennes corrélées dif-
férent avec ’énergie exacte inconnue de I’état fondamental du systéme comprise
entre les deux bornes. Mais on s’attend & une détérioration plus rapide de la borne

supérieure comparativement a la borne inférieure optimisée.

Dans tous les cas de figure, la combinaison d’une borne inférieure et d’une borne
supérieure fournit un encadrement pour I’énergie exacte. Il est clair que le meilleur
de ces encadrements est obtenu lorsque on prend pour borne inférieure, la borne
inférieure optimisée. Ceci est illustré par le tableau [1] dans le cas d’un systéme
formé de cinq particules interagissant par un potentiel en loi de puissance Vj; (ri;) =
signe(v)ry; pour différentes configurations de masse du type (3 x mi, 1 x mz, 1 xmg).

Nous avons considéré trois potentiels réguliers a ’origine, les potentiels harmonique
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(v = 2) et linéaire (v = 1) et également le potentiel de Martin (v = 0.1), et un po-
tentiel singulier a lorigine, le potentiel Coulombien (v = —1). La borne supérieure

est fournie par un calcul variationnel utilisant une seule gaussienne corrélée
- = = = —92 —92 —9 —92 — —
U (71, T2, T3, Ta) =brexp(—An o] — A @5 — Ass x5 — Apa @5 — 2A3473.74) (7.1)

N — — — 2 s 102 Py . e
ol xr'1, 9, '3et 24 sont des coordonnées de Jacobi liées aux coordonnées indivi-

duelles par les relations

?1 = T2— "N

Ty = T3— 37— 37

Ty = Ty— 57— 3T — 373

?4 = _‘5 B mQTéml _’1 o m2T§m1 F2 - MQTJrrléml F3 B mQTgml F4'

Ay, Agg, Asz, Aus, Asy sont des parameétres variationnels et by est un facteur de
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normalisation.

Vi; =2, Ay =1 vi; =1, Ay =1
my,..,Ms Eon Esuperieure Eqn Esuperieure
1,1,1,1,1 189737  18.9737 17.2273  17.2765
1,1,1,1,5 17.0763 17.0763 16.0304 16.0761
1,1,1,2,3 163598  16.3598 15.5828  15.6272
2,2,2,1,3 14.0893 14.0893 14.1081 14.1483
3,3,3,1,2 13.1232 13.1232 13.4442 13.4825
55551 107114  10.7114 11.6940  11.7274

vi; = 0.1, Ay =1 vi; = —1, Ay = —1
mi, .., Ms Eow Esuperienre Eow Esuperienre
1,1,1,1,1  11.8297  11.8525 62500 —5.3052
1,1,1,1,5 11.7053 11.7279 —7.8752  —6.6847
1,1,1,2,3  11.6584  11.6808 ~85715  —7.2757
2,2,2,1,3  11.4943  11.5164 115390 —9.7946
3,3,3,1,2 11.4136 11.4356 —13.4680 —11.4316
5,9,5,95,1 11.1726 11.2013 —21.5805 —18.3181
Tableau [1].



On travaille dans un systéme d’unités ot i = 1. E,j, et Egyperienre désignent respecti-
vement la borne inférieure optimisée, équation (6.69), et la borne supérieure obtenue en
minimisant par rapport aux parameétres variationnels A;; 'expression donnée par I’équa-
tion (1.146) pour \;; = signe(v) et N = 5.

Remarque :

La borne inférieure optimisée, aussi bien que la borne supérieure correspondant a une
gaussienne corrélée comme fonction d’onde d’essai, résultent d’un processus d’optimisa-
tion. Donnons & titre d’exemple les valeurs des parametres x;;; (6.57) correspondant &
la borne inférieure optimisée et ceux des parametres A;; (7.1) correspondant & la borne
supérieure, dans le cas particuler d’une configuration (3 x 1, 1 x 2, 1 X 3) et pour un

potentiel linéaire. Nous avons

A ~0.988, Agp ~ 1.318, Aszz ~ 1.956, Ay ~ 2.555, Asy ~0.147.
Ceci d'une part. D’autre part

cp ~ —0.187, c3 ~ —0.201, fy~—0.301, f; ~—0.286, d; ~ —0.106.

Il est & noter I’absence des paramétres ¢y, f3, d3 venant du fait qu’on a une seule particule
de masse mo = 2 et une seule particule de masse ms = 3. Il est bon également de souligner
que les deux contraintes dynamiques universelles donnant f; et d; en termes de ¢y, c3 et
f2 (6.70) sont bien vérifiees numériquement.

En combinant une borne inférieure a des calculs variationnels, tel le développement
systématique sur des gaussiennes corrélées, exposé a la section 2 du chapitre 1, nous pou-
vons obtenir un encadrement de I’énergie du niveau fondamental du systéme & N corps.
Pour illustrer ceci, nous avons considéré un systéme formé de cinq particules interagissant
par un potentiel en loi de puissance Vj; (r4;) = signe(v)r};. On a pris pour simplifier les
deux premiéres particules de méme masse m; = my = 1, la troisiéme et la quatriéme
particules également de méme masse mz = my = 2 et la cinquieme particule de masse
variable ms, toujours dans un systeme d’unités o A = 1. Dans ce cas I’énergie F, de
létat fondamental du systéme est une fonction de ms. On a tracé dans le plan (Ey, ms)

(on a adopté une échelle logarithmique pour permettre une accessibilité a une large plage
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de valeurs de ms) les trois courbes correspondantes aux trois bornes inférieures naive,
améliorée et optimisée. On a aussi tracé la courbe correspondant & un calcul variation-
nel utilisant une seule gaussienne corrélée, calcul fournissant une borne supérieure pour
I’énergie de ’état fondamental du systéme. Nous avons considéré un exemple de poten-
tiel régulier & lorigine, le potentiel linéaire (v = 1) Figure [1], et un exemple de potentiel

singulier a l'origine, le potentiel Coulombien (v = —1) Figure [2].

100

---- vaiaionnele
— optimisée

- == améiorée

- - = naive

1=3 3
1-10 0.01 0.1 1 10 100 1-10

Figure [1] : Les diffrentes bornes en fonction de ms. Cas du potentiel linaire V; = r;
Dans le cas d’un potentiel linéaire, les valeurs fournies par la borne inférieure optimisée et
le calcul variationnel utilisant une gaussienne corrélée sont tres voisines. Il en résulte que

les courbes représentatives correspondantes sont pratiquement confondues. Donc aussi

bien la borne inférieure optimisée que le calcul variationnel utilisant une seule gaussienne
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coincident pratiquement avec ’énergie de ’état fondamental.

-301 \ -
---- vaiaionnele \
— optimisée .
- == amédiorée \
- - - nave ‘u
~40[C I | | | L -
1103 0.01 0.1 1

Figure [2] : Les diffrentes bornes en fonction de mj. Cas du potentiel Coulombien

Vig = —1/ry

Dans le cas d’un potentiel Coulombien, les valeurs exactes de 1’énergie du niveau fonda-
mental pour les différentes valeurs de ms sont nécessairement & l'intérieur de la bande
délimitée par la borne supérieure fournie par le calcul utilisant une seul gaussienne corré-
lée et la borne inférieure optimisée. A la lumiére de la discussion précédente, on s’attend

dans ce cas & ce que la borne inférieure optimisée fournisse un meilleur résultat que la
borne supérieure.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons mis 'accent sur 1’étude d’une borne inférieure pour
I’énergie de I’état fondamental d’un systéme & N corps, gouverné par une cinématique
non relativiste, avec des interactions a deux corps invariantes par translation. Cette borne
inférieure, déja connue pour des systémes a trois corps [21] et & quatre corps [23, 24, 25],
a été généralisée par nous soins [12] pour un systéme formé d’un nombre quelconque
de particules. L’originalité de cette borne inférieure est qu’elle résulte d’un processus
d’optimisation sur un nombre de parametres libres, ce qui justifie ’appellation de borne
inférieure optimisée utilisée pour désigner une telle borne. Il s’avére que les valeurs des
parameétres libres correspondant & la borne inférieure optimisée satisfont a un certain
nombre de relations baptisées contraintes dynamiques universelles pour la bonne raison
qu’elles résultent d’un principe dynamique, le principe variationnel en I'occurrence, d’ou
le qualificatif de dynamique et qu’elles sont indépendantes de la forme du potentiel, d’ou
le qualificatif d’universelle. Une partie importante de la thése est consacrée a la déter-
mination des contraintes dynamiques universelles. Ceci est motivé par le fait qu’en plus
de leur importance théorique incontestable les contraintes dynamiques universelles sont
également d’une importance pratique insoupgonnable pour celui qui n’est pas confronté
a lextréme rudesse des problémes d’optimisation non linéaire. En effet, pour déterminer
les valeurs des parameétres libres associés a la borne inférieure optimisée, on est confronté
a un probleme d’optimisation non linéaire. Il s’ensuit que la réduction, respectivement
I’augmentation, du nombre de parameétres a comme effet de simplifier, respectivement de
compliquer, de maniére spectaculaire le processus d’optimisation. Comme les contraintes
dynamiques universelles ne sont pas de nature cinématique, on peut les ignorer, effectuer
la procédure d’optimisation et vérifier ensuite qu’elles sont effectivement satisfaites. Bien

stir, le prix a payer est une augmentation exponentielle du temps de calcul, ce qui ne
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saurait se faire qu’avec des moyens de calculs considérables. On montre que la dérivation
des contraintes dynamiques universelles peut se faire de maniére compléte et dans le cas
le plus général pour N = 3, 4, 5, c’est a dire pour les systémes & trois, quatre et cinqg
corps. La détermination de 'unique contrainte dynamique universelle pour N = 3 est
trés simple relativement a la détermination des 7 contraintes dynamiques universelles
pour N = 4, laquelle est un jeu d’enfant comparativement & la détermination des 21
contraintes dynamiques universelles pour N = 5. Autrement dit, il y a un saut qualitatif
dans le degré de difficulté lorsque on passe d’une valeur de N a la valeur immédiatement
supérieure. On constate aussi des liens entre le cas N = 4 et le cas N = 3. Ceci d’une
part. D’autre part, on constate également des liens entre le cas N = 5 et les deux cas
N =4et N = 3. Pour N > 5, c’est a dire pour des systémes a six corps et plus, les
contraintes dynamiques universelles ne peuvent étre déterminées que pour certaines confi-
gurations de masse, autrement dit, lorsque le systéme posséde suffisamment de propriétés
de symétrie. Dans pareils cas, un certain nombre de contraintes dynamiques universelles
résultent de considérations de symétrie et les autres contraintes restantes sont calculées.
On conjecture aussi que les contraintes dynamiques universelles obtenues pour certains
systémes peuvent servir & déterminer, partiellement, celles de systémes plus compliqués
et on a mis effectivement en oeuvre cette conjecture sur le plan pratique. A la base de

cette conjecture se trouve toute une série de constatations :

1. L’existence de liens entre les contraintes dynamiques universelles dans le cas N = 4

et le cas N = 3.

2. L’existence de liens entre les contraintes dynamiques universelles dans le cas N =5

et lescas N =4 et N = 3.

3. Les liens entre les contraintes dynamiques universelles pour les configurations a six
corps avec trois masses distinctes (4 X my, 1 X may, 1 X mg), (3 X mq, 2 X ma, 1 X m3)

et (2 X mq, 2 X ma, 2 X m3).

4. Les liens entre les contraintes dynamiques universelles pour les configurations avec
trois masses distinctes (n; X my, 1 X mg, 1 X mg3), (n1 X my, ny X my, 1 X ms) et

(n1 X my, ng X Mg, Ng X M3) avec ny, ng, ng > 1.

On a aussi dérivé des expressions analytiques pour les niveaux d’énergie d’un systéme

a N corps interagissant par des forces harmoniques, c’est & dire pour l'oscillateur har-
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monique a N corps (systéme de N oscillateurs harmoniques), dans le cas de certaines
configurations de masse, mais avec N quelconque. On peut envisager des configurations
jusqu’a trois masses distinctes. L’expression du niveau fondamental est, dans chacun des
cas envisagés, particuliérement compacte. Cet intérét particulier pour des interactions
harmoniques est motivé en partie par le fait que 'on veut comparer la borne inférieure
optimisée avec I’énergie exacte de 1’état fondamental dans un cas ot celle-ci est disponible,
l’oscillateur harmonique a N corps en 'occurrence. Il s’avére alors que la borne inférieure
optimisée est saturée dans le cas d’interactions harmoniques. Nous avons considéré un tres
grand nombre de configurations et cette propriété de saturation n’a jamais été mise en
défaut, au point que nous avons maintenant acquis la quasi-certitude que la propriété de
saturabilité de la borne inférieure optimisée est une propriété générale valable dans tous
les cas de figure. Cependant, d’un point de vu strictement mathématique, une évidence
numérique reste une évidence numérique qui a besoin d’étre confirmée par une démons-
tration analytique. Nous avons dans cette thése accompli partiellement cette tache en
démontrant analytiquement [14] la propriété de saturabilité pour trois configurations de
masse (N xm), (N —=1)xm, 1 x M) et (n xm, (N —n)x M) avec n, n’ > 1.

Nos résultats numériques montrent en outre que la borne inférieure optimisée est
toujours meilleure que deux autres bornes populaires pour les systéemes a N corps, les
bornes dites naive et améliorée. Autrement dit, la borne inférieure optimisée est toujours
supérieure aux bornes inférieures naive et améliorée. Nos investigations numériques pré-
sentent un caractére si intensif au point de rendre cette conclusion définitive. Ceci d’une
part.

D’autre part, la borne inférieure optimisée posséde un tel degré de flexibilité qu’elle
peut méme constituer une excellente approximation a I’énergie de 1’état fondamental.
Nous avons méme des raisons de penser, que la borne inférieure optimisée constitue
une meilleure approximation de ’énergie de I’état fondamental que celle fournie par des
calculs variationnels poussés tel que le développement systématique sur des gaussiennes
corrélées.

Que reste-t-il & faire 7 On peut envisager des applications & des problémes physiques
concrets. La borne inférieure optimisée peut servir a approximer 1’énergie de 1’état fonda-
mental de divers systémes physiques & N corps dans différents domaines ou disciplines.

La décomposition du terme d’énergie cinétique qui est a la base de la borne inférieure
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optimisée, peut servir a dériver des conditions suffisantes d’inexistence de systémes bor-

roméens [28].
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Annexe A

La méthode de Multhopp

La méthode de Multhopp [29] est une méthode de résolution numérique des équations

différentielles aux valeurs propres telle que I’équation de Schrodinger radiale réduite

1 a2

52l (N HE—Vey (U@ =0 720 (A1)

ou u, U (r) et E désignent respectivement la masse réduite du systéme, la fonction d’onde
radiale réduite et I’énergie correspondante. V. ;¢ (1) est le potentiel effectif qui est la somme
du potentiel d’interaction V (r) et du terme centrifuge ¢ (¢ + 1) /2ur?.

Généralement la résolution numérique se base sur une division d’un domaine fini.
Cependant, le domaine de définition de la fonction d’onde radiale réduite U (r) solution
de I'équation (A.1) n’est pas borné (r € [0,00[), d’ou la nécessité de construire une

bijection de [0, oo[ sur un domaine borné. Un exemple d’une telle bijection est

= A2
r=r7y - (A.2)
ou encore en inversant
r=—, (A.3)
r 4+ To

ou z € [0,1] est la nouvelle variable sans dimension et ry est un paramétre de méme

dimension que r et qui doit étre choisi de 'ordre de grandeur du rayon de la fonction

d’onde (par exemple le rayon de Bohr dans le cas du potentiel Coulombien). Nous avons
d (z—1)°d

e_k-D) e Ad
dr ro dz’ (A-4)
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et par conséquent

Z (- _(x-1)7°4d
R e M SRS N ? A A5
dr? ré  da? * rd  dx (4.5)

d

Dans le but d’éliminer le terme en -,

on va adopter le changement de fonction suivant

v(z) = V7o U(r(z)). (A.6)

L’équation (A.1) s’écrit dans la nouvelle variable z et la nouvelle fonction v (z) comme

1 (1—a)" &

gt )+ Vigs (r @) (@) = Eo (o), (A7)

On remarque que v (0) = lim, ,; v (z) = 0. Il s’ensuit qu'un développement en série de

Fourier est possible
N

v(z):= > a;sin (inz), (A.8)
i=1
ou les a; sont les coeflicients du développement. Pour NV fini, on peut diviser le domaine

de définition de v (z) [0,1] en N + 1 intervalles de méme largeur h:NLH. Toutes les

informations sur la fonction d’onde sont contenues dans les parameétres de poids a; et les

valeurs v; de v (z) aux points x;=(i + 1) h

N

vj =Y a;sin (irz;). (A.9)
=1
En utilisant le fait que
N 4+ 1  + 1 N+1
3 sin </<;7T](V‘7—:1)) sin <kﬂj(vzil)> - ;L 5is, (A.10)

on peut inverser (A.9) pour obtenir les poids a; en fonction des v; et des x;

N
a; =2h Y vjsin (inz;) . (A.11)
=1

J
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Toujours en faisant usage de la relation (A.10), 'équation (A.7) se simplifie en

L= L' $% ot i s (k) 5 — 3 1B — Vagy (r(20)] 0ty =0
m°sin (kmx;) sin (krx;) v; — — Vers (1(Zi))] 04505 = 0,
pw(N+1)78 ;== | 1 7
(A.12)
équation qui peut étre réécrite comme une équation aux valeurs propres
N
Z Aijvj = EUZ‘, (A13)
j=1
avec
2 (1_xi)4 L :
Ay = mh—" k*sin (kma;) sin (kra;) | 4+ 0,5V (1 (x;)) - (A.14)
uro k=1

Notons que la matrice A n’est pas symétrique. Néanmoins, nous pouvons ramener le
probléme aux valeurs propres (A.13) a celui d’un probléme aux valeurs propres d’une

matrice symétrique. Pour ce faire, définissons un nouveau vecteur w d’éléments

1

wj = ————0;.
J ($J—1)2 J

(A.15)

En remplagant v par son expression en terme de w, I’équation aux valeurs propres (A.13)
se réduit a

N
j:

ot la matrice B est maintenant une matrice symétrique dont les éléments B;; sont donnés

par
7T2h 2 2 N 2 . .
Bij = — (1 — ;)" (1 — x;) k*sin (krx;) sin (kmx;) | 4+ 0,5V (r (x;)) - (A.17)
HTq k=1

La diagonalisation de la matrice B donne des valeurs approximatives pour les énergies
des N premiers niveaux et des vecteurs d’états correspondants. Il est bon de remarquer

que les niveaux les plus bas sont les mieux approximés.

v=—-1 |v=—1/2|v=01| v=1 | v=2
E® (1,1,v) | —0.25000 | —0.43804 | 1.23573 | 2.33811 | 3.00000
Tableau [A1].
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Lower Bounds for Few Body Systems
Abstract

This thesis deals with few body systems, although most of the results we obtain apply
equally well to N-body systems with arbitrary N. Most of this thesis is devoted to the
study of a lower bound for the ground state energy of N-body systems, governed by non-
relativistic kinematics and translationally invariant two-body interactions. The originality
of this lower bound relies in the fact that it results from an optimization process over a
number of parameters. This lower bound is correspondingly called optimized lower bound.
It proves that the values of the parameters corresponding to the optimized lower bound
satisfy a certain number of relations called universal dynamical constraints, dynamical
because these relations are of dynamical nature since resulting from a dynamical principle,
i.e., the variational principle, and universal because these relations are independent of the
particular form of the potential. A large part of this thesis has been devoted to a derivation
of these universal dynamical constraints which in addition to their theoretical interest are
extremely important on practical grounds, leading to a spectacular simplification of the
optimization process. This derivation has been made completely and in the more general
case for three, four and five body problems and partially for problems with more than five
particles. A very interesting property of the optimized lower bound is its saturability in
the particular case of harmonic interactions. This property of saturability has never been
taken in default, and we are now convinced of its general character. Morever, we have
proved analytically this property of saturability for special mass configurations but for
arbitrary N. Partially because of this we have been lead to derive compact expressions for
the N-body harmonic oscillator exact energies in the case of special mass configurations. In
addition, our optimized lower bound proves to be absolutely superior or better than naive
and impoved lower bounds. Furthermore, our optimized lower bound is of so high quality
that it may even be taken as an excellent approximation to the exact N-body ground
state energy, in competition with very sophisticated variational calculations, which give
an upper bound for the N-body ground state energy.

Mots clés

Hamiltonian, variational method, trial wave function, correlated Gaussian, upper

bound, lower bound, optimization, universal dynamical constraint, harmonic oscillator,



saturability.
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Bornes inférieures pour les systémes
a petit nombre de corps

Résumé

Ce travail de thése s’inscrit dans le cadre de systémes & petit nombre de corps gou-
vernés par une cinématique non relativiste avec des interactions a deux corps invariantes
par translation. Dans cette thése, nous avons mis ’accent sur I’étude d’une borne infé-
rieure optimisée pour l’énergie de 1’état fondamental de tels systémes. L’originalité de
cette borne inférieure est qu’elle résulte d’un processus d’optimisation sur un nombre de
parametres libres. Il s’avére que les valeurs des parameétres libres correspondant a la borne
inférieure optimisée satisfont & un certain nombre de contraintes. L’un des objectifs de
cette these était, d’une part, de dériver ces contraintes, complétement ou partiellement
selon la complexité du probléme, et de faire apparaitre leurs propriétés spectaculaires,
et d’autre part de montrer analytiquement la saturation de la borne inférieure optimi-
sée dans le cas de forces harmoniques. Pour cela on été obligé & dériver les expressions
analytiques exactes de 1’énergie de l'oscillateur harmonique & N corps pour quelques
configurations de masse mais avec N quelconque.

La combinaison de la borne inférieure et d’une borne supérieure fournit un encadre-
ment pour ’énergie exacte. Nos résultats numériques montrent que la borne inférieure
optimisée est toujours meilleure que deux autres bornes populaires pour les systémes a

N corps, les bornes dites naive et améliorée.

Bornes Inférieures pour les Systémes & Petit Nombre de Corps

Résumé

Le travail de cette thése s’inscrit dans le cadre des systémes a petit nombre de corps,
bien que la plupart des résultats obtenus s’appliquent également aux systemes a N corps
avec N quelconque. Nous avons surtout mis ’accent sur I’étude d’une borne inférieure
pour I’énergie de I’état fondamental de systémes & N corps, gouvernés par une cinématique
non relativiste avec des interactions a deux corps invariantes par translation. L’originalité
de cette borne inférieure réside dans le fait qu’elle résulte d’un processus d’optimisation
sur un certain nombre de parameétres libres. Ce qui justifie la désignation de cette borne

inférieure comme borne inférieure optimisée. Il s’avére que les valeurs des parameétres



libres correspondant a la borne inférieure optimisée satisfont a un certain nombre de re-
lations baptisées contraintes dynamiques universelles, dynamiques parce que ces relations
sont de nature dynamique, et non cinématique, car résultant d’un principe dynamique,
le principe variationnel en ’occurrence et universelles puisque ne dépendant pas de la
forme particuliére du potentiel d’interaction. Une large partie de la thése a été consacrée
a la dérivation de ces contraintes dynamiques universelles qui en plus de leur grande im-
portance théorique ont également une importance pratique considérable, amenant a une
simplification spectaculaire du processus d’optimisation. Cette dérivation a été faite de
maniére compléte et dans le cas le plus général pour les probléemes a trois, quatre et cing
corps et de maniére partielle pour les problémes a plus de cing corps. Une propriété tres
intéressante de la borne inférieure optimisée est la saturabilité dans le cas particulier des
interactions harmoniques. Cette propriété de saturabilité n’a jamais été prise a défaut,
et nous avons développé maintenant une quasi-certitude quand & son caractére général.
De plus, nous avons montré analytiquement cette propriété de saturabilité pour certaines
configurations spéciales de masse mais pour un nombre quelconque de corps. Lié & cela
nous avons alors été amenés a dériver des expressions compactes pour les énergies exactes
de l'oscillateur harmonique & N corps pour certaines configurations de masse. De surcroit,
notre borne inférieure s’avére supérieure de maniére absolue aux bornes inférieures naive
et améliorée. En outre, notre borne inférieure optimisée fournit des valeurs si proches
des énergies exactes des états fondamentaux, au point qu’elle constitue une excellente
approximation de 1’énergie de ’état fondamental de systémes & N corps, en compétition
avec des calculs variationnels trés poussés, qui eux fournissent une borne supérieure pour
I’énergie de I’état fondamental de systémes & N corps.

Mots clés

Hamiltonien, méthode variationnelle, fonction d’onde d’essai, gaussienne corrélée,
borne supérieure, borne inférieure, optimisation, contrainte dynamique universelle, os-

cillateur harmonique, saturabilité.
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Mots clés

Hamiltonien, Méthode variationnelle, Fonction d’onde d’essai, Borne supérieure, Borne
inférieure, Gaussienne corrélée, Oscillateur harmonique, Saturabilité, Contrainte, Opti-

misation.
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