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NOMENCLATURE

amplitude du profil sinusoidal (m)

amplitude adimensionnelle du profil sinusoidal
concentration (mole.m )

concentration adimensinnele

concentration du fluide & la paroi (mole.m™)
concentration du fluide & I'extérieur (mole.m™)
coefficient de frottement

capacité calorifique du fluide (Jkg'K™)
coefficient de diffusion massique (m?s™)
accélération de la force de la pesanteur (m.s?)
nombre de Grashof

nombre de Grashof thermique

nombre de Grashof massique

équation de la surface du profil de la paroi du tronc de cone

vecteurs unitaires suivant lesaxes x et y

longueur de la surface ondulée (m)
longueur d'onde du profil sinusoidal (m)

vecteur unitaire normal a la surface ondulée.
nombre de la force de flottabilité (Ni= GrJ/Gry)
nombre de Nusselt moyen
nombre de Nusselt local
pression (N.m?)
nombre de Prandtl
densité du flux de chaleur ou massique (W/m2)
source d'énergie al'intérieur du systéme (Joule)
distance entre la surface et I'axe de symétrie du cone (m)
distance adimensionnelle entre la surface et I'axe de symétrie du cone
nombre de Rayleigh
nombre de Rayleigh thermique
nombre de Rayleigh massique
nombre de Sherwood moyen



Shy  nombre de Sherwood local
Sc nombre de Schmidt
T température (K)

T,  température du fluide alaparoi (K)

T,  température du fluide ambiant (K)

uv  composantes de lavitesses dans les directions x et y (m.s?)

U,V composantes adimensionnelles de la vitesse

X,y  coordonnées cartésiennes suivant lalongueur et le long de la surface du cbne

X,Y coordonnées cartésiennes adimensionnelles

Lettres Grecques

o diffusivité thermique (m?.s %)

b:  coefficient de compressibilité thermique du fluide
b.  coefficient de compressibilité massique du fluide
] angle entre I'axe d'ondulation et la verticale

masse volumique du fluide (kg.m™)

©

m  viscosité dynamique du fluide (kg.m™*.s™)

A

conductivité thermique (W.m™.K™)
n  viscosité cinématique (m*.s™)

vy fonction de courant (m*.s?)

¥  fonction de courant adimensionnelle
0 Température sans dimensions

® fonction générale

X, h coordonnées adimensionnelles dans le domaine de calcul

Indices

i,j indicessuivant lesaxes&, n des points du maillage de la grille de discrétisation
X,y dérivation par rapport ax ety

oo conditionsal'infini (loin de la paroi)



Introduction

INTRODUCTION

L’écoulement d’un fluide par convection naturelle résulte de la variation de sa masse
volumique sous I’effet des gradients de température ou de concentration. On distingue deux
types de convection naturelle : la convection naturelle dans des enceintes fermées dont les
parois sont soumises a des températures ou a des flux imposés, et la convection naturelle
externe se développant au voisinage d’une paroi soumise a un chauffage ou un

refroidissement, objet de notre travail de recherche.

L’intérét manifesté pour les transferts couplés de chaleur et de masse par convection
naturelle est suscité par de nombreux champs d’applications qui y sont associés a la vie
quotidienne, que ce soit les phénomenes naturels, les applications technologiques et
I’environnement. Pour les phénoménes naturels se développant sur une grande échelle, on
distingue les courants marins froids ou chauds, les courants convectifs géophysiques, les
mouvements des vents et leur influence sur les conditions météorologiques. Pour les
applications industrielles et technologiques, les capteurs thermiques, les séchoirs, le confort
thermique de I’habitat. Pour I’environnement, la diffusion des effluents gazeux dans
I’atmospheére. Ces exemples ont fait I’objet d’études et de travaux scientifiques [1-8].

Les transferts par convection naturelle au voisinage des corps a symétrie de révolution
ont fait I’objet de nombreux travaux aussi bien théoriques qu'expérimentaux en raison de leurs
importances dans de nombreux domaines technologiques (échangeurs, centrales thermiques,
capteurs solaires, agroadimentaire, ...). La majorité de ces travaux se sont intéressés aux
écoulements de convection naturelle le long d’une surface ondulée décrite par un profil
sinusoidal en considérant différentes conditions de la surface en contact avec le fluide. L'état
de la surface est I'un des paramétres géométriques qui conditionne les qualités fonctionnelles
de la surface et les transferts dans le fluide. Ainsi, I’influence de larugosité d’une paroi sur les
transferts qui se déroulent en son voisinage par convection naturelle a fait I’objet de
nombreuses études numériques et expérimentales [9-34]. Dans la suite, nous reportons
quelques travaux concernant essentiellement, la convection naturelle au voisinage des plagues
et des cones a paroi lisse et ondulée.

Jer-Huan et al [21] ont &udié la convection naturelle thermique et massique développée

le long d’une paroi verticale, de surface ondulée, maintenue a une température et a une
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concentration constantes. Les équations de transfert sont résolues a I’aide d’une méthode
implicite aux différences finies. Les résultats montrent que les nombres locaux de Nusselt, de
Sherwood et du coefficient de frottement augmentent avec le rapport entre les forces
volumiques d’origine massique et thermique (figure 1). L’augmentation du nombre de
Schmidt s’accompagne d’un accroissement du nombre de Sherwood et d’une diminution du
coefficient de frottement et du nombre de Nusselt. L’augmentation de |I’amplitude des
ondulations de la surface de la paroi provoque une diminution du coefficient de frottement
local et des nombres de Nusselt et de Sherwood (figure.1).
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Figure1[21] : Influence du nombre de force de flottabilité N et de I’amplitude o sur les
distributions de: (a) coefficient de frottement ; (b) nombre de Nusselt ; (c) nombre de
Sherwood

Rahman [22] , a analysé expérimentalement la convection naturelle thermique et
massique le long d’une surface verticale ondulée. L’augmentation du rapport entre
I’amplitude de la sinusoide et la longueur d’onde (a/A) provoque une diminution du transfert
massique. Le nombre de Sherwood est présenté par une corrélation en fonction du rapport
@ :

sh =0.915 Ra%28 (1+a/1 ) 08577
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C. Chang et al [23] ont examiné la convection mixte d'un fluide non newtonien le long
d’une plaque verticale ondulée. Les résultats montrent que I’augmentation du nombre de
Prandtl et du rapport entre les forces volumiques d’origine massique et thermique conduisent
aune croissance de I’influence de I’état de la surface sur le nombre de Nusselt.

Prétot [25] a procédé a une éude théorique et expérimentale de la convection naturelle
au-dessus des plagues horizontales de différentes topographies. Les équations de transfert sont
résolues a l'aide de la méthode des volumes finis basée sur I’algorithme de Thomas.
L adéquation entre les champs de vitesse et de pression est assurée par I’algorithme
SIMPLER. Latopographie de la surface de la plague modifie la morphologie de I'écoulement
et par conséguent les transferts en son voisinage. Ainsi, les transferts sont, pour une plague
dont la surface n’est pas plane, moins intenses que dans le cas d'une plague plane de méme
surface projetée. Pour une plaque dont la surface est décrite par un profil sinusoidal, il
apparait dans les creux de la sinusoide des zones de recirculation dans lesguelles le transfert
de chaleur seffectue essentiellement par conduction. Des corrélations permettant de décrire le
transfert de chaleur entre la plaque et le fluide, incluant le rapport amplitude sur période des
protubérances, sont proposées.

Les travaux reportés par Merk et a [26], ont concerné la convection naturelle
thermique laminaire de type couche limite au voisinage d’un cdne a surface lisse. Les
résultats, pour les nombres de Nusselt local et moyen, sont présentés par des corrélations en
fonction du nombre de Prandtl, du nombre de Grashof local et moyen :

Nu, =0.436 (Pr.Gr, %%

Nu, =0.5076 (Pr.Gr, )%

Abdurrachim [27] investit théoriqguement et expérimentalement la convection naturelle
laminaire au voisinage des surfaces lisses et ondulées. Pour le cas des surfaces lisses, ces
résultats sont en accord avec ceux de Merk et a [26].

Md. Anwar et al [29] ont éudié I’influence de la variabilité des propriétés physiques tel
gue la conductivité thermique et la viscosité sur les transferts par convection naturelle
développée au voisinage d’un cdne a paroi ondulée. Les équations de transfert sont résolues a
I’aide de la méthode aux différences finies de type Keller box. Les résultats montrent que
I’augmentation de la viscosité provoque une diminution du coefficient de frottement et du
nombre de Nusselt moyen. Une analyse numérique, a I’aide de la méthode de «Keller box»,

de la convection naturelle développée autour d’un cbne dont la paroi est décrite par une
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sinusoide montre que les transferts thermiques pour un cdne a paroi ondulé sont inférieurs a

ceux obtenus pour un cone a paroi lisse [34].

La plupart des travaux précédents ont montré que les surfaces ondulées modifient la
morphologie de I’écoulement et les transferts thermique et massique. Les parametres
(amplitude, longueur d’onde,...) ont un réle tres important sur les caractéristiques de
I’écoulement et des transferts thermique et massique. L’ensemble des connaissances acquises
sur les transferts de chaleur permettent d’optimiser les échanges, et cela dans des conditions
économiquement viables. Ces études font appel a divers modes d’investigation : analyses
théoriques associées a des méthodes de résolution analytiques ou numériques, et techniques
d’investigation expérimentales.

Les équations utilisées pour analyser le probléme de la convection naturelle sont
décrites dans un grand nombre d’ouvrages de transferts de chaleur et d’analyse numérique
[35-50]. Ces équations se présentent sous forme d’équations différentielles partielles non
linéaires résultant des principes de conservation de la masse (éguation de continuité), de
guantité du mouvement (équation de Navier-Stokes), de I’énergie (éguation de la chaleur) et

du transfert de masse (conservation d’especes).

L’ objet de ce travail est I’analyse de la convection naturelle thermique et massique se
développant dans la couche limite externe d’un tronc de cone a paroi sinusoidale. L’absence
de travaux concernant les transferts thermiques et massiques caractérisant cette configuration,
nous a motivé aréaliser ce travail de recherche.

On se propose de résoudre numériquement les équations régissant les transferts de
chaleur et de masse par convection naturelle dans la couche limite développée autour d’un
tronc de cone placé dans un fluide newtonien. Nous analyserons I’influence de la topographie
de la surface sur les transferts et nous déterminerons des corrélations décrivant les transferts
en fonction des parametres caractéristiques de la topographie (amplitude, période, ...) de la
surface. Les équations gouvernantes sont résolues a I’aide de la méthode implicite aux
différences finies basée sur I’algorithme de Gauss-Seidel [43-49]. Les résultats sont présentés
sous forme de profils de vitesse, de température et de concentration de vapeur d’eau, ainsi
gue des nombres locaux et moyens de Nusselt et de Sherwood. L’influence de I’amplitude de
la sinusoide qui décrit la topographie de la surface de la paroi du tronc de céne et du nombre
de Rayleigh sur les transferts thermiques et massiques sont également étudiés.
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Lathése est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous définissons le probléme de notre éude avec les
hypothéses simplificatrices, les équations de transfert en coordonnées cartésiennes et les
conditions aux limites qui leurs sont associées. Ces équations sont exprimées en fonction de
nouvelles coordonnées qui nous permettent de transformer le domaine physique en domaine
de calcul rectangulaire.

L’exposé de la méthodologie numérique retenue pour résoudre les équations formulées
dans le chapitre précédent fait I’objet du deuxiéme chapitre. Nous avons détaillé la
discrétisation des équations ainsi que la méhode adoptée pour résoudre le systéeme
d’équations algébriques déduites de la discrétisation, a I’aide d’une méthode implicite aux

différences finies, des éguations de transfert et des conditions aux limites.

Le troisieme chapitre est consacré a la présentation et a I’interprétation des résultats
obtenus pour la convection naturelle thermique d’une part et la convection naturelle
thermique et massique d’autre part. Nous avons validé notre code de calcul par une
comparaison entre nos résultats avec ceux reportés dans la littérature pour un céne a paroi
lisse. Nous avons ensuite analysé I’influence de I’amplitude et de la période de la sinusoide,
du nombre de Rayleigh et du rapport entre les forces volumiques d’origine massique et celle
d’origine thermique sur la distribution de vitesse, de température et de concentration dans la

couche limite développée au voisinage du tronc de cone.

Les nombres de Nusselt (et / ou de Sherwood) local et moyen sont présentés sous forme
de corrélations en fonction du nombre de Rayleigh et de I’amplitude de la sinusoide qui
décrit latopographie de la surface du tronc de cone.

Pour ne pas aourdir le texte, nous présentons, en annexe A, quelques rappels
concernant les équations de base en convection naturelle et les équations dans la couche limite
pour la convection naturelle. L annexe B est consacrée au rappel mathématique de la méthode
homotopique utilisée dans notre travail. Dans l'annexe C, nous rappelons quelques

compléments mathématiques pour I'analyse géométrique de la surface d'étude.
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CHAPITRE I

FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME

.1 DESCRIPTION DU PROBLEME

Considérons un tronc de cbne a paroi sinusoidale, d’axe de symétrie D, de rayon r,
désignant la distance radiale d'un point de la surface a I'axe de symeétrie (figure 1.1),
complétement immergé dans un fluide newtonien. Associons a ce tronc de cbne un repére
cartésien Oxy dont l'origine O est placée en son sommet. L'abscisse X est comptée
positivement en séloignant du sommet et I'ordonnée y est perpendiculaire a I’axe x. L'axe de
symétrie D est vertical et orienté dans le sens contraire au champ gravitationnel. On suppose
gue le systéme est initialement en équilibre thermodynamique. La température T, et la
concentration ¢, de la paroi sinusoidale du tronc de cone sont constantes et supérieures a la
température T, & la concentration c,, du fluide loin de la surface. Une convection naturelle
externe thermique et massique prend alors naissance dans le fluide pour réablir I’équilibre

thermodynamique entre la paroi et le fluide.

Figure 1.1: Schémadu modéle physique et systeme de coordonnées
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.2 HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Posons les hypotheses simplificatrices suivantes :
la convection est laminaire et permanente.
le fluide est incompressible.
Dans I’équation de chaleur la fonction de dissipation visqueuse est négligée.
Pour que les approximations de la couche limite soient valables, le rapport de I’amplitude
d’ondulation de la surface du tronc de cbne par rapport alalongueur d’onde est faible.
Les effets Soret, Dufour sont négligeés.
Ladiffusion enthalpique est négligeable.
Les propriétés physiques du fluide sont constantes, hormis la masse volumique dans

I’équation du mouvement dont la variation obéit al’approximation de Boussines( :

p-py =-pyB(T-Ty )- pyB.(c-cy) (11

|.3FORMULATION DU PROBLEME

|.3.1 Equations detransfert

Compte tenu des hypothéses formulées précédemment, les équations de transfert pour
un écoulement axisymétrique de couche limite développée au voisinage de la paroi du tronc
de cOne sécrivent dans le repére Oxy [42] :

Equation de Continuité

Tlrw , 1v) _ (12)
fix iy

Equation du M ouvement

L’équation de la quantité du mouvement suivant I’axe des x s’écrit souslaforme:

TR pEvA L vf%y‘j +gp,cos( )(T- Ty) + gb.cosj ) (c:c,) (1.3

Dans le cas de I’absence du transfert de masse, I’équation précédente s’écrit :
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u fu T°u _
— +v— = v—— +gp,cos(j )(T-T (14
uﬂx Vﬂy vﬂyz gp.cos(j )(T- Ty)

U+ V=0 (1.5
fix fy Ty
a = diffusivité thermique
Equation detransfert de masse
2
c
uE+VE:Dﬂ_2 (16)
ix Ty fly

D = diffusivité massique
[.3.2 Conditions aux limites

Associons aux équations de transfert précédentes les conditions aux limites suivantes,
concernant la surface de la paroi et le fluide au repos situé loin de cette surface :

iu=0;v=0(condition d'adhéerance)

A laparoi: x3 x, et y=f(x): %T =T, (température imposee) 1.7
1 ¢ = ¢, (concentrationimposée)

iu=0

Loin delaparoi (fluideaurepos): y ® ¥ : %T =T, (1.8)
| U
I C=Cy

Ou f(x) est une fonction qui décrit la surface de la paroi du tronc de cone définie par :

s

I - (x-xo)g
f(x)—asngn C 4 (2.9

"a' : amplitude de la surface sinusoidale de la paroi ondulée et "L" sa longueur d'onde.
I. 3.3 Fonction de courant

Lafonction de courant v est définie par :

u=2tvr) oy 19l (1.10)
r Iy rIx

10
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.4 ADIMENSIONNALISATION DESEQUATIONS

|.4.1. Grandeurs adimensionnelles

Les équations (1.2)-(1.8) sont adimensionnalisées a l'aide des variables et grandeurs

adimensionnelles suivantes :

Coordonnées cartésiennes :
x=""%o y=Y¥ (1.12)
L L

Distance radiale au bord d’attague, ala position x et amplitude de la surface ondulée :

« Iy * r(x) _a
. =— ; =—= A=— 1.12
0 L r (X) L L ( )

Vitesses adimensionnelles :

u=Y ;v=Y (113)
v v
L L

Fonction de courant, température et concentration massique :

p=V¥. gz T T . o0& (1.14)
n TO - T¥ CO = C¥

Notons que la distance radiale r(x) est la distance d’un point de la surface a I’axe de symétrie

D du tronc du cone, définie par (annexe C) :
r(x) =ty +(x-xo)sinj +f(x) cosj (1.15)
La substitution de (1.12) dans les éguations (1.9) et (1.15) conduit aux expressions suivantes :

r'(X)=r +Xsnj +f(X)cosj (1.16)
F(X) :%sin(sz):Asin(sz) (1.17)

|.4.2. Equations adimensionnelles de bilan
Les éguations de transfert et les conditions aux limites adimensionnelles sécrivent :

Equation de continuité.

1Y), 1'V) _ g (1.18)
X

11
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Equation du mouvement.

2

PCIRVALCI R
X iy 1y (219

Ou N est le rapport entre les forces volumiques d’origine massique et thermique ; Gr; et Gr,

sont les nombres de Grashof modifiés. Cestrois grandeurs sont définies par :

G (To- Ty)L3 (Go- oy L3
N=gE G st o) Gt —ood) 20
It v v

Equation dela chaleur

UE.F\/E :i T°6 (1.22)
X v Prqy?

Ho

Avec, Pr, nombre de Prandtl, définie par Pr = o

Equation de transfert de masse (diffuson massique)

2
uIC, IC_1 e

(1.22)
X v Scv?

Ou, Sc, nombre de Schmidt, définie par Sc:iD :[X)
p

Fonction de courant

ootater) o aer) w29

S 1 ’ rrIX

1.4.3. Conditions aux limites adimensionnelles

A lasurface ondulée :

X30 eY=FX) : U=0;V=0; qg=1; C=1 (1.24)
Loin de lasurface:

Y®¥ :U=0,;q9g=0;C=0 (1.25)

On note que X =0 désigne le bord d’attaque du tronc du cbne et que la limite Y ® ¥

correspond al’épaisseur de la couche limite.

12
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.5 TRANSFORMATION DES COORDONNEES

[.5.1. Méhode delatransformation

Pour pallier la non-uniformité de la surface non plane autour du tronc de cone, nous
utilisons une transformation homotopique qui permet de ramener le domaine physique

exprimé en coordonneées cartésiennes en un domaine de calcul rectangulaire (figure 1.2).
Considérons les transformations homotopique définies par :
X=X (1.26)

0= Y - f(X) (1.27)
9(x) - f(X)

Ou g(X) est unefonction qui caractérise la frontiere extérieure de la couche limite.
Anwar [29] et Pop [34] ont supposé que g(x) = x**. Jang [21] a proposé une fonction

agx) =4 x)ll 4 Dans notre calcul, nous posons :
G(X) = bx¥* (1.28)

Ou b est une constante dépendant du nombre de Prandtl et de Grashof. Cette constante dépend
aussi du nombre de Schmidt dans le cas d’un transfert couplé de chaleur et de masse. Elle est
déterminée numériquement (chapitre I1).

La substitution de g(x) donnée par I’expression (1.28) dans I’équation (1.27.) conduit a la

relation suivante :

_ Y-FX) (1.29)
bX¥* - F(X) '
Soit :
0= YM- F(&) (1.30)
b&™ - F(x)

Le domaine physique limité par les deux courbes curvilignes: surface ondulée
désignant la frontiére inférieure de la couche limite et la fonction g(X) désignant sa frontiere
supérieure est ainsi transformée en un domaine de calcul rectangulaire en se basant sur la
transformation formulée par I’équation (1.30).

X30 Transforma tion i Xx30

’ |
Y W I ® |

| 1.31
{FX)EY £G(x) {0Eh£1 (131

13



Chapitre | : Formulation Mathématique

Le rayon r(x) est transformé en fonction de x comme suit:

r (&) =ro+&sin( ) +F(&)cos( ) (132
Ay
X / / X
L /
\ \\ \\ \\ // / //
y=f<X>/\) VR,
DXl/ /V\ —_
i /=
N4
N1/ >
Vi
y 0 o h 1
@ (b)

Figure 1.2 : () Domaine physique, (b) Domaine de calcul ;
— surface ondulée, — épaisseur de la couche limite.

|.5.2 Transformation des équationsdetransfert

La transformation des équations du domaine physique représenté par le systeme de
coordonnées cartésiennes OXY vers le domaine de calcul caractérisé par le systéme de

coordonnées de Oxh est développée en annexes. Les nouvelles équations obtenues sont :

Equation de continuité

U Uy, & v

—+n,—)+-U+n,—=0 1.33

(ﬂé ™ W —

Ou:

* ﬂl‘* .. .

re =-—=9sn(j ) +F&x)cos(j ) (1.34)
ix
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Equation du mouvement

2
U U U , 17U
Ul—+ny—) +V. =(n ) +Gr(e+N C) (1.35)
e Nx ﬂn) My o n y ﬂﬂ t f

Equation dela chaleur

U(E ﬂe) n,)? iﬂ—ze (1.36)

Equation de diffuson massique

_ .. 1TC
_(ny) SCT[’I’]Z

ﬂC+ ﬂC)+V S,

Uy ) sy =
€ m/ Y

(1.37)
Fonction de courant

WX W ah _, ¥ (1.38)

x T  Th Ty

ey 1 dr’ yt)
gIX ¢ odx’ g

ey fx , ¥ Thu 1dr’ Ny W 1d” 0
=- _ =-0— h — T —Y T 139
Vi T v e T e T T Y (139

| .5.3 Transformation des conditions aux limites

A lasurface ondulée :

x30eth=0: U=0;V=0;9g=1; C=1 (1.40)
Loin de lasurface::

h=1: U=0; g=0;C=0 (1.41)

15
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|.6 GRANDEURS DE TRANSFERTS DE CHALEUR, DE MASSE ET D’IMPULSION

Afin de caractériser les transferts de chaleur et de masse, nous définissons les nombres
de Nussalt, de Sherwood et le coefficient de frottement.

|.6.1 Densité du flux de chaleur et nombre de Nusselt
Ladensite du flux de chaleur parietale transmise au fluide par conduction ¢, est définie

par laloi de Fourier :
Are _ | Drafigo (1.42)

q = - = = - - =

PT &g, L &INg

Soit :

Gy =k cofh, +— ot g =oALt P g

+ - —_
L &%k snB,, (™ - FE( g, L simB, (™ - F(9) &M,

K : conductivité thermique du fluide

DT =Ty - Ty : différence de température entre la paroi et le milieu ambiant extérieur ;
N : coordonnée adimensionnelle normale & la paroi définiepar N =n/L et L : longueur

d’onde de la paroi ondulée.

B,, : angle formé par lanormale ala paroi et I’axe des x.

Le nombre de Nussel local au niveau de la surface s’ écrit :
ey (1.44)

1 1 &0

u
1.45
G I ) O o

|.6.2 Densité du flux massique et nombre de Sherwood

Ladensité pariétale de flux massique de diffusion est exprimée par laloi de Fick de la

diffusion :
m, =- D&Y - pDbegdico (1.46)
efing, L efiN g,

16
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m =02y L L 1Ch
Mo =75 G P Tang,, (g™ - F(D) M 47
AC 1 1 eﬂCu

L sinB,,, (b2 - F(®)EMY

Le nombre adimensionnel de Sherwood au niveau de la surface ondulée s’écrit :

Shy=——=- —(;——. :-XQ—; (1.48)

1 1 éqfCu
th :_é : & ( (149)
sinB., (be™ - F(&))& M,
|.6.3 Frottement pariétale et coefficient de frottement
Laforce de frottement exercée sur I’unité de surface est définie par [12] :
€ u ‘ITVOU
() =ag—+_— (150)
v e g‘ﬂy T 2(] y=i(9
€ n ad1U ﬂVou
tp(X)=an—¢ — (1.51)
X)= g zEy Tax F0
Soit :
20 .
any & 1 0e‘IIU oy VU
t — = G - F(X (1.52)
pX)=r "8 Sox - R BTh i th=o
Le coefficient adimensionnel de frottement est définie par :
C (X) = p(x) S L (153)
f ébx]/4 F(X) z£Th M t—g '

Ou u, est lavitesse de référence définie dans I’expression (1.13) par u, =n/L.
Notons que la contrainte de cisaillement peut ére calculé aussi d’une autre maniere al’aide

de I’expression suivante :

adIvT

t,(x)=

(1.54)

Ou v, est la composante de la vitesse, tangentielle a la surface ondulée, c'est-a-dire dans le

systéme de coordonnées (uT,un), n désigne la position suivant I’axe normal a la surface
ondulée.

17
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.7 CASD’UN TRONC DE CONE A SURFACE LISSE

Pour un tronc de cone a paroi lisse, il suffit de remplacer lafonction d’ondulation F(X)
et sa dérivée par zéro. L angle entre la normale a la surface ondulée et I’axe X est égale a 90°.
On obtient :

L
Cf (x) = ——— 155
=gt (1.55)
_ .1 éfqu
Nu(x) = - 1/4 e'nh“ (1.56)
sh(x) = - x—~_ SJ€d (157)

b4 8 T tho

1.8 COEFFICIENT DE FROTTEMENT, NOMBRE DE NUSSELT ET NOMBRE DE
SHERWOOD MOYENS

Le coefficient de frottement, le nombres de Nusselt Nu et de Sherwood Sh, moyens,
sont obtenus en intégrant al’aide de la méthode de Simpson [51], le coefficient de frottement,
le nombre de Nusselt et de Sherwood, locaux., sur la longueur totale "l," de la paroi ondulée.

Ce grandeurs sont définies par :

- Danslerepére cartésien Oxy

Nu=—= d\lu(x)dl (1.58)
Sh =Iic‘;sh(x)d| ; (1.59)
cf =Ii ot ()dl, (1.60)

Dans le systeme de coordonnées cartésiennes adimensionnelles OXY :

NU = Li Nu()dL, (1.61)

18
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Sh= Li CPh(X)dL, (1.62)

PLp

Cf :Li OFf (X)dL

P LP

I,
Ou L, =-"et dL, est donnée par :
L

dL, =JdX +dY = dX 1+3"LYQ (1.64)
edX g, =F(X)

Dans ces conditions et dans le repéere (O,&, n) , les expressions (1.61) - (1.64) deviennent :

= deVi+F° =ade  avec a=y1+F~

(1.63)

Nu = 1 01 Nu( )de (1.66)
.
N 1 Le
Sh=— Op-Sh(&) dé (1.67)
P 0
— 1 Lz
f == p-Cf(E ) dé (1.68)
PO
et
L, = é;jLP = Oi J1+F? .dx (1.69)
0 0
CONCLUSION

A ce stade de notre travail, I’analyse théorique de notre probléeme est terminée. Le
probleme est mathématiquement formulé dans le systéme de coordonnées Otn al'aide d’une
transformation homotopique, ce qui nous a permis de transformer le domaine physique de
forme curviligne en un domaine de calcul rectangulaire. Dans cette analyse, nous avons aussi
exprimé les nombres locaux et moyens de Nusselt et de Sherwood, ainsi que le coefficient de

frottement afin de caractériser les transferts de chaleur, de masse et d’impulsion.

Les équations adimensionnelles sont résolues en utilisant une méthode implicite aux

différences finies que nous explicitons dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE I

FORMULATION NUMERIQUE DU PROBLEME

1.1 CHOIX DE LA METHODE DE RESOLUTION

Dans le chapitre précédent, nous avons formulé les équations régissant les
transferts qui s’effectuent par convection naturelle laminaire dans la couche limite
développée le long d'un tronc de cbne dont la surface de la paroi est décrite par un

profil sinusoidal. Le présent chapitre porte sur I’étude numérique du probleme.

Considérons la variable adimensionnelle ®, pouvant désigner la vitesse U, la
température 6 ou la concentration C. Les équations du bilan (1.35)-(1.37) peuvent
alors étre formulées, a I’aide de cette variable, en une seule égquation obéissant a

I'expression suivante:

2
U£+v£-81%:82 ;. F°{u,q,¢} (2.1)
> 1 T
Avec:
B,=1 & B,=0Gr(q+N;C) pour F =U (2.2)
Blzé et B,=0 pour F=q (2.3)
1
Blz§ et B,=0 pour F=C (2.9)

La résolution du systéeme d’équations non linéaires (2.1) ne peut étre effectuée
que par [|’utilisation des méhodes numériques. Parmi les différentes méthodes
numériques, nous avons choisi la méthode des différences finies basée sur le
développement en série de Taylor d’une fonction autour d’un point X, [43-49]. Ainsi,
les dérivées d’un ordre quelconque sont déterminées en fonction des valeurs que peut

prendre la fonction considérée aux points situés aux alentours du point Xo.

Dans le domaine de calcul, les équations de bilan sont discrétisées par la
méthode des différences finies. Les équations obtenues forment un systéme algébrique

dont larésolution est faite par des méthodes appropriées.
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1.2 MAILLAGE DU DOMAINE DE CALCUL

La discrétisation des équations différentielles partielles nécessite le choix d’un
maillage de la géométrie considérée (domaine de calcul). Nous avons opté pour un
maillage uniforme dans les deux directions de I’écoulement comme le montre la

figure 2.1. Ceci est conforme avec certaines études déja citées [43-49].

N-1
N JGi+1,]
W E
o TS )N (G
c
(i-1.)
2
i=1
ji=1 2 PN M M+1 h
Dh

Figure 2.1 : Schémadu maillage

11.3. EQUATIONS DU MODELE PHYSIQUE DANSLE SYSTEME DE
COORDONNEESDE CALCUL

11.3.1 Equation générale

Dans lerepere Oxh, I’éguation générale (2.1) s’écrit :

TF 1F 2 1°F _

U—+thyU+hyV)—-Bhy"—=B (2.5)
x (x Y )‘ﬂh 1Ny Th2 2
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[1.3.2 Conditions aux limites

A laparoi (h=0)

UE.0=0 ; V(E,0)=0 (2.6)
6€.00=1 ; CE.0=1 (2.7)

A I’épaisseur de la couche limite (h=1)

uE,)=0 (2.8)
6(€,1)=0; CE.,1)=0 (2.9)

1.4 DISCRETISATION DES EQUATIONS

I1.4.1 Approximation desdérivéesdu premier ordre:

Soit P(i,j) un noceud quelconque de la figure 2.1. La dérivée d’ordre 1, par
rapport aladirection &, est calculée al’aide d’une différence finie régressive :

@i_ - @i_-l
ﬂ;() =1 "7 (2.10)
1€ Ag
Et &l’aide d’une différence finie centrée pour la dérivée premiere par rapport ah, soit :
o .- ol
‘HCI): j+1 ]-1 (2.11)
il 2Am

Pour la dérivée seconde par rapport & x ou h, on utilise une approximation par
différence finie centrée :

i (=
fPo_Pje 225+

J 2.12
i A (2.12)

i+1 i i1

2.13
x 2 AX? (213

I1.4.2 Discrétisation de I’équation de continuité

Les termes de I’équation de continuité (1.33) sont discrétises aux au noeud
central P.
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?““’ g ﬂ_++§ -%+gh 2 -0 (2.14)
€ a4, T r g,
Les expressions des différents termes discrétisés du premier membre de cette

équation sont données par :

e ﬂU O i UIJ+1 UIJ 1
M = 2.16
ggug :gggua (2.17)
r ; r
% 4
2 .. Vi- Vi
gnv ‘ﬂﬂﬂ;p (ﬂy )J JAn = (2.18)

La substitution des expressions (2.15-2.18) dans I’éguation (2.14) donne la forme

discrétisée de I’équation de continuité :

Ul - yi-t NULRTLY *H VARV
S ) SR P U ) T <o (219
A& 2A 7 r n

De cette derniére relation, on déduit I’expression de la vitesse transversale de

|”écoulement :

An 2
(ﬂv)ljé Ag

i i 9 i lﬁl
Vi=Vj1- X1 UG (2.20)
¢!
I1.4.3 Discrétisation de I’équation générale

Cette équation est définie par laforme différentielle suivante :

?Jj%)%p+gnxu+nY )j_[d)u —an 21-[2(1)3 _(BZ)P (2.22)

UPleﬂ Hp

Nous procédons de la méme maniére que précédemment pour rechercher la forme
discrétisée de cette équation. La discrétisation des différents termes de cette équation

conduit a:
O - ¢t
EQ = U' -4 I (2.22)
‘ﬂx AX
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—Y
e(hXU+h VTS ~[hygu+n Wk )1 1
ﬂh Up 2AT|
i i i
L L A 2 20 P
& My ‘ﬂnz HP My ) Aﬂz
(B.). =(B.),
Laforme discrétisée de I’équation générale s’écrit :
P - @it ol 20! +F
i % J+1 j-1 J+1 )
U} +[(hxu+hy V) T (B hy ) A

L équation ci-dessus peut ére écrite sous la forme suivante :

i i-1 i
AcpJ =A, q>]+1 HALD; ) +AD, +(|32)j

Soit :
AsD, =AD, +A, D, +AD,+(B,)

Les coefficients Ap Ag, Aw, €t As sont définis par :

(Bthz)j U}
Ap=2-—"t+
An Aé

A, = (Blhvzyj ] [(hxu +hYV)]ij

AnZ 2Dh
A = (BlnYZ)ij + [(nxU +nYV)]ij
v Anz 2AA
UI

Lesgrandeurs ny my sont calculées en annexe et définies par :

- 34
I:i(]:-'- n(bélj_ F|(9 1
;ny = bé»ﬂ‘l _ F

My = -

bg, ™ - F
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L’éguation générale de discrétisation (2.28) forme un systéme d’équations algébriques
non linéaires dont la résolution est basée sur I’algorithme de Gauss-Seidel [45-49].

A I’aide de cette méthode de résolution, cette équation est représentée par :

(@p) " =(1-Cr)(@p)" +% Ae(@e)" +Ay (@)  +As@g)" +(Bz)}] (2.34)
P

Ou K représente le nombre d’itérations et Cr le coefficient de relaxation pouvant étre
différent d’une éguation a une autre.
I1.4.4 Discrétisation del’équation dela fonction de courant :

Dans le systeme de coordonnées de calcul, I’équation de la fonction de courant
(1.38) setraduit par :

u=S2_ /="
r ﬂj” ﬂj;x v 111? v (2.35)
BAE TR A
yo LAler)_ e ax qeghu 1’
r X &1x X  Th XY r dX
(2.36)

:'m*’hxﬂ"'r_)fy?
m th r 3

En combinant les éguations (2.35) et (2.36), la composante V de la vitesse peut étre

exprimée en fonction de la composante U selon larelation :

©
VAR 5 LML YL (2.37)
x hy r g

L >équation (2.37) peut étre séparée en deux termes, I’un dépendant de la fonction de

courant et I’autre des deux composantes de la vitesse :

. 0 0
g, Ix yjz-gh_Xu Ve (2.38)
™ r g hy &
Ladiscrétisation de I’équation précédente conduit a :
i _ il * OI _ é . u
[y +§§ily'j:-§vj'+am_xg uiG (2.39)
AL erp g Evg g

Ou sous la forme équivalente suivante :
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v :;{le Ag[v; +(hx/hY)ijuij]} (2.40)
1+ Dx(rx /r )

I1.4.5 Discrétisation des conditions aux limites:

A lasurface ondulée :

x30eth=0: U(l,1)=0;V([1)=0; qi1)=1; c(1)=1 (2.41)
Loin de lasurface :

h=1: U{(M+1)=0 ; q(i,M+1)=0 ; C(i,M +1)=0 (2.42)

1.5 Méhodederésolution

La résolution des équations du modéle physique exprimées dans le systéme de
coordonnées de calcul et régissant I’écoulement de convection naturelle laminaire de
type couche limite le long d’un tronc de cbne est réalisée conformément a
[’organigramme de calcul présenté dans les figures 2.2-2.3. La procédure de

résolution comporte les principales étapes suivantes :
Etape 1 : choix des pas d’espaces A& et An
Etape 2 : choix du nombre de Grashoof Gr; et du nombre de la force de flottabilité Ny

Etape 3 : choix d’un coefficient de relaxation Cr adapté aux équations du mouvement,
de lachaleur et de transfert de masse.

Etape 4 : choix d’un type de fluide caractérisé par le nombre de Prandtl Pr et le
nombre de Schmidt Sc en cas d’un transfert couplé par convection

thermique et massique.

Etape 5: choix d’une amplitude A du profil sinusoidal de la surface ondulée de la

paroi du tronc de cone.

Etape 6 : initialisation des valeurs des composantes U, V de la vitesse, de la tempéra-
ture 0 et la concentration C dans le cas d’un transfert massique.

Etape 7 : résolution de I’équation de continuité (2.19) pour obtenir directement la

composante V(i,]) de la vitesse.

Etape 8 : calcul des coefficients Ap, Ag, Aw et Asdonnés par les équations (2.29-2.32)
et le terme B, donné par I'équation (2.25).
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Etape 9: connaissant les valeurs des conditions aux limites de la fonction @, on
détermine :
a) la fonction Upen tout point P de la grille de discrétisation donnée par
I’équation (2.34), (®p est remplacé par Up) avec la condition écrite dans
I’équation (2.2)
b) la fonction 6pen tout point P de la grille de discrétisation donnée par
I’équation (2.34), (Pp est remplacé par Op) avec la condition écrite dans
I’équation (2.3)
c) la fonction Cpen tout point P de la grille de discrétisation donnée par
I’équation (2.34), (®p et remplacé par Cp) avec la condition écrite dans
I’équation (2.4) dans le cas de la convection massique.

Etape 10 : satisfaction du test de convergence représenté par :

oo or
1] i

Si le test de convergence suivant est vérifié : Les profils de vitesse, de

75105

température et de concentration sont alors déterminés. Nous calculons les
nombres de Nusselt et de Sherwood locaux et moyen ainsi que le coefficient

de frottement. Sinon, les calculs sont repris a partir de I'étape 7.

Enfin, on détermine la fonction du courant en appliquant I’équation (2.40).
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( Début )

v

Données
PrlGr! &:! NfH X! Ll
a, Dh, e 11,Crz,Crs

\ 4

Imax (N) , Jmax (M)

|

f(x), r(x)

b=1

!

G(x)=bx¥*

Initialisation
=1 aN; 1<XkM
U(l,J)=0, V(1,J=0
T(1,9=0, C(1,9=0

v

Conditions de surface
I=1aN; JF1
U(1,1)=0, V(1,1)=0
T(,1)=1, C(,1)=1

!

Conditions a l’infini
I=1aN ; FM+1
U(l,M+1)=0
T(1,M+1)=0
C(I,M+1)=0

¥
Début de calcul

i
&

Figure 2.2 : Organigramme de calcul (partie A)

@
\ 4
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K=1,Kmax

v
1=2-N, j =2-M
Résolution de I'éguation de V
View=V(i,})
Résolution de I'éguation de U
Unew=U(i,})
Résolution de l'éguation de T
TneN:U(I ,J)
Résolution de I'éguation de C
Crew=U(i,)

!

\ 4

Non

K=K+1 |« Test de convergence sur U,T,C
v
N U(I,M+1) - U(1,M) <0.01
b=b+0.1 |e—2 T(,M+1) - T(I,M) < 0.01
l C(I,M+1) - C(1,M) <0.01

™ }

Fonction de courant P(i,j)

v

Ecriture des résultats

}
ED

Figure 2.3 : Organigramme de calcul (partie B)
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CHAPITRE 111

RESULTATSET DISCUSSIONS

[.1INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré a I'analyse de I'influence de I'état de la surface de la paroi d'un
tronc de cone sur les transferts qui se développent dans la couche limite par convection
naturelle.

Nous commencons par étudier I’influence du maillage sur les résultats et procéder par la
suite, a la validation de notre code de calcul en comparant les résultats obtenus avec ceux
donnés par d’autres auteurs.

Afin de valider notre code de calcul, nous avons étudié d'une part la convection
naturelle thermique et d'autre part la convection naturelle thermique et massique développée
dans la couche limite d'un tronc de cone a paroi lisse. Nous avons également traité le casde la
convection naturelle développée dans la couche limite d'un tronc de cone dont la paroi est
décrite par un profil sinusoidal.

Nous analysons l'influence du nombre de Rayleigh thermique et massique et de
['amplitude de la sinusoide représentant la forme de la surface de la paroi du cbne sur les
transferts de chaleur et de masse et le frottement.

Afin que le régime de I’écoulement soit laminaire, I’expérience montre que la valeur
critique du nombre de Grashof se situe aux environs de 10° [41]. Nos calculs ont été effectués
pour des valeurs du nombre de Grashof comprises entre 10* et 108, La longueur de la paroi du
tronc de cone est égale a0.2 m.

1.2 CHOIX DU MAILLAGE DU DOMAINE D’ETUDE

Le calcul du champ de vitesses en utilisant trois maillages (161x61), (81x91) et
(61x191) pour un tronc de cobne a paroi lisse a conduit & des résultats quasi identiques
(figure 3.1).

Pour nos calculs, nos retenons le maillage (61x191) qui correspond aux pas d'espace
(AE=107) et (A n=10").
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200 -4 b
175 =
150
125
100 -

75

25 -

b —— grille 81x91

grille 161x61

grille 61x191

0,0 0,2 0,4

0,6 0,8 1,0

Figure 3.1: Profil de la composante longitudinale U de la vitesse dans la couche limite
Influence du maillage

[11.3VALIDATION DU CODE DE CALCUL

Pour valider notre code de calcul, nous avons comparé nos résultats avec ceux obtenus

par Merk et Prins[26] et Abdurrachim [27]. La comparaison porte sur les nombres de Nusselt

local et moyen obtenus en considérant un tronc de cone dont la surface de la paroi est lisse

A=0 et pour X,=0.

En convection naturelle, le nombre de Nusselt est une fonction des nombres de Grashof

et de Prandtl ou du nombre de Rayleigh. Une telle dépendance peut étre traduite par les

expressions proposées par Braun et a [50] et définies par :

Nu(x) = B;Ra, ™

Nu =B,Ra, "2

Ou Ra est le nombre de Rayleigh donné par :
Ra, = PrGr,(x)

Ra, = PrGr(L)
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Ou By, By, ny et np sont déterminés par le lissage, a l'aide de la méthode des moindres carrées,
des courbes Nu(x) et Nu,_ en fonction respectivement de Ray et Ra_. Dans notre cas, figures
3.2-3.3, onobtient : B;=0.435, B,=0.513, m=n,=0.25

Le tableau ci-dessous présente une comparaison entre nos résultats de calcul et ceux
d’autres auteurs dans le cas ou I’air est choisi comme fluide ayant un nombre de Pranditl,
Pr=0.72.

Nu, Ecart (%) Nu, Ecart (%)
Nos resultats 0.4350 Ra2% 05132 Ral®
) X
Abdurrachim [27] 0.4472 Rag.zs 1.22 0.5111Ra’® 0.21

Tableau 3.1 : Nombres de Nusselt locaux et moyens.

L'examen du tableau 3.1 montre que nos résultats sont en bon accord quantitatif avec
les travaux [26,27]. En effet, I’écart maximal est de 1.3 % pour le nombre de Nusselt local et
de 0.6 % pour le nombre de Nusselt moyen.

Pour I’eau, le nombre de Prandtl a été pris égal a 7. Le lissage a I’aide de la méme
méthode des moindres carrées, utilisée pour éablir le nombre de Nusselt local reporté dans le

tableau 3.1, conduit a1’expression suivante :

Nu(x) = 0.435Ra, *% (35)
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Pr=0.72

Nu =0.435(Ra )"

O | | | | | | 2
0oL 02 03 04 05 06 07x10
Ra,

Figure 3.2 : Evolution du nombre de Nusselt local en fonction du nombre de Rayleigh pour
un tronc de cbne a paroi lisse.

Figure 3.3 : Evolution du nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de Rayleigh
pour un tronc de cone a paroi lisse.
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Nu

(63}

1 2 3 4 5 6 710

Figure 3.4 : Evolution du nombre de Nusselt local en fonction du nombre de Raleigh

[11.4 CONVECTION NATURELLE THERMIQUE AUTOUR D’UN
TRONC DE CONE A PAROI SINUSOIDALE

[11.4.1 Champs de vitesses

Les figures 3.5-3.6 présentent I'évolution de la composante longitudinale U de la vitesse
adimensionnelle en fonction du nombre de Rayleigh pour I’abscisse X=L et pour une valeur

donnée de I’amplitude de la sinusoide A=0.05.

On constate que le profil de la vitesse est similaire a celui d'une convection naturelle le
long d’une surface verticale. Pour les mémes conditions de I’écoulement, la composante
longitudinale de la vitesse dans I’air est supérieure a celle dans I’eau. Elle est d’autant plus

importante que le nombre de Rayleigh est élevé.
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400
1 _ 7
a0l AR —=—Ra=0.72x10’
] g —A— Ra=0.72x10
3007 " —*— Ra=0.72x10°
n

Figure 3.5 : Evolution de la composante de la vitesse longitudinale en fonction de n pour
différents nombres de Rayleigh, air, Pr = 0.72

1804
—m— Ra=7x10’

—A— Ra=7x10°
—#%— Ra=7x10°

160 -

Figure 3.6 : Evolution de la composante de la vitesse longitudinale en fonction de n pour
différents nombres de Rayleigh, eau, Pr =7
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[11.4.2 Champs de températures

Le profil de température des figures 3.7-3.8 rejoint |'observation reportée ci-dessus. On
note que l'augmentation du nombre de Rayleigh s’accompagne d’une diminution de
I'épaisseur de la couche limite thermique et dynamique pour les deux fluides considérés dans
nos calculs. La viscosité du fluide influence les épaisseurs des couches limites thermique et
dynamique. Les épaisseurs obtenues pour I’eau sont inférieures a celles obtenues pour l'air.

1.0
Pr=0.72 .
A=0.05 ---@--- Ra= 7x10

087 —A— Ra= 7x10°

—#— Ra= 7x10°
0.6 -
q

0.4 4

0.2 4

0.0 T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

h

Figure 3.7 : Evolution des températures en fonction de n pour différents nombres
de Rayleigh, air, Pr=0.72

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
h

Figure 3.8 : Evolution des températures en fonction de n pour différents nombres
de Rayleigh, eau, Pr=7
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[11.4.3 Influence del’amplitude de la sinusoide

La figure 3.9 montre I'évolution du nombre de Nusselt local le long de la paroi
du tronc de cbne en fonction de I’amplitude de sa surface. On remargue que, quelque
soit le type de fluide, I’air ou I’eau, I'évolution du nombre de Nusselt local le long de
laparoi est fortement influencée par la sinusoide décrivant le profil du tronc de cone.
Ainsi, les transferts de chaleur sont plus intenses au sommet de la sinusoide parce que
les transferts se déroulent par convection que dans les creux de la sinusoide ou les
transferts par conduction sont prédominants. Sur cette figure, on remarque aussi que
['augmentation de I'amplitude réduit les transferts thermiques le long de la paroi. En
effet, bien que la surface d'échange entre la paroi et le fluide augmente avec
['amplitude, cette augmentation entraine une augmentation de I'épaisseur de la couche
limite dynamique et thermique (figures 3.10-3.11) et une diminution du coefficient de
frottement local le long de la paroi (figure 3.12). Ce phénomene traduit I'augmentation
du transfert thermique par conduction a celui par convection, ce qui diminue, en

général, les transferts thermiques.
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16

1—=— A=0.

30

254

Nu

1—=— A=0.
2—A=0.03

Figure 3.9 : Evolution du nombre de Nusselt local le long de laparoi : Influence de
I’amplitude de la sinusoide de la surface de la paroi. (a) Pr=0.72, (b) Pr=7
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h

(b)

Figure 3.10: Evolution des vitesses en fonction den : Influence de I’amplitude de la
sinusoide de la surface de la paroi, (a) Pr=0.72, (b) Pr=7
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1.0
- A=0
05 A=0.05
0.6 4
_ .
0.4
] Pr=0.72
0.2 -
0.0 T T T T ! ' T '
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
h
(a)
1,0
A=0.
- A=0.05
0,6 —
_ .
0.4 7 Pr=7
0,2 4
0,0 T T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
h
(b)

Figure3.11: Evolution destempératures en fonction den : Influence de I’amplitude
de la sinusoide de la surface de la paroi. () Pr=0.72, (b) Pr=7

40



Chapitre |11 : Résultats et Discussions

Cf(x)

Cf(x)

Figure3.12 : Evolution du coefficient de frottement local du tronc du cone: Influence
de I’amplitude de la sinusoide de la surface de la paroi
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[11.4.4 Nombresde Nusselt locaux et moyens

Les figures 3.13 et 3.14 représentent I'évolution des nombres locaux et moyens de
Nusselt pour I’air et I’eau en fonction du nombre de Rayleigh modifié Ra et pour une valeur
de I’amplitude A=0.05. On remargue que le nombre de Nusselt local et le nombre de Nusselt
moyen augmentent avec le nombre de Rayleigh puisque les forces volumiques d’origine
thermique sont d'autant plus élevées que la différence entre la température de la paroi et celle
du milieu ambiant est importante.

Comme il a été précise précédemment, I’accroissement de I’amplitude de la sinusoide de la
surface de la paroi du tronc de cone réduit les transferts de chaleur

L’évolution des nombres de Nusselt locaux et moyens en fonction du nombre de
Rayleigh peut ére exprimée sous laforme suivante :
Nu = RAP2 (PrGr, )F3 (3.6)

Ou Py, P, et P; sont des constantes obtenues par le lissage, a I’aide de la technique des
moindres carrés, des courbes reportées sur les figures 3.13-3.14.

Pour I’air et I’eau :

Nuy =0.437A° 0052Rg 0238 104 < Ra, <10’ (3.7)
Pour I’air :
Nu, =0.434A" %1 prgr )0238 104 <Ra; <7.107 (3.8)
Pour I’eau :
Nu, =0.45A" O1(Rq )0238 104 <Ra <71.107 (3.9)

Lafigure 3.16 illustre aussi I'évolution du nombre de Nusselt moyen en fonction du
nombre de Rayleigh le long de la paroi d'un tronc de cone a paroi lisse et sinusoidale. On
note que l'augmentation de I'amplitude de la sinusoide engendre un accroissement des
épaisseurs des couches limite dynamique et thermique. 1l s’ensuit une diminution des
transferts thermiques convectifs et un accroissement dans les transferts par conduction
entre le fluide et la paroi.
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25

Nu(x)=0.437(A) "

(Rax)0.238
5_
| | | | | | | 6
1 2 3 4 5 6 17 8Xi10
Ra
(@)
40 - Pr=7
30 —
& i
S 20
10 - Nu(x)=0.444(A) ™ (Ra )"
O |} |} |} |} |} |} |}
1 2 3 4 5 6 7 x107
Ra
(b)

Figure 3.13 : Evolution du nombre de Nusselt local en fonction du nombre de Rayleigh.
(@ Pr=0.72, (b) Pr=7
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- Pr=0.72

Nu =0.434(A)""(Ra )"**

L

00 01 02 03 04 05 06 07 08x10’
Ra
(a)

10 N uL=O.449(A)'O'11( RaL)o.zss

! 8
1 2 3 4 5 6 7x10

(b)

Figure 3.14 : Evolution du nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de Rayleigh.
(@ Pr=0.72, (b) Pr=7
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Figure 3.15 : Evolution du nombre de Nusselt moyen en fonction de I’amplitude A.
(@ Pr=0.7 (b) Pr=7
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Nu
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Figure 3.16 : Evolution du nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre
de Rayleigh: Influence de I'amplitude. (a) Pr=0.7, (b) Pr=7
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[11.4.5 Structure de I’écoulement

Les figures 3.17-3.22 illustrent I'influence de I’amplitude de la sinusoide de la surface
du tronc de cdne sur la structure de I’écoulement et la répartition des isothermes. Ainsi, les
ligne de courant qui épousent la forme de la paroi du tronc de céne se déforment, lorsque
['amplitude de la sinusoide augmente (figures 3.17-3.18). Il apparait dans le creux de la
sinusoide des cellules de recirculation qui interagissent avec I’écoulement principal. Les
isothermes longent la paroi du tronc de cone et leur répartition est dans le creux de la
sinusoide trés dense montrant ainsi que dans cette zone le transfert par conduction est
prédominant (figures 3.19-3.22).
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T s r LT
—— 7T
QG P A Y B B B B B N O R A AN BN AN A |
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RS S ) 2y B B B B B NN BN O N B BN BN BN B |
—_—— 7l Pt EEEYE

X —_—— 77ttt T LTLELET?
—_——~r 77ttt ttt L LELELYE
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sttt ttttttt ettt ttTtoT
JTw o2 ¢t ¢ttt ¢ttt ¢t ¢t ¢t ¢t ¢t ¢t ¢t ¢t ¢
2 ¢t ¢t ¢t ¢t t ¢t ¢ ¢t t ¢t t ¢ttt t 2t t?t
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
T
“
| ==
|
’ ==

—T=
X -1
—-—=
—-=
°
h 1

Figure 3.17 : Distribution des lignes de courant pour I’air, Pr=0.72, pour un tronc de cone
aparoi lisse A=0
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Figure 3.19 : Distribution des isothermes pour I’air, Pr=0.72, pour un tonc de cone
aparoi lisse, A=0

it U

Figure 3.20 : Distribution des isothermes pour I’air, Pr=0.72, pour un tronc de cone
aparoi lisse, A=0.05

49



Chapitre 1l : Résultats et Discussions

X
Figure 3.21 : Contours de la composante longitudinal de la vitesse pour |’air,
Pr=0.72, pour untronc de cbne aparoi lisse, A=0
3

Figure 3.22 : Contours de la composante longitudinal de la vitesse pour I’air, Pr =
0.72, pour untronc de cdne aparoi sinusoidale, A=0.05
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[11.5 CASDE LA CONVECTION NATURELLE THERMIQUE
ET MASSIQUE

Ce paragraphe est consacré a I'étude de la convection naturelle thermique et massique se
développant dans la couche limite entourant un tronc de cdne a paroi ondulée. L’espéce
diffusante est la vapeur d'eau qui correspond a un nombre de Schmidt Sc=0.68. Le modéle
physique est représenté par les équations couplées de transfert de chaleur et de masse. Les
parametres physiques caractérisent |I’écoulement sont : le rapport N;, I’amplitude de la
sinusoide de la surface ondulée, le nombre de Nusselt et |e nombre de Sherwood. .

[11.5.1 Champs de vitesses et profil du coefficient de frottement.

La figure 3.23 représente I'évolution de la composante longitudinale de la vitesse dans
la couche limite pour différentes valeurs du rapport N; et pour une amplitude A=0.05. On
note gue la convection est d'autant plus intense que le rapport entre les forces volumiques
dorigine massique et celles dorigine thermique est élevé. L'accroissement de N
saccompagne d'une prédominance du transfert par convection naturelle massique ce qui

conduit & une augmentation du coefficient de frottement le long de la paroi (figure 3.24).

Au voisinage de la paroi, lacomposante de la vitesse V croit dans la couche limite avec
N¢ jusqu’aune certaine valeur den inférieure a0.2 (figure 3.25). Pour n >0.2, la composante
V prend une valeur négative qui résulte de I’interaction entre les cellules développées au

creux de la sinusoide et |I’écoulement & son sommet.
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Figure 3.23 : Evolution de la composante longitudinale U de la vitesse en fonction
de h. Influence du rapport N

Cf(x)

Figure 3.24 : Evolution du coefficient de frottement local le long de laparoi :
Influence du rapport N
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Figure 3.25: Evolution de la composanteV delavitesse en fonction de h.
Influence du rapport N

[11.5.2 Champs de tempér atures et de concentrations

Les figures 3.26 et 3.27 représentent les profils des températures et des concentrations
dans la couche limite pour différentes valeurs du rapport N;. On remarque que |'épaisseur de
la couche limite thermique et massique diminue quand le rapport N; augmente. En effet,
I’accroissement du rapport N; engendre une augmentation de la convection naturelle massique
qui provoque une diminution de latempérature et de la concentration du fluide dans la couche

limite.
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Nf=1
—A— Nf=2
—m— Nf=4

0.8 1.0
h

Figure 3.26 : Profils de latempérature dans la couche limite. Influence du rapport Ng

1.0

h

Figure 3.27 : Profils de la concentration dans la couche limite. Influence du rapport Nt

[11.5.3 Nombres de Nusselt et de Sher wood

Les nombres locaux de Nusselt et de Sherwood augmentent avec le rapport entre les
forces volumiques d’origine massique et celles d’origine thermique (figures 3.28-3.29). En
effet, les grandeurs de transferts de chaleur et de masse dans la couche limite développée le
long de la paroi du tronc de cdne sont proportionnelles a la différence entre les températures
et les concentrations de la paroi du milieu ambiant.
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Nu

Figure 3.28 : Evolution du nombre de Nusselt local pour différentes valeurs du rapport N¢

Sh(x)

U T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figure 3.29 : Evolution du nombre de Sherwood local dans la couche limite. Influence
du rapport N¢
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[11.5.4 Corréations:

Nous avons établi des corrélations exprimant le nombre de Sherwood local et moyen en
fonction du nombre de Rayleigh en appliquant la méme procédure que celle développée lors
de I'éaboration des corrélations du nombre de Nusselt local et moyen. Ainsi, hous SUpPpPOsonNs
que pour un tronc de cone a paroi lisse, le nombre de Sherwood local obét a I’expression

suivante :

Sh(x) = PRag (x)™ (3.10)

Avec Rag(x) : nombre de Rayleigh massique modifié defini par Ra, (x) = ScGr,(x) cosj

Le nombre de Sherwood moyen est défini par:

Shp =Py (ScGre(x))"2 (3.12)

Les constantes P, ny, P, et n, sont déterminés en lissant, a I’aide de la technique des moindres

carrée, les courbes représentant I’évolution des nombres de Sherwood en fonction du nombre
de Rayleigh (figures 3.30-3.32). On obtient : P;=0.4758, n;= 0.25.

Pour un tronc de cdne dont la surface de la paroi est décrite par une sinusoide, les
corrélations obtenues, en procédant comme pour le nombre de Nusselt, pour les nombres de

Sherwood local et moyen vérifient les expression suivantes :
Shy =0.4348A %977 (sc Gre (x)) 238 (312)

Shy =0.433A" 912 (scGry(x))0238 (3.12)

25 4 Sc=0.68
A=0.
Nf=0.5

Sh(x)

Sh(x)=0.475(Sc.Gr)"*

Oft——T—T——T T T 7 6
0 1 2 3 4 5 6 X10

Rac
X

Figure 3.30: Evolution du nombre de Sherwood local en fonction du nombre de Rayleigh
massique, pour un tronc de cdne a paroi lisse A=0.
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25

Sh(x)

0.238

5 Sh(x)=0.434(A)"""(Sc.Grc))
0 ) ' ) ' ) ' ) ' ) ' ) ' ) 6
0 1 2 3 4 5 6 x10
Rac,

Evolution du nombre de Sherwood local en fonction du nombre de Rayleigh

Figure3.31:
massique pour A # 0.

30

0.238

10 4 Sh =0.433(A)""*(Sc.Grc)
5
T T T T T T T T T T X106
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Grc

Figure 3.32 : Evolution du nombre de Sherwood moyen en fonction du nombre de Rayleigh
massique pour A £0
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I11.5.5 |soconcentrations

Lafigure 3.33 représente les isoconcentrations pour un tronc de cone dont la surface est
décrite par une fonction sinusoidale. Ces isoconcentrations décrivent un profil similaire a
celui des isothermes puisgue pour la vapeur d’eau, les nombres de Prandtl et de Schmidt sont

trés voisins.

3 HH”/

O T T

Figure 3.33 : Distribution des iso concentrations, cas d’un mélange air-vapeur,
Pr =0.7, Sc =0.62
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CONCLUSION GENERALE

L'étude présentée dans cette these a porté sur la convection naturelle thermique
et massique se développant dans la couche limite entourant un tronc de céne a paroi
sinusoidale. Notre choix sest portée sur un tronc de cone de longueur finie et dont la

paroi est soumise a une température et a une concentration constantes.

Nous avons cherché a déterminer plus particuliérement les champs dynamique,
thermique et massique. Les simulations sont faites pour des nombres de Grashof
thermique et massique variant entre 10* et 10° pour que les transferts s’effectuent en
régime laminaire et pour deux types de fluide I'eau et I'air.

Le domaine physique est transformé en un domaine rectangulaire en utilisant
une transformation homotopique. Les équations de transfert de type couche limite et
les conditions aux limites qui leurs sont associées ont été discrétisees avec une
méthode implicite aux différences finies. Les systemes d’équations algébriques ainsi

obtenus ont été résolus par la méthode itérative de Gauss-Seidel.

Nous avons validé notre code de calcul par une étude comparative entre les
champs de vitesses, de températures et des nombres de Nusselt locaux et moyen
obtenus en considérant un tronc de cone a paroi lisse et ceux de la littérature.

L augmentation de |I’amplitude de la sinusoide de la surface de la paroi du tronc
de cbne conduit, en général, a une diminution des nombres locaux et moyens de
Nusselt et de Sherwood. L’accroissement du rapport entre les forces volumigques
d’origine massique et celles d’origine thermique (Ns) entraine une intensification des
transferts. Nous avons établi des corrélations pour les nombres de Nusselt et de
Sherwood en fonction du nombre de Rayleigh thermique et massique et en fonction de
['amplitude de la sinusoide décrivant le profil de la paroi du tronc de cone.

Par ailleurs et pour conclure, notons que quelques extensions peuvent étre
donnée a notre travail, en se basant sur la méme géométrie en en considérant
différentes conditions de surface a savoir :
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- paroi soumise a un flux de chaleur de densité constante
- écoulement en convection forcée laminaire ou turbulente

- Ecoulement en convection naturelle turbulente

Une analyse expérimental e constitue un excellent moyen de validations de ces travaux.
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Annexe A : Equations de base de la convection naturelle

ANNEXE A

EQUATIONSDE BASE DE LA CONVECTION NATURELLE

A.1 CONVECTION NATURELLE THERMIQUE

La convection naturelle ou libre et la forme d’échange convective le plus
couramment observé. Au contact d’un corps chaud, la température du fluide augmente et
sa masse volumique décroit. Le fluide ambiant, de masse volumique plus élevée, exerce
une poussée d’Archiméde vers le haut, la masse du fluide chaud s’éléve en enlevant de la
chaleur au corps. Le méme phénomene peut s’observer pour des corps froids, le

mouvement s’ effectue en sens inverse.
A.2 CONVECTION NATURELLE MASSIQUE

Les fluides peuvent étre des mélanges de plusieurs especes. Par exemple :
- réacteur chimique : plusieurs espéces réagissent chimiquement ; il s'agit principalement
de la convection massique forceée.
- moteur a combustion : un mélange réactif air - carburant.
- chaudiére : eau en ébullition, soit un mélange eau - gaz.

- fumée industrielle : mélange de polluants (gaz, gouttes ou particules).

A3EQUATIONS GENERALESDE LA CONVECTION NATURELLE

En convection naturelle, le transfert d'impulsion est couplé au transfert de chaleur
ou de matiere. En d'autres termes, I'éguation du mouvement ne peut pas étre résolue
indépendamment de I'équation de la chaleur ou de la matiére.

Ecrivons les équations fondamentales de conservation de la masse, de I’impulsion,
de I’énergie et de la matiere d’un fluide en supposant, comme, dans de notre travail, la
convection résulte soit d’une variation de la masse volumique produite par une différence
de température du fluide ou d’un gradient de la concentration des constituants de ce
fluide.
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- Equation de continuité

ﬂp+N(rV) 0 (AL
it
- Equation du mouvement
® ® ® ® ® A ® ®®

ﬂv +V(NV)3 'pg Np Iq(?N 9 EN(NV) (A2)

ﬂ e o 3
- Equation de I'énergie

®® @ ® ® ®

p[TE/Mt+(V N)E] =N(xNT)+ Q- PNV +F (A3)

@ (2) (3) (4 (%)
Lestermes (1) a (5) désignent respectivement la variation de I’énergie interne, la densité
du flux de chaleur par conduction, la densité du flux de chaleur générée par les sources de

chaleur, I’effet de la pression et les pertes de chaleur par effet visqueux.

- Equation de transfert de masse

%+(v R)c= ﬁ(D@I\)Ic) (A4)

Dans la plupart des cas usuels, les propriétés physiques p, x, D peuvent ére
considérés comme constantes. En outre, les égquations (A1)-(A4) peuvent faire I’objet de
simplifications lorsque le fluide est incompressible, c’est a dire dans le cadre de

I’approximation de Boussinesg [41]. Sous ces simplifications, les équations précédentes

deviennent :

® ®

NV =0 (A5)
by ®@®1 ® ® ,® ,®@®®

pé—+ (NV)u pg -Np+ pN V+=N(NV) (A6)
éﬂt G 3

iqE @@ { ® ®

piﬁ+(VN)Eg= kDT +Q- PNV +F (A7)
T

c ®@

ﬂ_+(v N)c=DDc (A8)

Etant donné que::
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IfE. ®® U dE

—+(VN)Ey = p—
p}'ﬂt ( )g Pt

L équation de I’énergie devient alors :

®
p(il—le kDT +Q- PN

®
V +F

Introduisons I’enthalpie par unité de masse du fluide :

L enthalpie étant fonctionde P et de T, on a:

dH _gfiH¢6 dT  ofHG dp
dt  &MT gp dt  &TP g ct

En introduisant, les relations thermodynamiques suivantes :

dHo _ . &HO _1 . _ 1lapo
—< =Cp ; g—= =—(1-T ; =-—Cc——=
Mo g'ﬂpfap p TP b pETT g

Et en remplacant, les expressions (A14) dans I’équation (A13), on obtient :

A I’aide de I’expression (A14), I’éguation (A12) se réduit a:
dE dT dp
—=pCp—-T -

P PP TP

Laforme de I’équation de |’énergie est donc :

® ®
pCp S =N(NT) +Q+prTE 40

(A9)

(A10)

(Al1)

(A12)

(A13)

(Al14)

(A15)

(A16)

(A17)

Nous pouvons faire d’autres approximations sur I’équation du mouvement (A6) et

de la chaleur (A17). On considere que I’écoulement est permanent, I’absence de source

de chaleur dans le fluide, les termes de dissipation visqueuse et de travail de la pression

sont négligeables. Les égquations de transfert se réduisent a:

69



Annexe A : Equations de base de la convection naturelle

®®
NV =0 (A18)
PR ® ® ® L, ®
p(VN)V=-pg -Np+uN-V (A19)
®®
pCp(V N)T =x AT (A20)
®®
(V N)c=DDc (A21)

A.4EQUATIONSDE LA COUCHE LIMITE EN CONVECTION NATURELLE

Dans le cadre des hypothéses de couche limites, les équations de la convection
naturelle bidimensionnelle pour un écoulement laminaire externe sur une surface de
géométrie a symétrie axiale sont exprimées par les éguations de la couche limite. A
savoir, I’équation de continuité, la projection de I’équation du mouvement suivant Ox ,

I’équation de la chaleur et 1’éguation de la diffusion convective de I’espéce diffusante.

T, vop (A22)
x Ty
fu, Ju_ fp T &fud A23
P Yy ™ ey By E P9 (A23)
e T 110 ﬂTO
pC,EU—— +V———— (A24)
g x Tyg 'ﬂyg 'ﬂyg
uod ‘ﬂae ‘ﬂco (A25)

pgu ‘ﬂ_yg_‘ﬂ_yg o

Le systéme de coordonnées Oxy est représenté sur la figure 1.1. Les composantes
de la vitesse u et v sont dirigées respectivement suivant les axes x et y. L’origine du
repére est située au sommet du céne. Pour une couche limite en convection naturelle, le
gradient de pression suivant y est nulle, la pression total p est égale a la pression du
fluide au repos, c'est-a-dire & la pression statique Ps. La dérivation par rapport ax de la

pression est exprimée par :
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dp dp
P Ps A26
dx dx Pedx (A20)

L >équation du mouvement devient :

fug_ e fud (g (A27)

pg _+Vﬂ_yg_ﬂg e

Le deuxieme terme du second membre de cette équation traduit la différence entre la
densité volumique locale et celle de I’écoulement potentiel et peut ére calculée a I’aide

de I’approximation de Boussinesq :

(P' pe):-peBt(T- Te)- peBc(C- Ce) (A28)
Ainsi, I’éguation du mouvement suivant Ox, se transforme a:
Ry T e e (T- T)a, - pafele- < (A29)

Ty WE g

A.5. EPAISSEUR DE LA COUCHE LIMITE THERMIQUE

A.5.1. Hypothéses et mise en équations

Dans ce paragraphe, nous allons analyser I’effet de quelques grandeurs physiques
sur I’épaisseur de la couche limite dans le cas d’un transfert thermique le long d’une
plague plane verticale chauffée, placée dans un fluide newtonien. Au voisinage de la
plaque, deux couche limites dynamique et thermique se développent. Elles ont
respectivement pour épaisseur 5(x) et 6¢(x), supposees tres petites devant la longueur L

de laplague.

Figure A1 : Couches limites dynamique et thermique

71



Annexe A : Equations de base de la convection naturelle

Soit Oxy un repére cartésien dont I’origine est située au bord d’attaque de la

plague. En posant A =d/L,A; =d;/L, les éudes théoriques et les observations
expérimentales ont montré que pour une couche limite A et A sont tres petites devant
I>unité.

A.5.2 Quelques ordres de grandeurs

On considére une convection naturelle thermique se développant le long d’une
paroi verticale. Sous I’approximation de Boussinesg, les équations de transfert

s’écrivent :
T, v_g (A30)
ix Ty
12u
um+vﬂ—u=v—+gB(T-T¥) (A31)
™ fy qy?
2
g, m_ rr (A32)

x y g2

Les champs dynamiques et thermiques sont déduits de la résolution des équations
A30-A32. Nous avons trois grandeurs a évaluer u, v et T. Posons 6; est |’épaisseur de la
zone non isotherme ou le fluide est soumis aux forces de poussée d’Archimede ; uc et v
les ordres de grandeur des composantes longitudinale et transversale de la vitesse dans la
couche limite.

En remplacant ces ordres de grandeurs de vitesses dans I’éguation de continuité (A30), on
obtient :

‘(;_: » % (A33)
L égalité ci-dessus montre que les deux termes du premier membre de I’équation de

I’énergie (A32) sont du méme ordre:

Ve ATy Ye AT » o 2T (A34)
Ot L 52

Cette derniere égalité permet d’établir deux relations entre ug, v et d :
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uc8t2 »al et vo; »a (A35)
Maintenant, il nous reste a trouver les expressions des ordres de grandeurs des
composantes de la vitesse et de |’épaisseur de la couche limite, en se basant sur I’équation

du mouvement (A31), soit :

Ut/ Tx+ v /Ty = v 120/ Ty? + g (T - Ty) (A36)
w2/l Ucvc/dt nuc/ df gbDT

En divisant les deux membres de cette équation par vug / 8t2 et en tenant compte des

relations (A35), on obtient :

2
Lol 1 BAT

(A37)
Pr Pr vu

C

Trois cas distincts se présentent et peuvent étre envisagés selon la valeur du nombre de
Prandtl du fluide.

A.5.2.1 Fluides aux trés petits nombres de Prandtl

Cette situation concerne les fluides trés peu visqueux ou bon conducteurs de la
chaleur, par exemple, cas des métaux liquides. Les forces d’inertie sont trés grandes
compareées aux forces de viscosité. Ce sont donc les forces d’inertie qui équilibrent les
forces de poussées d’Archiméde. Par conséguent, nous pouvons déduire de
I’équation (A36) :

2

U_Lc = gbDT (A38)
Soit :
3 2
2 gbDTL® na“ (A39)
¢ al aL

On obtient donc I’ordre de grandeur des trois inconnues principales, a savoir :

:u ——(PrGr)ll2

i

}vc %(Pr.Gr)ll4 (A40)
i

:st L(Pr.Gr) ¥4

i

On déduit aussi que le flux de chaleur peut se mettre sous la forme [41] :
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Nu » (Pr.Gr)"* (A41)

Notons qu’il existe une grande différence entre la convection naturelle et la convection
forcée. En convection naturelle, les forces de poussée d’Archimede existent tant qu’il y a
un gradient de température. C'est-a-dire, I’épaisseur de la couche limite dynamique & est
au moins égale a celle de couche limite thermique. Or, les effets visqueux étant
négligeables, on ne peut pas s’attendre a une extension supplémentaire de la couche

limite dynamique, par conséquent d=d, .

o >y

dv o

Figure A2 : Variation de la vitesse longitudinale dans la couche limite dynamique

Par contre, au voisinage de la paroi, les effets de la viscosité ne peuvent plus ére
négligés. On peut admettre alors I’existence d’une sous couche visqueuse, dont
I”épaisseur 3, correspond approximativement a la zone comprise entre la paroi et le
maximum de vitesse. Dans cette région, ou I’on a équilibre entre les forces volumiques de

viscosité et de poussée d’Archiméde, on écrit :

VSUC »gp AT (A42)

\'

Et avec I’ordre de grandeur de u., donné en (A40), on obtient :

52 =L pr¥iGr 4 (A43)
Ainsi,
5, =8,Prt? (A44)
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Cette abscisse o, fixe I’ordre de grandeur de la distance du point de vitesse maximale par
rapport ala paroi.
A.5.2.2 Fluides aux nombres de Prandtl del’ordre de I’unité

Dans ce cas, les couches limites thermiques et dynamiques sont des mémes ordres
de grandeur. Ni les effets d’inertie, ni les effets de viscosité dominent les phénomeénes, il

en résulte que :

u, = % (Pr.Gr)"?

i
T
I
fv, %( Pr.Gr)% (A45)
T
15,=8, =L(Pr.Gr) ™

I\

|

Le nombre de Nusselt a pour ordre de Grandeur :

Nu » (Pr.Gr)¥4 (A46)

A.5.2.3 Fluides aux grands nombres de Prandtl.

Ce cas concerne les fluides trés visgueux. Pour de tels fluides, le bilan de quantité
de mouvement indique que les forces d’inertie qui sont inversement proportionnelle au
nombre de Prandtl Pr deviennent négligeables. Donc, il y’a équilibre entre les forces
volumiques dues a la poussée d’Archiméde et celles engendrées par la viscosité du
fluide.

Vo= » gB AT (A4T)
© 57

Dans ces conditions et en tenant compte des relations précédentes, on obtient :

u, = % (Pr.Gr)¥?

i
T
I
fv, =3(Pr.c;r)”4 (A48)
T
T
I
|

5, =L(Pr.Gr) ¥4
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Pour les fluides caractérisés par de grands nombres de Prandtl, I’épaisseur de la
couche limite dynamique (8) est supérieure a celle de la couche limite thermique (5;) en
raison de I’importance des effets de la viscosité. Le mouvement qui se déroulerait dans la
zone externe a la couche limite thermique (zone isotherme), ne peut étre régit que par

I’équilibre entre les forces d’inertie et de viscosité. Ainsi, on :

1,2
lu u
i C »yn—C

Lo

!
18 »% L2(Pr.Gr) V2 (A49)
|

I8 »5,Pri
|

~

Notons que dans le cas d’un transfert thermique et massique, on peut déduire avec
le méme raisonnement décrit dans les étapes précédentes que les grandeurs caractérisant
la couche limite massique dépendent du nombre de Shmidt et du nombre de Grashof
massique, éant donné que les équations de I’énergie et du transfert de masse sont

similaires.
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ANNEXE B

COMPLEMENTSMATHEMATIQUES

Bl. TRANSFORMATION HOMOTOPIQUE

La transformation homotopique consiste a transformer une courbe curviligne en
une droite par changement de systemes de coordonnées. Dans notre cas, on passe d’un
sysséme de coordonnées physique cartésien OXY a un nouveau systeme de
coordonnées de calcul Oln. Sous forme adimensionnelle, cette transformation est
définie par :

Expressionsde ({,n) en fonction de (X,Y)

(X,Y)® (x,h):

Y-F()

F(E)- R ()

z=X+0Y ; n=

Expressionsde (X,Y) en fonction de (n)
(x,n)® (X,Y):
X=x Y=(1- h)F(x)+hF,(x) (B2)

Dérivées partiellesde (X,Y) par rapport a(x,n)

1S n
. v _

1§20)-RE JRE) - o =g 6)- Ry (B2)

[ n

Dérivées partiellesde (x,n) par rapport a(X,Y)

&, Is (B5)
I 1Y

M _(-DRE)-nFRE T 1 (86)
X [F(e)-F(e)] A [F()-F(e)]
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Dérivées partielles par rapport a X

T L T, (- DRE) 1R T -
X f€IX MIX 1€ [F,(e)-R@E)] M
T _T@lo A AT AT ©9)
@2 X e'ﬂXﬂ ™@M € IX MmIiX
At 1,51 g nRE)-REI-RE (B9
™® % M [F, (¢) - Fa(e)]

2 2 2 2
ﬂ_z :ﬂ_2+E1+2Bﬂ_ 1B 1 BZ‘"—2 (B10)
@ e €M i€ ﬂn m M
Dérivées partielles par rapport aY
T _ 1% ¥f__ I % (B11)
™ W MW [FE)-RE) M

2 .. 2

T _Telio 1 “ (B12)

‘IIY elWa [F,()-Fu

Casparticuliers

)2

Pour notre systéme physique, les fonctions F;(X) et F,(X) sont définies par :

R(X) =F(X) = Asin(2pX) ; F,(X)=g(X)=bx¥ (B13)

D’ou les relations de dépendance entre les coordonnées cartésiennes XY dans le

domaine physique et les coordonnées xh dans le domaine de calcul.

C

|
i_ Y- FX)
-

X=X
(B14)

= (1- h)F(x) + h.g(x)

Ce développement permet de transformer les équations de bilan et les conditions aux

limites correspondantes d’un systéme de coordonnées physique OXY vers un systeme

de coordonnées de calcul Oxh.
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B2. METHODE DE SIMPSON

Les expressions sous forme intégrale (1.61)-(1.63), portant sur le coefficient de
frottement, le nombres de Nusselt et de Sherwood, moyens, sont calculées a l’aide de
la formule de Simpson [51]. Cette technique donne la valeur approchée de I’intégrale

d’une fonction y =f(x) sur une intervalle [a,b], conformément ala figure B1 .
A y =f(x)

v
T

Y2 i Yn

» X

a b
Figure B1: Calcul d’uneintégrale sur unintervalle (a, b) suivant la méthode
de Simpson (n = entier, pair)

tf _AX

F9ex ==[f(0) +1(n) + 47 + 207 (B15)
a

o1 =f()+f(3) +f(5) +.....+f(n- 1) (B16)
6, =f(2) +f(4) +f(6) +....+f(n- 2) (B17)

Le segment [a, b] est divisé en un nombre pair d’intervalles de longueur Ax = (b- a)/n.

Appliguant larelation (B15) al’équation (1.62) du chapitre 1, on obtient :

X
00(8)-Nu(§ ) d¢&

NG 20 _ a(1)..Nu(1) +a(n)..Nu(f1) +46I1 +26, (B18)
éa d o(1) +a(n) + 4o, +20,
0
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s, = a(1) .Nu(D) + o(3) NU(3) + a(5).NU) +...voe. ... + a(n-1).Nu(n-1) )
s;=al)+aB) + aB) +.oerrrnnnnn + a(n-1)

> (B19)
s, = a(2).Nu() + o(4) NU(d) + a(6) NUB) +............. + a(n-2).Nu(n-2)
s,= a2 +a(4) + a6) +.....c....... + a(n-2) )
Ou

o=« =%

De la méme maniere, on calcule les expressions du coefficient de frottementh_IO et

du nombre de Sherwood Sh,, , données respectivement par (1.61) et (1.63).
B3. DISCRETISATION DESCONDITIONSAUX LIMITES
L application du théoréme de Taylor a la fonction ®(x,y), aux points (x,Ay),

(x,2Ay) et au voisinage du point (x,0) donne :

. 2 2 e
F(x,Dy)=F(x,0)+Ay§E$ R TR la N (B19)

F (x.2Dy) = F (x,0) + 2Dy ?(DQ

(0}
% T +ep(2ay)? (B20)
Wo=o 2 &% 5 ’

Leterme | 2(1)/ 11y2 déduit des deux expressions ci-dessus est exprimé par :

200 _2A0(xAy)- o(x0) 2 100

0 ¢ (B21)
&% 50 (ay)® Ay Y a0
o )
o9 _(e02)- 00) 1 g (B22)
&1y° 5,2 2(ay) AV Y 8-
Ces deux expressions étant égales, par conséquent :
OO _ Ay (D(x,24y) - 4D(x,Ay) +3D(x,0)) (B23)
Woo 2 (ay)®
Soit :
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aaEg __ ©(x, 24y) - 4D(x,Ay) +3d(x,0)
Eay =0 2Dy

Or, nous avons affecté a la position y =0 I’indice j =1, les positions y =Dy et

(B24)

y = 2Dy portent respectivement lesindices 2 et 3. L’expression (B24) devient :

OO _-30]+4dh- df

: (B25)
ﬂy ﬂyzo 2 Ay

Pour calculer les nombres locaux de Nusselt Nuy, de Sherwood Shy et le
coefficient de frottement local Cfy, nous appliquons |’expression (B25) aux relations
(1.44), (1.48), (1.53) du premier chapitre ou la fonction ® est remplacée par U, 0 et
C et lacoordonnée y par lanormale n a la surface ondulée.
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ANNEXE C

ANALYSE GEOMETRIQUE DE LA SURFACE D'ETUDE

Cette annexe est consacrée a quelques rappels sur la géométrie d'un cone d'axe
vertical dont la surface est affectée d'ondulations sinusoidales (figure C1). Nous
conservons un systéme de cordonnées cartésiennes. Pour cette configuration, a
symétrie de révolution, nous devons déterminer le rayon r en fonction des parametres
de la surface sinusoidale. La grandeur r désigne la projection d’un point de la surface
sur I’axe de symétrie.

Figure C1: parametres géométriques d’un tronc de cone
a surface ondulée de profil sinusoidal
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Annexe C : Analyse géométrique de la surface d'étude

C-1 DISTANCE RADIALE D’UN POINT DE LA SURFACE A L’AXE DE
SYMETRIE

En se basant sur la figure C1:

r=[f) +rjcog ; 1 =x.tan] (C1)
En combinant les équations C.1 et C.2, on déduit que :

r=xsinj +f cosj (C2)
Etant donné quex ® xq, ona:

r=r(x) =ry +(x- Xg).5inj +f.cosj (C3)
Ou f est une fonction sinusoidale qui décrit le profil de la surface de la paroi du tronc

de cone.

&’ZTE(XL' XO)Q (C4)

f(x) =asin¢
e 2
C.2VECTEUR UNITAIRE NORMAL A LA SURFACE DU CONE DANSLE

SYSTEME CARTESIEN OXY

La surface ondulée est définie par la grandeur h(X,Y )= 0. Le vecteur unitaire

normal a cette surface est exprimée par :

r
Ok b, |
Un=—f— = “Xz 1y - (C5)
N \/gﬂné LEMY
eXg efYg
. iy d
un:% (C6)
\YNx t My
I Xy =1
x=X®{ X (C7)
Xy =
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| 1 4
thy =-— 2 Foo+hEpx- 34 F ¥
ho Y-FX) o bx ¥4 F(X)SF & &‘i cs
=@ | ) (C8)
bxj/ - F(X) llth = - @
i bXx ¥4 - F(X)
7z \r r
- §F¢+ n(ibx -34 Fd}éi + ]
Un = > (Cg)
é 1. -34 U
<F ¢+ (= bX - For +1
\/8 4 H
Le vecteur unitaire normal a la surface ondulée correspond a n =0, soit :
o FG+ ]
Un(h —0)—ﬁ (C].O)
Fo+1
L’angle B, formé par lanormale alasurface ondulée et I’axe X est définie par :
én, u 1 1
tanx e_yu i (Cll)
&y I F
dX

C.3DERIVEE PAR RAPPORT A LA NORMALE DE LA SURFACE DU
TRONC DE CONE

Considérons une fonction adimensionnelle G(M) ou G pouvant désigner la
grandeur physique scalaire : température g ou concentration C. La dérivée par rapport

alanormale de la surface du cone peut ére calculée de la maniére suivante :

E_de Ed_Y_EcoanX Egn[} (C12)
IN X dN 9fY dN 9X 1A
ﬂG ?G e, JCME o ?G fe  IGM (C13)
16 X T Xz Y Mg
IG_a8G_ 1G Mo JG M 1G & fn 011G
+——xco0f},, +——S9 =—co$  +tc—Co su ~— (C14
gﬂé Th’] 1.|>(g $nx Th’] TlY anX ﬂé $HX gﬂx $nx rﬁnx Th’] ( )
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_Mm/fy T _ T
t =TV -y -1 C15
E:E(:Oanx +LEE :Ecoanx +— 1 EE (C]_G)
N e cosBy X M S snp, TY
E = E cosB,, + 1 1 1G (C17)

N sing,, (be” - F(&() T

Le long de la surface onduléeh =0, ainsi la dérivée par rapport a la normale au

niveau de la surface s’ écrit :

AGOH HGO 1 1 GO
—+ =COPB,E—= *+-— — (C18)
&N 71 Pk e 5 Snp.. (b - F(9)&M g,

Dans le présent probléme physique, la température et la concentration imposées a la
surface ondulée sont constantes. Par conséquent, le premier terme du deuxieme

membre de |’équation (C18) est nulle, cest-a-dire(1G/Tx),,., = 0. Ainsi :

a6 6 1 1 GO
SNg snp,, b - FE)EM 5.
dgCo _ 1 1 #Co (C20)

G - I =
SNg.,  snp, (be™ - F(9)EM g,
C.4 FROTTEMENT PARIETALE ET COEFFICIENT DE FROTTEMENT

Frottement pariétal :

La force de frottement exercée par unité de surface ou contrainte de cisaillement est

définie par [12] :

o, = 5y, vl (C21)

(C22)
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}U(x,y)® }U(X,Y) ® }U(x,h)
Tvy) VX Y)  1V(xh)

vaAaUuob n AVo
T, =U—C o~ tM—¢ o+ (C23)
P L? eﬂYﬂv =F(X) 811)(;3,( =F(X)
M—MK ET[—h—XY 1-[U‘FI‘]YM (C24)

v X ThTy fix fih
v_ivix vih_ TV v (C25)

4 =" 41 T = X_+hX_

X XX Th X i fh

ve 1 o[ 8]] v u ve F(X) @&mvu
A s R e (€
L? Box* - FOX M,

T, =1

&l o FoOEm,

v & 1 GeTu v évVu

. s i g C27
R R0 ()%%0 "l (€27
v & 1 oe'nU R \YAY
=pu— - F(X) Cc28
Tp —H E ng“ F(X) zeﬂﬂ (X) n uun:o (C28)

Ainsi, I’expression de la contrainte de cisaillement dans le systeme de coordonnées

Oxh est donnée par :

ge’]oée 1 Oe‘ﬂU

t=r& Foo MU (C29)

&L g gbxl/4 F(X) 75Th Thil_,

Coefficient de Frottement pariétal :
Le coefficient de frottement local adimensionnel C, (X) est définie par :

t (X
C; (X) = :’52) (C30)

Ou u, est lavitesse de référence définie, au chapitre 1, par u, =n/L.
Par substitution de (C29) dans (C30), on déduit I’expression deC; (X) , soit :

1 % CF) NVl (C31)

Ci(X)= ébxl/4 F(X)Qeﬂh ﬂhuho
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C5. Définition des vecteursunitaires du nouveau systeme de coordonnées

. < 7 Vv Vv PP
Les vecteurs unitaires du nouveau systéme de coordonnées e, et e sont definis par

v 1
rapport aux vecteurs unitaires i et j du systéme de coordonnées cartésiennes,

comme suit:

& = (C32)

n

La définition du vecteur é& passe par la définition du vecteur unitaire, normal ala

surface élémentaire (figure C2), définie par n=constante. On a

surface élémentaire ds

@}

g

T
(/7K
)

e

Y=px*

7 oy

Figure. C2: Lignesdesn et & dans le domaine physique.
Pour cela, nous réécrivons I”éguation (C9), ona:

7z \r r
-§F¢+ n(ibx 4 FQUi 4+

u d (C33)

Un =
2
é 1 3 u
SFC+n(=bX "% - FO; +1
\/8 4 H
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bé-3/4
Posons: B = F¢+ n(T - FO) (C34)

ou: F¢ = g—g = 21 Acos(2nx)

En utilisant I’équation (C33) ; il vient :

] >
v _-Bi+]

v o_ (C35)

NCEE
Le vecteur ‘éx peut ére mis sous laforme:
L =ai+a] (C36)
Comme &, est perpendiculaire au vecteur h , alors, le produit scalaire des deux

vecteurs est nul, on aura:
I -

-Ri i Vv r

L h=0 ® Bl*] ai+a,j)=0 ® -Ba, +a, =0 (C37)
JB%+1

et comme: az+az=1

Alors, la solution des deux systemes des équations a deux inconnues donne

I’expression finale de &, .

t=— 1 (+8j) (C38)
./ 1+B?
‘én = (C39)
bé-3/4

Avec: B= F¢+n(T- Fe)

1.4.3 Relation entreles composantes du vecteur vitesse.

®
Soient U, et U, les composantes de vitesse V  dans le nouveau systeme de

coordonnées (£ , n). Nous proposons de trouver une relation entre ces composantes et
les composantes
UetV:
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Les vecteurs vitesse peuvent ére exprimés sous forme de deux vecteurs équivalents:

® ® @ ® ® ®
V=UI+V | ou V:Uiei+Unen

®
Multiplions les deux équationspar i et al’aide des éguations (C38) ,(C39) ona:

® ® ® ® ® Ui
U=V.i=(U,e+U ey).i ® U=
1+ B?
® ® ® ® ® B
V:V.j:(U§e§+Unen).j ® V=U,—+U

¢ h+B2 M

De I'équation (C39) et (C38), nous déduisons les relations suivantes

U, =U,1+B? et U,=V-UB
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Une étude numérique de la convection naturelle thermique et
massique autour d’un tronc de cone dont la forme de la paroi est décrite
par une sinusoide a été présentée. Le domaine physique est transformé en
un domaine rectangulaire en utilisant une transformation homotopique.
Les équations de transfert de type couche limite et les conditions aux
limites qui leurs sont associées ont été discrétisees avec une méthode
implicite aux différences finies. Les systemes d’équations algébriques

ainsi obtenus ont été résolus par la méthode itérative de Gauss-Seidel.

Nous avons montré que |’augmentation du rapport entre les forces
volumiques d’origine thermique et celles d’origine massique augmente
les transferts thermique et massique quel que soit I’amplitude de la paroi
sinusoidale. Ainsi que I’augmentation de I’amplitude de la sinusoide
décrivant la forme de la paroi du tronc de cone provogue une diminution
des nombres de Nusselt et de Sherwood locaux et moyens. Des
corrélations ont été établies pour exprimer les nombres de Nusselt et de
Sherwood en fonction de I’amplitude de la sinusoide et des nombres de

Rayleigh thermique et massique.

: Convection naturelle, couche limite, transfert thermique et
massique, force de flottabilité, nombre de Nusselt, nombre de Sherwood,

surfaces ondulées.
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ABSTRACT

A numerical study is presented for laminar free convection heat and mass
transfer boundary layer along vertical cone with wavy surface. The wall, described by
sinusoidal profile, is transformed into a flat surface by using homotopic
transformation. The boundary layer equations are solved by an implicit finite
difference scheme and the Gauss-Seidel algorithm. Numerical study is focused on
velocity, temperature and concentration profiles, Nusselt number and Sherwood
number. Effects of the wavy geometry, buoyancy ratio on the local Nusselt number
and Sherwood number are studied. Moreover, correlation for the Nusselt number and
Sherwood number are analyzed. Results show that the increasing of the amplitude
tends to decrease in general the heat and mass transfer. Further, the mean Nusselt and
Sherwood number for a wavy cone trunk are found in general to be smaller than that

of the flat cone trunk.

Key words. free convection, boundary layer, Sherwood number, Nusselt number,

buoyancy force, wavy surface.
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