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INTRODUCTION

La théorie de la Relativit& Générale, prévoit la possibilité& d'un rayon-
nement gravitationnel [lJ . Depuis 1960, diverses tentatives ont &t& entre-
prises pour mettre en &vidence ce rayonnement. Plusieurs axes de recherche se
sont dégagés [2] . En 1971, une proposition de d&tecteur Etait suggérée (3]
Le principe en est 1'utilisation particuliére d'un phénoméne de résonance.
Des photons pi&gés dans une cavité torique, considérés comme des particules
de masse nulle, tournent avec une vitesse angulaire égale 3 la moitié de la
pulsation LJ?” d'une onde gravitationnelle se propageant perpendiculairement
au plan du tore. Dans ces conditions, les composantes monochromatiques de
pulsation Wwe , de 1'onde associée A ces photons subiraient des déphasages

d'origine gravitationnelle croissant avec le carré du temps d'expérience.

Cette proposition contient tous les &léments importants d'un principe de
détecteur :
- Présence d'un moment quadrupolaire li&e 2 la nature quadrupolaire du

rayonnement gravitationnel
-~ Nécessit& de mesures précises (phases)
= Nécessit& d'exploiter des ph&nom2nes de résonance

= Indépendance entre la fréquence W4 du phénomdne ondulatoire &tudibe
et la fréquence de résonance ( % 01*. )

~ Présence ( ? ) de résonances d'ordre 2 . Il est en effet possible de
montrer par des considérations de dimensions, 1'int&r&t des ré&sonances d'ordre
§levé conduisant 2 un effet proportionnel 2 une puissance aussi grande que
possible, du temps d'expérience [ 4) .
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Guidé par ces réflexions, nous Studions dans cette partie, deux systdmes
physique particuliers.

Dans le premier chapitre nous considérons un systd¥me quantifi& constitué

par des Electrons soumis a un champ megnétique constant,

Dans le second chapitre nous considérons une onde plane, onde &lectroma-
gndtique, onde de matidre, soumise 2 des ré&flexions multiples. Nous &tudions
Plus particulidrement les possibilité&s de résonance et nous décrivons un
principe d'expérience susceptible de conduire a la détection d'ondes gravita-
tionnelles de basses fréquences au moyen d'ondes &lectromagnétiques de fréquences
élevées.

Dans toute cette partie nous utiliserons le cadre théorique introduit
précédemment et nous limiterons notre étude 2 1'approximation des champs de
gravitation faibles.

Avec cette approximation, il est possible de choisir un systéme de coordon-
nées isotherme dont le repdre naturel est quasi galiléen. Le tenseur métrique
se met sous la forme

(111-0-1) ?w = ”r.; + & ﬁ,,

Nous considérons une onde de gravitation plane, se propageant suivant
l'axe o 3, de ce repdre, caractérisle.par les relations :

¢44 =T, = £e-v)

(I11-0-2)

¢4q,= %,4 = 7(*'?)

Les quadriypetentiels &lectromagnétiques peuvent 8tre développés sous la
forme

(111-0-3) AP = KV + € A-p
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~
La quantité A p est solution des Squations de Maxwell dans un espace plat

ot représente la partie non perturbfe du champ. La grandeur § KV est la
perturbation due 2 1'onde de gravitation.

!
Les &quations (II-1-1), satisfaites par le champ 6lectromagnétique prennent,
au premier ordre en g , la forme :

6’Avy->yargp‘o

(11I-0=4)

Avec les notations

py w
Ben? ye 5 Beeed o s 8
v e P
R e P L ALLTAPTLA B L

De fagon générale les indices seront &levés (abaissés) au moyen du tenseur

" ()
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CHAPITRE 1

PARTICULE CHARGEE DANS UN CHAMP MAGNETIQUR UNIFORME

I1I-1=A : Introduction

Considérons un systdme caractérieé par la donnée d'une induc-
tion magnétique constante et permanente B que nous supposerons dirigée
suivent l'axe oz de propagation de 1l'onde de gravitation. Des corpuscules
de charge q sont soumis 2 cette induction magnétique : si on emploie le
langage de 1l'ancienne théorie des quanta, ces corpuscules décrivent des

trajectoires quantifiées.

Une analyse dimensionnelle permet d'estimer la probabilité de transitiom

par unité de temps sous la forme :

43 L5 1) fm)
N dt C’; f

ol ‘3(JL) est la densité spectrale de flux gravitationnel
est l'ordre de grandeur de la fréquence cyclotren
est un nombre quantique associf au nivesu d'énergie initial.

est une fonction inconnu dont on peut penser qu'elle est polyno-
miale.

- 4 to 2 z;

est le nombre de corpuscule du niveau W .
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On peut réaliser des expirience précises avec des valeurs §levies de Wv
( N A A0 49 ) T5) . I1 est donc permis d'esprer a4 priori
que "(‘l) soit asses grand pour que les transitions induites par 1'onde de

gravitation soient détectablas.

En 1'absence d'onde de gravitation, le champ magnétique uniforme est
décrit par le quadri-potentiel :

(I1I=1=1) ‘A:lo ) ‘A: s - A} ) R.’ s A x ;

w
o
Q

On vérifie aisément, dans la jauge de Lorents ( VV A's 0 ), que les

équations (III-0-4) conduisent A une perturbation nulle : dans ce chapitre,
le quadri-potentiel A v sera pris sous la forme (III-l-1). Syivant la remsr-~
que effectule précldemment (Fin du paragraphe (I-2-B) ) mous confondrons

le quadri-potentiel et les coefficients de comnexion affine correspondants.

Aprds avoir #tabli sous forme de "lsmme une propriété utile des opérateurs
observables, nous montrerons que les transitions induitespar une onde de gravi-
tation non quantifi&e sont compabibles avec 1'existence d'un graviton de spin 2.
Nous Studierons alors plus particulidrement les probabilités de transitioms
unité de temps,induite par des trains d'ondes gravitationnels incohérents et
nous discuterons les résultats physiques obtenus. Dans un dernier paragraphe,
nous montrerons que les résultats ne sont pas modifi&s si on remplace les
€lectrons spinoriels par des particules scalaires chargées. indépendantes.

Nous montrerons §galemer: que la prise en considération d'E&tats collectifs

de bosons est susceptible d'amfliorer considérablement les ordres de grandeur
des effets &tudifs.
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II1-1-B Lemme Préliminaire

Afin d'aslléger les calculs ultérieurs nous allons démontrer
une propriété des opérateurs 2 spectre discret que nous utiliserons par la
suite.

Nous emploierons le formalisme de la Mécanique Quantique et plus parti-

culidrement le formalisme de Dirac.

Enoncé

Soit A une observable 3 spectre discret et V un opérateur agissant sur
1'espace de Hilbert, )£ , de la mécanique quantique. Les deux propositions

suivantes sont équivalentes

it

cddividad = L@ |Vidad {Sa',aw. + Sd.',a.-n}

[A,[A,V]] = K'Y

'

pour K ¥ -K .

X est un nombre réel non nécessairement emtier.

On & utilis& la notation | o ¢,> pour représenter uns base de *- » formée
de vecteurs propre de A :

(111-1-2) Alaad = aldad

{q,} est une suite de valeurs discrites.
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Démonstration

o P=w 7

Définissons les opérateurs V§ o« Y.

ca | Vel dad> = < «'a’ |V Ided> &" ark
caal V.ldad = < & |V] da> duax
D'aprds S ona Ve Vy + V-
Un calcul des commutateurs [A . Vg ] donne :
[A, Vg] =3 K VY
il vient alors
[A,V] = K (V.-V.)

et

[A.TA V)]s X°V

n B 5

D'apris ﬁ on a

V= Ao [ATAV]
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En utilissnt la relation (III-1-2), i1 vient :

[] ‘
Kdd |Vina> = (:T:-) < ' Vida)

Soit encore

Ha |V Idede o'’ IVIide> {So.',mz + 5,:‘,,.., }

GénSralisations
Ce lemme se généralise sans difficulté sous la forme suivante

Soit A une observable 2 spectre discret et ¥4,--- Knuno suite de
nombres distincts.

soit ﬁh. défini par 1'identité

- "
oz A" s t-F (% -Ke)

soit xO la suite d'opérateur obtenu par réccurence :
XFa ¥ ;X" a[A¥=—]
Les deux propositions suivantes sont $quivalentes :

J:

' | VIidaed & cda'IV|da) {s.:m. oo "A;;uvi.‘}

®
Y
?‘: ?ﬂk)(@:o
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cette dernidre £6m n'Stant pes utilisfes par le suite nous n'en
donnerons aucune démonstration. Remarquons seulement que la relation f
implique pour la suite K,--. K, d'@tre constitue par une suite de nombres

Ky - Kip et de leurs opposés . K, FETTIE Kip, quand V est hermitique.

Il est &galement possible de gémnéraliser formellement, au spectre continu

" le lemme démontr8 ci-dessus.

Soit K un nombre non nul et A une observable de valeur propre a
Soit VY un opérateur de 1'espace de Hilbert.

Les deux propositions suivantes sont &quivalentes :

<a'd'|Viadd = ﬁ(a’u’u 3 (a-wen)) + £ (wada) 3(¢- @-x)

+?

# o f sont des fonctions intégrables de a et a'
» )

[4LAv]) = XV

&

Pour démontrer 1l'implication ?., =d ﬁ_ on introduit les opérateurs
Ye ot Y. :

<"'"|V:‘dc> = #l ;(a'_(atk))

La démonstration se poursuit alors comme ci~dessus.

Pour démontrer l'implication ﬂ - ?, on démontre comme précédemment la
relation

< da' | Vl-l¢>((¢'-a)‘- x‘) = o0
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€
ce qui implique au sens des distributions, la relation g’; .

I1I~-1=C : Rigles de sélectioms

A 1'approximation des champs faibles, 1l'#quation de Dirac prend
la forme (1I-2-10) :

é} z 4’}}(3?’ AP QEY‘:Y'I)T"MT

Remplagons le quadri-potentiel par son expression (III-1-]1) et la grandeur
? par sa valeur (III-0-2). L'&quation de Dirac se met sous la forme (II-1-15):

am-1-3) 4 Y = (h+V) ¥
Ho = -4 Y’Ypép +Y.YPAP vy

(111-1-4) v = £ {-")e“ 3) (Y'Y % - 'Y‘A )
- L aey) (YY + Y'Y 94)

\-%f-(*‘}) (Y'Y A, Y'Y A )
(e})(r"(AuYUA)}

Nous utiliserons par la suite les notations de Dirac avec les conventions
définies ci~dessus (II-1-D) et nous utiliserons des méthodes perturbatives
limitées, pour des raisons de cohérence, au premier ordre en § .



Soit IM & E>  une base des solutions de 1'squation non perturbée
(Yoo ) '

i Oglmatd 3 ff, Indtd s En|natd

cherchons |\|J> sous la forme

» (t hédt
> 5 Cagtt) | >

Supposons qu'd 1'instant t = O on ait les conditions initiales

Ch‘(ﬂ) = 5’\‘"\. S‘v

Il vient

¢
' AVimye> ¢
(rr1-1-5)  €pa(k) 3 Snm dar -4/< AdElIVImyt D> dE

Les ssules transitions possibles se produisent donc entre des &tats
couplés par 1l'opérateur V ,

Considérons 1'opérateur J‘ ;

'5} z L}, + Zb_
Avec

L‘ s ZP‘,' }P;t-l&)’?“ar)&

< ' 3
Z}= -’-’-[Y,Y]
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$i 1'onde de gravitation s une extemsion limitée et que 1'Slectron considéré
est anfermé dans une bofte, 1'opérateur ;r peut 8tre interprété comme

opfrateur de moment cinftique avant et apris le passage du paquet d'ondes
gravitationnelles.

Un calcul direct conduit aux relations de commutation :

'(III-I-G) [ ;;, "o] =0

(111-1-7) [;)) [?hv]] alfVv

Supposons que |¥D soit initislement un Stat propre de :)' . La rela-
tion (III-1-6). implique qu'en absence de gravitation H’) reste un tat
proptre de ;’; .

La relation (III~1-7) implique, compte tenu du lemme (III~1=B), que les
seules transitions possibles induites par la gravitation sont soumises aux
r3gles de sélection

-2
(I11-1-8) A;- = 0
» + 2

De mlme on peut vérifier les velations

au-- [ Py d]ao ;[R, vjs<V

avec P& 3 <4 % 'V.' ﬁ'

e



(1] ‘
81 on considire une onde sinuscldsle (Y & « R V) {1 vient

(111=1-10) .[P):‘[ A, Y}] = oV

ce qui implique la quantification des &changes d'impuleion 1

-n

(L1=1=11) M"s { 0
2

On peut Sgalement montrer la quantification des Gchanges d'énergie,

Soit |® P4d une base de 1'espace des Stats telle que |
Hy IN?a> = En ImTaD
Pointad = P ImP e

Les relations (III-1=9) impliquent

k-t
<H YW Wk = e &AM Vgl mKdd

Ls théorie des perturbations conduit alors 1 l'expression

W) € () - -t O R (8
(s ¢ (o E;. <nti Yo lemupd CO) E,ﬂi

Jwt
-
W

Avee

w = 3“-.‘*K"
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Le fonction F est bien connue en théorie de la diffraction. Nous
représentons son module

AlFl

Seules les transitions satisfaisant 3 la relation

|w| <« £
t

donnent des effets notables. Pour ¢ assez grand ( ¢ US> 4 ) {1 vient

(111-1-12) En-€Em = (P- K) (" + O(%z))

L'impulsion totale transférée au syst3me est donc &gale 2 1'&nergie
gagnée par le systime.

Les relations (III-1-8), (III-I-11) et (III-1-12) sont compatibles avec
la notion de graviton d'énergie + L, d'impulsion ¥ /¢ et de

moment cinétique 2K .

Cette situation trds voisine de celle rencontrée en &lectromagnétisme
est un argument puissant en faveur de la quantification du champ de gravitation.
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II1I-1-D : Probabilités de transition

Considérons un train d'ondes gravitationnel et décomposons \/

(cf III-1-4) en intégrales de Fourier :

L wit-%)
Y= j e Viw dw
L'expression (II1I-1-5) devient
4 (weinm)é :
oW
C(H) = J,,,,é‘r- /a.., - —— <ndj e }V(w) [mT>
L wWtwy,,
Avec les notations
-t Ept
Imdaed = ¢ Ind>

W = Eu-Cam

Ainsi pour une onde sinusoidale de pulsation ¢/ on obtient la probabilité

de transition

lz"‘&n¢'(¢0§;7u$n)t;—

(2>)"

Jdwh
(III-1-13) J‘D (w) =|4MIG Vi) [m D

Mmy-d hd

Afin de dégager 1'ordre de grandeur des effets concernants les transitions

induites, nous allons poursuivre le calcul sous les trois hypoth2ses suivantes

1) L'onde de gravitation est polarisée de telle sorte que l'on ait

§= o

2) Les longueurs d'ondes des rayonnements sinusoldaux qui constituent le
train d'ondes gravitationnelles sont beaucoup plus grandes que 1l'extenmsion du
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systime suivant 1'axe @ 3— :

Wy
o

e A

3) Les différentes ondes sinusoldales qui constituent le rayonnement
gravitationnel sont incohérentes, de telle sorte que la probabilité de tran-

sition, ﬁ , 8s'obtient en sommant les probabilités de transition associées
3 chacune des ondes sinuoldales.

L'hypoth2se !) n'est pas restrictive compte tenu de 1'hypoth2se 3) ; en effet

1'onde possdde deux polarisations distinctes :

la polarisation -F pour laquelle on a ? >0

la polarisation 7, pour laquelle on a # =0

Quand on fait 1'hypoth2se d'une onde aléatoire (hypothise 3)) on suppose
1'absence de cohérence de phase entre les deux polarisations ce qui conduit
dans le calcul de ﬁ 3 additionner les effets correspondants 2 chacune
des polarisations, calculés indépendamment 1'un de 1'autre.

Pour déterminer 1'effet d'une onde de polarisation ?f » on peut effectuer le
changement de coordonnées

i1 vient alors les expressions

d4t= dt"-{(ht‘})dz'!ﬂ- (4-:})4,3"'+ d }z}
Az

A4' =S - A y, Az'

Dans ce systdme de coordonnées le problime posé satisfait 1'hypothidse |) ce qui
implidue 1'identité des effets produits par les deux types d'ondes en ce qui
concerne les transitions de moment cinétique et d'énergie, ainsi que le méme

ordre de grandeur pour 1l'expression de ﬁ sl les flux d'8nergie gravitation-

nelle sont comparables.
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Considérons une onde de gravitation sinusoldale :
f(e-Y)= 2 f(a) Ain ale-y) = i f2) {e«;.nce-;)_ c-c.n(e-s)}

L'expression (III-1~13) devient

L] i -
? ’T"';('&) Mi"(w‘u’ )14 l("‘d\w“"‘r>|2'

w2 A [{(wu“)]"

avec = a
W = Y’K"(A\é'f?va)- Yof(Az."’?a.)
P;:--i.;: ?3: -J%

Aoz Ae=-A%  Au= A= AX

En utilisant le pseudo tenseur impulsion énergie [6] on peut exprimer

£ f!(-’?.) en fonction du flux d'énergie incident par unité de surface I

BTEGT
C'-Q-"

e
et few) =
Soit ';(W) d W 1le flux d'énergie gravitationnelle incident par unité de

w)w+d,w.0nobtient ﬁ en

"Te 7(”) dw et en intégrant sur W
63 wt

surface dans l'intervalle de fréquence

®)

4
remplagant g f(-ﬂ.} par 1'expression

(%) Le moddle &tudi& est en fait celui d'un signal, 1’— , alkatoire. J (U)
représente la transformée de Fourier de la fonction d'autocorrélation du signal.

Celui=-ci &tant réel, la fonction ;(u) est paire.
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Soit A W 1a largeur du spectre de fréquences pour 1'impulsion
gravitationnelle incidente. Supposons satisfaite la relation

tdw D 1
Nous obtenons alors la probabilité de transition par unité de temps sous
la forme
— %)
(111-1-14) P = l"”. & |< lel""\'>| 3 ()
“Toma c, (w"” ) T
U~ Calewlde B, 0

On vérifie aisément la relation
(ar-1-15) W < [2%, #,]- 4 [_'}?%, te
ce qui conduit 2 1'expression
] 3 P <
(1I1-1-16) || WMD) = @, |¢ndlzRe - Y ylmr>|

L'expression (III-1-15) n'est pas mofifie si on introduit explicitement
la c8lérité C de la lumidre par des considérations de dimensioms.
L'dxpression de (III-1-16), développée A 1'ordre le plus bas en 4/¢C , s'obtient
donc en remplagant le spineur |”M ¥ par le spineur Y 2 deux composantes,
solution de 1'&quation de Dirac non perturb&e 2 1'approximation non relativiste,

(encore appelée &quation de Pauli):

499 = 54;;(5-3)“{’1- T Ay



-.‘ZA -

avec

(3)z =- Ax

Par la suite nous conservons la notation |™ ¥ pour les spineurs ‘f ’

2 deux composantes.

Introduisons les opérateurs X, et a} :

Définissons les opérateurs d'annihilation de quanta circulaires :

4 ¢ a
ad - ——— (ax, -4 )
~ '
S (a <a
Qaq = —— x Tt
> )
Considérons 1'ensemble complet d'observables qui commutent

P}_)S )Nd) N?

N 3 + +
Avec P}z.--tsa;; ) g}:. -;-:O. ; Na: a3y j '%: a?aa_

I1 est aisé de se rendre compte que PS' et S}- sont conservés dans les
transitions induites : nous n'écrirons pas les valeurs propres correspondantes

dans 1la base assocife aux observables ci-dessus.

Un calcul sans difficulté conduit 3 1'expression :

Chgng 1% e -y Py Imyme> = £ {(mw;‘(mu)f S”,_?éu .
)
t
(I11-1-17) + ("":")""1") gu,m 3"?,"'1*24

i
- (mu (1)) ¢ J,.,),,.? Smg mg-2,

- '\m,,(vnfﬁ)t ;N,w 3"1»""%"’ }



Nous distinguons quatre phénom@nes caractérisés par leurs probabilités

" dans 1'unité de temps obtenues 3 partir des expressions (III-I-14) » (III-1-16)
et (III-1-17)

- T ‘
) Pﬂd,%,-é%a,w§+z= pr 3C) (mged)(mgr2)
2) ﬁnd,m,.,m,,.,,;z = TZ:G J0) My (mg-1)
s By T g0 bt
&) ‘\;w,m?-a m-z,’fm, = TC:G Y(uw) my (ma-a)

L'hamiltonien, | , non perturbé et la composante L} du moment cinétique

orbital s'écrivent sous la forme :

Q
hey(Mivd)w v 1oy w0

2m
Lé= 2Py - P = Mi-Ng

I1 est donc possible d'interpréter les phénoménes 1) et 2) de la fagon
suivante : les ondes de gravitation de fréquence , fL , assez petites condui-
sent 2 des transitions de moment cinétique dans la largeur de raie des niveaux
Si 1T est la température thermodynamique du systdme on peut penser que ce

phénoméne apparait pour

PR g kT

ol K est la a::onat:antej de Botlzmann
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Le phénoméne 3) concerne 1'absorption d'énergie gravitationnelle par le

systéme, le phénoméne 4) concerne 1'8mission stimulée.

Les résultats obtenus sont compatibles avec 1'existence d'un graviton de
spin 2. 1Ils sont comparables avec ceux obtenus en &lectromagnétisme.
Remarquons que 1'équidistance des niveaux d'énergie exclue la possibilité
d'amplification du rayonnement gravitationnel par un tel syst2me : le Bilan
des phénoménes 3) - 4) se traduit toujours par une absorption d'énergie

gravitationnelle.

III1-1-F : Discussion physique

Pour mettre en &vidence les ordres de grandeurs concernant le
phénoméne étudié, nous considérons le dispositif suivant.
Des électrons de masse M. dont la vitesse V a une faible composante sur
1'axe © )v décrivent une hélice 2 pas serré, d'axe oY , constituant ainsi
un courant d'intensité .4, . Soit L 1la longueur utile le long de 1'axe
0}» et T le temps de transit dans l'appareil. Nous supposons que 1'éner-
gie cinétique due au mouvement de translation suivant O }r est négligeable

devant 1'énergie, € , des électrons :
L L
L m(F) « €
- —
3 F &
La fréquence cyclotron vaut ici

en

m

I1 vient pour ordre de grandeur

€ M

my N =

heb
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Le nombre d'&lectrons soumis en permanence 2 1'effet &tudié est

N = <T

e

En utilisant les ré&sultats du paragraphe précé&dent on peut trouver l'ordre
de grandeur du nombre des transitions induites par unité de temps 3 partir d'un

niveau initial supposé unique :

(111-1-18) aN ._:_.. }(&w) (ME\)
dt c? + Be

Sans préjuger des possibilités de réalisations expérimentales nous pouvons
évaluer 1l'ordre de grandeur des flux théoriques maximals.

Dans un but heuristique prenons les valeurs suivantes :

}'(zw‘_) = 407 wm? #5,

4 = 403 4
T = 2.0 4
€ = 40" e-v :
B = 10T
on trouve alors
éﬁ- > 5 40" élecmm“‘/oec:onclep.
dt
4 AT

We >~ 48.10
Sur le plan théorique, le systéme €tudié met en Evidence des effets

intéressants. Sur le plan pratique il est douteux que les phénoménes consid&rés

Puissent conduire 3 des manifestations observables. En effet nous avons supposé
les &lectrons définis parfaitement en énergie et nous avons négligé les transi-

tions de nature thermique. En outre rien ne permet de supposer qu'il existe

un rayonnement gravitationnel de fréquence &levé ( 407 ”)’ ) dont la densité

3 % 8
spectrale atteigne la valeur choisie ici (40 Vm #} )
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La relation (III-1-18) montre clairement que 1'effet &tudié, est, pour
une densité spectrale donnée, d'autant plus important que le quantum ( K w, )2’
est petit. Pour les faibles valeurs de ¥ W¢ et les grandes valeurs de ng
nous pouvons nous contenter de 1'approximation non quantique. Nous décrirons
alors le mouvement des &lectrons par 1'équation de Jacobi que nous interpra-
terons le cas &chéant comme l'&quation satisfaite par la phase de 1'onde

Slectronique suivant la méthode B.X.W,

I1II-]=G : Particules scalaires - Etats collectife

Dans les paragraphes III-1~C 2 III-1-F nous avons essentiellement
considéré des particules spinorielles (&lectron). Nous allons wmontrer que
1'ensemble des résultats n'est pas modifié si on prend en considération des

particules scalaires.

Dans le cadre théorique introduit dans la premidre partie, 1l'opérateur

de Dalembert se généralise ainsi
L : .
DyDv T:% { (BFJ.-L'AP) k)d#bAU)ﬂ’ rv: (94 f‘ht)} \f)

Avec les conditions (III-0-2) pour le tenseur métrique et (III-1-1) pour
le quadri-potentiel, on obtient 1'é&quation d'onde associée 2 des particules de

masse A sous la forme
{ P (3 ri b)) (o +<hy) - ef (O éh) (Hriha)
pef (Queih)(drrihe)
- ¢ if(bnih) ( BL*‘:AL)
- z«}(a,,ulz)@wi A ) + nt f \f =0

(111-1-19)
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Woup noup Limiveng samme pvfchderment ou 53 G 9o
]‘""roxlmtiP' nop relgtivisye de 1'&quation (IIIyiyl9) g'fguiy |

4>p\e » “o\' *vq

“' f;(‘-x)" ;(‘)\ﬂ)”"b'

L .
v = {-;‘,fw {U’J)mv ("Nh(z)}

¢ . ea.'m,*.

Waug maiptgnans lgs hypothlges faites en(IIIvieR)qur 1§ gypugluvy $V
Ypyepnemapt gravitationnel. On montpe alorg directgment lg rglation
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1

Cotte relation st 2 vappyocher de (III-1~15), Un cplaul ideneiqug B
colul effegtud au pgragraphe (III-1-B) gonduit aux mémgs résultats,

La discussion des ordres de grandeurs reste lg méme ot la discussign
du paragraphe préc&dent est inchangée, Néanmoins le fait que les particgl"
étydiées soient des bosons peut conduire 2 un accroissement de l'effet si on
prend en considBration des Etats collectifs de particules et ngon des particul"

individuelles. A titre d'exemple nous le montrerons dans un cas particulier.

Considérons un ensemble de N  bosons qui se distinguant par leur seul
nombre m . L'état du systdme est décrit par 1'#tat aynétripf.

14> @ S M DL gD oo 1N ™0

S est ici l'opfrateur de symétrisagyion,
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Compte tenu de (III-1~-15) et (III~1~17) on a yelation

Wy |K, »> = W V(""'N)'(":ﬂv)‘ |K} mtl.)dv LI T
oK) meg)

Foit sy A p» 4
Wi [k md o We am 1K madd wer (K mD e [lmed
Le kot 14D spppratt comme ung somme d¢ C: vecteuys euiReganaux
14 = T—é‘f S Hme i w14, s me> el )
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C',, W s
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I1 opt paesihle ¢'§tudian L'ection dg W qur 1o kot M'). On oftient
#lowg 1l relation

C4IWIdd e @F mb L Ny K(N-W]

La probabilité d'abgerption d'un quantum d'énergie gravitationnelle egt
donc ici (cf III~1~14) :

- Tia
=
ﬁdc ¢’

m LN ek (VK] T(39)

Pour N corpuscules considérés isolément on aupsit eu

P St N T
(IIlvi=30) P = -5 ™ }{%)

$i on prend Ky

W d

} 4 il vient

(ITIv1=21) T?;q" L% g— 7

Reparquong que les résultats obtenug tiennent ""utiqll'"pt su fait que le
principe d'exclusion de Pauli ne joug pas pour des Bosons. Pour des &tats
collectifs de fermions le rfaultat obtenu aurait &té de type III-1~20 .
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III-1-H : Conclusion

Dans ce chapitre nous avons &tudié un systdme particulier
présentant un moment quadrupolaire et susceptible de "répondre' 2 une sollici-
tation gravitationnelle. Nous avons souligné par des arguments simples

1'intérét théorique d'une quantification du champ de gravitation.

En 8tudiant les ordres de grandeur des effets induits par le rayonnement
gravitationnel nous avons souligné la nécessité de minimiser le bruit thermique
et 1'intérét d'utiliser des bosons susceptibles de conduire 2 des états collec-

tifs.

I1 semble donc que les paires de Cooper dans les supraconducteurs puissent
€tre de bons candidats ( 9=2e ,ym= M ). On peut en effet &valuer
a 106 [7-8] le nombre de paires recouvertes par la fonction d'onde de 1'une
d'entre elles. Ce nombre peut &tre considéré comme une indication sur la valeur
de PJ et conduit sans doute 3 un gain de plusieurs ordres de grandeurs par
rapport 3 la situation évoquée ci-dessus au paragraphe (III-1-F), concernant W

corpuscules indépendants.

I1 convient de souligner que notre propos n'est pas de présenter un princi-
pe de mesure, mais seulement de mettre en évidence la nature d'un phénoméne
physique et les conditions optimales de sa production. Dans ce sens nous pensons
que 1'&tat supraconducteur présente un grand intérét pour 1'é&tude des champs

gravitationnels ondulatoires faibles.
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CHAPITRE 11

INTERACTION ENTRE UNE ONDE GRAVITATIONNELLE KT UNE ONDE PLANE SCALAIRE

ETUDE DES PHASES ET DES FREQUENCES

I1I-2=A : Introduction

Nous avons vu, dans un cas particulier, 1'intérét de considérer
des Gtats collectifs de bosons. De tels &tats peuvent &tre décrits par ume

onde satisfaisant 1'&quation de Dalembert généralisée :

(11I-2~1) Pyp’, \f + H" \f' =0

Dans le vide, 1'&quation (III-2-1) est susceptible de décrire une onde §lec-
tromagnétique ; \t/ est alors le quadri-potentiel, Ay , et ” est

pris nul. Il est possible de décomposer \f' sous la forme
A
(111-2-2) \{/ =Ae S

ol S est un scalaire : la phase. Les grandeurs A et S sont réels.
Pour des états collectifs, la phase est susceptible d'une bonne dé&finition
physique et 1'expression (III-2-2) fournit une description convenable de la
réalité,.

En portant l'expression (III-2-2) dans 1'&quation (III-2-1) il vient :

(111-2-3) DpDV A- A 'S DS ¢ M4 ao

(t11-2-4) £ D'A Dps + A ‘DPD,.S =0
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Cette denidre &quation conduit 2 la relation de conservation
2.V -
D, (A*D'S) =0
Cette relation est compatible avec 1'interprétation suivante :

e
: ﬁ A = densité de corpuscules &lémentaires du champ considé&ré

a' S = quadri impulsion d'un élément du champ.

I1 est possible de simplifier 1'&quation (III-2-3), dans les conditions
de 1'optique g&ométrique (Approximation eikonale)

(111-2-5) s :Dr,s = nz'

Cette tquation est analogue 3 1'équation de Jacobi ase..{ge 2 daa varticules

&:1..“‘. ues Je masee n . T11lae impllqu: qwe ]a trajectoile RYY4 ‘,‘vric“les

classique soit une gé&odé&sique.

L'équation (III-2-5) est acceptable lorsque les longueurs d'ondes, ) S
associfes aux corpuscules sont petites devant les longueurs caractérisant les
variations du tenseur métrique. Pour une onde de gravitation de longueur

d'onde N‘, il vient la condition

Nous envisagerons par la suite des systémes physiques pour lesquels
1'onde \r est réfléchie sur des "miroirs". Nous supposerons les réflexions

parfaites :

- - § est continue
" .
- 4 %G est continu

Le quadrivecteur uP est ici le quadrivecteur tangent 3 la ligne d'univers
assocife au miroir. L'équation (III-2-5) est alors acceptable si la distance

entre les miroirs est grande devant la longueur d'onde ) S
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Nous supposerons satisfaites les conditions de validité de 1'équation
(III-2-5). Nous &tudierons alors le comportement des phases et des fréquences
dans un champ de gravitation décrit A 1'approximation linfaire (I1I-0-1) et

nous particulariserons notre &tude au cas d'une onde de gravitation sinu-
soidale (III 02) :

(11I-2-6) ¢" =~ ‘Pzz.: f((—-;) = .ﬁ)&n(&(t—g) -M) ; 3,(&-5);-.0

Dans ce dernier cas nous supposerons que 1'extension suivant 1'axe © 3—. du
systdme physique consid&ré est trés inférieure 2 la longueur d'onde du rayon-

nement gravitationnel ce qui permet de poser

fley) = )

I1 est possible d'aborder 1'&tude de 1'&quation (III-2-5) en privilégiant
soit la vitesse de phase,soit la vitesse de groupe. Dans le travail qui suit,
nous donnerons des exemples correspondant 2 chacune des démarches mais nous

développerons plus particulidrement la seconde.

III-2-B : Onde scalaire soumise 2 un rayonnement ggavitationnel

Paour un champ scalaire, ﬁ’ , de masse M , 1'&quation de

Dalembert s'&crit, compte tenu de la forme (III-2-6) de la métrique :

iy - o) (2L 93‘;)* 1Y =0
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D&composons ﬁ’ sous la forme (‘):

.£'a$; < > &
\’/8 /%(‘) e dk ; W2 = k,%"‘ “;‘}" ‘5}4

on obtient 1'équation

Co H(M* R )y v ey (k- ) =0

Le symbole ( ° ) désigne une dérivation par rapport au temps, C

Lorsqu'aucune confusion n'est possible nous n'dcrirons pas 1l'indice W

Posons
C:Ae‘up

avec A et \P réels. Dans le cadre physique défini précé&demment (I11-2-4)
il vient

14

X

(111-2-7) A‘i’ = cke

: Y 2 2 )
(I111-2-8) %(??’ = (% + ﬂ") + £ f(t) (\(4 "z)

Au premier ordre en € on obtient

K"--X
(arr-2-9) ¥ = w (4+i'-£€“) 'w =)

avec w = ¥ ('\Z!+ Y\z)t

(l) I1 est clair qu'une telle décomposition implique une résolution parfaite de
1'appareil de mesure. Dans certains cas une décomposition en porteuse + modula-

tion est plus pertinente.
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La phase, Sg » associée 23 chacune des ondes planes composant le
paquet, \f , 8'8crit

- -

Ainsi pour une onde polane on peut considérer que, seule, la pulsation, W ,

est modifife ( W= ‘-f ). La direction de propagation reste inchangée.

’ . a .
I1 est possible de d&terminer la vitesse de phase VY : celle-ci est

<Q
colinéaire 3 K et satisfait la relation :
"
aoS r V a'; S=o

- ANy
Soit V le module de V et V 1'expression correspondante pour & = O

il vient :

~ \U\
V= S
Ik
'3
3 4 (t ———-—'—K' -K". }
(111-2-10) V = V{4+-5£ﬁ ) ~2

Dans le cas de l'optique ( ”' © ) on peut interpréter la présence du terme
en & dans l'expression (II1I-2-10), comme une variation de 1'indice 7L

du milieu

V= =g efo (wem)
) -

avec h , vecteur unitaire paralléle 23 K

Cette dernidre expression est susceptible de se généraliser dans le cadre de

la théorie linéaire, sous la forme

p 7
(II1-2-11) 'L: 4-%‘& ¢FD "\;P n pour ?o" =0
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Sur la base de cette interprétation diverses expériences ont &té proposées

[9 H 10] » Nous ne développerons pas cet aspect davantage ici.

11 est possible d'utiliser 1'expression (1II-2~10) de la vitesse de

phase pour mettre en évidence un phénoméne de résonance.

Supposons que, par de multiples réflexions, les particules soient
assujetties 3 décrire un cercle dans le plan xo‘a, . Soit R le rayon du
cercle. On considére le point géométrique P qui se déplace avec la vitesse

de phase V , sur le cercle.

I X4
P

Nous posons

K'= - Kdmeo
Ktz Keso

vV = _‘:"‘\:—
K

I1 vient alors

~ 4
- - E Yt)cor 26 —
V= V zg() 5

Supposons qu'a 1'instant to , le point P ait 1'abscisse angulaire 9, ,
il est possible de déterminer 1'abscisse angulaire de P & 1'instant E=¢o

© satisfait en effet 1'&quation différentielle

Jde s A
(111-2-12) R 2 = V- X L(t) con26 - —
< - f 7
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En résolvant (III-2-12) par itération, il vient, au premier ordre en ¢

i i‘- = V-2 J) cob2[ futavo,]

En remplagant f(t.) par sa valeur (cf II1I-2-6) on obtient

~

do .Y £y sim(atod) cata (Lt +6,)
dt &

Un phénoméne de résonance apparait pour

R

Dans ce cas on obtient

s VL £ 20 A coha@tsP) + LAY ] + O
MY “W&Hm HBEHP) ¢ }

avec

v
Hh= d+ 26,-2-{(:0

Y= &-265+ z%t,
La constante S est déterminée par la condition que P ait 1'abscisse

angulaire @, 2 l'instant & = €,

§20,-Lbo. £ § (o cotlBtorar26) st din(atoizg))
LV

A 1'instant £ =g il vient donc

e,, o €
6(0)= eo _g_ cod(26,+4)Cod o_ﬁ___@t, Aim(RL0 4+ - 26, )
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Donnons nous les conditions initiales :
S(6,0) = WA 6

Il vient alors
86, k) = K R G(o)

Le déphasage entre les points d'abscisse angulaire @ et 6. est alors,
2 1'instant ¢ , donné par 1'expression

AS = KA (6,-64) %—Jg,m.n_t{coo(ze,«)-cw(ze.w)}

+ z‘;f‘e Aim (6y-6s) Cob (RE+d - -6 )

I1 apparalt donc un déphasage sous l'effet de 1'onde de gravitation, celui-ci
contient un terme, A—S y» dont 1'amplitude croit lindairement avec le temps.

La quantité As est maximale pour O~ 61 = Tr/z . On peut retenir
1'ordre de grandeur

De méme les pulsations “Wp et W) aux points d'abscisse angulaire &, et 6,
présentent une différence fonction du temps. Cette différence contient un

terme résonant W

AT ~ il‘;_f.n,t = £XT ¢
Vv AL

Introduisons la c&lérité de la lumiére, ¢ , par des considérations de dimension

et exprimons # en fonction du flux d'énergie gravitatiomnel, [ , il vient
— 2 QTMGEL
(I11-2-13) A ~ 2T St )2

RAR c? :
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ol A est la longueur d'onde de 1'onde matérielle considérée.

Dans le domaine optique ou le proche infrarouge les fréquences peuvent
€tre stabilisées avec une précision relative de 10-12 pendant des durées
longues. Pour fixer les idées, prenons £ = 103 4 y la relation (III-2-13)

conduit alors aux ordres de grandeurs

- 2 .
Aw_v_?ti_ BT:GI ,\,4042'
c

w

T ~ 405- ""/—m?'

. 3
Rien ne permet de penser qu'un flux gravitationnel permanent ( t4 [0°4 )

aussi intense atteigne la terre pour le domaine de fréquence considérées
2¢ 9 -4 C . . - . .
(R~ R ~ 4074 5 R~1m) ni qu'il puisse &tre produit en laboratoire

dans un proche avenir. Si on prend pour t, 1'ordre de grandeur de la durée

de vie actuelle des gyrométres optiques ' ( £ = 1000 heures) on trouve

I~ 10-3 W/‘m?‘ . Il semble donc que de telles configurations présentent un
intérét certain dans un proche avenir pour 1'observation des ondes gravitaticn-

nelles permanentes.

L'étude effectuée ici peut &tre &tendue [ 17 , 16] & un systdme quel-
conque satisfaisant 1'€quation d'eikonale dans le cadre général de la théorie
linéarisée 2 l'approximation des champs de gravitation faibles. Nous pour-

suivons 1'&tude dans ce cadre &largi.

(q La géométrie du systéme &tudié ici est la méme que celle des gyrométres

optiques[21]
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III-2-C : Expressions des phases et des fréquences : approximation eikonale

Considérons un phénoméne ondulatoire caractérisé par sa phase

S satisfaisant 1'équation (III-2-5)

po 2
(-2-5) 4 )VS 3,%="M
Le tenseur métrique est donné sous la forme (III~-0-1) :

%yv = "’yv +t € ¢yu

pv pv
Donnons, de § , le développement perturbatif :

L -

S = S+&69

Posons encore

~ “~

K"zé',s

En utilisant un développement de l'&quation (III-2-5), limité& au

premier ordre en € , on obtient les &quations

A ¥ L
(11I-2-14) K,, K =N

(11I-2-15) R'P b','é' = ';': (PPV K

Considérons une courbe, de paramétre AL , satisfaisant les équations

Y
(111-2-16) é.f_ = K
d

Cette courbe est la trajectoire d'espace temps non perturbée, associée

2 une particule classique. Le long d'une telle trajectoire § et § peuvent
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&tre considérés comme des fonctions de A . L'&quation (III-2-15) s'écrit

alors
c . A~V v
(II1I-2-17) 5’—3— = .1- ¢PV K K

Compte tenu de (III-2-14) on trouve pour la phase totale, 1'équation

b~V
ds € K
da - "+ z v K K

I1 est possible d'intégrer les équations (III-2-16) sous la forme
o oo ¢

2:" = ;z'P Aud + C:"

L'équation (III-2-17) est alors une &quation différentielle du premier ordre.

Nous pouvons imposer 2 la particule une trajectoire quelconque grice 2 plusieurs
réflexions. Nous supposerons que celles-ci sont parfaites (cf III-2-A) et

nous imposerons la condition de stationnarité
~ P
dbo K =0

Dans ces conditions la formule (III-2-17) reste valable entre deux réflexions

successives et les &quations (II1I-2-16) s'intagrent sous la forme

x° 2"4&.+2;°

(111-2-18) -
aEP

:Z.p.(‘4L: (;34)

L'&quation (III-2-17) s'explicite ainsi :

— - ~ y o s J .
;‘_f. = 4. ¢ (7"(“:'-’)) K (z;(a,c.")) K (Ii(a,c"))
du T M '
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Nous voulons déterminer § au point d'espace temps (X—’. ; 2.,’ )
connaissant § 2 1'instant 2.' pour tout X b .

Les &quations (III-2-18) permettent de trouver C‘ et 4l4 comme fonction

de Z‘,P . Il est également possible de dé€terminer les coordonnées Z-,'

du point d'intersection de la trajectoire avec 1'hyperplan 2°a Z; en fonction
de I,P . Il vient alors

(r11-2-19) S (z,’)x,") = % / ¢PV X

11 est possible d'obtenir la perturbation du premier ordre pour les pulsations

coordonnées, sous la forme :

(111-2-20) W = 30 3

~
Remarquons que l'intégration dans (I1I-2-19) s'effectue avec C constant

alors que la dérivation (III-2-20) prend en considération le fait que Co ’

4
z, et «4l, dépendent de I.'P .

I1 est possible d'obtenir pour la pulsation coordonnée une &quation de méme
type que (III-2-19). En effet, compte tenu de la condition de stationnarité,
(I11-2-15) implique

v
K'Yy 93 1«% Pv) K K

soit encore

4G b
'd"z' K )0 ¢l"" )
et
G a'. ~pa v zo x"
(111-2-21) E(x‘.’).zf) = %L (ao?w)\( R du + @ (%), > )
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Les expressions (III-2-19) et (III-2-21) permettent d'obtenir des résultats

trés généraux [ 20] concernant la mesure des phases ou des fréquences.

11 est toujours possible de supposer -S- (z:l x” ) nulle et de modifier
L] and .
S (z:, x") en conséquence. Les déphasages d'origine gravitationnels

. . - . o -
mesurables qui apparaissent aprés 1l'instant z, » seront donc donnés par

1'expression

A, ¥)
¢w K Kk dw

(111-2-22) g QL’ }

Ao

De méme les pulsations coordonnées conduisant 3 des effets mesurables sont

obtenues par 1'expression

LA, ~P~J
(111-2-23) G=%[«, (3,4>v) K K da

Nous allons étudier les conditions dans lesquelles § et W peuvent

€tre "grand” et 1'ordre de grandeur de ces perturbations.

-
(I) En introduisant la vitesse de groupe V des corpuscules sur la trajectoire

non perturbée, leur énergie E et le temps coordonnées ¢ on obtient
1'expression plus facilement interprétable :

ds € v" Vv S0 oMt
e Cw e BT *hoc )i tvl=c J
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I11-2-D : Discussion physique : Etude des phases

Introduisons la vitesse VP des corpuscules st leur énergie E

~ 0

|
]
P
-©
<+
a
<
<
-
SA
4
-
<
&
-
[ S
-
n

cette expression se décompose
S = S4 +Se ¥+ 53
avec

t |
- e
(111-2-26) S4 = T ,}‘,o éoo dt \

& =
(111-2~25) §z= € /L'o VP%P dt

- & v
(111-2-26) S3 = .?_E: }e‘ VPV" ?pf’ dt

Les divers termes de cette décomposition peuvent avoir des origines physiques
différentes et conduisent 3 des ordres de grandeur différents. Nous les

étudierons successivements.
Deux types d'expériences peuvent &tre envisagées

a) celles pour lesquelles la durée, Ot s e.- te, est donnée et est aussi
grande que possible (Expérience de gyrométrie optique ou référence [3] par
exemple).
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b) celles pour lesquelles la longueur A{ = VAE 4u trajet parcouru
est donnée ( [ 9, lOJ par exemple , .

Nous envisagerons pour chaque terme de la décomposition les deux types d'expé-
riences.

D-1) Etude de S 4

Soit ?4 un majorant de ?

6. < ¢,

La relation (III-2-24) implique :

- (4 -
S4é{'¢4bt=f?‘1%§' Sy

avec

Nous donnons ci-dessous une représentation graphique des résultats pour
divers types d'ondes dans les deux cas d'expériences envisagées :

Sv B

p Sy
M > M
—M N4 M=o
' > —>
El-m® g~ M*

At donné DO donns
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I1 apparaft qu'une expérience interférométrique, est facilitée par
1'emploi de particules massiques lourdes non relativistes. De telles condi-
tions sont remplies par exemple dans 1'expérience d'interféromftrie 2 neutron

[18] mettant en évidence 1'effet du champ terrestre pour lequel on a

£ = ke o w 40 m/4*

¢t

P-2) Etude de SL

Soit ¢'L un majorant de "F !

| lPOP‘ < ¢,

*  La composante Vv de la vitesse est majorée par VY . L'expression
(I11I-2-25) donne alors

Sq< 3E ¢, VDL 23E ¢, OLa S

pl-M2

AL donns & f donok



Quel que soit le type d'expérience imaginé il convient d'utiliser de
préférence des particules 2 haute &nergie.

Remarquons que le formalisme utilisé n'implique pas nécessairement la présence

d'un champ de gravitation : des termes ¢,p apparaissent dans 1'expérience
de Haress-Sagnac-Pogany [IIJ :

Y x
- & - e  eoma

La grandeur L représente la vitesse de rotation du disque tournant autour

de 1'axe o}— .Dans 1'expérience citée les corpuscules utilisés sont des
photons.

Un formalisme identique 2 celui pré&senté ici, permet de décrire les expériences
de Aharonov-Bohm—-Chambers [12 - 13 - 14 - 15] . I1 convient alors de rempla-
cer & f,'p' par les composantes e A- du quadri-potentiel. Les corpuscules

NG b

utiliségsont alors des &lectrons.

D=-3) Etude de -S-S

Soit ?3 un majorant de fw :

|‘Pp?‘ < %

La relation (III-2-26) implique alors

Sy, & 2evy Ac:%fvﬁhlasw

3., A Sw

My

At donné A{ douns



I1 spparalt clairement que, quel que soit la type d'expérience, 1'utilisa-
tion de: photons ne minimise pas 1'effet théorique maximal Studiéd.

Considérons le cas d'une onde de gravitation de type (III-2-6). Les dépha-

sages A S d'drigies.gravicitienneile , produit sur des photons sont msjorés
de la fagon suivante :

(™

bs £ 2 |[22TCT e pp oy [32TET we pp
¢3 SU (;5' <L

Cette relation suggldre que 1'on essaie de détecter des ondes de gravitation

basse- fréquence au moyen d'un rayonnement &lectromagnétique haute fréquence

w 4 ).
« ¥ >> )

Considérons une expérience pour laquelle Ae est donné. 11 semble raison-
nable de prendre A€ A Ao pour T ~ lo3 W/m'- et L1z l034°4

on trouve , avec Wp < AD ‘54-4

N /

-3
AS «240"" 4d
“~
Une telle précision semble difficile & obtenir aujourd'hui dans les conditione
optimales &tudiées

Considérons une expérience pour laquelle QB & est donn&. La durée DE qui
doit &tre prise en considération est la plus petite des trois grandeurs b¢t,

bt‘ et bt’ :
A€, : durée du phénomdne gravitationnel &tudié
Atz : durée d'accumulation du signal
DeEs : durée de cohérence des ondes &lectromagnétiques utilisées

15 4.
Pour A & de l'ordre de la seconde et We de 1l'ordre de 10 4 1 on

obtient

bS < 4077 Ad

I1 semble que dans le cadre de notre &tude seul ce dernier type d'expérience

soit susceptible de conduire 2 des manifestations observables.

(*) Wqe est la pulsation des ondes §lectromagnétiques considérées.
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I1I-2-E : Discussion physique : Etude des fréquences

Nous limiterons 1'&tude des fréquences au cas de 1'onde de gravi-

tation (III-2-6). Les composantes 1“ et ﬂr.p du tenseur métrique sont
nulles, la pulsation coordonnée est alors égale 3 la pulsation observable.

L'identité formelle entre les expressions (III-2-22) et (III-2-23) conduit
32 la relation

£EW ézJEgE weAtzz,\,”C'—-—%g we AL

3
Sur une longue durée ( Ot ~ 107 4 ) les sources optiques
( We ~ 40"4"

-12 .
de 1'ordre de 10 - Il est possible de déterminer 1'intensité, I .,

) peuvent &tre stabilisées avec une précision relative

minimale d&tectable par une expérience de battements:

4 c3

(8E)% 42T 6

11 semble donc possible d'atteindre la sensibilité des détecteurs mécaniques

A 403 ""/*m"

- T
W
(111-2-27) T = (-f-)_e—)

si on parvient 2 réaliser un systdme résonant. Remarquons en outre que la sen-
8ibilité théorique déduite de (II1I-2-27) ne dépend pas de la fréquence des ondes

de gravitation.

Nous allons proposer un principe d'expérience permettant d'atteindre les ordres

de grandeur optimum donnés.

Considérons un plateau d'axe o}/ » tournant avec la vitesse angulaire Wg
Sur ce plateau deux cavités munies d'un amplificateur de lumidre sont monté&es

perpendiculairement. Les fréquences sont supposées stabilisées.

Sur 1'axe,on effectue une mesure du battement entre les faisceaux issus

de chaque cavité.

Les deux cavités se comportent de fagon dissymétrique sous 1'effet de gra-
vitation seulement. Nous ne tiendrons pas compte des effets d'inertie dues

3 la rotation du plateau.
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La trajectoire non perturbée d'un photon est caractérisé par les relations

K = we
Kz 2 we cod (wat +6,)
K¢= 2 We 4im (wat + o)

Il vient alors
div
dt

Un phénoméne de résonance apparalt pour

= % £ cosRE+d) we cos 2(WRt +Gs)

Dans ces conditions la pulsation du faisceau lumineux subit une variation

due 2 1'onde de gravitation gw

e L fuwe Bim (2RE+4+6,)+ L fLe Rt 00(d~26,) +ck
La fréquence de battement des deux faisceaux contient donc un terme ré&sonant
hw

En montant sur deux plateaux identiques les cavités de telle sorte qu'elles
forment entre elles un angle de TT/q on obtient pour 1l'un des deux dispositifs

la relation :

AD').—L—?- fweat

I 3. TGY
avec wg - ¢S
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Nous pouvons donc par un tel dispositif atteindre l'ordre de grandeur
optimal' ’donné ci-dessus (I11-2-27) que nous avons d&duit d'une &tude générale,

indépendamment de l'existence des syst2mes résonants correspondants.

L'ordre de grandeur des flux gravitationnels d&tectables est le méme
dans le dispositif &tudié au paragraphe (I1I-2-B) et dans le dispositif

étudié ci-dessus. La condition de résonance introduite en (III-2-B)
_~y

v . . . .
(Jl.z i—— implique que les ondes de gravitation ont une fréquence

R
&levée : pour R de 1'ordre du mdtre on a <L de l'ordre de Iqu"
Le dispositif &tudié ici concerne, au contraire, des ondes de gravitation

basses fréquences.

I1I-2-F : Résonance d'ordre élevé

I1 est possible de montrer [16] qu'2 1'approximation eikonale,
dans le vide, aucune résonance d'ordre 2 ou supérieur 2 2 ne saurait exister.

Ceci découle des majorations effectuées ci-dessus (III-2-D).

En reprenant les raisonnements déja utilisés (III-2-B), nous nous proposcns

d'étudier sous quelles conditions, des résonances d'ordre élevé sont possibies.

Dans un grand nombre de systémes physiques, 1'effet de 1'onde gravitation-
nelle sur les phases peut étre décrit en terme de variation de la vitesse de
phase, sans modification de la trajectoire des corpuscules associés aux ondes
considérés. Les systdmes étudiés ci-dessus entrent dans cette catégorie, il er
va de méme pour certains systémes mécaniques ol les ondes élastiques sont
considérées [19] . Nous nous limiteroms ici & 1'étude de ces cas remarqua-

blement simples.

([} 11 est clair que le systeme &tudié présente une sensibilité th&orique accrue

par rapport aux systdmes non résonants (cf [_9 ] par exemple).
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Considérons les trajectoires d'espace des corpuscules classiques associés
aux ondes &tudifes. Soit AL 1'abscisse curviligne le long de ces trajectoires.
Nous supposerons, pour simplifier, que la vitesse de phase ne dépend que de
4 et de ¢t

~ —
V=V +§¢V (M,t)
Nous supposons connue la phase S , 2 1'instant &£ = @ . Il vient la relation

S4,t) = S(4, 0)

ol a, est 1'abscisse curviligne, 2 l'instant ¢ = @ , du point P

qui se déplace avec la vitesse de phase et est en 4L , 2 1'instant &

Ad-Ug= Vt + £ LtV(‘L(‘), ) JC

Au premier ordre en € il vient

o d t——
My = 4-VE- g/ vV (w-Tte V2, 3)de
(4
Introduisons le nombre d'onde K
s |
k= o let=po
on obtient 1'expression de $(AL,t) sous la forme :

t -~ ~
Seut) = S(u-T)-€ K [ Ta-TosTe,3)ds

I1 apparaft donc, dans l'expression de § , une perturbation du premier

ordre § ¢

t— A Ay
(111-2-30) § =-K/ov(-a-V(:+VZ,z)a|z
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L'expression (III-2-30) montre clairement que les phénom2nes de résonance
d'ordre 2 ne peuvent apparaitre que si la vitesse de phase contient une pertur-

bation linéaire en t ce qu'exclut la forme (III-2-11) donnée ci-dessus

pour 1'indice du vide.

Afin de fixer les id&es, considérons le dispositif expérimental théorique
décrit au paragraphe précédent. Introduisons un anneau di&lectrique fixe,

d'indice Tl y que traverse les faisceaux lumineux.

anneau diélectrique

Laser )

Rotation uniforme de vitesse angulaire uﬁk

Laser 2

Supposons 1'existence d'un phénomdne de résonance mécanique entre 1'onde
de gravitation et 1'anneau de telle sorte que la vitesse de phase dépende

de 1'angle polaire @ et du temps sous la forme
Y = V*l' &atM(&t-&Y}Mz’

Entre les deux faisceaux lumineux, il apparait alors un déphasage du premier
ordre en £ , croissant avec le temps. Si la relation de résonance

( I We = L ) est satisfaite, ce déphasage contient un terme quadratique

en & .

(111-2-31) E A G =3¢ Ka.t"wseze, +Y)ret ) +E ()

E;o étant ici 1'angle polaire initial ( £ 30 ) de 1'un des deux lasers.

Ces phénoménes de résonance d'ordre élevé, présentent un intérét expérimen-

tal accru par rapport au systdme étudié en (III-2-B), dans le mesure ol est



satisfaite la relation
(111-2-32) at> V-ﬁ

Des considérations de dimensions suggidrent 1'expression

~

at ~ QH.FV

il vient alors

(111-2-33) Qm > 4

La grandeur Qm représente dans (I11-2-32) le facteur de qualité du milieu

pour les ondes &lastiques considérées.

I1 est vraisemblable que les facteurs considérés ici ne sont pas les seuls
3 intervenir. L'&tude qualitative qui préc3de suggire néanmoins les résultats

suivants :

1) Un double phénoméne de résonance peut conduire 2 des résonances d'ordre Z.

2)Une résonance d'ordre 2 sur la phase n'implique pas nécessairement une
résonance du méme ordre sur la fréquence. En effet de (III-2-31) on déduit la

fréquence des battements £ W

£z 085 = fexat cos(-20,+Y )+ 0"
o¢
3) En utilisant un double phénoméne de résonance, la sensibilité est accrue

d'un facteur de 1'ordre de Qu » susceptible d'@tre tra2s é&levé.

4) Les diverses fréquences de résonance doivent étre adaptées et stabilisées,
ce qui ne va pas sans difficultés si on utilise des systdmes de natures physiques

différentes.

Ainsi, si les résonances d'ordre 2 ne sont pas totalement exclues [,91 elles

sont pas d'un intérét certain a priori sur le plan expérimental.
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I1I-2-G : Conclusion

Nous avons présentd dans ce chapitre une méthode slnlralc@')
permettant 1'&tude des déphasages et des déplacements de fréquence sous 1'effet
d'une perturbation gravitationnelle lorsque 1'approximation eikonale est justi-
fiée. Cette méthode, développée au paragraphe (III-2-C), permet de déterminer
au premier ordre, 1l'expression de la phase, il est d&s lors possible de dé&duire
l'expression de la quadri-impulsion au méme ordre d'approximation et d'obtenir
ainsi les déviations des trajectoires classiques sous 1'effet d'un champ de

gravitation.

Nous avons &galement étudié les possibilités de d&tection d'ondes de gravi-
tation en utilisant des phénomenes de résonance du premier ordre. Il apparafit
clairement que les dispositifs imaginables ont une sensibilité &troitement
liée 3 la stabilité des fré&quences ou & la précision des mesures de phases,

11 nous semble raisonnable d'avancer les ordres de grandeurs suivants pour le
flux minimal permanent détectable par les procédés E&tudiés :

- ondes de gravitation basses fréquences : X ~ A0° “’/‘"‘L

’
- ondes de gravitation hautes fréquences : I ~ 407 U/‘ML

I1 semble donc que les procédés de détection des ondes de gravitation par
des mesures de battement ol de déphasage ne conduisent pag 2 une sensibilité

supérieure 3 celle obtenue par les antennes mécaniques.

L'étude qualitative développée au paragraphe (III-2-F), suggére que les
phénomenes de double résonance peuvent conduire 3 des gains de plusieurs ordres

de grandeurs par rapport aux systdmes résonants d'ordre 1 .

La forme, (I11-2-6), de la métrique utilisée implique 1'emploi d'un systéme
de coordonnées isothermes. Pour un observateur animé d'un mouvement dans ce

systdme de coordonnées, il apparait une composante F ¢.° dans la perturba-

tion du tenseur métrique. Il n'est pas impossible d'envisager une mesure de cette
grandeur ; ceci nécecsite néanmoins d'importants progrs dans 1l'observation des
interférences entre ondes de mati3re associées 3 des particules massiques,

lourdes et lentes.

(W cette méthode, pratiquement trds intéressante, permet 1'étude de multiples

configurations et d'appareils. On trouvera des d&veloppements généraux et de

nombreux exemples en [ZOJ .
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CONCLUSTON

Les résultats présentés dans cette partie ne doivent pas €tre corsidérés
comme une tentative d'étude exhaustive sur les svstémes de particules scumises

3 une onde de gravitation. Véanmcins cuelques principes généraux scmblent

couvoir étre dégagés.
.
Ncus avons, aprés divers auteurs | 2 . souligné 1'intéret des Hasses

'utilisation de celles-ci évite que les phénoménes ne scient

Al

tompératures
masqués par ie hruit thervmique.
"intéreét que présente 1'étude

Dans un cas rarticulier, ncus avens montré 1
des états coliectifs de besons et dans le secend chapitre. nous avons étudié
possibilités de résonance entre de tels états, décrit 3 ]'approximatior

1'approximation lindairve. 11

-
by

les
eikonale, et une onde de gravitation, décrite
¢st possible. dans le cadre du formalisme introduit, de prendre en considéra-
il sembie néanmoins douteux gue de tels svstémes

tior des padquets d'ondes
soient utilicsables. Considérons cr effet une mesure de fréquence.
SQuUS .

ia variaticr d'énergie d'un photon, par exemple,
At la durdée maximale possible

Soit 55
gravitationnel 3 mettre en évidence. Soit e
1'incertitude sur !'énergie du pacuet d’'ondes

be .

oour la mesure et

considéré

AE bt ~ F

- un ordre de grandeur des dimensions de 1'appareil et {. un ordre

Soit
de grandeur pour les dimensions du paquet d'ondes

¢

bb“f'c-_—

1'effer
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Le paquet d'ondes se comporte comme un corpuscule libre de masse nulle
sous la condition

Lss £

I1 vient alors la condition nécessaire d'observation

4
65

Supposons que la longueur d'onde A y du phénoméne &lectromagnétique &tudié

6 > As L» € » —=

soit de 1l'ordre du micron et L de 1'ordre du madtre, on obtient

-#
___—- ~A 0
> 2L

Aucune estimation actuelle ne permet d'envisager des effets relatifs aussi
importants. C'est donc dans le cadre d'une théorie ondulatoire complite que
doivent se développer les calculs classiques et, en particulier, les conditions
aux limites des cavités utilisées doivent, nécessairement, &tre prises en
considération. Dans ce dernier cas un raisonnement qualitatif de méme nature

conduit 3 la relation

s o 4
E Q
od (| est le facteur de qualité de la cavité& considérée. Il semble donc

actuellement que la limite de sensibilité soit caractérisée par la relation

36 ~ 40'“’

€
Nous avons en outre montré au paragraphe (III-2-F) qu'un phénoméne de
double résonance &tait possible. En introduisant les facteurs de qualité Q,
et CQZ. associés 2 chaque systéme résonant, il est possible de montrer la
la relation

3€ o

a4

€ QR4 Qo




ol A est un coefficient sans dimension dépendant de la nature des résonances
mises en oeuvre. Il semble donc qu'un tel procédé permette d'accroftre la
sensibilité des détecteurs dans des proportions considérables.

Nous pouvons également utiliser le lemme démontré en (I11I-1-B) pour mettre

en €vidence des conditions suffisantes pour la détection des ondes de gravita-

tion.

Considérone un phénoméne gravitationnel limité& dans le temps, pour une
région de l'espace qui contient 1'appareil de mesure. Avant et apr2s l'action

de la gravitation sur 1'appareil, considéré comme passif, la mécanique quantique
est utilisable dans sa forme actuelle.

Soit S(t.q to) 1l'opérateur d'évolution entre 1'instant to et 1l'instant

t4 respectivement antérieur et postérieur a 1'action gravitationnelle.

Soit A une observable satisfaisant, par exemple, la relation
e
[ 1A5)] = K'S

Nous schématisons ci-dessous 1'&volution du spectre de /‘ :

L AL

t= t:o £

= t4

Pour AA Z K et K observable, il est clair que la relation ci-dessus,
implique la possibilité d'une observation. Dans ces conditions S ne peut pas
€tre voisin de 1'opérateur unité. Les théories de perturbation ne sont pas

utilisables, le syst2me physique &tudi& est en fait instable pour les sollici-

tations gravitationnelles.

Des développements précédents, il apparaft que deux voies de recherche
semblent prometteuses : 1'&tude des ré&sonances multiples et 1'&tude des systdmes

instables pour les perturbations gravitationnelles.
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INTRODUCTION

Considérons une impulsion gravitationnelle d'extension limitée ;
pour des raisons &videntes , nous voulons profiter du temps de passage de
1'onde de gravitation dans sa totalité. Si ce temps de passage est petit,
1'effet &tudié sera trop faible pour étre observé‘: Si ce temps de passage
est, au contraire important, 1'énergie électromagnétique se propageant sur
une grande distance, il est nécessaire de la confiner dans une enceinte et

les conditions aux limites de celle-ci jouent un role fondamental.

Nous distinguons deux types de couplage entre les ondes gravitation-
nelles et le rayonnement &lectromagnétique confinéd : le couplage intrinséque,

et le couplage aux limites.

Le couplage intrinséque a pour origine la présence d'une modification
des &quations de 1'électromagnétisme en présence de gravitation (cf (II-1-1)
par exemple). Un tel couplage est susceptible de produire des effets sur un

rayonnennement libre (voir références [ZJ par exemple).

Le couplage aux limites est beaucoup plus complexe. Sans prétendre 2

1'exhaustivité, nous allons en donner les principales sources.

Nous distinguons deux types de couplage aux limites : le couplage

local, le couplage global.
Le couplage aux limites a pour origine la modification des conditions
aux limites des surfaces de 1'enceinte. L'enceinte doit &tre considérée comme

un corps matériel soumis 4 des contraintes gravitationnelles et subissant

(R} Si les impulsions sont braves, le théordme des approximations soudaines
conduit 2 la prévision d'effets négligeables. Dans certains conditions, néanmoins

les perturbations bréves ne sont pas sans intérét cf [l] .



- 166 -

de ce fait des déformations. Ces déformations peuvent &tre &tudifes dans le
cadre théorique de 1'&lasticité et perturbent le rayonnement électromagnétique
confiné par 1'intermédiaire des conditions aux limites. C'est ce type de

couplage sux limites que nous appelons couplage global(*).

De fagon directe, 1'onde de gravitation agit localement sur le matériau ;
si celui-ci est un métal, l'onde de gravitation agit sur les &lectrons de conduc-
tion et le réseau ionique. Ces mouvements modifient, dans 1'épaisseur de peau,
le comportement du métal et, par 1a méme, les conditions aux limites de 1'encein-
te. Les relations entre réseau et électrons conduisent 2 la notion de conducti-
vité, O . Cette grandeur détermine les propriétés de réflexion des métaux
pour les ondes électromagnétiques basses fréquences. La théorie de Drude-Lorentz
par exemple donne

n etz

¢-.___——_—

m

ol N  est le nombre d'électrons par unité de volume,
3 est du méme ordre de grandeur que 1'intervalle de temps séparant deux

collision entre un électron et un ion du réseau,

@ et M sont respectivement la charge et la masse de 1'8lectron.

I1 est naturel de penser que ¢ dépend de l'onde de gravitation 2 travers

n et T . Cette dépendance peut induire des phénom2nes de ré&sonance paramé-
trique qui ne sont pas a priori négligeables. Il est bien connu, également, que
des excitations du plasma (&lectron + ion) peuvent produire un phénomgne de
résonance. Avec le modEle des &lectrons libres dans un réseau ionique, on trouve

la pulsation propre, W , des oscillations pour les modes optiques longitudi-

naux par exemple :
4

o= (%3 )

]
e

|

3

(%) I1 n'est pas exclu que des conditions aux limites interviennent pour les €lac-
trons de conduction dans un métal ou le cas &chéant, les supra-flectrons. de

telles conditions peuvent faire intervenir le champ de gravitation et constituer

un autre type de couplage global.
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L'énergie des plasmons correspondants pour les métaux est :@

Kw ~ 40 e-v

5
Pour les fréquences correspondantes { \) A~ 2.40 "b' ), on peut donc

s'attendre 3 un phénomene de ré&sonance.

De tels effets, qui prennent en considération les propriétés du matériau dans
son épaisseur de peau &lectromagnétique, constituent un couplage que nous
appelons couplage aux limites local.

Les considérations générales développées précédemment voudraient que 1l'on
recherche des situations résonantes pour un ensemble de phénom2nes différents.
Nous n'entreprenons pas cette &tude ici. Notre travail portera uniquement sur
un moddle de résonance aux limites globales et de résonance intrins2que. Les
mécanismes de réflexions seront décrits par une généralisation covariante des
conditions aux limites pour un conducteur électrique parfait. Cette méthode,

sans doute incompldte, permet d'obtenir les ordres de grandeurs qui caractérisent
les effets &tudiés.

Les phénoménes gravitationnels seront décrits par la forme (111-0-2) du

tenseur métrique :

71:9 = '7'“, red,
@ g e g, = £

b = b20 = g (t- %)

Les champs &lectromagnétiques seront décrits par 1'intermédaire du quadri-
potentiel Ar qui satisfait les &quations (I111-0-4) :

a4, - o A= o

(Iv-0-2)
deAy \ g OAV +£¢°r3',f4a 'E?P‘HVF""‘ b}’f&qi = 0

avec les notations

v ¢ )
IR TICAI NE TR 4R

L L )
A';ﬂ A‘ ) Fr'a &P"-AQ"’ -7- FP’ ,‘M"‘?’ F“



Dans le premier chapitre, nous présenterons les modiles mécaniques de cavité
utilisés : modidle visco-€lastique, moddles B F , (basse fréquence).

Dans le second chapitre, nous &tudierons,dans le cadre d'une théorique

classique, un mode¢le de résonance aux limites.

Dans le troisidme chapitre, nous introduirons une théorie semi-quantique du
couplage intrinsdque.

Dans le dernier chapitre nous développerons un exemple afin de mettre en
évidence les ordres de grandeurs des phénoménes attendus.



CEAPITRE 1

MODELES DE CAVITES

IV=1=-A : Introduction

Notre propos est de présenter divers types de moddles, capables
de décrire le comportement des surfaces limites d'une cavité. Considérons une
plaque carrée de coté Lo et d'épaisseur & L . L'onde de gravitation se
propage parallilement A 1'un des cOté du carré. Soit A¢ 1la longueur d'onde
du rayonnement gravitationnel et A" la longueur d'onde des ondes mécaniques
excitées :

AH ~ lo.’A}

Nous considd@rerons trois cas

a) Le modele visco-&lastique

Dans ce modéle nous supposerons satisfaite la relation

- /\,.

Nous montrerons alors, en &tudiant dans un cas particulier le feuillet plan
indéfini, qu'il est l€gitime de négliger en premidre approximation les d&forma-
tions des surfaces limites quand on prend en considération les frottements

internes pour les matérieux usuels,

b) Un moddle Basse fréquence : ’F?

Dans ce modé&le nous ne prenons pas en considération le caractdre fini

du facteur de qualité et nous supposons satisfaites les relations

LiD Ay et L& Ay

Nous &tudierons le cas du feuillet plan indéfini lorsque le tenseur de Viscosité

est nul. Nous montrerons alors, sous certaines conditions particulidres, que ce
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moddle conduit 3 la notion de mod2le rigide.

¢) Un mod2le Basse fréquence PF,

Dans ce mod2le nous supposons satisfaites les relations

Lo &« Mg
Afin de séparer 1'effet des diverses composantes du tenseurs métrique, nous
supposerons la nullité du coefficient de Poisson et de certaines composantes
du tenseur de Viscosité. Nous retrouverons alors qualitativement 1les

résultats concernant les antennes mécaniques [BJ .

IV-1-B : El&ments d'&lasticité

Pour étudier le comportement d'un milieu &lastique, soumis 2 une
sollicitation gravitationnelle nous nous plagons dans <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>