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0.1 Introduction

La théorie de I'estimation est une des préoccupations majeures des statisticiens. Ainsi 'es-
timation non paramétrique réelle a recu un intérét croissant tant sur le plan théorique que
pratique. Cette branche de la statistique ne se résume pas a l'estimation d’un nombre fini de
paramétres réels associés a la loi de 1’échantillon (comme cela est le cas pour la théorie de
I'estimation paramétrique), elle consiste généralement a estimer & partir des observations une
fonction inconnue, élément d’une certaine classe fonctionnelle, telle que la fonction de densité
ou la fonction de régression a titre d’exemples.

Depuis les travaux de Rosenblatt (1956) et Parzen (1962) puis de Nadaraya- Watson (1964)
portant respectivement sur les estimateurs non paramétriques des fonctions de la densité et de
la régression, la méthode du noyau a été largement utilisée dans de nombreux travaux, citons
quelques uns, sans prétendre étre exhaustifs : Prakasa Rao (1983), Devroye et Gyorfi (1985),
Silverman (1986), Roussas (1990), Hardle (1990), Scott (1992), Bosq et Lecoutre (1987), Wand
et Jones (1995) et les références citées dans ces publications.

En s’appuyant sur I’étude du processus empirique local indéxé par certaines classes de fonctions,
Deheuvels et Mason (2004) ont établi, récemment des vitesses de convergence en probabilité
pour des déviations de ces estimateurs par rapport a leur espérances. Ce qui leur a permis la
construction des bandes de confiance uniformes pour la densité et la régression.

I'objet central de ce mémoire est d’exposer la construction de ces derniéres, en mettant en
évidence que le passage des intervalles de confiance aux bandes de confiance a été possible
grace aux résultats plus forts de convergence en probabilité plutot que de convergence en loi.
Ces bandes sont données en fonction des estimateurs & noyau de Nadaraya-Watson pour la
fonction de régression et de Parzen-Rosenblatt pour la densité. Afin d’atteindre ce but le présent
mémoire est subdivisé en cing chapitres.

Dans le premier chapitre nous introduisons quelques rappels sur les différentes modes de
convergences et sur les inégalités exponentielles de type Bernstein qui permettent de controler
le comportement limite des déviations des estimateurs par rapport a leur espérances. Nous évo-
quons, dans ce méme chapitre, deux méthodes d’estimation non paramétrique de la densité :
la méthode d’estimation par histogramme et la méthode d’estimation par noyau ( estimateur
de Parzen-Rosenblatt) sur laquelle nous nous concentrons le plus et qui peut étre considérée
comme une extension de ’estimateur par la méthode de I'histogramme.

Nous présentons, au chapitre 2, la méthode d’estimation par noyau de la fonction de régression
(estimateur de Nadaraya-Watson), qui n’est autre qu’une généralisation de la méthode d’esti-
mation par régressogramme étudiée briévement.

Afin d’évaluer la qualité de I'estimation, nous traitons les propriétés asymptotiques de ces es-
timateurs, a savoir la convergence en moyenne quadratique et la convergence presque compléte
aussi bien ponctuelle qu’uniforme.

Les résultats de convergence mettent en évidence le role du parameétre de lissage. Pour la
sélection optimale de ce paramétre , nous considérons au chapitre 3 ’approche globale pour
les résultats de type convergence uniforme et I’approche ponctuelle pour les résultats de type
convergence ponctuelle. Ces fenétres minimisant les deux critéres d’erreur dépendent de quanti-
tés fonctionnelles inconnues, dans le souci de parer a cette difficulté, nous nous sommes limités
a étudier la méthode de plug in pour la densité et la validation croisée pour la régression.

Le chapitre 4, quant a lui, présente le coeur de ce travail de ce mémoire, c’est a dire la construc-
tion des bandes de confiance asymptotiques basées sur les estimateurs a noyau, de Nadaraya-



Watson pour la fonction de régression et de Parzen- Rosenblatt pour la densité de probabilité.
Cette constuction s’appuie sur les lois uniformes du logaritme pour les estimateurs considérés,
¢tablies par Deheuvels et Mason (2004). En s’inspirant de ces travaux et en utilisant un résultat
important de Héardel (1990), nous montrons que les intervalles d’estimation de la fonction de ré-
gression donnés par les bandes de confiance sont plus étroits que ceux donnés par les intervalles
de confiance. Par la suite nous introduisons le travail de N. Nemouchi et Z. Mohdeb (2010) sur
la constuction des estimateurs de la densité et de la régression asymptotiquement optimaux,
sous I'hypothése que les lois sous-jacentes sont gaussiennes de parameétres inconnus. Dans cet
article, les estimateurs des paramétres de lissage, minimisant les critéres d’erreurs, vérifient les
conditions imposées par Deheuvels et Mason (2004), ceci leur a permis de déduire des bandes
de confiance asymptotiques pour la densité de probabilité et pour la fonction de régression.
Dans ce chapitre, nous avons aussi développé des applications sur les bandes de confiance pour
la fonction de régression, introduites par Kebbabi, Messaci et Nemouchi (2010). Dans le dernier
chapitre, des simulations tendent & valider les résultats obtenus par N. Nemouchi et Z. Moh-
deb (2010) ainsi que par Nemouchi, Kebabi et Messaci (2010), mettant en évidence la bonne
performance des bandes obtenues dés les petites tailles de I’échantillon.



Chapitre 1

Estimation de la fonction de densité

1.1 Introduction

Une méthode de modélisation d’une suite de mesures émanant de la répétition d’une expé-
rience, est de supposer que ces mesures sont des réalisations de variables aléatoires indépen-
dantes équi-distribuées.

La compréhension de ces mesures et la maniére dont elles sont distribuées ménent a 1’étude
de la loi de probabilité sous-jacente.

Par exemple, en médecine pour atténuer le vertige de Méniére (découvert récemment), une
association de trois types de médicaments est administrée par voie intraveineuse (un anxioly-
tique , un anti-vertige et un anti-émétique).

L’étude de I'assimilation de ce traitement sur n patients, revient a mesurer la concentration
x; de ces trois médicaments passée dans le sang du patient.

La modélisation de ces faits observés consiste a supposer que 1, o, ..., T, sont des réalisa-
tions de n variables aléatoires indépendantes X1, Xs, ..., X,, ayant la méme densité f.

Donc I'étude du processus d’assimilation de ce traitement dans le sang revient & connaitre
la densité f. Si f est complétement inconnue c’est a dire que 'on n” a aucune idée sur la forme
que peut prendre cette densité, on est alors amené a ’estimer.

Dans ce cas, donner un estimateur de f, ne se résume pas a I’ estimation de la moyenne et de
la variance comme dans le cas gaussien. Il s’agit donc de construire une fonction (qui se trouve
dans un espace de dimension infinie), c’est le cas non paramétrique. Nous allons nous intéresser
a cet estimateur. Afin de faire I’étude asymptotique de ce dernier, nous énongons d’abord les
définitions, les propositions et les corollaires sur lesquels repose la suite de notre travail.

Définition 1.1.1.
On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X, )nen converge presque complétement

vers une variable aléatoire X lorsque n — oo (et on note lim, ,, X,, = X a.co), si et seule-
ment st :



Ve>0, Y P[X,—X|>¢ < o0

neN

Définition 1.1.2.

On dit que la vitesse de convergence presque compléte de la suite de variables aléatoires
réelles (X, )nen vers X est d’ordre (U,) ((U,) étant une suite numérique déterministe), et on
note X, = O4.00(Uy), si et seulement si :

Jeo >0, Y _P[IX, —X| > ¢U,] < cc.

neN

Notons que la convergence presque compléte entraine a la fois la convergence presque sire
et la convergence en probabilité.

Proposition 1.1.1.

Silim,, . X, = X a.co, alors X,, converge en probabilité et presque sirement vers X.

preuve :

La convergence en probabilité se déduit facilement de la convergence de la série suivante

> PIX, —X|> €] < o0,

neN

(P[|X,, — X| > €) est le terme général d’une série convergente).

Le lemme de Borel Contelli implique que :

Ve >0, P[lim sup|X,, —X| > ¢ =0.
n—oo

De plus, lim,_, X, (w) # X(w), implique Uezistence de € > 0, tel que

lim sup | X, (w) — X(w)| > ¢,

n—oo

on alors Pllim, . X,, = X] =1, c’est a dire X,, — X, P.S.

Outre le fait que la convergence presque compléte est une convergence trés forte, elle jouit
des propriétés résumées ci dessous.



Proposition 1.1.2.
Soient I, et l, deux nombres réels détermanistes et (U,,) une suite de nombres réels telle que :

lim,_, U, = 0.

i) Silim, o0 X, =1, a.co et lim, .Y, =1, a.co, alors :

a) lim, oo (X, +Y,) =1 + 1, a.co,
b)lim,, oo (X, X Y,) =1, X a.co,

c) lim,, X%L = i a.co sil, # 0.

ii) 51X, =l = O4.o(Uy) €t Y, — 1y = Ou.0o(Uy), on a :
Cl) (Xn + Yn) - lx - ly == Oa.co(Un)a
b) (Xn X Yn) - lz X ly - Oa.co(Un);

¢ ) — i = O4.co(Up) sil, #0.

iii) Si X,, = O4.00(Uy,) et lim,, oo Y,, =1, a.co, alors on a :

CL) Xn X Yn = Oa.co<Un)7

b) 3= = Ou.co(Un), sily # 0.
Démonstration .

i a) La preuve découle immédiatement de l'inégalité suivante :
Pl[(Xp +Yyn) = (I +1y)| > €] <P[|X; = | > §] +P[|Y, = 1,| > 5].

ii a) Il suffit d’appliquer la méme inégalité o € = ¢yU,,.

i b) Sans perte de généralité, on pose l, = 0. La décomposition suivante :

Xp X Yo =X (Y — 1) + X,y X 1



nous donne :

PI(Xax Vo)l > < P Yo = 4l[Xa] > 5] +P [11,Xa] > 5]

< P||Y. -1 > \/a +P [|Xn| > \@} +P [|any| > g}

< PV, —1,]> g] +P [|Xn| > a +P [|any| > g] .

L inégalité précédente et la convergence presque complete de X,, et Y,, permettent d’écrire

> PX,Ya| > €] < 00

neN

ii b) Il suffit d’appliquer le résultat précédent a € = ¢yU,,.

i c) La convergence presque compléte de Y, vers l, implique lezistence de 6 > 0 (0 = %‘
par exemple)

tel que :

> P[Y,l < 6] < o0, (1.1)

neN

de plus on a :

1 1
p [— -—=> e} = P[|Y, =1, > €|, Y]]

PIY, =1y > €|l, Yo, [Ya] > 6] + P[|Y, < 4]
PYy —1y| > ed]ly|] + Pl Y] < 4.

NN

En utilisant la relation (1.1) et la convergence presque compléte de Y, vers 1, il vient :

R

neN y

>€}<oo

ii ¢) On procéde de la méme maniére pour € = ¢yU,,.

iii a) La définition de la convergence presque compléte de Y,, vers 1, implique ’existence
de 6 >0, tel que



> P[[Ya| > 0] < oo.

neN

La décomposition suivante

PlIY,X,| > €U,] = P[|Y,X,| > €U,, |Y,| <) +P(X,Y,| > €U, |Y,| > 6)
< P(X,| > €67 MU, + P(|Y,] > 6],

associée a 1’ inégalité précédente et & l'hypothese X,, = O,.00(Uy), conduit a
XnYn — Oa.co(Un)'

L’estimation d’un paramétre inconnu par un estimateur requiert que ce dernier jouisse de
certaines propriétés asymptotiques, nous rappelons certaines d’entre elles ci dessous.

Définition 1.1.3.
On dit que l'estimateur gn(x) du parameétre 0(x)

1) est faiblement consistant si

Ve e R (/9\”(1:) RN 0(x), quand n — oo.

2) est faiblement et uniformément consistant si

sup ]é\n(x) — 6(z)| 50, quand 1 — oo.
Tz€R

3) est fortement consistant si

Va € R, @L(:U) L 0(x), quand n — oo.

4) est fortement et uniformément consistant si

sup |§n(x) —6(z)| 28, quand n — oo.

zeR

5) est asymptotiquement sans biais si



-~

Vz € R, lim E(0,(z)) = 0(x).

n—oo

6) est asymptotiquement et uniformément sans biais si

lim sup E(an(x) —6(z)) =0.

n—o0 z€R

7) est convergent en moyenne quadratique i

lim E(6,(z) — 0(z))* = 0.

n—0o0

Nous allons donner deux versions des inégalités exponentielles de type Bernstein qui nous
serons utiles pour [’établissement des résultats que nous avons choisi de reprendre. Nous sup-
posons que X1, X, ..., X,, est une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et centrées.

Corollaire 1.1.1.

a) Si pour tout m > 2, il existe un réel C,, strictement positif et une constante a positive,
tels que :

E|X"| < Cpa?™b,

alors on a

Ve > 0, P

>
i=1

—en
> €n § 2€Xp m .

b)Supposons que les (X;)1<i<n dépendent de n (X; = X;,,).
Si pour tout m > 2, il existe un réel C,, strictement positif et une suite (a,) de réels positifs,

tels que :

E|XT| < Cppa2m=Y

Y

et st

U, = n"'a?logn, vérifie lim, .o, U, = 0, alors on a

%sz - Oa.co( V Un)
=1

Tandisque que ce résultat s’applique a des variables dont on a majoré les moments d’ordre m,
le corollaire suivant est donné pour des variables identiquement distribuées et bornées.
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Corollaire 1.1.2.

a) S’il existe une constante positive M < oo, telle que :

|X1| < M7
alors on a :
Ye>0, P EH:X > en| <2 —cn
€ , i en exXxpy ————— ¢,
a i1 h P 202(1 + %)
ol
o? = EX2.

b) Supposons que les (X;)1<i<n dépendent de n et que o2 = EX?, s’il existe M = M,, < oo
telle que :
|X1| < M7

et

M
— < C<

3

et st
U, = 71*1072Z log n, vérifie lim,_,, U, =0,

alors on a

1 n
ﬁ ZXZ - Oa.co(\/ﬁn)~
=1

Les démonstrations de ces corollaires sont basées sur la proposition suivante dont la preuve
peut étre trouvée dans Uspensky (1937).

Proposition 1.1.3.

Si
|
¥m > 2, [E(X]")| < (m?) (a;)26™ 2,
alors
n —62
Ve >0, P Xi|>€eAn| <2exp 5~ ¢
; {2<1 +35) }

ol

(a;)1<i<n sont des réels positifs, b € RT et A2 = a? + a3 + a2 + ... + 2.

11



La démonstration du corollaire (1.1.1)
a) En remplagant b = a® et A,, = a/n dans la proposition précédente, on aboutit ¢ a) .

b) En posant € = ¢gV/'U,, dans a) et comme U, tend vers zéro , pour une certaine constante

C’on a:
1
p[_
n

D’ ou, pour un choix convenable de €y on déduit que

> 60U,

>

i=1

—e2logn
< 2ex 0
p{Q (1 —f-EO\/Un)}

—C' 2
< 2n 7 e

% ZXz = Oa.co<\/6n)-
=1

La démonstration du corollaire (1.1.2)

a) En appliquant la proposition (1.1.3) a a? = 0%, A2 =no? et b=M on aboutit a a).

n —

b) Comme Mag" tend vers zéro, il suffit de reprendre le résultat a) pour € = €g\/U,, , on arrive

donc a Uezistence d’une constante C” telle que :

1] < —e21
P|— ZXi >eU,| < 2exp o8n
L et 2 (1 + € hﬁ‘i")
< 2n_c/63 .

Pour €y bien choisi (assez grand) le terme de droite est le terme général d’une série conver-
gente. Ainsi s’achéve la preuve de ce corollaire.

1.2 Estimation de la fonction de répartition
Soit X1, < Xgp < ... < Xy la statistique d’ordre associée a Xi, X, ..., X, une suite de

variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de méme loi que X de fonction de
répartition F(x) = P(X; < z), et de densité de probabilité (par rapport a la mesure de Lebesgue)

12



[. F et f sont complétement inconnues (cadre non paramétrique).
Avant d’étudier la construction et les propriétés de I’ estimateur a noyau de f (une fonction

mesurable par rapport a la tribu engendrée par (Xi,Xa, ..., X)), nous donnons brievement un
apercu, sur I’ estimateur de la fonction de répartition.

Un estimateur sans biais classique de la fonction de répartition F(x) est la fonction de répar-
tition empirique définie par :

1 n
i=1

1 n
= = D lixi<n
=1

0 six <Xy,

B

= " St ka <x<Xk+1,n k= 1,...,n—1.

1 st >X,,.

La loi forte des grands nombres nous montre que c’est un estimateur fortement consistant
c’est a dire :

Vo € R, F.(x) = F(x)

Le théoreme de Glivenko-Cantelli permet d’améliorer ce résultat puisqu’il donne la convergence
uniforme, il s’énonce

Vz € R, sup |F,(z) — F(z)| 280, quand n — oo
z€eR
De plus le théoreme central limite permet d’obtenir la normalité asymptotique de cet estima-
teur, résultat amélioré par le théoréeme de Donsker qui montre la convergence de ¥, en tant que
processus vers le processus de Wiener.
Nous remarquons aussi qu’a partir de cet estimateur nous pouvons définir un estimateur du

eme

q“" quantile (ou quantile d’ordre q) a savoir

F7g) = inf{:F(z) > ¢}, 0<g<l

qui peut étre estimé par

F.'(q) = inf{z: Fy(z) > q}.

zeR

1.3 Estimation de la densité par histogramme
L’histogramme est 17 estimateur de la densité non paramétrique le plus ancien et le plus

simple, il est introduit par John Graunt au X VII® siécle, il est considéré comme un estimateur
de la densité de probabilité sous-jacente a un ensemble fini.

13



Cette méthode consiste a estimer f en un point x par la proportion des variables aléatoires
(X1,Xg, ..., Xy), qui se trouvent dans un intervalle de longueur un paramétre de lissage hy,
et qui contient x. Elle est donc basée sur le choix d’un point d’origine ag et d’une partition
Bi = ([ak, ag+1)k=1,..p, en P intervalles du support de X . Si nous notons ny le nombre de
variables dans la classe [ag, apy1| et hy, = apy1 — ag, Uestimateur de f sur [ay, apy1| du type
histogramme est :

> it oo
: N i=1 [al? g

fn(x7hn) = % = h pour r € [ak,ak+1[.

Les propriétés asymptotiques de cet estimateur ont été détaillées dans le livre de Bosq et
Lecoutre (1987) et le livre de Simonoff (1996).

Pour tout © € [ag,ar+1], Uétude asymptotique de Uerreur quadratique moyenne de f, et
Uerreur quadratique moyenne intégrée def, ont été établies par Lecoutre (1982).
Nous avons pour tout © € [ay,ari1], pour tout k € (1,...,p) et si la densité [ vérifie cer-
taines hypotheses de régularité alors les deux criteres d’erreurs cités précédemment sont donnés
respectivement par les expressions suivantes :

B (e h) — B @) = 2 T oe a2 4 o) 4 o)

et

/RE(fn(x, h,) — Ef(x))? = n_lh + h fR(J;éx)) da +o(nt) + o(h?).

Ces deux quantités tendent vers zéro, quand h tend vers zéro et nh tend vers l’infini.
L’erreur quadratique moyenne intégrée permet de déterminer le parameéetre de lissage optimal de
[’histogramme, cette valeur minimise ausst ce critére. Elle s’écrit :

. 6 1/3 s
<°p”‘(fR<f'<x>>2dx) "

Geoffrey (1974 )a étudié la convergence uniforme et presque compléte de cet estimateur.

Nous constatons que I’ histogramme a de bonnes propriétés statistiques, par contre il n’est
robuste ni pour le choix du parametre de lissage h, ni pour celui de ag. Le deuxieme désavantage
est sa discontinuité qui ne peut pas s’ adapter au cas ot f, la densité a estimer, vérifie certaines
hypothéses de régularité.

Afin de résoudre ce probleme, 1’ estimateur de Parzen Rosenblatt a été introduit, il généra-

lise intuitivement la méthode d’ estimation par histogramme, et il est trés utilisé en estimation
non paramétrique.

14



1.4 L’estimateur a noyau

Du fait que

pour h,, petit.

Rosenblatt (1956) a donné un estimateur de f, en remplacant F par son estimateur F,,.
D’ou

Fo(z +h) — Fou(z — h)

fa(@, b)) = oh )

ou F,, est la fonction de répartition empirique. Cet estimateur peut encore s’écrire :

n

1{x—h<X¢<x+h}

avec

1

Ko(u) = 5 T—1custy

Dans ce méme article, Rosenblatt a mesuré la qualité de cet estimateur, en calculant son biais
et sa variance, donnés respectivement par :

Bfule,ha) = f(z) = 5BFae+h) = Falz = ) = /(2
1
= %(F(:c—l—h)—F(x—h))—f(:c). (1.3)
et par :
Varlfo(z,hy)] = 4n1h2 F (e + ho) (1 — F(z + b)) + F(z — ho)(1 — F(z — hn)]
1

o 2F (inf((x — hy), (x + hy))) + 2F(z + hp)F(x — hy)] .

n

15



Nous remarquons que si h,, — 0 et nh,, = oo quand n — oo, on a :

lim E[f,(z, h,)] = f(2)

n—oo

et
lim Var|[f,(z, h,)] = 0.

n—oo
falz, hy) est un estimateur consistant. Nous remarquons qu’il n’a pas le probléme du choizx
d’origine ay comme le cas de |’ histogramme mais il présente [inconvénient d’étre discontinu
aux points X; £ h.
Ainsi une généralisation de cet estimateur a €té introduite par Parzen (1962) en posant

) , (1.4)

ot (hy,) est une suite de réels strictement positifs, tendant vers zéro quand n — oo, (appelée
fenétre) et K est une fonction mesurable définie de R — R, appelée noyau.

1 — X, —z
= g K :
fn(xa hn) nhy, i=1 ( hn

Ezxemple de noyauzr K les plus utilisés dans ’estimation de la densité :

e Noyau rectangulaire :
L sifal <1
Ky(z) =
0, silx|>1.

e Noyau triangulaire :
1— x|, si]z|<1;

0, si |x| > 1.

e Noyau d’Epanechnikov ou parabolique :

3(1-2?), sizel-1,1];
Ks(z) =
0, stnon.

e Noyau quadratique :
2(1—2?)?, size|-1,1];

0, stnomn .
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e Noyau cubique :
L1 —a?3, size|-1,1];
Ks(z) =
0, Stnon.
e Noyau gaussien :
1 —1
6(x) = \/ﬁexp <7x2) , ve€R
e Noyau sinus : )
1 (sin(%) . .
5= ( %2 > , six#0;
Kr(z) =
1 o
55 st x = 0.

e Noyau cosinus :

Noyau de Silverman :

Ko(x) = %exp (~lel/V2) sin (1el/VE+ T), e R

L’estimateur de Parzen - Rosenblatt a connu un trés grand succés parmi les estimateurs
non paramétriques, ceci est di a sa simplicité et sa convergence vers la densité f pour tous les
modes (convergence dans Ly, presque sire, en probabilité en moyenne quadratique et presque
compléte) et il nous laisse aussi le choix sur le noyau K .

1.4.1 Propriétés de 'estimateur

Le pilier des premiers résultats de la convergence de cet estimateur est le théoréme de Boch-
ner (1955), rappelé ci dessous :

Théoréme 1.4.1. (Bochner)

Soit K : (R™, ™) — (R, ) une fonction mesurable, o (P est la tribu borélienne de RP,
vérifiant :

IM  (constante) telle que, Vz e R™,|K(z)| <M,
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| K@i <,

et

||| |K(2)] — O quand || z|| — oo.

Par ailleurs, soit

g : (R™ ™) — (R, B) une fonction telle que

[ o)z < .

Si g est continue, et st 0 < h, — 0, quand n — oo alors :
tim [ K () ga— 2z = go) [ K(2)d (15
Jim - W g(x — 2)dz = g(x i z)dz. :

Si g est uniformément continue alors la convergence ci dessus est uniforme.

1.4.2 La consistance de ’estimateur

L’estimateur a noyau de la densité dépend de deux parameétres la fenétre h et le noyau K.
Le noyau K établit I’aspect du voisinage de x et h contréle la taille de ce voisinage, donc h est
le paramétre prédominant pour avoir de bonnes propriétés asymptotiques, néanmoins le noyau
K ne doit pas étre négligé, comme le montre le travail de Parzen (1962) cité ci dessous sur la
consistance de cet estimateur. Cette derniére est obtenue, en se basant sur l’étude asymptotique
du biais, de la variance et de la décomposition suivante :

Elfa(@, hn) = f(2)]* = Var[fu(w, hn)] + [Biais{ fu(2, hn)}].

Dans la suite, nous supposons que K est un noyau vérifiant les conditions suivantes.

(K.1) K est bornée, c’est a dire sup,p |K(x)| < oo,

(K.2) lim |z|K(z) =0, quand |z| — oo ,
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(K.3) K e Li(R), cest a dire [, |K(x)|dz < oo,
(K.4) [ K(z)dz = 1.

1) Etude du biais :

Proposition 1.4.1.

Sous les hypotheses [(K.1), (K.2), (K.3) et (K.4)], et si f est continue alors

Ve e R lim E[f.(z, h,)] = f(2). (1.6)

n—oo

En effet :

E(fu(,ha) = E[LZK ‘”’““X")

nhni:1 hy,
= —E|[K
1 r—t
= — [ K t)dt
- ( - )f()

En posant x —t =z , on arrive a :

E[fo(, hy)] = h—ln /RK (h%) Flx — 2)dz.

Comme K et [ vérifient les conditions du théoreme de Bochner, et lim,,_,, h, =0, n — o0,
on a alors

d’ot
Tim B[f,(r.h,)] = f(z).

Nous constatons que le biais de [’estimateur converge vers zéro quand la fenétre tend vers

zéro, de plus vu son expression, on constate qu’il ne dépend pas du nombre des variables, il
dépend surtout du noyau K.
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2) Etude de la variance de f,(x,h,)

Proposition 1.4.2.

Sous les conditions/(K.1), (K.2), (K.3) et (K.4)] et si f est continue en tout point z de R,
alors :

lim Var(f,(z,h,)] =0

n—oo

En effet

Var[fn(x, hn)] = E[fn(xa hn
h

N
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Remarquons que (K.1) et (K.3) impliquent que le noyau est de carré intégrable et les hypo-
theéses sur h,, K et f assurent que :

1
o 1 () dte =2z~ fia) 10

d’ou
lim Var|[f,(z, h,)] =0, quand nhy, — co.

n—oo

Ces deux propositions impliquent la convergence en moyenne quadratique et donc, a fortiori,
la consistance de l’estimateur.

1.4.3 Consistance forte

Dans le méme article, Parzen a établi la normalité asymptotique, ainsi que la convergence
uniforme en probabilité. Son travail est un outil important et a été largement développé par plu-
sieurs chercheurs (Devroye et Gyorfi (1985), Silverman (1986), Izenman (1991), Scott(1992)).
Pour une étude plus détaillée, voir par exemple (Bosq et Lecoutre (1987) et Tsybakov(2009).
En (1976) Nadaraya a énoncé le théoréme suivant sur la consistance forte de I’ estimateur.
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Théoréme 1.4.2.
Si K(.) est a variation bornée et si pour tout v > 0, la série Y .-, exp(—ynh?2) converge,

alors

Up = sup | fu(z, hn) — f(2)] L0, quand n —» 0.
zeR

si et seulement si la densité f est uniformément continue.

La démonstration de ce théoréme est basée sur la définition et les lemmes suivants.

Définition 1.4.1.

Soit 1 une application de R™ — R. p est dite a variation bornée si

vt >0 T,(t) = sup {Z lp(tive) — ,u(t,)|} < 00,

ou sup est pris sur toutes les subdivisions ([t;,t;+1])o<i<n—1 de [0,1].

Lemme 1.4.1.

Vn >0, VA >0, 93C > 0 tel que :

p| sup |F,(z) —F(z)] > A < Cexp(—an))?

—oo<r<oo

ou F et F, désignent respectivement la fonction de répartition et la distribution empirique.

Lemme 1.4.2.
Pour toute fonction g, on a :
lim sup | f,(z, h,) — g(x)| N 0,
n—oo z€R

st seulment si
lim sup [Ef,(z, h,) — g(x)| = 0.
n—oo z€R

Lemme 1.4.3.

St
lim sup |fu(2,h,) — gla)| =0 P.S

n—o0 z€R
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alors g est uniformément continue.

L’é¢tude de la convergence, presque compléete des estimateurs a noyau dans le cadre de la

variable aléatoire fonctionnelle introduite par Ferraty et Vieu (2000), s’inspire énormément
du cas réel exposé ci dessous. Cette convergence implique la convergence en probabilité et la
convergence presque sire mais n'implique pas la convergence en moyenne quadratique, comme
le montre l’exemple suivant :
Soit l'espace de probabilité ([0,1],B([0,1]),\) ou B([0, 1] désigne la tribu borélienne de [0, 1] et
A est la restriction de la mesure de Lebesque a cet ensemble. La suite f, = nly 1y converge
presque compléetement vers 0 mais ne converge pas en moyenne quadratique et inversemnet
la suite g, = 1[07%] converge en moyenne quadratique vers 0 mais ne converge pas presque
completement.

1.4.4 La convergence presque compléte

Maintenant, nous introduisons les hypotheses de base permettant de donner un théoreme
général sur la convergence presque complete.

e f est continue au voisinage de x, un point fixé de R. (1.7)

e Le paramétre de lissage h, est tel que

1
lim hy, =0 et lim —2" =, (1.8)

n—00 n—o0 nhn
e Le noyau K est tel que

K est d’ordre k au sens de Gasser c’est a dire :
/th(t)dt =0 Vj=1,2.k—1 et 0 <‘ /tkK(t)dt ‘< 00 (1.9)
et

(K.5) K est borné, intégrable et a support compact.

Théoréme 1.4.3.

Si les conditions (K.5), (1.7) et (1.8) sont vérifiées alors :
lim f,(z, h,) = f(x), a.co. (1.10)

n—oo
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Démonstration .
La démonstration de ce théoreme est basée sur la décomposition suivante :
fa(@, b)) = f(2) = (ful@, he) = Elfu(z, hn)]) — (f(2) — Elfu(=, hy)]). (1.11)
Le résultat du théoreme découle alors des deux lemmes suivants.
Lemme 1.4.4.

Si les conditions (K.5), (1.7) et (1.8) sont vérifiées on a :
lim E[f,(z, h,)] = f(z). (1.12)

n—00

Preuve .
Nous avons :

Elate ) = - [ (51 o

n o0

_ xz—t
posons z = N

E[f.(x, hy,)] = / K(2)f(z — zhy,)dz.

R

La continuité uniforme de f sur le support compact de K entraine

flx —zh,) — f(x), uniformémenten z.
D’ou
lim E[f,(z, h,)] = f().

n—00

Lemme 1.4.5.

Sous les hypothéses (K.5) , (1.7) et (1.8) on a :

h@ﬁﬁ—ﬂM%MHzmm(]%n> (1.13)

nhy,

Preuve .
Nous avons,

fal@, hy) = E[fu(z, hy)] = %Z hot {K (x ;X) K (x ;x)}

o X <
Lo=nhot k(222 g (22
S ()]



En utilisant hypothése (K.5) on a :
c

I <
Il <4

D’autre part le changement de variable z = mh—_t , nous donne
n

ol (2] = e () o

= hl/KQ(z)f(x—zhn)dz.

Comme K est bornée et f est continue sur le support compact de K, on a l’existence d’une

constante C telle que :

C
El? < —.
[ hn

On obtient alors, en appliquant le corollaire (1.1.2) de l'inégalité exponentielle de type Bern-

stein,
fn(aj? hn) - Efn(x> hn) - Oa.co (\/ lzi:l ) . (114)

Ce résultat est plus fort que le résultat demandé.

En remplacant Uhypothése (1.7) par :

e f est k fois contintiment dérivable autour du point . (1.15)

On obtient une vitesse de convergence presque compléte ponctuelle de l’estimateur a noyau.

Théoréme 1.4.4.

Sous les conditions ( (K.5), (1.8) et (1.15)on a :

Ful, ha) — () :0(h§)+o< log ) a.co (1.16)

nh,

Preuve .
En reprenant la décomposition de la preuve précédente, le résultat du théoréme sera établi par

les lemmes précédent et suivant :

24



Lemme 1.4.6.

Sous les conditions (1.8), (1.9) et (1.15) on a :

Efu(x, hn) — f(x) = O(hy) (1.17)
Preuve .
Ona:
fute) = [ (5 ) st
En posant z = xh—:f on obtient :

Efu(z, hy) = /K(z)f(x — zh)dz.
La condition (1.15) nous permet de développer [ au voisinage de .

f(x —zhy,) = f(z) + i wfl(m) + w#(eﬁ

i=1

ot 0, entre x et x — zh,,.

D’autre part la condition (1.9) sur lordre de K au sens de Gasser et Miiller nous donne :

B ) = 1) + S0 [ RGO

La compacité du support de K et la condition de (1.15) impliquent la convergence uniforme
en z de f*(2) vers f*(x), dou :

Eﬁxxj%)—jﬂm::(—Ukﬁi/zﬁ&@)féfhk4—00&)

Cette relation permet d’achever la preuve du théoreme.
Le résultat du théoreme précédent peut étre établi uniformément. Il suffit de conserver toutes
les hypothéses et de donner une autre version de I’hypothése (1.15).

e qut consiste a choisir un compact S de R sur lequel f est k fois continiment dérivable ,

(1.18)
et de rajouter l’hypotheése de type Lipschitz sur le noyau K,
e il eriste C < oo, Vx €S, Yyes,
[K(z) = K(y)| < Clz —yl. (1.19)

Nous avons aussi besoin de la condition suivante sur le paramétre de lissage,

25



o il existe £ < oo, tel que,
lim n*'h, = +oo (1.20)
n—oo

Théoréme 1.4.5.

Considérons le modeéle (1.18), sous les hypothéses (K.5), (1.8), (1.9), (1.19),(1.20), on a

amm@ﬁ@—ﬂm:omm+o(l%”>, a.co (1.21)

z€S nhn

Preuve .
La démonstration de ce résultat utilise une décomposition similaire a celle du théoreme (1.4.3).

sup |fn(xa hn) - f(l’)| < sup |fn(m7 hn) - Efn(xa hn)| + sup |Efn('r7hn) - f(l')| (122)

€S TES TES

Nous remarquons que grace a Uhypothése (1.18) et a la compacité du support du noyau K les
étapes de la démonstration utilisée dans le lemme (1.4.6) peuvent étre faites uniformément en
rES.

D’ou

sup |Ef (2, hn) — f(x)| = O(hy). (1.23)

€S

1l reste a montrer l’égalité suivante :

SUp | fo(, ) = Bfa(@, hy)| = O (,/ loi” ) . (1.24)
r€S nn,

S est un compact de R, il existe donc un recouvrement fini de S tel que :

S C Ui":lSk,
ol
Sk =tk — ln, ti + 1],
avec
ly=n"%1,=Cz"!
et
t, = i .
B el
On a:
sug|Efn(x,hn) — falz, hyn)| < suls)\fn(a:,hn) — falts, hn)l
xe S
+ SU-IS) |fn(txa hn) - Efn<ta:7 hn)|
TE
+ sup |Ef.(z, hy) — Efu(ts, hn)l-

€S



Comme K est Lipschitzien, [’hypothése (1.20) nous donne

1 — X, —x X, —t
su nxahn - ntm7hn < K - -K - =
e ) = ulte )] < s S0 (R ) e (B )’

<
S Sl el
[,C
g _
02
C logn
< = ,
()2 <nh)

et de maniere évidente on a l’existence d’une constante C telle que :

C
_ < =
iléIS) |Efn(x7 hn) Efn(twa hn>| S (nfhn)Q

En ce qui concerne le terme  sup,eg | fn(te, hn) — Efn(te, hn)| on a pout tout € > 0,

€S

P {sup]fn(tw,h ) — Efu(ts, hyn)| > e} = { 3 X | fu(ti, hyp) — Efn(te, ha)| > e}
zn P U, — EU

[% n i — i |> 6] . (125)

<

) 1 Xi—ty
ol Ul—hnK< hn)'
En suivant les mémes étapes que la prewve du lemme (1.4.5), nous pouvons alors majorer
aisément U; et EU?, comme suit

et EU; < <

C
U; < — 5
h ho,

Nous somme en position d’appliquer ["inégalité de type exponentielle de Bernstein, énoncer
dans le corollaire (1.1.2), cette inégalité associée a (1.25) donnent directement,

P {sup falte, hn) — Efy(te, hy) |>

€S

e} < zpexp(—cne?hy,)

< n®exp(—cne?hy,). (1.26)
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logn

En posant, € = €oy/ 2

, on obtient

nh,

2.7 [i‘;g

|
> € Ogn] < o0, (1.27)

pour €y choisi suffisamment grand.

Remarque 1.4.1. Nous pouvons définir ’estimateur de Parzen-Rosenblatt dans le cadre mul-
tivarié. Lorsque la variable X est a valeurs dans RP [’estimateur s’écrit ,

1 — X —x
- v P
ful, hy) T § K( ™ ) reR (1.28)

=1

ou K : RP — R est une fonction multivarié définie comme le produit de noyaux univariés K;,
tels que K(u) = K(uy, ..., up) = [[2, Kj(u;), ueRP.
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Chapitre 2

Estimation de la fonction de régression

2.1 Introduction

Le modéle de la régression est ['un des modele les plus fréquemment rencontrés en statistique
paramétrique et non paramétrique.

Soient (X1,Y1), (X2, Y2), ..., (X4, Yy) des couples de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi que (X,Y).

Dans le modele de régression non paramétrique on suppose l’ existence d’une fonction "r”
qui exprime la valeur moyenne de la variable a expliquer Y en fonction de la variable explicative
X, c’est a dire :

Y =r(X) + ¢,

ol € est une variable centrée et indépendante de X.

Dans notre travail, nous nous intéressons au modéle ot les données {X;, 1 < i < n} sont
strictement aléatoires et non dégénérées et nous suppoosons aucune hypotheése paramétrique sur
la loi du couple (X,Y); d’une maniere plus explicite, (X,Y) est a valeurs dans R?, il admet une
densité jointe f(x,y) sur R? et une densité marginale f(z) > 0 (par rapport a la mesure de
Lebesque sur R).

La variable Y est supposée intégrable, c’est a dire E(|Y]) < 0o, on peut alors définir la fonction
régression r(z) par :

_ f]R yf(x,y)dy o fRyf(xay)dy

rlo) = BN =) = Sy i)

r(z) est la fonction qui réalise la meilleure approzimation de Y sachant X=z au sens des
moindres carrés. Dans ce probléme, [’ estimation de r(z) est de type non paramétrique. L’
estimateur de la fonction r(x) que nous considérons est l’estimateur & noyau introduit par
Nadaraya- Watson, ce dernier appartient a la classe des estimateurs linéaires qui regroupe aussi
les estimateurs par fonction splines, par projection ou séries orthogonales et par ondelettes.

29



2.2 La construction de l’estimateur de la fonction de ré-
gression

Dans cette section nous présentons la construction de [’estimateur a noyau de Nadaraya-
Watson, dont l'idée remonte a Tukey (1961) ot il introduit un estimateur a noyau de type,
régressogramme de la fonction de régression défini par :

r Yl X;
(T, hy) = iz Vil s (X4) pour x € [ty tpi,

Z?:l 1[tk7tk+1[(Xi)

ou [ty, tkr1], k € N est une partition du support de X.

Bosq (1969) fat le premier a donner une étude des propriétés statistiques de cet estimateur,
il a montré la convergence uniforme presque sire du régressogramme sur un intervalle [a,b],
quand
h, = O(n™?), 0<a<l.

Sabry (1978) a obtenu la convergence uniforme presque sire sur [0, ,/lol;l%w]. En (1982)

Lecoutre a procédé a l’extension de tous ces résultats a R ; et pour une étude plus approfondie
de cet estimateur (la convergence du biais et de la variance) on se référe au livre de Bosq et
Lecoutre (1987).

De fagon analogue a U’histogramme, afin d’éviter le probléme du positionnement des bornes des
intervalles de la partition, un autre estimateur a été construit, comme suit :

Z Yl 1 [e—hXi)z4h]

Vo, ro(x, hy) =
Z 1[x—h;(Xi)$+h[

(2.1)

ot h,, un parameétre réel strictement positif.
Le désavantage de ce nouveau estimateur est sa discontinuité, sa généralisation a été introduite
et étudiée par Nadaraya (1964) et Walson (1964). Ce dernier a vu son domaine d’ application
croitre de plus en plus et beaucoup de résultats importants ont été obtenus en ex U.R.S.S aussi
bien qu’ailleurs (c¢f Nadaraya (1989), Wand et Jones (1995), Watson(1964)).
Une des multiples fagons de construire [’estimateur de Nadaraya-Watson que nous abordons est
d’utiliser les estimateurs de f(x,y) et de f(x). Soient J(z,y) une densité de probabilité sur R?,
posons Ji(z) = [*_J(z,y)dy.
Si h, — 0, quand n — oo , alors

1 < r — X,
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peuvent étre considérés respectivement, comme les estimateurs de f(x,y) et de f(x) et

oyt y)dy
'rn(x’h,n) = gn(x) (2.2)

b (52) S Y (52)
+

hn
—X;

Yo () S ()

8

ol

m(z) = /RyJ(x,y)dy,

peut étre considéré comme, un estimateur de r(x). Pour un choiz de

J(z,y) = Ju(2)L(y),

/yL(y)dy =0,

alors m(x) = 0 et " estimateur défini dans la relation (2.2) se réduit a

Z?:lyi‘]l (xgj(l)
2?21 Ji (z;?) |

Donc 17 estimateur a noyau de la régression est donné par :

Tn(lT, hn) =

(2.3)

S YiK(TE)  @a(wha) v (%XZ) '
SRy T aeh S 2 KR ) #0

T’n(ZE, hn) -
LYY S K (52) =o.

ol

(2, ) = — ZYK( - )

La construction de 1" estimateur a noyau de Nadaraya-Watson dépend de deux paramétres,
le paramétre de lissage h dont le choix est crucial pour obtenir de bonnes propriétés asympto-
tiques (citées ci-dessous) et le noyau K dont on ne peut pas négliger le role pour la réduction du
biats. D’une maniére analogue aux propriétés asymptotiques de I’ estimateur de Parzen Rosen-
blatt, nous étudions dans cette partie deux modes de convergence, la convergence en moyenne
quadratique et la convergence presque compléte.

En plus des conditions (K.1-K.4) sur le noyau K, nous avons besoin des hypothéses suivantes.

(K.6) [, uK(u)du =0,

(K.7) [ v’K(u)du < oo.
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2.3 Les propriétés de ’estimateur de la fonction de régres-
sion

2.3.1 La consistance

En vu de la décomposition suivante :

E(rn(z, hy) —r(2))* = Var(ro(z, hy)) + (Erp(z, hy) — r(2))?.

L’étude asymptotique du biais et de la variance de I’ estimateur de Nadaraya- Watson déter-
mine les conditions suffisantes a la consistance de cet estimateur.

1) Etude asymptotique de la variance

Proposition 2.3.1.

Sous les hypotheses de la proposition (1.4.2) et si EY? < oo, alors en chaque point de
continuité des fonctions r(x), f(z) et 0*(x) = Var(Y /X = z)

On a
Varlr,(z, h,)] = nzn {Uf((;)) /RK2(u)du} (o(1) +1).
ou f(x)>0.
Preuve

Soit la fonction (x) = [, y*f(z,y)dy, en se basant sur le lemme de Bochner on a

eiotzt = el () ()]
= b, {/R K*(u)i(x — hyu)du — h, (/R K(u)f(z — uhy)r(z — hnu)du)Q}
= V) [ Ko

Bl n) = B ha) Honlr, ) = B b)) = —1(0) [ K2 (a1 + 0(1)
et
var fr(z, hy) = nznf(x) /RKQ(u)du(l +o(1)).
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Posons

fn<x7 hn)
Gu(, hn)

_ —r(z) 1
Alr) = ( FT@2 @ )

La matrice de variance covariance de B, (x) est alors donnée par l’expression suivante

| { f@) )

B, (z) =

et

/RK2(u)du (14 0(1)).

En remarquant, que

varry(x, hy) = ADAL
1 - JY
= o (o= ) [ K o),

nhy,

ot At désigne la transposée de A, on obtient alors

varry(x, hy) = n}% {?2(%) /RK2(u)du} (o(1) +1).

2) Etude asymptotique du biais

L’étude asymptotique du biais repose sur la proposition suivante.

Proposition 2.3.2.

Sous les hypotheses de la proposition (2.5.1) et
a) Si|Y| < Ciy <oo P.S et sinh, — oo, quand n — oo, alors

_ E[®(z, )] 1
Er,(x, h,) = TACN) +0 (nhn) )

b) SiEY? < oo, nh? — oo, quand n — oo,alors :

Bra(z, hy) = @)l (L) |

E[fn(l‘, hn)] \/ﬁhn
Preuve :
En multipliant les deux expressions de l'identité suivante
1 — 1 . fn(xahn) _E(fn(x: hn)) [fn(xa hn) _Efn<x7hn)]2
falz b))  Efu(z, hy) [Efu(z, hy))? fo(@, b)) [Ef (2, hy)?
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par O, (x) et en passant a Uespérance nous obtenons

B (2, ) — % (B, b)) 2E(6n(z, ) (2.4)
— E[on (2, b)) (fu(2, hn) — Efu(z, hy))]
+ E{(fn(x7 hn)_l(Efn(xv hn))_QCbn(xa hn)[fn(xa hn) - Efn(:L‘, hn>]2}
Eoén(z, hy)

= m + [en (@) + 4 (@)(Efalz, ha)) 7
() = E[(@n(, hn) — E[@p (2, b)) (fu (2, hn) = Elfu(, ha)])],
Cg)(x) = E{(fu(, hn>_1q)n(xa ho) [ fo(@, b)) — Efu(, hn)P}‘
Comme var|f,(z, hy,)] ~ x) [ K2(t)dt (cf la prewve de la proposition (1.4.2) et

var|[®,(z, hy,)] ~ nh Jo V2 f(z,y)dy [ K2(t)dt (cf la proposition précédente), alors

k()] < (varqbn(x,hn))%(varfn(x,hn))% =0 (nzn) . (2.5)

Nous constatons aussi que l’hypothése a) implique 'inégalité suivante

0] < Cuvar(fu(o b)) ~ ) [ K0t =0 () (26)

n

En combinant les relations (2.4), (2.5), (2.6) nous obtenons le résultat a).
Pour montrer le cas b), il suffit de remarquer que la relation (2.5) est toujours valable mais la
relation (2.6) devient

Do
&
N

E{max [Y; |}E[fn(fv hn) = Efa(z, hn)]?,

1<isn

ZEW
~ VR(EY?)O (nl )

= o)
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Les relations, (2.5), (2.6) et (2.7) donnent le résultat b).

Maintenant nous sommes en mesure d’énoncer le résultat suivant.

Proposition 2.3.3.

Si les conditions (K.4), (K.6) et (K.7) sont vérifiées et si f(.) et r(.) sont de classe C*(R)
et si |Y| est borné.
Alors :

E(r,(z,h,)) —r(x) = %’21 {{r"(m) + 27”(m)‘§/((xx)) } /RUQK(u)du} (1+0(1)). (2.8)

Remarque 2.3.1.
1)- Les conditions (K.4), (K.6) et (K.7) peuvent étre remplacées par le noyau K est d’ordre 2
au sens de Gasser et Miiller.

2)-0(1) dans la relation (2.8) est égale a O(h) + O((nh)™1).

Preuve
Ona:

sy @ = [ ()] L () s [ (57) o)
~ {uer {Ee@ - B} [ e o - e+

Comme ¢(x) = r(x)f(x). L'équation précédente peut s’écrire :

2

Ery(z, hy) — 1(z) = {% {r"(x)+2r'(x>§'((j))} /R UQK(u)du} (1+o(1).  (2.9)

D’ou

lim Er,(z, h,) = r(z).

n—oo

2.3.2 Convergence presque compléte

En se basant sur la preuve donnée dans Ferraty et Vieu (2003), nous traitons dans ce pa-
ragraphe la convergence presque compléte de ’estimateur a noyau de la fonction de régression.

Nous gardons quelques conditions précédentes, auxquelles nous rajoutons les hypothéses sui-
vantes.
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e f,r sont des fonctions continues au voisinage de x, un point firé de R. (2.10)

La densité f et la variable Y sont telles que

f>0 (2.11)

et
Y] <M < o0, (2.12)

ou M est une constante réelle positive.

Théoréme 2.3.1.
Sous les hypotheses (1.8), (2.10), (2.11), (2.12),(K.4) et (K.5), on a :

lim r,(x, h,) = r(x). a.co
n—oo

Démonstration .

La Démonstration de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante :
1
(T, hy) —1(2) = W [(gbn(xa hn) — E¢n(z,hy)) + (Edn(x, hN) - qb(:L’))]
r(z)

+ (@) = Bfala b)) + (Bl hn) = ol )] 3=

ot ¢(x) = r(x)f(x). Le résultat énoncé découle des lemmes suivants :

Lemme 2.3.1.
Sous les hypotheses (2.10), (2.12), (K.4) et (K.5) on a :

lim E¢,(z, h,) = ¢(x).

n—o0

Preuve .
Nous avons :

Edn(z, hy) = E[n—hn;YK( . )
1 r— X
_ h_nE[YK< - )}

Le conditionnement par rapport a X = x nous donne :

36



ol

(2, hn) — hin/r(t)K <Ih_t) F(t)dt

r—t

En posant u = T, on obtient :

Eg(z) = /qb(x—uhn)K(u)du

Comme K est a support compact, la continuité uniforme de ¢ et la condition (K.4), nous
donnent :

lim E¢,(z, h,) = ¢(z).

n—oo

Lemme 2.3.2.
Sous les hypotheses (2.10), (2.12), (K.5) et (K.4) on a :

ILm (Epn(z, hy) — dn(x, hy)) =0 a.co

Preuve .
On a:

n

bulir,ha) ~ B, ) = 37,

e o (5) e (o (52))]

De plus, la condition (2.12) et (K.5) nous donnent :

C
Zi| < —.
7 <

ol

Occupons nous maintenant du moment d’ordre 2 de Z;,
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ol

En utilisant le conditionnement par rapport a la variable X, on obtient

EM? = h°E {CI)(X)KQ (w ;nx)}

= 1 o (T2 s

ol

®(r) = E[Y?/X = 2].

r—t

Le changement de variable z = 5=, nous permet d’écrire :
n

El? = hin/q)(x — zhy) f(x — 2h,)K?(2)dz .

la continuité de f sur le support compact K, les conditions (2.12) et (K.4) impliquent :

Les conditions du corollaire (1.1.2) étant satisfaites, nous déduisons :

1 logn
- Zz = Oa.co .

La convergence presque compléte de la densité établie dans le paragraphe précédent assure
les convergences suivantes

lim E[f,(z, h,)] = f(2),

n—o0

lim E[f.(z, h,)] — f(z) =0 a.co.

n—oo

Il ne nous reste qu’a prouver le lemme suivant pour finaliser la démonstration de ce théoréme.
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Lemme 2.3.3.

Sous les conditions (1.8), (2.10), (K.4) et (K.5) on a

36>0, D Plfa(z, hy) < 6] < o0 (2.13)
n=1

Le théoréeme (1.4.83), entraine la convergence presque compléte de f,(x, hy,) vers f(z), c’est
a dire

Ve, D Plfulw,hn) — f(z)] > €] < .

De plus on a

ool < 5 = Uant) = )] > H
D’ou
P |Intot) < B < P Ifuton) = 0] > 55
Comme f(x) >0, en posant § = € = @, on arrive au résultat.

Le résultat du théoreme est obtenu comme une conséquence directe des lemmes précédents.
Pour ’étude de la vitesse de convergence presque compléte ponctuelle, nous essayons de consi-
dérer le modele suivant, en gardant toutes les hypotheéses précédentes.

r et f sont k fois continiment dérivables autour de z. (2.14)
Théoréme 2.3.2.

Considérons le modéle (2.14) avec k > 0 et supposons que les hypotheses (1.8), (1.9), (2.12),
(2.11), (K.5) soient réalisées, alors on a

|rn<x,hn>—r<x>|=0<hﬁ>+o< log")

nh,

En utilisant la décomposition précédente, le résultat énoncé se base sur le lemme suivant :

Lemme 2.3.4.
Sous les hypotheses (1.9), (2.14) et (K.5)

Egn (2, hy) — ¢(x) = O(hy,). (2.15)
Preuve .

L’expression de E¢,(x, hy,) est analogue a la précédente. En effet, on a :

B (2, hn) = / (@ — 2hn)K(2)dz.
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Le modele (2.14), nous permet de développer ¢ au voisinage de x, ceci nous permet d’écrire :

k—1 j . i _1\k > k
DGR i) CIC r)

Oz — hnz) = §lx) + ) (2) + —

J=1

ou 0, est entre x et x — zh,,.

La condition (1.9) sur K, implique :

MK (2)%(0.)dz
E¢y (2, h,) = ¢(z) + (—1)1%’“] I :

La convergence uniforme de ¢*(6.,) vers ¢*(z) ( assurée par le modele (2.14)) et la condition
(K.5), nous donnent

E¢n(z, hn) — ¢(x) = O(hy).

Les lemmes (1.4.5), (2.3.2), (2.3.3) et (2.3.4) nous assurent que :

Efu(z, hn) — fulz,hy) = O (\ / 12%:?) , a.co
[logn
Egn(z, hy) = gn(z, hy) = O < i ) , a.co

36>0 Y Plfalz hy) < 6] < o0
n=1

et

En combinant tous les résultats cités précédemment, on arrive au résultat cherché.
Nous essayons maintenant d’établir une vitesse convergence presque compléte uniforme. Il suffit
d’une part de considérer un compact S de R tel que la condition (2.14) soit remplacée par le
modeéle suivant

r et f sont k continiment dérivables sur S. (2.16)

et de supposer d’autre part ’existence de 8 > 0, tel que

inf f(z) > 0. (2.17)

€S

Nous gardons toutes les conditions citées précédemment, auzxquelles nous rajoutons la condi-
tion Lipschitzienne(1.19) sur le noyau K et la condition (1.20) sur le parametre de lissage h.
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Théoréme 2.3.3.
Soient les modeles (2.16), (2.17) avec k>0 et les conditions (K.5), (2.12), (1.8), (1.9), (1.19)

et (1.20), on a
/1
sup |, (x, hy) — r(x)| = O(hfl) +0 ( ogn> , a.co
x€S nhn
Preuve .

Une décomposition similaire au cas ponctuel, nous permet d’écrire

SUPgeg |¢n('x7 h‘n) — ¢(l’)‘ SUPges ‘7”(.1’)‘

-+ sup |f(l') - fn($7 hn)| :

sup |rp(z, hy) —r(z)] <

€S infxeS ‘fn(xa hn)’ z€S lnfxes ‘fn(ma hn)’
SUPes [9n (T, ha) — E(dn(®, hn))| | supses [E(dn(z, hn)) — ¢(2)]
= infxes ‘fn(ZE, hn)| inmeS |fn('757 hn>|

4 {p £(2) = E(fular. )|+ sup [E(f (2, 1) = o hn>|} TNT ’(ﬂ' ;

Les approzimations en O(hE) traitées précédemment peuvent se généraliser via (K.5) et (2.14)
comme suit

sup [Egy (z, hn) — g(z)| = O(h))

z€S
et
sup [Efu(z, hn) — f(2)] = O(hy).

TES

Comme r est borné, la preuve de ce théoréme s’ achevera a partir des lemmes suivants :

Lemme 2.3.5. Sous les hypotheses (1.8), (2.16), (1.19) et (1.20) on a

/1
sup|E¢n($a hn) - an(% hn)| =0 ( Ogn> , a.co
z€S nhn
Preuve .

S est un compact de R, il existe un recouvrement fini de S tel que :

S C Ui Sy
ol
Sk =ltk — ln,te + 1] et 1, =n""
Posons
t, = arg min |37 - t|
te{t17t2-~'7t2n}
avec
ln = n72£7 ln = ngl'
On a

sup ‘E(ﬁn(%, hn) - (bn(xa hn)| < Al + A2 -+ Ag;

yEeS
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ol
Al = sup ‘¢n(x7 hn) - (bn(t:va hn)’ ’

yeS
AQ = sup |¢n(twa hn) - E¢n(tm7 hn)| )
yES
Az = sup |E(¢n(te, hn)) — Edn(w, hy)l.
IS
Concernant le terme Ay, comme le noyau K est lipschitzien et la variable Y est bornée, on
a
1 t, — X; r — X;
nt:cyhn — ®n 7h'n = —F Yz K : - -K .
() e )l = i3S | [ (B ) (T )|
g -
hn — h2
Cl,
La condition (1.20) implique :
logn
A1 =0 ( nin ) .
Une maniére de démonstration analogue a la précédente, nous permet d’écrire
logn
Ag =0 ( nin ) .
Pour ce qui concerne le terme Ay, on a : Ve > 0
P |sup |¢n(te, hn) — Edp(te, hy)| > €:| = P { max |on(t;, hy) — En(t;, hn)| > €
yES {j=1,....,z2n}
< zP Hgbn(tj? hn) - E¢n(tj’ hn)| > 6]
1 n
< z,P i — BEU;
2 [nhnzleU U > ¢
ot

X; —t;
=YK (DY)
Y < o )

11 suffit de trouver des majorants pour U; et EU?, pour pouvoir appliquer le corollaire (1.1.2).
D’aprés la démonstration du lemme (1.4.5), on a .

C C
| <= EU? < —
|U;] W et Us; 0

Maintenant nous sommes en mesure d’appliquer le corollaire (1.1.2) :
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Ve >0, p {sup |On(tey hn) — Edpn(ts, hy)| > €:| < n® exp (—Cné?h).

YyEeS
Comme
|
lim ()28 _
n—oo ’[’Lhn
en posant
log(n)
€ = € nhn y

on obtient alors, pour un choix adéquat de €

1
Ve >0, ZP Sup | (te, hn) — Edp(ts, ha)| > € og(n) .

r€S nhn

Pour achever la preuve du théoréeme, énoncons le dernier lemme suivant.

Lemme 2.3.6.
Sous les conditions (K.5), (1.8), (1.9), (2.16), (2.17) on a :

36 >0, E P[ing | fn(, hyy)| < 0] < o0. (2.18)
fas
n=1

Preuve .
D’apres le théoréeme (1.4.5) on a

€S

Ve >0, iP[sup]fn(:v,hn) —f(z)] > €] < .
n=1

Si

N D

] <
gelg | fn(, hn)| <

Y

alors

6
sup |fn(x7 h’n) - f($)| > 5
x€S 2
ou 0 vérifie (2.17).
Pour e =4, la convergence uniforme compléte f,(z, hy,) vers f(z) nous donne

- 0
P |inf < .
; {gels!fn(%hnﬂ 5| <+
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Chapitre 3

Le choix du parameétre de lissage .

Les wvitesses de convergence données dans les chapitres précédents dépendent de deuz para-
metres : la fonction de noyau K dont l’efficacité est peu influente et le parameétre de lissage
h,, dont le choix est crucial aussi bien pour 'approche ponctuelle que pour la globale que nous
ETPOSONS Cl APTES.

Il est utile de rappeler les hypotheses, précédemment introduites, et qui sont nécessaires pour la
suite de notre travail.

o f(.) etr(.) sont de classes C*(R),
e lim, . h, =0, quand n — o0,
o |Y| est bornée.

o K satisfait les propriétés suivantes : (K.1)- (K.4) et (K.6)-(K.7).

3.1 Choix du parameétre de lissage

3.1.1 Etude du critére d’erreur quadratique moyenne de r,(z, h,)

L’erreur quadratique moyenne MSE (mean square error) est une mesure permettant d’éva-
luer la similarité de r,, par rapport a la fonction de régression inconnue r, au point x donné de R.

Notre but est de minimiser

MSE(ry (2, b)) = E(rp(z, hn) — (2))?.

Le développement de cette expression faite précédemment, nous donne

MSE(r,(, hy)) = varr,(z, hy) + (biais(rn(z, hy))?.
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Nous constatons d’une part que les expressions du biais de rn(x, hy) et de la variance de
ro(x, hy) (voir les propositions (2.3.3), (2.3.1)) permettent de conclure qu’une grande valeur de
hyn donne une augmentation du biais et une diminution de la variance (estimation fortement
biaisée) et qu’un faible paramétre h,,, donne une diminution du biais et une augmentation de
la variance (phénomene de sous lissage).

D’autre part, sous les hypothéses de ces mémes propositions, nous obtenons

MSE(r,(x, hy,)) = h% { [r”(:ﬂ) + 27 () ]}/((:f))} [u?K (u)] + 0(1)}2 nzn {%[Kﬂ} (1+0(1)),

ot [uPK?(u)] = [¢PKI(t)dt. Pour trouver donc un compromis entre le biais et la variance nous
MINIMISONS par rapport a h, l'expression de ’erreur quadratique moyenne asymptotique AMSE
(asymptotique mean squared error) donnée par

o ()

hn { f'(=) }2
AMSE|r,(z, hy)] = =2 37" (x) + 21/ (x wW?K|? + X K2(u)).
o] = 22 {570 + 2@ L i+ o T )
Comme AMSE est une fonction conveze. La fénetre hggE () = arg ming [AMSE(ry,(, b ))]

est solution de l’équation suivante

0
Ohy,

% {r"(x) + 2r'(x)%} [u?K]? + n—in X (}((Z)) (K2(u))] =0.

L0712
lorsque |:T”(ZL‘) + 2 (z)4 (z)] [u?K] # 0,

d’ou

atl=

T K2 (@)

{[re+2r@ig] e}

MSE =L
hopt (rn(z,hn)) — =ns

On s’intéresse maintenant a 'approche globale pour la sélection du paramétre h,,, pour cela
on introduit le critére d’erreur quadratique intégrée moyenne ou MISE (mean integrated squared
error) de rp(z, hy).

MISE[r,(z,h,)] = E [/R(Tn(:v, hy) — r(z))?dz|
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En appliquant le théoréme de Fubini, on a

MISE[r,(z, h,)] = UR E(r,(x, hy) — r(m))de] ,

Sous les mémes hypothéses que les propositions (2.5.3) et (2.8.1), on a

AMISEr, (2, hy) = % / {r"(m) +2r/(x)§l((xx))} dz[u?K] + ml% / (}(ZE);dx[KQ(u)].

hMISE (o)) TAREMISGNE UAMISE du critére global est :

La fénetre opt(r

Ut

hMISE

-1
opt(rn(x,hn)) — =ns

Un travail similaire se fait pour le choiz optimum du paramétre de lissage dans le cas de I’
estimateur de Parzen- Rosemblatt, nous obtenons :

we oo f J@K] \*
h0pt (fn(z,hn)) — {(f//(x» [tQK]Z} ’ (3.1)

5 S [K?] ;
hlovigt En(:c ha)) — T { [tQK]Q fR(f”($))2dx} :

(3.2)
quand f"(x) # 0.

En insérant hM
—4/5

Opt () dans MSE|f,.(x, h,)] on peut montrer que le tauz de convergence

est d’ordre n=*/°, il est plus faible que celui de Uhistogramme dont Uordre est égale a n=2/3.
Nous notons que l’expression de h, optimal, minimisant asymptotiquement les quatre cri-
teres d’erreurs & la forme Cn='% ou la constante C est en fonction de la distribution et de
termes aléatoires inconnues . Pour parer a cette difficulté, il existe deux famille de méthodes
célebres.
La famille des méthodes de validation croisées (cross validation) et la famille des méthodes Plug
. Nous nous limitons a une méthode de Plug in pour la densité et une méthode de la validation
croisée pour la régression.
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3.2 Quelques méthodes d’optimisation de h,

3.2.1 La méthode Plug in (ré-injection)

L’idée de cette méthode consiste & estimer la partie inconnue dans l’équation (3.2) c’est a
dire la deuzieme dérivée de f, par un estimateur consistant ( ceci revient & estimer la seconde

dérivée de f(x) avant f(z) ).

Cette estimation nécessite un choixz d’ un nouveau noyau (il peut étre égale o K) et d’un
nouveau parameétre de lissage. Ce dernier est choisi d’une fagon optimale par rapport a AMISE
et 4 ce mouveau Moyau.

La nouvelle équation de hyy alors identique a I’ équation (3.2), mais dont le dénominateur
apparait la quatrieme dérivée de f(x) .

Il est clair que ce processus ne s’ arréte pas, pour remédier a ce probleme, Sheather, Jones
et Marron (1996) ont proposé un nombre d’estimations successives égale & deuz, leurs méthodes
sont alors décrites jusqu’a la siziéme dérivée.

Rule of thumb (La méthode du pouce)

Cette méthode consiste a remplacer f dans hgﬁf&(%hn)) par une densité normale d’écart type

o? inconnue & estimer.
Dans ce cas, la fenétre donnée par la méthode du pouce, s’écrit

{Sﬁ (K] }; n1/5,

hgr =

3[12K2)2

ol

A

S est lestimateur de ’écart type et 1Q est l'estimateur de ’écart interquartile.

Notons que pour un noyau Gaussien (respectivement Epanechnikov et cubique), les calculs
nous donnent.

Y

1
5
hRT - 3[t2K2]2} n_1/56‘\ = 1, 06 8n_1/5 (Tespect 2’ 34 /O_\n—l/5 et 27 78 3n_1/5)_

3.2.2 La méthode de validation croisée pour la régression

La méthode de la validation croisée, concernant [’estimation non paramétrique de la régres-
sion, a été étudiée par Hall (1984), Hardle et Marron (1985), Hardle et Kelly (1987). L’idée
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de la validation croisée consiste & minimiser par rapport a hy, la distance dy(ry,r) définie par

0y (. 7) = / (i 1) — r(2))? (@) f (1),

ot w(.) est une fonction de poids arbitraire (voir Hardle et Kelly (1987) ).
On a

di(rp,r) = /an(:p,hn)2w(:v)f(x)d:p - Z/IRTn(x, hn)r(x)w(:v)f(:v)d:p+/r(x)2w(x)f(x)dx.

R

Comme le dernier terme ne dépend pas de hy,, la minimisation d(r,,r) revient a optimiser :

/an(x, hn)2w(:v)f(:v)dx—2/rn(x, hp)r(x)w(z) f(x)d. (3.3)

R

Nous constatons que la fonction de régression r(.) et la densité f(.) sont inconnues de plus

/an(:v, hp)r(z)w(x) f(x)dx = E(rp(z, hy,) Yw(X)),

d’ou un estimateur du deuziéme terme de l’équation (3.3) est :

1 n
n
i=1

avec !

n

YK ()

S ()
T’I(XJ = 7 ’ h .

D’une maniére similaire le premier terme de l’équation (3.3) est estimé par :

%Z {r(X)w(Xi)} .

Maintenant, nous sommes en mesure de minimiser la quantité suivante
LS 2w - 23 m(X) V(X))
n s i 7 7 n a 7 7 % 1)

sans contraintes.
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En plus nous remarquons que :

LS R XX — 2 DX Yiw(X) = %Z{ri(xi)—yi}%(xi)

1=1 =1
— linw(X-)
n i=1 Z .

Comme le dernier terme ne dépend pas de h,, le critére a optimiser est

3 Y X)X,
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Chapitre 4

Les bandes de confiance

4.1 Introduction

L’ approximation presque sire du processus empirique uniforme par une suite de ponts brow-
niens introduites par Komlos, Major et Tusnady ([K.M.T]) (1975) est une source importante
pour démontrer une loi du logarithme itéré pour I’ estimateur a noyau de Parzen Rosenblatt
de la densité (voir Stute (1982). Ces résultats sont raffinés par Deheuvels et Mason (1992).
En s’appuyant sur la théorie des processus empiriques uniformes, Deheuvels et Mason (2004)
ont établi les lois uniformes du logarithme des estimateurs de Nadaraya - Watson et de Parzen-
Rosenblatt.

Cette étude leur a permis de construire des bandes de confiance asymptotiques uniformes basées
sur la consistance uniforme des estimateurs sur des intervalles fermés de R.

Soient (X1,Y1), (Xs, Y3)...( Xy, Y,) des couples aléatoires a valeurs dans R? et de méme loi que
(X ,Y) de densité jointe sur R?, f(x,y) et f(z) la densité marginale de X par rapport a la
mesure de Lebesque sur R . Nous adoptons les hypothéses et les notations suivantes :

ol =Jab] et J=[d, V] dénotent deux intervalles firés de R tels que

—x<d<a<b<l <400

e On note [I/=b-a la mesure de Lebesgue de I.

En plus de la (K.4) le noyau K est tel que :

e (K.8) K est a variation bornée et continue a droite sur R,

e (K.9) K est a support compact sur[—a /2, /2] , pour un certain 0 < o < o0.
Nous supposons certaines conditions sur la distribution du couple (X , Y) a savoir :
o(F.1) f(x,y) est continue sur JXR ;

o(F.2) f(x) est continue et strictement positive sur J;
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o(F.3) Ylixey est bornée;

Si (F.38) n’est pas vérifiée, nous supposons la condition suivante :
o(F.4) Hra) = sup,es EM((Y)])/X = 2) < 00 ;
ot 1 est une fonction réelle mesurable et bornée sur chaque compact de R et M(z) = xP
pour un certain p > 2.
Dans ce paragraphe on s’intéresse au traitement plus général de la fonction de régression condi-
tionnelle ¢’ est a dire

ry(x) = E(@(Y)/X = x).

Ceci permet de déduire ’étude des fonctionnelles de la densité conditionnelle de Y sachant
X=u.

(par exemple la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = x définie par,

E(Y/X = 2) = E[ljsccy<y /X = z].

Nous remarquons que les conditions (F.1)-(F.3) impliquent que la fonction régression de
() sachant X = x et la variance de 1p(x) sachant X = x sont bien définies et elles sont égales
a

ro(@) = B(Y)/X =2)
_ 1) / B(y) F(z, v)dy
)

fx(x
_ my(z
f(z)
() = / () (@, v)dy
et

o, = Var(¥(Y)/X = z)
1

- 5 / ((y) — () (2, y)dy.

Pour la réalisation de leurs travaux de 2004, Deheuvels et Mason ont choisi une fenétre aléa-

toire H,,(x) et une fonction aléatoire ©,(x), telles que :

(B.1) P (c1h, < infyerHy(2) < sup,e Hiy(2) < e2hy) — 1, quand n — oo ;

5 C)

(B.2) Ve >0, P (supmel -

26) — 0 quand n — oo;
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(©.1) Ve >0, P ( sup,e; %"(%) —1|> e) — 0, quand n — oo;

ou Hy,(z) = h,Cp(x), ©(x) et C(x) sont des fonctions spécifiées positives et continues sur I, ¢,
et co sont des constantes strictement positives et h, est un parametre réel positif vérifiant les
conditions suivantes :

(H.1) h,, -0, quandn — oco;

(H.2) Mo s 00, quand n — 0o;

logn

(H.3) nhy, {Ml%&)z} — 00, quand n — co,gu M™(n) = n'/?

Posons

2t w(Yl)I;_(X?” ), 1 fn(xv hn) 7& 0;

Tyin(T; hn) = k)
%Z?:l w(Yl)7 s1 fn<x> hn) = 0.
Sy (Y i) —n (k)P K (St .
9 Zﬂ_TK(”—Xi) ( = )7 5t fn(xahn) # 0,
Odlm(x? n) = - "

IS @) = 230 (Y)Y si fal, hy) =0,

E@MWK(5%) . .
E ' W%xi), S1 Efn(l', hn) 7é 0,
r#};n(xv hn) =

E@(Y)), st Efy(w; hy) = 0.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant.

Théoréme 4.1.1. (Deheuvels et Mason)
Sous les conditions (F.1-3), (K.8-9), (H.1-3), (K.4), (B.1) et (©1), on a pour n — oo

sup + { nH,(z) @) }; O, (z) {W;n<x§ H,(x)) — Er\ym(x; Hn(x))} LN (4.1)

zel 2logy k (|1|/Hy
o { SO ]

Si de plus, la condition(B.2) est vérifiée alors,

N

{210g91?71|/hn>} Up£0,(2) { (7 Ha(2)) = Brym(wi Hu(a) | - (42)
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L [O@E@Y [ T
oo | o]
ot logg . (|1|/hn) = log(0 V u[K?]) avec 0 =7 ( wvoir la remarque 4.1.3).

Donnons maintenant les résultats concernant [’estimateur, a noyau , de la densité.

Théoréme 4.1.2. (Deheuvels et Mason(2004))

Sous les conditions (F.1-2), (K.8-9), (H.1-3), (B.1) et (©1), on a

nH,(x) 2 . . P
i%?i{mogg,m /Hn@)} On(2) {fulw; Ho(2)) — Efa(a: Ho(2)} = (43)

{Sup (02(z)f(z)} /R KQ(t)dt] : .

z€el

Si de plus la condition (B.2)est vérifiée, il vient

{moge :aﬂ/hn) } P 00 (@) {fulw5 Ha(2)) = B Ha(w))} = (4.4)

oo {ZOBO) [ ca]”
Remarque 4.1.1.

L’étude des déviations {mm(ac;Hn(x)) - Erwm(a:;Hn(x))} et {fn(x;H,(2)) — Efp(z; Hy(x))}
permettent de déterminer respectivement les bandes de confiance de r(z) et de f(x). Notons

que pour un choix convenable de la fonction aléatoire
L, (z) = L, (Xy, Xg..., X5 @) 5 les relations du théoreme (4.1.2) peuvent s’écrire sous la forme :

sup + {Lnl(x) } {rn(:v; H,(x)) — Ern(x; Hn(x))} LN 1, (4.5)

z€el

et si de plus H,(x) est choisi de telle facon que le biais de r,(x; H,(z)) soit négligeable c’est a
dire :

sup + {Lnl(x) } {Ern(x; H,(z) — r(x)} 0. (4.6)

z€l

alors, ces deux relations combinées donnent

Ve >0

lim P (r(x) € [rn(a:;ﬁn(x)) — (14 )La(x), 1o (e Hoz)) + (1 —i—e)Ln(x)D —1Vrel (4.7)

n—oo
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et

lim P (T(a:) € [rn(x; H,(2)) — (1 — )Ly (2), rol(a; Ho(2)) + (1 — E)Ln(x)D =0,Vz el (4.8)

n—0o0

Comme les relations (4.7), (4.8) sont vérifiées pour tout € > 0, on a alors pour tout x € 1

~ ~

[rn(2; Hp (7)) — L), 70 (2 H () — L ()],

constituent des bandes de confiance optimales simultanées asymptotiques pour r(z). D’une ma-
niére analogue nous obtenons des bandes de confiance pour f(z)

Remarque 4.1.2.

Un résultat important de Hardle (1990), montre que si f(x) et r(z) sont deuz fois conti-

ndment dérivables sur R, f(x)>0 et si la condition (F.3) est vérifiée, alors pour h, = n~,

a € [1/5,1], on a la normalité asymptotique de I’ estimateur de Nadaraya- Watson c’est a dire :

Vah[ra(; ha(z)) — r(2)] = (D(x), v*(2)),

avec !

D(z) = {r"(x) + 2 (x) é((:f)) WK]}

et

2

oz

1}2(1,) — ( )
f(x)

Comme le terme du biais de r,(x,h,) est négligeable par rapport au terme de la variance,

[intervalle de confiance au seuil de o de la fonction régression, est donné par

ol z1_qy2 est le (1 —a/2) quantile de la loi normale centré réduite. Notons que cette méthode
donne un intervalle de confiance a (1 —«/2)% des valeurs de r(x) et non pas toutes les valeurs

de r(x), par ezemple pour un point xo € R fizé, on a
0 (20)[K?] 02 (o) [K? ) o5t

’ (%@ € [“W ) 0N, Fag) ) N Gy

quandn — oo, ot 1.96 est la valeur du quantile d’ordre 2.5% de la loi normale centrée réduite.
En conséquence des remarques (4.1.1), (4.1.2) les intervalles d’estimation de r(x) donnés par
les bandes de confiance, sont plus étroites que ceux donnés par les intervalles de confiance.

[K7].
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Remarque 4.1.3.

Supposons que f(x) est la densité d’une loi normale centrée réduite et soit K le noyau d’
Epanechnikov, alors la fenétre optimale donnée par la méthode du pouce ( traitée dans le chapitre
précédent) est égale & hgp = 2.34n"/°, si 1 = [~2,2] ona

i

0="1,
hwr

12
{/ K2(t)dt} > 7= hpr < —= = n > 2697,
. 35
pour

I 4
0 =15, 1 /KQ(t)dt > 15 = hgr < — = n > 121839.
hRT R 25

Une telle taille d’échantillon est rarement rencontrée, nous optons donc pour le choix de 0 = 7.

N.Nemouchi et Z. Mohdeb ont appliqué les résultats de Deheuvels et Mason (2004) a loi
normale de moyenne et d’écart type inconnus. Pour un choix approprié de I’ estimation, de
la fenétre, ils ont obtenu des bandes de confiance, basées sur les estimateurs a noyau de type
Nadaraya Watson pour la fonction de régression et de type Parzen-Rosenblatt pour la densité de
probabilité . Soient (X1,Y1),(Xs,Ys),... n variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de méme loi que le couple gaussien (X , Y). Nous résumons, ci apres leurs résultats.
X et Y suiwvent la loi normale de moyennes respectives pix, py, d’ écarts type respectifs ox > 0,
oy > 0 et de coefficient de corrélation p inconnus. Nous utilisons les mémes notations et les
mémes hypothéses que dans Deheuvels et Mason (2004) .

Dans ce modele, pour tout x € 1 la fonction de régression et la variance conditionnelle de Y
sachant X = x sont bien définies et données par :

r(z) =E(Y/X =) = /R y—ij;i(é’)wdx = pxy + pz—i(ﬂ: — 1),

et

v (z) = var(Y/X = x) = (1 - p?)oy.
Dans ces expressions, f(x) désigne la densité marginale de la variable X et f(x,y) désigne la
densité jointe de (X,Y).
Sous les hypotheses :
lim nh, =00 et lim nh, =0

n—oo n—oo
le facteur de centrage
[EYK(Z5)] -
A S s K (52) £0,
Er,(x; hy,) =
E(Y), si EK (ﬂf;f) —0



vérifie :

lim {E[rn(x; H,(x)) — Ern(x; hn)]} =0.

n—oo

Nous avons vu dans les chapitres précédents que l’obtention de propriétés asymptotiques des es-
timateurs a noyau requiert d’imposer des conditions au parametre de lissage. Ceci nous amene
au probléme du choix optimum de H,, ;(x) i=1,2, pour l’erreur quadratique moyenne de f,(x, hy,)
et de r,(x,hy). Plus précisément , nous cherchons a construire des estimateurs des ces para-
metres optimums en fonction des estimateurs empiriques jix, [y, 0x, 0y, p tels que

ﬁnl(-T) P
. — 1
Hni

)

n — oo pour i =1,2.
Nous déduisons alors des bandes de confiance asymptotiques pour f(x) respectivement pour r(x)
en fonction de f,(x;H, 1(x)) (respectivement de r,(x; Hy, 2(z))).

4.2 Reésultats :

4.2.1 Evaluation de I’erreur quadratique moyenne de f,(z,h,)

D’apres le chapitre 3 la valeur h,, qui minimise l’erreur quadratique moyenne de f,(x, hy)
est :

Ut =

_ 2 @K e
hale) = {<f"<x>>2[t2KP}

[ Ve et (s2)’

X
= N 50X

K2 {—1 + (x;)fX)T

(4.9)

Puisque dans I’ expression précédente ux et ox sont inconnus, nous les remplagons par leurs
estimateurs empiriques donnés par
n
N 1
HxX = — E X,
n -
=1

et
1 n
ox = — g Xi — px)”,
X n ZA:1( X)

Ce qui conduit a estimer H,, 1(x) par :

o6



i

-1 - (4.10)

Posons

=

(4.11)

Remarquons que ©,,1(z), ?Lnl(a:) = I;’;l

Deheuvels et Mason (2004) c’est a dire :

et hy(x) = H”U—;(“T) vérifient les conditions suivantes de

(B.1) Ve > 0, pour n — o0

P (in? hpi(z)) — en Y% < infﬁml(x)) < supﬁnjl(x) < sup hy 1 (7) + En_1/5) Py
HAS

zel z€l z€l

(B.2) Ye > 0, pour n — 00

P (sup fin1 () — fin1(2) > e) —0
z€l hn n
(©.1) Ve > 0, pour n — oo
@n 1(27)

ol

o /(27T>3\/mexp% (x;;:x>2

[K2] s (%)2

4.2.2 Evaluation de I’ erreur quadratique intégrée.

@1(1‘) =
[1°K]

L’erreur quadratique moyenne intégré de f,(x, hy,) atteint son minimum au point :

g = { 2K ffg']’(x))?dxF |
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Posons

Tins = n3 Ox {%}é (4.12)

Ona(z) = { [;Z;X exp%1 (x ;Xﬁxy} . (4.13)

Nous remarquons que ?Ln’g vérifie la condition de Deheuvels et Mason (2004) ¢’ est a dire :
Ve > 0,

P <hn72 — € n_1/5 < /}zmg < hmg +e€ n_1/5> — 1,

quand n — oo. De plus, nous avons pour tout € > 0,

@n 2(1')
P : —-1> — 0,
(i}é? 6:() )
quand n — 00, avec
1
Os(z) =

V@)K

4.2.3 Evaluation de I’ erreur quadratique moyenne

En utilisant toujours la méthode Plug in, le parametre optimal

v2(2) 172
Holr) = o i ]
n, , 2
(@) + 20 (@) F] K|
(- Aokvamesp B Y
N : [(PK]*4p*(z — px)?

de lerreur quadratique moyenne de r,(x, h,) est estimée par :

(4.14)

Hn =ns —
alw) = ox PRI = ix)?

~ 1
-~ N {(1 —52)@2\/2%@%(%)2[1{2]}5

avec

13 (X — ax)(Yi — fiv)
n

P = <=
(%°{%"
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ol

n

1 — 1
o~ —— YZ t /\2 —— YZ . o~ 2
Hy n ;_1 el oy n E ( Iiy)

=1
Posons

6”173 (IL‘)

ox
)

(4.15)
475250 [12K]

{(1 — 7)o - )| exp —(5E)° }é |

~

De maniére analogue , nous montrons que Hy, 5(z), H, 3(x), ©,3(x), O3(z) vérifient les condi-
tions ((B.1), (B.2), (0©1) de Deheuvels et Mason (2004), avec

1— 022l — 1)1 exp — (2222 ) 5
04(2) {( p7) "ol SM)l p—(55) } (4.16)
drodoy[t?K]

Théoréme 4.2.1.

Soient H,, 1(z) et ©,1(x) donnés par les formules (4.10) et (4.11), alors nous avons

3
n4/53X R p
sup £0,,1(z) { Fula; Ho(z)) — f(x)} P (4.17)
2]_0 ,\L z€el
gG,K (an—1/5>

quand n — +00.

Remarque 4.2.1. Du théoréeme (4.2.1), nous déduisons que pour tout 0 < € < 1, et pour tout
x €1, nous avons :

lim P
n—oo

(£@) € [falai Bun(@)) = (14 9B (@), fulas B (@) + (14 9B (@)] ) = 1.

et

lim P
n—oo

(£@) € [l Hua(@)) = (1 = 9B (@), ol Bt (@) + (1= A (@)] ) =0

ol

1 2logy « ([1|/n 5 6x) \ °
Aml(x) = @ 1(1‘) ( 0,K ful

nsox

Il s’ensuit alors des bandes de confiance asymptotiques suivantes pour la fonction de densité
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ol Hoa (o) = D1 (@), fulws Ho (2)) + Ay ()]

Théoréme 4.2.2.

Les estimateurs /ﬁmg et ©,2(x), donnés respectivement par les formules (4.12) et (4.13)
sont tels que :

N[

nhmg P

+0,, (3 ) — 1 4.18
e, e oo} 2 s

Théoréme 4.2.3. Soient ﬁmg et ©, 3 les estimateurs donnés respectivement par les formules

(4.14) et (4.15), alors

7’L4/56'\X 2 ~ P
+ -H — 1 . 4.1
{210g9,K(|I|/n_1/53x)} i‘éll) O, 3(2) {Tn(l', n3(2)) r(:c)} — (4.19)

lorsque n — o0

Remarque 4.2.2.
Notons que pour tout 0 < € < 1 quand n — oo, d’aprés le théoreme( 4.2.3), nous avons
Vz el

lim P (r(m) € |:Tn($; H,5(2)) = (1+ €)A,3(x), o (a; Hys(z)) + (1 + G)An,:s(x)D =1,

e (4.20)
et
i P (1(0) € [raoiThuate) = (1= ) Bnale)(oiaalie) + (1= IBale)]) =0
(4.21)

2] a5\ 2
Ay () = 1 ( ogy k ([T|/n 0X)>

@7’%3 (l‘)

4.~
nsox

Les relations (4.20) et (4.21) sont vérifiées pour tout € > 0, nous pouvons alors dire que les
intervalles :

[rn (5 I/:In,?»(x)) — A 3(2), 705 I/:In,?o(x)) + A ()] ;

Constituent des bandes de confiance optimales simultanées asymptotiques pour r(x) (Vr € 1).
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La démonstration est similaire pour les trois théorémes, par conséquent, nous nous limitons a
donner la prewve du dernier d’entre eux. En prenant h, = n=/°, les conditions (B.1), (B.2) et
O, sont satisfaites, le théoreme 4.1.1 implique alors

(ST

(St} 0us) {Brlesuste) ~rushs(@)} £ (42)

p { B} [rea]

quand n — 400, ol

(4.23)

(1—P2)0>2<\/%6Xp%(%)2[k2] 1/5

En remplagant O3(x) et C(z) Par leurs expressions , nous obtenons :

nh,ﬁx % —~ - P
j:@n E n ;hn —I'n ;hn 1 R
{moga,K(\Ir/hnaX)} ot 3(2) {Bra(es (@) = ra(eshua(@) |

quand n — —+00.
Awvec ce choix du parametre h,, il vient (voir Nadaraya(1989)) ,

nhn % P

sup £0,, 3(x) {Er,(z; hy) — ()} — 0
{QIOgG,K(m/hn)} 12 *Onaa) (Brnlz3 ) = (2]}

D’aprés le corollaire (2.3) de Dehewels et Mason (2004) et les travaux de Einmahl et Mason

(2005), il s’ensuit

1
nh,o 2 = . .
{mog@,K(m/hn)} D +0y5(2) { B (235 (2)) = 153 Fhns) |

et

{ nhnEX

2108, (1] /hnax)} sup £0,,3(z) {Em(x; Oxhns(r)) — r(:c))} N

z€el

Les deux relations précédentes donnent :
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{ n'/*5x )}2 sup £0,, 5(x) {Ern(x; ﬁng(x)) — r(a:)} L

2 10%0,K(|I|/”_1/55X zel

quand n — 00, 0l ﬁng(x) = Ef\x/fzn,g(a:).

Nous complétons ce paragraphe, en exposant le travail de K. Kebabi, F. Messaci et N. Nemouchi
(2010) sur des exemples de calcul de bandes de confiance pour la régression, pour les modéles
donnés ci dessous.

Soit (X1,Y1,€1), (X9, Yo, €),...,(Xy, Yo, €,) n vecteurs aléatoires tels que (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (X, Yy)
sont indépendants de méme loi que (X, Y)et €1,¢€a,. .., €, sont de méme loi que €.

Nous supposons que X suit la loi normale de moyenne ux et de variance o% inconnus. La va-
riable Y est liée a la variable aléatoire X par une des relations suivantes.

a) Y =X%+e,

b)Y =sin () +€ et

c)Y =exp(X—0.2)+e¢;

ot € est indépendante de X et suit une loi normale non dégénérée de moyenne . et de
variance o2 inconnues.
En utilisant les mémes techniques que le théoréme (4.2.1), nous pouvons déduire que pour

0<e<1, et pour tout z € 1,

lim P (T(m) € [rn(x,ﬁn(x)) — (14 A (2), ra(z; Ho(2)) + (1 + E)An(x)D =1,

n—oo

et

ol

—

A, (z) = 1 (210g0,1<(|1\/n513><)>2,

1
nsox

Ut

N2
27102 [K?] exp {_71 (I%’:X) ]

(4.24)

et

1/5

N2
exp —2 (’”;}‘:X>

On(z) = [K2|2[t?K]o%022(x — fix)

(4.25)
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Dans le cas b), il vient

o Gov/2mexp (3(55)? ) (K “’
" X (9 sin (3 )UX + 3(z — pux) cos (%x) [tQK])2 ’

et

exp — (%5

On(z) = ( 5525 3 ) -~ 3 > '
[K2|[t2K]oy "ot (ox 2 sin (3 ) + 3(x — fix) cos (3z))

Dans le cas c), on a

527/ exp (H(5525)? ) (K2 ]

Hu(2) = n7ox [[exp (27 — 0.4)(ox — 2 (= — fix) [K#?]]

et

S

X

exp—(’”—Iﬁ—X)2 ]

On(r) =

K2|[K2]6%/26% [exp (x — 0.2)(Gx — 2 (z — fix)]
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Chapitre 5
Simulation

En choisissant h, = n~'/% et K(z) = [_1/2<(z)<1/2] » nous étudions, a travers quelques

simulations les propriétés des bandes et les intervalles de confiance de la fonction de densité et
de la fonction de régression pour les petits échantillons .

Nous générons pour chacune des applications que nous proposons des échantillons de taille
n=10, n=50, n=100, n=800 respectivement et nous considérons les modeles suivants.

a) X suit une loi normale N(0,1).

b) Y=X+Z ou X suit une loi normale N'(0,1) et Z suit une loi normale N (0, 2).

c) Y=X2+ Z ou X suit une loi normale N'(0,1) et Z suit une loi normale N(0,2).

d) Y=sin (2X)+ Z ou X suit une loi normale N'(0,1) et Z suit une loi normale N'(0,2).

e) Y=exp (X — 0.2)+ Z ot X suit une loi normale N'(0,1) et Z suit une loi normale N (0, 2).

Les différents graphiques donnés aux figures (5.1) — (5.4) montrent que les fonctions a es-
timer ainsi que leurs estimateurs se trouvent a l’intérieur des bandes de confiance dés que la
taille n = 10. De plus ces derniéres se rétrécissent au fur et a mesure que le taille de [’échan-
tillon augmente, ce qui est tout a fait prévisible. Il en ressort ainsi la bonne performance des
estimateurs étudiés.

Les figures (5.5) — (5.8) montrent que la probabilité de trouver les fonctions a estimer dans
Uintervalle de confiance ~ 95% et les figures (5.9)—(5.11) explique la comparaison les intervalles

données par les bandes de confiance avec les intervalles de confiance, on remarque que les bandes
de confiance sont plus étroites que ceux données par les intervalles de confiance.
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FIGURE 5.1 — les bandes de confiance de la fonction de densité dans le cas a).

n=10 n=50
4 4
2 2 \w_)/
“/ o————""|
2 /‘/ -2
“‘{1 05 0 0 estimateur de r 5 0 05 1
: : lower bound | :
n=100 upper bound n=800
4 r
2 2
0 ,//%/ 0 %
2 /v -2
-4 -4
-1 05 0 04 1 -1 0.5 0 05 1

FIGURE 5.2 — les bandes de confiance de la fonction de régression dans le cas b).
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FIGURE 5.3 — les bandes de confiance de la fonction de régression dans le cas c).
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FIGURE 5.4 — les bandes de confiance de la fonction de régression dans le cas d).
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FIGURE 5.5 — les bandes de confiance de la fonction de régression dans le cas e).
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FIGURE 5.6 — Les intervalles de confiance de la fonction de régression dans le cas c).
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FIGURE 5.7 — Les intervalles de confiance de la fonction de régression dans le cas d).
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FIGURE 5.8 — Les intervalles de confiance de la fonction de régression dans le cas e).
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FIGURE 5.9 — Les intervalles et les bandes de confiance pour la fonction de régression dans le

cas ¢).

FIGURE 5.10 — Les intervalles et les bandes de confiance pour la fonction de régression dans le

cas d).
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FIGURE 5.11 — Les intervalles et les bandes de confiance pour la fonction de régression dans le

cas e).
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Résumé :

Ce mémoire porte sur ’étude des bandes de confiance pour les fonctions de densité et de régression
découlant des lois uniformes du logarithme portant sur des estimateurs & noyaux.

Sous certaines conditions sur la fenétre aléatoire de lissage, les bandes de confiance assurent un
niveau de confiance asymptotique a 100% contrairement aux intervalles de confiance. En suite nous
exposons ’application de ces résultats établit & la loi gaussienne de variance et de moyenne inconnues.
Enfin, nous complétons par une étude de simulation, mettant en évidence la bonne performance des
bandes obtenues méme pour des petites tailles de ’échantillon.

Mots clés : Bandes de confiance ; estimation non paramétrique ; fonction de densité, fonction de
régression.



Abstract :

This report deals with the study of confidence bounds for density and regression functions provided
from the logarithm uniform laws of kernel estimators. Under some conditions on the random smoo-
thing window, the confidence bounds insure a level of 100% of asymptotic confidence contrary to the
confidence intervals. Next, we expose the application of these results in the case of Gaussian law with
unknow variance and mean . Finally, we complete by a simulation study , the good performance of
bounds is obtained even for small sample sizes.

Keywords : confidence bounds ; nonparametric estimation ; density, regression function.



