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« Inférence Statistique dans
les Modeles Bilinéaires Periodiques »

Résumé

Ce mémoire examine quelques problemes de séries
temporelles non linéaires a coefficients dépendant du
temps. La classe particuliere des modeles non linéaire qui
a été extensivement discutee dans lalittérature est la classe
des modéles bilinéaires périodiques. Les conditions
suffisantes pour la stationnarité périodigue au sens strict et
au second ordre, I’inversibilité et |’existence des moments
d’ordre supérieur sont abordées.

L’objectif principal de ce travail est I’estimation
dans les modeles bilinéaires périodique par la méthode de
moindre carrées, a partir certain conditions on obtient des
estimateurs consistants et asymptotiguement normales.
Cette méthode donne des résultats trés satisfaisants qui
sont montrés dans la simulation.

Quelques mots clés : Les modéles Non linéaires a coefficients
dépendant du temps, séries temporelles bilinéaires, séries
temporelles bilinéaires périodiques, La représentation
markovienne, Produit de Kronecker, Stationnarité, stationnarité
périodique, L’inversibilité, Moments d’ordre supérieur,
Estimation de Moindre Carrées, Consistance forte, Normalité
Asymptotiques.



« Statistical Inferencein Periodics
bilinears models »

Abstract

The aim or goal of this work is to study some problems
of nonlinear time series. The particular class of models
nonlinear that was extensity discussed in the literature is he
class of periodic bilinear models. The sufficient conditions for
strict periodic stationary et second-order periodic stationary,
the inversibility and the existence of higher-order moments are
derived.

The main goal of thiswork is the estimation in periodic
bilinear model by Least Squares; from some conditions one
gets consistency estimators and asymptotic normality. This
method gives of results very satisfactory that are shown in the
simulation.

Key words: Time varying Nonlinear Models, Bilinear Time series,
Periodic Bilinear Time series, Markovian representation, Kronecker
Product, Stationarity, Periodic Stationary, Inversibility, Higher-ordre
moments, LS estimator, Consistency, Asymptotic Normality.
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ABREVIATIONS

ARMA
RCA

BL

PBL

1.€.,

1.0.d

R™

Ly := L% (Q, F, P)
LSFE

Mazx, Min
m.q

Pp.S.

02y

SPS

pPC

TCL

TCM

LIL

lim

Autorégressif moyene mobile.
Autorégressifs a coefficients aléatoires.
Bilinéaires a coefficients constants.
Bilinéaires a coefficients périodiques.
C’est-a-dire (¢ —a — d)

Indépendants et identiquement distribués.
Espace euclidien usuel.

Espace des variables aléatoires de carrés P—intégrables.
Estimateur des moindres carrés
Maximum, minimum.

Moyenne quadratique.

Presque stirement.

Produit tensoriel.

Stationnarité stricte périodique.
Périodiquement corrélés

Théoréme central limite.

Théoréme de convergente monotone.

Loi du logarithme itéré.

Limite

Variable aléatoire



Chapitre 1

INTRODUCTION GENERALE

Etude et synthése bibliographique

Les séries chronologiques (ou temporelles) sont présentées un peu partout l'objetif du
statisticien est la modélisation. Il s’agit de choisir le modele qui s’ajuste au mieux (ou adéqua-
tement) a la série que 'on veut modéliser. Elles s’applique a plusieurs domaines caractérisés
par la nature des phénomeénes considérés et par les objectifs fixés dans les études. Ces diffé-
rences nécessitent des théories différentes : les séries temporelles univariées et multivariées,
linéaires ou non linéaires, ...etc.

Les techniques standards d’analyse de séries chronologiques ont longtemps reposé sur
les propriétés fondamentales de linéarité et de stationnarité. En égard & leurs coefficients
constants et a leur dynamique linéaire, les modeles ARMA ont ainsi fait I'objet d’un in-
térét croissant depuis le début des années 1980. Cependant, de nombreuses recherches ont
démontré que les hypothéses de linéarité et de stationnarité n’étaient qu’une hypothése uto-
pique apportant un confort appréciable dans I’étude probabiliste et statistique du processus
(Guégan 1994 )([30]). Le recours a des modeles plus souples est alors, vivement, apparu
comme une nécessité dans les séries temporelles représentent des caractéristiques que les mo-
deéles standards sont incapable de prendre en compte. Par exemple, la structure périodique
de nombreuses séries chronologiques et l'insuffisance pragmatique des modéles saisonniers
ARMA & coefficients constants ont souligné, dans un premier temps, la nécessité d’intro-
duire des coefficients dépendant du temps dans I’écriture du modele (Basawa et Lund 2001)

([5]). Par ailleurs, de nombreuses séries chronologiques possédent des caractéristiques non-
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linéaires (Subba Rao et Gabr 1980 ([54]), Gabr et Subba Rao 1981)([55]), ce qui exclut toute
éventualité de modélisation ARM A. Pour palier & cette absence de linéarité, la classe des
modeles bilinéaires a regu une attention importante dans la littérature probabiliste et statis-
tique depuis les travaux précurseurs de Granger et Andersen (1978) ([4]) ; Liu et Brockwell
1988 ([39]) ; Chan 1989 ([21]); Liu 1989 ([36]) et Terdik 1999 ([56]). Comme illustration,
consédérons la série microéconomique mensuelle édudiée par Subba Rao (1984) ([52]) du
nombre de demandeurs d’emploi en Allemagne de I’Ouest depuis janvier 1948 & décembre
1980, ceci correspond a 396 observations (F'igl), cette série exhibe clairement un caractére

non linéaire.

95X 1|t.'lhIE

15[

0.5 U

0 0 50 100 180 200 250 300 350 400

(Fig 1)

Figl. Serie du nombre de demandeurs d’emploi en Allemagne de 1’Ouest.

Notons que les séries temporelles caractérisées par une structure périodique occupe une
place centrale. Par exemple, considérons le cas simple d’une série chronologique caracterisée
par le prélevement du nombre de passagers de la SNTV de Constantine par jour de la se-
maine. Pour une semaine donnée, nous pouvons alors distinguer (2 ) dynamiques différentes

pour la modélisation du processus : une premiére qui concerne les jours de la semaine ( di-
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manche, lundi, mardi, mercredi et jeudi) ou le nombre de passagers est, relativement, élevé.
Par contre les jours de week-end (vendredi et samdi), le nombre chute de fagon significative.
Nous avons donc mis en évidence (2) régimes distincts dans lesquels le processus se comporte
de maniére totalement différente : un premier régime pour les jours ouvrables de la semaine et
un second pour les jours de week-end. Nous définissons, alors, (2) ensembles d’indices corres-
pondant aux deuz régimes; E = {1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, ...} contient les indices correspon-
dant aux jours du travail : dimanche, lundi, mardi, mercredi et jeudi caractérisant le premier
régime, et E° = {6, 7, 13, 14, ...} contient les indices des jours du week-end (deuxiéme
régime). Sur ’ensemble des instants {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ...}. Le processus X; s’écrit
sous la forme suivante : (1, 1, 1, 1, 1, 2,2, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 1,1, 1, 1, 1, 2, 2, ...).
Alors, le régime correspondant & U'indice ¢ est s, = Ig(t) + 2Ig(t) on I4(t) désigne la fonc-
tion indicatrice d’un ensemble A.

Considérons, maintenant, le modeéle autorégressif d’odre 1 a coéfficients dépendant du
temps suivant :

Xi=a(0)X¢—1+e, t 21,

ol (g¢) est une suite de variables aléatoires (i.i.d.). Le vecteur des parameétres d’intérét s’écrit
0 = (a1, az) € R2. Le coefficient a;(0) varie en fonction du temps et a la forme suivante :

ar(0) = a1Ig(t) + azlg:(t) ou encore on ’écrit, sous une forme plus explicite :

a1 sitel
Vit Z 1, at(Q) = .
as site k€

Cette écriture autorise une variation de la dynamique du systéme en fonction des instants
considérés. Notre modeéle linéaire initial a coéfficient a,(8) dépendant du temps peut alors se

décomposer en (2) modeles autorégressifs d’ordre 1 a coéfficients constants a1, as :

a1 Xy—1+¢e sitelE
Vi>1, X¢ = .
ao Xt 1+¢e site R°
Ces sous modeles permettent de représenter ( caractériser ) le processus dans chacun des 2
régimes.
Dans ce travail, nous présentons une nouvelle classe de modeéles non linéaires et non

stationnaires qui sont, simplement, adaptés aux séries présentant des caractéristiques pério-

diques et non gaussiennes. Cette classe est celle des modeles bilinéaires (X,,), o, définis sur
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un espace de probabilité (2, F, P) et a coefficients périodiques. Elle est définie par :

p q m 1
Xi=o(t) + Y $i()Xe—i+ > 0;(B)ery+ DY bi()Xiigrj+er
i=1 j=1

i=1 j=1
ol les termes d’erreur (g,),,o; constituent une suite de variables aléatoires, centrées, non-
corrélées et définies sur le méme espace de probabilisé (€2, F, P) et ou (¢4(n))1<i<p, (65(n));<;<,
et (bij(n))i<i<m sont des suites des fonctions périodiques de période s € N* connue.
1<j<l

Formulation du probléme

Les méthodes d’estimation pour des modeéles temporelles non stationnaire restent, rela-
tivement, moins explorées comparées a celles traitant les modeéles stationnaires. La raison
principale se manifeste par le fait que la théorie asymptotique des processus stationnaires et
ergodiques ne cadre pas, convenablement, avec les modeéles non stationnaires. Cet handicap
en constitue une difficulté majeure. Cependant, parmi les objectifs tracés, nous allons étudier
le comportement asymptotique des estimateurs des moindres carrés pour une large classe de
modeles bilinéaires & coefficients variant, périodiquement, dans le temps. Nous allons, aussi,
énoncer la consistance et la la normalité asymptotique des estimateurs des moindres carrés
sous des conditions classiques dans le domaine. Vu la difficulté rencontrée dans le modéle
général, nous sommes restreints & des modéles plus simples, présentant sont de méme un

inttérét.

Organisation du mémoire

Ce travail traite des modeles bilinéaires périodiques notés par PBL (p, q, m, ). Nous
commencons par une introduction générale qui met en relief la formulation du probléme,
les objectifs et 'organisation du mémoire et se termine par des annexes contenant certaines
définitions et théorémes utilisés dans ce mémoire. Entre ces 2 bornes, I’étude comporte 5
chapitres principaux :

Le chapitre 2 a pour but d’étudier les propriétés probabilistes des processus générés
par des modeles bilinéaires a coefficients constants notés par BL (p, g, m, 1) a savoir, la
stationnarité stricte et au second ordre en se basant sur la représentation vectorielle. Le

3™¢ chapitre présente les modeles bilinéaires périodiques notées par PBL (p, q, m, l) et
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énonce les premiéres études sur la structure probabiliste de ces modéles. Ensuite, on construit
une représentation markovienne des modeles PBL(p,q, m,1). Cette représentation permet,
ensuite, de donner des conditions suffisantes d’existence et d’unicité des solutions, causales,
périodiquement stationnaires au sens strict et au second ordre, périodiquement ergodiques
et inversibles. Le chapitre 4 caratérise la structure de covariances et montre I’existence des
moments d’odre supérieur et contient un TCL et une LIL.

Le 5°"¢ chapitre donne quelques rappels sur la méthode standard des moindres carrés
que nous avons choisie pour I'estimation des parameétres des modeéles bilinéaires périodiques.
Nous allons ainsi étudier, également, le comportement asymptotique de I’estimateur introduit.
Dans le 6°™¢chapitre, nous allons présenter une étude de simulation afin de confronder les

resultats obtenus a ceux attendus par la théorie.



Chapitre 2

MODELES BILINEAIRES A
COEFFICIENTS CONSTANTS

2.1 Introduction

Afin de mieux situer notre étude sur les modeles bilinéaires périodiques, nous consacrons ce
chapitre aux modeles bilinéaires standards. Nous rappelons certains résultats de ’étude pro-
babiliste de ces derniers, ainsi ils feront ’objet d’une plus profonde analyse dans les chapitres
3, 4 en tenant compte de la structure périodique de nombreuses séries chronologiques.

Les modeles bilinéaires notés BL (p, q, m, l) ont été introduits par Granger et Andersen

en 1978 ([4]) de fagon a généraliser les modeles ARM A et qui sont définis par :
p q m 1
X = Z O X¢—i + Z Ojet—j + Z Z bij Xi—ici—j (2.1)
i=1 j=0 i=1 j=1
ot les entiers p, ¢, m, [ désignent les ordres du modele. Les termes d’erreur (&), constituent

une suite de variables aléatoires, centrées, non-corrélées et définies sur ’espace probabilisé

(Q,F, P) et les suites (¢;)1<i<p, (9]-)1<j<q et (bjj)1<i<m sont des suites de constantes réelles.
- 1<5<l
On peut distinguer (3) sous classes de modeéles bilinéaires :

e Les modéles bilinéaires diagonaux pour lesquels : b;; = 0 pour tout ¢ # j.
e Les modeles bilinéaires superdiagonaux pour lesquels : b;; = 0 pour tout 7 < j.

e Les modéles bilinéaires sousdiagonaux pour lesquels : b;; = 0 pour tout ¢ > j.



2. MODELES BILINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS 10

Les principaux travaux sont ceux de Subba Rao (1981) ([52]), Pham (1981) ([46]) ,Guégan
(1981) (]25]) ,Subba Rao et Grabr (1984) ([55]), Pham (1985) ([47]), (1986) ([48])) , Gué-
gan (1986) (126]), 1987 ([28]), 1988 ([29]) ), Liu et Brockwell (1988) ([39]), Liu (1989) ([36]),
1990 ([37])). Ces modeles ont déja été utilisés dans de nombreuses applications comme la
chimie, la météologie, la physique et I’astronomie; Nous citons, par exemple, Lessi (1991)
([35]) .Concernant la propriété probabiliste d’existence et de stationnarité strite et au second
ordre du modeéle bilinéaire (2.1), Bhaskara Rao, Subba Rao et Walker (1983) et de Akama-
nan, Bhaskara Rao et Subramanyian (1986) ont étudié la classe de modéles superdiagonaux.
Une étude plus générale que nous présentons ci-apreés est due a Liu et Brockwell (1988)

([39]). Elle se base sur une représentation d’état du modele (2.1).

2.2 Théoréme d’existence de la solution strictement station-

naire

A cause de la complexité structurale du modele, les modéles bilinéaires ont été, amplement,
développés en utilisant la représentation d’état. En effet, soient :
Kt = (Xt7Xt717"'7Xt77'+1) , & = (Stﬁgtfla"'?stfq)’ H = (1,0,-..,0)1~><1&VGC r =

maz(p, P), A est la matrice d’odre (r x 1),

b1 Gy .. by 0 ... 0

1 0O ... O o ... 0
A= (2.2)

0 ... 0 0 0 1 0
Bj sont les matrice d’odre (r xr), j=1,...,1,

bz] bz] . brL] 0 0

0 O 0 o0 0
B; = (2.3)
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et C est la matrice d’odre (r x (¢ + 1)),

16 0, |
0 0 0
C = (2.4)
[0 0 0 |

Alors, le modele (2.2) se réécrit :

X, =AX, | +Cg+ Y\ BiX, 1o
X, =H'X, '
Ou bien, encore :
Xy =Ceg + At X,y
A=A+ Zé’:1 Bjet—j |

Il est bien clair que le processus (A¢, g;),c7 est strictement stationnaire et ergodique. De plus,

(2.6)

siona :
p

l
E{Int Z (bz —I—Zbij&g_j < 00,

i=1 j=1
alors, l’exposant de Lyapunov ( noté par (A)) associé a la suite des matrices aléatoires
A := (A¢)tez, défini par :

v(A) := inf E{llog
n

n>1

n—1
[T At
=0

1
= li —1 .S. iste. 2.
} n—l>I—&I-loo{’n, og } p.s.  existe (2.7)

n—1
[T At
=0

D’ou le résultat suivant :

Théoréme 2.1 Supposons que y(A) < 0, alors pour tout t € Z , la série :

%) k
Xy =Cg + Z{H Ai-i}Cey_y, (2.8)

k=1 i=1
converge p.s. et le processus (Xi),c, défini comme la premiére composante de X,, constitue

l'unique solution causale ', strictement stationnaire % et ergodique de (2.1).

! On dit que {X;,t € Z} est causal, si pour tout t € Z, on a :
Xt = f(Et,Et_l, . .),

ou: f :R*® — R est une fonction mesurable et {e¢,¢ € Z} sont des innovations .
? Une série {X;,t € Z} est dite stritement stationnaire si la distribution conjointe de (X¢,, Xt,, ..., X¢, ) est
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2.3 Théoréme d’existence de la solution stationnaire au se-

cond ordre

2.3.1 Mode¢les BL(p, q, p, 2)

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour que ’équation (2.1) admette une

solution stationnaire avec [ = 2, i.e., quand X; s’écrit

Xt = Aitfl + C§t + Bl&fflgt—l + Bl&tf]_gt—Q
X = HIXt

(2.9)

Théoréme 2.2 (Lui et Brockwell, 1988) Soit le processus X, défini par (2.5), ot les matrices
A, Bj et C ont été définies précédement (2.2) — (2.4). On suppose en plus que ky := E(e}) <
+o00 et E(g) = E(e3) = 0. Posons :

A2 | g2 e A®B +B;®A  B§?
I'=| ¢’[A®B1+ B1® A] ¢*[B1 ® By + By © By 0 pxp)
o2 A®? 4 k4Bi®2 02[A® By + By ® A] ‘72358)2
Alors si :

A=p() <1 (2.10)

(i) L’équation (2.9) admet une solution causale, stationnaire au second ordre ® et ergodique.

(ii) La solution est aussi strictement stationnaire et unique, elle est donnée par

00 k
X, =Cg + Z{ (A + Bier—j + Boerj—1)} Cgy_y. (2.11)
k=1 j=1

la premiére composante Xy de (2.11) constitue ['unique solution stationnaire au second ordre,

et ergodique de (2.1).

identique a celle de (X¢,4n, X, ..., Xt +n), quel que soit ¢, ot k est un entier positif arbitraire et (¢1,... ,tx)
sont k entiers positifs arbitraires, ¢’est-a-dire :

P(Xt1+h7X, PN 7th+h) = P(Xt17Xt2,4 . .7th) 5

ou heZ.

3La condition de la stationnarité stricte est difficile a veérifier et on utilise en générale, une version plus
faible de stationnarité. On dit qu'une série temporelle {X;,t € Z} est faiblement stationnaire si tes espérances
sont constantes et indépendantes du temps t :

E(Xy):=p VtekZ
et si les covariances sont stables par translation du temps, c’est-a-dire, pour tout entier h :

Cov(Xy, Xeyn) :=7v(h) VteZ ,
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Preuve. Pour établir ce résultat, on introduit les (2) processus vectoriels (de dimension

p) suivants :

prl

En(w = C§t

stm <0
sin=0 . (2.12)

Ce,+ (A4 Bie—1+ Bagr9)S, 1(t—1) sin>0

et :

én (t) = ﬁn (t) - ﬁn—l (t)

A partir de (2.12) on obtient :

A, (t) =

0,51 stn <0

Ce, sin=0 . (2.13)

(A + Bigi—1 + B25t72) én—l (t — 1) sin>0

On peut alors construire, a partir de (2.12) — (2.13), les fonctions mesurables g, : R® —

RP et G,, : R*® — RP telles que pour tout ¢t € Z,

én (t) :gn(é"tfl,ﬁ:t,g,.‘.), n = 1,2,... (214)
et :

S, (t) = Gu(er, -1, .. .), n=0,1,2,... (2.15)

Alors, pour n fixé et n > 1, a partir de (2.14) — (2.15), on en déduit que A,, (¢) est strictement

stationnaire pour n € Z et S,, (t) est aussi stationnaire. Calculons maintenant les matrices

des moments :

Pour n >3 ,0n a:

V, =EB{A, ()AL (D)}, D, = E{e1A, () A, (1)}, F, = B{ef 1A, () A (1)} -

V, = E[(A+Biet1+ Bagr-2)A, 1 (t—1) AL, _; (t —1) (A + Bler—1 + Bjer—2)]

n

= AV, A"+ (AD,_,B}+ BsD,, A +0°B1D,_,B}) + BoF, B},

D, = FEle-1(A+ Big—1+ Bagr2)A,_ (t = 1) ALy (t = 1) (A" + Bler—1 + Baer—2)]

= OQ[AKn—lBi + BlKn—lA,] + JQ[BZQn—lBi + BlQn—lBé]v

= FE [e?_l(A + Bigr—1 + Bogp2) A, (t — 1) AL, (t — 1) (A" + Biey—1 + Bher—2) ]

- 02 (Azn—lA, + k4B1Kn—lBi) + JQ[AQn—lBé + BQQn—lA/] + 0—2B2En—lBé‘
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Ces expressions auront une forme plus allégée si on utilise la notation, M = Vec(M) on M
est une matrice. D’aprés les propriétés du produit de Kronecker (tensoriel) et 1’espérance, on

peut alors écrire :

= [A®? 4+ 0?BY?(v)] V,,_1 + [A® Ba + Bo ® A]D.

n—1 + B?2En—17
= oY A®B +Bi® AV, | +0%[B® By + B, ® Bi|D,_,,

E, = [A® + B |V, 1 +[A® By + By @ AID, 4 + BS*F, 4,
ol de maniére équivalente :
Up =Tup_1 =T2up_g = ... =T" 3ug,

ou :

!/
un:[znugnaﬁn} b n:3,4,57...

(i) Nous ollons montrer que la suite (S, (t)),, définie par le systéme (2.12) converge en
moyenne quadratique pour chaque t et que les limites X; = lim; .~ S, (t), constituent une
solution strictement stationnaire de (2.5) avec les propriétés requises. A partir de (2.10), on

a l'inégalité suivante : |u,| < kA%, ou k est une constante positive. On en déduit :

n
2

2 2
E||S,(t) ~ S, 1| = El|AL (0] = trace (V,,) < [un| < kAL,
Cela implique que pour chaque t fixé, (S,,(t)), est une suite de Cauchy dans Lo, alors,
elle converge dans Ly et (p.s.) lorsque n — +o0. Il existe, donc, une fonction mesurable

ft 1 R — RP telle que,
Xt :tllgloﬁn (t) = ft(Et,Et_l,...). (216)

Pour motrer que X; est strictement stationnaire, on considére une fonction h bornée

continue sur RP" telle que :

E[h(Xpi1 o Xpp)] = lm BR(S, (t+1),....8, (t+7))]

t—o0

= Jim BIA(S, (4 14) .. S, (47 4+ )]
—00
= L [h(xtﬁ—l-i-p""’xt-i-r-&-p)] )
a partir du moment ou S, (t) est strictement stationnaire pour chaque n fixé. Il est alors

facile de voir, en prenant les limites dans le systéme (2.12), que X, satisfait I’équation aux

différences (2.9) . Par conséquent, la premiére composante Xy, t € Z, satisfait (2.1) avec [ = 2.
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(ii) Pour établir I'ergodicité de Xy, nous devons montrer qu’il existe une fonction, f
R>* — R, telle que X; = f(et,&4-1,...), .8, pour tout t € Z. Avec f; définie comme en

(3.15), on observe que :

EIS,(t) = folev,er-1,--)? = ElGuler,ern,-..) = foler, a1,
= E|Guleo,e_1,...) — foleo,e_1,...)|?

= FE Hﬁn(o) - f0(507€—1, .- )H2 — 0, quand n — oo.

Ainsi : fi(e, €01, ..) = fo(et,€¢—-1,...), p.s. pour tout ¢ € Z. Maintenant, si on définit f
= fél) et fo = (fél), e ép)), on peut écrire X, = f(et,€4-1,...), p.s, pour tout t € Z. Ce
qui montre 'ergodicité.

(iii) La stationnarité de second ordre de X; provient de la stationnarité stricte de X, et
du fait que, pour chaque ¢, X, est la limite dans Ly de S,,(%).

(iv) Soit Y, une solution quelconque de (2.9) telle que :
Y, =gler,et-1,...) (2.17)
ou g est une fonction mesurable de R>® dans RP et soit :
U, =X, -Y,

ou X, est la solution de (2.9) trouvée dans (i). Alors U, est strictement stationnaire et satisfait

les équations suivantes :
U,=(A+ Biet1 + Bagr2) Uy, teZ

Posons : V = E(U,U}), D = E(e; 1U,U}), F = E(e? U,U}), et u= (V, D, F), on obtient

alors, en utilisant les méme arguments que précédemment que :

Comme A = p(I') < 1, on en déduit que u = 0 (avec probabilité 1). Donc, X, est la solution
unique de (2.9) de la forme (2.11).
(v) Pour montrer maintenant que X, est une unique solution stationnaire de (2.9), on
définit :
0,1 sin <0

Sh(t) =19 & = (c1-2,---r6t—ps1) sin=0

Ce,+ (A4 Bigy—1 +Bagy2) S 1 (t—1) sin>0.
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On procéde de la méme fagon qu’en (i) pour montrer que pour chaque t, (S7,(t)),,>o converge
a la fois p.s et dans Ly vers un vecteur Y, aléatoire de la forme (2.14) satisfaisant (2.9). A
partir de l'unicité établie pour le processus X,, on en déduit que presque surement Y, = X,

pour tout ¢ € Z. Il est ensuite facile de voir, par simple itération a partir de (2.9) que :

n k
S, (t)=Ce+ Y {[[(A+ Bieij+ Baerj 1)} Ceyy.
k=1 i=1
Par conséquent, on a :
[e'S) k
X, =Ce+ Y {][(A+ Bierj+Baerj1)}Ceyy,
k=1 i=1

ol la somme peut étre interprétée a la fois comme une limite p.s ou dans Lo. m

2.3.2 Modeéles BL(p, q, p, 1) avec 1>2

Pour montrer le théoréme (2.8) dans le cas général, avec | quelconque, on utilise les mémes

arguments que précédemment, en remplagant les suites S,, (¢) définies en (2.12) par :

0,1 sin <0

S, (t) = Ce, sin=0,
Ce, +AS, 1 (t—1) sin>0

et le processus devient :
prl Si n < 0

A, (t) = Cg, sin=0 -
AN, (t—1) sin>0

Dans ce cas, les propriétés de la convergence de (S,,(t)),c;, Peuvent étre étudiées en utilisant
les méme arguments que dans la sous-section (2.2.1). Donc, on introduit les matrices des

moments suivantes :

v, E{A, ()AL 1)},
DY) = Ele; A, ()AL @1)},

Egljk‘) = FE {5t,j€t_k A, (t) é;z (t)} :

et les moments d’ordre supérieurs
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2.4 Inversibilité

Ce concept est fondamental, d’une part pour estimer les paramétres d’un modeéle et d’autre
part pour faire des prévisions. Dans la littérature plusieures définitions en ont été données.
En ce qui concerne les modéles bilinéaires une premiére approche fit introduite par Granger
et Andersen (1978) : Un processus stochastique {Xy,t € Z} est dit inversible s'il est possible
d’estimer la suite €; & partir des valeurs passées de X; avec une exacte connaissance du modele
générateur. Cette approche, d’ordre général, peut étre précisée beaucoup plus de la maniére
suivante. On doit, aussi, noter qu’elle peut s’appliquer, autant, aux modeéles lin¢aires qu’aux
modeles non linéaires.

Posons : X = f(Xy—j,e1—j,i=1,...,k,j=1,...,1) + &4 ol & est une suite des variables

aléatoires.

Définition 2.3 Soit & un estimateur de £ généré par :
=Xy — f(X—iy&p—jyi=1,...,k,j=1,...,1)

ot ér—j = 0 pourj > t. Alors, le processus { Xy, t € Z} est dit inversible silimy_.oo E [(ét — 5t)2} =

0 quand le modéle et les paramétres sont complétement connus.
Une définition précise de I'inversibilité est, alors, la suivante :

Définition 2.4 Un processus stochastique est inversible si et seulement si, il existe une suite

&t fonction de X1, Xa, ... Xy uniquement telle que &, —ey — 0 en probabilité quand n — +o0.

cette définition est, en particulier, utilisée par T. Pham Dinh et L. Tat Tran (1981), B.
G. Quinn (1982), D. Guegan et T. Pham Dinhh (1987 a,b).
Considérons le modele BL(p,q, m,1) :

p q m 1l
Xi=do+ Y 0:Xii+ Y e+ Y. > biXiic—j+er (2.18)
i=1 j=1 i=1 j=1
Prenons : r = maz(p,q,m,l) ;¢; =0 pour p < i < r; §; =0 pour ¢ < ¢ <7 ;b;; =0 pour
m<i<rl<j<r.
Alors, nous avons :

Xt = ¢ + Z i Xt—i + Z Ojet—j + Z Z bij Xi—igt—j + e,
i=1 =1

i=1 j=1



2. MODELES BILINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS 18

et donc :
I8 I8 I8 '
et = Xy — ¢g — Z O Xt—i — Z Ojer—j — Z Z bij Xi—ici—j.
i=1 j=1 i=1 j=1
Posons :
g = Digy_4 +§t

, (2.19)
&t = E/Qj

ol g = (€t,8t-1,- - Et—r+1)rx1s H = (1,0,...,0) et & = [Xi — g — doi1 ¢ Xe—i| H,

avec Dy est une matrice 7 x r aléatoire définie par :

-0, =S b Xes .. =0, =57 b X
Dt _ 1 2171 11 t—1 r szl ir <A t—1 ' (220)
1o_1)xer-1) O¢—1)x1 e
Par récurence, nous trouvons :
n—1 n—1 k-1
o {H D} LD | L (221)
=0 k=1 i=0

I est bien connu (Liu (1990)) que, si E {In* || D;||} < +o0 pour tout ¢ € Z, alors :

, 1
v(D) = inf E{_log

n—1
II Di—
=0

existe dans |—oo, +00[, et d’aprés le critére de Cauchy ; si v(D) < 0, la solution de I’équation

(2.19) est donnée par :

co n—1

&t = Z{H Dt*i}gt—n + 6 (2.22)

n=1 =0

Maintenant, nous avons le résulat suivant qui donne une condition suffisante pour l'in-

versibilité du processus {Xy,t € Z} donné par (2.18).

Théoréme 2.5 On suppose que le processus (X;),., est stationnaire au second d’odre.
Siv(D) < 0 alors, l’équation (2.19) admet une solution unique donnée par (2.22), ou cette

série converge p.s.

Exemple 2.6 Pour C. W. J . Granger et A. P. Andersen (1978 a), le modéle bilinéaire
diagonal BL(0,0,1,1) défini par X; = e, + bX;_161—1 est inversible si bE {XE} < 1.



Chapitre 3

MODELES BILINEAIRES A
COEFFICIENTS PERIODIQUES

3.1 Modéles bilinéaires périodiques

Grace a un large potentiel d’application couvrant, notamment, I’économie et la finance, les
modeles bilinéaires a coefficients dépendant du temps sont, récemment, apparus dans la
littérature statistique des séries temporelles. Dans cette section, nous faisons un survol des
premiéres études sur la structure probabiliste des modeéles bilinéaires périodiques d’ordre

(p,q,m,1) donnés dans les travaux de BIBI et autres 2002-2012 ([6]) — ([15])).

Définition 3.1 On dit qu’un processus (Xy), oy du second ordre, défini sur un espace de
probabilité (2, F, P) , est bilinéaire périodique PBL(p,q,m,l) de période s € N*, s’il est
solution de l’équation :

p q

m 1
Xn =Y ¢i(m)Xn i+ > 0;(n)en_j+ > > bij(n)Xpn_icnj+en, n€L (3.1)

i=1 j=1 i=1 j=1
ou les entiers p,q,m,l désignent les ordres du modéle. Les termes d’erreur (e,),c, consti-
tuent une suite de variables aléatoires, centrées, non-corrélées et définies sur l’espace proba-
bilisé (Q, F, P) avec E {log" (¢2)} < +00 ot log™ (z) = max {logz,0}, = > 0. Les suites

(9i(n))1<i<p, (0;(n));<;<, €t (bij(n))1<i<m sont des fonctions périodiques de période s € N*.
- 1<5<i

19
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Notons que pour n = sk + v, on a :

p q m
Xst—i—l/ = Z ¢i(V)Xst+u—i + Z ej(V)Est—&-V—j + Z Z bij(V)Xst+u—i55t+u—j + Estiv - (3-2)
=1 j=1 i=1 j=1

Cette notation fait référence a la variable X; durant la v-éme saison de la t-éme année de
période s. D’autre part, si nous notons : Xg4, = X¢(v) et eg4 = €(v), alors le modele

(3.2) s’écrit sous la forme :

p q m
Xi(v) = do(W)+)_ i) Xe(v=0)+) _0;()e(v—7)+) Y bi() Xe(v—i)es(v—5) . (3.3)
i=1 =0 i=1 j=1
Xe(v) =Xi—1(s+v) et e(v)=ci—1(s+v) pour v<O. (3.4)

Le modeéle (3.2) représente une extension naturelle des modeles ARM A périodiques
(PARMA) obtenus en fixant b;;(v) = 0 pour tous ¢ € {1,...,m} et j € {1,...,1} (Ba-
sawa et Lund (2001) ([5]), pour une bibliographie récente). Les principaux thémes, qui ont

retenu l'attention de plusieurs chercheurs, sont :

e L’existence et I'unicité d’une solution périodiquement stationnaire au second ordre, au

sens strict et ’ergodicité périodique.

L’inversibilité.

La structure de covariance et l'existence des moments d’odre supérieur.

Théorémes centraux.

A cause de la complexité structurale du modele, les modéles bilinéaires périodiques ont
ete, amplement, développés en utilisant la représentation vectorielle et markovienne. A partir
de la représentation markovienne dans la théorie des modeles linéaires, Pham (1985) ([47])
a établi cette représentation pour les modéles bilinéaires superdiagonaux et en augmentant
suffisamment 'espace d’état, il I’a aussi établi aussi pour des modéles bilinéaires généraux.
Cependant, il est trés difficile d’obtenir une telle représentation lorsque les ordres du modéle
sont assez grands et par conséquent la forme explicite des matrices dans cette représentation

devient une tache treés pénible. Bibi et Lessak (2009) ([12]) ont établi une étude exhaustive
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pour les modeéles bilinéaires périodiques. en se basant sur une autre représentation marko-
vienne facile & obtenir et son exploration donne des bons résultats. Soit (X;,), ., un processus

défini sur l’espace probabilisé (€2, F, P) par (3.2), alors nous avons :

Zy(v) = A(v)Zy(v = 1) + &(v)

, (3.5)
Xi(v) = H'Z,(v)

oun: Z,(v)=(Xe(v), Xe(v —1),..., Xt(v —p+1),e(v),ee(v = 1),...,ee(v — g + 1))’(1)_~_q)Xl ,

H= (1’0’ T ’O)I(p+q)x17 §t(y) = (Et(l/)791x(p—l)aEt(V);le(q_1)> et At(V) est une matrice
(p+q) x (p+ q) définie par :
Bi(v) C(v)

At(V) = 5

Ogxp  Jgxq

(p+q)x(p+q)
avec Bi(v),C(v) et J sont des matrices definies par :

By = | A0 Y b (e =) oo d(v) + X by (W)er(v — )
t - ’
I Lp-1x(-1) Op-1)x1 pxp
Cw) = 01(v) . b4(v) - 04,
I Op-1)xq g Lg-nx-1 OQg-vx1 |,

Maintenant, Il est bien connu que dans les modeéles de série chronologiques a coefficients
périodiques, il est possible d’intégrer des saisons dans un processus a plusieurs variables (Tiao
and Grupe (1980) ([57])). Plus précisément : {Z,,t € Z} ou Z, = (Z}(1), Z}(2),...,Z;(s)) est

un processus RC' A généralisé; c’est-a-dire :
Zy=AZy 1+, (3.6)

ol (At, n t) est un couple de matrices et de vecteurs strictement stationnaires et ergodique,

défini par :
[0 o Oy A() ] ' & (1) '
0pxp Opxp Ay(2) Ag(1) A (2)g4(1) + £4(2)
At — . 7ﬁt = .
0 0 15— Ai(s — S AT Ads —v) pe(k)
L Ypxp PXD v—o At(s —v) 4 spxesp | 2k=1 v=0 t\S — V)& i -

ot le produit vide est égal & Ij,x,. Cette représentation markovienne nous permet d’étudier
certaines structures probabilistes a savoir 'existence et 'unicité de solutions périodiquement,
stationnaires au second ordre et au sens strict, ’ergodicité périodique, I'inversibilité, la struc-

ture de covariances et ’existence des moments d’odre supérieurs.
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3.2 Théoréme d’existence de solutions stationnaires au sens
périodique

Dans cette section, on cherche a résoudre le probléme suivant : Etant donné une suite de
variables aléatoires i.i.d centrées de variance finie 02 < oo, et les matrices A;, t € Z, existe-
t-il un processus stationnaire au sens strict et au second ordre unique (Z;),., satisfaisant
(3.5) 7 La classe des modeles bilinéaires périodiques ne sont pas des modeéles stationnaires.
Elle appartient aux processus du second ordre périodiquement corrélés (PC'). La source

d’inspiration provient de Gladyshev 1961, caractérisée par :
E{X:} = E{Xt1s} et Cov(Xy, X)) = E{(Xpys — E(Xirs)) (Xigs — E(Xi44)) }

(sous réserve d’existence des moments), et dont le principal intérét réside dans la corres-
pondance biunivoque avec la classe des processus stationnaires multivariés. Le modeéle (3.2)
est, également, un cas particulier de modéles bilinéaires a coefficients dépendant du temps
étudiés par Rao (1997) ([53]) , Bibi (2003) ([7]) et Bibi et Oyet (2004) (]9]), Bibi et Lessek
(2009) ([12]) qui visent, essentiellement, & décrire des propriétés de nature probabiliste ou
statistique de certaines sous-classes de modeéles. L’absence de documentation exhaustive sur
ce sujet est certainement due & I'inadéquation de cette classe de modéles de séries temporelles

a la théorie stationnaire ergodique classique des processus stochastiques.

Définition 3.2 Le processus {X,t € Z} défini par (3.3) est dit strictement stationnaire
(respectivement au second ordre) au sens périodique si et seulement si le processus {Z,,t €
Z} défini par (3.6) est strictement stationnaire (respectivement au second ordre). Il est dit
ergodique au sens périodique, si et seulement si le processus {Z,,t € 7} défini par (3.6) est

ergodique (Boyles et Gardner (1983) ([17])).

3.2.1 Stationnarité stricte au sens périodique

Lorsque nous considérons le modele PBL(p, g, m,1) (3.3) comme un processus de génération
de données, il est important de donner les conditions assurant la stationnarité et I'ergodi-
cité au sens périodique pour 'analyse statistique supplémentaire. En effet, souvent les séries
financiéres, par exemple, présentent des paramétres qui ne sont pas dans la région de sta-

tionnarité du second ordre (Engle et Bollerslev (1986) et les références qui s’y trouvent).
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Ces séries peuvent donc étre strictement stationnaires, méme si elles ne sont pas de carré
intégrable.

Toutefois, il existe différents résultats sur les conditions assurant I’existence d’une solu-
tion périodique strictement stationnaire et ergodique a I’équation (3.6); ces conditions im-
pliquent la notion de I’exposant de Lyapunov v(A) pour la suite de matrices aléatoires A :=
(A)rez, défini par : y(A) := inf,>; E{2 log HH?;& A} =m0 {2 log Hm;ol Ari

ou ||.||désigne toute norme d’opérateur sur l’ensemble des matrices spx sp et spx 1. Puisque les

} p.s.

2 nombres E{log™ || Ao||}et E{log™ HQOH} sont finis, Bougerol et Picard (1992) ([18]) ont montré
que la solution de (3.6) est unique, causale, stictement stationnaire, ergodique et donnée par :

+oo k—1

Z, =Y AT A-itn,_, +n, (3.7)

k=1 1=0

dés que y(A) < 0. En effet, en itérant I’équation (3.6) nous obtiendrons

n—1 n—1 k-1
Z,=[[ Az + D A A-itn,_, +m, -
=0 k=1 =0

Et d’aprés le critére de Cauchy si y(A) < 0, la solution de(3.6) est unique et donnée par
(3.7), cette série converge absolument presque stirement. Maintenant par un calcul simple,

on montre que

: 01x(p-1) 0p-1)x1
H Ay = Ay t—1 s—1
=0 0(p—1)x(p—1) Hi:l{HV:O Ai—i(s —v)}

En choisissant une norme multiplicative, il est facile d’obtenir v(A4) < v)(A) on 4 (A) :=

inf -0 £{ L log HHZZI{H: Ars(s —v)}

posant de Lyapunov périodique de la matrice A = (A¢),cy -

}. Nous pouvons considérer v(*)(A) comme lex-

Remarque 3.3 On a pour tout v € {1,2,...,s} :

Bi(v) C(v)
Ai(v) =

O Jaxg (p+a)x (p+q)

Alors :
k-1 k—1 (k—1—2

k-1 1 B:(v — j) { I1 Bt(z/—l)C(u—k—I—l—l—l)Jl}
H A(lv—j)=| i=0 i=0 L i=0
7=0 0gxp J*

(pt+q)x (p+q)
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avec : J0 = Ijxg et J9 = 0gyxq.

On pose pour tout v € {1,2,...,s}:

zzlt(l/)z Bi(v) Opxq

O Oaxg (pt+a)x(p+q)
Par conséquent :
o k=1 ‘
T4 -4 = jl;loBt(V_J) Opea
= Oap Oaxq (p+a)x(p+q)

Alors, on trouve pour tout k > q :

Aw)Ai(v —1) ... Alv —k+1)

= AWAv—1) . A — (k=) + DA v — (k= ) A(v — (k —q) — 1)
et :

/Nlt(y)flt(v — 1) e At(V —k + 1)

= AWAW -1 . A —(k—q) + DA~ (k—q)Ar - (k—q) - 1)

Comme l'exposant de Lyapunov est indépendant de la norme, on trouve :

t

s—1
TTCIT Aeits - vy

s . 1
1(4) = 1(A) = inf B{ log
>0 t =1 v=0

| |

s—1
H{HBt_xs—u)}H}.

i=1 v=0

1
= inf E{-1
inf {7 log

24
At(V—k—i-l)

Nous avons montré le premier résultat qui donne une conndition suffisante pour la sta-

tionnarité stricte au sens périodique du processus (X¢),cz-

Maintenant, nous allons exposer le résultat de Bibi et Lessak (2009) ([12]), concernant

la propriété probabiliste d’existence et de stationnarité périodique du modeéle

resultat se base sur une représentation markovienne du modele (3.2).

bilinéaire. Ce

Théoréme 3.4 On souppose que v*)(A) < 0; donc pour tout t € Z, la série(3.7) converge

p.s et constitue une solution unique causale, strictement stationnaire (SPS) et ergodique au

sens périodique de (3.6).
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Corollaire 3.5 Si~y(*)(A) < 0, alors pour tout v € {1,2,...,s} et pourt € Z fixé, I'équation
(3.5) admet une solution SPS unique définie par :

+o0o k—1

v)=> {JJAaw-ile -k +e W) (3-8)

k=1 =0
avec la série ci-dessus converge absolument p.s et le processus (Xi(v)),cp défini comme la
premicre composante de (Z,(V)),cy et la solution de (3.6), c’est unique SPS, causale et

ergodique.

Preuve. De (3.5) nous avons par récurence :

n—1 k—1

Z{HAt“/_ Ve (v —k —i—HAtzl/— Z,(v—n).

k=0 =0

Par conséquent, il n’est pas difficile de montrer que :

n—1
lim {—1og [T A@-d|} <) <0 ps.
1=0

n—-+o0o

1
Et donc : HH;:; A(v — z)H "o x<Nou Ni=exp{v®)(A)} <1 (a.s) (car v)(A) <

0) sin — —+oc. D’autre part, la loi des grands nombres montre que 1&,(v—k) — 0 (a.s) sik —

+00. En effet :
1 1 [& k—1
kft(V_k):% Z§t<V—J>_ g (v —17)
j=1 j=1
k k—1
1 1 L k—=1_1 .
ey —k) = k;w—ﬁ - ,HEZH - i)}

Par conséquent, pour k suffisamment lgrand, nous avons : ||g,(v — k)| < k (p.s) (nous prenons 0 < € <

conséquent :

1
<k )\’ <k‘“/\’<1.

k-1
HAt(y—i)gt(y—k) HAtV—zstu—k:)
i=0

Alors, d’aprés le critere de Cauchy, la série(3.8) est absolument convergente. D’ou le

résultat. m

s—1
Proposition 3.6 Soit | = 1,0 € ]0,1] et T := E{H _O\At(s—y)\‘s}, alors p(I') < 1

implique que 'y(s)(A) < 0. D’ou les résultats du corollaire précédent.
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Preuve. Pour p(I') < 1, il existe A € ]0, 1] tel que HF”H% < A< 1 (d’aprés la densité
de Q dans R et p(I") = lim;,— 4 o0 ||F"H%)

Par I'indépendance de &¢(v) , nous trouvons :

n s—1
[T { Tl 14t}
=1 v=0

D’aprés 'inégalité de Jensen, nous avons :

1)

I = > E

i{ff 1 o)

i=1 \v=0

6
1
logA >1lim sup —logFE

n—-+oo N

o
v

n s—1
H { Ai—i(s — V)}
0

=1 \v=

[T{ T awte -} } =600,
i=1 \v=0

v

5inflE {log
n

D’ou le résultat. m

3.2.2 Stationnarité au second ordre

)

Dans la section pécédente, les conditions garantissant ’existence des solutions SPS et ]-"te -
mesurables, qui ne sont pas nécessairement de carrés intégrables ont été établies. Dans cette
section, nous nous intéressons & des solutions satationnaires au second ordre au sens peério-
dique (PC) de (3.2) qui sont aussi ]:t(s)—mesurables. Dans le cas particulier ot/ = 1 et ¢ =0,
Bibi et Moon-Ho (2006) ([11]) ont montré que si E(g;) = 0 et E(e?) = 02, alors le modéle
PBL(p,0,p,1) a une solution PC si :

Aa)yi=p (f[ (A®%(v) + 023?2(1)))) <1 3.9

v=1
Dans ce qui suit, nous allons montrer comment trouver une condition suffisante analogue
a (3.9) pour l'existence d’une solution PC' pour le modeéle général décrit par (3.3) ou de
fagon équivalente a (3.5). Nous ne donnons les résultats sous forme explicite que dans le cas
[ = 2. Mais, les mémes arguments s’appliquent aussi bien pour [ quelconque (I > 2), comme

indiqué dans la sous section suivante.

Modéle BPL (p, q, p, 2)

Le théoréme suivant examine les conditions garantissant ’existence de solutions stationnaires

au second ordre pour 'équation (3.6) et ses propriétés lorsque [ = 2.
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Théoréme 3.7 (Bibi et Lessak (2009) ([12])) Prenons l’équation (3.5) avec | = 2 et suppo-
sons que E(g;) = E(e3) = 0 et E(e}) = k4 < +o0. Pour tout v € {1,2,...,s}, soient '(v)

les matrices :

A%2(0) 4+ 0* BE(0) Aw)® Bi(o) + Bs(v) 0 A(w)  BEA(v)
L(v) = o0?[A(v) ® B1(v) + B1(v) ® A(v)] 0?[B1(v) ® Ba(v) + B2(v) ® B1(v)] 0 p)?
0? A%2(v) + ka By (v) 0*[A(v) @ Ba(v) + Ba(v) ® A(v)]  0*B3*(v)

Alors une condition suffisante pour l’existence d’une solution stationnaire au second ordre

de (3.6) est que :
A2) = p (H r (v)) <1 (3.10)

En outre, la solution unique, strictement stationnaire, ergodique, causale est donnée par

(3.7).

Pour montrer le théoréme, nous prenons la méme approche de Liu et Brockwell (1988)(]39]).

En premier lieu, nous définissons pour v € {1,2,...,s}, les processus suivants :
0,1 stn <0
Spt () =1 g (v) sin=0

A (v) Sy (v =1)+g(v) sin>0

et soit : A, 4 (v) = 8,4 (v) = 5,14 (v) qui satisfait I’équation :
A, (v)=Ar(v)A, 1 (v) pour tout n > 3.

Soient A,,, et (resp. S,,; ) les vesions multivariées de A, ; (v) (resp. de S, ; (v)) avec v €
{1,2,...,s}. Il est clair que S,,, et A, ; sont mesurables par rapport a .7-}(5). De la théorie
de 'espace L, (p > 1), le probléme d’existence d’une solution stationnaire au second ordre

de (3.6) se réduit, a la convergence dans Ly de (S,,;), . vers X;. La quantité d’intérét dans

n>0

la détermination de la convergence dans Ly, est E {An tg’m}. Pour ce faire, nous aurons
b ?

besoin d’évaluer les vecteurs des moments :

<
3
S
—

<
N

E{A% (v)}

S
S
=~
—~~
S
I

{A®2 (v 5,5(1)71)} ,
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Par conséquent, nous avons :

Voi(v) = [A%2(0) + 02BP2(0)] Vo1 4(v — 1) + [A(v) ® Ba(v) + Ba(v) @ A(v)]
D, _14(v—1)+ B (v)F, 1 4(v—1)

Dy4(v) = o’[A(v) @ Bi(v) + Bi(v) ® A(0)]V,, 1 4(v = 1) + 0°[Bi(v) ® Ba(v)
+B5(v) ® By (v)]D,,_1 (v —1)

Fop(v) = [0°A%(0) + kaBF(0)] Vi_y o(0 = 1) + [A(v) @ Ba(v) + Ba(v) @ A(v)]

Dy y(v=1) + B*(0)E,_y,(v - 1).

En effet :
En,t(v) =F {é%,% (U)} )
A (1) = At (V) Apgp (v =1)
Ai(v)=A(w)+Br1(v)er(v—1)+ Ba(v)er (v—2) ,
alors :
Vs 0) = E{ (A () A (0= 1)}
Donc :

= 2
Voa®) = E{[(A(0) + By ()0 (v = 1) + Bz (v) 21 (v = 2)) Ay, (0 = D]}
D’aprés les propriétés du produit de Kronecker (tensoriel), nous trouvons :

V,,(v) = A2(0)E {A®21t(v—1)}+3®2() {A7§21t(v—1)5?(v—1)}+
)} v) ® By (v)) B{AZ?,, (v —1)
v—lw—?)} (B1 (v) ® A (v)
) @ By (v)) E{AZ? | (v —1)g; (v —1)

(v—1)g (v — )} (B2 (v) ® By (v))

Bﬁm( ) E {A%mu (v—1) 5t
v—1)}+ (A(v) ® Bz (v))

( E{
E{A 2iw=De(v-1 }+(
( E{a

&t

et (v—2)} + (B2 (v) ® A(v))

. 1(v)
®
=n—-1,

E{éf;ﬂlt(v—l et (v—2)g v—l}

or :

én,t (’U) - A? (1}) &t (U - 1) )
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alors :

E{aZ, w-DE -1} = B{AZ, (- D)}B{E -1}

= UZEAE?EM (v—1)},

E{AZ, (v-De(w-1)} = B{A% (v-1)}B{e(v-1)} =0,

E{AZ,w-Nea@-Na-2)} = B{a%, (v-Da@-2}Ela@-1)}=0.

~/ ~1/ ~/

!/
Notons que : V,, ;(v) = <Kn7t(v), D, ,(v),F (v)) , alors nous obtenons :

=n,t =n,t

Vit (0) = L)V, (0 = 1)

~n,t
Nous définissons :
/
Kn,t = (Kn,t(l)?zn,t(Q)? e 7Kn,t(8)) .
Alors, nous trouvons I’équation homogéne suivante :

Kn,t = an—s,t—l ’

ou I' est une matrice définie par blocs comme suit :

(D), = H_:lor(z —v) H;O_l T(s—v) sii=j

0(3px3p)2 sin on

(3.11)
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En effet, par récurrence, on a :

(v)
(v)

V. (v) = TI(v—1)[(v— 2)V,_g4(v— 3)]
(v)

= I'(v)I'v-1I'(v—-2)--- TV (0)

~—n—uv,t

Kn,t (U) = H F(l - V)Kn—v,t(o) (Ofl : Kn—v,t(o) = Kn—v,t—l(s))

i—1
Kmt(v) - H F(i B l/) {F(S) [F(S - 1)Kn—v—2,t—1(3 - 2)] }
v=0
1—1
th(v) - H F(Z o V) {F(S)F(S - 1) [P(S - 2)Kn71173,t71(s - 3)] }
v=0

i—1 s—i—1
Voiv) = HF(Z’—V){ | ] AR A () }
v=0 v=0

D’ou le résultat. La condition nécessaire et suffisante pour ’équation homogéne aux dif-

férences (3.11) permettant d’avoir une solution stable, qui est indépendante de ¢, best que

Ag)y=p([)=p (szl r (v)) < 1. Par conséquent, nous obtenons : V,, =TV, __.
Preuve. La discussion ci-dessus montre que la condition (3.10) est suffisante pour que

(V.,),, converge vers zéro. Plus précisément, il existe une constante positive k telle que :

E[S, = Sp_rall” = E|| A = E {trace (8,45 )} < |V, ]| < EAG -

Cela implique que pour chaque t fixé, (S

7n7t)nest une suite de Cauchy dans Ly et donc ses

composantes (S, ; (v))nconvergent dans Ly et (p.s.) lorsque n — +o0, et donc sa limite en
Lo, est également Z,(v) qui satisfait (3.5). D’autre part, par simple itération, nous pouvons

observer que :
n

k—1
Spy @)=Y AT A —=d}e,(v = k) +2,(v) .

k=1 1=0

Donc :Z; (v) = limy—, 400 S, ; (V) satisfait (3.8). Par conséquent :Z; = lim;, . o S,, ; satisfait

(3.6). D’ou le résultat. m
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Les corollaires suivants sont des conséquences du théoreme précédent.

Corollaire 3.8 Sous la condition (3.10), l’équation (3.5) a une solution unique PC donnée

par :
+oo k—1

X, ) =) {ITA@-dle(v—k) +e @)

k=1 i=0
et le processus (X (V)),eq caractérisant la premiére composante de (X, (v)),cy est la solution

unique PC', périodiquement ergodique, causale de [’équation (3.3).
Corollaire 3.9 Pour le modéle PBL (1,0,1,1) donné par :
Xi(v) =¢g(v) +¢; (V) Xe(v—1)+ e (v) +b11(v) Xe (v —1) e (v—1)
La condition (3.10) se réduit a szl (67 (v) + o%b3 (v)) < 1.
Preuve. Dans ce cas, on a :

A(v) = ¢ (v), B1(v) = b11(v), Ba(v) =0 ,

Donc :
#1(v) +0*bfy(v) 0 0
L'v) = 202b11(v)p(v) 0 0
o263 (v) + kab?y(v) 0 0
S IT_, (63w) + 0%, (v) 00
[Tre) = 2021 () () [T (3(0) + 0231 (v)) 0 0
= (U2¢%(U)+k4b%1(”)) szz (¢%(U)+02b%1(”)) 00
S T, (63(0) + 0?6, (v) — A 0 0
[Tre) - Mses = 20%u (e () [T, (#3(0) + 03, (0)) =X 0
(263(0) + katy (0) [, (630) + 0%h1(0)) 0 =
5 [T, (¢3) + 0% () - A 0 0
det (Hr@)—mxg) = | 22 (W] (B0) + %) -A 0
= (0263 (0) + kabty () [T, (#3(0) + 023, (0)) 0 —A
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det (H (v — A13X3> = (H (62(v) + 02b31 (v)) — A) )2
v=1

v=1

det (f[ I'(v)— >\I3x3> = (<= (ﬁ (d)%(v) + 02(,%1(1])) _ A) A2 =0
v=1

v=1
s

— A=0 oﬂA:H(gb%(v)—Fozbfl(v)) .

v=1

Alors, la valeur propre non-nulle de Hs_l I'(v) est l_IS_1 (63 (v) + 0%b% (v)) . Dot le

résultat. m
Corollaire 3.10 Lorsque | =1, la condition (3.10) se réduit a (3.9) .

Preuve. Dans ce cas, nous avons :
A®2(v) 4+ 02 BE?(v) 0

P(v) = | o%[A(v) @ Bi(v) + Bi(v) ® A(v)] O
o2 A®2(v) + ks BE(v) 0

pxp)?  O(pxp)?
pxp)?  O(pxp)? (3.12)
wxp)?  O(pxp)?

S
Par conséquent, les valeurs propres non nulles de H 1I‘(V) sont les mémes que celles
v=

de [T°_ (A%2(v) + 0? BE*(v)). D'on :

p (H P(V)) =p (H (A®%(v) + 023?2(1}))> .
v=1

v=1

D’ou le résultat. m

Corollaire 3.11 (Les modéles PARMA) Dans le cas linéaire, lorsque les coéfficients bjj(v)
de léquation (3.3) sont tous des zéros pour tout v € {1,2,...,s} et pour tout 1 <i <m,1 <
j <. La condition (3.10)se réduit a p (HS . A(V)) < 1.

=

Preuve. Dans ce cas, la matrice I'(v) devient :

A®2(v)
L(v)= Opxp)?  Opxp)?

a2 A®2(v)

0

Opxp)?  Opxp)?

0 (3.13)

(pxp)?
Owxp?  Oppy?
Alors, la valeur propre non-nulle de HS ['(v) est la méme que celle de HS A®2(y).
v=1 v=1
D’ou :

p (Uli[lF(V)> =p <f[ A®2(v)>

v=1
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D’aprés les propriétés du produit de Kronecker, on a :

p@lr(u)) - 0 @A@))@z

D’ou le résultat. m

Corollaire 3.12 (Liu et Brokwell (1988) ([39])) Soit le processus {Z;,t € Z} (3.5) avec | = 2
et s = 1. Supposons que E(e;) = E(e}) =0 et E(e}) = k4 < +00. Posons :

A®? 4 52 B%? AR B+ B® A BS?
I'=] 0} [A® B1+ B1® A] 0*B1 ® Bz + By ® By] 0
02 A®2 4 k‘4Bi®2 0%[A® By + By ® A] 02B§®2

Ensuite, une condition suffisante pour 'existence d’une solution stationnaire au second ordre

de (3.6) est que :

En outre, la solution est unique, strictement stationnaire, ergodique, causale. Elle est

donnée par :
oo k-1

Zt =1, + Z{H (A + Blgt—j + Bzgt_j_l)}ﬂt—k' (314)
k=1 =0

Modéle BPL(p, g, p, 1) avec 1 >2

Les mémes arguments s’appliquent aussi pour ! quelconque, comme indiqué ci-dessous. Pour

tout [ > 2, nous soupposons que (e¢)ez satisfait les conditions :
E() < +o0 et E()) =0, (3.15)

pour tout nombre positive impair r < 21.

Par conséquent, la relation liant S, ; (v) et A, ; (v) et celle liant S,,; et A, ; est de la
forme de celle donnée a ’équation vérifiée dans le cas 1=2.

Les propriétés de la convergence de { §n7t} sont étudiées par les mémes arguments dans
le cas [ =2

Nous allons besoin d’évaluer les vecteurs des moments :
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V,oi(v) = B {A%2 (1)} j=
DY) = E{A% (v)e, (v— )} j=1 01
FUPw) = E{AS2 (0) ey (v— e (w—k)} 1<j<k<l

et les moments d’ordre supérieurs. Alors, nous avons :
Zn,t(v) = F(U)Kn,t(v - 1) (316)

Théoréme 3.13 Considérons I’équation (3.5) et supposons que (ct),c satisfait les conditions(3.15) .
Pour tout v € {1,2,--- s}, I'(v) sont les matrices données par I’équation(3.16), alors la
condition suffisante de [’éxistence d’une solution stationnaire au second d’ordre de l’équation

(3.6) est :
Aoy =p (H r (v)) <1 (3.17)
v=1

De plus, cette solution est unique, strictement stationnaire, ergodique, causale. et est donnée

par (3.7).

3.3 Inversibilité

L’inversibilité est une notion trés importante dans 1’étudie des modéles linéaires et non li-

néaires. Elle permet :

e D’une part, de faire des prévisions.

e D’autre part, d’estimer dans certains cas les paramétres du modéle.

Basawa et Lund (2001) ([5]) ont étudé l'inversibilité des processus PARM A. Par contre,
Francq (1999) ([24]) a analysé celle de U'inversibilité du processus BL(0,0, P;1);1). Les prin-
cipales définitions de 'inversibilité ont été données au chapitre 2. Nous allons, maintenant,
préciser dans quelles circonstances, elles ont été utilisées dans le cardre des modeéles bilinéaires

périodiques. Pour ce faire, nous utiliseons 'inversibilité au sens de Granger-Andersen.



3. MODELES BILINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIQUES 35

3.3.1 Inversibilité pour les modéles généraux

Considérons le modele PBL(p, q, m,1) :

m 1

Xi(v) = ¢o(v) +ZP: ¢i(V)Xt(V—i)+zq: 0;()ei(v=3)+Y Y i) Xi(v—i)er(v—j)+ei(v).

i=1 j=1 i=1 j=1 (3.18)
Prenons : 7 = maxz(p, ¢, m,1) ;¢;(v) =0 pour p < i <1; 0;(v) =0 pour ¢ < i <1 ;b(v) =
Opourm<i<rl<j<r.

Alors, nous avons :

Xi(v) = $o()+)_ ;W) Xe(v—i)+ 29 v)e(v—j +Zzbm v—i)er(v=7)+er(v),
i=1

Jj=1 i=1 j=1
et donc :
er(v) = Z o, (V)X (v —1i) + Z —0;(v) — Zbij(u)Xt(u — 1) | e(v—7)
j=1 =1
Posons :
20) = DAV =)+ E0) 510
er(v) = H'g,(v)
ou :
g) = (a@),ew—1),....av—r+1)q, H=(1,0,...,0),
L) = |Xuv quz )X, (v —1i)| H,
avec Dy(v) est une matrice r x r définie par :
—01(v) = X ba () Xe(v —4) ... =0 (v) = i bir(V) Xe(v — )
Dy(v) =
1o —1)x@—1) Q(rfl)xl rXT

Maintenant, Il est bien connu que dans les modéles des séries chronologiques & coefficients
périodiques, il est possible d’intégrer des saisons dans un processus a plusieurs variables (Tiao
and Grupe (1980) ([57])). Plus précisément {e,,t € Z} ot g, = (g}(1),£}(2),...,£,(s)) est un
processus RC' A généralisé; i.e :

g = Digp1 + G, (3.20)
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ou : - ]
Orxr +oo Opxr Dy(1)
Dt _ OT.X’I‘ e OT'X’I’ Dt(z)Dt(l)
L 0r><7‘ ce 07‘><7’ HZS/;%) Dt(S o V) = srXxsr
et : - ]
&)
Dy(2)¢,(1) +£,(2)
gt = . ’
e T ey

avec le produit vide est égal & I,5, comme dans le cas de la causalité. Par récurence, nous

trouvons :

n—1 k-1
{HDt Z}Et n+Z{H Dy ’L}Ct k (3.21)

k=1 =0

Il est bien connu (Liu 1990) que, si Eln™ || Dy|| pour tout ¢ € Z, alors :

. 1
v(D) = Tllgfl E’{Elog

n—1
I Di—
=0

existe dans |—o0, 400, et d’aprés le critére de cauchy ; si v(D) < 0, la solution de I’équation

(3.20) est donnée par :

co n—1

€t = Z{H Dt*i}gt—n + ¢ (3.22)

n=1 =0
Par un calcul simple, on peut montrer que :

t
0 _ O(,_
HDt_j _ Dt 1x(p—1) (p—1)x1

t—1 s—1
Op-nxe-n [ I _,Di-ils =)}

t s—1
— 1
Nous pouvons penser que 79 (D) := infjg E{flogHHizl{HV:O Dy_i(s — 1/)}H} est
semblable & I'exposant de Lyapunov de la matrice D.
Maintenant, nous avons le résulat suivant qui donne une conndition suffisante pour l'in-

versibilité du processus {X¢,t € Z} donné par (3.18).

Théoréme 3.14 On suppose que le processus (X,),c, est periodiquement stationnaire au
second d’odre. Si 4*)(D) < 0 alors, Iéquation (3.20) admet une solution unique donnée par

(3.22) ou cette série converge p.s.
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Preuve. (voir théoréme 3.4 ). m

Exemple 3.15 Considérons le processus vectoriel (X,),c, associé au processus(Xy), o, généré

par un modéle PBL(0;0; P;1)a. Dans ce cas, d’aprés la représentation (3.20), nous avons :

0 A(1) X(1)
A = et n, =
0 A2AW) |, A@2)X (1) +X(2) |,

Alors :

= | AAr ... Ay

= maX{H |At k At k |}
k=0
p

p

n
= kH > b (1) X gyr1-y H > bi(2) Xag- g2 -
=0j=2 k=0 |j=2
Ainsi, d’aprés linégalité de Jensen :
Ly ! ZE] A
= —lim sup —— n
K 2 nﬂfoon—k b=k
k=0
2 2
1 n P P
< ;lim sup Zln Z DXo—ky+1-j ij(z)XQ(tfk)Jerj

1 p p
= 5111 ijz(l)ru’jfl 255(2)% )
j=2 j=2

ot p; = E (X%t_j>. Ainsi, on ay <0 si { i 2bj(1),u] 1}{ . 2b?( )T } < 1. Pour le
modéle PBL(0,0,p,1) avec p > 1 ot s =1, la condition d’inversibilité précédente se raméne

a celle donnée par Francq (1999) ([24]), Proposition 2.4, c’est-a-dire : 3 5 2bj2( ) < i

3.3.2 Inversibilité au sens fort

Rappellons qu'un processus est inversible au sens faible, s’il existe une suite &; fonction de
X1, X,, uniquement telle que & — &; — 0 en probabilité, quand n — oco. Nous allons, dans le
cas du modele étudié par T. Pham Dinh et L. Tat Tran (1981) (modele BL(1,0,1,1)), donner
une construction explicite de la suite &; et utiliser alors une définition forte de I'inversibilité
pour obtenir une condition suffisante d’inversibilité de modele BL(1,0,1,1). Considérons le

modele PBL(0,0,p,1)
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Xt—st—i—Zaj (t) Xy j—{—Zb (t)Xi—jer—1 (3.23)

ot (a;(t));< <, et (b;(t)); < <, sont des fonctions périodiques pour tout ¢ € Z. Jusqu’a présent,
on supposait connues les valeurs des paramétres, or on fait, si on définit § comme étant
Pensemble des parametres (0;(1),...,0i(s));<;<, avec 1 <4 < p; 0;(v) = (ai(v),bi(v)), v €
{1,...,s}, ceux-ci doivent étre estimés quand on ajuste le modeéle aux données. Considérons
une valeur quelconque @ de . L’erreur (le bruit) de ’équation récursive (3.23) est alors
calculée en fonction de 0, on la note & (é |20) . On se donne, maintenant, une valeur arbitraire
zp de g¢ et on définit récursivement &; (é |20) & partir de ’équation (3.23), avec €g (é|zo) = 29.

Une forme forte de 'inversibilité est de demontrer qu’il existe un processus stationnaire

e+(6) tel que £4(A|20) — £4(8) — 0 en probabilité quand t — oo, quelque soit 2.

Théoréme 3.16 Le modéle (3.23) est fortement inversible en 0 relativement au processus

observé {X;,t € Z} , périodiquement stationnaire au second d’ordre, si

p
FEln Zl;j(t)Xt—j < 0.
j=1

Preuve. Par récurrence, on trouve :

t—1 n—1 P p
z’ft(Q’Z()) = Z — Z bj(t — i)Xt_j_Z' Xt—n — Z aj(t)Xt—j—n (3.24)
n=0 | i=0 j=1 j=1
t—1 P ~
+ H - Z bj(t - Z)Xt—j—l Z0 ,
i=0 j=1
avec zg = €o(0). D’aprés le théoreme d’ergodicité, on a :
n—1 P _ n 1 n—1 P _ N
H Z bi(HXij| ¢ =~ tz;ln Z;bj(t)xt_j — Eln z; b;()X—j| v 5.

lorsque n — 400 .Donc, si E'ln {‘Z?:l I;j(t)Xt_j’} < 0, alors, la série :

n—1 P
e =Y ST |- bilt— )X Xin— Y () X;—jn (3.25)
n>0 =0 7j=1 7j=1

converge p.s., et on a : g(8]20) — €¢(6) — 0 p.s, lorsque n — +o0. ™



Chapitre 4

MOMENTS D’ORDRE
SUPERIEUR, TCL & LIL

De nombreux théorémes de la limite centrale (TCL), ont été obtenus pour les modéles bili-
néaires. Nous avons choisi, dans ce chapitre, de nous inspirer du théoréme central limite de
Liu Jian (1990) établi pour le modeéle bilinéaire général BL(p,q,P,Q), pour établir un TCL et
un LIL pour le modéle bilinéaire périodique. Pour ce faire, nous avons eu besoin de I’existence
des moments d’ordre 2. Pour cela, nous allons dononer, d’abord, les conditions d’existence

des moments d’ordre supérieur.

4.1 Expression des moments d’ordre supérieur pour les pro-

cessus PBL(0,0,m,1)

Soit le modele PBL(0,0,m,1) avec m > 2 :

m

Xi(v) =D bi(w)Xe(v —i)er(v — 1) + &(v), (4.1)
=2

ot {&4,t € Z} est un bruit blanc suit N(0,1) alors : E(e?¥) := (k) = 1.3.5...(2k — 1).

4.2 Modéeles périodiques bilinéaires avec m = 2

Dans ce cas, le modeéle s’écrit sous la forme :
Xi(v) =b(v)Xi(v — 2)er(v — 1) 4+ &4 (v), (4.2)

39
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alors :
0 sik=2r+1
" [th(y)} T\ BX20)  sik= ; ’ 3
r—1
B[XF W) =10 W)E [XF (v = ]+ L G 050 [XE 0 = 2] 9= ()
=0

(4.4)

Théoréme 4.1 Considérons le modéle & étudier. Alors, le processus stationnaire au second

ordre {Z,,t € Z}, admet les moments d’ordre supérieur, si et seulement si :

V(r) max (07 (v)) <1,

pour tout r =1,...,m.
4.3 Modéeles périodiques bilinéaires avec m > 2

Soit le modele PBL(0,0, m,1) avec m > 2 donné par (4.1).

Si on utilise I’écriture markovienne (3.5), on trouve :

Zy(v) = A(v)Zy(v — 1) + Cey(v)
Xi(v) = H'Z,(v) ’

ou: Z,(v) = (Xe(v), Xe(v—1),... ,Xt(u—m+1),5t(y))’(m+1)xl , H=(1,0,... ’O)I(m—i—l)xl ,C =
(1,01 (m—1)> 1)’(m+1)xlet A;(v) est une matrice m x m définie par :
B(v) 0,
At(V) _ t( ) Imx1 7
Otm 0 (m+1)x (m+1)

avec Bi(v),C(v) et J sont des matrices definies par :

Bu(v) = 0 be(v)er(v—1) ... bpWe(v—1)

1m—1)x(m-1) Om—1)x1

mxXm

Or,on a:

k—1
285 w) = A ) 28" (v — 1)+ Y DIV ) 2P (w - Debw) + CFReb), (45)
=1
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ou ng’l) sont des matrices défines par :
D) =Co DMV w) + 4w) © D )
Vie{1,2,....k—1}: 4 DFO ) = Ak () . (4.6)
DM (v) = cF

On pose pour tout kK >1 :
MPw) =B{z*w)} et mP) = E{xt0)}, (4.7)

alors :

(4.9)

On peut écrire A;(v) comme :

A(v)=Fw)e(v—1)+ L,
ou :

0 ba(v bm(v) 0
L @ |
0m><(m+1) (m+1)x (m+1)

et :

0 0

L=1 1m-nxm-1) OQum-1x1 OQum-1)x1
0 0
(m+1)x(m+1)
Aprés un calcul simple, on trouve :
k
AP ) = 3 F w)siv - 1), (4.10)
=0
ol Ft(k’l)(z/) sont des matrices définies par :
L& 1=0
FF ) ={ Fo-1-D0) o Fo)+ D*"Wu)yeL 1<i<k—1 -
FOF () k=1

L’équation (4.9) admet une solution, si et seulment si, p(E {A;@k(y)}) < 1, pour tous
teZetve{l,2,...,s}.
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Corollaire 4.2 Soit {Xy,t € Z} un processus PC donné par (4.1), les conditions suivantes

sont équivalentes :
1. mg%) (v) est uniformément bornés.
2. p(E {A?Qk(u)}) <1
Exemple 4.3 Soit un processus { Xy, t € Z} généré par le modéle PBL(0,0,2,1) :
Xi(v) =b(v) Xt (v — 2)er(v — 1) + e¢(v)

avec v € {1,2}, alors, le processus admet un moment d’odre 2k qui est uniformement

borné, si et seulment si :

(1) ma {b%(y)} <1, k>1

)

4.4 Structures de covariances

Nous allons nous intéresser & ’expression des moments théoriques d’ordre 1,2 et 3 du modéle
(4.1). Guégan (1984) a traité cette question dans le cas particulier ou m = 2 a coeflicients
constants. Berlinet et Francq (1990) ([23]) et Francq (1999) ([24]) ont examiné cette question
dans le cas du modele (4.1) & coefficients constants. Bibi et Gautier (2006 ) ([10]) dans le
théoréme suivant ont étendu leurs résultats au cadre périodique en supposant les erreurs
gaussiennes. Notons Cy (1) = E(Xgt0Xstrv—i) €t Cy(i,)) = E(XstroXst+v—iXst+v—j) Pour
tous entiers i;j. Remarquons tout d’abord que les fonctions C,(i) et Cy(i,7) vérifient les

relations :

CU(7’> = Cv(_i)7cv(i7j) = Cv(ja 7’) ) Cv(_iaj) = Cv+z'(i —i—j,i),

CU(Z7_j> = CU+](.777/+]) et CU(_i7 _.]) = Cv+i(i7i _]> = CU+](J7] - 2) (411)

Ces relations permettent de calculer les fonctions C, (i) et Cy(4,7) uniquement pour les i >

J=0.

Proposition 4.4 Supposons que le processus (X,),c, stationnaire au second ordre, l'unique
processus (Xy),cq vérifiant (4.1) est tel que, pour tout v =1;...;s,

. E(Xst+v) = 0;

ii. Cp(0) = X0 _5 b3 (1)Cy—j(0) +1 et Cy(i) = 0,¥i # 0 ;
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iii. Vj > P, Cy(0,0) = Cy(1,1) = Cy(1,5) =0 ;
Vi>i>1, Cyli,j)=0;
V2 <j <P, Cy(L,5) = bj(r)Cy(0) ;
Vj > 2P, Cy(0,]) = 3205 07 () Co—i(0,§ — 1)

Vi > 1, Cu(0,5) = Y0 5 b7 (1)Coi(0,5 =) +2 gy cpep IW)or (V) Cor (I — k, j — F).

Preuve. Il s’agit d’'une adaptation directe au cas périodique des calculs de Berlinet et

Francq (1990) ([23]), (Théoréme 2). m

4.5 TCL et LIL

Dans cette section, nous nous intéressons aux T'CL et LIL. Liu Jian (1990) a examiné
cette question dans le cas du modele (2.1) a coefficients constants. Nous étendons, ici, leurs

résultats au cadre périodique. Soit le modele PBL(p, q, m, 1) :

p q m l
Xo=) ¢iOXei+ Y 0i(terj+ D> bi(t) Xy ier—j. (4.12)
i=1 =0 i=1 j=1
Posons :
Xt — (Xhthla" . 7Xt7p+175ta5t717' ) 5t7q+1)/ ) §t = (5t,91><(p_1),6t791><(q_1))/
et :
G1(t) + X b (Beny - d(t) + Xy bpi(t)e—y 01(t) o 0q(1)
Lp-1)xp-1) 0p-1)x1 o 0oy
At - )
’ 01><q
L 0gxp Lig-1)x(g-1) J

ol 0,,x, est une matrice des zéros et I,,«, est une matrice d’identité.
Alors, on a :

Xt = Atltfl + &- (4.13)
Sous les condition de causalité et de la stationnarité périodique :
E(e;) = E(e}) =0, E(?) =02, E(}) = ky < o0, (4.14)

et :
A(l) < 1. (4.15)
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On a:
+oo k—1
Xy = Z{H Ar—iter i t & (4.16)
k=1 i=0
Posons :

E(Xt(v)) = p(v)
Ystro = Xstro — p1(v)
Sp(v) = Z?;OI Yotto = ?;01 Kst4v — np(v)

Théoréme 4.5 Considérons le modéle PBL(p,q, m,l) sous les conditions de causalité et de

stationnarité périodique (4.14) et (4.15), on a :

~ N(0,0*%(v)) st n — 400

avec !

Ou encore plus, si o*(v) > 0, alors :

limsup,, o _Salv) =0*(v) sin— 400
V2nlnlnn

Sp(v)

V2nlnlnn -

liminf, 4 —0*(v) sin— +oo

que :
o0

Preuve. D’aprés le corrolaire (5.4) de Hall et Heyde (1980) ([33]), Il suffit de montrer
%
> {(E (B (Yo/F-)?)* + (B Yo — E (Yo/F)]?) } <o
m=1

ou : Fp, = o (e, t <m). D’autre part, on a :E[Yy — E (Yo/Fm)] = E(Yy) — E(Yo) =0 car

[N

Yy est F,,—mesurable, m > 1, d’aprés (4.16), on a :

m—Il—1 o0
Xo= > A0+ > A (0)+2y(0) , pour m > 1,
n=1 n=m—I
ou : )
" Aiitep, si n>0
a,n = g A=

n, st n=20

Remarquons que : A, (0) = fn(e-1, €-2, ...,€_;_p), OU f, est une fonction mesurable.
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Par conséquent :
E[Yo— E(Yo/Fn)] = E[(H'{Xy—E(Xy)})/Fn)

m—[—1
_ & (H{ S A0~ E(a,0)

on utilise I'inégalité :

E ({E(Y/]—") - E(Y)}Z) < var(Y

~—

o0

var( > V) < i var(Yy,) + [

m=1 m=1
)

var(Y) < BE(Y?

T M8

(var(Ym))

A (1A, ()] < const. A2, alors, on trouve :

d’ou le résultat. m

1))



Chapitre 5

ESTIMATION DES MOINDRES
CARRES

5.1 Introduction

Les méthodes d’estimation pour des modéles non stationnaires restent, relativement moins
explorées, comparées a celles traitant les modeéles stationnaires. La raison principale se ma-
nifeste par le fait que la théorie asymptotique des processus stationnaires et ergodiques ne
cadre pas, convenablement, avec les modéles non stationnaires. Cet handicap en constitue
une difficulté majeure. Dans cette section, nous allons étudier le comportement asymptotique
des estimateurs des moindres carrés (LSE) pour une large classe de modeles bilinéaires a
coefficients périodiques. Nous allons utiliser les notions de la consistance forte et la normalité
asymptotique, bien connues dans les modéles stationnaires, sous certaines conditions, suppo-
sées suffisamment explicites, pour 'estimation des modeéles périodiques simples. Considérons

la classe des processus définie par le modele PBL(p,0,p, 1)
P P
X =¢+ Z aj(t)Xt_j + Z bj(t)Xt_jé“t_l (5.1)
j=1 j=1

ol (a;j(t))<j<, €t (b(t)); <<, sont des fonctions perioodiques pour tout ¢ € Z.On peut écrire
l<js <<

a;j(t) ==Y aj(v)IA(v) (t), bj(t) == UZ; bj(v)IA(v)(t), avec A(v) ={sk+v ,keZ}.

v=1

46
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5.2 Rappel sur la méthode standard des moindres carrés

Définissons 0 comme étant le vecteur des parameétres (6;(1),...,0i(s));<;<, avec 1 <4 < p;
0;(v) = (a;(v),b;(v)), ve{l,...,s}. La méthode standard des moindres carrées consiste a
minimiser la somme des carrés des résidus sur un certain domaine de I’espace des paramétres
© contenant la vraie valeur de 8 . On suppose que la condition de stationnarité périodique au
second ordre et ainsi que la condition d’inversibilité sont vérifiées. Ceci permet de délimiter le
domaine des parameétres admissibles. Ces derniéres prennent en compte le paramétre o2 qui
ne sera pas estimé, pour l'instant. Pour contourner cette difficulté, au lieu de minimiser la
somme des carrés sur un ensemble fixe ® dans ’espace des parameétres, nous allons la réduire
au minimum sur des ensembles aléatoires @,,, qui sont fonctions des données X1, Xo,..., X,
déterminées a partir du modele (5.1). Pour ce faire, considérons , comme étant la vraie
valeur du parameétre 6 . L’échantillon contient la période compléte des données N , qui sont
indexées de 0 & N — 1. En effet, lorsque 0 < k< N —1let 1 <wv < s, alors sk + v allant de 1
an = Ns. On supose que §, appartient a ’espace des parameétres. Les ensembles aléatoires
®,, sont choisis de sorte le soit modéle est inversible relativement au processus d’observation
X1, Xo,..., X, et & étre compact pour n sufisamment grand.

Soit § > 0, on pose

n—1 p n
©,=0:InJ] D bit)Xi ;| +5<0 (5.2)
t=0 |[j=1
et
- L 5
O={0:E{In z;bj(t)xt_j +5 <00 (5.3)
e

Notons que l'introduction de & permet I'utilisation du signe < au lieu de <, qui conduit,

généralement, & un espace compact. Par conséquent, sous la condition :
p
Eqln|> bj(t) X ;| p+26<0, (5.4)
j=1

ona:©,CO p.s, lorsque n est suffisamment grand. En effet, d’aprés le théoréme d’ergodi-



5. ESTIMATION DES MOINDRES CARRES 48

cité, on a :

— p p

mH.Zl x| i; Zl DX | — E Z DXy b ps. (55)

lorsque n — +oo . Pour 0 € ©,, soit £4(0), la solution periodiquement stationnaire au second

ordre de :

Xt Zaj Xt —j Zb Xt jEt— 1(9)

qui est donnée par :

n—1 p p
St(Q) = Z H Z bj Xt —j—i Xt—n — Z aj (t)Xt_j_n . (5.6)
n>0 1=0 7=1 j=1

Notons que, presque strement, () = &; pour tout ¢ € Z . Par ailleurs, £,(f) peut étre
approximée par €:(0|zg), qui est également déterminée de fagon récursive en ¢ via une version

tronquée de (5.6) :

t—1 n—1 4 p
cllz0) = Y0 T | Dobitt=Xejoi | ¢ | Xiea = X ai(OXijon| (5.7)
n=0 =0 \j=1 j=1
t—1 P
+ H —ij<t - i)Xt—j—i 20
1=0 j=1

o, £o(6) = 2.

Définition 5.1 On appelle estimateur des moindres carrés de 8, toute solution de l’équa-
tion :

Va(0) = minV;, () . (5.8)

ou :

_ %Zgg(gyzo). (5.9)

Dans ce qui suit, on va étudier la consistance forte et la normalité asymptotique de
Qn; tout en supposant que :

Al : {X;,t € Z} est périodiquement stationnaire au second ordre et périodiquement
ergodique.

A2 : £? est un fonction non linéaire de g; p.s, c-a-d la masse de &; n’est pas concentrée

sur un ou deux points.
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5.3 Consistance forte

La consistance forte de I'estimateur des moindres carrées est basée sur le résultat général

suivant :

Théoréme 5.2 Sous A1 , A2 et si la condition (5.4) est satisfaite; alors l'estimateur 9,“

défini par (5.8) converge p.s vers 6.

Le preuve du théoréme précédent est découpée en une série de lemmes (5.3 a4 5.7).
Lemme 5.3 (Pham, (1981) ([46])) Soit V;,(8) une suite de fonctions aléatoires continues
définies sur un compact © de dimension k (dans Rk), soit 0 un point de O et O, un sous
compact dans R tels que :

(1) Presque sirement, § € ©,, C €) pour un n suffisamment grand .

(i7) Pour 0 € C:),Q #£ 0, il existe un voisinage U(Q) de 0 tel que :

lim inf { inf V,(8) — Vh(6)} >0 p.S..
n—-+4oo QGU(@)

Alors 8, la solution de la minimisation de V,(0) sur ©,, converge p.s vers 0.
Preuve. (Pham.Dinh lemma 1.4 ([46])). m

Pour la fonction V;, () définie par (5.8) et sous la condition (5.8); d’apreés (5.5), la condi-

tion (7) du lemme (5. 3) est satisfaite en prenant ’ensemble ©,, qui est donnée par (5.3).

Lemme 5.4 La série (5.6) converge p.s pour tout 0 € ©.Elle définit une fonction aléatoire

continue dans ©. De plus, on a :
1(6]z0) — £1(0) — 0 p.s. lorsque t — 400
uniforemmément dans ©.

Preuve. Le 1°" résultat : d’aprés le théoréeme d’ergodicité, on a :

n—1

p p
In H ij(t)thj — Fln ij(t)Xt,j p.S.
t=0 |j=1 Jj=1
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Lé deuxiéme résultat : d’aprés (5.6) et (5.7), on a :

n—1 p
et(8]z0) — €t(Q)’ <O T - D00t =Xy | | Xen =D aj(®)Xe—jn
n>t | i=0 =1 j=1
t—1 P
+ — Z bj (t — 'L’)thjf'i 20
i—0 \  j—=1

S|
NgE]
N

Lemme 5.5 Soit V,,(0) la somme des carrés définie par (5.9) , alors, on a :Vy,(0) / {

p.s. uniforemmément sur tout compact K de @; 51

1
lim inf inf {n_l > 5?(9)} >0.
=t jeK t=1
Preuve. Posons : 6;(0) = &;(0]20) —(6). Alors, d’aprés I'inégalité de Chauchy-Schwartz,
ona:
1N= $207) _ 2 N2 o (D\S.(]
- = 0) — = > e(0)0:(0
A R R P RO T e
R N—1 s
w2 ei(0) L S X Y ehn©
t=1 t=0 v=
s (. 2}
‘ =3 SUPge ‘5,5(9)‘

d’aprés le lemme (5.4), on a O}(é) — 0 p.s uniforemmément. La preuve est compléte. m

Lemme 5.6 Pour § € © et Uy, (Q) un voisinage de 0 , 0N ap.s:
n ~ E |2(0)| si E |e2
lim lim inf inf {nl > 8?(9)} = [ t(*)} [ t
=1 +00 si B [5%

m— o0 n—oo QEUm (Q)
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Preuve. Posons :Y;,(t) = mfeeUm(e) e2(6) et pour ¢ > 0 Y, (t) = min {V;,(t), c} d’aprés

le théoréeme d’ergodicité :

E [53@} = lim lim inf { AU )}
m—oo n—oo t—1
> lim lim inf inf {n TS el )}
m—oo 00 pery, (§ t=1
>  lim lim inf {nl > Y;Cm(v)}
m—oo n—oo t=1 ’

= FE [min {6?(@), CH

D’apres le TCM : E [min {5%(@),0}} — K [5%(@)} , lorsque ¢ — +o00. Par conséquent,

on obtient :

E [5?(@)} > lim lim inf  inf ) {n_l > 5?(5)} >FE [8$(Q)}

m—00 n—oo 9€U (

D’ou le résultat. m
Lemme 5.7 si 0 # 6,alors E [8?(&)} > 2.

Preuve. Posons : ¢, (6) = &(0)—e; = Y0, [ai(t) — @i(t)] Xy i+ 0y [bj(v)et — 'z;j(v)gt@} Xij.

La fonction ¢, ,(0) est indépendante de &;. Alors :
E[30)] = B 6210 + B[] > 6

Donc : E [eg@] =5 ssi P (%1@ - o) = 1.0r: ¢,_1(0) = [El(t) —bl(t)} 2+
Aei_1 + B, ou :

A = a1(t) —a1(t) — [N —bi(t } <Z (t)et—2] thi)

i=1

“bi(®)6i 2@ = Y [Bilt) = bi(t)] X,
=2
B = —|ait) = a1(t) + (D6 (0)] D faslt = 1) = it = Der-a] Xio1

1=

_i [&i(t) —a;(t) + bi(t)¢ (0 )] Xi—i.

=2

—

On remarque que les fonctions A et B sont indépendantes de g4_1. D’aprés le théoréme

de Fubini, on a :

P (6,1(8) =0) = [P [(ba(t) = b1()) &2y + azy-1 + B = 0] dPap(a, B)
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ou Py p est la distribution conjointe des fonctions A et B. En utilisant I’hypothese A2,

P Kbl (t) — El(t)) e | tag 1 +6= ()] <1

sauf si by(t) — by(t) = a« = f = 0. Alors P (qbt_l(é) = 0) < 1 sauf si by(t) = by(t) et
A = B =0 p.s. Si on répéte cet argument, on trouve § = 6. La preuve du lemme (5.7) est
compléte. m

Preuve. (Du théoréme) sous (5.4), la condition (i) du lemme (5.8) est satisfaite, alors
il suffit de vérifier (7).

D’aprés les lemmes (5.5), (5.6) et (5.7), on obtient : pour § € © et § # 0, il existe un
voisinage de 0 tel que :

lim inf inf V,(0) > o2 p.S.
n—00 he(/(f)

Or d’aprés le théoréme d’ergodicité :V;, () — o2 p.s.; d’otl le résultat. =
Exemple 5.8 (Théoréme de G.Wittewer (1989) ([62])). Soit le modéle BL(p,0,p, 1)

p P
Xt =¢er+ Z a; Xy j+ Z b Xy et
j=1 Jj=1
Sous A2 et si {Xy,t €Z} est stationnaire au second ordre et érgodique. Alors, si § €

FEln {‘Z?Zl ijt_j‘} + 26 <0, on a, Uestimateur LSE 0 converge presque stirement.

Remarque 5.9 C’est le méme résultat de Pham et Tran (1981) ([46]) dans le cas BL(1,0,1,1)

c-a-d que pour s =1 ; la condition d’invesibilité est

INJ) < exp{—FElog|X:|} avec :

;1
G)n:{(a,b): A < 1, éjg x| —5}, (5.10)
t=1
et :
- _ 5
6= {(a, b): lal <1, (b} <exp{-E X} — 2} . (5.11)
La condition est réduite Q :
‘B( <exp{—E|X;|} -2 . (5.12)

D’aprés le théoréme (4. 1) de Pham et Tran ([46]) si (5.12)est vérifiée, alors l’estimateur
1

- t; e2(0|z0) est fortement consistant.

LSE 0, qui minimise la somme de carrés Vy,(0) =
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5.4 Normalité asymptotique

Pour étudier la normalité asymptotique, on s’intéresse a la classe des processus définie par le
modele PBL(0,0,1,1) (5.1). Soupposons que la condition d’inversibilité (5.4) est vérifiée.

Posons :

=+ DN

$u(0) =0~ - 22(0). (5.13)
t=1

Donc, d’aprés la section (5. 3), 6 est un estimateur LSE de 0. Pour obtenir la normalité

asymptotique de Q, nous avons besoin d’ajouter les hypotheses suivantes :

A3 : Le parameétre vrai ¢, satisfait :

8&}(9)) (85t(0))'
E ( < +oo, (5.14)
09 ) g—p, \ 90 g,
82615(0)
FE — .
(8989 )000 < 400

Comme d’habitude, nous avons, pour toute estimateur LSFE Q,
0 Vn (Q) 0 Vn (Q) 0 2 Vn (Q) h
= = 0—9 1
0 ﬁ< 5 )M \/ﬁ< 50 ), +oas ”*ﬁ( 6,), (5.15)

ouQ*:QU+)\(Q - QO) pour A € )0, 1].

Lemme 5.10 ona:

'(6%9(9)>990_<8%0<9)>000 = o(l) ps (5.16)
() () |- e

Sous les conditions du théoréeme (5.2), 'estimateur Qn converge p.s vers le parameétre 6.

Ainsi, pour n grand, (5.15) est asymptotiquement équivalente a :

925,,(0) ; N 95n(0)
(it )., 7 2-) =~ (%57, 47
Y=Y 2720
Lemme 5.11 Sous l’hypothése A3, on a :
vn (35“(9)> ~ N(0,40°T) , (5.18)
90/ g,

avec !

1=0’E

(=), (52 ]
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(59),, 25 (%), =

Maintenant, si « est un vecteur de dimension 2sp, alors, on a :

&zt (Q) >
o ( et] Fe1
00 ) g—p,

Preuve. On a :

E

)

ceci montre que (0/ <a€8tigg)) e, t> 1) est une différence de martingale (par rapport
- =%0

a la filltration F; ) de carré intégrable, et on a :

2
1 [ Oe¢(0) _ 2 et (0) .
1. F <a (7% )0:905t)] ao’E[( 0 )QQ )ee]a,avec.
e | (%) ( ) ]
n
t=1
_ ’ 2E 05t(Q) OetQ
00 6=6,
1 [ Oee(6) ' _ 1 [ 9ee(9) ' T
2. FE|o ( 50 )Q=Qo€t = Eg( i >Q=QO Ele]” < +o00 pour r>2 ettoutt,

({5, 7 ) (= (50, )] e [

Donc, d’aprés le TCL pour les différences des martingales,

WZ< <6Et >Hft>

converge vers une loi normale de moyenne nulle et de variance :

| (w(%) o) |=o foe(2) | (2 1

n
pour tout o € R2?*P, doncy/n (%ﬁ) = 3 (3€t(ﬁ)) g¢ converge vers une loi
0—0 v = 0=0,

normale multidimensionnelle de moyenne nulle et de matrice de variance-covariance :

(=) (=2) ]

3. %Zn: [( (8€f£0)>gzgogt >2

t=1

40°E

d’ou le résultat. m
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Lemme 5.12 Sous l’hypothése A3, on a :

5.0\
R ( 9000 ) vy Y (5.19)

avec: J=F [(85530)%:90 (a%y));:@o] .

Preuve. On a :

(Fo@) Lrg(Tad) L ig (a0 (0 )

2
Puisque ¢; sont i.i.d et ¢; et (882%(3))9 , sont indépendantes et d’apreés le théoréme d’ergo-
999 ) g,

dicité, on en déduit le résultat. m
Théoréme 5.13 Sous les hypothéses du théoréme (5. 2) et A8, lorsque n — 400 ,on a :
NG [Q - QO} - N(0,0237Y). (5.20)

Preuve. On a d’apres (5.17) :

ale-o] <[5, ] #(50)..

Or, d’apres (5.18) et (5.19), et d’aprés théoreme de Slutsky /n {Q— QO] converge vers une

loi normale multivariable de moyenne nulle et de matrice de variance-covariance

& IME SR COMC M|
(e (o) |
- on](e) (e ]

Ainsi, la preuve est compléte. m

Exemple 5.14 C’est le méme résultat de Jian Lui([38]) dans le cas BL(1,0,1,1) c-a-d que

pour s = 1; la condition d’tnvesibilité est :

‘5’ < exp {—Elog | X} — 26 (5.21)
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avec les ensembles ©,, et © donnés par :

n—1
e, = {9: 01 < [T 1x+ —5} : (5.22)
t=0

et: @ = {0:10] <expE {~In|X|} —3}. L'hypothése A3 est réduite a : E £} (60)|* < +o0
et E|e;(60)| < +oo. O les signes (') et () désignent les dérivées premiére et seconde
par rapport o 6y. Alors, d’aprés le théoréme 4.2 de Jian Lui([38]) si (5.21) est vérifiée, alors

A~ n
Vestimateur LSE 0, qui minimise la somme des carrés Vi (0) = " €2(0|20) satisfait :
=1

Vi [0= o] ~ N0 i)



Chapitre 6

SIMULATION

6.1 Introduction

Nous abordons dans ce chapitre, la partie pratique de la modélisation a travers des simulations
des trajectoires de chacun des (2) modeles considérés. Pour réaliser cet objectif, nous utilisons
le logiciel MATLAB 7.9 2009 . A chaque modeéle correspond (3) tablaux présentant les
résultats de 1000 trajectoires simulées de longueur N=100, 500, 1000, 2000, 3000, 4000,
5000, 10000, concernant les différentes valeurs données aux parameétres a estimer par la
méthode des moindres carrés. Pour un paramétre donné a, la colonne « Mean » indique
la moyenne des estimateurs ay, qui doit s’approche de la vraie valeur notée « VV » de
a. Ensuite, nous espérons que l'intervalle de confiance de ay, constitué par les colonnes «
Min » et « Max », soit petit pour que la précision soit meilleure. De plus, la moyenne des
var(ay )% sur les 1000 répétitions, notée RMSE*, est comparée avec la racine de la moyenne

de (a — ay)? sur les 1000 répétitions, notée RMSE.

6.2 Description des modéles

Nous allons utiliser (2) modeles bilinéaires périodiques de période s = 2, générés par les

équations suivantes :

Xi = a(0)Xi—164-1 +er (6.1)

Xi = a(0)Xi—2e4—1 +e¢ (6.2)
Ou @ est le vecteur des prameétres a estimer et (g¢),c est un bruit blanc gaussien N(0,

o7
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1).

6.2.1 Modéle PBL(0, 0, 1, 1)

Soit v =t —2 [%] , t =1,2,...,N ([x] désigne la partie entiére de z). Le coefficient a

correspondant au modéle (6.1) varie en fonction du temps sous la forme suivante :

ap st v=1
at(g) = )

ay St v=2

ou § = (a1, az). Alors, notre modéle périodique initial peut se décomposer en 2 sous modéles

bilinéaires a coefficients constants d’ordre (0, 0, 1, 1) a coefficients respectifs constants ay, ag :

a1 Xi_16-1+¢e st v=1

agXt,let,l + & st v=2

Une réalisation de longueur N = 250 avec a; = 0.2500 et ag = —0.4500 est présente par
la figure (F.g6.1)

{1}

0 700 200 300 200 500

(F.g 6.1)
F.g6.1 - Trajectoire de longueurs N = 500 du modele PBL(0, 0, 1, 1)
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Le résultats de ce modele sont portés dans les tables (T'able — 6.1—)-(Table — 6.3—).

N V.V Min Max Mean Var RMS* RMS
100 0.0000 -0.1341 0.1032 -0.0010 0.0012 0.0352 0.0352
0.9500 0.7080 1.1984 0.9554 0.0042 0.0649 0.0651

500 0.0000 -0.0453 0.0401 0.0002 0.0002 0.0139 0.0139
0.9500 0.8699 1.0322 0.9510 0.0007 0.0259 0.0259

1000 0.0000 -0.0312 0.0359 -0.0003 0.0001 0.0101 0.0101
0.9500 0.9000 1.0014 0.9502 0.0002 0.0183 0.0183

2000 0.0000 -0.0247 0.0202 -0.0002 0.0000 0.0069 0.0069
0.9500 0.9052 0.9970 0.9501 0.0002 0.0129 0.0129

3000 0.0000 -0.0181 0.0188 -0.0002 0.0000 0.0057 0.0057
0.9500 0.9140 0.9878 0.9502 0.0001 0.0107 0.0106

4000 0.0000 -0.0149 0.0183 -0.0002 0.0000 0.0049 0.0057
0.9500 0.9208 0.9816 0.9502 0.0001 0.0092 0.0073

5000 0.0000 -0.0135 0.0141 -0.0002 0.0000 0.0043 0.0043
0.9500 0.9221 0.9770 0.9502 0.0001 0.0082 0.0082

10000 0.0000 -0.0103 0.0092 -0.0002 0.0000 0.0031 0.0031
0.9500 0.9277 0.9685 0.9501 0.0000 0.0057 0.0057

(Table - 6.1 -)

Table - 6.1 - LSE du modele PBL(0,0,1,1)

avec : a1 = 0.0000 et as = 0.9500.



6. SIMULATION 60
x 10
1 - . ’ - .
i o -— —
; ‘.q e & e e e . n e e
O 1000 2000 2000 40DD G000 &D00 7000 800D @0D0 10000
M

=] 1600 2000 3600 <4000 6000 6BOODL TODD BODD ODODO 2 1000D
N
X ‘Iﬂ‘
2 i T v T g T T ki T
:: 1'\‘~ |
Bu 1000 J(Lmﬂ I{llﬂ wlm I{;:ﬂ .Dlm ?C;'Jﬂ .‘El[m Inluu 10000
(VV=0.0000)
ﬂ.“ T v T T i T v L T
5 g_“\_\-—
; a“ I i & i i i i & i
) 1000 2000 2000 <000 E000 BODC TOOO BOOO 000 10000
M
ﬂ-T L L L L L L L L L
%’ 0.08 ..‘\& '
ﬂ i 'l A I | | i | - X x
¥ 1000 2000 3000 4000 6000 6000 7TOOO 8000 9000 10000
M
4“ 1n‘l T T T T T T L T L
» af ]
c a a & a
o 1000 2000 3000 4000 8OO0 8000 TOOD 6000 @000 10000
[ N1

(VV=0.9500)



6. SIMULATION 61

N vV.v Min Max Mean Var RMS* RMS
100 0.2500 -0.0402 0.4470 0.2519 0.0021 0.0453 0.0453
-0.4500 -0.6488 -0.2301 -0.4504 0.0030 0.0544 0.0544

500 0.2500 0.1634 0.3070 0.2495 0.0003 0.0184 0.0184
-0.4500 -0.5109 -0.2955 -0.4494 0.0003 0.0207 0.0207

1000 0.2500 0.1810 0.2903 0.2493 0.0002 0.0215 0.0215
-0.4500 -0.4970 -0.3550 -0.4496 0.0002 0.0143 0.0143

2000 0.2500 0.2011 0.2713 0.2496 0.0001 0.0085 0.0085
-0.4500 -0.4746 -0.3744 -0.9497 0.0001 0.0096 0.0096

3000 0.2500 0.2148 0.2690 0.2495 0.0000 0.0070 0.0070
-0.4500 -0.4710 -0.3960 -0.4497 0.0001 0.0077 0.0077

4000 0.2500 0.2232 0.2672 0.2497 0.0000 0.0060 0.0060
-0.4500 -0.4713 -0.4085 -0.4497 0.0002 0.0065 0.0065

5000 0.2500 0.2245 0.2668 0.2497 0.0000 0.0054 0.0054
-0.4500 -0.4670 -0.4172 0.4497 0.0000 0.0059 0.0059

10000 0.2500 0.2361 0.2607 0.2498 0.0000 0.0038 0.0038
-0.4500 -0.4631 -0.4295 -0.4498 0.0000 0.0043 0.0043

(Tabble - 6.2 -)
Table - 6.2 - LSE de modele PBL(0, 0, 1, 1)

avec : a1 = 0.2500 et ao = —0.4500.
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N V.V Min Max Mean Var RMS* RMS
100 -0.1500 -0.2861 0.0152 -0.1483 0.0023 0.0478 0.0478
-0.5000 -0.7027 -0.2914 -0.5033 0.0034 0.0586 0.0586
500 -0.1500 -0.2153 -0.0799 -0.1502 0.0004 0.0199 0.0199
-0.5000 -0.5717 -0.4268 -0.5014 0.0005 0.0234 0.0234
1000 -0.1500 -0.1978 -0.1087 -0.1505 0.0002 0.0133 0.0133
-0.5000 -0.5652 -0.4515 -0.5009 0.0003 0.0164 0.0164
2000 -0.1500 -0.1809 -0.1172 -0.1501 0.0001 0.0094 0.0094
-0.5000 -0.5498 -0.4574 -0.5004 0.0001 0.0117 0.0117
3000 -0.1500 -0.1758 -0.1249 -0.1503 0.0001 0.0078 0.0078
-0.5000 -0.5327 -0.4648 -0.5002 0.0001 0.0095 0.0095
4000 -0.1500 -0.1693 -0.1284 -0.1501 0.0001 0.0067 0.0067
-0.5000 -0.5260 -0.4720 -0.5002 0.0002 0.0082 0.0082
5000 -0.1500 -0.1671 -0.1329 -0.1500 0.0001 0.0060 0.0060
-0.5000 -0.5285 -0.4780 -0.5001 0.0001 0.0072 0.0071
10000 -0.1500 -0.1635 -0.1371 -0.1500 0.0000 0.0042 0.0042
-0.5000 -0.5209 -0.4841 -0.4999 0.0000 0.0049 0.0049
(Table - 6.3 -)

Table - 6.3 - LSE de modele PBL(0, 0, 1, 1)

avec : a; = —0.1500 et ag = —0.5000.
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6.2.2 Modéle PBL(0, 0, 2, 1)

Soit t =t —2 [%] , t = 1,2,...,N ([z] désigne la partie entiére de z). Le coefficient a

correcpondant au modele (6.2) varie en fonction du temps sous la forme suivante :

ap st v=1
at(Q) = )

ay St v=2

ou § = (a1, ag). Alors, notre modeéle périodique initial peut se décomposer en 2 sous modéles

bilinéaires d’ordre (0, 0, 1, 1) a coefficients respectifs constants a1, ag :

a1 X984 1+¢€ st v=1

aoXy_oct_1+¢er st v=2

La figure (F.¢g6.2) présente la simulation d’une trajectoire de taille N = 250 avec a1 =

0.0000 et ag = 0.9500 du modéle PBL(0,0,2,1)

a - : - . -

ﬂ-'

=8 |

_H i i i i Il

(F.g 6.2)
F.g6.1 - Trajectoire de lonqueurs N=250 du modele PBL(0, 0, 2, 1)
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Le résultats de ce modele sont portés dans les tables (T'able — 6.4—) — (T'able — 6.6—)

N V.V Min Max Mean Var RMS* RMS
100 0.0000 - 0.1677 0.1814 0.0013 0.0020 0.0445 0.0445
0.9500 0.6444 1.1635 0.9440 0.0044 0.0661 0.0663

500 0.0000 -0.0562 0.1345 -0.0004 0.0003 0.0158 0.0158
0.9500 0.8796 1.0130 0.9486 0.0005 0.0213 0.0213

1000 0.0000 -0.0609 0.0844 0.0001 0.0001 0.0112 0.0112
0.9500 0.8207 1.0244 0.9491 0.0002 0.0153 0.0154

2000 0.0000 -0.0215 0.0981 0.0006 0.0001 0.0075 0.0075
0.9500 0.9081 1.0180 0.9495 0.0002 0.0102 0.0102

3000 0.0000 -0.0308 0.0727 0.0005 0.0001 0.0063 0.0063
0.9500 0.7834 0.9942 0.9494 0.0000 0.0102 0.0102

4000 0.0000 -0.0131 0.0838 0.0004 0.0000 0.0057 0.0057
0.9500 0.9094 1.0054 0.9498 0.0001 0.0073 0.0073

5000 0.0000 -0.0114 0.0838 0.0003 0.0000 0.0056 0.0056
0.9500 0.8765 1.0020 0.9498 0.0000 0.0066 0.0066

10000 0.0000 -0.0290 0.0342 0.0000 0.0000 0.0028 0.0028
0.9500 0.8489 0.9604 0.9498 0.0000 0.0051 0.0051

(Table - 6.4 -)

Table - 6.4 - LSE du modele PBL(0, 0, 2, 1)

avec : a1 = 0.0000 et as = 0.9500.
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N V.V Min Max Mean Var RMS* RMS
100 0.2500 -0.1233 0.4431 0.2566 0.0064 0.0800 0.0802
-0.4500 -0.7538 -0.2113 -0.4570 0.0066 0.0815 0.0817

500 0.2500 0.1437 0.3476 0.2522 0.0010 0.0310 0.0311
-0.4500 -0.5481 -0.3165 -0.4516 0.0013 0.0354 0.0354

1000 0.2500 0.1901 0.3100 0.2516 0.0004 0.0207 0.0207
-0.4500 -0.5385 -0.3737 -0.4516 0.0007 0.0256 0.0256

2000 0.2500 0.2043 0.2962 0.2511 0.0002 0.0150 0.0151
-0.4500 -0.5034 -0.3982 -0.4508 0.0003 0.0171 0.0171

3000 0.2500 0.2082 0.2850 0.2504 0.0002 0.0124 0.0124
-0.4500 -0.5032 -0.3995 -0.4500 0.0002 0.0141 0.0140

4000 0.2500 0.2174 0.2774 0.2503 0.0001 0.0060 0.0106
-0.4500 -0.4887 0.4025 -0.4499 0.0001 0.0117 0.0117

5000 0.2500 0.2207 0.2774 0.2502 0.0001 0.0096 0.0096
-0.4500 -0.4823 -0.4162 -0.4499 0.0001 0.0101 0.0101

10000 0.2500 0.2291 0.2732 0.2499 0.0000 0.0070 0.0070
-0.4500 -0.4715 -0.4306 -0.4500 0.0000 0.0070 0.0070

(Table - 6.5 -)
Table - 6.5 - LSE de modele PBL(0, 0, 2, 1)

avec : a1 = 0.2500 et a9 = —0.4500.
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N V.V Min Max Mean Var RMS* RMS
100 -0.1500 -0.6291 0.2009 -0.1548 0.0064 0.0798 0.0799
-0.5000 -0.7720 -0.1783 -0.4968 0.0081 0.0899 0.0900
500 -0.1500 -0.2449 -0.0603 -0.1512 0.0009 0.0301 0.0301
-0.5000 -0.6260 -0.3703 -0.5001 0.0014 0.0368 0.0369
1000 -0.1500 -0.2245 -0.0740 -0.1506 0.0005 0.0216 0.0216
-0.5000 -0.6033 -0.4304 -0.4998 0.0006 0.0254 0.0254
2000 -0.1500 -0.1920 -0.1054 -0.1511 0.0002 0.0148 0.0148
-0.5000 -0.5534 -0.4372 -0.5003 0.0003 0.0185 0.0185
3000 -0.1500 -0.1825 -0.1098 -0.1507 0.0002 0.0121 0.0121
-0.5000 -0.5491 -0.4561 -0.5002 0.0002 0.0150 0.0102
4000 -0.1500 -0.1796 -0.1125 -0.1506 0.0001 0.0108 0.0109
-0.5000 -0.5408 -0.4557 -0.5004 0.0002 0.0126 0.0126
5000 -0.1500 -0.1784 -0.1142 -0.1504 0.0001 0.0097 0.0097
-0.5000 -0.5403 -0.4583 -0.5003 0.0001 0.0113 0.0113
10000 -0.1500 -0.1750 -0.1258 -0.1500 0.0000 0.0070 0.0070
-0.5000 -0.5235 -0.4740 -0.4994 0.0001 0.0081 0.0081
(Table - 6.6 -)

Table - 6.4 - LSE du modéle PBL(0, 0, 2, 1)

avec : a1 = —0.1500 et ay = —0.5000.
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6.3 Commentaires

D’aprés les résultats empiriques qui sont reportés dans les tableaux 6.1 - 6.6, on déduit les

principles conclusions suivantes :

e Les différenctes valeurs de N nous ont permis de constater que 'augmentation de la
taille de I’échantillon a un effet considérable sur la qualité des résultats , c-a- d, quand

N — o0. Par exemple, pour N = 10000.

e La moyenne et la vraie valeur sont presque égales comme le montre les graphes 6.1 -

6.6 . La précision est mielleure.

e Les valeurs RMSE et RMSE* sont, dans la plupart des cas, égales ou trés proche de

zéro. Ceci signifie que I'étendu de la dispersion est assez petite.

Ces observations faites sur les résultats portés dans les tables et graphes 6.1 - 6.6

confirment la théorie asymptotique de ’estimateur présenté dans le chapitre 6.

6.4 Conclusion

Les modeéles bilinéaires périodiques se révélent trés délicats & manipuler. En effet, I’absence
de la stationnarité rend la théorie asymptotique des processus ergodiques stationnaire. Notre
étude s’est intéressée a estimation des parameétres des tels modeéles. Sous certaines condi-
tions, qui sont la clé de la méthode de moindre carée (LS), nous avons pu montrer les pro-
priétés asymptotiques de la consistance forte et de la normalité asymptotique des estimateurs
LSEFE de la classe des modeles bilinéaires périodiques PBL(p, 0, p, 1). Les résultats empiriques

confirment cette théorie asymptotique.



Chapitre 7

CONCLUSION ET
PERSPECTIVES

7.1 Conclusions

Ce modeste travail examine quelques problémes de séries temporelles non linéaires a coeffi-
cients dépendant du temps.

La classe particuliére des modéles non linéaire qui a été extensivement discutée dans la
littérature est la classe des modeéles bilinéaires périodiques.

Les conditions suffisantes pour la stationnarité périodique au sens strict et au second
ordre et I'inversibilité sont abordées.

L’objectif principal de ce travail est ’estimation dans les MPBL par la méthode de
moindre carrés. A partir de certaines conditions, on obtient des estimateurs fortement consis-
tants et asymptotiquement normales.

Cette méthode donne des résultats trés satisfaisants qui sont montrés dans la simulation.

7.2 Pesrpectives

En perspectives, nos futures recherches et études doctorales vont explorer les domaines sui-

vants :

e Les modeéles bilinéaires & temps continu, leurs statistiques, structures et leurs identifi-

cations.
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L’inférence statistique des modeles bilinéaires & coefficients quasi-périodique.
e La statistique des modéles bilinéaires multi-variables.
e La statistique des modeéles bilinéaires a seuil.

e La statistique des modeéles bilinéaires & sauts markoviens.

Eventuellement, les techniques dites d’intelligence artificielle « TIA », simples ou hy-
brides, trés importantes pour les processus, surtout non linéaires, a caractére imprécis

et uncertains, seront, elles-aussi, probablement évoquées. Parmi elles, on cite :
e Les réseaux de neurones « RNA ».
e La logique floue « LF »
e Les algorithmes génétiques « AG ».

e Autres....



Chapitre 8

ANNEXE

Dans cette annexe, nous donnons quelques définitions, théorémes et outils fondamentaux qui

s’avérent nécessaires dans notre étude.

Définition 8.1 Un processus aléatoire {X; ,t € T } a valeurs dans R"(n > 1) est dit d’ordre

k (k> 1), si pour tout t € Z : E(|| X¢||*) < +o0.

Définition 8.2 (Bruit blanc) : un processus stationnaire au second ordre est appellé bruit

2

blanc de moyenne nulle et de variance o si sa fonction de covariances s’écrit :

02 sih=0
0 sinon

Définition 8.3 (0— Algébre générée par un processus stochastique) : Notons ft(X) =0 (X (s), s<t),

c’est la plus petite o—algébre qui contient les ensembles de la forme {a < X (s) < b} pour
s <t avect, a, b€ R. Ce sont les informations disponibles pour une observation du processus

X a linstant t.

Définition 8.4 Un processus stochastique (X (t))te]R+ sur l’espace (2, F, P)est appelé Fy—adapté

si pour tous t, X (t) est Fy—mesurable.

Définition 8.5 L’opérateur de retard , noté par B,est défini par : BX; = X;_1 et BIX; =
Xi—j.

Théoréme 8.6 ( Slutsky ) Soient (Up),,>1 €t (Va),>1 2 suites de variables aléatoires réelles.

U une autre variable aléatoire réelle et v un nombre réel. Supposons que U, — U (en loi) et
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Vi — v (en prababilité). Alors, nous avons quand n — oo :

() UpxV, — U=xv (enloi).
(15) UV, — oU (en loi).

(i53) UV, b — Uv™t (en loi) si Vi, # 0 p.s pour tout n et v # 0.

Théoréme 8.7 (TCM) Soit (X;,),~, une suite de variables aléatoires positives et croissantes

et F—mesurable, alors,
X =1lim, .o X, existe,

lim, oo E (X)) = E (X).
Différence de martingales

Définition 8.8 Un processus (X¢)i>1 est dit une suite de différences de martingales relati-
vement a la filltration (Fy)i>0 st :

1. le processus (Xi)i>1 est (Fi)e>0-adapté,

2. E(X;) < oo pour tout t > 1,

3. BE(X/Fi—1) = 0 pour tout t > 1.

Théoréme 8.9 (TCL pour une suite de différences de martingales) Soit (X¢)i>1 une suite

de différences de martingales avec :
1o
= ;Xt.

Supposons que :

(i) E(X?) = 0% >0 avec i — 02> 0 (en probabilité),

(ii) E|X’"| < 00 pour T > 2 :tl tout t,

(iti) * Z X? — a?% (en probabilité).

Alors : =
vn X, — N(0,06%) (en loi).

8.1 Normes matricielles et rayon spectral

o A = (ai;) est une matrice d’ordre p x p, on définit la norme de la matrice A comme

. P
suit : | 4| = max; {ijl |aij|} :
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e Cette norme est une norme multiplicative c-a-d : ||AB|| < ||A| || B]| -
e La rayon spectral : p(A) = max; |A\;| ou \; sont les valeurs propres de A.

o Ona:p(A) <A et p(A) =lim_, o (HA’fH%)

,

e Pour 6 €]0,1] on a: \A|6 = <‘aij‘6)

0
e Si A, = (az(?)) sont des matrices d’ordre p x p, alors, on a : | [] An| < [T |4, et
n>1 n>1
0
0
2 An| < 30 AN
n>1 n>1

e Soient A = (ai;) et B = (b;;) des matrices d’ordre p x p, alors, A < B veut dire :

aij < bi; pour toute 1 <4,j < p.

e Pour A = (a;) est une matrice d’ordre p x p, il existe une constante positive K telle

que pour tout nombre entier positif m, nous avons :

|(Am)| < K (o)™

Produit de Kronecker(Tensoriel)

Définition 8.10 Produit de Kronecker (Tensoriel) : Soient A une matrice de taille m x n
et B une matrice de taille p x q, alors le produit tensoriel de A et B, noté A® B, est la
matrice de taille mp par nqg, définie par blocs successifs de taille p x q, le bloc d’indice i, j

valant a;;B. En d’autres termes :

allB algB e aqu
A 2 B— ang aggB e aqu
i ap1 B apB ... apB

= (mpxngq)

Les propriétés remarquables sont :

e Le produit tensoriel est bilinéaire et associatif . Sous réserve de compatibilité des tailles
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pour A, B et C, on a les équations suivantes :

A2 (B+C)=(A®B)+(A®C),
(B+C)® A= (B® A)+ (C® A),

(kA)® B=A® (kB) = k(A® B),
(A®B)®C=A®(B®C),
(A+B)®(C+D)=(A®B)+(A® D)+ (B® D).

e Le produit tensoriel n’est pas commutatif. Cependant, pour toutes matrices A et B, il

existe (2) matrices de permutation P et @ , telles que :

A®B=P(B®A)Q.

e La propriété suivante lie le produit matriciel usuel au produit de Kronecker :

(A® B) (C ® D) = AC ® BD.

8.2 Opérateur Vect

Définition 8.11 Soit A = (aq,...,a,) une matrice (m x n) avec (m x 1) colonnes a;, l’opé-

rateur Vect transforme A dans un seul vecteur (mn x 1)en empilant les colonnes :

a1
Vect(A) =

Qnp
Remarque 8.12 Soient A, B et C trois matrices avec des dimensions appropriées.
o Vect(A+ B) = Vect(A) + Vect(B).
e Vect(ABC) =C' @ A Vect(B).

o Vect(AB) = (I ® AB) Vect(B) = (B'®1) Vect(A).
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8.3 Dérivation matricielle

Définition 8.13 Soit z un vecteur de dimension n X 1, et f wune application de R"— R

admettant des dérivées partielles par rapport & toutes les variables, Posons

f(z1)
y=flz) =

Alors, % est un vecteur de dimension n X 1, défini par :

of (z1)
0x1
%y _
or ’
Of (xn)
0xn

Définition 8.14 Soit x un vecteur de dimension m X 1, et f wune application de R™— R"

admettant des dérivées partielles par rapport a toutes les variables, Posons

<
Il
Il

=

E
Il

of(z) f(z1) df(z1)

6@’ 8$1 T 8.1}7n
9y . B . .
@ = : = : :

of (z) f (zn) f (xn)

ox’ 0x1 e Oxm,



Bibliographie

Aase k; k. Recursive etimation in non linear time séries models of autoregressive

type,J.R.SS.B.45(1983) pp : 228-237.
Akaike (1969) ............... A compléter .........ccooeon.
Andel . On the multipe autoregressif series, Ann.Math.Stat.42(1971) pp : 755-759.

Andersen, Granger. An introduction to bilinear time series analysis, Vandenhoeck and

Rupecht. Gottingen, (1978 ).

Basawa V ., Lund R. B. Large sample properties of parameter estimates for periodic

ARMA models. Journal of Time Series Analysis (2001), 22, pp : 651-663.

Bibi. A and Alwel J. Oyet. A note on the properties of some time varing bilinear models

. Statistics and Probability Letters 58 ( 2002) pp : 399-411.

Bibi, A.,. On the covariance structure of the time-varying bilinear models. Stoch. Anal

(2003). Appl. 21, pp : 25-60.

Bibi, A., Moon-Ho, R . Proprerties of some bilinear models with periodic regime swit-

ching. Statistics and Probability Letters 69 (2004) pp : 221-231.

Bibi et A. Oyet (2004). Estimation of some bilinear time series models with time varying

coeffcients. Stochastic Analysis and Applications, 22, pp : 355-376.

Bibi, A., Gautier, A. Propriétés dans L? et estimation des processus purement bilinéaires
et strictement superdiagonaux a coefficients périodiques.Canad. J. Statist (2006). 34 (1),
pp : 131 148.

81



BIBLIOGRAPHIE 82

[11]

[14]

[15]

[18]

[19]

[20]

[21]

Bibi, A., Moon-Ho, R.. Estimation of periodic bilinear time series models. Commun.

Stat. Theory Methods (2006) 35, pp : 1745 1756.

Bibi. A , R.Lessak ,On stationarity and mixing of periodic bilinear processes .Statistics

and Probability Letters 79(2009) pp : 79-87.

Bibi. A and Gautier A. Consistent and asymptotically normal estimators for periodic

bilineair models. Bull. Korean Math. Soc. 47 (2010), No. 5, pp : 889-905.

Bibi, A. On general periodic time-varying bilinear processes. Economics letters (2012).

To appear.

Bibi, A. On Markov switching bilinear processes : Stationarity and Lo structures. Sta-

tistics (2012). To appear.

Berlinet A.,Francq C., Stationnarité et identificaion d’un processus bilinéaire stictement

superdiagonal, Stochastique et Analyse des donnés 15 (1990) pp : 1-24.

Boyles, R.A.,Gardner,W.A., Cycloergodic properties of discrete-parameter nonstatio-

nary stochastic processes. IEEE Trans. Inform (1983). Theory 29, pp : 105-114.

Bougerol, P., Picard, N., Strict stationarity of generalized autoregressive processes. An.

Probab (1992). 20 (4), pp : 1714-1730.

Box,G.E.P., G.M , Jenkins Time series analysis . Forecasting and Controle. Holden Day;,
(1970).

Brockwell P. J. , R. A. Davis. Time Series : Theory and methods. Springer Verlag, New
York (1991).

Chan N. H. ; On the nearly nonstationary seasonal time series. La Revue Canadienne

de Statistique (1989), 17, pp : 279-284.

Chan, H., Tong. On estimating thersholds in autoregressive models,J.T.S.A.7(1986) pp :
179-190

Francq et Berlinet (1990)



BIBLIOGRAPHIE 83

[24]

[33]

[34]

Francq C., ARMA models with bilinear innovations. Stochastic Models (1999)., 15, 29-
92.

Guégan D., Etude d’un modéle non linéaire, le modele superdiagonal d’ordre 1, C. R.

A. A. S. Série 1293 (1981) pp : 95-98.

Guégan D., Représentation l-markovienne et existence d’une représentation affine en

I'état des modeles bilinéaires, C. A. S. Série I 302 (1986) pp : 289-292.

Guégan D., Différent representations of bilinear models, J. T. S. A. 8 (1987) pp : 389-
408.

Guégan D., Minimalité et incersibilité des modeéles bilinéaires & temps discret, C. R. A.

S. Seérie I 448 (1987) pp : 159-162.

Guégan D., Modeéles bilinéaires et polynomiaux de séries chronologiques :étude proba-

biliste et statistique, Thése d’état Université Grenoble I, ( 1988).

Guégan D., Séries chronologiques non linéaires a temps discret, Economica : Paris,

(1994).

Guégan D. ,T.D, Pham . A note on the estimation of the parameters of the diagonal
bilinear models by the least sqares method,Scand.Journ.of Stat.Theory and Appl. 16
(1989) pp : 129-136.

Haggan,T.,Ozaki A study of application of modelling non linear random vibrations using
an amplitude- dependent autoregressive time series models, Biometrika 68 (1981) pp :

189-196.
Hall, P. and Heyde, C.C . Martingale limite theory and its application. Academic Press.

Joens D.A., Non-linear autoregressive processus, Roy.Soc.LondonA.360.(1978) pp : 71-
95.

Lessi (1991) ............. A compléter ................ool.

Liu J., A simple condition for the existence of some stationary bilinear time series,

J.T.S.A.10 (1989) pp : 33- 39.



BIBLIOGRAPHIE 84

[37]

[41]

[42]

[44]

[45]

[46]

[47]

Liu J., A note on causality and inversibility of a general bilinear time series model, Adv,

Appl.prob.22 (1990) pp : 247-250.

Liu P.J. Estimation for somme bilinear time series, Communications in Statistics. Sto-

chastic Models . J. of time series anal. Canada, V6T, 1W5 pp : 37-41.

Liu,P.J., Brockwell On the general bilinear time series models, J. Appl. Prob.25 (1988)
pp : 553-564.

Mckenzie Product Autoregresion. A time series characterization of the gamma distribu-

tion, J. Appl. Prol.19 (1982) pp : 4563-468.

Molher R. R. Natural bilinear control prace, IEEE Tras, Syst,Sci. Cybern, Vol. SCCCQG,
(1970), pp :192-197

Nichohlls D.F., Quinn G.G.,. Random coefficient autoregressive models.An introduction,

Lecture Notes in Statistic,Springer Verlag (1982).

Ozaki T., Non linear threshold autoregressive models for nonlinear random vibrations,

J. Appl. Prob. 18 (1981) pp : 443-451.

Ozaki . T., The statistical analysis of perturbed limit cycle proceses using non linear

time series models., J.T.S.A. 3 ( 1982) pp : 29-41

Ozaki T., Statistical identification of storag models with application to stochastic hy-

drology, Water Ressoursces Bull.21 ( 1985) pp : 663-675.

Pham T. , Tran. On the first order bilinear time series models, J. Appl. Prob. (1981)
pp : 617-627.

Pham T., Bilinear markovian represenation and bilnear models, Soch, Processus and

their Appl, 20,(1985), pp : 295-306.
Pham T. 1986 ............... A compléter .......ocoeevviiiinl.
Robinson P.M., Non parametic for time series, J.T.S.A. 4 (1983) pp : 185-207.

Robinson P.M., Comment on a paper by Sing and Ullah, Econometic Theory 2 (1986 )
pp : 151-152.



BIBLIOGRAPHIE 85

[51]

[55]

[56]

[58]

[59]

Robinson P.M., Semi-parametic econometrics : a survey, J. of Appl. Econo-metrics 3 (

1988 ) pp : 35-51.

Subba Rao. On the theory of bilinear time series models. Journal of the Royal Statistical

Society, Series (1981). B, 43, pp : 244-255.
Subba Rao (1997) ............... A compléter .......................

Subba Rao T., Gabr M. M., A test for linearity of stationary time series. Journal of
Time Series Analysis (1980), 1, pp : 145-158

Subba Rao, M.M.,Gabr An introduction to bispectral analysis and bilinear time series

models , Lecture Notes in statistics .24, Springer Verlag, ( 1984).

Terdik G. Bilinear Stochastic Models and Related Problems of Nonlinear Time Series :
a Frequency Domain Approach. Lecture Notes in Statistics, 124 (1999), Springer, New
York.

Tiao, G.C., Grupe, M.R.,. Hidden periodic autoregressive-moving average models in time

series data. Biometrica 67 (1980), 365-373.

Tong, K. S., Lim. Threshold autoregressive, Limit cycles and cyclical data,J.R.S.S5.B.42
(1980) 245-292.

Tong. Threshold model in non linear time series analysis,Lecture Notes in statis-

tics.21,Spinger Verlage, (1983).

Tong . NonLinear Time series analysis , a dynamical system ap- proch,Clarendon

press.Oxford (1990).
Tongen (1978)
Wittwer G. Some remarks on bilinears time series models. Statistics 20 (1989) 4, 521-529.

Win. N,Wianer, Non linear problems un random theary, M.I.T, pross (1958).



