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Introduction

La théorie des processus empiriques est I'un des outils les plus puissant de la statis-
tique semi-paramétrique. Ses débuts remontent aux années 1930 avec des résultats tels
que le théoréme de Glivenko-Cantelli (Glivenko, 1933; Cantelli, 1933) ou encore le test
de Kolmogorov-Smirnov (Kolmogorov, 1933; Smirnov, 1939). Ces deux résultats ont en
commun le fait qu’ils donnent la convergence de la quantité ||F,, — F|| (la convergence
presque stire pour le premier et la loi asymptotique pour le second), o1 F est la fonction
de répartition de la loi d’ot1 I'échantillon est tiré, F,, est la fonction de répartition empi-
rique et ||.|| est la norme de la convergence uniforme. Ce que 'on désigne par processus
empirique n’est rien de plus que la quantité F,, — F normalisée par le facteur /n.

L'extension du résultat de Smirnov a donné ce qu’on appelle la loi du logarithme itéré
(Chung, 1949; Deheuvels, 1991), et plus tard des lois limites fonctionnelles, globales ou
locales, (Finkelstein, 1971; Deheuvels, 1992; Deheuvels et Mason, 1992; Deheuvels, 2000).

Pour une description approfondie des résultats classiques concernant les processus em-
piriques et leurs applications, nous renvoyons aux ouvrages de Shorack et Wellner (1986);
Pollard (1984); van der Vaart et Wellner (1996); Dudley (1999). Pour un texte introductif
le livre de Kosorok (2008) ou la these de Viallon (2006) sont un bon début.

Dans les années 1980, Stute (voir Stute, 1982a,b, 1986a,b) a été 1'un des premiers statisti-
ciens (voir également Csorgd, 1981; Deheuvels, 1974), a faire un usage systématique des
méthodes de la théorie des processus empiriques dans 'étude des propriétés asympto-
tiques d’estimateurs fonctionnels non paramétriques. Ses travaux ont concerné princi-
palement les estimateurs a noyau.

Depuis, de nombreux auteurs, parmi lesquels nous citons Deheuvels, ].H.]. Einmahl,
U. Einmahl et Mason (voir par exemple Einmahl et Mason, 2000; Deheuvels et Mason,
2004; Einmahl et Mason, 2005), ont introduit des techniques nouvelles pour aborder ces
problemes, en utilisant les lois limites fonctionnelles, ou encore des variantes locales de
la théorie des processus empiriques indexés par des ensembles ou par des fonctions.

Dans ce mémoire, nous allons exposer certains résultats de base de la théorie des proces-
sus empiriques, ainsi que quelque résultats analogues dans le cas des données censurées.
En particulier, nous étudions le résultat de Deheuvels et Einmahl (1996) avec plus de dé-
tails. Enfin, nous nous intéressons aux perspectives de recherche dans la généralisation

ii



INTRODUCTION iii

de ce résultats au cas de la censure double. Ceci est possible grace a la loi du logarithme
itéré de Messaci et Nemouchi (2011).

Dans le premier chapitre, nous exposons les définitions et les résultats de base sur les
processus empiriques. Le deuxieme chapitre est consacré a la loi du logarithme itéré, un
résultat classique concernant la convergence des sommes de variables aléatoires i.i.d.,
ainsi que ses généralisations pour les processus empiriques. Le troisieme chapitre décrit
les données censurées, avant de donner une définition du processus empirique pour le
cas de la censure aléatoire a droite en utilisant 1'estimateur de Kaplan et Meier (1958),
ainsi que les résultats obtenus dans ce cas, en particulier par Foldes et Rejt6 (1981); Ein-
mahl et Koning (1992). Dans le quatriéme chapitre, nous étudions en détails un des ré-
sultats de la théorie des processus empiriques, en 1'occurrence une loi fonctionnelle du
logarithme itéré pour les incréments du processus empirique de Kaplan-Meier, résultat
obtenu par Deheuvels et Einmahl (1996). Nous détaillons aussi 1'utilisation de ce résul-
tat pour montrer une vitesse de convergence de l'estimateur a noyau de la densité. Le
dernier chapitre est, quant a lui, consacré a 1’étude du modele de censure double de
Patilea et Rolin (2006). Nous présentons la loi du logarithme itéré de Messaci et Nemou-
chi (2011) pour ce dernier estimateur ainsi que les perspectives de recherche concernant
I'extension du résultat de Deheuvels et Einmahl (1996) a ce modéle. Nous présentons en
outre une étude de simulation pour explorer les propriétés de 1'estimateur a noyau de
la densité obtenu pour ce méme modéle.



Chapitre 1

Introduction aux processus empiriques

1.1 Définitions

Intuitivement, un processus empirique est un processus aléatoire qui dépend d’"un échan-
tillon. Par exemple, la fonction de répartition empirique.

Plus précisément, sil’on considére un espace probabilisable (X', .27), et X;, X5, ..., X, un
échantillon i.i.d de loi de probabilité Px, on définit la mesure empirique P,, par :

1
Pn:EiXZI:(SXm

ol 0, est la mesure de Dirac au point z.

Pour une famille S d’ensembles mesurables, on définit alors le processus empirique
{P.(A),A € S}. Un processus empirique ainsi défini est dit indexé par des ensembles.
Dans le cas réel, la fonction de répartition empirique peut s’écrire ainsi en prenant S =
{] — o0,t],t € R}.

Pour une classe F de fonctions mesurables, on peut définir un processus empirique
{Pnf,f € F}ou

Puf = [ fdPu= 3" F(X0).
=1

Un tel processus est dit indexé par des fonctions. Cette définition est plus générale car elle
permet de décrire toutes les fonctions mesurables de 1’échantillon. La définition précé-
dente est obtenue en se limitant a des fonctions indicatrices.

De plus, pour peu que la classe F soit dénombrable (resp. ait la puissance du continu),
le processus empirique peut étre vu comme un processus “classique” a indices entiers
(resp. réels).
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Souvent, ce que 1'on appelle processus empirique est {y/n(P,(A) — Px(A)),A € S} ou
bien {\/n(P,f — Pxf), f € F}. C’est-a dire qu'au lieu de prendre la mesure empirique,
on prend la différence entre cette derniere et la mesure de probabilité théorique.

Dans la suite, nous nous restreignons au cas réel, et nous appellons processus empi-
rique un processus de la forme /n(F,(z) — F(x)) out F,, est la fonction de répartition
empirique ou un autre estimateur de la fonction de répartition. Par exemple, dans le cas
des données censurées a droite, F,, est I’estimateur de Kaplan-Meier et on parle alors du
processus empirique de Kaplan-Meier. Pour plus de détails concernant la théorie générale
des processus empiriques, voir Shorack et Wellner (1986, chap. 26), Kosorok (2008) et
van der Vaart et Wellner (1996).

1.2 Théoréme de Glivenko-Cantelli

La loi forte des grands nombres permet de donner, en tout point de R, la convergence
presque stire de la fonction de répartition empirique vers la fonction de répartition des
observations. Le résultat suivant, aussi connu sous le nom de loi uniforme des grands
nombres, est dti a Glivenko (1933) et Cantelli (1933) et donne une version uniforme sur
R de cette convergence.

Théoréme 1.1. Soit X, X, ..., X,, une suite de variables aléatoires indépendates de méme loi
de probabilité, de fonction de répartition F. Et soit ¥\, la fonction de répartition empirique définie
par

1 n
Fu(z) = — D som(Xi).
i=1
Alors, sup g |Fr(z) — F(z)| — 0 p.s.
Démonstration. voir Billingsley (1986, Théoréme 20.6) O

Ce résultat inspire la notion de classe de Glivenko-Cantelli, qui est une généralisation de
cette convergence pour un processus empirique quelconque :

Définition 1.1. Soit Xy, ..., X,, un échantillon de loi Px, et soit P,, la mesure empirique
correspondante. Une classe F de fonctions mesurables (resp. une famille S d’ensembles
mesurables) est dite de Glivenko-Cantelli (GC) par rapport a Px si:

sup |[P,f — Pxf| = 0p.s.
feF

(resp. suppcs |[Pn(A) — Px(A)| — 0 p.s.).

Une classe de Glivenko-Cantelli universelle est une classe de Glivenko-Cantelli par rapport
a toutes les mesures de probabilité.

Par exemple, la classe de fonctions {1)_ 4,t € R} est une classe GC universelle.
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1.3 Processus empirique uniforme

Un résultat important, qui est souvent utilisé pour simplifier les preuves, est la réduction
au cas uniforme. Ceci consiste a introduire un processus empirique uniforme (c’est a
dire un processus empirique basé sur un échantillon de loi uniforme sur [0, 1]) qui est
plus facile a étudier. L'extension au cas d’une loi arbitraire est souvent possible sans
trop d’hypothéses, mais nous devons parfois supposer la continuité de la fonction de
répartition.

Soit F une fonction de répartition, et soit F** son inverse généralisée définie pour ¢ €
0,1] par : '
F™(t) = inf{x € R : F(x) > t}.

On a les propriétés suivantes :

- Vte[0,1]: F(F™(t) >t;

- Vz e R:F™ (F(x)) < x;

- Fz) >t < F™({) < z;

— Si X suit la loi F, alors Vt € [0,1] : P(F(X) < t) < ¢, etsit appartient a I'image de F
alors P(F(X) < t) = t. En particulier, si F est continue alors F(X) suit la loi uniforme
sur [0, 1].

Théoreme 1.2. Soit & une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Et soit Px une loi de

probabilité sur R, de fonction de répartition F. On définit la variable aléatoire X par X = F"¥(¢).

Alors X suit la loi Px.

Démonstration. D’apres les propriétés précédentes et la croissance de F, si ¢ < F(z) alors
X =Fm () < F™(F(z)) < 2. Etsi X < z, alors F(z) > F(X) = F (F"™(¢)) > €.

Ce qui montre que les événements {X < z} et {¢£ < F(z)} sont équivalents, et on a alors
P(X <z) =P <F(z)) =F(a). O

Ce résultat élémentaire peut se généraliser au cas des processus empiriques : Considé-
rons une suite (U, ),>1 de v.a.ii.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Nous notons respectivement
U, et a,, la fonction de répartition empirique et le processus empirique associés

n

onlt) = VA(UL(1) ~ ) et U(t) =~ > Tvcey

i=1

Théoreme 1.3. Les suites de processus {F,(t),t € R} et {U,(F(t)),t € R} ont les mémes lois
de probabilité conjointes en n (c’est-a-dire que pour tout k € N* et pour tout nq,ns, ..., n; € N,
(Fryy Frgy o oy ) et (U, (F), U, (F),...U,, (F) ont la méme loi). De méme pour les processus

(Vn(Fa(t) — F(t),t € R} et {a,(F(t)),t € R}.

Démonstration. voir Shorack et Wellner (1986, Théoreme 2, page 4) O
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Cecinous permet de limiter le travail probabiliste au cas des échantillons de loi uniforme,
et de généraliser ces résultats en insérant la fonction de répartition F dans le résultat (On
a parfois besoin de supposer que F est continue pour faire cela).

Si F est continue, et si on choisit U,, = F(X,,) pour tout n dans le théoréme précédent,
alors non seulement on a égalité des distributions mais également 1’égalité presque stire.
Ce résultat peut étre généralisé sous des hypotheses assez faibles au cas ou F n’est pas
continue (voir par exemple Shorack et Wellner, 1986, p. 102).

1.4 La convergence faible des processus

1.4.1 Définition

Soit (X,,)nen une suite de v.a. réelles. On dit que (X,,) converge en loi vers une variable

X, et on note X, —=+ X, si la suite des fonctions de répartition (F,) de (X,,) converge
simplement vers la fonction de répartition F de X en tout point de continuité de cette
derniere.

Ceci est équivalent a dire que la suite des lois de probabilité (P,) des variables (X,,)
converge faiblement vers la loi de probabilité de X, ce qui veut dire que pour toute fonc-
tion f continue et bornée sur R, on a:

/RfdPn—>/RfdP.

Contrairement a la premiere, cette définition a I’avantage de pouvoir étre généralisée a
un espace métrique quelconque.

Dans la suite, (S, d) désigne un espace métrique muni de sa tribu borélienne . (la tribu
engendrée par les ouverts de S). Un tel espace est dit polonais s'il est séparable et complet.
Définition 1.2. On dit qu'une suite de mesures de probabilité (P,,) définies sur (S,.”)
converge faiblement vers une mesure de probabilité P (définie sur le méme espace (S, .7)),
et on note P,, = P, si pour toute fonction réelle f définie sur S continue et bornée, on a :

/S fdpP,, —» /S fdp.

Le théoréme suivant donne d’autres définitions équivalentes de la convergence faible :
Théoreme 1.4 (Portmanteau). Soient (P,,n > 1),P des mesures de probabilité sur (S,.7).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. P,=P;

2. [ fdP, — [ fdP pour toute fonction réelle f bornée et uniformément continue;
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3. limsup P, (F) < P(F) pour tout fermé ¥ ;
4. liminf P, (O) > P(O) pour tout ouvert O;

5. im P, (A) = P(A) pour tout A € .7 tel que P(Fr A) = 0 (Fr A désigne la frontiere de
'ensemble A).

Démonstration. cf. Billingsley (1968, Théoreme 2.1) O

Sil’espace S n’est pas séparable, la tribu .7, engendrée par les boules ouvertes peut étre
plus petite que la tribu borélienne .. Dudley (1966, 1967) a introduit une théorie de
la convergence faible qui utilise uniquement les ensembles de .#; et les fonctions .7-
mesurables.

1.4.2 Les espacesC et D

Soit M une famille de fonctions réelles définies sur un ensemble d’indices T. Pour £ > 1
ett = (ty,...,tx) € TF, onnote m, = m, __,, I'application projection de M dans R* définie
par
7Tt(x) = (x(t1)7 s 7'r(tk>) :

On appelle ensemble fini-dimensionnel toute partie de M de la forme m;(B) ou t € T* et
B € #(R") pour k > 1. Uensemble de .#, de tout les ensembles fini-dimensionnels
est une algebre. On note .# la o-algebre engendrée par 1'algébre des ensembles fini-
dimensionnels.

Soit (X;,t € T) un processus stochastique a valeurs réelles. Si toutes ses trajectoires sont
dans M, il peut étre vu comme un élément aléatoire de M. Pour pouvoir utiliser la théorie
de la convergence faible citée plus haut, il faut munir M d’une métrique dont la tribu
borélienne coincide avec la tribu engendrée par les ensembles fini-dimensionnels.

Dans la suite, nous nous restreignons au cas out T = [0, 1] (car comme nous venons de
le voir, on peut toujours se ramener a des variables uniformes sur [0, 1]), et 'ensemble
M de fonctions est soit I’ensemble des fonctions continue, soit ’ensemble des fonctions
“cadlag” (c’est-a-dire ’ensemble des fonctions continues a droite et ayant des limites a
gauche en tout point).

On note par C I'ensemble des fonctions réelles définies et continues sur [0, 1], et on définit
la norme uniforme d"une fonction = de C par

2] = sup |z(t)].
t€[0,1]
Cette norme induit une distance sur C qui en fait un espace métrique séparable et com-

plet. De plus, sa tribu borélienne que 1'on note ¢ est engendrée par les ensembles fini-
dimensionnels (Shorack et Wellner, 1986, Chapitre 2).



CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX PROCESSUS EMPIRIQUES 6

Seulement, les processus que I’'on manipule ne sont pas toujours a trajectoires continues.
C’est ce qui nous amene a travailler dans un espace plus grand. Comme une fonction de
répartition est toujours continue a droite, nous allons considérer 1’espace des fonctions
“cadlag” définies sur [0, 1], que 'on note D.

Muni de la distance uniforme, D est un espace complet mais n’est pas séparable. De
plus, la tribu engendrée par les ensembles fini-dimensionnels est strictement incluse
dans la tribu borélienne de (D, ||.||). Ceci fait que la norme uniforme est inappropriée
pour I'étude de la convergence faible des processus a trajectoire dans D.

Pour remédier a ce probleme, Skorokhod (1956) a proposé la métrique définie par :

d(z,y) = inf max(||lz —y o All, | = T[]),

ot A est ’ensemble des bijections continues et strictement croissantes de [0, 1| dans lui-
méme et [ est ’application identique.

Cette métrique induit une topologie séparable sur D, qu'on appelle topologie de Sko-
rokhod. Une suite (z,,) d’éléments de D converge pour cette topologie vers un élément
x de D, sil existe une suite (\,) d’éléments de A telle que : z,, 0 A, — z, et \, — 1
uniformément sur [0, 1].

Il est clair qu'une suite qui converge uniformément converge pour cette topologie, et que
la réciproque est fausse en général. Ces deux notions sont cependant équivalentes si la
fonction limite est continue. En particulier, la topologie trace sur C de la topologie de
Skorokhod coincide avec la topologie uniforme.

Cependant, D n’est pas complet pour cette métrique. En effet, la suite (1;1 1, 1), est une

n

suite de Cauchy car d(1;1 1,11, 111,1() = |2 — 1| mais n’est pas convergente. Mais on
[ +aD Tlaatal n m

peut définir une distance équivalente (au sens qu’elle induit la méme topologie) qui fait

de D un espace complet. Ceci est justifié par le fait que la convergence faible des mesures

de probabilité définies sur un espace S dépend uniquement de sa topologie, et non de la

distance qui engendre cette topologie.

Un autre inconvénient de cette approche est qu’elle ne peut étre utilisée pour les pro-
cessus empiriques que si les observations sont des nombres réels. Une autre approche
consiste a utiliser les notions de mesure extérieure et d'intégrale extérieure pour remé-
dier a ce probléme (voir par exemple Kosorok, 2008).

1.4.3 Critere de convergence faible

Un résultat important de la convergence faible, est que si X, —Z, X alors pour toute fonc-

tion continue h on a h(X,,) =, h(X). Une conséquence de ce résultat, dans l'espace C par
exemple, est que la convergence faible de la loi de X,, entraine la convergence faible des
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lois fini-dimensionnelles (car les applications projections sont continues). Dans D muni
de la topologie de Skorokhod, les applications projections ne sont pas toutes continues,
mais le résultat suivant reste valable (voir Billingsley, 1968, Théoreme 5.1).

L'inverse n’est pas vrai en général, considérons par exemple la suite (P,,),>o de mesures
de Dirac au points z,, € C définis pour n > 1 par :

nt si0<t< L,
Ta(t) =q2—nt siit<t<2
0 si2<t<1,

et x( est la fonction identiquement nulle sur [0, 1]. Comme x,, ne converge pas uniformé-
ment (c’est-a-dire pour la topologie de C) vers x, la suite P,, ne converge pas faiblement
vers Py. Il suffit pour s’en convaincre de prendre B la boule ouverte de C de centre 0 (la
fonction identiquement nulle) et de rayon 3, on a alors : Po(Fr B) = 1 (car P, est concen-
trée en 0) mais P, (B) = 0 pour tout n > 0 (car ||z, — 0] = 1). Cependant, pour tout
k> 0ettout (t1,ts,...,t) € [0,1]%, le vecteur (z,,(t1), z,(t2), . .., z,(tx)) converge vers le
vecteur nul de R¥ (ce qui implique la convergence des lois fini-dimensionnelles).

Toutefois, comme les lois fini-dimensionnelles permettent de caractériser une loi (deux
lois ayant les mémes lois fini-dimensionnelles sont nécessairement identiques), la conver-
gence des lois fini-dimensionnelles peut étre utilisée pour montrer 1'unicité de la limite
si elle existe.

Définition 1.3. Considérons une famille IT de mesures de probabilité sur (S,.”). On dit
que II est relativement compacte si toute suite d’éléments de II admet une sous suite
qui converge faiblement vers une mesure de probabilité (qui n"appartient pas nécessai-
rement a II)

Si (Py,), la suite des lois de (X,,), est relativement compacte alors de toute sous suite
(Pn,) on peut extraire une sous suite (P, ) qui converge faiblement vers une mesure de
probabilité Q. Si de plus les lois fini-dimensionnelles de P,, convergent vers les lois fini-
dimensionnelles de P, alors nécessairement P = Q. En effet, la convergence de Pnk vers
Q assure la convergence des lois fini-dimensionnelles respectives, ce qui veut dire que P
et Q ont les méme lois fini-dimensionnelles, d’ot1 P = Q. Comme toute sous suite admet
une sous suite qui converge vers P alors la suite (P,,) converge elle méme vers P.

Remarquons que si P,, = P alors nécessairement (P,,) est relativement compacte. Le fait
d’imposer la compacité relative n’est pas vraiment restrictif.

En conclusion, pour montrer la convergence faible d’une suite de mesures de probabi-
lité définies sur un espace de fonction, il suffit de montrer la convergence des lois fini-
dimensionnelles et la compacité relative.

La question qui se pose maintenant est de trouver un critere assez simple a vérifier pour
la compacité relative, et c’est la qu’intervient la notion de tension.
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Définition 1.4. Soit (S, d) un espace métrique et .7 sa tribu borélienne.
Une mesure de probabilité P définie sur .7 est dite tendue si :

Ve > 0,3K C S compact : P(K) > 1 —e¢.

Une famille IT de mesures de probabilité définies sur . est dite tendue si :

Ve > 0,3K C S compact : Pi)n%P(K) >1—e.
€

Remarquons que si l’espace S est séparable, alors toutes les mesures de probabilité défi-
nies sur . sont tendues. On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant.
Théoréme 1.5 (Prokhorov, 1956). Soit (S, d) un espace métrique et . sa tribu borélienne, et
soit 11 une famille de mesures de probabilité définies sur .7 .

— Si Il est tendue, alors elle est relativement compacte.

— Si S est séparable et complet, et si 11 est relativement compacte, alors elle est tendue.

Démonstration. voir Billingsley (1968, théoremes 6.1 et 6.2 p. 37) O

On peut donc énoncer le critére suivant :

Corollaire 1.1. Soit (P,,),,>o une suite de mesures de probabilité, définies sur (C,C) ou (D, D),
et P une mesure de probabilité. Si les lois finie-dimensionnelles de P,, convergent vers celles de P
et si la suite (P,,) est tendue, alors P,, = P.

Signalons le fait que dans la pratique, la tension est généralement prouvée non pas di-
rectement mais elle découle de conditions plus “manipulables”. Pour des résultats spé-
cifiques aux espaces C et D voir Billingsley (1968, Théoremes 8.2, 8.3, 15.2 et 15.3).

1.5 Théoréeme de représentation de Skorokhod

Un autre résultat important de la théorie des processus empiriques est le théoréme de
représentation de Skorokhod.

Considérons une suite (F,,) de fonctions de répartition qui converge faiblement vers une
fonction de répartition F, et { une v.a. de loi uniforme sur [0, 1], et soit la suite (X} ) définie
pour tout n par X = F"0(¢) et X* = F™(¢). 1l est évident (d’aprés le Théoreme 1.2)
que X converge en loi vers X*. De plus, la convergence faible de (F,,) entraine que F*
converge vers F” en tout point de continuité de cette derniére, ce qui assure que X,
converge presque stirement vers X*.

Ce résultat est un cas particulier de celui de Skorokhod (1956), mais illustre bien son uti-
lité : Partant d"une suite de processus aléatoires on peut construire une suite de processus
équivalents dont les trajectoires convergent presque stirement. De 13, on peut établir de
nouveaux résultats pour cette suite et les généraliser (si possible) a la suite d’origine.
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Théoreme 1.6. Soit (S, d,.”) un espace Polonais, et soit (X,,),>0 une suite d’éléments aléatoires
de S de lois respectives (P,,),> tels que X,, = Xj.

Alors il existe un espace de probabilité (Q*, o/*, P*) et une suite (X) d’applications mesurables
de (2, o/*, P*) dans (S,.7) qui induisent les lois de probabilité P,, (ce qui revient a dire, dans
le cas de processus, que les processus X,, et X sont équivalents pour tout n) telles que :

d(X;,Xg5) — 0 p.s.

Démonstration. Billingsley (1971) a une preuve assez simple de ce résultat ot il prend
pour espace (Q*, 7*, P*) I'intervalle de Lebesgue, c’est a dire I'intervalle [0, 1] muni de
sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. O

Ce résultat permet, par exemple, une preuve élégante du théoréme de la fonction conti-
nue, ou une version du théoréme de la convergence dominée pour la convergence en
loi.

Plusieurs auteurs ont donné des extensions de ce résultat. Par exemple, Dudley (1968) a
prouvé ce résultat sans 1’hypothése de complétude. Wichura (1970) et Fernandez (1974)
ont montré une extension de ce résultat au cas ou S n’est pas nécessairement séparable
(dans ce cas, la définition de la convergence faible est donnée par rapport a la tribu en-
gendrée par les boules ouvertes, qui coincide avec la tribu borélienne dans le cas sé-
parable), mais avec 'hypothése que le support de Py soit séparable. Voir par exemple
Dudley (1976) pour une preuve de ce résultat, aussi connu sous le nom du théoreme de
Skorokhod-Dudley-Wichura.

Par exemple, dans I'espace D des fonctions cadlag on peut utiliser soit la distance de
Skorokhod (qui a été introduite pour ce résultat méme) ainsi que sa tribu borélienne, soit
la distance uniforme et la tribu engendrée par les boules ouvertes, ainsi que la définition
de Dudley (1966) de la convergence faible (a condition, bien sfir, que le support de la loi
limite soit séparable pour la distance uniforme).

1.6 Théoréme de Donsker

Le théoréme de la limite centrale donne, pour tout ¢ € R, une convergence en loi de
Vvn(F,(t)—F(t)) vers une v.a. de loi normale centrée et de variance F(¢)[1—F(¢)]. Plus gé-

néralement, on peut montrer que pour tous ¢y, ..., 1 € R, le vecteur aléatoire \/ﬁ (Fn (t1 ) —
F(t1),...,F,(ty)—F(t)) converge en loi vers un vecteur Gaussien centré (G(t;), . .., G(tx))
avec

Cov(G(s),G(t)) = F(min(s,t)) — F(s)F(t) pour s,t € {t1,...,tx}.

Donsker (1952) a montré un résultat encore plus fort : en regardant la fonction de ré-
partition empirique comme un élément aléatoire de 1’espace D des fonctions “cadlag”,
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Vn(Fn(x) — F(z)) converge faiblement vers un processus Gaussien.
Théoreme 1.7. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition F,
et Y, = /n(F, — F) le processus empirique associé.

Alors: Y, = Y ou Y est un processus Gaussien centré de fonction de covariance E(Y (s)Y (t)) =
F(s)(1 —F(t)) pour s < t.



Chapitre 2

La loi du logarithme itéré

La loi du logarithme itéré (ou LIL pour “Law of the Iterated Logarithm”) est un des théo-
réme limites important de la statistique, nous commencons donc par donner la version
classique de ce résultat (pour la somme d’une suites de variables aléatoires i.i.d.) avant
de passer aux processus empiriques.

2.1 LIL classique

On considére une suite (X,,) de v.a. i.i.d. centrées de variance 1, et S,, = > | X;. La loi
forte des grands nombres donne une convergence presque stire de = vers 0. Le théoréme

de la limite centrale, donne par contre la convergence en loi de la suite \S/—% vers la loi

normale N (0, 1).

La loi du logarithme itéré, donne un résultat pour une suite “intermédiaire” : \/S—”_ ol
nlogyn

logs n = loglogn.! D’olt le nom de “logarithme itéré”. Notons que cette suite converge
en probabilité vers 0 (il suffit d’utiliser 1'inégalité de Tchebychev), mais on n’a pas la
convergence presque sire :

Théoreme 2.1 (Loi du logarithme itéré). Soient (X,,) une suite dev.ai.i.d. centrées de variance
1etS,=> 1 X, Alors:

lim sup S =V2 ps.

n—00 \/ﬂlOgQ n

Ce résultat, di a Hartman et Wintner (1941) a été d’abord prouvé pour des v.a de Ber-
noulli par Khinchine (1924), puis par Kolmogorov (1929) pour des v.a. de loi normale.
Une preuve plus moderne de ce résultat est donnée par de Acosta (1983).

1. Par souci de rigueur, on remplace parfois log par log, défini par log, x = log(sup(z,e)), ce qui ne
change rien vu que tous les résultats donnés sont pour la limite quand n — oo

11
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2.2 LIL pour les processus empiriques

Dans cette section, nous allons exposer des résultats qui seront, ainsi que leur généra-
lisation au cas des données censurées, essentiels pour la suite. Considérons d’abord le
cas du processus empirique uniforme, la généralisation au cas d’une loi continue quel-
conque étant immédiate.

Soient Uy, ..., U, des v.a.ii.d. de loi U et soient la fonction de répartition empirique
U(t) = £ 3 1qu,<y et le processus empirique o, (t) = /n(U(t) — t) associés.
Théoréme 2.2 (Smirnov). Soit b, = /2 log, n. Alors :

msup 1 g e =D 1
n—oo bn n—oo \/ﬁbn 2 -

o ||z|| = sup,¢(p 1) |2(t)| est la norme de la convergence uniforme.

Le résultat suivant, qui a été prouvé indépendamment par Chung (1949), est plus fort au
sens qu’il implique le résultat précédent (voir Shorack et Wellner, 1986, Chapitre 13) :
Théoreme 2.3. Soit (\,,) une suite croissante de nombres positifs, alors :

) B {O si Y 22 exp(—2A2) < o0

1 sinon

n—oo

p (hmsup{HanH > A\t

2.3 Lois fonctionnelles du logarithme itéré

Un autre résultat trés important est celui de Finkelstein (1971), il consiste a prouver une
loi du logarithme itéré pour le processus empirique considéré comme un élément de B,
I'ensemble des fonctions réelles bornées, et pas seulement pour la norme uniforme de
ce processus, comme c’est le cas pour les résultats précédents. Un tel résultat est parfois
appelé loi fonctionnelle du logarithme itéré.

Avant d’aller plus loin, donnons quelques définitions

Définition 2.1. Soient (X,,),,>0 une suite d’éléments aléatoires d'un espace métrique (S, d)
définies sur l'espace de probabilité (2, .4, P). On dit que (X,,) est presque slirement re-
lativement compacte dans (S, d) avec pour ensemble limite H, s’il existe 2y € A avec
P(£) = 1 tel que pour tout w € Qy :

1. toute suite n’ de nombres entiers admet une sous suite n” telle que X,,»(w) converge
dans (S,d);
2. toute les valeurs d’adhérence de X,,(w) appartiennent a H;

3. pour tout i € H, il existe une suite n’ = ny;, telle que X,,/(w) converge vers h.
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Définition 2.2. Soit h une fonction définie sur un intervalle I et a valeurs réelles. On dit
que h est absolument continue si Ve > 0,30 > 0, V(]z;, i[)1<i<n intervalles disjoints de I :

N

STy —w) <6 =D |hy) — hiz)| < e

i=1 i=1

On dit que h est absolument continue par rapport a une mesure x (ou une fonction de
répartition en sous entendant que c’est par rapport a la mesure de probabilité liée a cette
fonction), si Ve > 0,39 > 0,V(]z;, yi[)1<i<n intervalles disjoints de I :

N

> ulasnyil) <6 = > |h(y:) — hw:)] <e.

i=1 i=1

Considérons I'ensemble

h : h est absolument continue sur [0, 1] avec
I =

Y

h0) = h(1) =0 et /1 W2 dt < 1

ou I’ est la dérivée au sens de Lebesgue de h (c’est a dire que h(t) = fg B (u) du, les
intégrales étant ici au sens de Lebesgue).

On donne d’abord le théoréme pour le cas uniforme.

Théoreme 2.4. Soit b, = \/2log, n. Alors la suite {‘;—:} est presque siirement relativement
compacte dans B([0, 1]) avec pour ensemble limite I'ensemble 7 ci-dessus.

Il peut se généraliser au cas de variables aléatoires de lois continues quelconques :

Théoreme 2.5. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. ayant une fonction de réparti-
tion I définie et continue sur un intervalle [a, b], et soit a,, le processus empirique associé. Alors la

suite ‘;—:} est presque stirement relativement compacte dans B([0, 1]) avec pour ensemble limite
I'ensemble 7¢ des fonctions f définies sur [a, b] et vérifiant :

- fla) = f(b) =0,

— [ est absolument continue par rapport a F,
— fab(df/dF)2 dF < 1 ou df /dF est la dérivée de f par rapport 4 F.



Chapitre 3

Le processus empirique de
Kaplan-Meier

3.1 Introduction aux données censurées

Dans de nombreuses applications statistiques, on est amené a étudier une variable de
durée, c’est-a-dire un délai séparant un instant initial de I'instant ot1 un événement d’in-
térét est observé. C’est souvent le cas pour les applications médicales liées a 1'étude des
durées de survie. Pour cette raison, et bien que le champ d’application des méthodes
que nous allons exposer ne se limite pas a la médecine ou a la biologie, nous utilisons la
terminologie associées aux durées de survie. Celle-ci est la plus commune dans la litté-
rature statistique, puisque c’est précisément dans le domaine médical que les avancées
méthodologiques liées a ces variables ont été développées en premier.

Nous parlons de données censurées lorsque la durée de survie n’est connue que lors-
qu’elle est dans les limites des durées d’observation. Ces limites pouvant étre imposée
par le type d’observation (par exemple, la durée d’hospitalisation d'un malade) ou par
des événements fortuits (comme un accident ou une migration du patient au cours de
son suivi). Par exemple, dans le cas dit de censure a droite, seul le minimum entre la
durée de survie et une durée limite supérieure d’observation est connu, ainsi que 1'in-
dicateur exprimant si la durée de survie a été censurée ou non. Ce minimum constitue,
en quelque sorte, une durée de participation qui est observée en ne donnant qu'une in-
formation partielle sur la vraie durée de survie. Il existe plusieurs autres catégories de
modeéles de censure, obtenus par des variations du principe de la censure a droite décrit
ci-dessus. Parmi ceux-ci, mentionnons les suivants, en y incluant le modele de censure
a droite.

14
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Censure a droite Il y a censure a droite lorsque la durée de survie est supérieure a la
durée de participation. Un exemple typique est celui o1 I'événement considéré est le dé-
ces d'un patient malade, et la durée d’observation est une durée totale d’hospitalisation.
On peut aussi observer ce genre de phénomene dans des études de fiabilité quand la
panne d'un appareil ou d"'un composant électronique ne permet pas de continuer 1'ob-
servation pour un autre appareil ou composant. L'expérimentateur peut également fixer
une date de fin d’expérience et les observations pour les individus pour lesquels on n’a
pas observé I'événement d’intérét avant cette date seront censurées a droite.

Pour ce type de censure, tout ce que 1'on sait est que la vraie durée est supérieure a la
durée observée.

Censure a gauche Ily a censure a gauche lorsque la durée de survie est inférieure a la
durée observée.

Supposons par exemple que nous étudions la fiabilité d’un certain composant électro-
nique qui est branché en parallele avec un ou plusieurs autres composants. Une panne de
ce composant n’entraine pas nécessairement l’arrét du systeme : le systeme peut conti-
nuer a fonctionner, quoique de fagcon aberrante, jusqu’a ce que cette panne soit détectée
(par exemple lors d"un controle ou en cas de I’arrét du systeme). La durée observée pour
ce composant est alors censurée a gauche.

Un autre exemple est que 'on s’intéresse a ’age a partir duquel une personne commence
a accomplir une certaine tache. Certaines personnes peuvent ne pas se rappeler, et don-
ner juste une valeur supérieure (le cas extréme est que 1’'on prenne le début de 1'étude
comme observation). Cette donnée est donc censurée a gauche.

Dans ce dernier exemple, ainsi que dans beaucoup de cas, on trouve des données cen-
surées a gauche dans un méme échantillon que des données censurées a droite, ce qui
conduit a la définition suivante.

Censure double (ou mixte) On dit qu'on a une censure double si on a des données
censurées a droite et des données censurées a gauche dans le méme échantillon. C’est
'objet d’étude du chapitre 5

Censure par intervalle Dans le cas de la censure par intervalle, on observe a la fois
une borne inférieure et une borne supérieure de la durée d’intérét. Ceci arrive dans des
études de suivi médical ot les patients sont contrdlés périodiquement, si un patient ne
se présente pas a un ou plusieurs controles et se présente ensuite apres que I’événement
d’intérét se soit produit. On a aussi pour ce genre d’expériences des données qui sont
censurées a droite ou, plus rarement, a gauche. Un avantage de ce type est qu’il permet
de représenter les données censurées a droite ou a gauche par des intervalles du type
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la, +00[ et [0, a] respectivement, ce qui permet de considérer ce modele comme étant plus
générique. Turnbull (1976) présente ce genre de censure avec plus de détails.

Les trois catégories de censure décrits ci-dessus peuvent se décliner en fonction du mode
ou mécanisme de censure. On obtient alors les types suivants :

Censure de typel L'expérimentateur fixe une date (non aléatoire) de fin d’expérience.
La durée de participation maximale est alors fixée (non aléatoire) et vaut, pour chaque
observation, la différence entre la date de fin d’expérience, et la date d’entrée du patient
dans 1’étude. Le nombre d’événements observés est, quant a lui, aléatoire. Ce modele est
souvent utilisé dans les études épidémiologiques.

Censure de type Il L'expérimentateur fixe a priori le nombre d’événements a observer.
La date de fin d’expérience devient alors aléatoire, le nombre d’événements étant, quant
a lui, non aléatoire. Ce modele est souvent utilisé dans les études de fiabilité.

Censure aléatoire C’est typiquement ce modele qui est utilisé pour les essais théra-
peutique. Dans ce type d’expérience, la date d’inclusion du patient dans 1’étude est fixée,
mais la date de fin d’observation est inconnue (celle-ci correspond, par exemple, a la du-
rée d’hospitalisation du patient). Ici, le nombre d’événements observés et la durée totale
de I'expérience sont aléatoires.

Dans ce mémoire, nous nous restreignons a I’étude de la censure aléatoire, principale-
ment pour les données censurées a droite. Dans le chapitre 5, nous présentons quelques
perspectives de recherche pour les données doublement censurées.

3.2 L'estimateur de Kaplan-Meier

Soient X, . .., X,, un échantillon représentant les durée d’intérét (ces variables sont donc
supposées positives), de fonction de répartition F, et C4, . .., C,, un échantillon représen-
tant les temps de censure, que 1'on suppose indépendants des durées d’intérét, de fonc-
tion de répartition G. Dans le modele de censure aléatoire a droite, on observe non pas
la durée d’intérét X; mais plutdt la plus petite des deux valeurs Z; = min(X;, C;), ainsi
que l'indicateur de censure §; qui vaut 1 si la durée d’intérét est observée, et 0 si elle est
censurée, i.e. §; = lyx,<c;}-

Dans ce genre de données, qui sont souvent des durées de survie ou des données de
tiabilité, la fonction de répartition F est estimée par l'estimateur introduit par Kaplan et



CHAPITRE 3. LE PROCESSUS EMPIRIQUE DE KAPLAN-MEIER 17

Meier (1958), donné pour z < Z,) = max{Zi,...,Z,} par

Fa(z)=1- ] (%>

:7;<z

ou N, (z) = D7 | 1yz,541. Pour z > Z,), il y a plusieurs conventions pour définir F,, () :
Soit on le définit par F,,(Z(,)), ce qui fait que F,, peut ne pas étre une fonction de ré-
partition si Z,) est une donnée censurée, soit on le définit par 0, soit on le laisse non
défini.

Cet estimateur a des propriétés assez similaires a la fonction de répartition empirique,
par exemple la convergence uniforme presque stire (Winter et al., 1978; Stute et Wang,
1993), la normalité asymptotique (Breslow et Crowley, 1974; Gill, 1983), et la loi du lo-
garithme itéré (Foldes et Rejts, 1981). Ceci justifie que I'on s’intéresse a généraliser la
théorie des processus empiriques au cas des données censurées.

Aussi, on définit le processus empirique de Kaplan-Meier par a,(t) = \/n(F,(t) — F(t)).

3.3 Laloidulogarithme itéré pourl’estimateur de Kaplan-
Meier

Le résultat suivant est une loi du logarithme itéré pour l'estimateur de Kaplan-Meier
de la fonction de répartition, qui est d’'une certaine maniere similaire au théoréme de
Chung-Smirnov.

On définit I'estimateur de Kaplan-Meier en utilisant la deuxieéme convention plus haut,
c’est a dire en posant F,,(z) = 0 pour z > Z,. Pour toute fonction de répartition L, on
note par T, = max{t : L(¢) < 1} le point terminal du support de L.

Théoréme 3.1 (Foldes et Rejts, 1981). On suppose que ¥ et G sont continues, et que Ty < Tg.

Alors,
P ( sup  [F(u) = F(u)| = O (,/log—”‘)) ~1.
—oo<u<+00 n

La condition Tr < T pouvant paraitre restrictive, on peut citer le théoréme autrement :
Corollaire 3.1 (Foldes et Rejts, 1981). On suppose que ¥ et G sont continues, et on considére
T tel que G(T) > 0. Alors,

p <_Oos<ug)<T* |Fn(u) —F(u)] =0 (\/IOgTQn>> =1,

o T* = min{T, Tr}.
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3.4 Autres théorémes limites pour le processus empirique
de Kaplan-Meier

Dans le modeéle de censure aléatoire a droite que nous venons de voir, un role dominant
est joué par les fonctions H et H!) avec

H(t) = P(Z; <t) =1 - (1 - F(1))(1 - G(1)),

HO(t) = P(Z; < 1,6, = 1) = /Ot(1 — G(s)) dF(s),

ainsi que les versions empiriques

1 n
Hn(t) == E Z 1[0’t](zz‘),
=1

1 n
Hgll) (t) = ﬁ Z 5i1[0,t](Zi).
=1

2 . . 2 . PN - 12 1
La méthode classique pour traiter ce genre de données consistait a considérer nH)

comme un processus de comptage (voir par exemple Aalen, 1976; Fleming et Harrington,
1991). Son compensateur est donné par

n/o (1= H,(s_)) dA(s),

ou A(t) = —log(1—F(t)) estla fonction de hasard de X;. La martingale de base est définie
par

M0 = (100) — [ (=T dats))

C’est une martingale par rapport a la filtration ., = 0{Z;1{z,<2},0il{z,<s} }- La mar-
tingale de base joue un role fondamental car plusieurs processus intéressants peuvent
s’écrire comme des intégrales stochastiques par rapport a cette martingale, c’est a dire
sous la forme

t
Qult) = / L(s) M, (s).
0
Un processus particulierement intéressant qui s’écrit sous cette forme est le processus
empirique de Kaplan-Meier divisé par 1 — F qui s’écrit
an(t) _ Vn(Fa(t) —F(?))
—F(t)

.= T"F
1 ["1—=Fa(s2) 1
~ TR T e D
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Einmahl et Koning (1992) étudient une version pondérée du processus Q),, et donnent
des conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir des résultats analogues au cas des
données complétes, a savoir le théoréeme de Chibisov (1964) et O'Reilly (1974), le théo-
réme de Glivenko-Cantelli tel que formulé par Lai (1974) et Wellner (1977) ainsi que la
loi fonctionnelle du logarithme itéré de James (1975).

Ces théorémes, donnés dans un cadre général, s’appliquent au processus I1,, donné plus
haut, et peuvent méme s’appliquer (a quelque modifications pres) au processus empi-
rique de Kaplan-Meier lui méme.

Ces résultats, ainsi que d’autres résultats récents, n"utilisent cependant pas les méthodes
de martingales (bien qu’ils utilisent ce processus ainsi que la martingale de base).

Bien entendu, les résultats valables pour le processus pondéré restent valables pour le
processus originel (il suffit de prendre la fonction poids identiquement égale a 1).



Chapitre 4

Sur le comportement limite des
fonctionnelles locales des processus
empiriques dans un modele de censure a
droite

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier un résultat intéressant de la théorie des processus
empiriques en la présence de données censurées a droite. Il s’agit d"une loi fonctionnelle
du logarithme itéré pour les accroissements du processus empirique de Kaplan-Meier,
aussi appelés processus empirique local.

Un tel résultat peut étre utilisé pour donner des vitesses de convergence pour certains
estimateurs a noyau. Nous nous intéressons tout particuliérement a 1’estimateur a noyau
de la densité, bien qu’il ne soit pas le seul estimateur auquel ce résultat s’applique.

L'estimateur a noyau de la densité est donné par :

e t—z
() = —K dF, (1),
he = [ () e
ol h,, (appelée fenétre) est une suite de nombres strictement positifs et K (appelé noyau)
est une fonction définie de R dans R, sur lesquels des conditions sont imposées plus loin.

Cet estimateur est une généralisation de l’estimateur de Parzen-Rosenblatt (Parzen, 1962;
Rosenblatt, 1956) au cas des données censurées a droite.

Les résultats de ce chapitre sont diis a Deheuvels et Einmahl (1996). Remarquons qu’ils
impliquent la convergencence ponctuelle d’estimateurs de la densité, résultat qui a été

20
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d’abord étendu au cas uniforme sur un compact dans Deheuvels (2000) ; ensuite dans
Viallon (2006) ce dernier a été aussi généralisé a une convergence uniforme par rapport
a une fenétre appartenant a un compact bien spécifié.

Notations Nous utilisons les mémes notations que précédemment : Soient Xy, ..., X,
les durées d’intérét, indépendantes et de fonction de répartition F, et indépendam-
ment d’elles, soient Cy,...C, les durées de censure, indépendantes et de fonction de
répartition G. Et on observe les couples (Z;,61),...,(Z,,0,) avec Z; = min{X;, C;} et
5i = 1{Xi<C¢}'

Pour toute fonction R, on note :

Ri(z) = h&)l R(z+¢) et R_(z)= hﬂ)l R(z —¢),

si ces limites existent, et pour toute fonction de répartition L, on note :

T, =sup{t:L(t) <1} et L_(oco)= lim L(z).

T—00

On suppose que F_(oo) = 1, mais on accepte pour la distribution de Y que G_(c0) =
1 —P(Y = o0) < 1. En particulier, si P(Y = oo0) = 1, on revient au cas non censuré.

Posons © = min{Ty, Tg}. On suppose que © > 0 (si © = 0, alors F,, est presque stire-
ment dégénérée).

Onnote f, et g (resp. f_ et g_) les dérivées a droite (resp. a gauche) de F et G (resp. de
F_ et G_) si elles existent.

Remarquons que l'existence de f, et f_ (resp. g; et g_) en un point donné ne garantit
pas la continuité de F (resp. de G) en ce point. Si F (resp. G) est continue, alors f. et f_
(resp. g+ et g— ) ne sont que les dérivées a droite et a gauche de F (resp. G).

Si J est un ensemble, on note B(7) I'ensemble des fonctions réelles bornées définies sur
J, muni de la norme de la convergence uniforme.

Hypotheses et résultats La fenétre h,, doit vérifier les conditions suivantes :
H1 A, 0; nh,?T oo

nhy,

H2 — 0o ou log, u = log log u.

log, n
Ces conditions sont utilisées pour les théorémes 4.1 et 4.2 ci dessous. Un exemple de
fenétre vérifiant ces hypotheéses est de la forme n™ avec 0 < o < 1. La condition (H1)
peut étre affaiblie en :
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H1" 1l existe une suite h; vérifiant (H1) et telle que :

0 < liminf (%) < limsup <@> < 00.

*
n—00 n n—o00 hn

Les hypotheses sur le noyau K sont :

K1 K est a variation bornée

K2 K est a support compact

K3 [T K(u)du = 1.

Remarquons que la seule condition qui puisse étre considérée comme restrictive est (K2).

Parmi les noyaux les plus utilisés, seul le noyau Gaussien ne vérifie pas cette condition.
De plus, ces hypotheses sont uniquement utilisées pour le Théoreme 4.2.

L'article de Deheuvels et Einmahl (1996) est structuré comme suit : Dans un premier
temps, ils donnent un résultat analogue (mais plus simple, vu qu’il ne considére que
le cas réel) au résultat de Deheuvels et Mason (1994) dans le cas des données censu-
rée a droite. Puis, ils appliquent ce théoreme pour obtenir la vitesse de convergence de
I'estimateur a noyau de la densité. L'avantage de cette approche réside dans le fait que
les résultats ainsi obtenus peuvent étre utilisés pour donner les vitesses de convergence
d’autres types d’estimateurs.

Pour z €]0, O fixé, on considere la suite de fonctions aléatoires définie par :

En(u) = bi(an(z + hyu) — ay(2)) pour — M < u < M.

n

ou M est une constante donnée, b,, = /2h,, log, n, et a, est le processus empirique de
Kaplan-Meier défini par :

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal, objet de notre étude. Il donne le
comportement asymptotique de la suite (&,) :

Théoréme 4.1 (Deheuvels et Einmahl, 1996, Théoréeme 1.2). Soit z €]0, O] fixé. On suppose
que F est continue dans un voisinage de z et que f. (z) et f_(z) existent. Alors, sous les hypothéses
(H1) et (H2), la suite (&,,),>1 est presque silrement relativement compacte dans B([—M, M]) avec
pour ensemble limite I'ensemble des fonctions h € B([—M, M]) de la forme

h(u) = /uw(s) ds; —M<u<M,
aovec . a ( ) 0 . G( ) M
el IRACL = AU CLE
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Remarque 4.1. Si f_(z) = 0, on remplace la condition précédente par :

/ Vs / we)ds < L

et de méme pour f,(z) = 0.

/\

Si F est dérivable en z et G continue en z, la condition précédente devient

:/ ¥(s)ds; —M < u<M,
0

v 2 f(2)
/_Mw (s)ds < —1—G(z)'

La preuve de ce théoreme se déduit d"une succession de lemmes a la section 4.2.

avec

Nous allons maintenant énoncer le résultat pour 1'estimateur a noyau de la densité. Po-

sons -
Efn(z):/_oo hinK( - )dF(t).

En général Ef,, () # E(f.(2)), sauf dans le cas non censuré.

Théoréme 4.2 (Deheuvels et Einmahl, 1996, Théoreme 1.1). Soit z €]0, O] fixé. On suppose
que F est continue dans un voisinage de z et admet des dérivées a droite et a gauche en z. Alors
sous les hypothéses (H1),(H2), (K1), (K2) et (K3) on a :

1i?f£pi”2lo o (fu(2) = Efu(z)) =
1/2

(% /_iOKQ(t) dt+1f_+—((§()z)/o+oo K2(t) dt) p.s.

La preuve de ce théoréme est reportée a la section 4.3.
Remarque 4.2. Si on suppose que I est dérivable en z, et G continue en z, alors la relation
précédente devient :

; 1o 1/2
s /07, (2) - fn<z>>=(1f<—G><Z> | K%)dt) ps

On suppose F éventuellement discontinue en z, mais que f(z) et f_(z) existent, alors,
sous (H1), (K1) et (K2)ona:

) 1 1 +o00
T Efu(2) = 5(74(2) + -(2) + 5 (f4(2) — 1-(2) / (K(1) — K(~#) d,
qui se réduita f(z) si f_(2) = f1(2) = f(2).
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4.2 Lois fonctionnelles pour les processus basés sur des
données censurées

En plus des notations précédentes, on utilisera pour la suite les notations suivantes : Soit
H la fonction de répartition de Z

H(x) = P(Z <) = 1 - (1 - F(2))(1 - G(2)),

elle est décomposée en somme de HV et H®) avec :

HY(z)=P(Z <z,6=1) = /1(1 — G_(t))dF(¢t), (4.1)

Posons : o
p=PE=1)= / (1—G_ (1)) dF(t) = HV(o0).

Les hypothéses excluent le cas p = 0, par contre le cas p = 1 est possible et correspond
au cas non censuré. Ce dernier a été traité de maniere similaire par Deheuvels et Mason
(1994), on peut I'exclure sans perte de généralité. On suppose donc que 0 < p < 1.
Soient les fonctions Q) et Q) définies par :

QW(s) = inf{z: HY(z) > s} pour0 < s <p,

QO(s) = inf{z: HO(z) > s} pour0<s<1-—p.
Ce sont les inverses généralisées (ou fonctions quantile) de HV) et H") respectivement.
Ces définitions impliquent :

QW(s) <z <= s<HW(z) pourd<s<p

QO(s) <z «—= s<HY(z) pour0<s<1-p

Les fonctions de répartitions empiriques correspondant a H, HY, H(® sont données par

1 n
Hn(l’) = ﬁ Z 1{Zi<1'}7
=1

1 n
H;l)(;p) = - Z 5i1{Z¢§x}7
=1

1 n
HO (2) = - > (1= 61z,
1=1
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Réduction au cas uniforme Comme onl’a fait dans le cas des données complétes (sec-
tion 1.3), on peut construire une suite de variables aléatoires de loi uniforme sur [0, 1], et
telle que la suite des observations (Z;, ¢;) puisse s’écrire en fonction de cette suite. Notons
7= Z1 etd = 51.

Lemme 4.1. Sur un espace de probabilité suffisamment riche', on peut définir une variable aléa-
toire U de loi uniforme sur [0, 1], telle que presque stirement :

0 = Ljocu<py = 1 — Lipcu<y;

7 _ QM(U) si0 < U< p,
QOU —p) sip<U<1.

Démonstration. Si les fonctions HY et H® sont continues, on peut poser
U =6HY(Z)+ (1 -6)(p+HO(2)).

Alors la variable U suit la loi uniforme sur [0, 1] et vérifie la relation du théoréme.

Si HY et H® sont quelconques, on peut remarquer que la fonction de répartition de la
variable Z conditionnellement a {§ = 1} est Z—le(l), et que conditionnellement a {§ = 0},
la fonction de répartition est l%pH(O). Leurs inverses généralisées sont donc QW) (ps) et
Q®((1 — p)s) respectivement.

Ainsi, le théoréme 1.2 implique que pour une variable aléatoire V de loi uniforme sur
[0, 1], la variable définie par Q) (pV) (resp. Q¥ ((1 — p)V)) suit la méme loi que Z condi-
tionnellement a {6 = 1} (resp. {d = 0}).

L'égalité en distribution plus haut peut étre renforcée en égalité presque stire et on aura
alors

Z=3QW (V1) + (1= 6)Q((1 = p)V2),
pour V; et V, de loi uniforme sur [0, 1]. En posant
U=0pVi+(1—=9)(p+(1—-p)Va),

on peut facilement voir que U vérifie les relations du théoreme. O

D’apres ce lemme, on peut supposer que la suite originelle est définie sur un espace de
probabilité tel qu'il existe une suite {U,,,n > 1} de variables aléatoires indépendantes,
de méme loi uniforme sur [0, 1] et vérifiant pour tout i :

0; = Lio<ui<py = 1 = Lp<u,<1y;

1. Ceci peut s’exprimer par l'existence d’une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur [0, 1] (ou de n'importe quelle autre loi continue).
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7 QW(Uy) si0 < U; <p,
Q(O)(UZ —p) sip<U; <1.

Considérons maintenant la fonction de répartition empirique

1 n
Un(s) = E Z 1{Ui<8}7
i=1

et le processus empirique correspondant

an(s) = vn (Un(s) = s).

S PN Ahr 1 0 .
D’apres ce qui précéde, on peut réécrire H et HY comme suit :

HWV (z) = U, (HY (z)) si0 < HY(z) < p,

n

HO(2) = U, (HY(z) 4+ p) — Un(p) si0<HO(z) <1—p.

n

En effet, si 0 < H"(z) < p ona pour tout z :
H{) (z) = % Z:: 0il{z,<0}
= % g 1{0<U¢<P7Zi<$}
= % z”: 1{0<Ui<p,Q<1)(Ui)<x}
i=1
= % z": Lio<u, <p,u;<HO (2))
i—1

1 n

= Un(HY(2)).

26
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Etsi0 < HO(z) <1-p:

1 n
HgLO)(g(;) = ﬁ Z(l — 51’)1{21-@0}
=1

1 n
= ﬁ Zl 1{Ui>pvzi<$}

1 n
- ﬁ Zl 1{Ui>pvQ<0)(Urp)<x}

1 n

1 — 1
= E ZZ:; 1{Ui<p+H(0)(x)} - E 12:; 1{Uigp}

Soient s; €0, pl, so €]p, 1[ et M; > 0 fixés, et définissons les suites de fonctions aléatoires
< 721)> et (f,@) par:
n=1 n=1

- 1
FOu) = — (an(s; + ho) — an(s;)) pour —M; <u < My,

n bn
ou b, = +/2h, log, n, et les suites (wﬁﬁ) et (w,(f’)) par:
1
w,(}) = ————a,(s1),
\/2log,n
1
w© —

JTW (an(s0) — an(p)) -

Le lemme suivant, qui est un cas particulier du Théoréme 1.2 de Deheuvels et Mason
(1994), est le point de départ de ce travail.

Lemme 4.2. Sous (H1) et (H2), la suite {(wg), w,(LO), fr(f), f,(LO)> SN 1} est presque silrement

relativement compacte dans R* x B([—M, M]) avec pour ensemble limite I'ensembles de tous les
quadruplets (w®, w©, fO fO)) vérifiant :

avec
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Soit M > 0 fixé, <7,(11)> et (7,@) deux suites de fonctions définies sur [—M, M] et telles
que:

lim  sup |y (u) —yul=0 ;5 j=01

=00 ye[-M,M]
oll 7; et 7y sont deux constantes positives. Posons pour j = 0,1 et u € [-M, M]

0 = 19 (9(w) = o (o (55 + hur@)(w)) — ;)

Nous allons faire usage d"une version modifiée du lemme précédent :
Lemme 4.3. Sous (H1) et (H2), la suite (wg), wﬁlo), g,(f), gﬁo)) est presque siirement relativement
compacte dans R? x B?([—M, M]) avec pour ensemble limite I'ensemble de tous les quadruplets

(wh,w®, gW, ) tels que :

W= [T asrds : w® = [ os)ds:
w /o o(s)ds w /p o(s)ds

g<j><u)_/¢j(5)ds L =01 —M<u<M
0
avec

1 1 M 1 1
/0 o(s)ds =0 / $2(s) ds + / o)+ ot ds <1

Démonstration. Soit M; > 0 vérifiant ’7,(3)’ < My, Vu,j pour n suffisamment grand.

D’apres le Lemme 4.2, de toute sous suite (w,(}k), wgi), f,%), f,S‘;’), on peut extraire une sous

suite convergente, c’est-a-dire qu’il existe une sous suite (n},) de (n;,) et (w™, w(©, fO | £0))
vérifiant :

Z wy(j/) _ w(]) + sup fg) (U) — f(J)(’U)‘ — 0,
iZoa v€[—M7,M;] .
d’otur :
@ _ 6 (7) ) 0
wy — w4 sup | o (g () = Y (g ()| ) — 0.
k ve[-M1,M1] k

§=0,1

De plus, les fonctions fU), j = 0, 1 sont uniformément équicontinues. En effet, d’apres
'inégalité de Schwarz :
/ ;(s)ds

/ " e

/U V2 (s)ds

196 = £ =

1/2

< |’U, . U”’l/Q

1

< o' =", car <L
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il en résulte que : Vo', 0" : —M < v, 0" <M

car:

|98 (u
En posant :

on obtient :

|7, M| < M car lim,, 'y(])(M) =

Ainsi, la suite {(wT(Z ), w,(L ), gT(Z ), agn ) ,n = 1} est presque slirement relativement com-

) = 9 (y5u)]

+ sup
u€[—M,M]

9,(72(“) - f(j)(%‘u)‘) = 0,
—00

Z (‘wg) —w®
k

7=0,1

P69 W) = fOAP W) + FPP (W) = O (yu)

|
< P0P W) = OGP )|+ | FP P (w) = 9 (y5u)|
<[P W) = FOP W) + (7P (w) = ;(w)|*
o(u) = (u)
g9 = f9(y;u) j=0,L-M<u<M

dj(u) = v595(vu)

/@ dS—/O%%% ds—/ e

= [V (u) = g¥
/M (@ * %) ds = /TA (3 (s) + 05 (s)) ds
/TA (¢v—() ’ %7—(0)) = TA vi(s)ds + z Yi(s)ds

< / Ml (2(s) + 12 (s)) ds

P ] <My ¥ = 0,1

(0)

29

pacte et I'ensemble de ses valeurs d’adhérence est inclus dans 1’ensemble défini dans
le lemme. L'autre inclusion se démontre de la méme maniére.

Considérons zy, zp €0, O] fixés et posons :

Pour M > 0 fixé, on considére les suites <l<:( )) et < ) de fonctions aléatoires définies

sp=HW(z) €]0,p] et so=p+HO(z) €lp, 1[.

sur [—M, M] par :

(u) = vn (B (25 + hou) = H9 (2 + hyu) — HY (25) + HY (25))

[]
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et les suites de variables aléatoires (Ur(LO)) , (vﬁP) définies par :

oY) = _ v (HY)(z;) — HY)(2;)) pour j =0, 1.
\/2log,n
D’apres (H1), il existe ny > 1 tel que pour toutn > ngettout j = 0,1, —M < u < M,
on ait z; + h,u €]0, O[. Ceci assure que (vle), ol kD, k:,(lo)> € R? x B?([—M, M]) est bien
définie. Le théoréme suivant décrit le comportement asymptotique de cette suite.
Théoréme 4.3 (Deheuvels et Einmahl, 1996, Théoréme 2.1). On suppose que F est continue

et G dérivable en z, avec g(zy) = G'(20) > 0. On suppose aussi que G est continue et ¥ dérivable
en z avec f(z1) = F'(z1) > 0.

Alors sous les hypothéses (H1) et (H2), la suite {(vg), i kS, k,(LO)> tn > 1} est presque sil-

rement relativement compacte dans R? x B*([—M, M]) avec pour ensemble limite I'ensemble des
quadruplets (vD, v kD) kO) vérifiant :

HD (21) p+HO (20)
oM = / p(s)ds ; 00 = / o(s)ds;
0 P

HM@=AUwa

pour j =0,1et —M < u < M, avec :
1
| otsis=o
0

[ oo+ [ (Gt e * ) <

Démonstration. On a :
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et de la méme maniere : ki (u) = f” (i (HO (20 + hyu) — H(U)(zo))). On a aussi pour

hn
vg) et 07(10) :
1
) = eV (U () (21)) — B (21)
2
1

(0)

0 . 1 .
et vﬁl ) — wr . De plus, si on considere les fonctions :

| 1, |
7 () = 7 (HY(z) + hou) = HY(2))) ,

n

pour j = 0,1 etu € [-M, M], alors en vertu de (4.1) :

sup ’H(l)(zl + hu) —HO (2)) — f(z)(1 - G(21))hul

- s | fﬁhu(l —G(0) dF(t) — F(1)(1 — Glaa))hu
S e / - e - / jﬁhu(l ~G(a1)) dF(t)\
s (1= G)) (P + ) = F(=1)) = (1= Glan)) f (1)

+ (1 —=G(z1)) sup |F(z1+hu) —F(z1) — f(z1)hu]

—M<usM
< sup |G(21) — G_(t)] sup |F(z1 + hu) — F(z)]
z1—hM<t<z1 +hM —M<uM

+ (1 —G(#)) sup |F(z1 +hu) —F(z1) — f(z1)hu

—M<u<M
Or, puisque sup |G(z1) — G_(t)] tend vers 0 quand h tend vers 0,
z1—hM<t<z1+hM
%_MSBELM |F(z1 + hu) — F(21)| est bornée, et F(z; + hu) = F(z1) + f(z1)hu + o(h), on
obtient :

1
5 sup ‘H(l)(zl + hu) — HY (2)) — f(21)(1 - G(z1))hu| — 0,
—M<usM

quand h — 0, ce qui montre que

sup |4 (w) — yu| — 0,

—M<us<M
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avec 71 = f(z1)(1 — G(z1)). De la méme maniere, on peut montrer que

sup |7 (u) = you| — 0,
—M<usM

avec 7o = ¢(z0)(1 — F(zp)), d’ot le résultat en appliquant le Lemme 4.3.
L

Remarque 4.3. Comme il apparait dans la preuve ci-dessus, la continuité de F en z, et
I'existence et la positivité de la dérivée de G en 2, ne sont nécessaires que pour la com-

pacité relative de la suite {k;,(lo)}. Si on veut uniquement la compacité relative de la suite

{k:fll)} dans B([—M, M]) (ce qui est le cas dans la suite de ce travail) avec pour ensemble
limite ’ensemble des fonctions k") € B([—M, M]) de la forme

KD (u) = / " pu(s) ds avec / 61(5)ds < 1 (1) (1 = G(a).

alors il suffit que G soit continue en z;, et que F soit dérivable en z;.

La deuxieme partie de ce chapitre consiste a trouver une relation entre ¢, et k:y(Ll), ce
qui nous permettra de généraliser les résultats du Théoreme 4.3 et de la remarque qui le
suit au processus &, objet de notre étude.

. 0 .
Comme nous n’avons plus besoin de kY pour la suite, nous notons z = z;. Nous suppo-
sons aussi, pour simplifier, que F est continue dans un voisinage de z, et dérivable en z,
et que G est continue en z.

Rappelons que la martingale de base est définie par :

M) = (B0~ [ (0= ) A ) @2)
0
ot A est la mesure de hasard de X (voir par exemple Gu et Lai, 1990).

H® peut étre réécrite comme suit :

HO (2) = /Ox(1 —G_(s))(1 = F(5>)1d_F—éz)

_ /Oxu CH_(s))dA(s):

d’ou

vn

Pour z €]0, ©[ fixé, considérons ’accroissement :

= Vit (B (0) = @) Vi [ ()~ Ho@)dAG). @)

o (0) = bni/ﬁ (M, (2 + hpu) — M, (2)) .
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Lemme 4.4. On suppose que ¥ est continue dans un voisinage de z, et dérivable en z, et que G
est continue en z. Alors, sous les hypothése (H1) et (H2),on a :

sup () — kP (w)] = O(v/hy) = 0 p:s

u€[—M,M]

Démonstration. On a d’apres (4.3)

_ i <\/ﬁ (Hnl)(Z) . H(l)(z)) + \/ﬁ 0 <H7(11)<S) H(l)(s)) dA(S))
— b_: (HP (2 + hyu) — HY(2) = HY (2 + hyu) + HY(2))
n zt+hnu 1
+b£/ (H()(s)—H ())dA()

_ / Hh”” ~HY(s)) dA(s).

En appliquant la loi du logarithme itéré de Chung-Smirnov au processus empirique
continu a gauche? \/n (H,_(t) — H_(¢)) on obtient

[Vn(H, () = H_(1))]

lim  sup =

1

Donc, pour n assez grand,

sup |v/n (Ho—(t) = H-()) | < y/logy n,

z€[-M,M]

d’ou
1
sup 1) — K 0)] < - /Toga(m) (A= + haM) — A(z — M),
u€[—M,M] bn

ce qui donne que

sup () = k()] = O (Vin )

ue[—M,M]
O]

2. Ceci est équivalent a la définition de la fonction de répartition par P(X < t) et ne change rien aux
théorémes que nous avons vus précédemment.
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Lemme 4.5. Sous les hypothéses du Lemme 4.4, la suite (j1,,) est presque siirement relativement
compacte dans B([—M, M)), avec pour ensemble limite I'ensemble de tous les p € B([—M, M])
satisfaisant :

p(u) = / O(s)ds —M<u<M,
0
avec

| # s < £ - Gl

-M

Démonstration. D’apres laremarque 4.3, les hypothéses dulemme permettent de conclure

que {kg)} est presque sirement relativement compacte dans B([—M, M]) avec pour en-
semble limite I'ensemble des éléments 1 € B([—M, M]) vérifiant :

() = [ 6(s) ds pour u € [-M.M)
0
avec
M
[ #s)ds < s - GG,
-M
D’apreés le lemme précédent, il en est de méme pour {i, }n>1. O
Nous allons maintenant utiliser la représentation intégrale suivante du processus empi-

rique en utilisant la martingale de base (4.2) (voir aussi la section 3.4). On a, pour tout
T < Z(n) = max{Zl, Zg, R Zn}

VAP, (z) — F(z)
(@) = —3"Fm
T L)
e 0
1 [f(1-F. () 1 1 i
A R T Rl

d’apres 1’équation de Duhamel (voir Gill et Johansen, 1990). On peut alors décomposer
IL,,(z) en somme I, ; (x) + 11, 2(x) avec

1 (" dM,(¢)
M= [ 5o

1 [f(1-F.(n 1 1 i
= [ (v e o) M

Considérons maintenant l’accroissement :

o) = - (T o) = T (2)).
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Lemme 4.6. Sous les hypothéses du Lemme 4.4, on a :

fin(w)
sup |mp(u) — —————| — 0 ps
uw€[—M,M] (W) 1 —H(z) P
Démonstration. Comme Z,, = max{Zi,...,Z,} — © p.s. alors pour tout § < O, il existe

presque stirement un rang ny a partir duquel on a la représentation intégrale ci-dessus
pour tout z < 6 et tout n > ny. On peut donc supposer sans perte de généralité que
n > ng avec § > z + h,M. On peut alors poser

@|H

7rnl( ) ( nl(z+hnu)_Hn,1(z))
1

B /z-‘rhnu dMn(t) .
 bav/n . 1—H_(t)’
1

E(HH’Q(Z + hnu) - Hn,2<z))

=i / (5 i -~ o) 0

En intégrant par parties dans la définition de =, ;, on obtient (en utilisant le fait que
dM,,(t) = d(Ma(t) — Ma(2)))

et

Tpo(u) =

1 My(2+ hpu) — My (2)
Tn,1 (1) T bo/n 1 —H(z 4 hyu)

1 z+hnu 1
N A St
1 M,(z+ hyu) — M,(z2)

:b\/_ 1—H(z+hnu>
b\/_ w2+ hyv) — M<Z>>d(1_H(zl+hnv))

d’ou
i (1) ( 1 1 )‘
sup | 1(u) — < sup |pn(u —
wE[-MM] W) = 3= H(2) | ueponing (1= H(z + hou) 1 —H(z)
“ 1
+ sup o (U d( ) .
wel-MM] | Jo () 1 —H(z + hnv)
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Or d’apres le lemme précédent, la suite {, } est relativement compacte dans B(|—M, M]),
donc elle est bornée
AC>0,Vn>1: sup |un(u)| < C;
ue[—M,M]

ce qui donne

fn () 1 1
sup |mp1(u) — ———| <C sup -
welning | 1—H(z) welning | 1 — H(z +hou) 1 —H(z)
1 1
+C sup —
welnn] |1 = H(z + hpu) 1 —H(z)

<20 ! !
N 1-H(z+h,M) 1-H(z—h,M)
— 0 ps.

n—oo

car H est continue en z.

I reste a montrer que

sup |mpe(u)] — 0 p.s.
u€[—M,M] n—00

D’autre part, d’aprées la définition de M, :

et =3 [ () T~ o) W

NG ot 1-F,_(t) 1-H,_(
S (e ) o

Comme h,, — 0, et en utilisant la continuité locale de F, on a pour n suffisamment grand
F_(t) = F(t) pour tout ¢t € [z —h,M, 2+ h,M]. D’ot1, en utilisant la loi du logarithme itéré
de Foldes et Rejts (1981)

1—F,_(¢)

De la méme maniére, la loi du logarithme itéré de Chung-Smirnov donne
1—H,_(t) logy, n

—= 1| = — .S.
1—H_(1) ‘ O(V n p-s

On obtient alors pour un certain A,, = O (/log, n) que :

sup
t€lz—hnM,z+hp,M]

sup
telz—hnM,z+hn,M)]

An
Sup. [ma(u)] =2 (HO (2 -+ b, M) — H (2 — M)
u€[—M,M] bn
Ay
+ 2 A 4 hM) — Az — haM))

b
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De plus, sachant que

k() = Y2 (B (= + ) — HOGz 4 ) — HO(2) + HO(2))

on trouve

1
b—(H(l)(z + h,M)—HW (2 — h,M))

n
n

= =IO — KO ()

1
+ - (HD (2 + h,M) — HV (2 — b, M))

1 h
=0(—=)4+0|/—
0 (\/ﬁ) " ( log, n) ’
car la suite {kﬁl)(l\/l) - kr(Ll)(—M)} est bornée d’apres le théoreme 4.3. Sachant (d’apres
I'hypothese (H2)) que 2= — oo, ona —= = O (1 o n) d’ou

E (HY(z + hoM) — HY (2 — h,M)) = O ( il ) .

\ log, 1

D’autre part, sachant que A(s) = —log(1 — F(s) et que b,, = \/2h,, log, n, la dérivabilité
de F assure que

log, n

bl(A<z+hnM) — Az — hyM)) = O < fon ) .

En substituant ces deux derniers résultats, on obtient

sup |mpa(u)| =0 <\/E) — 0 p.s

u€[—M,M]

ce qui termine la preuve du lemme. O

Lemme 4.7. Sous les hypothéses du Lemme 4.4, on a :

k! (u)

En(u) — -Gl

sup
ue[—M,M]

—0 ps
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Démonstration. On a :

En(u) = (an(z + hn) — an(2))

S

(Fn(z 4+ hyu) — F(z 4+ hyu) — Fo(2) + F(2))

(1= Bz + ) VS Zitig + hyu))

1 Vv (Fa(2) — F(2))
B &2 s oy

n

T[S

S

(1 = F(z+ hyu)) IL,(2 + hpu) — (1 — F(2))IL,(2))

S

(1 =F(2)(IL,(z + hyu) — I,(2))

— (1 =F()IL, (2 + hypu) + (1 — F(z + hyu))IL, (2 + hyu)
1

= (1 —-F(2))m,(u) + E(F(z) — F(z + hpu)IL, (2 + hpu).

De plus

sup |I(z + hyu)| = sup
u€e[—M,M] u€e[—M,M]

Y

1 7l —F, () 1 ‘
Al T e e

et comme on a d’apres la loi du logarithme itéré de Foldes et Rejts (1981)
1—F, (1) [log, n
-Vl = o2 7).

1 —F(¢) ' O < n )’

sup |(z + hyu)| = O <\/10g2 n> .

u€[-M,M]

sup
u€[z—hnM,2+hp,M]

on en déduit que

D’autre part, la dérivabilité de F en z et le fait que h,, — 0 donnent

sup |F(2) — F(z 4+ hyu)| = O(hy).

u€[—M,M]
Ce qui fait qu’au final on ait

sup [&,(u) = (1= F(2))ma(u)| = O(Vha) — 0 pss

u€[—M,M]

Le résultat dulemme découle enfin des lemmes 4.4 et 4.6 sachant que i :II;EZ =1 é(z) .
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Preuve du Théoréme 4.1. Si on suppose que F est dérivable en z et G continue en z, alors,

- G()-n>1} est
presque stirement relativement compacte avec pour ensemble limite I’ensemble des fonc-
tions h € B([—M, M]) de la forme :

sous les hypotheses (H1) et (H2), et par le Théoréme 4.3, la suite {

¢ ¢(s)
_ [ 2 —M<u<
h(u) /0 1—G(z)d8 M<u<M,
avec
[ s <50 - G,
Le résultat en découle en posant ¢(s) = lj’g()z) et en appliquant le Lemme 4.7. O

4.3 Application : Estimation de la densité

Le but du Théoreme 4.1 est de donner des résultats pour quelques estimateurs qui dé-
pendent localement du processus empirique. L'exemple que nous allons traiter est 1'es-
timateur a noyau de la densité, mais la méthode que nous exposerons peut étre utilisée
pour les autres estimateurs du méme type (par exemple l'estimateur du taux de hasard).

Considérons une fonctionnelle I' définie et continue sur un ensemble fermé . de
B([—M, M]) et satisfaisant la condition ¢, € .,Vn > 1. On définit alors la statistique
Tn = F(gn)

Théoréme 4.4 (Deheuvels et Einmahl, 1996, Théoréeme 3.1). Soit z €]0, O] et M > 0 fixés.
On suppose que F est continue dans un voisinage de z et dérivable en z, et que G est continue en
z. Alors, sous (H1) et (H2), la suite (T,,),>1 est presque siirement relativement compacte dans
R, avec pour ensemble limite l'intervalle

inf T'(h), sup T'(h)

helLym hely

ou Ly est I'ensemble limite de (&,,) (voir le théoréme 4.1).

Démonstration. Le fait que T, soit presque stirement relativement compacte dans R avec
pour ensemble limite I'(ILy;) découle directement du Théoreme 4.1.

L'ensemble L), est connexe dans B(|—M, M]). En effet, 'ensemble des fonctions 1 véri-
fiant ffw W2 (s)ds < LZ é() ; est une boule fermée de L*([—M, M]), elle est donc connexe.
L’opérateur qui a a toute fonctlon Y € L3([-M, M]) associe la fonction ¥ définie pour

€ [-M, M] par ¥(u) = [ 1(s) ds étant continu, Ly est aussi connexe.
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De plus, si ¥ € Ly, alors il existe ¢» € L2([-M, M]) tel que ¥(u) = [ ¢ (s)ds, et on a
alors, pour tout =1, 25 € [-M, M] :

(W(z) — V(21| =

s)ds
1 M 1/2
<foa-an ([ 00 ds)
M

ce qui montre que Ly est uniformément équicontinu. Et comme Ly, est borné (c’est
I'image par un opérateur borné d'une boule), il est compact d’apres le théoreme d’Arzela-
Ascoli.

Son image par l'application continue I' est donc un intervalle fermé. O

En choisissant la fonctionnelle I', on peut montrer des taux de convergences pour quelques
estimateurs qui dépendent localement du processus empirique, la preuve ci dessous est
un exemple pour I'estimateur a noyau de la densité.

Preuve du Théoréme 4.2. En vertu de I'hypothese (K2), il existe un réel positif M tel que
Vu, lu| > 3 = K(u) = 0. Donc,

o(2) — Ef(2) = /+°oh1 K (t;nz) dF (1) — /_:O hinK (t;j) 4R (1)

:i/m Fo(z + hntt) — F(z + hott))
— _/ (z 4+ hou) — Fo(2) — F(z + hyu) + F(2)) (4.4)
= h_ ) ( n(z 4+ hpu) — Fo(2) — F(z + hpu) + F(2)) dK(u) 4.5)

u) dK(u)

ol (4.4) est due au fait que F,,(z) et F(z) sont constants, et (4.5) est obtenue en utilisant
I'intégration par parties (ce qui est possible grace a I'hypothese (K1)).

Définissons la fonctionnelle I' en posant pour toute fonction 4 € B([—M, M]) a variation
bornée :

() = — / () dK (u),

—-M
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et, du du fait que b, = \/2h,, log, n on a alors :

Tw=T(6) = 22 (7,() ~ Efol2)) =

Le Théoreme 4.4 s’applique et ’ensemble limite de la suite T, est I'intervalle

[mf T(h), sup F(h)] .

helim hely

Il reste a calculer sup,, ., £I'(h) (car inf, f(z) = —sup, —f(x)). Or par les hypotheses
(K1) et (K2), une intégration par parties permet d’écrire

M
sup £I'(h) = sup :I:/ K(u) dh(u)
hE]LM hE]LM —M

= sw {:I: /_TA K (u)U(w) du : h(u) = /0 U(s) ds} .

Pour simplifier le calcul de cette expression, on pose :

1-— G (z) 1 —-G(2)
Co=—F T =
f+(2)
1 .
{\/?K (t) sit <0,
\/@K t) sinon;
B \/C_‘If (t) sit <0,
B Ver¥U(t) sinon;
ce qui donne que K(¢#)U(t) = K*(t)¥*(t) et h € Ly <= f U*(u))® du < 1. Enfin :

sup £T(7) —sup{i/MK*(u)\IJ (u )du:/l\; (W ()? du < 1}

< (/[ acty ) "

d’apres 'inégalité de Schwarz. D’autre part, le choix particulier de
K*(u)

(PLempe)

U*(u) =
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montre 1'égalité sup;o;, £I'(h) = (fin (K*(u))? du) 1/2. D’out
(fe [ fioz) M "
a0 = (T [ ewne g [ eem)

Le résultat visé en découle en rappelant que pour toute suite (z,,), lim sup z,, n’est autre
que la borne supérieure de I'ensemble des valeurs d’adhérence de (z,,). O



Chapitre 5

Extension au cas de la censure double

Plusieurs modéles non paramétriques ont été proposés pour 1’étude de la censure double.
Par exemple, le modeéle de Turnbull (1974) est le plus utilisé, et plusieurs travaux sont
basés sur ce modele. Cependant, bien que la définition de ce modéle soit plus intuitive,
'estimateur qui est proposé n’est pas pour autant facile a utiliser, car il est donné par
une équation intégrale dont la solution n’est pas connue explicitement.

D’autres modeéles (qui englobent parfois la censure par intervalles) ont été proposés par
Peto (1973), Samuelsen (1989) ou encore Huang (1999). Dans des rapports techniques,
Patilea et Rolin (2001, 2004) discutent les avantages et les inconvénients de ces modeles,
et en proposent d’autres.

Dans la suite nous nous intéressons au modele de Patilea et Rolin (2006) (qui reprend
d’ailleurs le modeéle de Patilea et Rolin (2001)), et nous discutons de la possibilité d’étendre
les résultats du chapitre 4 a ce modele. Nous terminons par une étude de simulation pour
voir la performance de 'estimateur de la densité obtenu pour ce dernier modéle.

5.1 Présentation du modéle de Patilea et Rolin (2006)

Considérons trois variables aléatoires positives indépendantes X, L et R de fonctions de
répartition respectives F, Fy, et F, et de fonctions de survie ! respectives S, Sy, et Sy,
ou X représente la durée d’'intérét et L et R sont les durées de censure a gauche et a
droite respectivement. Dans le modéle I de Patilea et Rolin (2006), au lieu d’observer un
échantillon de X on observe un échantillon du couple (Z, A) olt Z = max(min(X,R),L)

1. SiF estla fonction de répartition d une variable aléatoire X, alors sa fonction de survieest S = 1 —F.

43
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et
0 siL<X<R,

A=<1 siL<R<X,
2 si min(X,R) < L.

Cemodele considere la censure a droite et la censure a gauche comme deux phénomeénes
qui agissent indépendamment 'un de l'autre mais que 1'un peut censurer 'autre. Un
exemple de ce modele est donné par un systéme formé par trois composants, dont deux
sont placés en série (le composant dont le temps de fonctionnement nous intéresse et un
autre). Un troisieme est placé en parallele avec ce systéme en série.

Le modele II proposé par les mémes auteurs est similaire, mais le role de la censure a
droite et a gauche est inversé. On observe un échantillon du couple (Z, A) o Z = min(max(X, L), R)
et
0 siL<X<R,
A=4{1 siR<max(X,L),
2 siX<L<R.

Le traitement des deux modéles étant tres similaire, nous nous contentons de parler du
premier. Considérons H la fonction de répartition de Z, elle se décompose en 3";_ H®)(¢)
ou

H® () =P(Z<t,A=k), pourk=0,1,2.

Ces fonctions peuvent s’écrire :

HOw = [ P (O)Sn () dF (1),
HY(t) = /t Fr_(t)S(t) dFg(t),
WO = [ 1= S(0S(0)} dFL (1),

et c’est a partir de ces équations que 'estimateur est obtenu.

L'idée est de considérer dans un premier temps S = min(X, R) et L dans un modéle de
censure a gauche (c’est-a-dire que 'on consideére une donnée completesi A = 0ou A =1
et censurée a gauche si A = 2), et d’estimer la fonction de répartition Fg, puis utiliser la
fonction de répartition ainsi estimée au lieu de la fonction de répartition empirique de
S pour estimer la fonction de répartition de la variable d’intérét X en considérant un
modele de censure a droite.

L'estimateur de la fonction de survie S ainsi obtenu, en remplagant a la fin les fonc-
tions H®, HY et H® par leurs estimateurs empiriques, obtenus a partir d"un échantillon
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(Zi, Ai)1<i<n, est donné par :

/ DOZ
1—F,(Z)) = H {1 TN NH} ,

1<i<j

ol (Z})1<j<m sont les valeurs distinctes des Z; prises dans l'ordre croissant, et

Dy; = Z Lizi=2: A=k}

1<i<n

Nj= > lzeny,

1<i<n

D
Uj_lzn H {1—%},

J<IKM
pour 0 <l <2etl <j<M

Soulignons le fait que si L = 0 (pas de censure a gauche), 1 — F,, se réduit a I'estimateur
de Kaplan-Meier qui lui-méme se réduit au complément a 1 de la fonction de répartition
empirique si R = oc.

L'estimateur a noyau de la densité peut étre défini en fonction de cet estimateur de la
méme maniére que pour les données completes ou censurées a droite, autrement dit il

s’écrit oo
ee t—z
f"(z>_/_oo h_nK( " )an(t).

5.2 Quelques résultats préliminaires

Une étude attentive du chapitre précédant met en évidence le fait que les principaux
outils utilisés par Deheuvels et Einmahl (1996) pour arriver a leurs résultats sont une loi
fonctionnelle du logarithme itéré due a Deheuvels et Mason (1994) (Lemme 4.2) ainsi
qu'une loi du logarithme itéré pour 1'estimateur de Kaplan-Meier (Corollaire 3.1). Le
premier est donné dans un cadre bien plus général et semble tout a fait s’appliquer au cas
dumodele de censure mixte de Patilea et Rolin (2006). Le second a été étendu par Messaci
et Nemouchi (2011) a I'estimateur F,, et s'énonce comme suit. Rappelons que pour toute
v.a. U de fonction de répartition F, Iy = inf{t : F(¢) > 0} et Ty = sup{t : F(¢) < 1}.

Théoréme 5.1. On suppose que ¥, Fy, et Fr sont continues et que I;, < Ix < I et Tx < Tk.

Alors,
p <il£ IFo(u) — F(u)] = O (,/@72”» =1



CHAPITRE 5. EXTENSION AU CAS DE LA CENSURE DOUBLE 46

Ceci montre qu’il est tout a fait envisageable d’étendre les résultats du chapitre précédent
al’estimateur de Patilea et Rolin (2006), travail qui fera l'objet d"une recherche ultérieure.
Nous nous contentons dans le paragraphe suivant de mener une étude de simulation afin
d’évaluer les performances de I’estimateur a noyau de la densité, obtenu dans le cadre
de la censure double.

5.3 Ftude de simulation

On va maintenant mener une étude de simulation pour évaluer les performances de
l’estimateur a noyau de la densité dans ce cadre.

Pour 1'estimation de la densité, il est raisonnable de supposer qu’il n'y pas d’ex-aequo.
Ainsi, I’estimateur de Patilea et Rolin (2006) devient :

Lia,=0}
1-FaZ) = [] {1—+ ,
1Zhe Upr —kE+1

avec

Tep, —
U=n [ {1_%}

j<k<n
En substituant dans la définition de f,, donnée ci-dessus nous obtenons :

]-{Aj:O}Fn(Zj—l) LK Zj —Z
Uj—l - j +1 hn hn .

fh(z) = j{:

I<ysn

C’est cet estimateur que nous allons étudier pour deux modeles, d’abord un modéle
normal puis un modéle Weibull.

Dans le premier modele, la variable X suit une loi normale de moyenne 7 et d’écart type
4, R suit une loi normale de moyenne 11 et d’écart type 4, et L suit une loi normale
de moyenne 3 et d’écart type 4. Le taux de censure n’est pas choisi a 1’avance mais est
calculé a partir de 'échantillon. Bien que la loi normale ne soit pas positive, ce qui est
une condition pour le modeéle de Patilea et Rolin (2006), on obtient de bons résultats, ce
qui suggere que la condition de positivité n’est pas nécessaire.

Les graphes suivants ont été réalisés en utilisant le noyau parabolique donné par

3
K(z) = =(1 — 2*)1{jz<1}-
A

La densité théorique est en vert, et la densité estimée en bleu.
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2 4 6 B 10 12 2 4 6 8 10 12

n =10 n = 50
20% de censure a droite 14% de censure a droite
20% de censure a gauche 18% de censure a gauche

2 4 6 8 10 12 i} 2 4 6 ] 10 12

n = 100 n = 300
15% de censure a droite 21% de censure a droite
23% de censure a gauche 27% de censure a gauche
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Dans le second modéle, X suit une loi de Weibull de parameétres o = 2, 5 = 2, R suit une
loi de Weibull de parametres o = 3,8 = 2, et L suit une loi de Weibull de parametres
a=1,0=2.

La loi de Weibull est définie par sa densité, donnée pour x > 0 par :

L (- (2)")

15 2 25 3

n =10 n = 50
30% de censure a droite 16% de censure a droite
10% de censure a gauche 20% de censure a gauche

1} 05 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

n = 100 n = 300
21% de censure a droite 22% de censure a droite
20% de censure a gauche 28% de censure a gauche
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Conclusion Les graphes obtenus pour le modele gaussien montrent une bonne perfor-
mance de l'estimateur de la densité et ce méme pour les petites tailles de 1’échantillon.
De plus, la qualité de 'estimation s’améliore quand la taille de I'échantillon augmente,
ce qui est tout a fait prévisible.

Quant au modele de Weibull, bien que la qualité de 1’estimation ne soit pas bonne pour
n = 10, les graphes montrent une amélioration tout a fait satisfaisante quand la taille de
’échantillon augmente.

Notons aussi que le taux de censure se situe autour de 40%, ce qui nous semble appré-
ciable.
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Abstract

In this work, we present some basic results of the theory of empirical
processes, and some analogous results in the case of censored data. We
are particularly interested in the result of Deheuvels and Einmahl (1996),
which is a functional law of the iterated logarithm for the increments of the
empirical process in the setting of right-censored data. Finally, we discuss
the possibility of extending this result to the setting of twice censoring.

Given a sample (X;)1<i<, with distribution function /', the empirical
process is defined by a,(t) = /n(F,(t) — F(t)) where F, is the empirical
distribution function. First, we present some results of the theory of empir-
ical processes, and some laws of iterated logarithm for this process. Then
we look at the empirical process in the case of right censored data. In this
model, we cannot observe the data of interest, but rather Z; = min(X;, C)
and 0; = 1{x,<c,} where (C;)1<;<n are censoring time. Itis enough to replace
the empirical distribution function by the Kaplan-Meier estimator. For this
model, we present some preliminary results, and we are particularly in-
terested in a functional law of iterated logarithm for the increments of the
Kaplan-Meier empirical process, that is, for &, (u) = i (an(z 4+ hu) — a,(2))
with b, = v/2hloglogn. We consider only the case where h = h,, is a de-
terministic sequence which only depends on n, we also consider the appli-
cation of this result to give a rate of convergence for the kernel density es-
timator. Finally, a simulation study is conducted to explore the properties
of this estimator in the setting of twice censored data, based on the model
of Patilea and Rolin (2006), with the goal of investigating the possibility of
extending the result of Deheuvels and Einmahl (1996) to this model.

Keywords Empirical process; Censored data; Functional law of the iter-
ated logarithm; Twice censoring



Résumé

Dans ce mémoire, nous exposons certains résultats de base de la théo-
rie des processus empiriques, ainsi que quelque résultats analogues dans
le cas des données censurées. Nous nous intéressons particulierement au
résultat de Deheuvels et Einmahl (1996), qui est une loi fonctionnelle du
logarithme itéré pour les accroissements du processus empirique dans le
cadre des données censurés a droite. Enfin, nous abordons les perspec-
tives de recherche dans la généralisation de ce résultat au cas de la censure
double.

Etant donné un échantillon (Xi)1<i<n de fonction de répartition F, le
processus empirique est définit par a,(t) = /n(F,(t) — F(t)) ou F), est la
fonction de répartition empirique. Nous exposons dans un premier temps
les résultats de la théorie des processus empiriques, ainsi que des loi du
logarithme itéré pour ce processus. Ensuite, nous nous intéressons au pro-
cessus empirique dans le cas de données censurées a droite. Dans ce mo-
dele, on n‘observe pas les données d’intérét, mais plutoét Z; = min(X;, C;)
et 6; = 1{x,<c,y ot (C)1<i<n sont des temps de censure, et il suffit alors de
remplacer la fonction de répartition empirique par l'estimateur de Kaplan-
Meier. Pour ce modeéle, nous exposons quelque résultats préliminaires, et
nous nous intéressons particuliérement a une loi fonctionnelle du loga-
rithme itéré pour les accroissements du processus de Kaplan-Meier, c’est-
a-dire pour &, (u) = i (an(z + hu) — a,(2)) avec b, = /2hloglogn, nous
considérons uniquement le cas ott h = h,, est une suite déterministe qui
ne dépend que de n. Nous considérons aussi l'application de ce résultat
pour donner une vitesse de convergence de I’estimateur a noyau de la den-
sité. Enfin, une étude de simulation est menée pour explorer les propriétés
d"une extension de cet estimateur au cas des données doublement censu-
rées, d’apres le modeéle de Patilea et Rolin (2006), afin de guider I'intuition
sur la possibilité d’étendre le résultat de Deheuvels et Einmahl (1996) a ce
modele.

Mots-clés Processus empirique; Données censurées; Loi fonctionnelle
du logarithme itéré ; Censure double



