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Introduction

Bien que la théorie abstraite des opérateurs auto-adjoints et symétriques semble ache-
vée, le probleme de la décomposition spectrale explicite des opérateurs concrets (diffé-
rentiels, integraux. integro-differentiels, etc.) est un domaine de recherche important. Il
yv'a un grand nombre de travaux consacrés a la décomposition spectrale des opérateurs
differentiels ordinaires et aux dérivées partielles, voir par exemple les monographies de
Yu. M. Berezanskii [4], A. G. Kostyuchenko, I. S. Sargsyan [13], B. M. Levitan [18|, M.
A. Naimark [21], E. C. Titchmarch [28].

Depuis ces derniers temps, certains auteurs ont commencé I'étude des opérateurs
intéeraux [12], et integro-differentiels [5], [6], [9], [16], [17], [25]. Le mémoire présenté est
consacré a l'étude des résolvantes et fonctions spectrales d'une part des opérateurs de
multiplication et de convolution et d’autre part des opérateurs du type de convolution.

Le premier chapitre est consacré & un bret rappel des principales notions utiles tout
le long de ce travail, pour le plus de détails voir par exemple [1, 8, 11, 29)].

Le deuxiéme chapitre traite des résolvantes et fonctions spectrales de certaines classes
d’opérateurs de multiplication et de convolution. Une bonne partie est consacrée aux
constructions explicites des fonctions spectrales. De telles questions pour differentes
classes d’opérateurs ont été traités dans [2, 3, 7, 9. 10, 14, 15, 19, 20, 22, 23, 24, 26. 27|

Le dernier chapitre est consacré & I'étude des résolvantes et des fonctions spectrales
d’'une classe d’opérateurs du type de convolution. Des formules explicites de ces résol-
vantes et fonctions spectrales ont été obtenues.

Enfin, on illustre les résultats obtenus par l'étude d'un exemple concrét.



Chapitre 1

Notions et Résultats Préliminaires



Soit H un espace de Hilbert . un opérateur linéaire T dans H est une application
linéaire dont le domaine D(7') est un sous-espace de [ et dont I'image R(7') est contenue
dans H . Le graphe G(T') d'un opérateur 7' dans H est un sous-espace de H x H défini
par :

G(T)={(z,Tz) tel que : x € D(T)}

L’espace nul N(7') d'un opérateur 7' dans H est défini par :

N(T)={x € D(T) tel que : T(x) =0}

L'opérateur S est une extention de l'opérateur 7' ( ie ) D(T) C D(S) et S(x) = T(x)

pour toute z € D(T) si et seulement si , G(T) C G(S) et on écrit : T C S .

Définition 1 Un opérateur fermé dans H est un opérateur dont le graphe est un sous-

espace fermé de H x H .

Lemme 1 Un opérateur T' est fermé si et seulement si . pour chaque suite (z,) C D(T)

telle que dim, .z, =z etlim,_ . Tz, =y Alorsx e D(T) etTx =y .

Proposition 1 -Si ['opérateur T est fermé. Alors (T — A ) est fermé .

-Si Uopérateur T est fermé et T~ existe . Alors T=' est fermé .

Définition 2 On suppose que D(1') = H . on appelle adjoint de T, l'opérateur T défini
par :

D) ={yeH :3¢>0, |(Tz,y)| < c|lzll Yz € D(T)}

et T est une application linéaire de D(T™) dans H telle que :

(THa1))—={F: T Yz & 2(T)

— Remarque 1 S5t D(T) n'est pas dense . T posséde en général plusieurs adjoints.

L’ensemble D(T*) peut étre réduit a {0} .



St T est un opérateur a domaine dense dans H . alors T" est un opérateur fermé .

Définition 3 Un opérateur T est dit auto-adjoint st T =T .

Corollaire 1 Si T est un opérateur linéaire tel que D(T) = H et T~ éxist tel que

D(T-1) = H . Alors (T™Y)* = (T*).

Proposition 2 Pour chaque opérateur T ¢ domaine D(T) dense dans H . ona R(T)" =
N(T*) et de plus : Si R(T) est fermé alors R(T) = N(T*)*- (ie) :L équation Tx = f

admet une solution x si et seulement si f € N(T™)~ .

1.1 Spectre et Résolvante

Définition 4 (résolvante) Soit T un opérateur & domaine dense dans H. L’opérateur
R\(T) = (T — M)~ qui dépend du parameétre \ est appelé la résolvante de l'opérateur T .
elle est définie pour tout \ pour laquel (T — M)~ existe et son domaine R(T — \I) est

dense dans H. Ici I désigne ['identité .

Définition 5 (point régulier) Soit T un opérateur linéaire fermé o domaine dense dans
H Le point A du plan compleve C est appelé point régulier de T' si la résolvante R, (1) =
(T — M)~ existe.définie sur tout H et bornée .L 'ensemble des points réguliers de T est
appelé ensemble résolvant et on le note p(T). On appelle spectre de T le complémentaire

de p(T) dans C et on le note o(T) = C\ p(T).

Remarque 2 -L'application : (T — N ) : D(T) — R(T — A\I) détermine un opérateur
bijectif si et seulement si; A n'est pas une valeur propre de l'opérateur T .

-Les points non réels A du plan compexe sont des points réquliers de l'opérateur auto-
adjomnt T .

-Pour un opérateur auto-adjoint T le spectre o(T') est inclus dans ['ensemble des points

réels .



Définition 6 Soit M un sous-espace vectoriel fermé de H. Un opérateur de H dans M
est dit orthoprojecteur si et seulement si il est auto-adjoint (ie) P = P* et il verifie

P=7,

1.2 Fonction Spectrale d’un Opérateur Auto-Adjoint

Définition 7 Une famille d’orthoprojecteurs E, . —oc < t < 400 est appelée fonction
spectrale dun opérateur auto-adjoint I' si elle vérifie les conditions sutvantes :

1L.E,E, = Eninfpy , t,HER

2.E:, og=FE

3E =0,E,=1 out0 estUopérateurnul : 0f =0, fe H

LT = {f eH :JTCTQ(Z(Etf.f) £ +">s:} . et pour f € D(T) on a :

T = TtdEf f

Proposition 3 La résolvante R\(T) et la fonction spectrale E; sont liées par la relation :

—+00 JE
(i
m) - [

et pour f.g € H et tous nombres réels a , 3

; E3+E3+0 EQ+E0 0
(Ea._sf.gJ—([ )

3

1 oo Be ol F g d

(C’est la formule de Stieltjes )



En outre , pour f € D(A) :

Tf= Ttda i

La fonction spectrale E; vérifie les proprietés suivantes :

1. Pour {5 > t, , E;, — E}, est un opérateur borné,positif c-a-d : quelque soit f € H
([Efg _Efj]ff) 2 0
2. Ef,(] = Et

3.3 E . =0,E. =1

Définition 8 Soit M un sous-espace fermé de H.M est dit réduisant par un opérateur

T sl est invariant par T et par son adjoint T* ¢-a-d  T(M) C M et T*(M) C M.



Pour donner explicitement la fonction spectrale d'un opérateur auto-adjoint, le théo-

réme suivant sera souvent utilisé :

Théoréme 3 Soit E;, —oo0 <1t < +0o0 une famalle d’orthoprojecteur dans un espace de
Hilbert vérifiant les proprietés 1).2)et 3) de la définition 7.Cette famille est la fonction
spectrale dun opérateur auto-adjoint T si et seulement st :

a-Quelque soit A = [a, 3] C R, E(A)H est réduisant par T ou :
E(A) = E.3+U - Em
b-Si f € (Egpo— E.)H, —oco<La<f<+o0, alors :

alfI® < (@f, ) < BIFI?

1.2.1 Opérateur Unitaire

Définition 9 Un opérateur U défini sur H et qui applique H sur lut méme est appelé

opérateur unitaire siVr,y € H (Uz,Uy) = (z.y).

Proprietés :

1. Il existe un opérateur inverse U/ "' qui est aussi unitaire.
2. 0=l UIF =T =1 =0U\

3. U est linéaire.

4, Si T est lintaireet si Ve € H (T'z,Tx) = (z,x) et D(T) = R(T) = H , alors T

est unitaire.

I =1

ot

1.2.2 Opérateur Isométrique

Soient H; , H> deux espaces de Hilbert avec les produits scalaires (.,.), . (.,.).

(]

=1



Définition 10 Un opérateur V' qui applique H, sur Hy et vérifiant la proprieté :

(Va,Vy)s = (z,y); Yo,y € Hy

est appelé opérateur isométrique.

Remarque 4 Un opérateur unitaire U est un cas particulier d’'un opérateur isométrique
quand Hy = Hy = H.

Proprietés

1. Tout opérateur isométrique 1~ admet un inverse V' =! qui est aussi isométrique.

2. 51V est isométrique il est linéaire.

3. Si A est une valeur propre d'un opérateur isométrique, alors |A| = 1.

4. Deux vecteurs propres x; ., 3 d'un opérateur isométrique associes a deux valeurs

propres A; , A2 (A # A2) sont orthogonaux.

V=1

ot

1.2.3 Opérateurs Unitairement Equivalents

Définition 11 Soient Ty et T» deux opérateurs linéaires définis respectivement sur H
et Hs

Ty: D) CcH — H , To: D(Th) C Hy — H>

les opérateurs T et 15 sont appelés unitairement équivalents sl exviste un opérateur

isométrique V' qui envoie Hy sur Hy tq Ty = V15V,

1.3 Espace L*(X, p)

Soient X' Un ensemble mesurable, 1 une mesure o-finie sur X.On appelera espace me-

suré le couple (X, i). Dans la suite,on dira "mesurable" ,"presque partout","dz" respec-

tivement au lieu de dire "p-mesurable"." y-presque partout" et "p(dr)" respectivement.

8












































































































