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0.1-INTRODUCTION GENERALE 

Différents problèmes rencontrés en théorie de la conduction thermique[5],[24], 

[28]. en thermo élasticité  [48], et en physique des plasmas [53], peuvent être ramenés 

à des problèmes aux limites généralisées qui contient une condition intégrale plus un 

autre liant la fonction inconnue et ses dérivées aux extrémités de l’intervalle. De tels 

problèmes ont été étudiés par différentes méthodes dans[1],[5],[26],[27],[28],[29]. Le 

but de ce travail est l’étude d’une certaine classe de problèmes aux limites pour 

équations aux dérivées partielles avec conditions généralisées. L’étude est faite par la 

réduction du problème posé à une équation différentielle opérationnelle  à coefficient 

opératoriel non borné et en général à domaine non dense. D’où l’étude du 

comportement de la résolvante joue un rôle primordial. On commence par les 

notions préliminaires qui rassemblent des connaissances utiles pour la suite de notre 

travail. 

          Le premier chapitre est consacré à l’étude d’un problème aux limites pour une 

équation différentielle ordinaire avec conditions aux limites non locales généralisées. 

Différents problèmes aux limites avec conditions non locales ont été étudiés dans les 

travaux[2],[3],[4],[9],[10],[11],[12],[13],[15],[16],[17],[18],[19],[21],[22],[24],[25],[27],[28]

,[31],[38],[41],[42],[43],[46],[50],[53],[55],[56],[57],[58],[59],[60],[62]. Maintenant  dans   

LP(0,1), le but de notre étude est d’établir des conditions facilement vérifiables en 

termes de coefficients des conditions aux limites dites régulières on montre la 

décroissance maximale de la résolvante, pour 𝛼11𝛽21𝛼21𝛽11≠0 d’où le semi groupe 

engendré est analytique et dans le cas où le domaine est dense il est fortement 

continu, par contre dans le cas  𝛼11𝛽21𝛼21𝛽11=0, on montre que la résolvante a une 

décroissance non maximale, et aussi on montre que cette estimation est optimale. 

Dans ce cas le semi groupe engendré par l’opérateur en question est générateur d’un 

semi groupe à singularités [9],[12],[13],[51],[52]. La théorie des semi groupes à 

singularités a été étudiée également dans [34],[61],[63]. Le second chapitre est 

consacré à l’étude LP (0,1) où 1≤ P < +∞ avec des conditions aux limites non locales 

comme celui du chapitre 1. Dans le cas des conditions aux limites dites régulières on 

montre la décroissance maximale de la résolvante, pour 𝛼11𝛽21 + 𝛼21𝛽11≠0 et aussi 
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pour P=1 le semi groupe engendré est analytique et dans le cas où le domaine est 

dense il est fortement continu, mais pour le cas  𝛼11𝛽21 + 𝛼21𝛽11 =0, on montre que la 

résolvante a une décroissance non maximale, et aussi on montre que cette estimation  

est optimal. Dans ce cas le semi groupe engendré par l’opérateur en question est 

générateur d’un semi groupe à singularités. La deuxième parti de ce chapitre est 

consacré à l’étude LP (0,1) où 1≤ P< +∞ Avec des conditions aux limites non locales 

comme celui du chapitre 1. On extrait ici une classe de conditions aux limites dites 

non régulières qui garantissent une décroissance non maximale de la résolvante. Par 

exemple pour P=1 , on a une perte égale ½ et la perte et la même pour 1 <P <+ ∞ 

dans l’estimation. Dans ce cas aussi le semi groupe engendré par l’opérateur en 

question est générateur d’un semi groupe à singularités. 

Dans ces deux chapitres on a repris l’étude faite dans [41].  

 Le troisième chapitre est consacré â l’étude d’un problème spectral d’une équation 

d’ordre deux avec condition aux limites non locales. On a obtenu une condition 

nécessaire et suffisante de la presque régularité d’ordre arbitraire un qui nous permet 

de répondre immédiatement et élémentairement à la question de la presque 

régularité d’un problème spectrale et permet de déterminer l’ordre de la presque 

régularité. Il est montré que pour les équations à coefficients variables le problème de 

la presque régularité pour tout ordre existe, on rappelle que ce problème a été traité 

dans [39].     
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0.1Introduction : 

0.2 - Notions  Préliminaires : 

0.2.1-Fonction de  Green  d’opérateur  différentiel  dans  le cas  général : 

on considère  le problème  aux  limites  suivant  dans  l’intervalle  [0,1] 

 
 

 
𝑦 𝑛 + P1 𝑥, 𝜆 𝑦(𝑛−1) + ⋯ + P𝑛 𝑥, 𝜆 𝑦 = 𝑓 𝑥              0 <  𝑥 < 1          (1)   

𝑢𝑖 𝑦, 𝜆 =   𝛼𝑖𝑗 𝑦
 𝑗   0 + 𝛽𝑖𝑗 𝑦

 𝑗   1  

𝑛−1

𝑗 =0

= 0                           𝑖 = 1 … 𝑛             (2)  
  

Où P𝑖 𝑥, 𝜆  .   𝑖 = 1, n        des fonctions des valeurs complexes 

et     𝛼𝑖𝑗  𝛽𝑖𝑗   des nombres complexes, et 𝜆   est  un paramètre spectral 

et la  fonction   𝑓 ∈ C[0,1] 

On’ a  l’équation  caractéristique  de  (1)  

       Wn + P1,1Wn−1 + ⋯ + Pn−1,n−1W + Pn,n = 0                                          (3) 

     On  note  par W1 , … , W𝑛   ses  racines. 

     Par  le  théorème  de  Poincaré  l’équation  homogène  correspondante   à 

l’équation  (1)  admet  un  système  fondamental  des  solutions  particulières 

𝑦𝑖  𝑥, λ ;        𝑖 = 1, n               qui  sont  des fonctions entières du paramètre  λ. 

     Par  la  méthode  de  variation  des  constantes  on  cherche   la  solution 

générale  de l’équation (1)  sous  la  forme  

𝑦 𝑥,𝜆 =  𝐶 𝑖 𝑥, 𝜆 𝑦𝑖 𝑥,𝜆 

𝑛

𝑖=1

 

On obtient  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  𝐶 ′

𝑖 𝑥,𝜆 𝑦𝑖 𝑥,𝜆 

𝑛

𝑖=1

= 0

  𝐶 ′
𝑖 𝑥,𝜆 𝑦 ′

𝑖
 𝑥,𝜆 

𝑛

𝑖=1

= 0 

⋮
⋮
⋮

           𝐶 ′
𝑖 𝑥, 𝜆 𝑦

𝑖

(𝑛) 𝑥, 𝜆 

𝑛

𝑖=1

= 𝑓(𝑥) 

                                  (4)   
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     Le déterminant  de  ce  système  est  le  Wronskien  du  système 

fondamental   des  solutions  particulières  de  l’équation  homogène  

correspondante   à  (1) donc  

W 𝑥, λ =

 

 

𝑦1 𝑥, 𝜆         𝑦2 𝑥, 𝜆  …    𝑦𝑛 𝑥, 𝜆      

𝑦 ′
1
 𝑥, 𝜆       𝑦 ′

2
 𝑥, 𝜆  ⋯ 𝑦 ′

𝑛
 𝑥, 𝜆 

⋮
⋮
⋮

𝑦1
 𝑛 

(𝑥, 𝜆)     𝑦2
 𝑛 

(𝑥, 𝜆) …          𝑦𝑛
 𝑛 

(𝑥, 𝜆)  

 

 

 

On suppose que W 𝑥, λ ≠ 0 

Remarque :  

 Les valeurs  caractéristique (v, c)  du problème (1)  sont déterminées par les 

zéros  du  déterminant  ∆ 𝜆  qui  est de  la forme suivante : 

 

∆ 𝜆 =  
𝑢1 (𝑦1 ) ⋯ 𝑢1 (𝑦𝑛)

⋮ ⋮ ⋮

𝑢𝑛(𝑦1 ) ⋯ 𝑢𝑛 (𝑦𝑛)
  

 

Ainsi  le  système (4)  admet  une  solution  unique 

               𝑐 ′
𝑖 𝑥,𝜆 =

W2𝑖 𝑥 ,λ f(𝑥)

W (𝑥 ,λ )
                       𝑖 = 1,𝑛                                               (5) 

   t.q   les fonctions   W𝑖  𝑥, 𝜆        𝑖 = 1, 𝑛        Sont  les cofacteurs des  éléments                        

𝑦𝑖

(𝑛−1) 𝑥, 𝜆  du déterminant W 𝑥, 𝜆 . 

En  intégrant (5)  de  0  à 𝑥, on  obtient 

𝐶𝑖 𝑥, 𝜆 = 𝐶𝑖 0, 𝜆 +  
W2𝑖 𝑡 , 𝜆 

W 𝑡, 𝜆 

𝑥

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡                       𝑖 = 1, 𝑛      

En  intégrant (5)  de 1  à  𝑥, on  obtient  

𝐶𝑖 𝑥, 𝜆 = 𝐶𝑖 1, 𝜆 +  
W2𝑖 𝑡 , 𝜆 

W 𝑡, 𝜆 

𝑥

1

𝑓 𝑡 𝑑𝑡                       𝑖 = 1, 𝑛      
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Donc 

𝐶𝑖  𝑥, 𝜆 =
1

2
 𝐶𝑖 0, 𝜆 + 𝐶𝑖  1, 𝜆  +

1

2
 

W2𝑖 𝑡 , 𝜆 

W 𝑡, 𝜆 

𝑥

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 −
1

2
 

W2𝑖 𝑡 , 𝜆 

W 𝑡, 𝜆 

1

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

D’où  la  solution  générale  y(x,λ)  de  l’équation (1) admet  la représentation  

suivante : 

𝑦 𝑥, 𝜆 =    
1

2
 𝐶𝑖  0, 𝜆 + 𝐶𝑖  1, 𝜆  

𝑛

𝑖=1

𝑦𝑖  𝑥, 𝜆 +  
1

2
 

W2𝑖 𝑡 , 𝜆 𝑦𝑖 𝑥, 𝜆 

W 𝑡 , 𝜆 
 

𝑛

𝑖=1

𝑥

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡  

−  
1

2
 

W2𝑖 𝑡 , 𝜆 𝑦𝑖 𝑥, 𝜆 

𝑊 𝑡, 𝜆 

𝑛

𝑖=1

1

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

 

en posant 

𝐶𝑖 =
1

2
 𝐶𝑖 0, 𝜆 + 𝐶𝑖 1, 𝜆                                                

et   

𝑔 𝑥, 𝑡 , 𝜆 = ±
1

2
 y𝑖(𝑥, 𝜆)

W2𝑖
 t, 𝜆 

W(t, 𝜆)

𝑛

𝑖=1

 

   Si 0 < 𝑡 < 𝑥 < 1 le signe  de  𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆  est négatif  

   Il est positif  si 0 < 𝑥 < 𝑡 < 1 

Donc  on’ a  

𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆 =

 
 
 

 
 +

1

2
 𝑦𝑖(𝑥, 𝜆)

W2𝑖 (𝑡, 𝜆)

W(𝑡, 𝜆)

𝑛

𝑖=1

         𝑠𝑖  𝑥 < 𝑡

−
1

2
 𝑦𝑖(𝑥, 𝜆)

W2𝑖 (𝑡, 𝜆)

W 𝑡, 𝜆 

𝑛

𝑖=1

         𝑠𝑖  𝑥 > 𝑡

  

On  pose                 

𝑍𝑖
 𝑡, 𝜆 =

W2𝑖 (𝑡, 𝜆)

W(𝑡 , 𝜆)
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On obtient 

𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆 =

 
 
 

 
 +

1

2
 𝑦i (𝑥, 𝜆)Zi

 t, 𝜆 

n

i=1

         si  𝑥 < 𝑡

−
1

2
 𝑦i (𝑥, 𝜆)Zi t, 𝜆 

n

i=1

         si  𝑥 > 𝑡

  

Donc  la  solution  générale  de  l’équation  (1)  est  la  représentation   suivant e 

𝑦 𝑥, 𝜆 =  𝐶𝑖𝑦𝑖 𝑥, 𝜆 +  𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆 𝑓 𝑡 𝑑𝑡           𝑖 = 1, 𝑛     

1

0

          (6)     

𝑛

𝑖=1

 

Finalement   pour  obtenir  la  solution  du  problème (1)   on  détermine  les 

conditions  𝐶𝑖    𝑖 = 1. 𝑛         dans la  relation (6)  de telle  manière  qu’elle  vérifie    

les  conditions  aux  limites  dans (1)  ainsi on obtient  

    𝑢𝑖 𝑦 𝑥, 𝜆  =  𝐶𝑖𝑢𝑗  𝑦𝑖 𝑥, 𝜆  +  𝑢𝑗  𝑔 𝑥, 𝑡 , 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

1

0

𝑛

𝑖=1

 

On a                𝑢𝑗  𝑦 𝑥, 𝜆  = 0 

Donc 

 𝐶𝑖𝑢𝑖 𝑦𝑖 𝑥, 𝜆  = −  𝑢𝑖 𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

1

0

     𝑖 = 1, 𝑛                                 (7)

𝑛

𝑖=1

 

On  a  le  déterminant  de  ce  système 

∆ λ =
 

 

𝑢1 𝑦1       𝑢1 𝑦2    …        𝑢1 𝑦𝑛   

𝑢2
 𝑦1

       𝑢2
 𝑦2

     …     𝑢2
 𝑦𝑛

 

⋮
⋮
⋮

𝑢𝑛  𝑦1      𝑢𝑛 𝑦2   …               𝑢𝑛 𝑦𝑛   

 

 
 

Si ∆(𝜆) ≠ 0  alors le système  (7)  admet des solutions  C1 , C2 , , , C𝑛    données  par 
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𝐶1 =  

 

 

𝑢1 𝑦2          𝑢1 𝑦3   …  𝑢1 𝑦𝑛 𝑢1 g         𝑢1 g 𝑥, t, 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
1

0
 

𝑢2 𝑦2         𝑢2 𝑦3    …   𝑢2 𝑦𝑛 𝑢2 g         𝑢2 g 𝑥, t, 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
1

0.
.
.

𝑢𝑛 𝑦2         𝑢𝑛 𝑦3   …  𝑢𝑛 𝑦𝑛       𝑢𝑛 g        𝑢𝑛 g 𝑥, t, 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
1

0

 

 

Δ 𝜆 

1

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

Et 

         𝑐2 =  

 

 

𝑢1 𝑦2
         𝑢1 𝑦3

   … 𝑢1 𝑦𝑛
 𝑢1 𝑔 

𝑢2 𝑦2
         𝑢2 𝑦3

       𝑢2 𝑦𝑛
 𝑢2 𝑔 

..
⋮

𝑢𝑛 𝑦2
       𝑢𝑛 𝑦3

   …  𝑢𝑛 𝑦𝑛
    𝑢𝑛 𝑔 

 

 

Δ 𝜆 

1

0
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

                 

·
·
·
   

                  

·
·
·
 

            𝑐𝑛 =  

 

 

𝑢1  𝑦1         𝑢1  𝑦2           ⋯      𝑢1  𝑦𝑛−1           𝑢1  𝑔 

𝑢2  𝑦1         𝑢2  𝑦2         ⋯     𝑢2  𝑦𝑛−1            𝑢2  𝑔 

⋮
⋮
⋮

𝑢𝑛  𝑦1        𝑢𝑛  𝑦2           …    𝑢𝑛−1 𝑦𝑛−1            𝑢𝑛  𝑔 

 

 

Δ 𝜆 

1

0
𝑓 𝑡 𝑑𝑡  

En remplaçant   𝐶1 , 𝐶2 , , , 𝐶𝑛   dans  (6),  on  obtient la  représentation   de la 

solution  du  problème (1). 

 Ce  qui  donne :                                                                                                                                             

 

𝑦 𝑥 ,𝜆 =  
1

Δ 𝜆 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 𝑢1 𝑦2         𝑢1 𝑦3   …  𝑢1 𝑦𝑛 𝑢1 𝑔        𝑢1 𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

1

0

 

𝑢2 𝑦2         𝑢2 𝑦3    …   𝑢2 𝑦𝑛 𝑢2 𝑔         𝑢2 𝑔 𝑥, 𝑡 ,𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

1

0.
.
.

𝑢𝑛 𝑦2       𝑢𝑛 𝑦3   …  𝑢𝑛 𝑦𝑛      𝑢𝑛 𝑔        𝑢𝑛 𝑔 𝑥, 𝑡 ,𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

1

0

 

 

 

 

𝑦1 𝑥, 𝜆  

1

0

+ 
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         . . . +  

 

 

𝑢1 𝑦1       𝑢1 𝑦2     ⋯      𝑢1 𝑦𝑛−1     𝑢1 𝑔 

𝑢2 𝑦1       𝑢2 𝑦2      ⋯    𝑢2 𝑦𝑛−1     𝑢2 𝑔 
⋮
⋮
⋮

𝑢𝑛 𝑦1      𝑢𝑛 𝑦2   …      𝑢𝑛−1 𝑦𝑛−1        𝑢𝑛 𝑔 

 

 
𝑦𝑛 𝑥,𝜆 + Δ 𝜆 𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆  

 
 
 

 
 

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

Ce qui donne : 

𝑦 𝑥, 𝜆 =  (−1)𝑛

 

 

 𝑦1 𝑥, 𝜆     𝑦2 𝑥, 𝜆   …     𝑦𝑛 𝑥, 𝜆         𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆 

𝑢1
 𝑦1

        𝑢1
 𝑦2

   ⋯   𝑢1
 𝑦𝑛

  𝑢1
 𝑔 

⋮
⋮
.

𝑢𝑛 𝑦1       𝑢𝑛 𝑦2   …   𝑢𝑛 𝑦𝑛             𝑢𝑛 𝑔 

 

 

Δ(𝜆)

1

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡  

Ainsi en posant  

 

𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆 =  −1 𝑛

  

𝑦1 𝑥      𝑦2 𝑥      …     𝑦𝑛  𝑥      𝑔 𝑥 ,𝑡 ,𝜆 

𝑢1 𝑦1     𝑢1 𝑦2   ⋯     𝑢1 𝑦𝑛     𝑢1 𝑔     
...

𝑢𝑛  𝑦1     𝑢𝑛  𝑦2    …      𝑢𝑛  𝑦𝑛          𝑢𝑛  𝑔    

  

Δ  𝜆 
                 (8)  

et                            

𝐻 𝑥, 𝑡, 𝜆 =  −1 𝑛   

𝑦1
 𝑥  𝑦2

 𝑥     ⋯        𝑦𝑛
 𝑥        𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆    

𝑢1 𝑦1  𝑢1 𝑦2   ⋯    𝑢1 𝑦𝑛     𝑢1 𝑔    
⋮ ⋮ ⋮                      ⋮          

 𝑢𝑛  (𝑦1)      𝑢𝑛 𝑦2   …            𝑢𝑛 (𝑦𝑛 )     𝑢𝑛 (𝑔)       

  

 

Donc    

𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
H(𝑥, 𝑡, 𝜆)

Δ(𝜆)
 

Finalement  on obtient :  𝑦(𝑥, 𝜆) =  𝐺(𝑥, 𝑡 , 𝜆)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
 

Définition :    

 𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆)  est  dite la fonction  de  Green  du  problème  (1).  



Généralités                                  

 

 
9 

0.3 Position  du  problème : 

        D’après  l’équation (1) on considère  le problème spectral  suivant   

Si n=2 et on note  𝑝1 𝑥, 𝜆 = 0     et    𝑝2  𝑥, 𝜆 = 𝑞(𝑥) − 𝜆2         

On  obtient  un problème spectral du second ordre   

 

𝑦 ′′ + 𝑞 𝑥 𝑦 − 𝜆2𝑦 = 𝑓 𝑥              0 < 𝑥 < 1                               9  

𝑢𝑖 𝑦 =   𝛼𝑖𝑗 𝑦
(𝑗 ) 0 + 𝛽𝑖𝑗 𝑦

(𝑗 ) 0  

1

𝑗 =0

= 0          𝑖 = 1,2                  10 
  

0.3.1-Problème spectrale du second ordre dans le cas q(x)=0 ∀𝒙 ∈ [𝟎, 𝟏]   

Où  q(𝑥)  est  une  fonction  á  valeurs complexes  

■ Si    q 𝑥 = 0      ∀ 𝑥 ∈  0,1        

Alors  on a  le  problème  suivant   

 

𝑦 ′′ − 𝜆2𝑦 = 𝑓 𝑥                 0 < 𝑥 < 1                                                11   

𝑢𝑖
 𝑦 =   𝛼𝑖𝑗 𝑦

(𝑗 ) 0 + 𝛽𝑖𝑗 𝑦
(𝑗 ) 0  

1

𝑗 =0

= 0          𝑖 = 1,2              (10)
  

 0.3.2 Fonction  de  Green  d’opérateur  différentiel  du  Second  ordre : 

Par  le  théorème de  Poincaré  l’équation homogène correspondante à 

l’équation dans (11) admet un système fondamental des  solutions 

particulières  𝑦𝑖
 𝑥, 𝑦       i=1,2      qui  sont  des  fonctions  entières  du  

paramètre λ. 

On  cherche  la solution  générale  de  l’équation   (11)  par  la  méthode de  

variation  des  constantes  sous  la  forme : 

𝑦(𝑥, 𝜆) =  𝐶𝑖  𝑥, 𝜆 𝑦𝑖(𝑥,

2

𝑖=1

𝜆) 

 On obtient   

 
 
 

 
 

  𝐶𝑖
′ 𝑥, 𝜆 𝑦𝑖(𝑥,

2

𝑖=1

𝜆) = 𝐶′
1 𝑥, 𝜆 𝑦1 𝑥, 𝜆 + 𝐶′

2 𝑥, 𝜆 𝑦2 𝑥, 𝜆 = 0                                       

  𝐶𝑖
′  𝑥, 𝜆 𝑦𝑖

′(𝑥,

2

𝑖=1

𝜆) = 𝐶′
1 𝑥, 𝜆 𝑦1

′  𝑥, 𝜆 + 𝐶′
2 𝑥, 𝜆 𝑦2

′  𝑥, 𝜆 = 𝑓 𝑥                      (12)  
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 Le déterminant de  ce  système est  le Wronskien  du  système  fondamental  

des solutions  particulières  de  l’équation  homogène   correspondant  à (11). 

Donc : 

                  W (𝑥, 𝜆) =  
𝑦1(𝜆) 𝑦2(𝜆)

𝑦 ′
1

(𝜆) 𝑦 ′
2

(𝜆)
 ≠ 0  

D’où  le  système (12) admet  une  solution  unique  

        𝐶𝑖
′ (𝑥, 𝜆) = 

W2𝑖 𝑥 ,λ f(𝑥)

W (𝑥 ,λ )
             𝑖 =1,2                                                               (13) 

       𝐶1
′ =

 
𝑦2(𝑥, 𝜆) 0

𝑦 ′
2

(𝑥, 𝜆) −𝑓(𝑥)
 

W(𝑥, 𝜆)
=  

−𝑦2 𝑥, 𝜆 𝑓(𝑥)

W(𝑥, 𝜆)
⟹ W2 𝑥, 𝜆 = −𝑦2(𝑥, 𝜆) 

𝐶2
′ =

 
0 𝑦1(𝑥, 𝜆)

−𝑓(𝑥) 𝑦 ′
1

(𝑥, 𝜆)
  

W(𝑥, 𝜆)
=

𝑦1 𝑥, 𝜆 𝑓(𝑥)

W(𝑥, 𝜆)
⟹ W4 (𝑥, 𝜆) =  𝑦1(𝑥, 𝜆) 

   Où  W2𝑖 (𝑥, 𝜆) est  le complément  algébrique  de  l’élément  se  trouvant  à  la  

2éme ligne  et à  la  iéme   colonne . 

En intégrant  (13)  de  0  à  x, on obtient  

                𝐶𝑖 𝑥, λ = 𝐶𝑖  0, λ +  
W2𝑖  𝑡 , λ f t 

W 𝑡, λ 

𝑥

0

 𝑑𝑡                               𝑖 = 1,2                  

En intégrant  (13)  de 1 à x,on  obtient  

                𝐶𝑖(𝑥, λ)  =  𝐶𝑖  1, 𝜆 +  
W2𝑖

 𝑡, 𝜆 𝑓(𝑡)

W(𝑡 , 𝜆)
𝑑𝑡                             𝑖 = 1,2        

𝑥

1

 

  D’où  la  solution  𝑦 𝑥, 𝜆   de l’équation  (11)  admet  la représentation   

𝑦 𝑥, 𝜆 =  𝐶𝑖 𝑥, 𝜆 𝑦𝑖 (𝑥,

2

𝑖=1

𝜆) = 𝐶1 𝑥, 𝜆 𝑦1 𝑥, 𝜆 + 𝐶2 𝑥, 𝜆 𝑦2 𝑥, 𝜆  

On a 

𝐶𝑖 (𝑥, 𝜆) =
1

2 
 𝐶𝑖  0, 𝜆 + 𝐶𝑖  1, 𝜆  +

1

2 
 

W2𝑖  𝑡, 𝜆 𝑓(𝑡)

W(𝑡, 𝜆)

𝑥

0

𝑑𝑡 −
1

2
 

W2𝑖  𝑡, 𝜆 𝑓(𝑡)

W(𝑡, 𝜆)
𝑑𝑡 

𝑥

1

 

 



Généralités                                  

 

 
11 

 Donc 

𝑦(𝑥, 𝜆) =
1

2 
 𝐶1 0, 𝜆 + 𝐶1 1, 𝜆  𝑦1 𝑥, 𝜆 +

1

2
 

W2 𝑡, 𝜆 𝑦1(𝑥, 𝜆)𝑓(𝑡)

W(𝑡, 𝜆)

𝑥

0

𝑑𝑡  

               −
1

2
 

W2 𝑡, 𝜆 𝑦1 𝑥, 𝜆 𝑓 𝑡 

W 𝑡, 𝜆 

1

𝑥

𝑑𝑡 +
1

2 
 𝐶2 0, 𝜆 + 𝐶2 1, 𝜆  𝑦2 𝑥, 𝜆  

               +   
1

2
 

W4 𝑡 , 𝜆 𝑦2 𝑥, 𝜆 𝑓 𝑡 

W 𝑡 , 𝜆 
𝑑𝑡 −

1

2
 

W4 𝑡 , 𝜆 𝑦2(𝑥, 𝜆)𝑓(𝑡)

W(𝑡, 𝜆)

1

𝑥

𝑥

0

𝑑𝑡 

𝑦 𝑥, 𝜆 =  𝐶𝑖𝑦𝑖(𝑥,

2

𝑖=1

𝜆) +
1

2
 

𝑦1 𝑡, 𝜆 𝑦2 𝑥, 𝜆 − 𝑦2 𝑡 , 𝜆 𝑦1 𝑥, 𝜆 

W 𝑡 , 𝜆 
𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝑥

0

 

               +
1

2
 

𝑦2 𝑡 , 𝜆 𝑦1 𝑥, 𝜆 − 𝑦1 𝑡, 𝜆 𝑦2 𝑥, 𝜆 

W 𝑡, 𝜆 

0

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

Où         𝐶𝑖 =
1

2
 𝐶𝑖(0,𝜆 + 𝐶𝑖 1,𝜆 )  

En  posant    𝑔 𝑥, 𝑡 , 𝜆 = ±
1

2
 
𝑦2 𝑡,𝜆 𝑦1 𝑥,𝜆 − 𝑦1 𝑡,𝜆 𝑦2(𝑥,𝜆)

W(𝑡,𝜆)
 

où le signe  de  𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆  est  positif,  si 0 < 𝑥 < 𝑡 < 1  et  le  signe  de  𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆   

est  négatif,  si 0 < 𝑡 < 𝑥 < 1. 

     D’où  on  obtient  pour  la  solution  générale  de  l’équation  (11)   la 

représentation suivante :   

             𝑦 𝑥, 𝜆 =  𝐶𝑖𝑦𝑖 𝑥, 𝜆 +  𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

1

0

2

𝑖=1

                                            (14) 

      Finalement  pour  obtenir  la  solution  du  problème  (11) on  détermine  les 

constantes C𝑖   ,𝑖 = 1,2    
  dans la  relation (14) de telle  manière  qu’elle vérifie  les 

conditions  aux limites dans (11), ainsi  on  obtient : 

         𝑢𝑖 𝑦 𝑥, 𝜆  =  𝐶𝑖𝑢𝑖(𝑦𝑖 𝑥, 𝜆 ) +  𝑢𝑖(𝑔 𝑥, 𝑡 , 𝜆 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

1

0

2

𝑖=1

  

Et   on a             𝑢𝑖 𝑦 𝑥, 𝜆  = 0 
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Donc    

 𝐶𝑖𝑢𝑖 𝑦𝑖
 𝑥, 𝜆  = −  𝑢𝑖 𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡                

1

0

2

𝑖=1

𝑖 = 1,2                  (15) 

On obtient : 

 
 
 

 
 

𝐶1𝑢1  𝑦
1
 𝑥, 𝜆  + 𝐶2𝑢1  𝑦

2
 𝑥, 𝜆  = −  𝑢1(𝑔(𝑥, 𝑡,

1

0

𝜆))𝑓 𝑡 𝑑𝑡          𝑠𝑖   𝑖 = 1

𝐶1𝑢2  𝑦
1
 𝑥. 𝜆  +  𝐶2𝑢2  𝑦

2
 𝑥. 𝜆  = −  𝑢2 𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡       𝑠𝑖    𝑖 = 2

1

0

  

Donc  si le déterminant   

                     ∆ 𝜆 =  
𝑢1(𝑦1 ) 𝑢1 (𝑦2 )
𝑢2 (𝑦1 ) 𝑢2 (𝑦2 )

 ≠ 0                                                        (16) 

 Alors  le  système (15)  admet   des  solutions  uniques  C1,C2   données   par  

𝐶1 =  

 
−𝑢1 𝑔 𝑢1 𝑦2 

−𝑢2 𝑔 𝑢2 𝑦2 
 

∆ 𝜆 

1

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

𝐶2 =  

 
𝑢1 𝑦1 −𝑢1 𝑔 

𝑢2 𝑦1 −𝑢2 𝑔 
 

Δ 𝜆 

1

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

En  remplaçant  𝐶1  et 𝐶2  dans (14). On  obtient  la  représentation  de la solution  

du problème (11) 

       𝑦 𝑥, 𝜆 =  

 
−𝑢1(𝑔) 𝑢1(𝑦2)
−𝑢2(𝑔) 𝑢2(𝑦2)

 

∆(𝜆)
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 𝑦1 𝑥, 𝜆 

1

0

+  

 
𝑢1(𝑦1) −𝑢1(𝑔)
𝑢2(𝑦1) −𝑢2(𝑔)

 

∆(𝜆)

1

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡  𝑦2 𝑥, 𝜆 +  𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0
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Alors  

𝑦(𝑥, 𝜆)   =
1

Δ 𝜆 
  − 

𝑢1 𝑔 𝑢1 𝑦2 

𝑢2 𝑔 𝑢2 𝑦2 
 𝑦1 𝑥, 𝜆 −  

𝑢1 𝑦1 𝑢1 𝑔 

𝑢2 𝑦1 𝑢2 𝑔 
 𝑦2 𝑥, 𝜆      

1

0

+ Δ 𝜆 𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑓 𝑡 𝑑𝑡 

 

Ce qui donne  

   𝑦 𝑥, 𝜆 =  

 
𝑦1 𝑥   𝑦2 𝑥   𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆 

𝑢1(𝑦1) 𝑢1(𝑦2) 𝑢1
 𝑔       

𝑢2(𝑦2) 𝑢2(𝑦2) 𝑢2 𝑔       

 

 Δ 𝜆 

1

0

𝑓 𝑡 𝑑𝑡  

Ainsi  on  pose 

        𝐺 𝑥, 𝑡 , 𝜆 =

 
𝑦1 𝑥   𝑦2 𝑥   𝑔 𝑥, 𝑡, 𝜆 

𝑢1(𝑦1) 𝑢1(𝑦2) 𝑢1
 𝑔       

𝑢2(𝑦2) 𝑢2(𝑦2) 𝑢2 𝑔       

 

 Δ 𝜆 
                             (17) 

Donc on obtient  la  représentation  suivante :                                          

𝑦 𝑥, 𝜆 =  𝐺 𝑥, 𝑡,𝜆 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

1

0

                                                          (18)      

Définition 1 :                                                                                                          

la  fonction 𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆  est  dite fonction  de  Green du  problème (11).                                                            

Théorème 1 : 

   Soit   𝜆 ∈ ℂ   tel  que  ∆(𝜆) ≠ 0  et   𝑓 ∈ 𝑐2[0,1]  alors le problème (11) admet  

une  solution  uϵ 𝐶2  [0,1]  mésomorphe  en λ admettant  la représentation (18). 

les  pôles  de  la  fonction  de  Green  sont  les zéros  du déterminant  

caractéristique  ∆(𝜆) . 

De  la représentation  de  𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆  on obtient facilement  le théorème suivant : 

Théorème2: 

1- 𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆 est  une fonction  continue    ∀ x, t ∈ [0,1]   



Généralités                                  

 

 
14 

2- pour  tout  t  fixé dans] 0,1 [ ,  la  fonction  𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆  admet  

                   les dérivées  premières  et secondes en  𝑥 dans  chacun des intervalles  

                   [0, t [et] t, 1]  en plus. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→

>𝑡

𝜕𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆)

𝜕𝑥
 − 𝑙𝑖𝑚

𝑥→
<𝑡

𝜕𝐺 (𝑥, 𝑡, 𝜆)

𝜕𝑥
= 1 

3- Dans  chacun des intervalles [0, t [et] t, 1]  la fonction  𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆  

                Envisagée comme  fonction de  𝑥  vérifie l’équation  L G = 0  et  

                 les   conditions  aux  limites 𝑢𝑖 𝐺 = 0.                        i=1,2       

On peut facilement montrer le théorème  suivant : 

Théoreme3 : 

      Si le problème  aux limites  correspondant  au problème homogène (11)  

admet uniquement  la  solution  triviale. Alors  le problème  aux limites(11) 

admet  une  et une  seule fonction  de  Green. 

 0.3.3  équations  différentielles  opérationnelles : 

       Soient   E, E1 et  E2   trois  espaces  de  Banach.   Introduisons  les  espaces  

de  Banach  suivant : 

𝐶𝜇   0, 𝑇 , 𝐸 =  𝑓/𝑓𝜖𝐶( 0, 𝑇 , 𝐸);              𝑓 = 𝑠𝑢𝑝
𝑡𝜖 0,𝑇 

 𝑡𝜇𝑓 < ∞ , μ ≥ 0 

et          

𝐶𝜇
𝛾 ( 0, 𝑇 , 𝐸)  =  𝑓/𝑓𝜖𝐶( 0, 𝑇 , 𝐸);      𝑓 = 𝑠𝑢𝑝

𝑡𝜖 0,𝑇 

 𝑡𝜇𝑓 + 𝑠𝑢𝑝
      0<𝑡<𝑡+≤𝑇

 𝑓   𝑡 +

 −𝑓(𝑡)−𝛾𝑡𝜇<∞ ,   𝜇≥0 ,𝛾∈0,𝑇 

et  l’espace  vectoriel. 

 

             𝐶1  0, 𝑇 , 𝐸1 ,𝐸2 =  𝑓/𝑓𝜖𝐶((0, 𝑇], 𝐸1) ∩ 𝐶1((0, 𝑇], 𝐸2)   Ou   𝐸1 ⊂ 𝐸2 

On note par 

            𝐸 𝐴 =  𝑢 𝑢 ∈ 𝐷 𝐴  ,  𝑢 𝐸 𝐴 = ( 𝐴𝑢 2 +  𝑢 
1

2)  

et 

𝐶1  0, 𝑇 , 𝐸 𝐴 , 𝐸 =  𝑓/𝑓𝜖  0, 𝑇 , 𝐸 𝐴  , 𝑓 ′𝜖𝐶( 0, 𝑇 , 𝐸)   
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       Enonçons  un  théorème  qui  sera  utilisé. Il  a  été  démontré  par  des 

différentes  méthodes  dans  les  travaux. On  considère  dans  l’espace   de 

Banach E,  Le  problème   de  Cauchy  suivant : 

 
𝑢′(𝑡) = 𝐴𝑢 𝑡 + 𝑓 𝑡  ,   𝑡 ∈  0, 𝑇 

𝑢 0 = 𝑢0                                            
                                  (19)   

 où  A  est  un  opérateur  linéaire  en  général  non  borné  dans  E , u0  , et 

𝑓 𝑡 ∈ 𝐸 .  

Théorème 4 :                                                                                              

    Supposons  que  les  conditions  suivantes  soit  vérifiées. 

 1)- il existe  𝛼 > 0  et  β Є [0 ,1] tel que  

 𝑅(𝜆, A) ≤ 𝐶 𝜆 −𝛽    ,  𝑎𝑟𝑔𝜆  ≤
𝜋

2
+ 𝛼 ;     𝜆 ⟶ ∞  

        2) 𝑓 𝜖 𝐶𝜇
𝛾( 0,  𝑇 , 𝐸   Pour   𝛾 𝜖 (1 − 𝛽,  1 , 𝜇 𝜖 0, 𝛽).  

        3)𝑢0  𝜖𝐷(𝐴)  

       Alors  le  problème  de  Cauchy  (19)  a  une  solution  unique.  

        𝑢 𝜖 𝐶 ( 0, 𝑇 , 𝐸) ∩ 𝐶1( 0, T , E A , E) Et pour cette solution on a les     

estimations   suivantes. 

      𝑢(𝑡) ≤ 𝐶  𝐴𝑢0 +  𝑢0 +  𝑓 𝐶𝜇 ( 0,1 ,𝐸 )   , 𝑡 𝜖(0,  𝑇  

      𝑢′(𝑡) +  𝐴 𝑢(𝑡)   ≤  𝐶 𝑡𝛽−1 𝐴𝑢0 +  𝑢0 +  𝑡𝛽−𝜇−1 𝑓 𝐶𝜇 ( 0,1 ,𝐸)  ,   𝑡𝜖(0,  𝑇  
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1.1introduction :                                                                                                   

le but  de  ce  chapitre  est  l’étude  d’un  problème  aux  limites  pour une  

équation différentielle  ordinaire  du seconde  ordre combinant des conditions  

aux  limites  non  locales  liant  les  valeurs  de  la  fonction  inconnue aux  

extrémités  de  l’intervalle  ainsi  que  ses  dérivées .  

     On  extrait  deux classes de conditions aux limites, l’une dite régulière pour  

laquelle on montre la décroissance maximale de la résolvante et l’autre dite 

non régulière pour la quelle la décroissance de la résolvante est non maximale. 

L’étude est faite par une étude détaillée de la  fonction de Green du problème 

considéré  

Plus exactement considérons le problème.  

 

 
L u = u′′                                                                                      

 𝑢1 𝑦 = 𝛼11𝑦
′ 0 + 𝛽11𝑦

′ 1 + 𝛼10𝑦 0 + 𝛽10𝑦 1 = 0

𝑢2
 𝑦 = 𝛼21𝑦

′ 0 + 𝛽21𝑦
′ 1 +𝛼20𝑦 0 + 𝛽20𝑦

′ 1 = 0

                            (20) 

            

Où les nombres 𝛼𝑖𝑗  , 𝛽𝑖𝑗 ,…  𝑖 , j = 1,2       sont  des  nombres  complexes  tel  que 

Soit  l’opérateur  

                        L∞ : L∞ 0,1 →  L∞ 0.1                                                 
                                               u → L∞ u = u′′  
 

     De domaine  

𝐷 L∞ =  𝑢 ∈ 𝑤 2.∞ 0,1 , 𝑢𝑖 𝑦 = 0 , 𝑖 = 1,2      

 1 -2 : Construction   de  la fonction de  Green :  

        Soit le problème  suivant 

              𝑦′′ − 𝜆2𝑦 = 𝑓 𝑥                              0 < 𝑥 < 1                                     (21) 

             𝑢1 𝑦 = 𝛼11𝑦
′ 0 + 𝛽11𝑦

′ 1 + 𝛼10𝑦 0 + 𝛽10𝑦 1 = 0                  

               𝑢2 𝑦 = 𝛼21𝑦 ′ 0 + 𝛽21𝑦
′ 1 + 𝛼20𝑦 0 + 𝛽20𝑦 1 = 0 

                                    

       On considère   dans toute la suite  𝜆ϵ∑δ                                                                                                
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      ou                     ∑𝛿 =  𝜆𝜖ℂ,  𝑎𝑟𝑔(𝜆) ≤ 𝛿,
𝜋

2
< 𝛿 < 𝜋  

en supposant que le problème  homogène  correspondant à (21) , n’admet  que  

 la solution triviale , alors d’après  le  théorème (3)  le  problème  (20)  admet 

une  fonction  de  Green  unique  G 𝑥, t, 𝜆 . 

 Pour  la construire nous allons utiliser le théorème 2.    

 D’après   la  condition ( 3)  du  théorème 2, G(𝑥, t, 𝜆 )est  solution  du problème  

homogène ,  D’où G(𝑥, t, 𝜆) se  met  sous  la  forme . 

             G(𝑥, 𝑡, 𝜆) =  
𝛼1(𝑡)𝑒−𝜌𝑥  + 𝛼2 (𝑡)𝑒𝜌𝑥          𝑠𝑖 𝑥 ∈]0,𝑡[ 
𝛾

1
(𝑡)𝑒−𝜌𝑥 + 𝛾

2
(𝑡)𝑒−𝜌𝑥        𝑠𝑖 𝑥 ∈]𝑡,1[

                         (22) 

Où          𝜌 = 𝜆,       𝑅𝑒(𝜌) > 0 

              𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆)  =  
𝛼1 (𝑡)𝑒−𝜌𝑥 + 𝛼2 𝑡 𝑒𝜌𝑥          𝑠𝑖 𝑥 ∈]0,𝑡[

𝛾1 (𝑡)𝑒−𝜌𝑥 + 𝛾2  𝑡 𝑒𝜌𝑥          𝑠𝑖 𝑥 ∈]𝑡, 1[
                       (23) 

Où         𝜌2 = 𝜆2    , 𝑅𝑒(𝜌) > 0 

D’après  la  condition (1)  du théorème 2  on  a  

                 −(𝛼1 𝑡 − 𝛾1  𝑡 )𝑒−𝜌𝑡 −  𝛼2 𝑡 −  𝛾2  𝑡  𝑒𝜌𝑡 = 0                                 (24) 

D’après  la  condition (2)  du théorème 2  on a  

                    (𝛼1 𝑡 − 𝛾1 𝑡 )𝜌𝑒−𝜌𝑡 −  𝛼2 𝑡 −  𝛾2  𝑡  𝜌𝑒𝜌𝑡 = 1                             (25) 

Et  d’après  la  condition (3) du  théorème 2 on  a 

                                          𝑢𝑖 𝐺 = 0           𝑖 = 1.2                                                         (26) 

Donc  on  obtient  le   système  suivant  

           

 
 
 

 
 (𝛼1

 𝑡 − 𝛾1
 𝑡 )𝜌𝑒−𝜌𝑡 −  𝛼2

 𝑡 −  𝛾2
 𝑡  𝜌𝑒𝜌𝑡 = 1         

−(𝛼1 𝑡 − 𝛾1  𝑡 )𝑒−𝜌𝑡 −  𝛼2 𝑡 −  𝛾2  𝑡  𝑒𝜌𝑡 = 0            

 𝑢1 𝐺 = 0                                                                                  

𝑢2
 𝐺 = 0                                                                                 

                          (27) 
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de (24)  et (25) on a ∶    

W =  
𝜌𝑒−𝜌𝑡 −𝜌𝑒𝜌𝑡

−𝑒−𝜌𝑡 −𝑒𝜌𝑡
 = −2𝜌  

Donc              𝛼1 𝑡 − 𝛾1
 𝑡  =

 
1 −𝜌𝑒𝜌𝑡

0 −𝑒𝜌𝑡
 

−2𝜌  
=

𝑒𝜌𝑡

2𝜌  
 

D’où               𝛼1 𝑡 = 𝛾1 𝑡 +
𝑒𝜌𝑡

2𝜌 
                                                                (28) 

Et                      𝛼2 𝑡 − 𝛾2 𝑡 =
    𝜌𝑒−𝜌𝑡 1

−𝑒−𝜌𝑡      0
 

−2𝜌 
= −

𝑒−𝜌𝑡

2𝜌 
 

D’où               𝛼1 𝑡 = 𝛾2 𝑡 −
𝑒−𝜌𝑡

2𝜌 
                                                                 (29) 

De  (26)  on a : 

 
𝑢1 𝐺 = 𝛼11

𝜕𝐺(0,𝑡,𝜆)

𝜕𝑥
+ 𝛽11   

𝜕𝐺(1,𝑡,𝜆)

𝜕𝑥
+ 𝛼10 𝐺 0,𝑡, 𝜆 + 𝛽10 𝐺 1,𝑡, 𝜆 = 0 

𝑢2 𝐺 = 𝛼21
𝜕𝐺(0,𝑡,𝜆)

𝜕𝑥
+ 𝛽21

𝜕𝐺( 1,𝑡,𝜆)

𝜕𝑥
+ 𝛼20 𝐺 0,𝑡, 𝜆 + 𝛽20𝐺 1,𝑡,𝜆 = 0

  

D’après (23) on  a  

 
 

 
𝑢1 𝐺 = (𝛼10 − 𝜌𝛼11)𝛼1 𝑡 + (𝛼10 + 𝜌𝛼11)𝛼2(𝑡) + (𝛽10 − 𝜌𝛽11)𝑒−𝜌𝛾1 𝑡 +

(𝛽10 + 𝜌𝛽11)𝑒𝜌𝛾2 𝑡 = 0                             

𝑢2 𝐺 = (𝛼20 − 𝜌𝛼21)𝛼1 𝑡 + (𝛼20 + 𝜌𝛼21)𝛼2(𝑡) + (𝛽20 − 𝜌𝛽21)𝑒−𝜌𝛾1 𝑡 +

(𝛽20 + 𝜌𝛽21)𝑒𝜌 𝛾2  𝑡 = 0                              

    (30)   

en  remplaçant  (28)  et  (29) dans (30) on  trouve : 

 
 
 

 
 𝑢1 𝐺 = (𝛼10 − 𝜌𝛼11)(𝛾

1
 𝑡 + 𝑒𝜌𝑡

2𝜌 
) + (𝛼10 + 𝜌𝛼11)(𝛾

2
 𝑡 − 𝑒−𝜌𝑡

2𝜌 
) + (𝛽10 − 𝜌𝛽11)𝑒−𝜌𝛾

1
 𝑡 +              

(𝛽10 + 𝜌𝛽11)𝑒𝜌𝛾
2
 𝑡 = 0                                                                              

𝑢2 𝐺 = (𝛼20 − 𝜌𝛼21)(𝛾
1
 𝑡 + 𝑒𝜌𝑡

2𝜌 
) + (𝛼20 + 𝜌𝛼21)(𝛾

2
 𝑡 − 𝑒−𝜌𝑡

2𝜌  
) + (𝛽20 − 𝜌𝛽21 )𝑒−𝜌𝛾

1
 𝑡 +              

(𝛽20 + 𝜌𝛽21 )𝑒𝜌𝛾
2
 𝑡 = 0                                                                               
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Donc  

 
 
 
 
 

 
 
 
 𝑢1 𝐺 =  𝛼10 − 𝜌𝛼11 + 𝛽10𝑒

−𝜌 − 𝜌𝛽11𝑒
−𝜌  𝛾1  𝑡 +

 𝛼10 − 𝜌𝛼11 

2𝜌
𝑒𝜌𝑡 +                                  

 𝛼10 + 𝜌𝛼11 + 𝛽10𝑒
𝜌 + 𝜌𝛽11𝑒𝜌  𝛾2 𝑡 −

 𝛼10 + 𝜌𝛼11 

2𝜌
𝑒−𝜌𝑡 = 0               

𝑢2
 𝐺 =  𝛼20 − 𝜌𝛼21 + 𝛽20𝑒

−𝜌 − 𝜌𝛽21𝑒
−𝜌  𝛾1

 𝑡 +
 𝛼20 − 𝜌𝛼21 

2𝜌
𝑒𝜌𝑡                                       

                  𝛼20 + 𝜌𝛼21 + 𝛽20𝑒
𝜌 + 𝜌𝛽21𝑒

𝜌  𝛾2  𝑡 −
 𝛼20 + 𝜌𝛼21 

2𝜌
𝑒−𝜌𝑡 = 0                               

  

C’est   à  dire   

 
 
 

 
 𝑢1 𝐺 =  𝑢1 𝑦1 𝛾1 𝑡 + 𝑢1 𝑦2  𝛾2 𝑡 +

(𝛼10 − 𝜌𝛼11)

2𝜌
𝑒𝜌𝑡 −

(𝛼10 + 𝜌𝛼11)

2𝜌
𝑒−𝜌𝑡 = 0  

                                                                      

𝑢2 𝐺 = 𝑢2 𝑦1 𝛾1 𝑡 + 𝑢2 𝑦2  𝛾2  𝑡 +
(𝛼20 − 𝜌𝛼21)

2𝜌
𝑒𝜌𝑡 −

(𝛼20 + 𝜌𝛼21)

2𝜌
𝑒−𝜌𝑡 = 0 

                                                                 

  

On  a  le déterminant  de  ce  système : 

                               ∆ 𝜆 =  
𝑢1(𝑦1) 𝑢1(𝑦2)

𝑢2(𝑦1) 𝑢2(𝑦2)
                                                  (31) 

Si       ∆ λ ≠ 0 

Donc  on obtient :  

            𝛾1 𝑡 =

 
𝑢1(𝑦2)       

1
2𝜌 

((𝛼10 − 𝜌𝛼11)𝑒𝜌𝑡 − (𝛼10 + 𝜌𝛼11)𝑒−𝜌𝑡 )

𝑢2(𝑦2)      
1

2𝜌 
((𝛼20 − 𝜌𝛼21)𝑒𝜌𝑡 − (𝛼20 + 𝜌𝛼21)𝑒−𝜌𝑡

 

 ∆ 𝜆 
 

             𝛾1 𝑡 =
1

 ∆ 𝜆 2𝜌
 −𝑢1 𝑦2  −(𝛼20 − 𝜌𝛼21)𝑒𝜌𝑡 + (𝛼20 + 𝜌𝛼21)𝑒−𝜌𝑡   +

                           +  𝑢2𝑦2−(𝛼10−𝜌𝛼11)𝑒𝜌𝑡+(𝛼10+𝜌𝛼11)𝑒−𝜌𝑡  

 

             𝛾2 𝑡 =
1

 ∆ 𝜆 2𝜌
 𝑢2 𝑦1  (𝛼10 + 𝜌𝛼11)𝑒−𝜌𝑡 − (𝛼10 − 𝜌𝛼11)𝑒𝜌𝑡      

−  𝑦1
  (𝛼20 + 𝜌𝛼21)𝑒−𝜌𝑡 − (𝛼20 − 𝜌𝛼21)𝑒𝜌𝑡    
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  𝛾2 𝑡 =  
1

 ∆ 𝜆 2𝜌
 𝑢2 𝑦1  (𝛼10 + 𝜌𝛼11 )𝑒−𝜌𝑡 − (𝛼10 − 𝜌𝛼11 )𝑒𝜌𝑡  −

                       −   𝑢1𝑦1(𝛼20+𝜌𝛼21)𝑒−𝜌𝑡−(𝛼20−𝜌𝛼21)𝑒𝜌𝑡  

D’après la formule (22)  si  𝑥 > 𝑡 on a :  

𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆 =
1

 2𝜌∆ 𝜆 
 𝑒𝜌 𝑥+𝑡    𝛼10𝛽20

− 𝛼20𝛽10
 − 𝜌  𝛼10𝛽21

− 𝛼20𝛽11
 +

                    𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10+𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11𝑒−𝜌  

                  +𝑒−𝜌 (𝑥+𝑡)  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 + 𝜌  𝛼10 𝛽21 − 𝛼20 𝛽11 +

                    𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10 +𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11)𝑒𝜌                       

                   +𝑒𝜌 (𝑥−𝑡 ) (− 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 + 𝜌  𝛼10 𝛽21 − 𝛼20 𝛽11 −

                    𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10+  𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11)𝑒−𝜌+2𝜌𝛼10𝛼21−                       

𝛼20𝛼11+𝑒𝜌(𝑡−𝑥) −𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10+𝜌𝛼10𝛽20−𝛼21𝛽10−                    

𝛼10𝛽21−𝛼20𝛽11+𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11)𝑒𝜌−2𝜌𝛼10𝛼21−                     𝛼20𝛼11  

Et d’après  la formule (22) 

 Si   𝑥 < 𝑡   on  a : 

         𝐺 𝑥, 𝑡 , 𝜆 = 𝛾1  𝑡 𝑒−𝜌𝑥 +𝛾2 𝑡 𝑒𝜌𝑥 +
1

 2𝜌
 𝑒𝜌 𝑡−𝑥 −𝑒𝜌 𝑥−𝑡   

Ce qui donne : 

  𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆 =
1

2𝜌∆ 𝜆 
 𝑒𝜌 𝑥+𝑡  ((𝛼

10
𝛽

20
− 𝛼20𝛽

10
) − 𝜌((𝛼10𝛽21

− 𝛼20𝛽
11

) +

                      (𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10))+𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒−𝜌+                      

+ 𝑒−𝜌𝑥+𝑡((𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10)+𝜌((𝛼10𝛽21−𝛼20𝛽11)+                      

(𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10))+𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒𝜌+                     

+𝑒𝜌𝑥−𝑡 −(𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10)+𝜌 ((𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10 −                      

(𝛼10𝛽21− 𝛼20𝛽11)) +𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒𝜌−                      

2𝜌(𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11)+  − 𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10)+𝜌((𝛼10𝛽21−                      

𝛼20𝛽11 −(𝛼11𝛽20− 𝛼21𝛽10))+𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒−𝜌+                      

2𝜌(𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11)  
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Ainsi  on a  le théorème suivant : 

Théorème 5 :   

     Soit  λ ϵ ℂ  tel que  ∆ λ ≠ 0. 

 alors  le  problème  (20)  admet  une  fonction  de  Green  unique donnée  par  

𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆 =
1

∆ 𝜆 
(𝜑 𝑥 + 𝜑𝑖  𝑥 ) 

Où     

   
𝑖 = 1          𝑠𝑖 𝑥 > 𝑡
𝑖 = 2           𝑠𝑖  𝑥 < 𝑡

 
 

     i.e   𝜑𝑖 𝑥, 𝑡 , 𝜆 =  
𝜑1 𝑥, 𝑡 , 𝜆           𝑠𝑖   𝑥 > 𝑡  

𝜑2  𝑥, 𝑡 , 𝜆          𝑠𝑖   𝑥 < 𝑡
                   (32)  

Avec    𝜑 𝑥, 𝑡 , 𝜆 =
1

2𝜌
 𝑒𝜌  𝑥+𝑡  ((𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10) − 𝜌( 𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11

 +

                                      (𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10))+𝜌2(𝛼11𝛽21− 𝛼21𝛽11))𝑒−𝜌 

                                      +𝑒−𝜌(𝑥+𝑡) ((𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10) + 𝜌( 𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +

                                      (𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10))+ 𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒𝜌                

(33) Ainsi  que : 

 𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆 =
1

2𝜌
 𝑒𝜌 (𝑥−𝑡) (−(𝛼

10
𝛽

20
− 𝛼20𝛽10

) + 𝜌((𝛼10𝛽21
− 𝛼20𝛽11

 ) −

                             (𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10))+𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒−𝜌+                         

2𝜌(∝10∝21−∝20∝11)+ 𝑒𝜌(𝑡−𝑥) − 𝛼10𝛽20− 𝛼20𝛽10)+                              𝜌 

((𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10 )−(𝛼10𝛽21− 𝛼20𝛽11))+𝜌2(𝛼11𝛽21−                              

𝛼21𝛽11))𝑒𝜌−2𝜌(∝10∝21− ∝20∝11                                             (34)     

et                       

 𝜑2 𝑥, 𝑡, 𝜆 =
1

2𝜌
 𝑒𝜌 (𝑥−𝑡) (−(𝛼

10
𝛽

20
− 𝛼20𝛽10

) + 𝜌((𝛼
11

𝛽
20

− 𝛼21𝛽10
) − (𝛼

10
𝛽

21
−

                              𝛼20𝛽11))+𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒𝜌−2𝜌(𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11)      

                          +𝑒𝜌 (𝑡−𝑥) (−(𝛼10𝛽21
− 𝛼20𝛽11

) + 𝜌 ((𝛼10𝛽21
− 𝛼20𝛽11

) − (𝛼
11

𝛽
20

−

                             𝛼21𝛽10))+𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒−𝜌+2𝜌(𝛽10𝛽21− 𝛽20𝛽11)                                                                                                                       

                                                                                                                                    (35)         
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 1.3Estimation de la fonction de Green dans  les cas  des  conditions  aux 

limites régulières  dans 𝐋∞ : 

     On a la fonction de Green 𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆 =
𝐻 𝑥,𝑡,𝜆 

∆(𝜆)
  t. q   𝐻 𝑥, 𝑡, 𝜆  est le numérateur   

de  la fonction  de  Green  et  ∆(𝜆) le  déterminant   caractéristique  du  

problème  Donc  pour estimer la fonction, il  suffit  de  l’estimation  du 

numérateur  de  la  fonction  de  Green  H  et le déterminant caractéristique  

∆(𝜆) 

 Donc  on a  la résolvante  de  (11)  donnée  par  

𝑅 𝜆 , L∞ 𝑓 = −  𝐺 . , 𝑡, 𝜆 𝑑𝑡

1

0

 

D’où  

                𝑅 𝜆, L∞ 𝑓  L∞  0,1 = 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑥≤1

  𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆   𝑓 𝑡  𝑑𝑡  

1

0

 

                                               ≤  𝑠𝑢𝑝
0≤𝑥≤1

  𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑑𝑡  
1

0
  𝑓 𝑡   L∞  0 ,1  

              ≤   
1

∆ 𝜆 
  𝑠𝑢𝑝
0≤𝑥≤1

  𝑁 𝑥, 𝑡, 𝜆   𝑓 𝑡  𝑑𝑡   

1

0

 

 1.3.1-Estimation du numérateur de  la fonction de Green  dans  𝐋∞ 𝟎, 𝟏  

    d’après  (33) on obtient : 

 𝜑 𝑥, 𝑡, 𝜆  ≤
1

2 𝜌 
𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌    𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11

 +  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11
 +

                         𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10+𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10𝑒𝑡−1𝑅 𝑒𝜌  

                       +
1

2 𝜌 
𝑒−𝑥𝑅𝑒𝜌    𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  

+  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10  𝑒
 1−𝑡 𝑅 𝑒𝜌   

  En  intégrant  cette  formule  on  obtient :  



Chapitre I 

 

 
24 

 

  𝜑 𝑥, 𝑡,𝜆  𝑑𝑡

1

0

≤  
1

2 𝜌 
𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌  ( 𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11   

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  

+  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 ) 𝑒 𝑡−1 𝑅𝑒𝜌 𝑑𝑡

1

0

  

            + 
1

2 𝜌 
𝑒−𝑥𝑅𝑒𝜌  ( 𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 +  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +

𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10+𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10)01𝑒 1−𝑡)𝑅𝑒𝜌𝑑𝑡 

  𝜑 𝑥, 𝑡,𝜆  𝑑𝑡

1

0

 ≤
1

2 𝜌 
𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌    𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  +  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10  (
1 − 𝑒−𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
)  

                              +
1

2 ρ 
e(1−x)Reρ    ρ 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 

+  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  +   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  +  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10  (
1 − e−Re ρ

Reρ
)  

𝑠𝑢𝑝
0≤𝑥≤1

  𝜑 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑑𝑡 ≤ 

1

0

1

2 𝜌 
𝑠𝑢𝑝

0≤𝑥≤1
𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌    𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11     

+  𝜌   𝛼10𝛽21 −  𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  

+  +  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10   (
1− 𝑒−𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
)  

                             +
1

2 𝜌 
𝑠𝑢𝑝

0≤𝑥≤1
𝑒(1−𝑥)𝑅𝑒𝜌    𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10   +  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10  (
1 − 𝑒−𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
)  

On a  la  fonction   𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌    est croissante  sur l’intervalle  0.1  

Donc                𝑠𝑢𝑝
           0≤𝑥≤1

𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌 =𝑒𝑅𝑒𝜌    

Et la fonction  𝑒 (1−𝑥)𝑅𝑒𝜌  est  décroissante sur le même  intervalle  

Donc               𝑠𝑢𝑝
             0≤𝑥≤1

𝑒(1−𝑥)𝑅𝑒𝜌 =𝑒𝑅𝑒𝜌  
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    𝑠𝑢𝑝  𝜑 𝑥, 𝑡,𝜆  𝑑𝑡 ≤

1

0
0≤𝑥≤1                                               

  
𝑒𝑅𝑒𝜌

  2 𝜌 
  𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11         

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10   +  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10    
1 − 𝑒−𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
  

                                                                                                                     (36) 

Et  d’après  (32)  on a : 

 𝜑1 𝑥,𝑡, 𝜆  ≤
1

2 ρ 
𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  

+  ρ 2  𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  e− 1+t Re ρ +  +2 ρ  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 e
−tRe ρ   

        +
1

2 ρ 
𝑒−𝑥𝑅𝑒𝜌     𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +  ρ   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 +    𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  

+  ρ 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  e 1+t Re ρ +  2 ρ  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 e
tRe ρ   

En intégrant sur  l’intervalle   0. 𝑥  on a :   

  𝜑1 𝑥, 𝑡,𝜆  𝑑𝑡  ≤

𝑥

0

1

2 𝜌 
𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌  ( 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10  +  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  +  α11β20 − α21β10  

+  ρ 2 𝛼11𝛽21 −  𝛼21𝛽11 )e−𝑅𝑒𝜌  𝑒−𝑡𝑅𝑒𝜌 𝑑𝑡+  2 𝜌  α10α21 − α20α11  𝑒−𝑡𝑅𝑒𝜌 𝑑𝑡

𝑥

0

𝑥

0

  

                          +
1

2 ρ 
e−𝑥𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +  ρ   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 +    𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11   

+   ρ 2  𝛼11𝛽21 −   𝛼21𝛽11  eRe ρ  𝑒𝑡𝑅𝑒𝜌 𝑑𝑡+ 2 𝜌  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11  𝑒𝑡𝑅𝑒𝜌 𝑑𝑡

𝑥

0

𝑥

0

  

  𝜑1 𝑥, 𝑡,𝜆  

𝑥

0

  ≤    
1

2 ρ 
𝑒𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  

+  ρ 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11   
𝑒 𝑥−1 𝑅𝑒𝜌 − 𝑒−2𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
 

+   2 ρ  𝛼10𝛼21 −  𝛼20𝛼11  (
e(x−1)Reρ − e−Re ρ

Reρ
)  
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                              +
1

2 ρ 
e𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +  ρ   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 +   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  

+  ρ 2  𝛼11𝛽21 −   𝛼21𝛽11    
1 − 𝑒−𝑥𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
 

+    2 ρ  𝛼10𝛼21 −  𝛼20𝛼11 (
𝑒−𝑅𝑒𝜌 − 𝑒−(1+𝑥)𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
)  

On a  les  fonctions  suivantes :    𝑥 ⟼
𝑒 (𝑥−1)𝑅𝑒𝜌 −𝑒−2𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
 ,    

     𝑥 ⟼
𝑒 (𝑥−1)𝑅𝑒𝜌 −𝑒−𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
 , 𝑥 ⟼

1−𝑒−𝑥𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
   et 𝑥 ⟼

𝑒−𝑅𝑒𝜌 −𝑒−(1+𝑥)𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
 

Elles sont croissantes sur l’intervalle   0.1  

𝑠𝑢𝑝   𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑑𝑡 ≤

𝑥

0
0≤𝑥≤1                                               

                                               

1

2 𝜌 
𝑒𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  𝜌   𝛼11𝛽20 −  𝛼21𝛽10  +      𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11   

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21 −  𝛼21𝛽11    sup
0≤𝑥≤1

 
𝑒(𝑥−1)𝑅𝑒𝜌 − 𝑒−2𝑅𝑒𝜌 + 1 − 𝑒−𝑥𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
 

+    2 ρ  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑥≤1

 
𝑒(𝑥−1)𝑅𝑒𝜌 − 𝑒−𝑅𝑒𝜌 + 𝑒−𝑅𝑒𝜌 − 𝑒−(1+𝑥)𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
  

𝑠𝑢𝑝   𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑑𝑡 ≤

𝑥

0
0≤𝑥≤1                                               

1

2 ρ 
eRe ρ    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  ρ   α11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 +   α10β21 − α20β11   

+  ρ 2 α11β21 −  α21β11    
2 − e−Re ρ − e−2Re ρ

Reρ
 

+  2 ρ  𝛼10𝛼21 −  𝛼20𝛼11 (
1 − e−2Re ρ

Reρ
)                                    

                                                                                                                                    (37) 

   Et  d’après  (35)  on a   aussi  : 
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 𝜑2 𝑥, 𝑡 , 𝜆  ≤
1

2 𝜌 
𝑒−𝑥𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11
 +   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10

  

+  ρ 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  𝑒 𝑡−1 𝑅𝑒𝜌 +  + 2 ρ  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 𝑒
𝑡𝑅𝑒𝜌  

+  
1

2 𝜌 
𝑒𝑥𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+    ρ   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10
 +  𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11

  

+  ρ 2 𝛼11𝛽21 −  𝛼21𝛽11  𝑒 1−𝑡 𝑅𝑒𝜌 + 2 ρ  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 𝑒
−𝑡𝑅𝑒𝜌   

 

D’après  l’intégrale  sur l’intervalle  𝑥, 1  on obtient  

  𝜑2 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑑𝑡 ≤

1

𝑥
                                               

1

2 𝜌 
𝑒𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +     𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10   

+    ρ 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  
1

Reρ
 1 −  𝑒(𝑥−1)𝑅𝑒𝜌 +   𝑒− 𝑥+1 𝑅𝑒𝜌 −  𝑒−2𝑅𝑒𝜌  

+   2 ρ  𝛽10𝛽21 −  𝛽20𝛽11 
1

𝑅𝑒𝜌
 𝑒−𝑅𝑒𝜌 −  𝑒 𝑥−2 𝑅𝑒𝜌   

 

𝑠𝑢𝑝  𝜑2 𝑥, 𝑡,𝜆  𝑑𝑡 ≤

1

0
0≤𝑥≤1                                               

1

2 ρ 
𝑒𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10            

+  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +     𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10      

+  ρ 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11   
1 − e−2Re ρ

Reρ
   +   2 ρ  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11  

1− 𝑒−2𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
   

                                                                                                                (38) 

Parce que les fonctions 

𝑥 ⟼ 
1−𝑒 (𝑥−1)𝑅𝑒𝜌 +𝑒−(𝑥+1)−𝑒−2𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
    , 𝑥 ⟼

𝑒−𝑅𝑒𝜌−𝑒(𝑥−2)𝑅𝑒𝜌

𝑅𝑒𝜌
 

Sont  des fonctions  décroissantes  sur l’intervalle  0.1  

Donc  d’après  (36), (37), (38)  nous trouvons :  
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𝑠𝑢𝑝   𝑁 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑑𝑡 ≤

1

0
0≤𝑥≤1                                               

4

 𝜌 𝑅𝑒𝜌
𝑒𝑅𝑒𝜌    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10   

+  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +    𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 +  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 

+     𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11  +  ρ 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11   1 −  e−Re ρ   

 

 𝑅  (𝜆, L∞ ) ≤
4

 ∆(𝜆)  𝜌 𝑐𝑜𝑠(
𝛿

2
)
𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +  ρ   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +

                        𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10+𝛼10𝛼21−𝛼20𝛼11+𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11+                                

ρ2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11                                                              (39)                                                                                          

Puisque  𝜆 ∈ ∑𝛿   et  ρ ∈ ∑δ

2

  qui donne  arg(ρ) <
δ

2
 ⟹ cos(arg ρ ) >  cos(

δ

2
) 

C’est-à-dire   𝜌  𝑐𝑜𝑠(arg ρ ) > 𝑐𝑜𝑠(
𝛿

2
). 

Donc                      𝑅𝑒(𝜌) > 𝑐𝑜𝑠(
𝛿

2
) 

1.3.2 Estimation  du  déterminant  caractéristique  de  la fonction  de  

Green :   

De (16) On a                        ∆ 𝜆 =  
𝑢1(𝑦1) 𝑢1(𝑦2)

𝑢2(𝑦1) 𝑢2(𝑦2)
   

∆ 𝜆 = 𝑒𝜌  −𝜌2(𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11) + (𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10) + 𝜌((𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11)

−  (𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10))

+ 2𝜌 𝑒−𝜌  (𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20) + (𝛽10𝛽21 −  𝛽20𝛽11) 

+  𝑒−2𝜌  𝜌2(𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11) + 𝜌((𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11) −  (𝛼11𝛽20

− 𝛼21𝛽10)) − (𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10)   

D’où 

∆ 𝜆 =  𝑒𝜌 [−𝜌2(𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11) + (𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10) + 𝜌((𝛼10𝛽21 −

              𝛼20𝛽11) − (𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10) + 𝜙(𝜌)]                                          (40) 

t. q 

              𝜙 𝜌 = 2𝜌𝑒−𝜌  (𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20) + (𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11) 

+ 𝑒−2𝜌  𝜌2(𝛼11𝛽21 −   𝛼21𝛽11) + 𝜌((𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11) − (𝛼11𝛽20

− 𝛼21𝛽10)) −  (𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10)  
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Pour  l’estimation  du  déterminant  caractéristique  en commence par  l’estimation de 

𝜙 𝜌 : 

           𝜙(𝜌)  ≤   2 𝜌 𝑒−𝑅𝑒𝜌   𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11  

+  𝑒−2𝑅𝑒𝜌   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
 

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  +  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10   

On a  𝑅𝑒𝜌 > 0 donc  (1 − 𝑒−𝑅𝑒𝜌 ) < 1 

𝑒−𝑅𝑒𝜌 <
1

 𝜌 2 𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

)
⟹ 𝑒−2𝑅𝑒𝜌 <

1

 𝜌 2 𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

)
 

Donc       𝜙 𝜌  ≤
2

  𝜌 2𝑐𝑜𝑠 (
𝛿

2
)
  𝜌 ( 𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20

 +  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11
 ) +

                                  
1

 𝜌 2 𝑐𝑜𝑠 (
𝛿

2
)
  𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 +  𝜌 ( 𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +

 𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10)+𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10 

Cas 01 : 

 Supposons     𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 ≠ 0 

De   (40)  on a  

 𝜙 𝜌   ≤    
2

𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

)
 

1

 𝜌 
( 𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 ) 

+    
1

𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

)
  𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11

 

+
1

 𝜌 
  𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 −  𝛼21𝛽10  +  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10   

Pour  𝜌 ∈ ∑𝛿

2
   

.  𝜌 ≥ 𝑟0 > 0  alors   𝜙 𝜌   ≤   
𝐶1 (𝑟0 )

 𝜌 
 

 

Et on a  aussi : 
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             ∆ 𝜆  ≥  𝜌 2𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 

−
1

 𝜌 
 (𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11) − (𝛼11𝛽20 −  𝛼21𝛽10) 

−
1

 𝜌 2
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 −

𝐶1(𝑟0 )

 𝜌 3
  

Nous pouvons choisir  r0 > 0 tel que :  

1

r0

 (𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11) − (𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10) +
1

𝑟0
2
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10

 +
𝑐1(𝑟0 )

𝑟0
3

≤
 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 

2
 

Donc pour 𝜌 ∈ ∑𝛿

2
   

.  𝜌 ≥ 𝑟0 > 0   on obtient : 

             ∆ 𝜆  ≥
1

2
 𝜌 2𝑒𝑅𝑒𝜌  𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11                                                    (41) 

En  remplaçant  dans  (39)  on obtient :  

 𝑅  (𝜆, L∞) ≤
8𝑒𝑅𝑒𝜌

 𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌 𝑐𝑜𝑠  
𝛿
2
 
 

1

 𝜌 2
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+
1

 𝜌 
  𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11

 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10
 +  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11

 

+   𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11  +   𝛼11𝛽21 −  𝛼21𝛽11  (
1

 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 
) 

 

Si          𝜌 ⟶ +∞  on a 

 𝑅  (𝜆, L∞) ≤
𝑐

 𝜆 
 

t.q   

c =
8

𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

)
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Cas 02 :  

Si    𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0  ,    𝛼21 = 𝛽21 = 0  , 𝛼11𝛽20 + 𝛼11𝛽20 ≠ 0 

D’après  la  formule (40) on a : 

                ∆ 𝜆  ≥  𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11 −
1

 𝜌 
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 −

 𝜙 𝜌  

 𝜌 
   

t.q          ϕ ρ = 2𝜌𝑒−𝜌  −(𝛼11𝛼20 − 𝛽11𝛽20)  

                         +e−2ρ −ρ(α20β11 − α11β20) −  (α10β20 − α20β10)  

 𝜙 𝜌   ≤   
2

𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

)
 𝛼11𝛼20 + 𝛽11𝛽20 

+
1

2𝑐𝑜𝑠(
𝜍
2

)
  𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20

 +  
1

 𝜌 
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10

   

Parce que    𝑒−𝑅𝑒𝜌 ≤
1

 𝜌 𝑐𝑜𝑠 (
𝛿

2
)
     et    𝑒−2𝑅𝑒𝜌 ≤

1

2 𝜌 𝑐𝑜𝑠 (
𝛿

2
)
 

Donc  si       𝜌 > 𝑟0    alors    𝜙 𝜌  ≤ 𝐶2
 𝑟0

  

             ⟹  ∆ 𝜆  ≥  𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20
 −

1

 𝜌 
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10

 −
𝐶2 𝑟0 

 𝜌 
   

Soit   𝑟0 > 0  tel que     
1

𝑟0
 𝛼10𝛽20

− 𝛼20𝛽10
 +

𝐶2  𝑟0 

𝑟0
≤

1

2
 𝛼11𝛽20

+ 𝛽
11

𝛼20  

Pour ρ tel que    𝜌 > 𝑟0  

On a                ∆ 𝜆  ≥
  𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌

2
 𝛼11𝛽20

+ 𝛽
11

𝛼20                                             (42) 

En remplaçant  (42)   dans   (39)   on  obtient  

 𝑅 (𝜆 , L∞) ≤
8

 𝜌 𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

) 𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20
 
 

1

 𝜌 
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  𝛼20𝛽11 + 𝛼11𝛽20 +  𝛼11𝛼20 +  𝛽11𝛽20   

     Si        𝜌 → +∞ 

 𝑅 (𝜆 , 𝐿∞) ≤
𝑐

 𝜆 
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tel que  

𝑐 =
8  𝛼20𝛽11 + 𝛼11𝛽20 +  𝛼11𝛼20 +  𝛽11𝛽20  

𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

) 𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20 
 

Cas 03 :  

Si   𝛼11𝛽21 − 𝛽11𝛼21 = 0  ,  𝛼21 = 𝛽21 = 0  ,  𝛼11 = 𝛽11 = 0 

𝛼10𝛽20 − 𝛽10𝛼20 ≠ 0                          

De (40) on a          ∆ 𝜆  ≥  𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 − 𝜙 𝜌   

Tel que  

𝜙 𝜌 = 𝑒−2𝜌 (𝛼20𝛽10 − 𝛼10𝛽20)                        

                      ⟹  𝜙 𝜌   ≤ 𝑒−2𝑅𝑒𝜌  𝛼20𝛽10 − 𝛼10𝛽20 ≤  
1

2 𝜌 𝑐𝑜𝑠(
𝛿

2
)
 𝛼20𝛽10 − 𝛼10𝛽20   

Donc  si     𝜌 > 𝑟0   on a   𝜙 𝜌   ≤ 𝑐3 𝑟0    

Et               ∆ 𝜆  ≥  𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 − 𝑐3 𝑟0    

Tel que      𝑐 𝑟0 ≤
1

2
  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10  

Finalement       ∆ 𝜆  ≥  
eRe ρ

2
  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10                                                 (43) 

En remplaçant  dans (39) on obtient :  

 𝑅 (𝜆 , 𝐿∞) ≤
𝑐

 𝜆 
 

tel que   

𝑐 =
8

𝑐𝑜𝑠(
𝛿
2

)
 

Définition 2 :  

Les conditions aux limites dans (11) sont dites régulières si l’une des 

conditions suivantes est vérifiée  

1- 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 ≠ 0 

2-  𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0  ,    𝛼21 = 𝛽21 = 0  , 𝛼11𝛽20 + 𝛼11𝛽20 ≠ 0 

3- 𝛼11𝛽21 − 𝛽11𝛼21 = 0  ,  𝛼21 = 𝛽21 = 0  ,  𝛼11 = 𝛽11 = 0 

                       𝛼10𝛽20 − 𝛽10𝛼20 ≠ 0    
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Théorème  06 :                                                                                                               

On  suppose  que   α11𝛽21- α21𝛽11≠ 0 

Alors on a  𝛴𝛿 ⊂ 𝜌(L∞) et  existe  c > 0 tel que : 

 𝑅 𝜆 , L∞  ≤
𝑐

 𝜆 
 

Maintenant  on  se  propose  d’étudier  le  cas  des  conditions  aux  limites non 

régulières. 

1.4 Estimation  de la fonction de Green dans  les cas des conditions aux 

limites non régulières dans 𝐋∞ 𝟎, 𝟏 : 

1.4.1 Estimation du déterminant caractéristique de la fonction de Green : 

On a le déterminant :  

            ∆(𝜆)= 𝑒𝜌 [−𝜌2  (𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11) + (𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10) +ρ( (𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10)          

                         −(𝛼11𝛽20 +𝛽11𝛼20)) + ∅(𝜌)] 

et 

           ∅ 𝜌 = 2𝜌𝑒−𝜌    𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11   

                     +𝑒−2𝜌 [ρ2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11) + 𝜌((𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10) -

                        (𝛼11𝛽20+𝛽11𝛼20))−(𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10)] 

Donc      

        |∅(𝜌)| ≤ 2|𝜌|𝑒−𝑅𝑒𝜌[|𝛼10𝛼21− 𝛼11𝛼20|+|𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11|] 

                          +e−2Re ρ[|ρ|2|𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11|+|ρ|(|𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10| +| 𝛼11𝛽20+𝛽11𝛼20|)+ 

                            𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 ] 

Alors 

     |∅(ρ)| ≤
4

 ρ cos 2 
δ

2
 
 [ 𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 + |𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11|]+ 

                      
1

2 ρ 2cos 2 
δ

2
 
 [|ρ|2

|𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11|+|ρ|(|𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10| + |𝛼11𝛽20 +

                       𝛽11𝛼20|)+| 𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10|]                                                        (44)                                                 
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Cas 01 :    Si      𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11= 0   et    𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10 = 0      

                           (𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10 )−(𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11) = 0 et                                             

                               (𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20) + (𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11  ) = 0 

                             𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10≠ 0      𝑒𝑡           𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 ≠ 0 

En remplaçant dans l’estimation de  ∅ 𝜌  on obtient  : 

 ∅ ρ  ≤
1

2cos 2 
δ

2
 
[

1

|ρ|
(|𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10|+ |  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11| )]+

4

cos 2 
δ

2
 
  [

1

|ρ|
                                       

(|𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20| + |𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11  |)]  

 

                       ≤ 
1

cos 2 
δ

2
 

[(
 𝛼10𝛽21 +𝛼21𝛽10  

 𝛒 
)+

𝟖

|𝛒|
| 𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20| ≤

𝐶1 (𝑟𝑜 )

|𝜌 |
 

Et        ∆ 𝜆  ≥  𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 +  𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20 −
 ∅ 𝜌  

 𝜌 
  

                      ≥  𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌  2 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 −
𝐶1  𝑟0 

 𝜌 2   

Soit      𝑟0 > 0  tel que    𝜌 > 𝑟0   on a  

                         
𝑐1 𝑟0 

𝑟0
2 ≤   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10  

Donc :              ∆ 𝜆  ≥  𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10                                            

                         ∆ 𝜆  ≥  𝜌 
1
2𝑒𝑅𝑒𝜌  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10                                      (45) 

En  remplaçant  dans  (39) 

 𝑅 𝜆, L∞  ≤ 
4

 𝜌 
1
2 𝑐𝑜𝑠 

𝛿

2
  𝛼10𝛽21 +𝛼21𝛽10  

  2 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 +  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11   

Alors 

                                  𝑅 𝜆, 𝐿∞  ≤  
𝑐1

 𝜌 
1
2

 

Tel que : 

𝑐1 =
4 2 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 +  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11  

𝑐𝑜𝑠  
𝛿
2
  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 
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Cas 02 :     

 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 = 𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20  = 𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 = 0  

 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 −  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11 = 0                             

𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 ≠ 0                                               

En remplaçant dans l’estimation de  ∅ 𝜌  on obtient :  

               ∅ 𝜌  ≤ 1

𝑐𝑜𝑠2(𝛿
2

)
 
 𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10  

 𝜌 
 

                    ≤
𝐶2  𝑟0 

 𝜌 
 

 De la formule   (40) on a :  

                                      ∆ 𝜆  ≥  𝜌 
1
2𝑒𝑅𝑒𝜌  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽11                                (46) 

D’après  la formule  de la résolvante  on a :  

                                        𝑅 𝜆, 𝐿∞    ≤
8

 𝜌 
1
2 𝑐𝑜𝑠  𝛿

2
 
   

Alors : 

 𝑅 𝜆, 𝐿∞  ≤
 𝑐2

 𝜌 
1
2

                            

Où             

𝑐2 =
8

𝑐𝑜𝑠  
𝛿
2
 

 

Définition 03 :                                                                                                           

les conditions  aux  limites dans (11) sont dites non  régulières si : 

1-     𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0   et    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 = 0 

       (𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10 ) −  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11
 = 0 

   et  𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 = 0 

         𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 ≠ 0    Et       𝛼10𝛽21 − 𝛼11𝛽20 ≠ 0 

 2-    𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11 = 𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10 = 𝛼 10𝛼21-𝛼11𝛼20 = 𝛽10𝛽21-𝛽20𝛽11  = 0   

        ( 𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10) - (𝛼11𝛽20+𝛼20𝛽11) = 0  

          𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10 ≠ 0 
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Théorème 07 :                                                                                                                

on suppose que  𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11= 0 et les conditions aux limites non régulières 

alors  on  a : 

   Σδ ⊂ ρ(L∞)    Et  il  existe  c>0  tel  que 

 𝑅(𝜆, L∞) ≤
𝑐

 𝜆 
1
2

 

 



 

 

 

 

CHAPITRE  2 

                                                                             

 

Problème aux limites pour équation 

différentielle du second ordre avec 

condition aux limites non locales 

dans Lp  0,1 . 1≤ P < +∞ 
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2.1 Introduction : 

    on  reprend  dans  ce  chapitre  l’étude  faite dans le  chapitre  précédent   

des problèmes  aux  limites réguliers  au cas  des  espaces   LP 0,1                                           

tel  que          1≤ P<+∞   

2.2 –Estimation  de  la  fonction  de  Green  dans  le cas  des  conditions  aux 

limites régulières  dans   𝐋𝐏 𝟎, 𝟏    ;  1≤ 𝐏 < +∞    

L’opérateur  qui  réalise  le  problème (11)  dans  LP 0,1  est  défini  par : 

                       LP  :LP  0,1 → LP  0,1  

                                       u ↦ L(u)= u′′ 

De domaine :   𝐷 L𝑃 = {𝑢 ∈ 𝑤 2.P  0,1  , 𝑢𝑗  𝑢 =0 ,  j=1,2    } 

On a :              R 𝜆 , Lp  𝑓 = −  𝐺
1

0
 . , 𝑡 , 𝜆 𝑓 𝑡  𝑑𝑡 ,          𝑓 ∈ LP  0,1  

D’où :   

 R  λ, Lp  𝑓 
L𝑃  0,1 

 =    R λ, LP  𝑓(𝑥) P d𝑥
1

0
 

1
𝑃

 

                           =     𝐺 𝑥, 𝑡 , 𝜆 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
1

0
 
P

𝑑𝑥
1

0
 

1
ρ

≤     𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆  P1

0

1

0
 𝑓 𝑡  𝑃𝑑𝑡𝑑𝑥 

1
P

 

                          ≤  𝑠𝑢𝑝

0≤𝑡≤1
  𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆  P1

0
  𝑓 𝑡  𝑃𝑑𝑡𝑑𝑥

1

0
 

1
P
 

                           ≤  𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤1

  𝐺 𝑥, 𝑡 , 𝜆  P 𝑑𝑥
1

0
 

1
P
   𝑓 t  P 𝑑𝑡

1

0
 

1
P

 

Donc    

              R  λ, Lp  𝑓 
L𝑃  0,1 

≤ 𝑠𝑢𝑝

0≤𝑡≤1
    𝐺 𝑥, 𝑡, 𝜆  P 𝑑𝑥

1

0
 

1
P
 

Mais : 

𝐺 𝑥, 𝑡 , 𝜆 =
𝑁 𝑥, 𝑡, 𝜆 

∆(𝜆)
                                              

Et     𝑁 𝑥, 𝑡, 𝜆 = 𝜑 𝑥, 𝑡 , 𝜆 + 𝜑𝑖  𝑥, 𝑡, 𝜆       i=1, si  𝑥 > 𝑡      et   i=2, si  𝑥 > 𝑡  

Ou   𝜑 𝑥, 𝑡, 𝜆    et   𝜑𝑖 𝑥, 𝑡, 𝜆    sont  données par les formules  (33), (34) , (35) 
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donc         ⃦N(𝑥, t, λ)  ⃦LP ≤ 2
1−1

p    ⃦φ(𝑥, t, λ)  ⃦LP+ φi 𝑥, t, λ  LP    i=1.2                             

(47) 

De (31) on a    𝜑𝑖  𝑥, 𝑡, 𝜆  LP =    𝜑𝑖  𝑥, 𝑡, 𝜆  P 𝑑𝑥
1

0
 

1
P
 

                                                    =    𝜑2  𝑥, 𝑡 , 𝜆  P𝑡

0
𝑑𝑥 +   𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆  P 𝑑𝑥

1

𝑡
 

1
P
 

                                                       ≤    𝜑2  𝑥, 𝑡 , 𝜆  P𝑡

0
𝑑𝑥 

1
P

+    𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆  𝑃
1

𝑡
𝑑𝑥 

1
𝑃
   (48) 

                                                      ≤  𝜑2 𝑥, 𝑡, 𝜆  L𝑃  0,𝑡 +  𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆  L𝑃  t,1                   

D’où      𝑅 𝜆, Lp   
L𝑃 0 ,1  

≤
1

 ∆ 𝜆  

𝑠𝑢𝑝

0≤𝑡≤1
   𝑁 𝑥, 𝑡 , 𝜆  P 𝑑𝑥

1

0
 

1
P
 

par conséqient  

   𝑅 𝜆, Lp   
L𝑃  0,1 

≤
21−

1
P

 ∆ 𝜆  

𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤1

  𝜑 𝑥, 𝑡, 𝜆  L𝑃  0,1 +   𝜑𝑖  𝑥, 𝑡, 𝜆  L𝑃  0,1              (49) 

2.3 Estimation du numérateur de la fonction de Green  dans  𝐋𝑷 𝟎,𝟏  

D’après la forme de  φ on a :  

 𝜑 𝑥, 𝑡, 𝜆  ≤
1

2 𝜌 
  𝑒𝑅𝑒𝜌𝑥 𝑒𝑅𝑒𝜌  𝑡−1 + 𝑒−𝑅𝑒𝜌𝑥 𝑒−𝑅𝑒𝜌  𝑡−1    𝛼10𝛽20 −  𝛼20 𝛽10   

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20 𝛽11  +  𝛼10 𝛽20 − 𝛼21 𝛽10  

+    𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21 𝛽11   

Donc  on a : 

 𝜑 𝑥, 𝑡, 𝜆  L𝑃  0,1 =    𝜑 𝑥, 𝑡 , 𝜆  P 𝑑𝑥
1

0
 

1
P

≤
21− 

1
P

2 𝜌 
     𝑒𝜌𝑥  p 𝑑𝑥

1

0
 

1
P
𝑒𝑅𝑒𝜌  𝑡−1 +

                                       01𝑒−𝜌𝑥P𝑑𝑥1p𝑒−𝑅𝑒𝜌𝑡−1𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10+                                       

𝜌𝛼10𝛽21−𝛼20𝛽11+𝛼10𝛽20−𝛼21𝛽10+                                       𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11  

                                 ≤
2

1− 
1
p

2 ρ 
    𝑒P𝑅𝑒𝜌𝑥 𝑑𝑥

1

0
 

1
P
𝑒𝑅𝑒𝜌  𝑡−1 +   𝑒−P𝑅𝑒𝜌𝑥 𝑑𝑥

1

0
 

1
P

e−Re ρ t−1     
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                                         𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼10𝛽20 −

                                      𝛼21𝛽10+ 𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11  

Après   les calculs, on obtient : 

 

   𝜑 𝑥 , 𝑡, 𝜆  P𝑑𝑥
1

0

 

1
P

 ≤  
2− 1

P

 𝜌  PReρ 
1
P

  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10
      

+  𝜌   𝛼10𝛽21 −   𝛼20𝛽11
 +  𝛼10𝛽20 − 𝛼21𝛽10

  

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
    𝑒𝑅𝑒𝜌 − 1 

1
𝑃𝑒𝑅𝑒𝜌 𝑡−1 +  1 − 𝑒P𝑅𝑒𝜌 

1
𝑃 𝑒−𝑅𝑒𝜌 𝑡−1   

Puisque    𝑅𝑒𝜌 > 0 alors :  

sup

0 ≤ t ≤ 1
    𝜑 𝑥, 𝑡, 𝜆  P𝑑𝑥

1

0

 

1
P

  ≤   
21− 1

P  𝑒𝑅𝑒𝜌

 𝜌  PRe𝜌 
1
P

  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10
     

+  𝜌   𝛼10𝛽21 −   𝛼20𝛽11
 +  𝛼10𝛽20 − 𝛼21𝛽10

  

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21 −  𝛼21𝛽11
   

                                                                                                                     (50) 

De   (34) on a : 

  

𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆 =
1

2𝜌
 𝑒𝜌𝑥   −(𝛼10 𝛽20 − 𝛼20 𝛽10 ) + 𝜌  𝛼10 𝛽21 − 𝛼20 𝛽11 −

                        𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10+𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11𝑒−𝜌𝑡+1+                        
2𝜌𝛼10𝛼21−𝛼20𝛼11𝑒−𝜌𝑡  

                        +𝑒−𝜌𝑥   − 𝛼10 𝛽20 − 𝛼20 𝛽10 + 𝜌  𝛼11 𝛽20 − 𝛼21 𝛽10 −

                        𝛼10𝛽21−𝛼20𝛽11+𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11𝑒𝜌𝑡+1−                        
2𝜌𝛼10𝛼21−𝛼20𝛼11𝑒𝜌𝑡  

Ainsi :     

 𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆  LP  t,1 =    𝜑
1
 𝑥, 𝑡, 𝜆  

P

𝑑𝑥

1

𝑡

 

1
P
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Donc : 

 

   𝜑1 𝑥, 𝑡 ,𝜆  𝑃𝑑𝑥

1

𝑡

 

1
P

 ≤   
21−

1
P

2 𝜌 

 
 
 
 
 

   𝑒𝜌𝑥  𝑃𝑑𝑥

1

𝑡

 

1
P

     𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10
 

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11
 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10

  

+   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
  𝑒−𝑅𝑒𝜌 𝑡+1 +     2 𝜌  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 𝑒−𝑅𝑒𝜌𝑡  

                              +   𝑒−𝜌𝑥  P𝑑𝑥

1

𝑡

 

1
P

   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10
       

+  𝜌   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10
 +  𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11

    

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
  𝑒𝑅𝑒𝜌(𝑡+1) +   2 𝜌  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 𝑒𝑅𝑒𝜌𝑡   

                        ≤
2− 

1
P

 𝜌 (P𝑅𝑒𝜌)
1
P

  𝑒P𝑅𝑒𝜌 − 𝑒P𝑅𝑒𝜌𝑡  
1
p    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10

  

+   𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 −  𝛼21𝛽10  

+   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  𝑒−𝑅𝑒𝜌 (𝑡+1) +  2 𝜌  𝛼10𝛼21 −  𝛼20𝛼11 𝑒−𝑅𝑒𝜌𝑡    

                           + e−PRe ρt − e−PRe ρ 
1
P   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10    

+  ρ   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10
 +  𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11

  

+  ρ 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  eRe ρ(t+1) + 2 ρ  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 eRe ρt   

Ce qui donne : 

 

   𝜑1 𝑥, 𝑡, 𝜆  P𝑑𝑥

1

𝑡

 

1
P

≤  
2−1

P

 𝜌 (P𝑅𝑒𝜌)
1
P

 1 − 𝑒P𝑅𝑒𝜌(𝑡−1) 
1
P    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10

 

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11
 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10

  

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21
− 𝛼21𝛽

11
   𝑒−𝑅𝑒𝜌𝑡 + 𝑒𝑅𝑒𝜌  

+  2 𝜌  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 (𝑒
−𝑅𝑒𝜌(𝑡−1)

+ 1)  
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Comme  𝑅𝑒𝜌 > 0 on obtient :  

 

sup

0 ≤ 𝑡 ≤ 1
    𝜑1 𝑥, 𝑡,𝜆  P𝑑𝑥

1

𝑡

 

1
P

  ≤   
21− 1

P   𝑒𝑅𝑒𝜌

 𝜌  PRe𝜌 
1
P

  𝛼10𝛽20
− 𝛼20𝛽

10
   

+  𝜌   𝛼10𝛽21
−   𝛼20𝛽

11
 +  𝛼11𝛽

20
− 𝛼21𝛽

10
 +  𝛼10𝛼21 −  𝛼20𝛼11  

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21 −  𝛼21𝛽11
   

                                                                                                                                               (51) 

Et   de  (35)    on a 

 

𝜑2 𝑥, 𝑡, 𝜆 =
1

2𝜌
 𝑒𝜌𝑥   −(𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10) + 𝜌 (𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 −  (𝛼10𝛽21 −

                      𝛼20𝛽11))+𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒−𝜌(𝑡−1)− 

2𝜌(𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11𝑒−𝜌𝑡  
                       +𝑒−𝜌𝑥   −(𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10) + 𝜌 (𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 −

                       (𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10))+𝜌2(𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11))𝑒𝜌(𝑡−1)+                      

2𝜌(𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11𝑒𝜌𝑡  

D’où 

   𝜑
2
 𝑥, 𝑡, 𝜆  

P
𝑑𝑥

𝑡

0

 

1
P

 ≤   
21−

1
P

2 𝜌 
    𝑒𝜌𝑥 𝑃𝑑𝑥

𝑡

0

 

1
P

   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  𝜌   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 +  𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11  

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  𝑒−𝑅𝑒𝜌  𝑡−1 + 2 𝜌  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 𝑒−𝑅𝑒𝜌𝑡    

                          +    𝑒−𝜌𝑥 P𝑑𝑥

𝑡

0

 

1
P

   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  𝜌   𝛼10𝛽21 −  𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  

+   𝜌 2 𝛼11𝛽21 −  𝛼21𝛽11  𝑒𝑅𝑒𝜌 (𝑡−1) +  2 𝜌  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 𝑒𝑅𝑒𝜌𝑡    
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Après  les calculs on obtient : 

   𝜑2 𝑥, 𝑡, 𝜆  P𝑑𝑥

𝑡

0

 

1
P

≤   
2− 

1
P

 𝜌  PReρ 
1
P

  𝑒𝑃𝑅𝑒𝜌 − 1 
1
P   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10

 

+   𝜌   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10
 +  𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11

  

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21
− 𝛼21𝛽

11
  𝑒−𝑅𝑒𝜌 𝑡−1 + 2 𝜌  𝛽

10
𝛽

21
−  𝛽

20
𝛽

11
 𝑒−𝑅𝑒𝜌𝑡   

                          + 1 − 𝑒−PRe ρ𝑡 
1
P    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 −  𝛼21𝛽10  

+  𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
  𝑒𝑅𝑒𝜌 (𝑡−1)

+ 2 𝜌  𝛽10𝛽21 −   𝛽20𝛽11
 𝑒𝑅𝑒𝜌𝑡    

                                    ≤   
2

− 
1
P

 𝜌  𝑃𝑅𝑒𝜌  
1
𝑃

(1 − 𝑒−PRe ρ𝑡 )
1

P    𝛼10𝛽20 − 𝛼20 𝛽10  +

                                    𝜌𝛼10𝛽21−𝛼20𝛽11+     𝛼11𝛽20−𝛼21𝛽10+                                    

𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11𝑒𝑅𝑒𝜌+𝑒𝑅𝑒𝜌𝑡−1+                                   

2𝜌𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11(1+𝑒𝑅𝑒𝜌𝑡)  

Puisque   𝑅𝑒𝜌 > 0 alors:  

sup

0 ≤ 𝑡 ≤ 1
    𝜑2 𝑥, 𝑡,𝜆  P𝑑𝑥

𝑡

0

 

1
P

 ≤  
2− 1P

 𝜌  pReρ 
1
𝑃

   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10
 

+  𝜌   𝛼10𝛽21
−    𝛼20𝛽

11
 +      𝛼11𝛽

20
− 𝛼21𝛽

10
  

+   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
   1 + 𝑒𝑅𝑒𝜌 + 2 𝜌  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11

  1 + 𝑒𝑅𝑒𝜌   

Donc on a : 

sup

0 ≤ 𝑡 ≤ 1
    𝜑2 𝑥, 𝑡,𝜆  P𝑑𝑥

𝑡

0

 

1
P

 ≤
21− 1P

 𝜌  PReρ 
1
P

  𝛼10𝛽
20

− 𝛼20𝛽
10

 

+  𝜌   𝛼11𝛽20 −   𝛼21𝛽10
 +  𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11

  + 2 𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11
 )

+   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
   

                                                                                                                        (52) 
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De(49), (50) et (51) et  (52) on obtient :  

 𝑅  (𝜆, Lp ) 
Lp  0,1 

  ≤   
22− 

2
P

 𝜌  ∆ 𝜆   PReρ 
1
P

eRe ρ   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10  

+ 22− 
1
P   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 +  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 

+  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11     

Donc on a : 

            𝑅  (𝜆, Lp ) 
Lp  0,1 

 ≤
22− 

2
P

 𝜌  ∆ 𝜆   PRe ρ 
1
P

eRe ρ   1 + 22− 
1

P    𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +

                                     𝜌2𝛼11𝛽21−   𝛼21𝛽11+𝜌𝛼10𝛽21−𝛼20𝛽11+ 𝛼11𝛽20−                                     

𝛼21𝛽10+ 22−1P𝜌(𝛼10𝛼21−𝛼20𝛼11+𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11) 

Finalement il résulte que : 

 𝑅  (𝜆, Lp ) 
Lp  0,1 

 ≤
22− 

2
P  32− 

1
P

 𝜌  ∆ 𝜆   𝑃 𝜌 𝐶𝑂𝑆(
𝛿
2

+
𝜋
4

) 

1
𝑃

eRe ρ   𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +

                                   𝜌2𝛼11𝛽21−𝛼21𝛽11+𝜌𝛼10𝛽21−𝛼20𝛽11+ 𝛼11𝛽20−                                   

𝛼21𝛽10+𝛼10𝛼21−𝛼20𝛼11+𝛽10𝛽21− 𝛽20𝛽11  

Parce  que en tenant compte du fait  que  𝜆 ∈ ∑𝛿   et 𝜌 ∈ ∑𝛿

2
  
 qui donne 

                             arg(𝜌) <
𝛿

2
⇒  𝜌  cos arg(𝜌) >  𝜌 𝑐𝑜𝑠  

𝛿

2
  

C’est-à –dire :       𝑅𝑒𝜌 >  𝜌 𝑐𝑜𝑠  
𝛿

2
  

Donc :  

 𝑅  (𝜆, Lp ) 
LP  0,1 

 ≤  
𝐶 𝑒𝑅𝑒𝜌

 ∆ 𝜆   𝜌 1+
1
𝑃

  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  

+  𝜌   𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11
 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10

 +  𝛼10𝛼21 −  𝛼20𝛼11
 

+  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11                                .                                              (53) 
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Où : 

                          C =
2

2− 
2
p   3

2− 
1
p

P
1
p (cos(

ς
2

+
π
4

))
1
p

 

Cas 01:                                                                                                                             

Si   𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 ≠ 0 

D’après  (40)   nous avons  pour  ρ  suffisamment  grand on peut montrer 

facilement que :   

                           ∆ 𝜆  ≥
1

2
 𝜌 −

1

2
− 

1

2P
+2

 𝑒𝑅𝑒𝜌  𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11  

D’après (53) nous obtenons :  

 𝑅 (𝜆 , Lp ) 
Lp  0,1 

≤
2𝐶

 𝜌 
1
2

+
1

2𝑃 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 
 

1

 𝜌 2
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 

+  𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 +
1

 𝜌 
( 𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +   𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 

+  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 +  𝛽10𝛽21 −  𝛽20𝛽11   

Pour   ρ → +∞  on a  la relation   

           
2

 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 
 

1

 ρ 2
 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10

 +  𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
 

+
1

 ρ 
( 𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 +  𝛼11𝛽20 − 𝛼21𝛽10 +  𝛼10𝛼21 − 𝛼20𝛼11 

+  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 )  

reste  bornée  dans le secteur ∑δ

2
   

pour  ρ  suffisamment grand. 

Alors :    

 𝑅  (𝜆, LP ) LP  0,1 ≤
2𝑐

 𝜌 
1
2+

1
2𝑃

 

D’où :  

 𝑅 (𝜆 , LP ) LP  0 ,1 ≤
𝑐1

 𝜌 
1
2 + 

1
2𝑃
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tel que :                               c1 = 2c 

 

Cas 02 :                                                                                                                                

Si  𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0  et  𝛼21 = 𝛽21 = 0  et  𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20 ≠ 0 

D’après  (40)   nous  avons   pour   ρ   Suffisamment  grand,  on peut montrer 

facilement que :   

                                           ∆ 𝜆  ≥
1

2
 𝜌 

1

2
− 

1

2P 𝑒𝑅𝑒𝜌  𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20  

Donc d’après  (53)  nous  obtenons  

 𝑅  (𝜆, LP ) LP  0,1  ≤
2𝑐

 𝜌 
1
2+

1
2P 𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20 

  𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20 +  𝛼20𝛼11 

+  𝛽20𝛽11   

 𝑅  (𝜆, LP ) LP  0,1 ≤
𝑐2

 𝜌 
1
2

+
1

2P

 

tel  que  

                   𝑐2 =
2𝐶

 α11β20+β11α20 
  𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20 +  𝛼20𝛼11 +  𝛽20𝛽11    

Cas 03 :                                                                                                                  

Si   𝛼11𝛽21 − 𝛽11𝛼21 = 0,     𝛼21 = 𝛽21 = 0,   𝛼11 = 𝛽11 = 0  𝛼10𝛽20 − 𝛽10𝛼20  ≠ 0   

D’après la relation (40)  nous avons  pour   ρ  suffisamment  grand  on peut 

montrer facilement que :  

                                           ∆ 𝜆  ≥
1

2
 𝜌 −

1

2
− 

1

2𝑃 𝑒𝑅𝑒𝜌  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10  

En  substituant  dans (53)  on obtient : 

 𝑅  (𝜆, LP ) LP  0,1 ≤
2𝑐

 𝜌 
1
2

+
1

2P
 𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10  

  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10   

 

 𝑅  (𝜆, LP ) LP  0,1 ≤
𝐶3

 𝜌 
1
2+

1
2𝑃

 

tel que  
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𝑐3 = 2𝑐 =
23− 

2
P   32− 

1
P

P
1
P (𝑐𝑜𝑠(

𝛿
2

+
𝜋
4

))
1
P

 

 Définition 04 :                                                                                                         

Les conditions  aux  limites  dans  (11)  sont  dites  régulières  si l’une  des  

conditions  suivantes  est  vérifiée : 

1- 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 ≠ 0.   

2- 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0  , 𝛼21=𝛽21 = 0  , 𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20 ≠ 0. 

3- 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0  , 𝛼21 = 𝛽21 = 0  , 

     𝛼11 = 𝛽11 = 0, 𝛼10𝛽20 − 𝛽10𝛼20 ≠ 0 

 

  Théorème  08 :  

1- on  suppose  que   𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0   et   𝛼𝑖𝑗  , 𝛽𝑖𝑗     i=1,2  des  nombres         

Complexes et  que  les  conditions  aux  limites  sont  régulières  

 Alors  Σδ ⊂ ρ(LP )     et  il  existe  c> 0  tel  que 

 𝑅 (𝜆 , LP ) LP  𝟎 ,𝟏 ≤
𝑐

 𝜆 
1
2+

1
2P

 

2.4 Estimation   de  la fonction  de  Green dans  les  cas des condition aux   

limites non régulières  dans  𝐋𝐏 𝟎, 𝟏   ;  𝟏 ≤ 𝐏 < ∞:   

 2.4.1- Introduction :  

      Dans  cette  partie  on  reprend l’étude faite  dans  le  chapitre  précédent 

des problèmes  aux  limites  dans  les  espaces  LP  0,1  , 1≤ 𝑃 < +∞  pour  le  

cas non régulier . 

2 .4.2Estimation  du  déterminant  caractéristique  de la fonction de  

Green : 

  On a        𝛼𝑖𝑗 .𝛽𝑖𝑗 ∈ ℂ        i = 1.2 

D’ après (40) on a: 
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                        ∆ 𝜆  ≤  𝑒𝜌  −𝜌2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 +  𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 +

                                   𝜌𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10−𝛼11𝛽20+𝛼20𝛽11+∅𝜌 

 

Et                    ∅ 𝜌  = 2𝜌𝑒−𝜌   𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11   

                                   +𝑒−2𝜌 𝜌2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11
 + 𝜌  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10

 −

                                    𝛼11𝛽20+ 𝛼20𝛽11−𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10  

D’où               ∅ 𝜌  ≤ 2𝑒−𝑅𝑒𝜌   𝜌 ( 𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +  𝛽10𝛽21−𝛽20𝛽11 )   

                                     +𝑒−2𝑅𝑒𝜌   𝜌 2 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 +  𝜌   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 +

                                      𝛼11𝛽20+𝛼20𝛽11+𝛼10𝛽20−𝛼20𝛽10  

𝐜𝐚𝐬 𝟏  : 

si :

  

𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0                 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 = 0                                                                                                                                                                          
 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 −  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11 = 0                                                                                                                                                                                      

 𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 = 0                                                                                                                                                                                
𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 ≠ 0                  𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20  ≠ 0                                                                                                                                                                     

  

Alors: 

          ∅ 𝜌  ≤
4

𝑐𝑜𝑠2 (𝛿
2)

 
1

 𝜌 
  𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +   𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11     

                     +
1

2𝑐𝑜𝑠2 (𝛿
2)

 
1

 𝜌 
  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 +  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11       

Par ce que  nous avons toujours :  

          Reρ >  ρ cos(
δ

2
)    ,     1− e−Re ρ < 1     , 1 − e−2Re ρ < 1 

           e−Reρ ≤
2

 ρ2  cos 2(
δ
2

)
    Et    e−2Reρ ≤

1

2 ρ2  cos 2(
δ
2

)
      

Pour   ρ > r0 > 0   et d′après   la formule de ∆  on obtient:  

                           ∅ 𝜌  ≤
𝐶 𝑟0 

 𝜌 
   

Et        ∆ λ  ≥  ρ eRe ρ   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10
 +  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11

 −
 ∅ ρ  

 ρ 
  

                    ≥ 2 𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 −
∅ 𝜌 

 𝜌 
  

Parce que      𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 = 𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11 
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Et  comme : 

 

c r0 

r0
2 ≤

 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 

2
 

 

Donc        ∆ λ  ≥  ρ eRe ρ 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10  

                           ≥  ρ −
1

2P  eRe ρ  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10  

De (53) on a :  

 𝑅 λ, LP   LP  0,1 ≤
𝐶

 𝜌 
1

2P +1    𝛼10𝛽21+𝛼21𝛽10  
 2 𝜌   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 +  𝛼10𝛼21 −

                                  𝛼11𝛼20   

Alors ∶                               𝑅 λ, LP   LP  0,1   ≤
C 1

 ρ 
1

2P

  

tel que :       c1=
2

3+ 
2
p  3

2− 
1
p

P
1
P  cos (

δ

2
) 

1
P

 – 
 𝛼10 𝛽21+𝛼21 𝛽10  + 𝛼10 𝛼21−𝛼20 𝛼11 

 𝛼10 𝛽21 +𝛼21𝛽10  
 

Cas 02 : si : 

 
𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 = 𝛼10𝛽21 − 𝛼11𝛽20 = 𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 = 0
 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 −  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11 = 0                                                                    
𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 ≠ 0                                                                                                              

   

Alors:               ∅ 𝜌  ≤
1

2𝑐𝑜𝑠2 (
𝛿

2
)
 

1

 𝜌 
  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 +  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11    

Pour               𝜌 > 𝑟0 > 0 

Alors :               ∅ 𝜌  ≤
𝐶 𝑟0 

 𝜌 
 

D’après la formule de  ∆ on obtient  

            ∆ 𝜆  ≥  𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 +  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11 −
 ∅ 𝜌  

 𝜌 
   

                   ≥ 2 𝜌 𝑒𝑅𝑒𝜌   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 −
∅ 𝜌 

 𝜌 
  

Et  comme :                                
𝐶 𝑟0 

𝑟0
2  ≤

 𝛼10 𝛽21 +𝛼21 𝛽10  

2
 

Donc on obtient :                         ∆ 𝜆  ≥  𝜌 −
1

2p 𝑒𝑅𝑒𝜌  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10  
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De   (53) on a : 

 𝑅 λ, Lp   Lρ (0,1) ≤
𝑐2

 𝜌 
1

2p

 

tel que :             𝑐2 =
2

3+ 
2
p  3

2− 
1
P

P
1
P  𝐶𝑂𝑆(

𝛿
2

) 

1
p

 

Définition 05 :                                                                                                         

Les conditions  aux  limites  dans  (11)  sont  dites  non régulières  si l’une  des  

conditions  suivantes  est  vérifiée 

1 − 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0                 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 = 0                 
 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 −  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11 = 0                      
 𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20 +  𝛽10𝛽21 − 𝛽20𝛽11 = 0                       
𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 ≠ 0                  𝛼10𝛼21 − 𝛼11𝛼20  ≠ 0      

 

2 − 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 = 𝛼10𝛽21 − 𝛼11𝛽20 = 𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 = 0

  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 −  𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11 = 0                                                             
𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 ≠ 0                                                                                                       

  

Théorème 09 :  On  suppose  que  les  conditions  aux  limites  sont  non  

régulières alors   ∑ρ ⊂ ρ (LP ) et  existe  c > 0  

               tel que :       𝑅 λ, Lp   
LP  0,1 

≤
𝑐

 𝜆 
1

2p
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3.1-Introduction 

  ce  chapitre  est  consacré  à  l’étude de la  presque  régularité  et  l’ordre  de 

cette  presque  régularité  d’un  problème  spectral  non  local  du  second 

ordre et l’étude de  l’existence  de cette  presque  régularité  pour les  équations  

à  coefficients  variables  de tout ordre , ce problème a été traité dans [39]. 

3.2-Problème spectral du second ordre dans le cas q(x)≠ 𝟎, ∀𝑥 𝟎, 𝟏 . 

Si   q(x)≠0, parmi les différentes conditions aux limites de la formule (10) qui 

ne sont pas régulières par  Birkhoff, qui  peuvent  nous amener à la formule : 

 
    𝑢1 𝑦 = 𝛼11𝑦 ′ 0 + 𝛼10𝑦 0 + 𝛽11𝑦 ′ 1 + 𝛽10𝑦 1 = 0

  𝑢2 𝑦 = 𝛼20𝑦 0 + 𝛽20𝑦 1 = 0                                           
            (54) 

leurs coefficients  𝛼11 𝛽20 + 𝛽11𝛼20 = 0 ;   𝛼11 + 𝛽11 > 0;   𝛼20 + 𝛽20 > 0  (55) 

sont satisfaits.                                                                                                          

Ainsi on considèrera  le problème (9), (54) sur  réalisation  de la condition (55) 

 
  
 

  
 

𝑦 ′′ + 𝑞 𝑥 𝑦 − 𝜆2𝑦 = 𝑓 𝑥                                                  0 < 𝑥 < 1                          (9)      

  𝑢𝑖 𝑦 =   𝛼𝑖𝑗 𝑦
(𝑗 ) 0 + 𝛽𝑖𝑗 𝑦

(𝑗 ) 1  = 0

1

𝑗 =0

   ;   𝛼21 =  𝛽21 = 0        𝑖 = 1,2         (54)      

𝛼11 𝛽20 + 𝛽11𝛼20 = 0  ;   𝛼11 +  𝛽11 > 0  ;    𝛼20 +  𝛽20 > 0                            55     
                

                                                                                         

  

3.3-  relation  entre  propriété  périodique  du  potentiel  q(x)  de  

l’équation et  presque régularité de chaque ordre d’un problème 

spectral                                                                                                                                                

ici  sous  les  conditions  de  la régularité de la  fonction  q(x) on  obtient  une  

formule  qui nous  permet  de  calculer  les  coefficients  de  chaque membre  

de  développement asymptotique  selon la puissance  𝜆 (quand   𝜆    tand ver ∞)  

des  solutions  particulières  d’un système fondamental  de  l’équation (9) .                                                                                                

soit  q(x)𝜖 𝑐𝑚  [0,1]                                                                                                                         

Par  la  méthode  de  réduction  des  systèmes des  équations  intégrales [41], il  

est  montré  que pour  R>0    suffisamment   grand, dans  chaque  domaine                                                                                                                                                

𝑐𝑅
+=   𝜆   ,   𝑅𝑒𝜆 > 0  ,  𝜆   > 𝑅   ;  𝑐𝑅

−=  𝜆  ,   𝑅𝑒𝜆 < 0  ,  𝜆   > 𝑅                              

l’équation possède un système fondamental des solutions particulières (S.f.S.P) 

et permet les développements asymptotiques. 
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𝑑𝑗 𝑦𝑖 𝑥, 𝜆 

𝑑𝑥 𝑗
= 𝜆𝑗𝑒  −1 𝑖𝜆𝑥   𝜆−𝑠𝑔𝑖𝑗

 𝑠  𝑥 + 𝜂𝑖𝑣  𝑥, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

          
𝑖 = 1,2    

𝑗 = 0,1    

𝑠 = 0,𝑚     

                                      (56) 

Où les  fonctions  𝜂𝑖𝑗 (𝑥, 𝝀)  sont  continues  ∀𝑥𝜖[0,1]  analytiques pour 𝜆𝜖 𝑐𝑅
±  et  

satisfait l’inégalité :                                                                                                                                                                                         

                                              𝜂𝑖𝑗 (𝑥, 𝜆)   ≤  𝑀 𝜆   –𝑚−1                                                             (57) 

Et    𝑔𝑖𝑗

 𝑠 
(𝑥)   sont  déterminés par  les  relations  de  récurrence  

𝑔𝑖𝑗

 0  𝑥  =   −1 𝑖𝑗               s = 0   ;      𝑔𝑖𝑗

 1  𝑥 =
 −1 𝑖 𝑗+1 −1

2
 𝑞 𝜀 𝑑𝜀              

𝑖 = 1,2    

s = 1
𝑗 = 0,1    

 
𝑥

0

  

𝑔𝑖𝑗

 𝑠  𝑥 =
 −1 𝑖 𝑗+1 −1

2
 𝑞 𝜀 𝑔𝑖0

 𝑠−1 
 

𝑥

0

 𝜀 𝑑𝜀 +                                                                             

                +  (
1

2
)𝑗 𝑖−𝑣−𝑗 

𝑠−2

𝑣=0

 −1 𝑖𝑗
𝑑𝑠−𝑣−2

𝑑𝑥𝑠−𝑣−2  𝑞 𝑥 𝑔𝑖0

 𝑣 
 x                  

 
 

 
𝑖 = 1,2    

𝑗 = 0,1    

        𝑣 = 0,𝑚 − 2            

𝑠 = 2, 𝑚      

                    58  

De  plus  en  utilisant  la  formule  (56)  et  l’estimation  (57)  pour  le  

déterminant caractéristique  du  problème  de  Green  (9) (54)  On obtient 

l’expression:  

∆ 𝜆 =  
𝑢1 𝑦1 𝑢1 𝑦2 

𝑢2
 𝑦1

 𝑢2
 𝑦2

 
     

Où 𝑦1  𝑒𝑡  𝑦2 sont les solutions  particulières  d’un système fondamental  de  

l’équation (9)                                

  De (56) on a :         𝑦1 𝑥 ,𝜆 = 𝑒−𝜆𝑥     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  𝑥 + 𝜂10 (𝑥, 𝜆)

𝑚

𝑠=0

                       (59) 

              𝑦2 𝑥,𝜆 = 𝑒𝜆𝑥     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  𝑥 + 𝜂20(𝑥, 𝜆)

𝑚

𝑠=0

                          (60) 

         𝑦1
(1) 𝑥,𝜆 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥     𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  𝑥 + 𝜂11(𝑥, 𝜆)

𝑚

𝑠=0

                  (61) 

               𝑦2
(1) 𝑥,𝜆 = 𝜆𝑒𝜆𝑥       𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  𝑥 + 𝜂21(𝑥, 𝜆)

𝑚

𝑠=0

                   (62) 

Et  on  a  aussi de  (54) :   
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 𝑢1 𝑦1 = 𝛼10 𝑦1
 0 

  0 + 𝛼11 𝑦1
 1 

  0 + 𝛽10 𝑦1
 0 

  1 + 𝛽11 𝑦1
 1 

  1               (63) 

𝑢1 𝑦2 = 𝛼10 𝑦2
 0 

  0 + 𝛼11 𝑦2
 1 

  0 + 𝛽10 𝑦2
 0 

  1 + 𝛽11 𝑦2
 1 

  1               (64) 

          𝑢2 𝑦1 = 𝛼20 𝑦1
 0 

  0 + 𝛽20  𝑦1
 0 

  1                                                                 (65) 

  𝑢2 𝑦2 = 𝛼20 𝑦2
 0 

  0 + 𝛽20 𝑦2
 0 

  1                                                                 (66) 

De  (59) et (63) on a : 

 𝑢1 𝑦1 = 𝛼10     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

                                                                                          

+ 𝜆𝛼11     𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  0 + 𝜂11 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  +  𝛽10 𝑒
−𝜆     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

+ 𝛽11 𝜆𝑒−𝜆    𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  1 + 𝜂11  1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

                                                            (67) 

Et  de  (60) et (64) on a : 

               𝑢1 𝑦2 = 𝛼10     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

+ 𝜆𝛼11     𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  0 + 𝜂21 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

  + 𝛽10 𝑒
𝜆     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

+  𝛽11 𝜆𝑒𝜆    𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  1 + 𝜂21 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

                                                            (68)      

                                                                                                                                                                      

Et  aussi  (61)  et  (65) on a : 

𝑢2 𝑦1 = 𝛼20    𝜆−𝑠  𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 +𝛽20𝑒
−𝜆    𝜆−𝑠  𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

        (69) 

Et  de  (61)  et  (66)  on a : 

𝑢2 𝑦2 = 𝛼20    𝜆−𝑠  𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 + 𝛽20  𝑒𝜆    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

        (70) 

On  substitu (67) et (68) et (69) et (70) dans le déterminant de Green on a : 
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 ∆ 𝜆 =

 

 

 

 

 

 
          𝛼10     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10
 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

                𝛼10     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20
 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

   +𝜆𝛼11     𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  0 + 𝜂11
 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

           +𝜆𝛼11     𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  0 + 𝜂21
 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

 +𝛽10  𝑒
−𝜆     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10
 1, 𝜆 

𝑚

𝑠 =0

       + 𝛽10 𝑒
𝜆     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20
 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

+𝛽11  𝜆𝑒−𝜆    𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  1 + 𝜂11
 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

       +𝛽11  𝜆𝑒𝜆    𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  1 + 𝜂21
 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

      
      
      
      

         𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10
 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

                 𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20
 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

 +𝛽20𝑒
−𝜆    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10
 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

         +𝛽20  𝑒𝜆    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20
 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 
 

 

 

 

 

 

 

 

∆ 𝜆 =

 

 

 
      𝛼10     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

       𝛼10     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

+𝜆𝛼11     𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  0 + 𝜂11  0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

   +𝜆𝛼11     𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  0 + 𝜂21 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

     
    
     

       𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10  0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

         𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 
 

 

 

 

 

    +   𝑒𝜆    

 

 

 
      𝛼10     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

            𝛽10    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

+𝜆𝛼11     𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  0 + 𝜂11 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

      +𝜆𝛽11    𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  1 + 𝜂21 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

     
     
     

     𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

           𝛽20    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0
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+  𝑒−𝜆   

 

 

 
     𝛽10     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

                𝛼10     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

+𝛽11 𝜆    𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  1 + 𝜂11 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

         +𝜆𝛼11     𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  0 + 𝜂21 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

     
     
     

      𝛽20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

                 𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 
 

 

 

 

 

       +   

 

 

 
   𝛽10     𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10  1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

                 𝛽10     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

+𝛽11 𝜆    𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  1 + 𝜂11  1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

            +𝛽11 𝜆    𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  1 + 𝜂21 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 

     
     
     

𝛽20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

                   𝛽20    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

 
 

 

 

 

 

Donc on trouve :      ∆ 𝜆 = 𝛿−1 𝜆 𝑒−𝜆 + 𝛿0  𝜆 + 𝛿1 𝜆 𝑒𝜆                                 (71) 

T.q 

𝛿−1 𝜆 =   𝛽10 𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

             + 𝜆 𝛽11 𝛼20    𝜆−𝑠  𝑔11

 𝑠  1 + 𝜂11 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

                −  𝛽20 𝛼10    𝜆−𝑠  𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

                − 𝜆 𝛽20 𝛼11    𝜆−𝑠  𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  0 + 𝜂21 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0
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𝑒𝑡 ∶      𝛿−1 𝜆 =  𝜆 𝛽11 𝛼20    𝜆−𝑣 𝑔20

 𝑣  0 𝜆𝑣−𝑠 𝑔11

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0 
1

𝜆𝑚
  

                           −𝜆𝛽20 𝛼11    𝜆−𝑣  𝑔21

 𝑣  0 𝜆𝑣−𝑠  𝑔10

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0  
1

𝜆𝑚
  

                           +𝛽10 𝛼20    𝜆−𝑣 𝑔20

 𝑣  0 𝜆𝑣−𝑠+1 𝑔10

 𝑠−1−𝑣  1 

𝑠−1

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                            −𝛽20 𝛼10    𝜆−𝑣 𝑔20

 𝑣  0 𝜆𝑣−𝑠+1  𝑔10

 𝑠−1−𝑣  1 

𝑠−1

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

        𝛿−1 𝜆 =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠 =0

   𝛽11 𝛼20   𝑔20

 𝑣 
 0  𝑔11

 𝑠−𝑣 
 1 

𝑠

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                       − 𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

   𝛽20 𝛼11   𝑔21

 𝑣  0 𝑔10

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                      + ( 𝛽10 𝛼20  −   𝛽20 𝛼10  ) 𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠 =0

  𝑔20

 𝑣  0 𝑔10

 𝑠−1−𝑣  1 

𝑠−1

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

            =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

     𝛽11 𝛼20   𝑔20

 𝑣  0  𝑔11

 𝑠−𝑣  1 − 𝛽20 𝛼11   𝑔21

 𝑣  0  𝑔10

 𝑠−𝑣  1  

𝑠

𝑣=0

+  ( 𝛽10 𝛼20  −   𝛽20 𝛼10  )   𝑔20

 𝑣 
 0 𝑔10

 𝑠−1−𝑣 
 1 

𝑠−1

𝑣=0

 + 0(
1

𝜆𝑚
) 

On pose :  

               𝛿−1

 1−𝑠 =     𝛽11 𝛼20   𝑔20

 𝑣  0  𝑔11

 𝑠−𝑣  1 − 𝛽20 𝛼11   𝑔21

 𝑣  0  𝑔10

 𝑠−𝑣  1   

𝑠

𝑣=0

+  ( 𝛽10 𝛼20      −   𝛽20 𝛼10  )   𝑔20

 𝑣  0 𝑔10

 𝑠−1−𝑣  1 

𝑠−1

𝑣=0

                                (72) 

Donc     𝛿−1 𝜆 =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

𝛿−1

(1−𝑠)
+ 0(

1

𝜆𝑚
)                                                                                (73) 

 

   𝛿1 𝜆 =  𝛽20 𝛼10    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

     𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  



Chapitre III 

 

 

57 

              + 𝜆 𝛽20 𝛼11    𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  0 + 𝜂11 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

                −  𝛽10 𝛼20    𝜆−𝑠  𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

              − 𝜆 𝛽11 𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠  𝑔21

 𝑠  1 + 𝜂21 1, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

𝑒𝑡          𝛿1 𝜆 =  𝜆 𝛽20 𝛼11    𝜆−𝑣 𝑔11

 𝑣  0 𝜆𝑣−𝑠 𝑔20

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                           −𝜆 𝛽11 𝛼20    𝜆−𝑣 𝑔10

 𝑣 
 0 𝜆𝑣−𝑠 𝑔21

 𝑠−𝑣 
 1 

𝑠

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                           + 𝛽20𝛼10    𝜆−𝑣 𝑔10

 𝑣  0 𝜆𝑣−𝑠+1 𝑔20

 𝑠−1−𝑣  1 

𝑠−1

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                            −𝛽10 𝛼20    𝜆−𝑣 𝑔10

 𝑣  0 𝜆𝑣−𝑠+1  𝑔20

 𝑠−1−𝑣  1 

𝑠−1

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                             =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

   𝛽20 𝛼11   𝑔11

 𝑣  0  𝑔20

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                             − 𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

   𝛽11 𝛼20   𝑔10

 𝑣  0  𝑔21

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

            + ( 𝛽20 𝛼10  −   𝛽10 𝛼20  )  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

  𝑔10

 𝑣 
 0 𝑔20

 𝑠−1−𝑣 
 1 

𝑠−1

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

    =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

     𝛽20 𝛼10   𝑔11

 𝑣  0  𝑔20

 𝑠−𝑣  1 − 𝛽11 𝛼20   𝑔10

 𝑣  0  𝑔21

 𝑠−𝑣  1  +

𝑠

𝑣=0

 ( 𝛽20 𝛼10  

−  𝛽10 𝛼20  )   𝑔10

 𝑣  0 𝑔20

 𝑠−1−𝑣  1 

𝑠 −1

𝑣=0

 + 0(
1

𝜆𝑚
) 

 

On pose :  
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𝛿1

(1−𝑠)
  =    𝛽20𝛼11𝑔11

 𝑣  0 𝑔20

 𝑠−𝑣  1 − 𝛽11𝛼20𝑔10

 𝑣 
𝑔21

 𝑆−𝑣 
(1) 

𝑆

𝑣=0

                              

+  𝛽20𝛼10 − 𝛼20𝛽10   𝑔10

 𝑣 
(0)

𝑠−1

𝑣=0

𝑔20

(𝑠−1−𝑣)
  1                                     (74)              

Donc             𝛿1 𝜆 =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

𝛿1

(1−𝑠)
+ 0(

1

𝜆𝑚
 )                                                                 (75) 

 

𝛿0 𝜆 =      𝛼20 𝛼10    𝜆−𝑠  𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

     𝜆−𝑠  𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

            + 𝜆 𝛼20 𝛼11    𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  0 + 𝜂11 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20  0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

               −  𝛼10 𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0,𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠 𝑔20

 𝑠  0 + 𝜂20 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

              −𝜆𝛼11 𝛼20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  0 + 𝜂10 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠  𝑔21

 𝑠  0 + 𝜂21 0, 𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

                +  𝛽10 𝛽20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠  𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20  1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

             + 𝜆 𝛽20 𝛽11    𝜆−𝑠 𝑔11

 𝑠  1 + 𝜂11 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠  𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20  1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

                −  𝛽10 𝛽20    𝜆−𝑠 𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠  𝑔20

 𝑠  1 + 𝜂20  1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

               − 𝜆 𝛽11 𝛽20    𝜆−𝑠  𝑔10

 𝑠  1 + 𝜂10 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

    𝜆−𝑠 𝑔21

 𝑠  1 + 𝜂21 1,𝜆 

𝑚

𝑠=0

  

𝑒𝑡 ∶                    𝛿0 𝜆 =  𝜆𝛼20 𝛼11    𝜆−𝑣 𝑔20

 𝑣  0 𝜆𝑣−𝑠 𝑔11

 𝑠−𝑣  0 

𝑠

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0 
1

𝜆𝑚
  

         − 𝜆𝛼11 𝛼20    𝜆−𝑣 𝑔10

 𝑣 
 0 𝜆𝑣−𝑠 𝑔21

 𝑠−𝑣 
 0 

𝑠

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0  
1

𝜆𝑚
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    + 𝜆𝛽20𝛽11    𝜆−𝑣  𝑔20

 𝑣  1 𝜆𝑣−𝑠  𝑔11

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

   −𝜆𝛽11 𝛽20    𝜆−𝑣 𝑔10

 𝑣  1 𝜆𝑣−𝑠 𝑔21

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

𝑚

𝑠=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                                     =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

   𝛼20 𝛼11   𝑔20

 𝑣  0  𝑔11

 𝑠−𝑣  0 

𝑠

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                                    − 𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠 =0

   𝛼11 𝛼20   𝑔10

 𝑣  0  𝑔21

 𝑠−𝑣  0 

𝑠

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                                    + 𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠 =0

   𝛽20 𝛽11   𝑔20

 𝑣 
 1  𝑔11

 𝑠−𝑣 
 1 

𝑠

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                                   − 𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

   𝛽11 𝛽20   𝑔10

 𝑣  1  𝑔21

 𝑠−𝑣  1 

𝑠

𝑣=0

+ 0(
1

𝜆𝑚
) 

                          =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

     𝛼20 𝛼11   𝑔20

 𝑣  0  𝑔11

 𝑠−𝑣  0 −  𝑔10

 𝑣  0  𝑔21

 𝑠−𝑣  0  

𝑠

𝑣=0

+ 𝛽11𝛽20 𝑔20

 𝑣 
 1 𝑔11

 𝑠−𝑣 
 1 − 𝑔10

 𝑣 
 1 𝑔21

 𝑠−𝑣 
(1)   + 0(

1

𝜆𝑚
) 

On pose :  

           𝛿
0

(1−𝑠)
=     𝛼20 𝛼11  𝑔

20

 𝑣  0  𝑔
11

 𝑠−𝑣  0 −  𝑔
10

 𝑣  0  𝑔
21

 𝑠−𝑣  0  

𝑠

𝑣=0

+ 𝛽
11

𝛽
20

 𝑔
20

 𝑣  1 𝑔
11

 𝑠−𝑣  1 − 𝑔
10

 𝑣  1 𝑔
21

 𝑠−𝑣 (1)                       (76) 

                                                                                                                                                                                                                        

 Donc         𝛿0 𝜆 =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

𝛿0

(1−𝑠)
+ 0(

1

𝜆𝑚
)                                                               (77) 

Finalement  on  obtient  l’expression suivante :  

   ∆ 𝜆 = 𝛿−1 𝜆 𝑒
−𝜆 + 𝛿0 𝜆 + 𝛿1 𝜆 𝑒

𝜆                                                    (78) 

          𝛿𝑘 𝜆 =  𝜆1−𝑠

𝑚

𝑠=0

𝛿
𝑘

(1−𝑠)
+ 0  

1

𝜆𝑚
                  ( 𝑘 = −1,0,1  )                      (79)          
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Où    𝛿𝑘

(1−𝑠)
   (  𝑘 = −1,0,1     𝑒𝑡   𝑠 = 0,1, … , 𝑚) des constantes données par les 

formules (72), (74), (76). 

Des les formules (78) et (79) selon la définition de A.A. shkalikove [49].                                       

On  a la définition 1. 

Définition 1 :                                                                                                                                        

soit  q(x) 𝜖 𝑐𝑚   0,1  sous les conditions aux  limites  𝑢𝑖 (𝑖 = 1,2    ) de  la  formule 

(54) et  𝛼11 + 𝛽11 > 0 ;   𝛼20 + 𝛽20 > 0    ,  les  problèmes  spectraux  (9)  et (10) 

sont  appelés presque  réguliers  de  l’ordre  m≥0,  

          𝛿
−1

(1)
= 𝛿

−1

(0)
= ⋯ = 𝛿

−1

(2−𝑚)
= 0 ,             𝛿

−1

(1−𝑚)
≠ 0                                    (80)      

Remarque :                                                                                                                                             

1- le problème  (9) (10) est  presque  régulier  d’ordre  zéro  m=0 si : 

𝛿−1

(1)
≠ 0                        

En substituant (58) dans (72) quand   s=0    en  obtient  le  développement   :  

             𝛿−1

(1)
= −   𝛽11 𝛼20 +   𝛽20 𝛼11                                                                (81) 

2- en  substituant (58) dans (72) quand  s=1  on obtient   : 

𝛿−1

(0)
= −

1

2
   𝛽11 𝛼20 +   𝛽20 𝛼11    𝑞 𝜀 𝑑𝜀 −

1

0

   𝛽20𝛼10 −   𝛽10 𝛼20            (82) 

Il  est  évident  que  le  problème (9) (10) sera  presque  régulier  du premier  

ordre ssi :  

𝛽11𝛼20 + 𝛽20𝛼11 = 0           𝑒𝑡             𝛽20𝛼10 − 𝛽10𝛼20 ≠ 0                            (83) 

en  même  temps  pour la  presque  régularité  de  ce  problème  de  l’ordre   

𝑚 ≥  2     il  est  nécessaire  que :  

            𝛽11𝛼20 + 𝛽20𝛼11 = 0           𝑒𝑡             𝛽20𝛼10 − 𝛽10𝛼20 = 0                       (84) 

mais  avec la  réalisation  de  (84)  l’expression  des  nombres  𝛿−1

(1−𝑠)
 ,   𝑠 ≥

2    est  simple  de prend  la  forme :   

   𝛿−1

(1−𝑠)
=  𝛽11 𝛼20    −1 𝑣 𝑔10

 𝑣  0 𝑔11

 𝑠−𝑣  1 + 𝑔11

 𝑣  0 𝑔10

 𝑠−𝑣 
(1) 

𝑠

𝑣=0

                               (85) 

                                                                           (s=2,3… ) 
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où  il     𝛼20   𝛽11 ≠ 0      puisque  il  est  facile  de  voir  que  sur  la  non  

réalisation  de  cette  inégalité,  le  problème  (9) (10)  devient  un  problème  de  

Cauchy  et n’est  pas  normal  dans  le  sens  de [49] , comme il  est  claire  

d’après (85)  l’ordre  de  la presque  régularité  qui  est  supérieur  premier ,  ne  

dépend  pas  des  coefficients  q(x) et des conditions aux limites (54). 

À partir de  (85) et après  des  transformations  simples  on  obtient                                                              

si      s=2              𝛿−1

(−1)
=  

1

2
𝛽11 𝛼20   𝑞 1 − 𝑞 0                         (86)  

           s=3                𝛿−1

 −2 
=  

1

4
𝛽11 𝛼20  (𝑞

′ 1 + 𝑞′ 0 +  𝑞 1 − 𝑞 0   𝑞 𝜀 𝑑𝜀
1

0
)                                             

La  régularité  qu’on  peut   noter  sur  ces  formules, est  généralisée dans la  

proposition suivante. 

 Lemme 1.                                                                                                                                            

Soit  (84)  satisfait,       𝛼20𝛽11 ≠ 0        et       𝛿−1

(−1)
= 𝛿−1

(−2)
= ⋯ = 𝛿−1

(−𝑘)
= 0 

Alors  pour  que       𝛿−1

(−𝑘−1)
= 0     ,   il est  nécessaire et suffisant  que  

𝑞(𝑘) 0 =  −1 𝑘𝑞(𝑘) 1   ,                 𝑘 ≥ 0                                                            (87) 

Pour  la  preuve  de  ce  lemme  on  doit  établir  Le  lemme  suivant , qui  a  

une  valeur indépendante  dans  le  sens  de la simplification  des  relations de  

récurrence (58) 

Lemme 2 :                                                                                                                                           

pour  chaque  naturel   𝑠 ∈ ℕ  de la fonction   𝑔10
 𝑠 

(x)  la  représentation  suivante  

est valable.    

  𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠    𝛼
𝑠 ,𝑘1 ,… ,𝑘𝑛

(𝑛)

        𝑘1+⋯+𝑘𝑛 =𝑠+1−2𝑛

 

𝑠0

𝑛 =1

𝑞 (𝑘1) 𝑥 … 𝑞 (𝑘𝑛−1) 𝑥 𝑞𝑘𝑛
 𝑥  

                   +   𝛼
𝑠 ,𝑘1 ,… ,𝑘𝑛 −1 ,0

(𝑛)

        𝑘1+⋯+𝑘𝑛 ≤𝑠−2𝑣

𝑞 (𝑘1) 𝑥 … 𝑞 (𝑘𝑛−1) 𝑥 𝑞 (𝑠−2𝑛−𝑘1−⋯−𝑘𝑛−1) 𝑥           (88) 

Ou    𝑠0 =  
𝑠+1

2
      est  la  partie  réelle  de   

𝑠+1

2
         

           𝑞𝑣(𝑥) = 2𝑠  𝑞 𝜀 𝑔10

 𝑣  𝜀 𝑑𝜀    ,      𝑣 = 0,1, …                                                     (89)
𝑥

0

 

Et  les  nombres  naturels    𝛼𝑠
(𝑛)

…     ,  sont  déterminés  par  les  formules  
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𝛼
𝑠,𝑘1… ,𝑘𝑛

(𝑛)
=  𝐶𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−   .  .  .   −𝑘𝑛−1−𝑗

𝑘𝑛−1 𝛼
𝑠,𝑘1 ,…𝑘𝑛−2 ,𝑗

(𝑛−1)

𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1− .  .  .   .−𝑘𝑛 −1

𝑣=𝑘𝑛 +1

                (90) 

            𝛼𝑠,𝑘1

 1 
= 1 

Preuve de lemme 2:                                                                                                                        

d’après  la représentation  de  (89) on  peut  représenter (58) quand  𝑗 = 0         

et  i=1  sous la forme :  

                       𝑔10

 𝑠  𝑥 =  𝑞 𝜀 𝑔10

 𝑠−1  𝜀 𝑑𝜀
𝑥

0

 +  
𝑑𝑠−𝑣−2

𝑑𝑥 𝑠−𝑣−2

𝑠 −2

𝑣=0

 𝑞 𝑥 𝑔10

 𝑣 
(𝑥)  

         =  𝑞 𝜀 𝑔10

 𝑠−1 
 𝜀 𝑑𝜀

𝑥

0

 +  
𝑑𝑠−𝑣−1

𝑑𝑥 𝑠−𝑣−1

𝑠 −2

𝑣=0

  𝑞 𝜀 𝑔10

 𝑣 
 𝜀 𝑑𝜀

𝑥

0

  

On a      si  𝑣 =s -1           

           
𝑑𝑠−𝑣−1

𝑑𝑥 𝑠−𝑣−1
  𝑞 𝜀 𝑔10

 𝑣 
 𝜀 𝑑𝜀

𝑥

0

    =      𝑞 𝜀 𝑔10

 𝑠−1 
 𝜀 𝑑𝜀

𝑥

0

 

 Donc  

𝑔10

 𝑠  𝑥 =  
𝑑𝑠−𝑣−1

𝑑𝑥 𝑠−𝑣−1

𝑠−1

𝑣=0

  𝑞 𝜀 𝑔10

 𝑣 
 𝜀 𝑑𝜀

𝑥

0

  

=  
𝑑𝑠−𝑣−1

𝑑𝑥 𝑠−𝑣−1

𝑠 −1

𝑣=0

2−𝑗 𝑞𝑗  𝑥  

                              𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠  𝑞𝑣

(𝑠−𝑣−1) 𝑥 

𝑠−1

𝑣=0

                                         (91) 

Donc on a 

𝑞𝑠
′  𝑥 = 2𝑠𝑞 𝑥 𝑔10

 𝑠  𝑥 = 𝑞 𝑥  𝑞𝑣

(𝑠−1−𝑣) 𝑥 

𝑠 −1

𝑣=0

                                       (92)  

De la forme (91) et (92) on obtient : 

                        𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠   𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝑞0

(𝑠−1) 𝑥  +  𝑞𝑣

(𝑠−1−𝑣) 𝑥 

𝑠−2

𝑣=1
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      = 2−𝑠   𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝑞0

(𝑠−1)
 𝑥  +   𝑞𝑣1

′  𝑥  
(𝑠−2−𝑣1)

𝑠−1

𝑣1=0

  

 De (92) :   

𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠

 
 
 
 
 

 𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝑞0

(𝑠−1) 𝑥  +   𝑞 𝑥   𝑞𝑣2

𝑣1−1−𝑣2  𝑥  

𝑣1−1

𝑣2=0

 

 𝑠−2−𝑣1 
𝑠−1

𝑣1=0
 
 
 
 
 

 

                = 2−𝑠

 
 
 
 
 

 𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝑞0

(𝑠−1) 𝑥  +    𝑞 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑣1−1−𝑣2) 𝑥  

𝑣1−1

𝑣2=0

 𝑠−2−𝑣1 
𝑠−1

𝑣1=0
 
 
 
 
 

 

= 2−𝑠    𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝑞0

(𝑠−1)
 𝑥  

+    𝑞 (1) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑣1−1−𝑣2) 𝑥 +  

𝑣1−1

𝑣2=0

𝑠−1

𝑣1=0

 𝑞 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑣1−𝑣2) 𝑥  
 𝑠−2−𝑣1−1 

   

𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠    𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝑞0

(𝑠−1) 𝑥  

+    𝑞 (2) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑣1−1−𝑣2) 𝑥 +  

𝑣1−1

𝑣2=0

𝑠−1

𝑣1=0

𝑞 (1) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑣1−𝑣2) 𝑥 

+ 𝑞 (1) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑣1−𝑣2)
 𝑥  +𝑞  𝑥 𝑞𝑣2

(𝑣1−𝑣2+1)
 𝑥  

 𝑠−2−𝑣1−2 

   

Par  répétition  de la méthode  précédente (𝑘1 + 1)  fois , On  obtient  les : 

formules  

𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠   𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝑞0

(𝑠−1) 𝑥  +    𝐶𝑠−𝑣1−2
𝑘1 𝑞 (𝑘1) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑠−3−𝑣2−𝑘1) 𝑥 

𝑠−2−𝑣1

𝑘1=0

𝑣1−1

𝑣2=0

𝑠−1

𝑣1 =0

  

𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠   𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝑞0
(𝑠−1) 𝑥  +       𝐶𝑠−𝑣1−2

𝑘1 𝑞(𝑘1) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑠−3−𝑣2−𝑘1) 𝑥 

𝑠−2−𝑘1

𝑣1=𝑣2+1

𝑠−3−𝑘1

𝑣2=0

𝑠−3

𝑘1=0

  

Notons :  𝛼
𝑠,𝑠−1

(1)
= 𝛼

𝑠,0

(1)
= 1 
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        𝛼
𝑠,𝑘1 ,𝑣2

(2)
=  𝐶𝑠−𝑣1−2

𝑘1 𝛼𝑠,𝑣1

(1)
=

𝑠−2−𝑘1

𝑣1=𝑣2+1

 𝐶𝑠−𝑣1−2
𝑘1  

𝑠−2−𝑘1

𝑣1=𝑣2+1

=  𝐶𝑠−𝑣1−2
𝑘1+1  

𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠   𝛼𝑠,𝑠−1
(1)

𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝛼𝑠,0
(1)

𝑞0
(𝑠−1) 𝑥  +    𝛼𝑠 ,𝑘1,𝑣2

(2)
𝑞(𝑘1) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑠−3−𝑣2−𝑘1) 𝑥   

𝑠−3−𝑘1

𝑣2=0

𝑠−3

𝑘1=0

  

= 2−𝑠   𝛼𝑠,𝑠−1

(1)
𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝛼𝑠 ,0

(1)
𝑞0

(𝑠−1) 𝑥  +  𝛼
𝑠,𝑘1 ,𝑣2

(2)
𝑞(𝑘1) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑠−3−𝑣2−𝑘1) 𝑥 

𝑘1+𝑣2≤𝑠−3

  

𝑔10

 𝑠 
(𝑥) = 2−𝑠   𝛼𝑠,𝑠−1

 1 
𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝛼𝑠 ,0

 1 
𝑞0

 𝑠−1 
 𝑥            

+  𝛼𝑠,𝑘1 ,𝑣2

 2 
𝑞  𝑘1  𝑥 𝑞𝑣2

 𝑥   +   𝛼𝑠,𝑘1, 0

 2 
𝑞  𝑘1  𝑥 𝑞

0

(𝑠−3−𝑘1)  𝑥 

𝑠 −3

𝑘1=0𝑘1+𝑣2=𝑠−3

+  𝛼𝑠,𝑘1,𝑣2

 2 
𝑞  𝑘1  𝑥 𝑞𝑣2

 𝑠−3−𝑣2 −𝑘1  𝑥 

𝑘1+𝑣2≤𝑠−4

                                            (93) 

En utilisant  les  formules (91) et (92) dans (93) on obtient  :  

De (92) on a :  

𝑞𝑣2

 𝑠−3−𝑣2−𝑘1 
(𝑥) =  𝑞𝑣2

′ (𝑥) 
(𝑠−4−𝑣2 −𝑘1)

 𝛼
𝑠,𝑘1,𝑣2

(2)
𝑞(𝑘1) 𝑥 𝑞𝑣2

(𝑠−3−𝑣2−𝑘1)
 𝑥 

𝑘1+𝑣2≤𝑠−4

=  𝛼
𝑠,𝑘1 ,𝑣2

(2)
𝑞 (𝑘1) 𝑥   𝑞 𝑥  𝑞𝑣3

(𝑣2−1−𝑣3) 𝑥 

𝑣2−1

𝑣3=0

 

(𝑠−4−𝑘1−𝑣2 )

𝑘1+𝑣2≤𝑠−4

 

Alors  on a 

        =  𝛼𝑠 ,𝑘1,𝑣2

(2)
𝑞(𝑘1) 𝑥     𝑞 𝑥  𝑞𝑣3

(𝑣2−𝑣3) 𝑥 

𝑣2−1

𝑣3=0

+ 𝑞(1) 𝑥  𝑞𝑣3

(𝑣2−1−𝑣3) 𝑥 

𝑣2−1

𝑣3=0

 

(𝑠−5−𝑘1−𝑣2)   

𝑘1+𝑣2≤𝑠−4
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𝑞𝑣2

(𝑠−3−𝑣2−𝑘1)
 =  𝛼𝑠,𝑘1,𝑣2

(2)
𝑞(𝑘1) 𝑥 

𝑘1+𝑣2
≤𝑠−4

 𝑞 𝑥  𝑞
𝑣3

(𝑣2+1−𝑣3) 𝑥  + 

𝑣2−1

𝑣3=0

+ 𝑞 1  𝑥  𝑞
𝑖3

(𝑣2−𝑣3)
 𝑥   + 𝑞 1  𝑥  𝑞

𝑣3

(𝑣2−𝑣3) 𝑥 

𝑣2−1

𝑣3=0

𝑣2−1

𝑣3=0

+ 𝑞 2  𝑥  𝑞
𝑣3

(𝑣2−1−𝑣3) 𝑥 

𝑣2−1

𝑣3=0

 

(𝑠−6−𝑘1−𝑣2)

 

              

·
·
·
  

𝑔10

 𝑠 (𝑥) =      𝐶𝑠−4−𝑘1−𝑣2

𝑘2 𝛼
𝑠,𝑘1,𝑣2

(2)

𝑠−4−𝑘1−𝑣2

𝑘2=0

𝑣2 −1

𝑣3=0𝑘1+𝑣2≤𝑠−4

  𝑞(𝑘1) 𝑥   𝑞(𝑘2) 𝑥 𝑞𝑣3

(𝑠−5−𝑘1−𝑘2−𝑣3)
= 

=     𝐶𝑠−4−𝑘1−𝑣2

𝑘2 ∝
𝑠 ,𝑘1 ,𝑣2

(2)

𝑠−4−𝑘1−𝑣2

𝑘2=0

𝑣2−1

𝑣2=0

𝑠−4−𝑘1

𝑣2=0

𝑠−5

𝑘1=0

  𝑞(𝑘1) 𝑥   𝑞(𝑘2) 𝑥 𝑞𝑣3

𝑠(−5−𝑘1−𝑘2−𝑣3)
= 

On a donc :  

𝑔10

 𝑠  𝑥 =        𝐶𝑠−4−𝑘1−𝑣2

𝑘2 𝛼𝑠,𝑘1,𝑣2

 2 

𝑠−4−𝑘1−𝑘2

𝑣2=𝑣3+1

𝑠−5−𝑘1−𝑘2

𝑣3=0

𝑠−5−𝑘1

𝑘2=0

𝑠−5

𝑘1=0

 𝑞 𝑘1  𝑥   𝑞 𝑘2  𝑥 𝑞𝑣3

(𝑠−5−𝑘1−𝑘2−𝑣3)
(𝑥) 

𝑔10

 𝑠  𝑥 =    𝛼𝑠,𝑘1 ,𝑘2 ,𝑣3

 3 
𝑞 𝑘1  𝑥   𝑞 𝑘2  𝑥 𝑞𝑣3

(𝑠−5−𝑘1−𝑘2−𝑣3 ) x 

𝑘1+𝑘2+𝑣3≤𝑠−5

                         94  

    

𝛼
𝑠,𝑘1 ,𝑘2 ,𝑣3

(3)
=  𝐶𝑠−4−𝑘1−𝑣2

𝑘2 𝛼
𝑠−𝑘1−𝑣2

(2)

𝑠−4−𝑘1−𝑘2

𝑣2=𝑣3+1

 

On  substitue  (94) dons (93)  on  obtient : 
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   𝑔10

 𝑠  𝑥 = 2−𝑠   𝛼𝑠,𝑠−1

(1)
𝑞𝑠−1 𝑥 + 𝛼𝑠,0

(1)
𝑞0

(𝑠−1)
 𝑥  

+   𝛼
𝑠,𝑘1 ,𝑣2

(2)
𝑞 (𝑘1) 𝑥 𝑞𝑣2

 𝑥 +  𝛼𝑠,𝑘1 ,0

 2 
𝑞  𝑘1  𝑥 𝑞0

 𝑠−3−𝑘1  𝑥 

𝑘1≤𝑠−4𝑘1+𝑣2≤𝑠−3

 

+   𝛼𝑠,𝑘1 ,𝑘2 ,𝑣3

 3 
𝑞  𝑘1  𝑥 𝑞 𝑘2  𝑥 𝑞𝑣3

(𝑠−5−𝑘1−𝑘2−𝑣3) 𝑥 

𝑘1+𝑘2+𝑣3=𝑠−5

+  𝛼𝑠,𝑘1 ,𝑘2 ,𝑣3

 3 
𝑞  𝑘1  𝑥 𝑞  𝑘2  𝑥 𝑞𝑣3

(𝑠−5−𝑘1−𝑘2−𝑣3) 𝑥 

𝑘1+𝑘2≤𝑠−6

+  𝛼𝑠,𝑘1 ,𝑘2 ,𝑣3

 3 
𝑞  𝑘1  𝑥 𝑞 𝑘2  𝑥 𝑞𝑣3

(𝑠−5−𝑘1−𝑘2−𝑣3) 𝑥 

𝑘1+𝑘2+𝑣3≤𝑠−6

    

Par  répétition  de la transformation  précédente ( 𝑠0 − 3) fois  On  obtient  les 

formules : 

𝑔10

 𝑠  𝑥  =  2−𝑠    𝛼𝑠,𝑘1…𝑘𝑛

 𝑛 
𝑞 𝑘1  𝑥 … 𝑞  𝑘𝑛−1  𝑥 𝑞𝑘𝑛

 𝑥 +

𝑘1+⋯+𝑘𝑛 =𝑠+1−2𝑛

 
𝑠0

𝑛 =1

 

+   𝛼𝑠 ,𝑘1…𝑘𝑛 −1 ,0

 𝑛 
𝑞  𝑘1  𝑥 … 𝑞  𝑘𝑛−1  𝑥  

𝑘1+⋯+𝑘𝑛 ≤𝑠−2𝑛

𝑞  𝑠−2𝑣−𝑘1−⋯−𝑘𝑛 −1 (𝑥)  

𝛼𝑠 ,𝑘1 ,, ,𝑘𝑛   

 𝑛 
 =  𝐶𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−⋯−𝑘𝑛 −1−𝑣

𝑘𝑛−1 𝛼
𝑠,𝑘1 ,… ,𝑘𝑛 −2 ,𝑣

(𝑛−1)

𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−⋯𝑘𝑛 −1

𝑣=𝑘𝑛 +1

 

                         𝛼𝑠 ,𝑘1

 1 
  =   1 

Qui  sont  facilement  confirmées  par  récurrence 

Remarque :                                                                                                                                                     

les nombres naturels   𝛼𝑠,𝑘1,,,𝑘𝑣

 𝑣 
    qui  apparaissent  dans la formule (88)  out la 

propriété :  

                                               𝛼𝑠,𝑘1 ,,,𝑘𝑛

 𝑛 
=  𝛼𝑠−𝑘𝑛 ,𝑘1 ,,,,,,𝑘𝑛−1,0

 𝑛 
                          (95)                                                                                                                                                                                                                    

Qui  sera  utilisé  pour  prouver  le lemme (1).  
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Preuve de lemme 1 :  

On  utilise  la  méthode  mathématique  de  récurrence quand  k=0  et  k=1                                                           

la  validité  du  lemme  s’ensuit. En effet des  les deux  premiers égalités  de la 

formule (86)  on a :                                                                                             

 ∎ si  k = 0                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

alors                      𝛿−1

(−1)
= 0 

De (85) on obtient : 

𝛿−1

(−1)
=

1

2
𝛼20𝛽11

  𝑞 1 − 𝑞 0  = 0     mais       𝛼20𝛽11 ≠ 0 

Donc 

𝑞 1 − 𝑞 0 = 0           ⤇  𝑞 1 = 𝑞 0 ⤇   𝑞 0  0 = (−1)0𝑞 0  1  

Alors le lemme  (1) est  vrai  pour  k=0    

∎ Si  k=1                                                                                                                                                                

alors                        𝛿−1

(−1)
= 0    𝑒𝑡      𝛿−1

(−2)
= 0 

Et  d’après (85) : 

𝛿−1

(−1)
=

1

2
𝛼20𝛽11

  𝑞 1 − 𝑞 0  = 0 

𝛿−1

(−2)
=

1

4
𝛼20𝛽11   q’(1)  + q′ (0) +   𝑞 1 − 𝑞 0   𝑞 𝜀 𝑑𝜀

1

0

 = 0 

Mais     𝛼20𝛽11≠0 

D’après  𝛿−1

(−1)
     en  s’ensuit  que  q(1) – q (0)=0 

Et  on  a aussi  𝛿−1

(−2)
=0  donc  q’(1) +q (0)=0 

  Alors       𝑞 1  0 = −𝑞 1  1  ⤇   𝑞 1  0 = (−1)1𝑞 1  1    

Donc  le  lemme (1)  est  vrai  pour  k=1  

  • Pour 𝑠 ≥ 4 c ‘est  valable pour  tout  𝑘 ≤ 𝑠 − 3 

  On  prouve la  validité  du lemme  quand  𝑘 = s − 2 = s − 3 + 1  i.e.  La  

condition (84) satisfait  

𝛼20𝛽11 ≠ 0    ,       𝛼11𝛽20 ≠ 0 
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           Et                  𝛿−1

(−1)
=·········= 𝛿−1

(2−s)
                           (96) 

  Et  on  établit  que   𝛿−1

(1−𝑖)
= 0   si  l’égalité  suivante  est  vraie    

                          𝑞 𝑠−2  1 = (−1)(𝑠−2)𝑞 𝑠−2  0                                               (97) 

 De  la  réalisation  de (96) en vertu de notre supposition ,  il  s’ensuit  que  

        𝑞 𝑘  1 = (−1)(𝑘)𝑞 𝑘  0  ;           (𝑘 = 0,1 … . , 𝑠 − 3)               (98) 

Il  est  simple  de  voir  qu’en  utilisant  la   condition (85)  on  peut  représenter  sous 

la forme: 

               𝛿−1

 1−𝑠 =   𝛽11 𝛼20   −1 𝑠 𝑔10

 𝑠  0  𝑔11

 0  1 −  𝑔11

 𝑠  0  𝑔10

 0  1                    

+    −1 𝑠  𝑔10

 𝑣 
 0  𝑔11

 𝑠−𝑣 
 1 −  𝑔11

 𝑣 
 0  𝑔10

 𝑠−𝑣 
 1  

𝑠−1

𝑣=0

 

 

  

Donc 

  𝛽11 𝛼20  
−1𝛿−1

 1−𝑠 
= 2  𝑔10

 𝑠  1 +  −1 𝑠+1𝑔10

 𝑠  0  +   −1 𝑣+121+𝑣−1 𝑔10

 𝑣 
 0 𝑞𝑠−𝑣−1 1 

𝑠−1

𝑣=0

    (99)  

En  substituant (88) dans (99) on  trouve : 

2𝑠−1   𝛽11 𝛼20  
−1𝛿−1

 1−𝑠 
  =     𝛼𝑠,𝑘1…𝑘𝑛−1

 𝑛 
 𝑞 𝑘1  1 …𝑞 𝑘𝑛−1   1  𝑞𝑘𝑛

 1 +

𝑘1+⋯+𝑛=𝑠+1−2𝑛

 
𝑠0

𝑛=1
 

                            + −1 𝑠+1𝑞  𝑘1  0 …𝑞  𝑘𝑛−1  0 𝑞𝑘𝑛
 0                                                    

+  𝛼𝑠 ,𝑘1…𝑘𝑛 −1 ,0

 𝑛 
 𝑞  𝑘1  1 … 𝑞  𝑘𝑛−1  1 𝑞(𝑠−2𝑛−𝑘1−⋯𝑘𝑛 −1)   1 +

𝑘1+⋯+𝑘𝑛 ≤𝑠−2𝑛

         

                              + −1 𝑠+1  𝑞 𝑘1  0 …𝑞 𝑘𝑛−1 (0)𝑞(𝑠−2𝑣−𝑘1−⋯𝑘𝑣−1) 0     

−𝑞𝑠−1 1 +   −1 𝑣+1

𝑠−1

𝑣=2

2𝑣𝑞𝑠−𝑣−1 1    𝛼𝑗 ,𝑘1…,𝑘𝑛

 𝑛 
𝑞 𝑘1  0 …𝑞 𝑘𝑛−1  0 

𝑘1+⋯+𝑘𝑛=𝑣+1−2𝑛

 

𝑣0

𝑛=1

𝑞𝑘𝑛
(0)

+   𝛼𝑖,𝑘1…𝑘𝑛−1,0

 𝑛 
𝑞 𝑘1  0 …𝑞 𝑘𝑛−1  0 

𝑘1+⋯+𝑘𝑛≤𝑣−2𝑛

𝑞(𝑣−2𝑛−𝑘1−⋯𝑘𝑛−1) 0                         (100) 

t.q  s0  et 𝑣0  les  parties  entières  des  nombres   
𝑠+1

2
 𝑒𝑡  

𝑣+1

2
  respectivement 

On  combine  (98) et (89)  𝑞𝑘𝑛
 0 = 0   (voir (89)) d’après  (100) on a 
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2𝑠−1   𝛽11 ∝20  
−1𝛿−1

 1−𝑠 
 =         𝛼𝑠,𝑘1…𝑘𝑛

 𝑛 
𝑞 𝑘1  1 ········· 𝑞 𝑘𝑛−1  1 𝑞𝑘𝑛

 1 +

𝑘1+·····+𝑘𝑛=𝑠+1−2𝑛

𝑠0

𝑛=1

 

+    𝛼𝑠,𝑘1…𝑘𝑛−1,0

 𝑛 
𝑞 𝑘1  1 …𝑞 𝑘𝑛−1  1 𝑞(𝑖−2𝑛−𝑘1−⋯𝑘𝑛−1) 1 

𝑘1+⋯+𝑘𝑛≤𝑠+1−2𝑛

𝑠0

𝑛=2

 

+ 1 +  −1  𝑠+1  −1 𝑠−2𝑛  + 𝛼𝑠 ,0

(1)
  𝑞 𝑠−2  1 + −1 𝑠+1𝑞  𝑠−2  0  − 𝑞𝑠−1 1 + 

+  −1 𝑣+1𝑞𝑠−𝑣−1 1 

𝑠−1

𝑣=2

     𝛼𝑣 ,𝑘1…𝑘𝑛−1,0

 𝑛 
𝑞 𝑘1  0 …𝑞 𝑘𝑛−1  0 

𝑘1+⋯+𝑘𝑛≤𝑣−2𝑛

𝑞(𝑠−2𝑛−𝑘1−⋯𝑘𝑛−1)(0)

𝑣0

𝑛=1

    

 =  𝛼𝑠 ,0
(1)  𝑞 𝑠−2  1 + −1  𝑠+1 𝑞 𝑠−2  0  +     𝛼𝑠,𝑘1…,𝑘𝑛

 𝑛 
 𝑞 𝑘1  1 …𝑞 𝑘𝑛−1   1 

𝑘1+⋯+𝑘𝑛=𝑠+1−2𝑛

𝑠0

𝑛=2

 

 𝑞𝑘𝑛
 1 +   −1 𝑣+1𝑞𝑠−𝑣−1 1 

𝑠−1

𝑣=2

     −1 𝑣−2𝑛𝛼𝑣,𝑘1…𝑘𝑛−1,0

 𝑛 
𝑞 𝑘1  1 … 𝑞 𝑘𝑛−1  1 

𝑘1+⋯+𝑘𝑣≤𝑣−2𝑛

𝑣0

𝑛=1

 

 𝑞(𝑣−2𝑣−𝑘1−⋯−𝑘𝑛−1) 1                                                                                                                          (101) 

En  vertu de la formule (90)  𝛼𝑠,0

(1)
= 0     et  quand  𝑘1 + ⋯ + 𝑘𝑛 = 𝑠 + 1 − 2𝑛 

On a  

𝛼𝑠 ,𝑘1…𝑘𝑛

 𝑛 
     =     𝐶𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−⋯−𝑘𝑛−𝑣−𝑣

𝑘𝑛 −1 𝛼𝑠,𝑘1 ,…𝑘𝑛−2 ,𝑣

(𝑛−1)

𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−⋯−𝑘𝑛−1

𝑣=𝑠+2−2𝑛−𝑘1−⋯−𝑘𝑛−1

 

                                =  𝐶0

𝑘𝑛−1𝛼𝑠,𝑘1 ,…𝑘𝑛−2 ,𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−······−𝑘𝑛−1

(𝑛−1)
 

                                = 𝛼
𝑠,𝑘1 ,…𝑘𝑛−2 ,𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−······−𝑘𝑛−1

(𝑛−1)
 

Substituons  ces  valeurs dans le membre de droite  de (101) on  obtient : 

2𝑠−1   𝛽11 ∝20  
−1𝛿−1

 1−𝑠 
 =    𝛼𝑠,0

(1)
  𝑞 𝑠−2  1 + −1 𝑠+1𝑞  𝑠−2  0    

+      𝛼
𝑠,𝑘1,…𝑘𝑛 −2 ,𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−·····−𝑘𝑛−1

(𝑛−1)
𝑞  𝑘1  1 … 𝑞  𝑘𝑛−1 

𝑘1+⋯+𝑘𝑛 =𝑠+1−2𝑛

𝑠0

𝑛=2

(1)𝑞𝑘𝑛
 1  − 

  𝑞𝑠−𝑣−1 1       𝛼𝑣,𝑘1…𝑘𝑛−1 ,0

 𝑛 
𝑞  𝑘1  1 …𝑞  𝑘𝑛−1  1 

𝑘1+⋯+𝑘𝑛 ≤𝑣−2𝑛

𝑣0

𝑛 =1

𝑠−1

𝑣=2

𝑞 (𝑣−2𝑛−𝑘1−⋯𝑘𝑛−1) 1   

                                                                                                                                    (102)  
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          On  montre  que                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 

   𝛼
𝑠−𝑘1,…𝑘𝑛 −2 ,𝑠−2 𝑛−1 −𝑘1−·····−𝑘𝑛−1

(𝑠−1)
𝑞  𝑘1  1 … 𝑞  𝑘𝑛−1 

𝑘1+⋯+𝑘𝑛 =𝑠+1−2𝑛

𝑠0

 𝑛=2

(1)𝑞𝑘𝑛
 1 = 

  𝑞𝑠−𝑣−1 1  

𝑠 −1

𝑣=2

  𝛼𝑣 ,𝑘1…𝑘𝑛 −1 ,0𝑞
 𝑘1  1 … 𝑞  𝑘𝑛−1  1 

𝑣−2𝑛

  𝑘1+⋯+𝑘𝑛

𝑣0

𝑛=1

 𝑞 (𝑣−2𝑛−𝑘1−⋯𝑘𝑛−1 ) 1   

                                                                                                                                                         (103)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

il  est  facile  de voir que les  ordres des dérivées  et  les  indices q(1) dans  les  

membres de  gauche  et de droite de  l’égalité (103) prennent les  mêmes  

valeurs.     Par  conséquent,  il  suffit de voir  légalité  des coefficients  

correspondants.                                                                                                     

soient          𝑛 = 𝜇    𝑒𝑡          𝑘1 = 𝑝1 , … . .  𝑘𝜇 = 𝑝𝜇                                des  nombre  

fixés tels  que                 2 ≤ 𝜇 ≤ 𝑠0             𝑝1 + ⋯ +𝑝𝜇 = 𝑠 + 1 − 2𝝁 

Dans  le membre de  gauche de (103) le  coefficient  du  produit  

𝑞 𝑝1  1 … … . 𝑞 𝑝𝜇−1  1 𝑞𝑝𝜇
 1  

Sera  le nombre 𝛼𝑠 ,𝑝1,…,𝑝𝜇−2 ,𝑠−2 𝜇−11 −𝑝1−⋯−𝑝𝜇−1

(𝜇−1)
           (104) 

Et  dans le membre de  droite pour :  

.  𝑣 = 𝑠 − 𝑝𝜇 − 1     , 𝑛 = 𝜇 − 1   ,   𝑘1 = 𝑝1 , … , 𝑘𝜇 −2 = 𝑝𝜇 −2  

.  𝑣 − 2 𝜇 − 1 − 𝑘1 − ⋯ − 𝑘𝜇 −2 = 𝑝𝜇 −1                                                        

⟹ 𝑝𝜇 −1 = 𝑖 − 𝑝𝜇 − 1 − 2 𝜇 − 1 − 𝑝1 − ⋯− 𝑝𝜇 −2  

En  additionant,  le coefficient de  ce  produit  sera  le nombre 

𝛼𝑠−𝑝𝜇 −1,𝑝1 ,…,𝑝𝜇 −2 ,0
(𝜇−1)

= 𝛼
2 𝜇 −1 +𝑝1 +⋯+𝑝𝜇 −1 ,𝑝1 ,…𝑝𝜇 −2 ,0

(𝜇−1)
 

La  dernière  égalité  est  valable  avec la  condition  𝑝1 +····· +𝑃𝜇−1 = 𝑠 + 1 − 2𝝁 

et  le membre de droite  de (103) est  égale  au nombre (104)  

En vertu de  la  remarque 1.                                                                                                                   

Alors  par (102) on a :  

2𝑠−1    𝛽11 𝛼20  
−1𝛿−1

 1−𝑠 
=  𝑞 𝑠−2  1 + −1 𝑠+1𝑞 𝑠−2  0                 (105) 
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D’après  (105)  il  vient  la  validité  du lemme  

                                     Pour               𝛿−1

(1−𝑠)
 =0                                                                                                     

si  (97) est satisfaite le  lemme (1) est  montré. A partir du  lemme (1),  la  

définition et  les  formules (81) (82) la validité  du Théorème suivant   s’ensuit :  

Théorème 10:                                                                                                                                                     

soit  q(x) 𝜖 𝑐𝑚   0,1   les  formes  aux  limites 𝑢𝑖 (i=1.2)  ont  la  forme  (54)                                          

et   𝛼11 + 𝛽11 > 0 ,   𝛼20 + 𝛽20 > 0 alors pour la presque  régularité  d’ordre  

m≥ 0     du  problème   spectrale (9). (10)  il  est  nécessaire et  suffisant que  

𝛼11𝛽20+𝛽11𝛼20 ≠ 0                                                quand  m=0 

 𝛼11𝛽20+𝛽11𝛼20 = 0 ,  𝛼10𝛽20  - 𝛽10𝛼20 ≠ 0          quand  m=1      

 

 
 
 

 
 

  

𝛼11𝛽20 + 𝛽11𝛼20 = 0 
                   

𝛼10𝛽20 − 𝛽10𝛼20 = 0                     

𝑞 𝑚−2  0 =  −1 𝑚−2𝑞 𝑚−2  1 

                      quand    m ≥ 2 
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Application : 

Dans la suite, nous appliquons le résultat obtenu pour étudier des problèmes 

de la forme suivante dans [0, T] × [0,1]. 

 

 
 
 

 
   

𝜕𝑢 𝑡, 𝑥 

𝜕𝑡
− 𝑎

𝜕2𝑢 𝑡, 𝑥 

𝜕𝑥2
= 𝑓 𝑡 ,𝑥 

L1 𝑢 = 𝛼11𝑢 0, 𝑡 +𝛽11𝑢
′ 0, 𝑡 + 𝛼10𝑢 1, 𝑡 +𝛽10𝑢

′ 1, 𝑡 

  L2 𝑢 = 𝛼21𝑢 0, 𝑡 + 𝛽21𝑢
′ 0, 𝑡 +𝛼20𝑢 1, 𝑡 + 𝛽20𝑢

′ 1, 𝑡 

𝑢 0, 𝑡 = 𝑢0 𝑥 

                        104  

Théorème 11 : supposons  que  les conditions suivantes soient vérifiées 

1- 𝑎 ≠ 0      𝑎𝑟𝑔𝑎 <
𝜋

2
 

2- 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 0     𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 = 0  

 Et   𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10
 − (𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11) = 0 et (𝛼10𝛼21 −𝛼11𝛼20) +

(𝛽10𝛽21 −𝛽20𝛽11) = 0  et 𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 ≠ 0  𝑒𝑡   𝛼10𝛼21 −𝛼11𝛼20 ≠ 0 

 Où 𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11 = 𝛼10𝛽20 − 𝛼20𝛽10 = 𝛼10𝛽21 − 𝛼11𝛽20 = 𝛼10𝛽21 − 𝛼20𝛽11 = 0 

 Et  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 − (𝛼11𝛽20 + 𝛼20𝛽11) = 0 et  𝛼10𝛽21 + 𝛼21𝛽10 ≠ 0   

3- 𝑓𝜖𝐶µ
𝛾   0, T , Lq  0,1   pour un certain  𝛾𝜖(1- 1

2q
 , 1] et un certain µ𝜖0,

1

2q
) 

4- 𝑢0𝜖w2,q 0,1 , L𝑖 (𝑢) = 0 , 𝑖 = 1,2 

              Alors  104  a une solution unique  

        u𝜖C  0, T , LP  0,1  ∩ C1  0, T , w2,p  0,1 , LP  0,1   

Et pour cette  solution,  on a les estimations suivantes  

 𝑢 𝑡, .   LP  0,1 ≤ C( 𝑢0 w2,p  0 ,1 +  𝑓 C µ
𝛾 ((0,T],LP  0,1 ))         t𝜖 0, T             (105) 

 𝑢′′  𝑡, .   LP  0,1 +  𝑢′  𝑡, .   LP  0,1 ≤ C(t
1

2p
 −1 𝑢0 w2,p  0,1 +

t
1

2p
 −µ−1 𝑓 Cµ

𝛾 ((0,T],LP  0,1 ))                 t𝜖 0, T                                                   (106) 

Démonstration :  

Considérons dans LP  0,1  , 1≤ P < +∞ l’opérateur A défini par  

                     D(A)= 𝑢𝜖w2,p  0,1 ,𝑢𝑖  𝑢 = 0 , 𝑖 = 1,2   
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                      A(u)=𝑎𝑢′′ (𝑥)  

Alors le problème (104) 

                   
𝑢′  𝑡 = A𝑢′ 𝑡 − 𝑓(𝑡)

𝑢 0 = 𝑢0

                       

Où  𝑢 𝑡 = 𝑢 𝑡, .   , 𝑓 𝑡 = 𝑓 𝑡, .    et  𝑢0 = 𝑢0
 ∙   sont des fonctions  à valeurs dans 

l’espace  de Banach LP (0,1). Du théorème (4)il résulte que  

 R λ , A  ≤ c λ 
− 

1
2p    , pour    𝑎𝑟𝑔𝜆 ≤

𝜋

2
   ,  𝜆      + ∞ 

C’est-à -dire que la condition 1 du théorème (11) est vérifiée pour 𝛽 =
1

2p
              

ainsi que les conditions 3 et 4 du théorème (11) sont vérifiées, alors d’après le 

théorème (4) le problème (104) admet une solution unique  

        u𝜖C  0, T , LP  0,1  ∩ C1  0, T , w2,p  0,1 , LP  0,1   

Et on a les estimations  

 𝑢 𝑡, .   LP  0,1 ≤ C( A𝑢0 Lp  0,1 +  𝑢0 Lp  0,1 +  𝑓 C µ
𝛾  0,T ,LP  0,1  )              t𝜖 0, T  

 A𝑢 𝑡 , .   LP  0,1 +  𝑢 𝑡, .   LP  0,1 ≤ C(t
1

2p
 −1 A𝑢0 Lp  0,1 +  𝑢0 Lp  0,1 +

                                                                  t
1

2p
 −µ−1 𝑓 C µ

𝛾 ((0,T],LP  0,1 ))                       t𝜖 0, T   

Où d’après (105) on a 

    𝑢 𝑡, .   LP  0,1 ≤ C( 𝑢0
′′  Lp  0,1 +  𝑢0 Lp  0,1 +  𝑓 C µ

𝛾   0,T ,LP  0,1  )             

                                ≤ C( 𝑢0 w2,p  0,1 +  𝑓 C µ
𝛾 ((0,T],LP  0,1 ))                                t𝜖 0, T              

      Et d’après (106) on a 

 A𝑢 𝑡 , .   LP  0,1 +  𝑢′  𝑡, .   LP  0,1 ≤ C(t
1

2p
 −1 A𝑢0

 
Lp  0,1 +  𝑢0

 
Lp  0,1 +

                                                                  t
1

2p
 −µ−1 𝑓 C µ

𝛾
((0,T],LP  0,1 ))                        t𝜖 0, T  

                                                                 ≤ C(t
1

2p
 −1 A𝑢0 Lp  0,1 +  𝑢0 Lp  0,1 +

                                                                  t
1

2p
 −µ−1 𝑓 C µ

𝛾 ((0,T],LP  0,1 ))                        t𝜖 0, T  

Ainsi le théorème (11)  est démontré. 
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Résumé 

Dans ce travail on a étudié le  problème spectral non local du second ordre suivant 
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𝑑

𝑑𝑥
,𝜆 𝑦 ≡ 𝑦′′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆2𝑦                             0 < 𝑥 < 1

𝑢𝑖 𝑦 ≡  𝛼𝑖𝑗 𝑦
 𝑗  0 + 𝛽𝑖𝑗 𝑦

 𝑗  1 = 0

1

𝑗=0

                1 < 𝑖 < 2

  

On  s’est intéressé en premier lieu à  l’étude de la régularité et la presque régularité 

des conditions aux limites, et on a déterminé dans le cas  𝑞 𝑥 = 0 les conditions pour 

lesquelles ces conditions aux limites soient régulières dans les espaces L∞  0,1    𝑒𝑡    Lp  0,1  ,

1 ≤ P < ∞. 

En outre, on a étudié la presque régularité de ce  problème dans le cas 𝑞 𝑥 ≠ 0.  

Abstract 

In this work we studied the nonlocal spectral problem of second order following : 
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,𝜆 𝑦 ≡ 𝑦′′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆2𝑦                             0 < 𝑥 < 1

𝑢𝑖 𝑦 ≡  𝛼𝑖𝑗 𝑦
 𝑗  0 + 𝛽𝑖𝑗 𝑦

 𝑗  1 = 0

1

𝑗=0

                1 < 𝑖 < 2

  

First we are interested in studying the regularity and almost regularity of boundary 

conditions, and we determined in the case q (x) = 0,  the conditions for which these boundary 

conditions are regular in the spaces  L∞  0,1  and  Lp  0,1 , 1 ≤ p <∞.  

In addition, we studied the almost regularity of this problem in the case q (x) ≠ 0.   

  الملخص

 انتانٍة انثاوٍة اندزجة مه محهٍة انغٍس انطٍفٍة انمشكهة بدزاسة قمىا انعمم هرا فً

 
 
 

 
 L  

𝑑

𝑑𝑥
, 𝜆 𝑦 ≡ 𝑦 ′′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝜆2𝑦                             0 < 𝑥 < 1

𝑢𝑖 𝑦 ≡  𝛼𝑖𝑗 𝑦
 𝑗  0 + 𝛽𝑖𝑗 𝑦

 𝑗  1 = 0

1

𝑗 =0

                1 < 𝑖 < 2

  

= 𝑞 𝑥  حانةوحددوا فً انحدٌة، مه انشسوط يتقسٌبالوتظاو الاوتظاو والا أولا اهتممىا بدزاسة انتً مه  شسوط ال  0

∞L  تكىن  مىتظمة فً انفضاءات أجهها انشسوط انحدٌة  , Lp  0,1      و       0,1  1 ≤ P < ∞  
≠ 𝑞 𝑥 وبالإضافة إنى ذنك ، دزسىا اوتظاو تقسٌبا مه هري انمشكهة فً حانة 0. 

 


