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Introduction :

Le présent mémoire est consacré à l’étude d’une certaine classe de problèmes de

Cauchy mal posés dans un espace de Banach. Il est composé d’une introduction et de

trois chapitres.

On commence tout d’abord au premier chapitre par rappeler les principales notions

utiles tout le long de ce travail à savoir sur les différentes classes de semigroupes et sur

les problèmes mal posés en présentant des exemples concrets de tels problèmes.

Le second chapitre est consacré à l’étude d’un problème de Cauchy abstrait mal posé

dans un espace de Banach. Sous certaines conditions sur le coefficient operatoriel on

approxime le problème par une famille de problèmes bien posés. On montre que les

solutions approximantes convergent vers la solution de notre problème. La méthode

utilisée est celle de quasireversibilité. On note que ce problème a été traité dans [42].

Enfin au dernier chapitre on traite un problème inverse pour une équation differentielle

operationnelle du premier ordre dans un espace de Banach. En se basant sur la méthode

de quasireversibilité on approxime le problème en question par une famille de problèmes

bien posés. On établit de meme des rsultats de convergence de la méthode proposée. On

note aussi que ce problème a été traité dans [29].
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Problèmes bien et mal posés

La formulation mathématique des problèmes qui se posent dans plusieurs domaines

des sciences appliquées se ramène à une équation de la forme :

Ax = y . . . (I )

ou A est un opérateur défini sur un espace métrique E à valeurs dans un autre espace

métrique F .

En 1902 le mathématicien français Jacques Hadamard a défini les conditions à vérifié

par le problème (I ) pour qu’il soit bien posé.

Définition 1 Un problème de type (I ) est dit bien posé s’il vérifie les conditions sui-

vantes :

1) Pour tout élément v ∈ F il existe une solution u ∈ E tel que :

Au = v.
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2) La solution est définie d’une façon unique.

∀u1, u2 ∈ E : Au1 = Au2 =⇒ u1 = u2

3) Le problème est stable sur les espace E et F ; c’est dire qu’une petite perturbation

du second membre y donne une petite perturbation de la solution x. ie( La solution dépend

continûment des données ),C’est à dire :

ku1 − u2 kE −→ 0 quand : kv1 − v2kF −→ 0

Alors si l’une de conditions 1), 2) n’est pas vérifiée, le problème de type (I ) est dit

mal posé.

Exemple 1 Nous cherchons une fonction U (x, t) qui vérifie l’équation de la chaleur, les

conditions aux limites homogènes et la condition finale. Plus exactement considérons le

problème suivant :

½ ∂U
∂t
− ∂2U

∂x2
= 0 · · · dans Ω× [0, T ]

U = 0 sur ∂ Ω× [0, T ] et U (x, T ) = UT (x)
· · · (P )

Où Ω est l’intervalle [0, 1].

En utilisant la méthode de séparation des variables en peut facilement vérifier que les

fonctions :

UK (x, t) = exp
¡
−π2K2t

¢
sin (πKx)

Sont solutions du problème (P ), en effet :

U (x, t) = X (x)T (t) .

⇐⇒ Ut (x, t) = X (x)T
0
(t) et Ux (x, t) = X

0
(x)T (t) .

⇐⇒ Ut (x, t) = X (x)T
0
(t) etUx2 (x, t) = X

00
(x)T (t) .
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Donc :

(P )⇐⇒
½

X (x)T
0
(t) = X

00
(x)T (t) .

X (0)T (t) . = X (1)T (t) . = 0

En utilisant les conditions aux frontieres on a :

Si T (t) = 0 alors U (x, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ], contradiction car :

U (x, T ) = UT (x) 6= 0 =⇒ X (0) = 0

De la même manière en trouve que :

X (1) = 0

C’est à dire :

(P )⇐⇒
½
X (x)T

0
(t) = X

00
(x)T (t) . · · · dans Ω× [0, T ]

X (0) . = X (1) . = 0 · · · sur ∂ Ω× [0, T ]

Donc :

X (x)T
0
(t) = X

00
(x)T (t)⇐⇒ X

00
(x)

X (x)
=

T
0
(t)

T (t)
= λ( λ constante)

I) Pour :
X

00
(x)

X (x)
= λ⇐⇒

½
X

00
(x)− λX (x) = 0

X (0) . = X (1) . = 0

Si : λ = 0

=⇒ X
00
(x) = 0 =⇒ X (x) = ax+ b

Et comme X (0) = X (1) = 0

=⇒ b = 0 et a = 0 =⇒ X (x) . = 0
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Rejetté, car

U (x, T ) = UT (x) 6= 0

Si : λ 6= 0

Pour : λ > 0 on suppose que λ = γ2, donc :

X
00
(x)− γ2X (x) = 0 =⇒ r2 = −γ2 = i2γ2 = (iγ)2

D’ou :

r = ∓iγetX (x) = A exp (iγx) +B exp (−iγx) .

En posant : γ = α+ i β on trouve que :

X (x) = A exp {i (α+ iβ)x}+B exp {−i (α+ iβ)x}

⇐⇒ X (x) = A exp {iαx} exp {−βx}+B exp {βx} exp {−iαx}

Par les conditions aux limites on a :

X (0) = 0 =⇒ A+B = 0 =⇒ A = −B . . . (1)

X (1) = 0 =⇒ A exp {iα} exp {−β}−A exp {β} exp {−iα} = 0

=⇒ A (exp {iγ}− exp {−iγ}) = 0

A = −B donc :

A (exp {iγ}− exp {−iγ}) = A exp {iγ}+B exp {−iγ} = 0 · · · (2)

(2)⇐⇒ A = 0 ou exp {iγ}− exp {−iγ} = 0. Donc A = 0 rejeté.

exp {iγ}− exp {−iγ} = 0⇐⇒ γ = −γ contradiction.
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Pour chercher les solutions non triviales on pose que :

det (1, 2) =

¯̄̄̄
¯̄ 1 1

exp {iγ} exp {−iγ}

¯̄̄̄
¯̄ = 0.

Et on pose que : γ = α+ i β donc :

exp {iα} exp {−β}+ exp {β} exp {−iα} = 0

⇐⇒ (exp {−β}− exp {β}) cosα = 0 et (exp {−β}+ exp {β}) sinα = 0

Pour :

(exp {−β}+ exp {β}) sinα = 0 =⇒ α = Kπ,K ∈ Z∗

D’ou :

(exp {−β}− exp {β}) cosKπ =⇒ β = 0

⇐⇒ γ = α

Comme :

(α = Kπet λ = −γ2) =⇒ λ = −K2π2

⇐⇒ X (x) = B sin (Kπx)

2) Pour : T
0
(t)

T (t)
= λ, On a :

λ = −K2π2 =⇒ T (t) = C exp
©
−K2π2t

ª
Finalement :

UK (x, t) = X (x)T (t) . = CKπx exp
©
−K2π2t

ª
Les fonctions UK (x, t) vérifient l’équation, les conditions aux limites et les donnés
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initiales : UK (x, 0) = sin (Kπx), et on a :

kUK (x, t)kC 0 = sup
Ω×[0,T ]

£
sin (Kπx) exp

©
−K2π2t

ª¤
= 1.

Et :

kUK (x, t)kL2 =
µZ 1

0

|sin (Kπx)|2 dx
¶ 1

2

Comme :

sin2 α =
1− cos 2α

2
et

Z π

0

sin2 αdx =

Z π

0

1

2
dx− 1

2

Z π

0

cos 2αdx =
π

2

=⇒ kUK (x, t)kL2 =
µ
1

2

¶1
2

Par les donnés finales on a :

kUK (x, t)kC0 = sup
Ω×[0,T ]

£
sin (Kπx) exp

©
−K2π2t

ª¤
= 1 exp

©
−K2π2T

ª

kUK (x, t)kH(m) =
Ã

mX
K=0

°°∂UK (x, T )
°°
2

!1
2

= exp
©
−K2π2T

ªÃµZ 1

0

¯̄̄
sin (Kπx)(0)

¯̄̄2
dx

¶ 1
2

+ . . .+

µZ 1

0

¯̄
(sin (Kπx))(m)

¯̄2
dx

¶1
2

! 1
2

= exp
©
−K2π2T

ª"1 + (Kπ)2 + . . .+ (Kπ)2

2

# 1
2

Si on définit AU0 = UT , alors l’estimation : kU0k ≤ C kUTk est impossible quand X,Y

sont des espaces fonctionnelles classiques. Les norme de UTK tant vers à zéro quand les

normes de U0K sont plus grand que 1
2
, alors le problème (P ) est instable, d’ou ce problème

est mal posé.

Exemple 2 La différentiation et l’intégration sont deux problèmes inverses l’un de
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l’autre, il est plus habituel de penser a la différentiation comme problème direct, et a

l’intégration comme problème inverse. En fait, l’intégration possède de bonnes propriétés

mathématiques qui conduisent a la considérer comme le problème direct. Et la différen-

tiation est un problème mal posé, comme nous allons le voir. Considérons l’espace de

Hilbert L2(Ω), et l’opérateur intégral A défini par :

Af (x) =

Z x

0

f (t)dt.

Il est facile de voir directement que A ∈ L2([0, 1]).

Cet opérateur est injectif par contre son image est le sous espace vectoriel :

ImA =
©
f ∈ H 1 ([0, 1]) , u(0) = 0

ª
Ou H 1 ([0, 1]) est l’espace de Sobolev.

En effet :

Oa l’équation

Af = g

⇐⇒ f (x) = g (x) et g (0) = 0

L’image de A n’est pas continu sur L2([0, 1]), (elle l’est dans H 1 ([0, 1])).

En conséquence l’inverse de A n’est pas continu sur L2([0, 1]) comme le montre

l’exemple suivant :

Considérons une fonction f ∈ C1 ([0, 1]), et n ∈ N soit

fn (x) = f (x) +
1

n
sin
¡
n2x

¢
.

Alors :

f 0
n (x) = f 0 (x) + n cos

¡
n2x

¢
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Un simple calcul montre que :

kf − fnk2 =
1

n

µ
1

2
− 1

4n
sin
¡
2n2
¢
.
¶1

2

= 0

µ
1

n

¶
.

Alors :

kf 0 − f 0
nk2 = n

µ
1

2
+
1

4n
sin
¡
2n2
¢¶ 1

2

= 0 (n) .

Ainsi la différence entre f et fn peut être arbitrairement grande.

Alors même la différence entre f et f 0arbitrairement petite, l’opérateur de dérivation

( l’inverse de A) n’est pas continu.

D’ou la différentiation est un problème mal posé.

Exemple 3 Notons par D = (−π, π) × (−π, π), Ω = D × [0, T ] et Γd = ΓF + ΓB, ou

ΓB = ∂D × [0, T ], ΓF = D × {T}.

Aussi on note par x
0
= (x1, x2) et x = (x1, x2, t). Pour n ∈ N, la solution du problème :

½ ∂U
∂t
= ∂2U

∂x21
+ ∂2U

∂x22
, x ∈ Ω

U (x) = 0, x ∈ ΓB

U (x) = exp (−2n2T ) sin (nx1) sin (nx2) , x ∈ ΓF

Est donnée par :

U (n) (x) = exp
¡
−2n2T

¢
sin (nx1) sin (nx2) .

On choisit dans L2 les deux normes suivantes :

kUkL2(Ω) =

µZ
Ω

U 2 (x) dx

¶ 1
2

, kUkL2(ΓF ) 0

=

µZ
D

U 2
³
x
0
, T
´
dx

0
¶ 1

2

.
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Alors on obtient :

°°U (n) (x)
°° = Z

Ω

¡
exp

¡
−2n2T

¢
sin (nx1) sin (nx2)

¢2
dx

=

Z T

0

exp 4n2 (T − t) dx

Z
D

¡
exp

¡
−2n2T

¢
sin (nx1) sin (nx2)

¢2
dx0

=
1

4n2
¡
exp 4n2T − 1

¢ °°°U (n)
F (x)

°°°2
L2(ΓF )

Puisque pour tout C > 0, il existe n ∈ N tel que :

1

2n

p
(exp 4n2T − 1) > C

Alors, on trouve que l’inégalité :

°°U (n)
°°2
L2(Ω)

>
°°°U (n)

F

°°°2
L2(ΓF )

Est vérifiée pour chaque C > 0. Cela veut dire que la solution ne dépend pas continû-

ment de la donnée finale.

D’ou le problème est mal posé.

Remarque 1 Dans le cas de dimension finie par exemple si A : Rn −→ Rn, A est une

matrice(n× n) alors :

½
Ax = y

bien posé
⇐⇒

½ A−1existe

detA 6= 0

Ax = 0⇐⇒ x = 0

Dans la suite, nous noterons par X un espace de Banach sur le corps des nombres

complexes C est par B (X) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans X.

Nous désignerons par I l’unité de B (X). Pour un opérateur A linéaire tel que :

A : D (A) ⊂ X −→ X nous noterons par :
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kerA = {x ∈ D (A) \Ax = 0}

Le noyau de A, où D (A) est le domaine de A.

ImA = {Ax \ x ∈ D (A)}

L’image de A. Et pour tout n ∈ N, nous définissons :

An : D (An) −→ X

Où :

D (An) =
©
x ∈ D

¡
An−1¢ \An−1x ∈ D (A)

ª
Et :

A0 = I,A1 = A, . . . , An = A
¡
An−1¢

Définition 2 L’ensemble :

ρ (A) =
©
λ ∈ C \ (λI −A)−1 éxiste

ª

S’appelle l’ensemble résolvant de A ∈ B (X).

L’ensemble :

σ (A) = C− ρ (A)

S’appelle le spectre de A ∈ B (X).

Définition 3 L’application :

R (.;A) : ρ (A) −→ B (X) .
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R (λ.;A) = (λI −A)−1

S’appelle la résolvante de A.

Proposition 1 La résolvante d’un opérateur linéaire A ∈ B (X), a les propriétés sui-

vantes :

i) si λ, μ ∈ ρ (A), alors :

R (λ.;A)−R (μ.;A) = (λ− μ)R (λ.;A)R (μ.;A)

ii) R (.;A) est une application analytique sur ρ (A).

1.2 Les semi groupes fortement continus

Définition 4 Dans un espace de Banach X, une famille d’opérateurs linéaires bornés

T (t) tel que : T (t) : X −→ X et dépend du paramètre t ≥ 0, forme un semi-groupe

fortement continu a l’origine si :

1)T (0) = IX, où IX est l’opérateur identique de X dans X.

2) T (t1 + t2) = T (t1)T (t2)∀t1, t2 ∈ [0,+∞[.

3) kT (t)x− xkX −→ 0 quand : t −→ 0+, ∀x ∈ X.

Définition 5 Soit T (t) un semi-groupe, on dit que T (t) est un semi-groupe fortement

continus si :

kT (t+ s) x− T (s)xkX −→ 0 quand : t −→ 0, ∀x ∈ X et s ∈ [0,+∞[.

Lemme 1 Soit T (t) un semi-groupe fortement continus alors il existe un constante

M ≥ 1 et ω ∈ R tel que :

kT (t)k ≤M exp {ωt} , ∀t ∈ [0,+∞[ .

13



Lemme 2 Si T (t) un semi-groupe fortement continu a l’origine et admet un majora-

tion : kT (t)k ≤M exp {ωt}, ∀t ∈ [0,+∞[, a’lors T (t) estfortement continu.

Définition 6 Le nombre

ω0 = {ω ∈ R : ∃M ∈ R+tel que : kT (t)k ≤M exp {ωt} , ∀t ∈ [0,+∞[ .}

Est applé type de semi-groupe.

Le cas de ω = 0 (kT (t)k ≤M). T (t) est un semi-groupe borné.

Le cas de ω = 0 et M = 1 (kT (t)k ≤ 1) T (t) est un semi-groupe de contraction.

Définition 7 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu

{T (t)}t ≥0, l’opérateur linéaire :

A : X −→ X, où D (A) =

½
x tel que lim

t−→0

T (t)x− x

t
, existe

¾

Ax = lim
t−→0

T (t)x− x

t
.

Théorème 1 ( Hille-Yosida). Un opérateur linéaire : A : D (A) ⊂ X −→ X est le

générateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu {T (t)}t ≥0, si et seulement

si :

1) A est un opérateur linéaire fermé et D (A) = X.

2) {Reλ > ω} ⊂ ρ (A)Il existe deux constante M ≥ 1 et ω ∈ R+tel que :

°°(A− λI)−1
°° ≤ M

(Reλ−')n
,∀n ∈ N.
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1.3 Les semi-groupes fortement continus différentiables

Définition 8 On dit que {T (t)}t ≥0 est un semi-groupe fortement continu différentiable

si l’application :

[0,+∞[ 3 t −→ T (t) x.

Tel que : T (t)x ∈ X où B (X), est différentiable quelque soit x ∈ X.

Définition 9 On dit que l’application : t −→ T (t)x est différentiable si :

lim
t−→s

T (t)x− T (s)x

t − s
éxiste où lim

h−→0

T (t + h)x− T (s)x

h
éxiste.

Théorème 2 Soit {T (t)}t ≥0 un semi-groupe fortement continus et A son générateur

infinitésimal, alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) {T (t)}t ≥0 est un semi-groupe fortement continus diffèrentiable.

ii) Im {T (t)} ⊂ D (A),∀t ∈ [0,+∞[.

Proposition 2 Soit {T (t)}t ≥0un semi-groupe fortement continu différentiable, alors

l’application : [0,+∞[ 3 t −→ T (t)x tel que : T (t)x ∈ (X où B (X)), est continue pour

la topologie de la convergence uniforme.

Théorème 3 Soient {T (t)}t ≥0un semi-groupe fortement continu différentiable, et A

son générateur infinitésimal alors :

i) Pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ X, on a T (t)x ∈ D (An) et :

AnT (t)x =

∙
AT

µ
t

n

¶¸n
x,∀t ∈ [0,+∞[ .

ii) pour tout n ∈ N∗ l’application : [0,+∞[ 3 t −→ T (t)(n) ∈ B (X) est n fois

différentiable pour la topologie de la convergence uniforme.

En plus :

T (t)(n) =
dn

dtn
T (t) = AnT (t) ∈ B (X)

Et cette application est continue pour la topologie de la convergence uniforme.

15



1.4 Les semi-groupes fortement continus analytiques

Par la suite nous remplaçons l’intervalle [0,+∞[ par une région du plan complexe,

sans abandonné les propriétés de semi-groupe fortement continus.

Nous désignerons par∆ l’ensemble : {z ∈ C \ Re z > 0 et Φ1 < arg z < Φ2 ,Φ1 < 0 < Φ2 }.

Définition 10 On appelle semi-groupe fortement continus analytique une famille {T (z)}z ∈∆
tel que {T (z)}z ∈∆ ⊂ B (X) vérifiant les propriétés suivantes :

1) T (0) = I.

2) T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) ∀z1, z2 ∈ ∆.

3) lim
z−→0

T (z)x− x = 0, ∀x ∈ X, z ∈ ∆.

4) L’application : ∆ 3 z −→ T (z) ∈ B (X), est analytique dans le secteur ∆.

Définition 11 On dit que l’application : ∆ 3 z −→ T (z) ∈ B (X), est analytique dans

le secteur ∆, si : l’application : ∆ 3 z −→ T (z) ∈ B (X), est continûment différentiable

au voisinage de z , quelque soit z ∈ ∆.

C’est à dire : lim
z−→z0

T (z1)−T (z2)
z−z0 existe.

Théorème 4 Soit {T (t)}t ≥0 un semi-groupe fortement continu, et A son générateur

infinitésimal tel que 0 ∈ ρ (A), les propositions suivantes sont équivalentes.

1) ∃δ > 0, tel que {T (t)}t ≥0 peut être étendu en un semi-groupe fortement continu

analytique dans le secteur : ∆δ = {z ∈ C \ (Re z > 0) , |arg z| < δ}.

Et {T (t)}t ≥0est uniformément borné dans ∆δ
0 ⊂ ∆δ,

³
δ
0
< δ
´
.

2) il existe un constante M , tel que : pour ∀σ > 0 et μ 6= 0, λ = σ + iμ.

On a : kR (λ,A)k ≤ M
|μ| .

3) ∃δ,
¡
0 < δ < π

2

¢
et M > 0 tel que :

ρ (A) ⊃ Σδ =
n
λ ∈ C, |arg z| < δ +

π

2

o
∪ {0}

et :

kR (λ,A)k ≤ M

|λ| , ∀λ ∈ Σδ, λ 6= 0.
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4) {T (t)}t ≥0est un semi-groupe fortement continu différentiable ∀t > 0et ∃c > 0 tel

que :

kAT (t)k ≤ c

t
.

Définition 12 Soit α,
¡
0 < α ≤ π

2

¢
et un semi-groupe fortement continu {T (t)}t ≥0 qui

admet un prolongement analytique dans
P

α et satisfait :

lim
t−→0

T (t)x− x = 0, ∀x ∈ X et t ∈
P

β te que : β ∈ (0, α), alors {T (t)}t ∈ β
est dit

semi-groupe fortement continus analytique d’angle α. Son générateur infinitésimal est le

générateur de {T (t)}t ≥0. De plus le semi-groupe analytique d’angle α est dit borné si :

Pour chaque β ∈ (0, α), il existe Mβ > 0 tel que : kT (t)k ≤Mβ ∀t ∈
P

β.

Définition 13 Si A le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle α, alors pour

chaque β ∈ (0, α) il existe ω ∈ R tel que : (A− ω) est le générateur d’un semi-groupe

analytique borné d’angle β.

Lemme 3 Soit
¡
0 < α ≤ π

2

¢
les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B le générateur d’un semi-groupe analytique borné d’angle α.

b)
P

α+π
2
⊂ ρ (B), et pour chaque β ∈ (0, α), il existe Mβ > 0, tel que :

kR (λ,B)k ≤ Mβ

|λ| pour λ ∈
P

β+π
2
.

c) Pour tout β ∈ (0, α), il existe Mβ > 0 tel que : exp {i θ}B est le générateur d’un

semi-groupe fortement continu {Sθ (t)}t≥0 satisfaisant : kSθ (t)k ≤ Mβ, pour t ≥ 0, et

θ ∈ (0, β).

Théorème 5 Soit −A le générateur d’un semi-groupe analytique {S (t)} borné d’angle

α,
¡
0 < α ≤ π

2

¢
et soit 0 ∈ ρ (S (t)), alors : −Ab est le générateur d’un semi-groupe

analytique borné d’angle π
2
−
¡
π
2
− α

¢
b ou b ∈

¡
1, π

π−2α
¢
, et on a aussi

¡
A− εAb

¢
est

le générateur d’un semi-groupe analytique{Vε (t)}t≥0 d’angle β ∈
¡
0, π

2
−
¡
π
2
− α

¢
b
¢
tel

que :

kVε (t)k ≤M exp

½
C

1
1−b
ε t

¾
∀t ≥ 0.
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Chapitre 2

Régularisation d’un problème de

Cauchy mal-posé dans un espace de

Banach

2.1 Introduction

Soit A un opérateur non borné dans un espace de Banach X, et soit −A le générateur

d’un semi groupe analytique d’angle π
4
≤ α ≤ π

2
dans ce chapitre nous considérons

le problème de Cauchy suivant :

½
U

0
(t) = AU (t) , 0 < t ≤ T

U (0) = x
(2.1)

On note que ce problème a été traité dans [42].

Définition 14 Une fonction continue U (t) (0 ≤ t ≤ T ) est dite solution du problème

2.1 si pour : 0 ≤ t ≤ T,U (t) est continûment différentiable et ses valeurs appartiennent

au domaine de A et 2.1 est satisfaite.

Lemme 4 Soit un semi-groupe fortement continue, si quelque soit t > 0 , T (t)−1existe et

il est borné,alors S (t) = T (t)−1 est un semi-groupe fortement continue où son générateur
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infinitésimal est −A.

En plus si :

U (t) =

½
T (t) , pour t ≥ 0
T (−t)−1 , pour t ≤ 0

Alors : U (t) est un groupe fortement continue.

Preuve. Nous montrons que S(t) est un semi-groupe fortement continue.

S(t+ s) = [T (t+ s)]−1 = [T (t)T (s)]−1 = T (s)−1T (t)−1

D’ou :

S(t+ s) = S(s)S(t).

Maintenant, nous montrons la continuité forte de S(t), pour s > 0 alors ImT (s) ⊂

X. Soit x ∈ X et soit s > 1.

Alors : ∃y ∈ X tel que : T (s) y = x. Pour t < 1 nous avons alors :

°°T (t)−1x− x
°° = °°T (t)−1T (t)T (s− t)y − T (s) y

°°
= kT (s− t)y − T (s) yk→ 0, quand t→ 0.

Donc S (t) est fortement continue.

Finalement, pour x ∈ D (A) nous avons :

lim
t −→0

T (t)−1x− x

t
= lim

t −→0
T (t)

T (t)−1x− x

t
= −Ax.

Donc −Aest le générateur infinitésimal de T (t)−1.

Théorème 6 Soit (T (t))t ≥0 un semi-groupe fortement continue. Si 0 ∈ ρ (T (t0)) pour

un certain t0 > 0, aors 0 ∈ ρ (T (t)) pour tout t > 0et T (t) peut être étendu en un

C0groupe ( groupe fortement continue ).

Preuve. D’après le lemme (4) il suffit de montrer que 0 ∈ ρ (T (t)), ∀t > 0.

Comme 0 ∈ ρ (T (t0)) alors : [T (t0)]
n = T (nt0) est bijective , quelque soit n ≥ 1.
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Soit : T (t)x = 0 ; choisissons n tel que : nt0 > t . Nous avons :

T (nt0)x = T (nt0 − t)T (t)x = 0⇒ x = 0.

Donc T (t) est bijective pour tout t > 0.

Maintenant nous montrons que :

ImT (t) = X,∀t > 0.

Ceci est vraie pour t ≤ t0 puisque d’après les propriétés de semi-groupe :

ImT (t) ⊃ ImT (t0) , pour t ≤ t0.

Pour t > t0, soit t = kt0 + t1 ; avec 0 ≤ t1 < t0. Alors :

T (t) = [T (t0)]
k T (t1)

Donc :

ImT (t) = X.

D’ou T (t) est bijective et ImT (t) = X pour tout t > 0, d’aprés le théorème du graphe

fermé 0 ∈ ρ (T (t)) pour tout t > 0.

Proposition 3 Soit −A le générateur d’un semi-groupe analytique (S (t)) et soit

0 ∈ ρ (S (t0)) Pour certains t0 > 0. Alors A ∈ B (X).

Preuve. On peut supposer sans perte de généralité que −A est le générateur d’un

semi-groupe analytique borné d’angle α pour un certain α ∈
¡
0, π

2

¤
, autrement nous

considérons le semi-groupe analytique {eωtS (t)} de générateur(ω −A) pour un certain

ω ∈ R.

D’après le théorème (6) on a :
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0 ∈ ρ (S (t0)) =⇒ 0 ∈ ρ (S (t)) ,∀t ≥ 0

Donc :

0 ∈ ρ
©
eωtS (t)

ª
On a d’après le théorème (1.6.5) dans [35], si (ω −A) est le générateur d’un semi-

groupe analytique d’angle β∈ (0, α), alors A est un générateur d’un C0-semi-groupe, et

d’après le théorème de Hille-Yosida on a :

∃M,ω
0 ≥ 0 :

n
λ ∈ C : Reλ > ω

0
o
⊂ ρ (A)

et kR (λ,A)k ≤ M

Reλ− ω0 siReλ > ω
0
.

Comme A génère un C0-semi-groupe S (t)
−1, et d’après le lemme (4), S (t)−1borné,

alors on peut l’étendre a un semi-groupe analytique.

Et comme−A est le générateur d’un semi-groupe analytique (S (t)) d’angle α ∈
¡
0, π

2

¢
alors A est le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle β ∈

¡
π
2
− α, π

2

¢
⊂
¡
0, π

2

¢
.

Alors il existe une constante Mβ > 0 tel que :

kR (λ,A)k ≤ Mβ

|λ| ,Reλ > 2ω
0
, |arg λ| ≤ β.

Et d’aprés le lemme (3) on a :

½
1)
©
λ ∈ C : |arg λ| ≥ π

2
− α

ª
⊂ ρ (A)

2)∃Mβ > 0; kR (λ,A)k ≤ Mβ

|λ| , |arg λ| ≥ β

Où la constante Mβ peut être remplacée par une autre plus grande si nécessaire,

donc :

kR (λ,A)k ≤ Mβ

|λ| , |λ| > 2ω
0
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Et d’après la proposition (3) ([36] page 63) on obtient A ∈ B (X).

Il n’est pas difficile de montrer que : S (t) U (t) = x , Si −A le générateur d’un semi

groupe analytique d’angle α
¡
π
4
≤ α ≤ π

2

¢
, le problème de Cauchy 2.2 est bien posé.

½
V

0
(t) = −AV (t) ,0 ≤ t < T

V (0) = y
(2.2)

En note par {S (t)}t≥0 le semi groupe engendré par −A, donc il est une solution V (t)

pour le problème 2.2,∀y ∈ X tel que :

V (t) = S (t) y, 0 ≤ t < T.

Et d’après le problème 2.1 et par un changement de variable t = (T − t) on trouve :

½
U

0
(T − t) = −AU (T − t) ,0 < t ≤ T

U (T ) = y
(2.3)

D’ou : si U (t ) est une solution de problème 2.1, alors U (T − t) est une solution de

problème 2.2, donc :

U (T − t) = S (t) y = S (t)U (T )

Pour t = T on a :

U (0) = U (T − T ) = S (T ) y = S (T )U (T ) = x,

Ainsi :

S (T )U (T ) = x

Donc par le changement de variable t = (T − t), et d’après 2.3 et 2.2 l’opérateur A

génère le semi groupe S (T − t) où U (T ) = y.

D’ou :

U (t) = S (T − t)U (T )
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S (t)U (t) = S (t)S (T − t)U (T ) = S (t)S (−t)S (T )U (T )

S (t)U (t) = S (T )U (T ) = x

U (t) = S (t)−1 x, (t ≥ 0)

D’après (lemme (4) et proposition(3)) S (t)−1n’est pas une famille d’opérateurs li-

néaires bornés, donc 2.1 n’est pas stable. Le problème 2.1 peut alors conduire au problème

général mal posé qui a été présenté par Tikhonov, où −A est le générateur infinitésimal

d’un semi groupe analytique {S (t)} d’angle α,
¡
π
4
< α ≤ π

2

¢
et 0 ∈ ρ (A).

Théorème 7 Soit −A le générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique d’angle

α;
¡
0 < α < π

2

¢
alors il existe une famille d’opérateurs régularisent pour le problème 2.1.

Pour cela on introduit le problème de Cauchy bien posé suivant :

½
U 0
ε (t) =

¡
A (I + εA)−1 −A

¢
Uε (t) ,0 < t ≤ T

Uε (0) = x
(2.4)

On montre par la suite qu’on peut construire une famille d’opérateurs régularisants

a l’aide de la solution du problème de Cauchy bien posé 2.4. Dans ce but nous montrons

tout d’abord que l’opérateur : A (I + εA)−1−A génère un semi groupe analytique borné

{Eε (t)} si S (t) est borné et 0 ∈ ρ (A), en outre on montre qu’il existe un constante

positive M indépendante de ε tel que :

kEε (t)k ≤M ,∀ t ≥ 0

2.2 Génération de semi groupe

Proposition 4 Soit −A le générateur d’un semi groupe analytique borné S (t)

d’angle α ,
¡
π
4
≤ α < π

2

¢
et 0 ∈ ρ (A).
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Alors : l’opérateur (A (I + εA)−1 −A ) est le générateur d’un semi groupe

analytique borné {Eε (t)}t≥0 et il existe une constante positive M indépendante de ε

telle que :

kEε (t)k ≤M ,∀ t ≥ 0

Preuve. On pose que Jε = (I + εA)−1 et Aε = A Jε . De l’identité :

Aε = εε−1AJε

= ε−1 (I − εA− I)Jε

= ε−1 ((I + εA)Jε − Jε)

= ε−1
¡
J−1ε Jε − Jε

¢
= ε−1 (I − Jε)

Comme Jε est borné, il s’ensuit que Aε est borné.

Nous pouvons définir un C0 semi groupe d’opérateurs linéaires par :

Sε (t) = exp {−tAε} , −∞ < t < +∞.

Ou nous utilisons la série pour pouvoir définir la fonction exponentielle. D’après le

théorème (7.9.5)dans Dunford-Schwartz [[7].P.602] on a :

σ (Aε) =
©
μ (1 + εμ)−1 , μ ∈ σ (A)

ª
∪
½
1

ε

¾

D’après ce théorème si on pose

f (A) = Aε = AJε = A (I + εA)−1
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On a :

σ (f (A)) = f (σ (A)) = {f (λ) , λ ∈ σ (A)}

=
©
λ (1 + ελ)−1 , λ ∈ σ (A)

ª
Et on remarque que si λ −→ +∞ on trouve que :

λ (1 + ελ) −→ 1

ε

D’ou :

σ (Aε) =
©
μ (1 + εμ)−1 , μ ∈ σ (A)

ª
∪
½
1

ε

¾
Et alors : X

2α

⊂ ρ (−Aε)

Pour λ ∈
P

2α nous avons

kR (λ,−Aε)k =
°°(λI +Aε)

−1°°
=
°°°¡λI +A (I + εA)−1

¢−1°°°
=
°°(I + εA) (λ (I + εA) +A)−1

°°
25



=
°°(I + εA) (λI + ελA+A)−1

°°
=
°°(I + εA) (λI + (1 + ελ)A)−1

°°
=

°°°° 1

1 + ελ
((1 + ελ) + ε (1 + ελ)A) (λI + (1 + ελ)A)−1

°°°°
=

°°°° 1

1 + ελ

¡
(λI + (1 + ελ)A)−1 + ε

¢°°°°
=

°°°° 1

1 + ελ
(λI + (1 + ελ)A)−1 +

ε

1 + ελ

°°°°
=

°°°°(λI + (1 + ελ)A)−1 − ελ+ 1− 1
1 + ελ

(λI + (1 + ελ)A)−1
ε

1 + ελ

°°°°
=

°°°°(λI + (1 + ελ)A)−1 +
ε

1 + ελ

¡
I + λ (λI + (1 + ελ)A)−1

¢°°°°
=
°°ε (1 + ελ)−1 I + (1 + ελ)−1 (λI + (1 + ελ)A)−1

°°
≤ ε

|1 + ελ| +
M

|λ| |1 + ελ|

≤ M

|λ|

Car Jε est borné, et (λI +Aε)
−1est borné, d’ou : (λI + (1 + ελ)A)−1est borné.

Par conséquent, il existe une constante M1 positive indépendant de ε tel que :

kSε (t)k ≤M1,∀t ≥ 0

Où {Sε (t)} est le semi groupe engendré par Aε.

Donc Aε est un générateur d’un C0 semi groupe {Sε (t)} borné ; Il n’est pas difficile

de montrer que : (I +A) D (A2) est dense dans X , et on remarque que Aε se rapproche

de A sur D (A2).
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Et pour ε assez petit nous avons par le théorème d’approximation de semi groupe

limε−→0Sε (t)x = S (t)x,∀x ∈ X.

Théorème 8 Pour chaque ε > 0, soit Eε (t) = S (t)Sε (−t) ∀ t ≥ 0 ; alors Eε (t) est

un semi groupe analytique dans X, et (Aε −A) est son générateur, en plus il existe une

constante positive M indépendante de ε telle que :

kEε (t)k ≤M, ∀t ≥ 0.

Preuve. Comme dans la preuve de lemme (1) dans Showalter [36], Eε (t) est un semi

groupe dans X et (Aε −A) est son générateur. Puisque Aε est borné et −A génère un

semi groupe analytique alors Eε (t) est un semi groupe analytique par Le théorème de

perturbation et de l’unicité du semi groupe.

Nous considérons d’abord le spectre de (Aε −A), pour λ ∈ C nous avons :

(λI − (Aε −A))x = (λI −Aε +A)x

=
¡
λI − ε−1 (i.− Jε) +A

¢
x

=
¡
λI − ε−1I + ε−1Jε +A

¢
x

=
¡
λI − ε−1I + ε−1 (I + εA)−1 +A

¢
x

=
£¡
λI − ε−1I +A

¢
(I + εA) + ε−1

¤
(I + εA)−1 x

=
¡
λI + λεA− ε−1I −A+A+ εA2 + ε−1

¢
(I + εA)−1 x

=
¡
λI + λεA+ εA2

¢
(I + εA)−1 x,∀x ∈ D (A)

Donc pour λ ∈ ρ (Aε −A) il faut que (λI −Aε +A)−1 existe, qui implique que
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(λI + λεA+ εA2)
−1 existe, d’ou (λI + λεA+ εA2) 6= 0.

Pour (λI + λεA+ εA2) = 0 en calcule 4 = (λε)2 − 4λε.

Donc 4 > 0 implique que (λε)2 − 4λε > 0 ⇔ λε > 4.

On note par Λ =
√
4 =

p
ε2λ2 − 4ελ.

Dans le cas 4 > 0, il existe deux racines K1, K2 tel que :

K1 =
−λε−

√
4

2ε
= −λε−Λ

2ε
. et K2 =

−λε+
√
4

2ε
= −λε+Λ

2ε
.

D’ou :

(λI −Aε +A)−1 = (I + εA)
¡
λI + λεA+ εA2

¢−1
= (I + εA) [ε (A−K1) (A−K2)]

−1

= (I + εA)

Ã
ε−1

µ
A+

λε− Λ

2ε

¶−1µ
A+

λε+ Λ

2ε

¶−1!

=

µ
i+ εA+

λε− Λ

2
− λε− Λ

2

¶µ
εA+

λε− Λ

2

¶−1µ
A+

λε+ Λ

2ε

¶−1

=

Ã
I +

µ
I − λε− Λ

2

¶µ
εA+

λε− Λ

2

¶−1!µ
A+

λε+ Λ

2ε

¶−1

=

½¡
A+ λε−Λ

2ε
I
¢−1

+
¡
I − λε−Λ

2

¢ ¡
εA+ λε−Λ

2
I
¢−1 ¡

A+ λε+Λ
2ε

¢−1
, Imλ ≥ 0¡

A− λε−Λ
2ε

I
¢−1

+
¡
I − λε+Λ

2

¢ ¡
εA+ λε−Λ

2
I
¢
A+ λε−Λ

2ε
, Imλ < 0

D’ou (λI −Aε +A)−1 existe comme un opérateur borné si et seulement si
λε±Λ
2ε
∈ ρ (A) ce qui implique :

σ (Aε −A) ⊂
©
−ελ2 (1 + ελ)−1 , λ ∈ σ (A)

ª
= G -voir figure 1-

On pose λ = exp
©
± i

¡
π
2
− α

¢ª
, on voit que les équations paramétriques de la

courbe Γ se présentent comme suit :

Soit f (λ) = −ελ2 (1 + ελ)−1ou λ = r exp
©
i
¡
π
2
− α

¢ª
tel que r = |λ|, alors :

f (λ) =
−εr2

¡
cos 2

¡
π
2
− α

¢
+ i sin 2

¡
π
2
− α

¢¢¡
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢¢
+ i εr sin

¡
π
2
− α

¢
Nous cherchons la forme algébrique de f (λ) , c t a d : nous cherchons u, v
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tel que :

f (λ) = u+ iv

=
−εr2

¡
cos 2

¡
π
2
− α

¢
+ i sin 2

¡
π
2
− α

¢¢ ¡
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢¢
− i εr sin

¡
π
2
− α

¢¡
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢¢
2 + ε2r2 sin2

¡
π
2
− α

¢
=
−εr2

£
cos 2

¡
π
2
− α

¢ ¡
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢¢
+ sin 2

¡
π
2
− α

¢
sin
¡
π
2
− α

¢
εr
¤

1 + εr cos
¡
π
2
− α

¢
+ ε2r2 cos2

¡
π
2
− α

¢
+ ε2r2 sin2

¡
π
2
− α

¢
−i

εr2
£
sin 2

¡
π
2
− α

¢ ¡
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢¢
+ εr sin

¡
π
2
− α

¢
cos 2

¡
π
2
− α

¢¤
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢
+ ε2r2 cos2

¡
π
2
− α

¢
+ ε2r2 sin2

¡
π
2
− α

¢

=
−εr2

¡
cos 2

¡
π
2
− α

¢
+ εr cos

¡
π
2
− α

¢¢
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢
+ ε2r2

+i
− εr2

¡
sin 2

¡
π
2
− α

¢
+ εr sin

¡
π
2
− α

¢¢
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢
+ ε2r2

. · · · (1)

De la même façon pour λ = r exp
©
− i

¡
π
2
− α

¢ª
on trouve :

f (λ) =
−εr2

¡
cos 2

¡
π
2
− α

¢
+ εr cos

¡
π
2
− α

¢¢
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢
+ ε2r2

+i
εr2
¡
sin 2

¡
π
2
− α

¢
+ εr sin

¡
π
2
− α

¢¢
1 + εr cos

¡
π
2
− α

¢
+ ε2r2

. · · · (2)

De (1) et (2) en peut écrire :

Γ :

½u =
−εr2(cos 2(π2−α) + εr cos(π2−α))

1+εr cos(π2−α) + ε2r2

v = ± εr2(sin 2(π2−α) + εr sin(π2−α))
1+εr cos(π2−α) + ε2r2

∀r ≥ 0.

Où G est la région du coté gauche en cercle par le courbe Γ, et pour chaque β ∈£
2
¡
π
2
− α

¢
, π
2

¢
ou β ∈

¡
π
2
, 2α

¢
.

La ligne : v = u tanβ coupe la courbe Γ seulement
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Maintenant nous estimons la résolvante pour λ ∈ ρ (Aε −A), nous avons :

R (λ,Aε −A) = (λI −Aε +A)−1

=

½¡
A+ λε−Λ

2ε
I
¢−1

+
¡
I − λε−Λ

2

¢ ¡
εA+ λε−Λ

2
I
¢−1 ¡

A+ λε+Λ
2ε

¢−1
, Imλ ≥ 0¡

A− λε−Λ
2ε

I
¢−1

+
¡
I − λε+Λ

2

¢ ¡
εA+ λε−Λ

2
I
¢ ¡

A+ λε−Λ
2ε

¢
, Imλ < 0

D’ou :

kR (λ,Aε −A)k =
°°(λI −Aε +A)−1

°°
=

½°°°¡A+ λε−Λ
2ε

I
¢−1

+
¡
I − λε−Λ

2

¢ ¡
εA+ λε−Λ

2
I
¢−1 ¡

A+ λε+Λ
2ε

¢−1°°° , Imλ ≥ 0°°°¡A− λε−Λ
2ε

I
¢−1

+
¡
I − λε+Λ

2

¢ ¡
εA+ λε−Λ

2
I
¢ ¡

A+ λε−Λ
2ε

¢ °°° , Imλ < 0

≤
½¯̄ 2ε

λε+Λ

¯̄
+
¯̄
1− λε−Λ

2

¯̄ ¯̄
2

λε−Λ
¯̄ ¯̄

2ε
λε+Λ

¯̄
, pour Imλ ≥ 0¯̄

2ε
λε−Λ

¯̄
+
¯̄
1− λε+Λ

2

¯̄ ¯̄
2

λε+Λ

¯̄ ¯̄
2ε

λε−Λ
¯̄
,pour Im λ < 0

Fig. 2-1 —

Si on note ελ par z et on définit :

f (z) =
z

z +
√
z2 − 4z

pourz ∈ G+ =

(
z ∈

X
2α

; Im z > 0

)

f (z) est continue dans G+, De plus f (z) peut être continu pour le segment supérieur

de l’intervalle [0, 4] cela signifie f (z) est continu dans G+ si nous définissons

f (z) = 0 puisque : f (z) −→ 0 quand |z| −→ 0 , Im z > 0 où le segment supérieur
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de [0, 4] est une partie de la frontière de G+.

Nous avons aussi par la règle de l’hôpital :

lim
|z|−→+∞

2

z −
√
z2 − 4z

µ
1− z −

√
z2 − 4z
2

¶
= lim

|z|−→+∞

2− z +
√
z2 − 4z

z −
√
z2 − 4z

= lim
|z|−→+∞

−1 + 2z−4
2
√
z2−4z

1− 2z−4
2
√
z2−4z

= −1∀z ∈ G+

De plus :

lim
|z|−→0

2

z −
√
z2 − 4z

2z

z +
√
z2 − 4z

µ
1− z −

√
z2 − 4z
2

¶
= 1,∀Z ∈ G+

Aussi on définit :

g (z) =

µ
1− z −

√
z2 − 4z
2

¶µ
2z

z −
√
z2 − 4z

¶µ
2

z −
√
z2 − 4z

¶

La fonction g (z) est bornée sur G+ par conséquence il existe une constante M telle

que :

|f (z)|+ |g (z)| ≤M. tel que : Im z ≥ 0

En remplaçant z par ελ on trouve :

f (ελ) =
ελ

ελ+
√
ε2λ2 − 4ελ

=
ελ

ελ+ Λ

g (ελ) =

µ
1− ελ− Λ

2

¶µ
2ελ

ελ− Λ

¶µ
2

ελ+ Λ

¶

D’ou :

|f (ελ)|+ |g (ελ)| =
¯̄̄̄

ελ

ελ+ Λ

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
1− ελ− Λ

2

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
2ελ

ελ− Λ

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
2

ελ+ Λ

¯̄̄̄
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≤ |λ|
µ¯̄̄̄

2ε

ελ+ Λ

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
1− ελ− Λ

2

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
2ε

ελ− Λ

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
2

ελ+ Λ

¯̄̄̄¶
≤ M, (Im z ≥ 0) .

Donc :

kR (λ,Aε −A)k ≤ M

|λ|telque Imλ ≥ 0 . (2.1)

De la même façon, nous avons la même estimation finale pour : (Imλ < 0) ou G−.

Dans ce cas : p
ε2λ2 − 4ελ

ελ
=

p
ε2r2 exp {i 2 θ}− 4εr exp {i θ}

εr exp {i θ}

=
|εr exp {i θ}|

q
1− 1

εr exp{i θ}

εr exp {i θ}

= −
s
1− 1

εr exp {i θ} −→ −1, quand : r −→ +∞

Pour λ = r exp {i θ} tel que −2α < θ < 0 cela implique :

p
exp {i 2 θ} =

p
exp {i (2θ + 2π)} = − exp {i (θ + π)}

Donc pour λ ∈
P

2α on a :

kR (λ,Aε −A)k ≤ M

|λ| .

D’ou il existe une constante positive M2 indépendant de ε tel que :

kEε (t)k ≤M2, ∀t ≥ 0

Nous avons montre donc que (Aε −A) =
¡
A (I + εA)−1 −A

¢
est le générateur d’un

Semi groupe analytique borné {Eε (t)}, et il existe une constante positiveM indépendante
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de ε tel que :

kEε (t)k ≤M ,∀ t ≥ 0

2.3 Régularisation pour le problème de Cauchy 2.1

Nous commençons par la définition de la famille régularisant

Définition 15 Une famille {Rε,t , ε > 0 et t ∈ [0, T ]} ⊂ B (X) est appelée famille régu-

larisant pour le problème 2.1, si pour chaque solution U (t), t ∈ [0, T ] du problème 2.1

avec l’élément initial x et pour δ > 0, il existe ε (δ) > 0 tel que :

a) ε (δ) −→ 0 si δ −→ 0.

b)
°°Rε(δ),txδ − U (t)x

°° −→ 0 si δ −→ 0, ∀t ∈ [0, T ].

Aux conditions kxδ − xk ≤ δ on définit : Rε,t = Sε (−t) pour ε > 0 et t ∈ [0, T ] , ou

Sε (t) est un semi groupe engendré par −εA. Alors : {Rε,t , ε > 0 et t ∈ [0, T ]} ⊂ B (X).

Théorème 9 On suppose que −A le générateur d’un semi groupe analytique d’angle α,¡
π
4
≤ α < π

2

¢
alors la famille d’opérateurs {Rε,t }définie ci-dessus est une famille d’opé-

rateurs régularisants pour le problème 2.1, tel que Rε,t = Sε (−t).

Preuve. Nous considérons d’abord le cas où −A le générateur d’un semi-groupe

analytique d’angle α ,
¡
π
4
≤ α < π

2

¢
borné et 0 ∈ ρ (A). Soit U (t), t ∈ [0, T ] la solution

du problème de Cauchy 2.1 avec l’élément initiale x, et soit :

kxδ − xk ≤ δ, kAεk ≤Mε−1

Et :

kRε,txδ −Rε,txk ≤ kRε,tk kxδ − xk ≤ δ exp

½
M

T

ε

¾
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Comme :

kRε,tk = kSε (−t) .k ≤M exp

½
t

ε

¾
≤M exp

½
T

ε

¾
∀t ∈ [0, T ]

Pour : ε = 2MT (ln δ)−1 , si δ −→ 0 : (ln δ)−1 −→ 0 donc ε −→ 0 et on a :

exp

½
M

T

ε

¾
= exp

½
M

T

2MT (ln δ)−1

¾

= exp

½
−1
2
ln δ

¾
= exp

n
ln δ

−1
2

o
= exp

n
ln
√
δ
o
=

1√
δ

D’ou :

kRε,txδ −Rε,txk ≤ kRε,tk kxδ − xk

≤ δ exp

½
M

T

ε

¾
≤ δ

1√
δ
=
√
δ −→ 0 quand : δ −→ 0. · · · (31)

En combinant le théorème d’approximation des semi groupes, le théorème (8) et

l’estimation (21) :

limε−→0Eε (t) x = x ,∀ x ∈ X et t ∈ [0, T ], il est facile de montrer que x = S (t)U (t).

D’où il s’ensuit que :

°°Rε(δ),tx− U (t)
°° = kSε (−t)S (t)U (t)− U (t)k

= k Eε (t)U (t)− U (t)k

Comme limε−→0Eε (t) x = x ∀ x ∈ X et t ∈ [0, T ] donc :

k Eε (t)U (t) x− U (t) xk = k(Eε (t)− I)xk −→ 0 quand : ε −→ 0

Ce qui implique : Eε (t) −→ I, quand ε −→ 0.
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D’ou :

°°Rε(δ),txδ − U (t)x
°° = k Eε (t)U (t) x− U (t) xk −→ 0 quand : ε −→ 0. · · · (32)

De (31) et (32) on obtient que {Rε,t } est une famille d’opérateurs régularisant pour

le problème 2.1 d’après la (Définition (15)).

Nous utilisons maintenant le cas général où l’opérateur −A est le générateur d’un

semi groupe analytique non borné.

On a vu que si A est le générateur d’un semi-groupe analytique non borné alors il

existe un constante ω réel tel que (ω−A) est le générateur d’un semi groupe analytique

borné d’angle α , et 0 ∈ ρ (ω −A) .

Donc pour l’opérateur −A il existe un constante ω réelle telle que (ω − A) est le

générateur d’un semi groupe analytique borné d’angle β ,

et 0 ∈ ρ (ω −A) où
¡
π
4
< β < π

2

¢
. (Définition 21, cf [34]). D’ou il existe une famille

d’opérateurs régularisants pour le problème 2.5

½
U 0 (t) = (A− ω) U (t) , t ∈ [0, T ]

U (0) = x
(2.5)

Soit U (t), t ∈ [0, T ] une solution du problème de Cauchy 2.1 avec l’élément initiale x.

D’après la proposition (3) , (A −ω) est le générateur d’un semi groupe analytique borné :

{exp {ωt}S (t)} d’angle β, et 0 ∈ ρ (exp {ωt}S (t)). Et la solution du problème 2.5 par

conséquent est donnée par :

U (t) = exp {−ωt}U (t) , t ∈ [0, T ]

Et on a :

kexp {ωt}Rε,txδ − U (t)xk = exp {ωt}
°°Rε(δ),txδ − U (t)x

°° −→ 0 quand : δ −→ 0
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De la même façon nous montrons que {exp {ωt}Rε,t}, est une famille d’opérateurs

régularisants du problème 2.1.

Remarque 2 La méthode ci dessus est fausse pour l’angle
¡
0 < α < π

4

¢
dans un espace

de Banach, on a si : α < π
4
et pour ϕ = π

2
− α donc : ϕ > π

4
, et on considérant

l’image dedeux rayons r exp {± i (ϕ)}, (r ≥ 0) selon l’application :λ −→ −ελ2 (1 + ελ)

Fig. 2-2 —

qui donne le spectre de l’opérateur (Aε −A). Pour λ = r exp {± i (ϕ)}, (r ≥ 0) par la

symétrie il est facile d’obteni :

¡
−ελ2 (1 + ελ)−1

¢
=
−ε (r exp { i (ϕ)})2

1 + r exp { i (ϕ)}

=
−εr2 (cos 2ϕ+ εr cosϕ)

1 + 2εr cosϕ+ ε2r2
− i
−εr2 (sin 2ϕ+ εr sinϕ)

1 + 2εr cosϕ+ ε2r2

On noté par f (r) la partie réelle, donc :

f (r) =
−εr2 (cos 2ϕ+ εr cosϕ)

1 + 2εr cosϕ+ ε2r2
(r ≥ 0)

On a : f (r) ≤ 0 pour
¡
0 < ϕ < π

4

¢
, et pour

¡
π
4
≤ ϕ ≤ π

2

¢
on calcule f

0
(r)

f
0
(r) =

(−2εr cos 2ϕ− 3ε2r2 cosϕ) (1 + 2εr cosϕ+ ε2r2)

(1 + 2εr cosϕ+ ε2r2)2

+
(2ε cosϕ+ 2ε2r) (εr2 cos 2ϕ+ ε2r3 cosϕ)

(1 + 2εr cosϕ+ ε2r2)2
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f
0
(r) =

−εr (ε3r2 cosϕ+ 4ε2r2 cosϕ+ 2εr cos 2ϕ cosϕ+ 3εr cosϕ+ cos 2ϕ)
(1 + 2εr cosϕ+ ε2r2)2

f
0
(r) =

¡
ε3r2 cosϕ+ 4ε2r2 cosϕ+ 2εr cos 2ϕ cosϕ+ 3εr cosϕ+ cos 2ϕ

¢
= 0

La solution réelle de cette équation est unique et donnée par la méthode de Kardan

par :

r0 =
1

ε

Ã
G

1
3

3
−
1− 2

3
cos2 ϕ

G
1
3

− 4
3
cosϕ

!
ou

G =

µ
8 cos 4ϕ− 36 cos2 ϕ+ 27 + 3H

cosϕ

¶
et

H =
p
−48 cos6 ϕ+ 180 cos 4ϕ− 213 cos2 ϕ+ 81

Donc

f (r0) =
C

ε
max
r ≥ 0

{f (r)}

Ou f (r0)ε=1 est supérieur a zéro tel que :
¡
π
4
≤ ϕ ≤ π

2

¢
, α ∈

£
0, π

4

£
.

On trouve que le spectre de (Aε −A) traverse le coté droit du plan, d’après (lemme

3) on a :
¡
0 < ϕ ≤ π

2

¢
et
P

ϕ+π
2
* ρ (Aε −A) cela implique que (Aε −A) n’est pas le

générateur d’un semi groupe analytique d’angle ϕ. D’ou pour ϕ > π
4
ou α < π

4
la

méthode est fausse pour α ∈
£
0, π

4

£
dans un espace de Banach.

37



Chapitre 3

Solution du problème de Cauchy

inverse par la méthode de

quasi-réversibilité

3.1 Position du problème

On considère l’équation :
dU

dt
= AU (x, t) · · · (I)

Où A est un opérateur linéaire fermé définit dans un espace de Banach X tel que

D(A) = X, nous ressouderons le problème suivant :

½dU
dt
= −AU (x, t)

U (x, T ) = U0
· · · (II)

On note que ce problème a été traité dans [29].

Il est connu que la fonction U0 ∈ X est une solution du problème de Cauchy (II)

pour t = T .

Soumise a une certaine condition initiale z0 = Ut=0, la fonction U0 est donnée par

l’erreur δ : kzδ − z0k ≤ δ.
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Cela demande de trouver une solution qui approche à z0, c’est à dire par rapport à

zδ pour trouver une xδ comme kzδ − z0k −→ 0 quand : δ −→ 0.

Nous montrerons que ce problème peut être résoudre par la méthode de quasi-réversibilité.

(voir [22] [27] [25] [28] [29])

3.2 La construction de la solution approximante

Par laméthode de quasi-réversibilité nous trouvons zδε comme solution U δ
ε (x, t) du

problème inverse de le problème suivant :

½dUδ
ε

dt
= (A+ εA2)U δ

ε

U δ
ε (x, T ) = Uδ

(3.1)

Pour t = 0 dans l’espace du Banach la fonction zδε est trouvèe dans [29], pour trouvée

cela, dans le problème 3.1 nous faisons le changement de variable suivant : τ = T − t, on

aboutit au problème suivant :

½dUδ
ε

dτ
= − (A+ εA2) bU δ

εbU δ
ε (x, τ)τ=0 =

bUδ

On a :

U δ
ε = U (x, T − t)⇒ dU δ

ε

dt
=

d

dt
U (x, T − t) .

⇒ dU δ
ε

dt
= − d

dτ
U (x, τ) .

Donc :

3.1⇒
½dUδ

ε

dt
= − d

dτ
U δ
ε = (A+ εA2)U δ

ε

U δ
ε (x, T − t)t=T = Uδ

⇔
½ d

dτ
cU δ
ε = − (A+ εA2)cU δ

εcU δ
ε (x, τ)τ=0 =

bU δ
ε (x, 0) = Uδ

(3.2)
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Il est montré que si A genére un problème de Cauchy bien posé ou il satisfait certaines

conditions faibles du théorème (1.5) de [34] et la partie imaginaire de spectre est limitée.

Alors le problème de Cauchy obtenu 3.2 est aussi stable sous la condition :

Uδ ∈ D (A4).

La solution du problème 3.2 peut être écrite sous forme intégrale :

bU δ
ε (x, T ) = zδε (x) = −

1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {λT}R (λ,Aε)Uδdλ. · · · (4)

Tel que : σ > εK + 1
4ε
. et ImSp (A) < K ⇒ ∀λ ∈ {λ ∈ C : |λ| ≥ K} ⊂ ρ (A).

Donc pour que le chemin Γ soit dans ρ (A) la solution du problème inverse 3.2 est

donnée par (4), et Γ : σ − i∞ −→ σ + i∞, car comme Sp (A) est borné alors ρ (A) est

non borné.

Comme cela résulte du théorème (5) que −Abet (A − εAb) sont deux opérateurs

qui approximent A, et de plus génèrent des semi-groupes analytiques. Donc sou cette

condition la solution du problème inverse 3.2 du problème 3.1 est donné par :

bU δ
ε (x, T ) = zδε (x) = −

1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {λT}R

¡
λ,−

¡
A+ εA2

¢¢
Uδdλ.

Et on a

R
¡
λ,−

¡
A+ εA2

¢¢
=

Z +∞

0

exp {−λT}Sε (T ) dλ.

Où Sε (T ) est le semi-groupe engendré par Aε = − (A+ εA2), et donc ∀λ ∈ σ (Aε) :

λ = λ+ ελ2 tel que : λ ∈ σ (A), on a donc :

R (λ,Aε) = R
¡
λ,−

¡
A+ εA2

¢¢
=

Z +∞

0

exp {−λT}Sε (T ) dλ.

=

Z +∞

0

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
S (T ) dλ.

Où S (T ) est le semi-groupe engendré par A, d’ou :

zδε (x) = −
1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞
exp

©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
R (λ,A)Uδdλ · · · (5)

40



⇐⇒ zδε (x) = −
1

2πi

Z
Γ

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
R (λ,A)Uδdλ

Et Γ : σ − i∞ −→ σ + i∞ , tel que Γ est dans ρ (A), et Γ c’est un chemin fermè

contient le spectre de A.

3.3 Convergence de la solution approximante vers la

solution exacte

Le but de cette partie est de montrer que pour une fonction choisie ε = ε (δ) qui tend

vers a zéro quand : δ −→ 0.

°°zδε(δ) − z0
°° −→ 0 quand δ −→ 0

On a l’estimation suivante :

°°zδε(δ) − z0
°° ≤ °°°zδε(δ) − bU0

ε (x, T )
°°°+ °°°bU0

ε (x, T )− z0

°°°
Où bU0

ε (x, T ) est une solution du problème 3.2 pour Uδ = U0 et t = T . Quand δ −→ 0 :

zδε (x) −→ z0ε (x), où :

z0ε (x) = U0
ε (x, T )

= − 1

2πi

Z
Γ

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
R (λ,A)U0dλ · · · (6)

On pose Z
Γ

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
R (λ,A) dλ = Bε

D’après (5) et (6) nous obtenons l’estimation :
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°°zδε(δ) − z0ε (x)
°° =

°°°zδε(δ) − bU0
ε (x, T )

°°°
≤ 1

2π
kBεk kUδ − U0k

≤ 1

2π
kBεk δ

Ici bU0
ε (x, T ) est une solution du problème 3.2 pour Uδ = U0 et τ = 0, on a :

bU0
ε (x, T ) = −

1

2πi

Z
Γ

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
R (λ,A)U0dλ.

⇐⇒ bU0
ε (x, T ) = −

1

2πi
BεU0.

Et on a :

zδε(δ) (x) = −
1

2πi

Z
Γ

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
R (λ,A)Uδdλ.

⇐⇒ zδε(δ) (x) = −
1

2πi
BεUδ.

D’ou :

°°°zδε(δ) − bU0
ε (x, T )

°°° = °°°°− 1

2πi
Bε (Uδ − U0)

°°°° ≤ 1

2π
kBεk kUδ − U0k .

Et comme : kUδ − U0k < δ donc :

°°°zδε(δ) − bU0
ε (x, T )

°°° ≤ 1

2π
kBεk kUδ − U0k ≤

1

2π
kBεk δ

Quand δ −→ 0 : kBεk δ. −→ 0, d’ou :

°°°zδε(δ) − bU0
ε (x, T )

°°° −→ 0 quand δ −→ 0 · · · (7)
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Il est suffisant de choisir la fonction ε = ε (δ) , alors on aura kBεk δ −→ 0 quand

δ −→ 0.

Maintenant nous estimons :
°°°bU0

ε (x, T )− z0

°°° .
La fonction U0 est une solution pour : t = T du problème de Cauchy (II) pour

l’équation (I) avec une condition initiale : Ut=0 = z0.

Alors pour z0 ∈ D (A2) en peut l’écrire sous la forme d’intégrale ou dessus d’une ligne

a droite du spectre de l’opérateur A tel que :

U0 = U (x, T ) = − 1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {μT}R (μ,A) z0dμ.

Et choisissons σ alors que cette ligne est a droite et lisse du contour Γ, et mettons

l’expression obtenue pour U0 dans la formule (6) on trouve :

bU0
ε (x, T ) = −

1

2πi

Z
Γ

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
R (λ,A)U0dλ.

= − 1

2πi

Z
Γ

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
R (λ,A)

µ
− 1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {μT}R (μ,A) z0dμ

¶
dλ.

= − 1

2πi

Z
Γ

∙
exp

©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ªµ
− 1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {μT} R (λ,A)−R (μ,A)

λ− μ
z0dμ

¶
dλ

¸

On not par I à l’intégrale :
R σ+i∞
σ−i∞ exp {μT} R(λ,A)−R(μ,A)

λ−μ z0dμ, on a donc :

I =

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {μT} R (λ,A)

λ− μ
z0dμ−

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {μT} R (μ,A)

λ− μ
z0dμ.

On choisit λ appartenant à l’intérieur de chemin fermé γ et en choisit γ : (σ − i∞, σ + i∞)

une chemin fermè tel que : γ ⊂ Γ, par le théorème de Cauchy sur le chemin fermé γ.

on a :

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {μT} R (λ,A)

λ− μ
z0dμ = −2πiRes (exp {μT} , λ)R (λ,A) z0
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= −2πi exp {λT}R (λ,A) z0.

Pour l’intégrale : Z σ+i∞

σ−i∞
exp {μT} R (μ,A)

λ− μ
z0dμ

Et pour μ appartenant à Γ, donc μ est extérieur au chemin fermé γ, Par la théorème

de Cauchy sur le chemin fermé γ on a :

Z σ+i∞

σ−i∞
exp {μT} R (μ,A)

λ− μ
z0dμ = 0.

D’ou :

bU0
ε (x, T ) = −

1

2πi

Z
Γ

exp
©
−
¡
λ+ ελ2

¢
T
ª
exp {λT}R (λ,A) z0dλ.

⇐⇒ bU0
ε (x, T ) = −

1

2πi

Z
Γ

exp
©¡
−λ− ελ2 + λ

¢
T
ª
R (λ,A) z0dλ.

.⇐⇒ bU0
ε (x, T ) = −

1

2πi

Z
Γ

exp
©¡
−ελ2

¢
T
ª
R (λ,A) z0dλ.

Il est montré que l’opérateur −A2 génère un semi-groupe continu noté : Pt, pour

z0 ∈ D (A) qu’on peut écrire sous forme intégrale :

Ptz0 = −
1

2πi

Z
Γ

exp
©
−λ2t

ª
R (λ,A) z0dλ.

C’est à dire : bU0
ε (x, T ) = Ptz0 quand : t = εT.

D’après la continu du semi-groupe Pt en zéro il s’ensuit que quand ε −→ 0 on a :

°°°bU0
ε (x, T )− z0

°°° = kPtz0 − z0k

= kPεTz0 − z0k −→ 0 quand ε −→ 0. (P0 = I) . · · · (8)
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D’après (7) et (8) il est prouvé que l’on peut choisir la fonction : ε −→ ε (δ), ainsi on

obtient que :

°°zδε(δ) − z0
°° ≤ °°°zδε(δ) − bU0

ε (x, T )
°°°+ °°°bU0

ε (x, T )− z0

°°°
≤ 1

2π
kBεk δ + kPεTz0 − z0k quand δ −→ 0.

D’ou : °°zδε(δ) − z0
°° −→ 0 quand δ −→ 0.

D’ou : la solution approximante zδε(δ) converge vers la solution exacte z0.
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Titre: Quelques méthodes de régularisation de 
problèmes mal-posés  

 
 

Résumé 
 

 
Le présent travail est consacré à l'étude d'un problème de 
Cauchy mal posé dans un espace de Banach. On construit 
une famille régularisante d'opérateurs pour notre 
problème. On montre la convergence de cette méthode.  
        Enfin, on illustre les résultats obtenus par l'étude  
d'un problème inverse par la méthode de quasi-
réversibilité, et on donne la Convergence de la solution 
approximante vers la solution exacte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 

Title: Certain regularization methods of ill-

posed problems   
 
 

 
 

Abstract 

The present work is devoted to the study of an ill-posed 
Cauchy problem in Banch space. We construct a family 
of regularizing operators. 
We prove the convergence of this method. 
Finally we illustrate the obtained    results to the study of 
an inverse problem using the quasi-reversibility method 
and we give the convergence of the approximate solution 
to the exact solution. 
 
 
 
 

  
 
 



 
 
 
 

  تعديل مسائل كوشي الموضوعة خطاء بعض طرق /العنوان
 
 
 
 

 ملخص

 
 .ءخطا هذا العمل يتضمن دراسة لقسم من مسائل كوشي الموضوعة

                                                                 X بناخ   فضاء   في 
                  .                     المعدلة عائلة من المؤثرات بإنشاءنقوم 

                                .نقوم بعد دالك بإثبات تقارب الطريقة المتبعة
         نستعمل النتائج التي ثم الوصول إليها من اجل دراسة في النهاية

و نقوم  الشبه عكسية  لة العكسية باستعمال نفس الطريقةالمسا 
  .                         المقرب إلى الحل الحقيقي بإثبات تقارب الحل

    
 


