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Introduction :

Le présent mémoire est consacré a I'étude d’une certaine classe de problémes de
Cauchy mal posés dans un espace de Banach. Il est composé d’une introduction et de
trois chapitres.

On commence tout d’abord au premier chapitre par rappeler les principales notions
utiles tout le long de ce travail a savoir sur les différentes classes de semigroupes et sur

les problémes mal posés en présentant des exemples concrets de tels problémes.

Le second chapitre est consacré a I’étude d’un probléme de Cauchy abstrait mal posé
dans un espace de Banach. Sous certaines conditions sur le coefficient operatoriel on
approxime le probléme par une famille de problémes bien posés. On montre que les
solutions approximantes convergent vers la solution de notre probléme. La méthode

utilisée est celle de quasireversibilité. On note que ce probléme a été traité dans [42].

Enfin au dernier chapitre on traite un probléme inverse pour une équation differentielle
operationnelle du premier ordre dans un espace de Banach. En se basant sur la méthode
de quasireversibilité on approxime le probléme en question par une famille de problémes
bien posés. On établit de meme des rsultats de convergence de la méthode proposée. On

note aussi que ce probléme a été traité dans [29)].



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Problémes bien et mal posés

La formulation mathématique des problémes qui se posent dans plusieurs domaines

des sciences appliquées se raméne a une équation de la forme :

Ar =y ...(I)

ou A est un opérateur défini sur un espace métrique F a valeurs dans un autre espace

métrique F'.
En 1902 le mathématicien frangais Jacques Hadamard a défini les conditions a vérifié

par le probléme (I ) pour qu’il soit bien poseé.

Définition 1 Un probléme de type (I ) est dit bien posé s’il vérifie les conditions sui-
vantes :

1) Pour tout élément v € F il existe une solution v € E tel que :

Au = .



2) La solution est définie d’une fagon unique.

Yui,ug € B : Auqp = Auy = up = us

3) Le probléeme est stable sur les espace E et F'; c’est dire qu’une petite perturbation
du second membre y donne une petite perturbation de la solution x. ie( La solution dépend

continiment des données ),C’est a dire :

lug — ug || g — 0 quand :||vy — va||, — 0

Alors si l'une de conditions 1), 2) n’est pas vérifiée, le probléme de type (I ) est dit

mal posé.

Exemple 1 Nous cherchons une fonction U (x,t) qui vérifie l’équation de la chaleur, les
conditions aux limites homogénes et la condition finale. Plus exactement considérons le

probléeme suivant :

%—g—%:O -+ dans  x[0,7T) o (P)
U=0sur 0 Qx[0,T] etU (z,T)=Ur(x)

Ou Q est Uintervalle [0, 1].
En utilisant la méthode de séparation des variables en peut facilement vérifier que les

fonctions :

Uk (z,t) = exp (—m°K*t) sin (1K)

Sont solutions du probléme (P), en effet :

Ulz,t) =X (x)T ().

’

= U (z,t) =X ()T (t) et Uy (z,t) = X (2)T(t).

!

= U (z,t) =X (2)T (t) etUp2 (x,t) = X (2) T (t).



Donc :
X@)T () =X (2)T ).
(P) = {X(O)T(t). — X(1)T(t). =0

En utilisant les conditions aux frontieres on a :
SiT (t) =0 alors U (z,t) =0Vt € [0,T], contradiction car :

U(z,T) = Ur(z) £0 = X (0) =0

De la méme maniére en trouve que :

X(1)=0

C’est a dire :
X@)T ) =X (2)T (). - dans Q x [0,T]
(P) { X(0). = X(1). = 0---sur 99 x[0,T]
Donc :
o X'@) T
X@)T (t)=X ()T (t) < X T = A( A constante)
I) Pour :
X" (z) X' (2) = AX (z) =0
¥ = = {x @ -nm o
Si: A=0
=ar+b

Et comme X (0) =X (1) =0

—b=0eta=0= X (2).=0



Rejetté, car

Uz, T)=Ur(z)#0

Si:A#0

Pour : X > 0 on suppose que X = 2, donc :

Doy :
r = FivetX (r) = Aexp (iyz) + Bexp (—iyz) .

En posant : v = a+1 3 on trouve que :

X (z) = Aexp{i(a+if)x} + Bexp{—i(a+if)x}

<= X (z) = Aexp {iax}exp{—px} + Bexp{fz}exp{—iaz}

Par les conditions aux limites on a :

X(0)=0=A+B=0=A=-B...(1)

X(1) = 0= Aexp{ia}exp{—5}— Aexp{f}exp{—ia} =0

= A(exp{in} —exp{—iy}) =0

A= —B donc :

A(exp {iv} —exp {—iv}) = Aexp{iv} + Bexp{—iv} =0---(2)

(2) <= A =0 ouexp{iv} —exp{—iv} =0. Donc A =0 rejeté.
exp {iv} —exp {—iv} = 0 <= v = —~ contradiction.



Pour chercher les solutions non triviales on pose que :

1 1
det (1,2) = = 0.

exp {iv} exp{—iy}
Et on pose que : vy=a+1 S donc :

exp {ia} exp {—5} + exp {B} exp {—ia} =0

< (exp{—p} —exp{B})cosa =0 et (exp{—pF}+exp{f})sina =0

Pour :
(exp{—p}+exp{f})sina=0=a=Kn,K € Z*
D’ou :
(exp{—p} —exp {B}) cos Km = =0
— V7=«
Comme :

(= Kmet A = —*) = \ = —K*n®
<= X (z) = Bsin (Knzx)
2) Pour : Tw A, Onoa:

T(t)

A= -K’n* = T (t) = Cexp {—K’n’t}
Finalement :
Uk (z,t) = X (2) T (t). = CKnaexp {—K’n*t}

Les fonctions Uk (x,t) vérifient l’équation, les conditions aux limites et les donnés



initiales : Uk (x,0) = sin (K7x), et on a :

Uk (z,0)]|co = sup [sin(K7z)exp {—K’n*t}] = 1.

Qx[0,7T]

Bt : )
1 2
U (2. 8)] 2 = ( [ in <Km>|2dx)
0

Comme :

1-— 2 T ™1 1 (7
sin?a = ﬂet / sin? adxr = / —dx — = / cos 2adx = il
2 0 0 2 2 Jo 2

1\ 2
— 0 . 0e = (3)

Par les donnés finales on a :

|Uk (z,1)||co = sup [sin(Kmz)exp {—K?m’t}] = lexp {—K*7°T}
Qx[0,7T]

Uk (2.6 1y = (Z |oU* (2, T) ||2>

= exp { —K?7°T} ((/01 sin (wa)(o)‘de)% +.+ (/01 |(sin (wa))(m)fdx)%>

= exp {—K*n°T'} L+ (Km) +"‘+<K7T)]

N

2

Si on définit AUy = Ur, alors Uestimation : |Up|| < C'||Ur|| est impossible quand X,Y
sont des espaces fonctionnelles classiques. Les norme de Urg tant vers a zéro quand les
normes de Upx sont plus grand que , alors le probléme (P) est instable, d’ou ce probléme

est mal posé.

Exemple 2 La différentiation et l'intégration sont deux problémes inverses l'un de



Pautre, il est plus habituel de penser a la différentiation comme probléme direct, et a
lintégration comme probléme inverse. En fait, l'intégration posséde de bonnes propriétés
mathématiques qui conduisent a la considérer comme le probléme direct. Et la différen-
tiation est un probléme mal posé, comme nous allons le voir. Considérons [’espace de

Hilbert £%(Q), et l'opérateur intégral A défini par :

Af () = / "f ().

11 est facile de voir directement que A € L£%(]0,1]).

Cet opérateur est injectif par contre son image est le sous espace vectoriel :
ImA={feH"'([0,1]), u(0) =0}

Ou H ' ([0,1]) est l’espace de Sobolev.
En effet :
Oa l’équation

Af =g
= f (v)=g(x)etg(0)=0

L’image de A n'est pas continu sur £2([0,1]), (elle l'est dans H ' (]0,1])).
En conséquence linverse de A n'est pas continu sur L*([0,1]) comme le montre

l’exemple suivant :

Considérons une fonction f € C* ([0,1]), et n € N soit

Alors :



Un simple calcul montre que :

1/1 1 . 3 1
If = fall, = - (5 — ;i (2n?) ) =0 (E) )

Alors : 1
/ / 1 1 . 2 2
If "= filla=n{g+4sin(20%) ) =0(n).

Ainsi la différence entre f et f, peut étre arbitrairement grande.

Alors méme la différence entre f et f 'arbitrairement petite, [’opérateur de dérivation

( Uinverse de A) n’est pas continu.

D’ou la différentiation est un probléme mal posé.

Exemple 3 Notons par D = (—m,7) X (—m,7), Q = D x [0,T] et Ty =Tr +T'p, ou
Tp=0D % [0,T], Tp = D x {T}.

Aussi on note par ' = (x1,x3) et x = (1, T, t). Pourn € N, la solution du probléme :

2 2

ot Bx2
{ U(x)=0,z€Tp
U (z) = exp (—2n2T) sin (nw1) sin (nxs) , z € I'p

Est donnée par :
U™ (z) = exp (—=2n°T) sin (na;) sin (na2) .

On choisit dans Ly les deux normes suivantes :

Ul ) = U?(@)dz ), [IU]lpyw, 0
Q

- (/DU2<Q:’,T> dx')%

10



Alors on obtient :

HU(”) (z)]| = /Q (exp (—2n°T') sin (nx1) sin (nl’g))2 dx

T
= / exp 4n® (T —t) dx/ (exp (—2n°T) sin (n1) sin (nxg))Q dx’
0 D

L 2 ™ (|
zw(expéln T-1) HUF (x)

Ly(Tp )

Puisque pour tout C' > 0, il existe n € N tel que :

1
%\/(expélngT -1)>C
Alors, on trouve que l'inégalité :

[Leg

2 n
e > ||

2
Ly(Tp)

Est vérifiée pour chaque C' > 0. Cela veut dire que la solution ne dépend pas contini-
ment de la donnée finale.

D’ou le probleme est mal posé.

Remarque 1 Dans le cas de dimension finie par exemple si A : R"™ — R" A est une
matrice(n X n) alors :
Az =y A temiste
<~
{bien posé { detA # 0

Ar =02z =0

Dans la suite, nous noterons par X un espace de Banach sur le corps des nombres
complexes C est par B (X) l'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans X.
Nous désignerons par I 'unité de B (X). Pour un opérateur A linéaire tel que :

A:D(A) C X — X nous noterons par :

11



ker A= {zx € D(A)\ Az =0}

Le noyau de A, ou D (A) est le domaine de A.

ImA={Ax\z € D(A)}

L’image de A. Et pour tout n € N, nous définissons :

A":D(A") — X

D(A") ={zeD (A" ")\ A" 'z € D(A)}
Et :

A=A = A .. AT = A(A)

Définition 2 L’ensemble :

p(A)={re C\ (A —A)™" cxiste}

S’appelle I’ensemble résolvant de A € B (X).
L’ensemble :
o (4) = C = p(A)
S’appelle le spectre de A € B (X).
Définition 3 L’application :

R(;A):p(A) — B(X).

12



R(A\;A) =\ — A"
S’appelle la résolvante de A.

Proposition 1 La résolvante d’un opérateur linéaire A € B (X), a les propriétés sui-
vantes :

i) si A, pp € p(A), alors :
R(A;A) = R(u;A) = (A= p) R(A;A) R (u; A)

it) R(.; A) est une application analytique sur p (A).

1.2 Les semi groupes fortement continus

Définition 4 Dans un espace de Banach X, une famille d’opérateurs linéaires bornés
T (t) tel que : T(t) : X — X et dépend du paramétre t > 0, forme un semi-groupe
fortement continu a l’origine si :

1)T'(0) = Ix, ou Ix est l'opérateur identique de X dans X.

2) T (t1 +t3) =T (t1) T (to) Vt1, ta € [0, +00].

3) T (t)x — x|y — 0 quand : t — 0T, Vo € X.

Définition 5 Soit T (t) un semi-groupe, on dit que T (t) est un semi-groupe fortement

continus st :

1T (t+s)x—T(s)z||y — 0 quand : t — 0, Vo € X et s € [0, +00].

Lemme 1 Soit T'(t) un semi-groupe fortement continus alors il existe un constante

M>1etweR tel que :

|7 ()] < Mexp{wt}, Vt € [0,+o0].

13



Lemme 2 Si T (t) un semi-groupe fortement continu a l’origine et admet un majora-

tion : || T (t)|| < Mexp{wt}, Vt € [0,+00[, a’lors T (t) estfortement continu.

Définition 6 Le nombre
wo={weR:IM € R tel que : ||T (t)|| < Mexp{wt}, Vt € [0,+00[.}

Est applé type de semi-groupe.
Le cas dew =0 (||T'(t)|| < M). T (t) est un semi-groupe borné.
Lecasdew=0et M =1 (|T ()| <1)T(t) est un semi-groupe de contraction.

Définition 7 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu

{T'(t)}, 59, Uopérateur linéaire :
T()x —
A: X — X, ou D(A) = {x tel que tlimow, existe}

T _
Ax = lim M

t—0 t

Théoréme 1 ( Hille-Yosida). Un opérateur linéaire : A : D(A) C X — X est le
générateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu {T' (t)}, .o, si et seulement
st :

1) A est un opérateur linéaire fermé et D (A) = X.

2) {Re X > w} C p(A)Il existe deux constante M > 1 et w € R, tel que :

(A=A < =, Vn € N.

M
(Re XA — w)

14



1.3 Les semi-groupes fortement continus différentiables

Définition 8 On dit que {T (t)}, -, est un semi-groupe fortement continu différentiable
st lapplication :
[0, +o0[ 2t — T (1) .
Tel que : T (t)x € X ou B(X), est différentiable quelque soit x € X.

Définition 9 On dit que Uapplication : t — T (t) x est différentiable si :

limT(t)x_T(s)xéxiste ot lim TE+hz-T(s)x

éxiste.
t—s t —s h—s0 h

Théoréme 2 Soit {T'(t)}, ., un semi-groupe fortement continus et A son générateur
infinitésimal, alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) {T (1)}, o est un semi-groupe fortement continus différentiable.

ii) Im {T (t)} C D (A) ¥t € [0, +00].

Proposition 2 Soit {T'(t)}, .,un semi-groupe fortement continu différentiable, alors
Uapplication : [0, +oo[ 2t — T (t) x tel que : T (t) x € (X ou B (X)), est continue pour

la topologie de la convergence uniforme.

Théoréme 3  Soient {T (t)}, .gun semi-groupe fortement continu différentiable, et A
son générateur infinitésimal alors :
i) Pour tout n € N* et toutx € X, onaT (t)x € D(A") et :

t
n

AT (t)x = [AT( >] z,Vt € [0, +o0].

ii) pour tout n € N* Lapplication : [0,+00[ 3 t — T ()™ € B(X) est n fois
différentiable pour la topologie de la convergence uniforme.

En plus :

T ()™ = %T (t) = A"T (t) € B(X)

Et cette application est continue pour la topologie de la convergence uniforme.

15



1.4 Les semi-groupes fortement continus analytiques

Par la suite nous remplagons l'intervalle [0, +oo[ par une région du plan complexe,

sans abandonné les propriétés de semi-groupe fortement continus.

Nous désignerons par A l'ensemble: {z € C\Rez >0 et & <argz < &y, P <0< Dy }.

Définition 10 On appelle semi-groupe fortement continus analytique une famille {T (z)}
tel que {T (2)}, ca C B (X) vérifiant les propriétés suivantes :
1)T(0)=1I.
2)T (214 22) =T (21) T (22) V21, 20 € A.
3)Z%T(z)x—x20, Vee X, z€A.
4) L’application : A > z — T (2) € B(X), est analytique dans le secteur A.

Définition 11 On dit que Uapplication : A 5 z — T (2) € B (X), est analytique dans
le secteur A, si : Uapplication : A3 z — T (2) € B(X), est continiment différentiable

au voisinage de z , quelque soit z € A.

C’est o dire : lim w

z—20

existe.

Théoréme 4 Soit {T'(t)}, ., un semi-groupe fortement continu, et A son générateur
infinitésimal tel que 0 € p (A), les propositions suivantes sont équivalentes.

1) 36 > 0, tel que {T ()}, 5, peut étre étendu en un semi-groupe fortement continu
analytique dans le secteur : Ay = {z € C\ (Rez > 0), |arg z| < J}.

Et{T (t)}, soest uniformément borné dans Ay C A, (5l < 5).

2) il existe un constante M, tel que : pour Yo >0 et p # 0, A = 0 + ipu.

Ona:||R\A< %

8) 36, (0<d<Z) et M>0 tel que :

p(A) D Ts = {)\E(C,|argz\ <5+g}u{o}

et :

M

16



4) {T (t)}, spest un semi-groupe fortement continu différentiable ¥Vt > Oet 3¢ > 0 tel
que :

AT (t)]| <

1O

Définition 12 Soit o, (0 < o < Z) et un semi-groupe fortement continu {T (t)}, o qui
admet un prolongement analytique dans ), et satisfait :

1tli_r)n()T )z —x=0,Vee X ett €} 4teque: € (0,a),aors{T(t)}, ey, €5t dit
semi-groupe fortement continus analytique d’angle cv. Son générateur infinitésimal est le
générateur de {T (t)}, 5o De plus le semi-groupe analytique d’angle o est dit borné si :

Pour chaque 8 € (0, ), il existe Mg > 0 tel que : | T (¢)|| < Ms Vt € ) 5.

Définition 13 Si A le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle «, alors pour
chaque B € (0,«) il existe w € R tel que : (A —w) est le générateur d’un semi-groupe

analytique borné d’angle 3.

Lemme 3 Soit (O <a< %) les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B le générateur d’un semi-groupe analytique borné d’angle «.

b) Za+% C p(B), et pour chaque B € (0, ), il existe Mg > 0, tel que :

IR\, B)|| < 72 pour A € IS

¢) Pour tout 3 € (0, ), il existe Mg > 0 tel que : exp{i 8} B est le générateur d’un
semi-groupe fortement continu {Sp (t)},5, satisfaisant : ||Sy (t)|| < Mg, pour t > 0, et

0 € (0,0).

Théoréme 5 Soit —A le générateur d’un semi-groupe analytique {S (t)} borné d’angle
a, (0<a<Z) etsoit 0€ p(S(t), alors : —A® est le générateur d’un semi-groupe
analytique borné d’angle 3 — (% — a) boube (1, #), et on a aussi (A — 5Ab) est
le générateur d’un semi-groupe analytique{V- (t)},5, d’angle 3 € (0,2 — (% —a) b) tel

que :

IV (Ol < Mexp {c;—bt}w >0,

17



Chapitre 2

Régularisation d’un probléme de
Cauchy mal-posé dans un espace de

Banach

2.1 Introduction

Soit A un opérateur non borné dans un espace de Banach X, et soit — A le générateur
d’un semi groupe analytique d’angle § < o < 7 dans ce chapitre nous considérons

le probléme de Cauchy suivant :

{U’(t):AU(t)70<t§T (2.1)

U0)==x
On note que ce probléme a été traité dans [42].
Définition 14 Une fonction continue U (t) (0 <t <T) est dite solution du probléeme

2.1 si pour : 0 <t <T,U(t) est contindment différentiable et ses valeurs appartiennent

au domaine de A et 2.1 est satisfaite.

Lemme 4 Soit un semi-groupe fortement continue, si quelque soit t > 0 , T(t) 'existe et

il est borné,alors S (t) = T'(t)™! est un semi-groupe fortement continue ot son générateur

18



infinitésimal est —A.

En plus si :

T(t), pourt >
Ult) = -1
T(—t)", pourt <0
Alors : U (t) est un groupe fortement continue.

Preuve. Nous montrons que S(t) est un semi-groupe fortement continue.

Sit+s)=[Tt+s)] " =[THT(s) " =T(s)'T(t)™"

D’ou :
S(t+s)=5(s)S(t).
Maintenant, nous montrons la continuité forte de S(t), pour s >0 alors ImT(s) C
X. Soit v € X et soit s > 1.

Alors : Jy € X tel que : T (s)y = x. Pourt <1 nous avons alors :
|T(t) e — || = ||T@) )T (s — t)y — T (s)y||

=|T(s—t)yy—T(s)y|| — 0, quand t — 0.
Donc S (t) est fortement continue.

Finalement, pour x € D (A) nous avons :

-1,
limT(t) r—x

T(t) 'z —
TO" 277 iy py 2220 gy
t —0 t t —0 t

Donc —Aest le générateur infinitésimal de T(t)™'. m

Théoréme 6 Soit (T ()), 5, un semi-groupe fortement continue. Si 0 € p(T (o)) pour

un certain ty > 0, aors 0 € p(T (t)) pour tout t > Oet T (t) peut étre étendu en un
Cogroupe ( groupe fortement continue ).

Preuve. D’aprés le lemme (4) il suffit de montrer que 0 € p (T (1)), ¥Vt > 0.

Comme 0 € p(T (to)) alors : [T (to)]" = T (nto) est bijective , quelque soit n > 1.
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Soit : T (t)x = 0; choisissons n tel que : nty >t . Nous avons :
T (nto)x =T (nto —t) T () x =0= 2 =0.

Donc T (t) est bijective pour tout t > 0.

Maintenant nous montrons que :
ImT (t) = X,Vt > 0.
Ceci est vraie pour t <ty puisque d’aprés les propriétés de semi-groupe :
ImT (t) D ImT (ty) , pourt < to.
Pourt > tg, soitt = ktg+t1; avec 0 < t; < ty. Alors :
T(t) = [T (to)]" T (t2)

Donc :

ImT (¢) = X.

D’ouT (t) est bijective et ImT (t) = X pour toutt > 0, d’aprés le théoréme du graphe
fermé 0 € p(T (t)) pour toutt > 0. m

Proposition 3 Soit —A le générateur d’un semi-groupe analytique (S (t)) et soit

0 € p(S(ty)) Pour certains ty > 0. Alors A € B (X).

Preuve. On peut supposer sans perte de généralité que —A est le générateur d’un

semi-groupe analytique borné d’angle a pour un certain a € (0, g}, autrement nous
considérons le semi-groupe analytique {e“'S (t)} de générateur(w — A) pour un certain
w € R.

D’aprés le théoreme (6) on a :
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0€p(S(t)=0€p(S(t),vt>0

Donc :

0€p{e’S(t)}

On a d’apres le théoréme (1.6.5) dans [35], si (w — A) est le générateur d’un semi-
groupe analytique d’angle g€ (0, «), alors A est un générateur d’'un Cy-semi-groupe, et

d’apres le théoréme de Hille-Yosida on a :

!

IM,w > 0: {AeC:ReA>w'}Cp(A)

M /
< —— i .
et [R(NA)| < o — siRe A > w

Comme A génére un Cy-semi-groupe S (t)~', et d’aprés le lemme (4), S ()" 'borné,
alors on peut I’étendre a un semi-groupe analytique.
Et comme — A est le générateur d'un semi-groupe analytique (S (t)) d’angle a € (0, %)

).

alors A est le générateur d’'un semi-groupe analytique d’angle g € (% — q, %) C (0,

e

Alors il existe une constante Mz > 0 tel que :

M '
IR (X A)| < |TT>R“ > 2, |arg Al < 8.

Et d’aprés le lemme (3) on a :

{ 1) {xeC:larg) > 2 —a} Cp(A)
230y > 05 [|R (O, A < 22, Jarg \| >

Ou la constante Mz peut étre remplacée par une autre plus grande si nécessaire,
donc :

M /
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Et d’apres la proposition (3) ([36] page 63) on obtient A € B (X). m
Il n’est pas difficile de montrer que : S (t) U (t) = x , Si —A le générateur d’un semi

groupe analytique d’angle « (% <a< %), le probléme de Cauchy 2.2 est bien posé.

{V ‘t)=—-AV (), 0<t<T (22)

V() =y
En note par {5 (t)},5, le semi groupe engendré par —A, donc il est une solution V' (¢)

pour le probleme 2.2,Vy € X tel que :
Vit)y=St)y, 0<t<T.
Et d’apres le probléme 2.1 et par un changement de variable ¢ = (7" — t) on trouve :

{U'(T—t):—AU(T—t),O<t§T 23)

U(T) =y
D’ou : si U (t ) est une solution de probléme 2.1, alors U (17" — t) est une solution de

probléme 2.2, donc :

Pourt=Tona:
U)=UT-T)=5T)y=STU(T)=x,

Ainsi :

Donc par le changement de variable ¢t = (T — t), et d’aprés 2.3 et 2.2 'opérateur A
géneére le semi groupe S (T —t) ou U (T') = y.

D’ou :



U(t)=S#) "z, t>0)

D’aprés (lemme (4) et proposition(3)) S (t) 'n’est pas une famille d’opérateurs li-
néaires bornés, donc 2.1 n’est pas stable. Le probléeme 2.1 peut alors conduire au probléme
général mal posé qui a été présenté par Tikhonov, ou —A est le générateur infinitésimal

d’un semi groupe analytique {S (t)} d’angle o, (2 < < Z) et 0 € p(A).

Théoréme 7 Soit —A le générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique d’angle

Q; (0 <a< g) alors il existe une famille d’opérateurs régularisent pour le probléeme 2.1.

Pour cela on introduit le probléeme de Cauchy bien posé suivant :

{UE’ )= (AT +eA) " —AU.H,0<t<T

0(0) = o (2.4)

On montre par la suite qu’on peut construire une famille d’opérateurs régularisants
a l'aide de la solution du probléme de Cauchy bien posé 2.4. Dans ce but nous montrons
tout d’abord que lopérateur : A (I + EA)fl — A génére un semi groupe analytique borné
{E:(t)} si S(t) est borné et 0 € p(A), en outre on montre qu’il existe un constante

positive M indépendante de ¢ tel que :

|E. (Ol < M ¥t >0

2.2 Génération de semi groupe

Proposition 4  Soit —A le générateur d’un semi groupe analytique borné S (t)

d’angle o, (2 <o <Z) et0ep(A).
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Alors : Vopérateur (A(I +eA)™" — A ) est le générateur d’un semi groupe
analytique borné {E. (t)},., et il existe une constante positive M indépendante de €
telle que :
[E-(®)]| <M ¥Yt>0

Preuve. On pose que J. = (I + 5A)71 et A. = A J. . De l'identité :
A, =cc LA
= (I—cA-1)J.
= ((I+cA)J. - J)
=¢! (J;lJ6 — JE)
=t (I-J)

Comme J; est borné, il s’ensuit que A, est borné.

Nous pouvons définir un Cjy semi groupe d’opérateurs linéaires par :
Se (t) = exp{—tA}, —oo <t < +o0.

Ou nous utilisons la série pour pouvoir définir la fonction exponentielle. D’apres le

théoréme (7.9.5)dans Dunford-Schwartz [[7].P.602] on a :

o(A)={u(l+ep)™", peo(A)}u {%}

D’aprés ce théoréeme si on pose
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o(f (A) = [ (o(A)={f (V) ,Aea(4)}
= A1+ ea(A)}

Et on remarque que si A\ — 400 on trouve que :
1
Al+ed) — -
€

D’ou :
o) = (n e wea(}u{z}

Et alors :

Pour A\ € ), nous avons
”R ()‘7 _AE)H = H()‘[ + As)iln

—|(r+ A+

— ||+ 2A) (A (I +24) + A)7Y|
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= ||(I+cA) (AT +eXA+ A)7|

= [|( +eA) AT+ (1 +ex) A)7

(I +eXN) +e(l4+eN) AN+ (1 +en)A)™

:Hl—ks)\

(M +(1+eX)A) ! +e)

:Hl—l—s)\

€
14+¢eA

1 -1
= M+ (1 A) A
I

ex+1-—-1 1 €
——— M+ (1+eNA
1+eA AT+ {1+ 4) 1+5/\H

= H(/\I+ (1+eN)A) -

(I+AA+ (1+ex) A7

_H(/\]+(1+5)\)A) o

=lle@+eN) T+ (1 +eN) T A+ 1+ A)7|

€ M
< +
T 14eA] AL 4e)]

M
< —
A

Car J. est borné, et (A + A.) "est borné, d’ou : (Al + (1 +eX) A) est borne.

Par conséquent, il existe une constante M, positive indépendant de ¢ tel que :
1S- (B[] < My, ¥t >0

Ou {S. (t)} est le semi groupe engendré par A..
Donc A, est un générateur d’un Cy semi groupe {S. ()} borné; Il n’est pas difficile
de montrer que : (I + A) D (A?) est dense dans X , et on remarque que A, se rapproche

de A sur D (A?).
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Et pour ¢ assez petit nous avons par le théoreme d’approximation de semi groupe

lim.—0S: (t)x =S (t)z,Vo € X.

Théoréme 8 Pour chaque € > 0, soit E.(t) = S(t)S.(—t) Vt > 0; alors E. (t) est
un semi groupe analytique dans X, et (A. — A) est son générateur, en plus il existe une

constante positive M indépendante de ¢ telle que :
|E: ()] < M, vt > 0.

Preuve. Comme dans la preuve de lemme (1) dans Showalter [36], E. (t) est un semi
groupe dans X et (A. — A) est son générateur. Puisque A. est borné et —A géneére un
semi groupe analytique alors E. (¢) est un semi groupe analytique par Le théoréme de
perturbation et de I'unicité du semi groupe.

Nous considérons d’abord le spectre de (A. — A), pour A € C nous avons :
M—-—(Ac—A)z=N—-A.+A)x

=M —-e'(i.—L)+A)z
=M-cU+e 'S +A)x
=(M—c T+t (T+eA) " +A)a
— (M= T+ A) ([ +eA)+ (T +eA) e
=M +XeAd—cT—A+A+eA+e ) (I+ed) '
= (AT +XeA+¢eA?) (I +eA) " z,Va € D(A)

Donc pour A € p(A. — A) il faut que (A — A, —l—A)_1 existe, qui implique que
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(M + AeA 4 cA2) 7" existe, d'ou (A 4+ AeA + cA?) £ 0.
Pour (A + A\eA +cA%) =0 en calcule A = (\e)® — 4)e.
Donc A > 0 implique que ()\5)2 —4Xe >0 e > 4.

On note par A = /A = /e2)\? — 4e).

Dans le cas /A > 0, il existe deux racines K, K> tel que :

K, = e VA deh o Ky = _)‘6;;\/3 = ZActA

2¢ T 2 2¢

D’ou :

(ML — A+ A) 7 = (I +A) (M + reA +4%) 7

— (T +eA) [ (A— K1) (A= Kp)] ™
St (a5 (10252 )
= (i—l—sA+)\82_A _ Aé‘z—/\> <€A+)\52—A>1 (A+ )\62_};/\)1

-1 -1
_ ([+([_A5—A> <€A+)\5—A) ) <A+/\5+A)
2 2 2e

(340 L4 (1= 258 (e 3540 (44 22 2 0

(A= 35A0)™ o (1 242) A+ 2501) A+ 250, <

D’ou (Al — A. + A)™" existe comme un opérateur borné si et seulement si

% € p(A) ce qui implique :

o(Ac—A) C{-eX(1+eN) A€o (A)} =G -voir figure 1-

On pose A = exp {j: 7 (% — a)} , on voit que les équations paramétriques de la

courbe I' se présentent comme suit :

Soit f (A\) = —eA? (1 4+¢e)\) Tou A =7 exp{ i (¥ — )} tel que r = |A|, alors :

—er? (cos?(% —a) + 1 sin2(§—a))

14er cos(g—oz)) + 2er Sin(g—a)

f()‘):(

Nous cherchons la forme algébrique de f (\) , ¢ t a d : nous cherchons wu, v

28



tel que :
f\) =u+iv
—er? (cos2(§—oz) + 1 sin2(§ —a)) (1—1—57“ cos (% —a)) — 1 é&r sin (%—a)
(1+er cos (3 —a)) 24 exr?sin® (5 — «)

B —er? [0082(— —a) (1—1—57’ coS (5 —a)) +sin2(% —a) sin (g —a) 57’}

- 1+er cos(f—a) + e2r2cos? (5 —a) + £xr?sin® (3 —a)

ert[sin2 (3 —a) (1+er cos (3 —a)) + er sin(f—a)cos2 (5 —a)]
l1+er cos(f2—a) + e2r2cos? (5 —a) + e2?sin® (3 —a)

—er (0082 (— — a) + er cos (5 — a))

1+er cos(f—a) + 2?2
—er?(sin2(2—a) + er sin(Z—a))
+1 =

l1+er cos(3—a) + 22

(1)

De la méme fagon pour A = r exp {— 7 (g — a)} on trouve :

fF) =

—er? (cos2 (3 —a) + er cos (5 —a))
l1+er cos(3—a) + 22
cer?(sin2 (3 —a) + ersin(3—a))

2
e l1+er cos(f—a) + 22

- 2)

De (1) et (2) en peut écrire :

U — —er (0052( ) + er cos(—fa))
1+er cos(%— ) + g2¢2
Ir: { ) Vr > 0.
v =

(sm2<5—a) + er sm(——a))

1+er cos(%f ) + e2r2

Ou G est la région du coté gauche en cercle par le courbe I', et pour chaque § €
2(5-0).7) ou B € (5.20).

La ligne : v = u tan 3 coupe la courbe I' seulement
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Maintenant nous estimons la résolvante pour A\ € p (A. — A), nous avons :

R\ A —A) = (M — A+ A)™

_{(A+%I)_l+(l AeA) (cA+ AN T (A 2) T A > 0

(A—%I)il—F(I )\5+A)(€A+)\s AI)(A—F%) ,ImA < 0

D’ou :
IR A= A = [|(M = A+ A)7Y
[(A+ 252207 4 (1 - 252) (ca+ 25520 7" (a4 258
{ [(A=25220) 7 4 (1= 252) A+ 2520) (A+ 2522 || smA < 0

<{ | 1= ‘Ae AH)\erA ;pour ImA > 0

wallbeilbe
2 Ae+A /\sz

Fic. 2-1 -
Si on note e\ par z et on définit :

2
- €Gy = EE ;Imz >0
f(2) Z+mp0urz n {z > m 2z }

f (2) est continue dans G, De plus f (z) peut étre continu pour le segment supérieur
de I'intervalle [0, 4] cela signifie f (2) est continu dans G si nous définissons

f (2) = 0 puisque : f (z) — 0 quand |z| — 0, Im z > 0 ou le segment supérieur
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de [0,4] est une partie de la frontiére de G .

Nous avons aussi par la regle de 'hopital :

i 2 z—Vz2—4z . 2 —z4+V22 -4z
lim 1—-—— )= 1

S — im
|zl —+00 2z — /22 — 4z 2 lzl—+00 2z — /22 — 4z
1+ #
= lim + ;34—4z =—-1Vz e Gy
|z|—4oc0 1 — Wi
De plus :
2 2 — 24
lim : (1 _zz VR4 V) e
l2]—0 2 — /22 —dz 2+ /22 — 4z 2

Aussi on définit :

0= (1-5) (=) (==

La fonction g (z) est bornée sur G, par conséquence il existe une constante M telle
que :

|f(2)]+|g(2)] < M. tel que:Imz >0
En remplacant z par e\ on trouve :

F N = A B A
X+ VX2 —4e) EA+A

9(eN) = (1— €A2_A) (;3\) <5A2+A>

D’ou :

2e
eEA—A

A+ A 2

eA+ A

K (5)\)\+\9(€)\)]:‘ 2 Hl_aA—A

2
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2e
ex—A

IN

eEA+A 2
< M,(Imz>0).

N (‘ 2 Hl_s)\—A

2
eA+ A

Donc :

IR\ A —A)|| < |%fcelquelm)\ >0.(2.1)

De la méme fagon, nous avons la méme estimation finale pour : (Im A < 0) ou G_.

Dans ce cas :

VeEX2 —deh  \/e2rtexp{i 20} —4derexp{i 0}
EA

a er exp {i 0}

. 1
’67" exp {'l Q}’ 1-— m

er exp {i 0}

1
= —y/1-——— — —1,quand : r — +00
er exp {i 0}

Pour A =7 exp {i 0} tel que —2a < 6 < 0 cela implique :

Vexp{i 20} =+/exp{i (20+2m)}=—exp{i (0+7)}

Donc pour A€ >, ona:

M
IR (A A: — A)|| < o

D’ou il existe une constante positive M, indépendant de € tel que :
|E. (t)]| < Ma, ¥t >0

Nous avons montre donc que (A. — A) = (A(I + - A) est le générateur d’un

Semi groupe analytique borné { E. (¢)}, et il existe une constante positive M indépendante
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de ¢ tel que :
|E- (Ol < MY ¢ >0

2.3 Reégularisation pour le probléme de Cauchy 2.1

Nous commengcons par la définition de la famille régularisant

Définition 15 Une famille {R.; ,e >0 ett € [0,T]} C B(X) est appelée famille régu-
larisant pour le probleme 2.1, si pour chaque solution U (t), t € [0,T] du probléeme 2.1
avec [’élément initial x et pour 6 > 0, il existe € (§) > 0 tel que :

a)e(d) — 0 sid — 0.

b) HRQ((;ML; — U(t)xH — 0816 —0,Vte[0,T].

Auz conditions ||zs — x|| < § on définit : R.; = S. (—t) poure >0 ett € [0,T] , ou

S: (t) est un semi groupe engendré par —eA. Alors : {R.; ,e >0 ett € [0,T]} C B(X).

Théoréme 9 On suppose que —A le générateur d’un semi groupe analytique d’angle «,
(% <a< %) alors la famille d’opérateurs {R., }définie ci-dessus est une famille d’opé-

rateurs régularisants pour le probléme 2.1, tel que R.; = S. (—t).

Preuve. Nous considérons d’abord le cas ou —A le générateur d’'un semi-groupe
analytique d’angle o , (5 < a < %) borné et 0 € p(A). Soit U (), ¢ € [0,7] la solution

du probléme de Cauchy 2.1 avec ’élément initiale x, et soit :
s — 2| <6, [|A| < Me™!
Et :

T
IRess = Resal) < [Reil s =] < Sexp { ME )
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Comme :
t T
|Reall = 115 (=) | < Mexp{g} < Mexp{g}w e 0.7

Pour : ¢ = 2MT (Ind) " ,sid — 0: (Ind) " — 0 donce — O et on a :
T T
exp{M—}:eXp{M—_l}
5 2MT (Ind)

1 _
= exp {—§ln5} = exp {ln(STl}
1
= exp {ln \/5} = %
D’ou :
[ Repws — Rep|| < [[Regll [l — 2|
1
Vo

En combinant le théoréme d’approximation des semi groupes, le théoréme (8) et

§5exp{M§}§5 V6 — 0 quand : 6§ — 0. --- (31)

'estimation (21) :
lim. oE.(t)x=2 VYaxe Xettel0,T],il est facile de montrer que z = S (t) U ().

D’ou il s’ensuit que :

[Reoez = U @] = [1S:(=)S(O)U (&) = U (1)
= [E@QU@) -U®)|

Comme lim. o E. (t) r=a2Vz € X ette[0,T] donc :
I E.()U(t) 2 =U(t) z| =I[|(E () - ) x| — O quand : £ — 0

Ce qui implique : E. (t) — I, quand ¢ — 0.

34



D’ou :
HRE((;)JL; - U(t)x” = E(t)U({t) c=U(t) z|| — 0 quand : ¢ — 0.--- (32)

De (31) et (32) on obtient que {R.; } est une famille d’opérateurs régularisant pour
le probléme 2.1 d’aprés la (Définition (15)). =

Nous utilisons maintenant le cas général ot 'opérateur —A est le générateur d’un
semi groupe analytique non borné.

On a vu que si A est le générateur d'un semi-groupe analytique non borné alors il
existe un constante w réel tel que (w — A) est le générateur d’un semi groupe analytique
borné d’angle a , et 0 € p(w — A) .

Donc pour Popérateur —A il existe un constante w réelle telle que (w — A) est le
générateur d'un semi groupe analytique borné d’angle 3 ,

et 0 € p(w—A) ou (5 << %). (Définition 21, cf [34]). D’ou il existe une famille

d’opérateurs régularisants pour le probleme 2.5

{Uf(t) = (A-w) U(t),t €[0,T] (2.5)

U) ==z

Soit U (t), t € [0, T] une solution du probléme de Cauchy 2.1 avec I’élément initiale .
D’apreés la proposition (3), (A —w) est le générateur d’un semi groupe analytique borné :
{exp{wt} S (t)} d’angle 3, et 0 € p(exp{wt} S (t)). Et la solution du probléme 2.5 par

conséquent est donnée par :
U(t)=exp{—wt}U(t), t €[0,T]
Et on a :

lexp {wt} Reyxs — U (t) z|| = exp {wt} | Res)uws — U (t) z|| — 0 quand : § — 0

35



De la méme fagon nous montrons que {exp {wt} R.;}, est une famille d’opérateurs

régularisants du probléme 2.1.

Remarque 2 La méthode ci dessus est fausse pour l’angle (0 <a< %) dans un espace

™

) . s i . ™ > 14
de Banach, on a si : o < Fet pour p = 5 — «a donc : ¢ > 5, et on considérant

limage dedeuz rayons rexp{£ i (¢)}, (r > 0) selon Uapplication :X — —eX* (1 +¢e))

Fic. 2-2 -

qui donne le spectre de lopérateur (A. — A). Pour A\ = rexp{£ i (¢)}, (r >0) par la

symétrie il est facile d’obteni :

. 2
—e\2 (1 -1y _ —¢c (rexp{i (»)})
( e (1+ed) ) l+rexp{i (p)}
—er? (cos2p +ercosp) . —er?(sin2p + ersingp)

1 + 2er cos p + €2r? 11 2er cos © + e2r?

On noté par f (r) la partie réelle, donc :

f ) = —er? (cos 2 + er cos )
1+ 2ercosg +e2r2

—

> 0)

Ona:f(r) <0 pour (0<¢<ZI), et pour (2 < ¢ <Z) on calcule [ ' (r)

£l = (—2er cos 20 — 32212 cos ) (1 + 27 cos p + £212)
(1 + 2ercosp + 527"2)2
+ (2e cos @ + 26°7) (er? cos 2p + £%1° cos )
(1+ 2ercosp + g2r2)2
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) —er (€312 cos i + 42r? cos p + 2er cos 2 cos  + 3T cos @ + cos 2¢)
(14 2er cos p + €212)?

’

[ (r) = (£°r* cos p + 4£%r? cos ¢ + 2e7 cos 2 cos ¢ + 3er cos p + cos 2p) =0

La solution réelle de cette équation est unique et donnée par la méthode de Kardan

par :
1 2 2
7"0—1 G _logesy 3(:10890—écos<p
€ 3 G3
ou
a— 8cos4p — 36 cos® p + 27 + 3H
N cos
et
H = \/—48 cos® ¢ 4 180 cos 4 — 213 cos? ¢ + 81
Donc

¢
9

[ (o) = Zmax{f ()}

r >
Ou f (ro)._, est supérieur a zéro tel que : (% <p< %), a € [O, I [
On trouve que le spectre de (A. — A) traverse le coté droit du plan, d’aprés (lemme

3)ona:(0<p<Z)et Zwrg Z p(A:. — A) cela implique que (A. — A) n'est pas le

générateur d’un semi groupe analytique d’angle ¢. D’ou pour ¢ > % ou a <

1 la

s
4

méthode est fausse pour a € [0, %[ dans un espace de Banach.
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Chapitre 3

Solution du probléme de Cauchy
inverse par la méthode de

quasi-réversibilité

3.1 Position du probléme

On considére 1’équation :

dU
— = AU (2,8) - (1)

Ou A est un opérateur linéaire fermé définit dans un espace de Banach X tel que

D(A) = X, nous ressouderons le probléme suivant :

dt

U — AU (,t)
{ Ul(z,T) = U, U

On note que ce probléme a été traité dans [29)].

Il est connu que la fonction Uy € X est une solution du probléme de Cauchy (17)
pour t =T.

Soumise a une certaine condition initiale zy = U;—g, la fonction U, est donnée par

Verreur ¢ : ||zs — 20| <.
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Cela demande de trouver une solution qui approche & zg, c’est & dire par rapport a
05
25 pour trouver une s comme ||z5 — 2zg|| — 0 quand : § — 0.
Nous montrerons que ce probléme peut étre résoudre par la méthode de quasi-réversibilité.

(voir [22] [27] [25] [28] [29])

3.2 La construction de la solution approximante

Par laméthode de quasi-réversibilité nous trouvons z? comme solution U? (x,t) du

probléme inverse de le probléme suivant :

. (3.1)

£

W2 = (A+eA?)U?
<I7T) = U(5

Pour ¢t = 0 dans I’espace du Banach la fonction 2’ est trouvée dans [29], pour trouvée
cela, dans le probléme 3.1 nous faisons le changement de variable suivant : 7 =T — ¢, on

aboutit au probléme suivant :

On a
dU? d
5 _ . e _ Y _
U2 =U(z,T—1t) o dtU(x,T t)
de d
@ = o)
Donc :
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Il est montré que si A genére un probléme de Cauchy bien posé ou il satisfait certaines
conditions faibles du théoréme (1.5) de [34] et la partie imaginaire de spectre est limitée.
Alors le probléme de Cauchy obtenu 3.2 est aussi stable sous la condition :
Us € D (A%).
La solution du probléme 3.2 peut étre écrite sous forme intégrale :
1 fotio

U (2,T) =2° () = —— exp {AT} R(\, A.) Usd. - - - (4)

270 Joico

Tel que : 0 > eK + . et ImSp(A) < K =VAe {AeC: |\ > K} Cp(A).

Donc pour que le chemin I" soit dans p(A) la solution du probléme inverse 3.2 est
donnée par (4), et I' : 0 — ico — 0 + i00, car comme Sp (A) est borné alors p(A) est
non borné.

Comme cela résulte du théoréme (5) que —A’et (A — cA®) sont deux opérateurs
qui approximent A, et de plus générent des semi-groupes analytiques. Donc sou cette
condition la solution du probléme inverse 3.2 du probléme 3.1 est donné par :

1 otioo

U2 (2,T) = 22 () = —=— exp {\T} R (N, — (A +cA?)) Usd\.

271

o—100
Et on a

R\ —(A+ed?) = /M exp {—AT'} S (T) d.

Ou S. (T) est le semi-groupe engendré par A, = — (A + £A?), et donc V) € o (A,) :
A=A+el tel que: A € o (A), on a donc :

R(\A) = R()\,—(A+5A2)):/Jrooexp{—/\T}Sg(T)d)\.

_ /m exp {— (A+2)2) T} S (T) d.

Ou S (T') est le semi-groupe engendré par A, d’ou :

O (x) = _QLM e exp {— (A+eX’) T} R(\,A) UsdA-- - (5)

T—100
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= 2 (2) = _2Lm' exp {— (A +eX’) T} R (A, A) UsdA
r

EtI': 0 —ioco — o +ioco , tel que I' est dans p(A), et I' ¢’est un chemin ferme

contient le spectre de A.

3.3 Convergence de la solution approximante vers la
solution exacte

Le but de cette partie est de montrer que pour une fonction choisie £ = ¢ (J) qui tend

vers a zéro quand : 6 — 0.

Hzg(a) - ZOH — 0O quand 6 — 0

On a 'estimation suivante :

1225 — 20| <

25 — UL (%T)H + ‘

[750 (z,T) — ZoH

Ou [750 (x,T) est une solution du probléme 3.2 pour Us = Uy et t =T. Quand § — 0:

22 (x) — 22 (2), ou :

% (1) = U7 (z,7)

= L [ep{= (A +eX) T} R\, A) Updh-- - (6)

2w Jr

On pose
/exp [~ (A +20) T} R(\ A)d\ = B.
r

D’apreés (5) et (6) nous obtenons 'estimation :
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|28y = 22 @) = ||2ds) — e (fL’uT)H

1
< —|B. _
12| U5 — U]

IN

1
— || B:|| 0
— |15

Ici (7? (x,T) est une solution du probléme 3.2 pour Us = Uy et 7 =0, on a :

00 (2. T) = 5= [ exp{~ (\+2X) T} R(A, 4) VoA
r

~ 1
0(x,T) = ———B.U,.
— U (z,T) 5 Uo

Et on a:
1
2 () = 5 | &P {= (A +eX) T} R(X A) Usd.
7 Jp
5 1 U
— Ze(6) (l’) - _Q—m eVs
Dou :
By~ 02 (@.7)]| = || 5 B- (Us — 00)|| < 5= 1B 105 — ol
€@ e o - - 27 N

Et comme : ||Us — Up|| < ¢ donc :

~ 1 1
§ 0
Aoy = 02 (@.1)|| < 5= 1Bl U5 = Ull < 5= 1184118

Quand 0 — 0 : || B:|| 6. — 0, d’ou :

Zg(é) - Uso (IuT)H — 0 quand § — 0---(7)
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Il est suffisant de choisir la fonction € = ¢ (§), alors on aura ||B.[[6 — 0 quand

6 — 0.

Maintenant nous estimons : ‘ U2 (x,T) — zOH .

La fonction Uy est une solution pour : ¢ = T du probléme de Cauchy (/1) pour
I’équation (/) avec une condition initiale : Uj—g = 2.
Alors pour 25 € D (A?%) en peut I'écrire sous la forme d’intégrale ou dessus d’une ligne

a droite du spectre de 'opérateur A tel que :

1 o+100

2mi

Uy=U(z,T)=— exp {uT'} R (u, A) zodp.

o—100

Et choisissons o alors que cette ligne est a droite et lisse du contour I', et mettons

'expression obtenue pour Uy dans la formule (6) on trouve :

00 (2,T) = —% exp {— (A+eX?) T} R(X, A) UpdA.
r

— o [ew (- (+e¥) ThROA) (-5

271 o

o+100
[ e tury R ) Zodu> ax

—100

o et 0oty 1 (<o [ e gy BOA R )

271 r T—100

R(

On not par I a l'intégrale : f:j;o exp {uT'} %ﬂ“’ngdu, on a donc :

o+1i00 R )\,A o+1i00 R ,A
I:/ | exp {uT'} /\(f,u)zod,u—/ | exp {uT'} %}L)zodu.

On choisit A appartenant a I'intérieur de chemin fermé et en choisit 7y : (o0 — 00, 0 + i00)
une chemin ferme tel que : v C T, par le théoréme de Cauchy sur le chemin fermé ~.

on a :

o+100
/ exp {uT'} Ji\(%’ﬁ)zodu = —2miRes (exp {uT}, ) R (A, A) 2o

—100
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= —2miexp {A\T} R (), A) 2.

Pour l'intégrale :
o+1i00 R ’ A
/ exp {uT'} %ﬂ)zm&

—300
Et pour p appartenant a I', donc 1 est extérieur au chemin fermé , Par la théoréme

de Cauchy sur le chemin fermé + on a :

o-+ioco R ,A
/ exp {uT'} %ﬂ)%du =0.

—100

D’ou :
00 (2, T) = _QLM, exp {— (A +€X?) T} exp {AT} R (, A) zod.
I
— U (2,T) = —% exp { (A — N+ A) T} R (X, A) zodA.
T

L= U0 (2,T) = —L_ exp {(—eA?) T} R (X, A) zod.
r

21

Il est montré que I'opérateur —A? génére un semi-groupe continu noté : P,, pour

20 € D (A) qu’on peut écrire sous forme intégrale :

1
Py = —— / exp { =N’} R (), A) zod.
2w Jr

C’est a dire :

(760 (x,T) = Pyzp quand : t = £T.

D’apres la continu du semi-groupe FP; en zéro il s’ensuit que quand ¢ — 0 on a :

~

O(xaT) - ZO‘

£

= || Pz — 20|

= ||Perzo — 20|l — O quand € — 0. (Py=1).---(8)
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D’apres (7) et (8) il est prouvé que I'on peut choisir la fonction : € — ¢ (4), ainsi on

obtient que :

IN

||Z§<6) - ZOH

1
o= | B-116 + | Porzo — 2o]] quand 6 — 0,

225 — e (%T)H + ‘

[750 (x,T) —zOH

IN

D’ou :

Hzf((;) - 20” — 0 quand 9 — 0.

D’ou : la solution approximante zg( 5) converge vers la solution exacte z.
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Titre. Quelques méthodes de régularisation de
problemes mal-posés

/7

Reésume

Le présent travail est consacré a 1'étude d'un probléeme de
Cauchy mal posé dans un espace de Banach. On construit
une famille régularisante d'opérateurs pour notre
probleme. On montre la convergence de cette méthode.

Enfin, on illustre les résultats obtenus par I'é¢tude
d'un probléme inverse par la méthode de quasi-
réversibilité, et on donne la Convergence de la solution
approximante vers la solution exacte.




Title: Certain regularization methods of ill-

posed problems

Abstract

The present work is devoted to the study of an ill-posed
Cauchy problem in Banch space. We construct a family
of regularizing operators.

We prove the convergence of this method.

Finally we illustrate the obtained results to the study of
an inverse problem using the quasi-reversibility method
and we give the convergence of the approximate solution
to the exact solution.
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