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Abstract

The objective of this work is to study the technical analysis and the mode-
ling of empirical time series. A time series is a sequence of random variables
Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn observed sequentially in time. These random variables are
not independent. This dependence between random variables is measured
using the autocorrelations and partial autocorrelations. The functions of au-
tocorrelations and partial autocorrelations of the time series are the essential
tools for the identi�cation and adjustment of stochastic models.
In this contribution we focus mainly on linear stochastic models. We

synthesized the remarkable properties of ARMAmodels using the techniques
of Box and Jenkins and some speci�city of the "State-Space" models. It also
shows that any ARMA model can be expressed as "State-Space". To give
more substance to the identi�cation of models, we introduced the concept of
inverse autocorrelation function which depends heavily on the speci�c model
type. The information criteria AIC and BIC are proposed to test the quality
of the model chosen. A reformulation of the construction of these criteria and
their comparison are proposed.
Key-Words and Phrases :
Time series - Stochastic processes - ARMA models - Externe representa-

tion - State-space representation - AIC Criterion - BIC Criterion.
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Résumé

L�objectif de ce travail est d�étudier les techniques d�analyse et de mo-
délisation des séries chronologiques empiriques. Une série chronologique est
une suite de variables aléatoires Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn observées séquentiellement
dans le temps. Ces variables aléatoires ne sont donc pas indépendantes. Cette
dépendance entre les variables aléatoires est mesurée à l�aide des autocorré-
lations et des autocorrélations partielles. Les fonctions d�autocorrélations et
d�autocorrélations partielles des séries chronologiques représentent des outils
essentiels pour l�identi�cation et l�ajustement de modèles stochastiques.
Dans ce travail on s�intéresse essentiellement aux modèles stochastiques

linéaires ; on a synthétisé les propriétés remarquables des modèles ARMA en
utilisant les techniques de Box et Jenkins ainsi que certaines spéci�cités des
modèles «Etat-Espace» . On montre aussi que tout modèle ARMA peut être
exprimé sous la forme «Etat-Espace» .
Pour donner plus de consistance à l�identi�cation de modèles, on a intro-

duit la notion de fonction d�autocorrélation inverse dont la spéci�cité dépend
étroitement du type de modèle. Les critères d�information AIC et BIC sont
proposés pour éprouver la qualité du modèle choisi. Une reformulation des
constructions de ces critères et leur comparaison sont proposées.

Mots clés :
Série chronologique - Processus stochastique- Modèles ARMA- Représen-

tation externe - Représentation interne - Critère AIC - Critère BIC.
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Introduction
Les séries chronologiques ont commencé à être utilisées dans l�étude des

températures et de la pluviométrie. L�étude descriptive de ces séries n�était
pas su¢ sante pour prévoir leurs comportements futurs. Le besoin de prévision
de ce type de séries a emmené les scienti�ques à construire des modèles
mathématiques aptes à répondre à ce besoin.
La majeure partie de la méthodologie statistique classique repose sur des

séries d�observations indépendantes. Généralement, ce manque d�indépen-
dance est considéré comme un handicap. Ainsi, un des objectifs d�une bonne
expérimentation est d�éliminer cette dépendance. Toutefois, dans le cas de
l�analyse des séries chronologiques nous nous occupons de données qui se dé-
veloppent dans le temps et dont chaque observation peut dépendre dans une
certaine mesure des observations précédentes. C�est sur cette dépendance que
se focalise l�étude des séries chronologiques. Par ailleurs, on peut dire qu�une
série chronologique possède une mémoire du passé dans le sens où les valeurs
présentes et passées de la série re�ètent dans une certaine mesure les valeurs
futures.
Une série chronologique est une suite d�observations générées séquen-

tiellement dans le temps. On dit qu�une série chronologique est continue
si l�ensemble des instants d�observation est continu, et qu�elle est discrète
si l�ensemble de ces instants est discret. Par la suite, on ne considèrera
que les séries chronologiques discrètes où les observations sont réalisées en
des intervalles de temps équidistants, i.e. d�amplitude h constante. Ainsi, si
nous disposons de N valeurs successives d�une série chronologique, on note
Xt1 ; Xt2 ; : : : ; XtN pour désigner les observations obtenues dans les intervalles
de temps t1 = t0 + h; t2 = t0 + 2h; : : : ; tN = t0 +Nh. La valeur t0 est appe-
lée origine de temps et la valeur h est appelée unité de temps. Xt est alors
une observation de la série chronologique à l�instant t. Les séries chronolo-
giques peuvent être obtenues de deux façons : soit par échantillonnage dans
un processus aléatoire continu ou par accumulation d�une variable sur une
certaine période de temps. La représentation graphique d�une série chrono-
logique nous donne un aperçu sur le comportement de cette série. L�allure
d�une série chronologique se matérialise souvent sous forme d�une tendance
ou composante déterministe. Elle peut montrer des changements cycliques
ou composante saisonnière. Et indépendamment de ces deux composantes,
il existe aussi une variabilité due à des causes purement aléatoires. Un phé-
nomène statistique qui se développe dans le temps et qui obéit à des lois de
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CHAPITRE 0. RÉSUMÉ

probabilité est appelé processus stochastique ou processus aléatoire.
Les séries chronologiques qu�on aura à étudier seront considérées comme

des réalisations possibles d�un processus stochastique. Il est nécessaire dans ce
qui va suivre de distinguer entre le processus stochastique et la série chronolo-
gique observée. Une série chronologique Xt1 ; Xt2 ; : : : ; XtN de N observations
successives est considérée comme la réalisation d�un échantillon issu de la po-
pulation in�nie de telles possibilités de réalisation du processus stochastique.
Dans le premier chapitre, on présentera des rappels et des dé�nitions pour

nous aider à mieux comprendre l�étude discriptive qui sera exposée dans les
chapitres qui suivent. Nous discutrons également sur les séries chronologiques
déterministes où nous utilisons la tendance et la saisonnalité. Ensuite, nous
éliminons ces dernières composantes et nous gardons que la partie aléatoire.
Aussi, nous donnons des dé�nitions sur le processus stochastique
En général, Box et Jenkins ([6]) ont proposé une méthode beaucoup plus

sophistiquée se concentrant principalement sur la composante aléatoire. L�ap-
proche de Box-Jenkins a longtemps été considéré comme l�état de l�art dans
la série chronologique. Essentiellement, les modèles ARIMA sont des géné-
ralisations des modèles linéaires ordinaires de régression, sauf que les "va-
riables explicatives" se composent des observations antérieures de la série
chronologique elle-même. Si les données de séries chronologiques s�ajustent
e¤ectivement à un modèle ARIMA de forme connue, alors les meilleures
prévisions possibles pourraient être obtenues par des méthodes de projection
classiques. Bien sûr, dans la pratique, même si les données ont été générées
par un modèle ARIMA, nous ne connaîtrons pas le nombre de coe¢ cients
dans ce modèle ou les valeurs des coe¢ cients. Cela conduit à des problèmes
de sélection de modèle et d�estimation de paramètres.
Le premier chapitre est consacré à l�édude des di¤érentes notions de la

tendance et de saisonnalité. Des techniques d�élimination de ces composantes
sont proposées. Dans un deuxième volet, nous présentons l�étude de modèles
linéaires généraux et leurs caractéristiques à savoir la fonction d�autocova-
riance, la fonction d�autocorrelation, la fonction d�autocorrelation partielle
et le périodogramme. Le deuxième chapitre portera sur les modèles de Box-
Jenkins et leurs propriétés caractéristiques.
Dans le troisième chapitre on abordera la méthode d�identi�cation de

modèles de Box et Jenkins. Cette technique est semi automatique du fait que
l�utilisateur intervient en appréciant visuellement les graphes des fonctions
d�autocorrélation et des fonctions d�autocorrélation partielle. La con�rmation
du modèle choisi se fait en utilisant l�un critères d�information, le critère AIC
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ou le critère BIC. Le dernier chapitre est consacré à la représentation interne
ou la représentation de Kalman-Bucy dans laquelle les séries sont décrites à
l�aide de l�équation d�observation :

Yt = GtXt +Wt t = 1; 2; : : :

et l�équation d�état :

Xt+1 = FtXt + Vt t = 1; 2; : : :

3



Chapitre 1

Rappels et dé�nitions utiles

1.1 Le principe classique d�analyse des séries
chronologiques

Les techniques moderne pour l�étude des séries chronologiques ont été
initiées par Yule ([32]). Les travaux de Wold ([31]) ont permis de développer
une théorie complète des modèles d�autoregréssif- moyenne mobile (ARMA).
Dans les années quarante Wiener ([30]) et Kolmogoro¤ ([19]) ont résolu le
problème de l�estimation des �ltres continues et discrets respectivement. Au
début des années soixante Kalman([17]) et Kalman et Bucy ([18]) ont étendu
les procédures d�estimation de Wiener ([30]) et Kolmogoro¤ ([19]) aux séries
chronologiques non stationnaires en utilisant la représentation état-espace.
L�objectif de l�approche de l�étude des séries chronologiques est de séparer

la composante aléatoire de la partie déterministe du processus étudié. Cette
étude se compose de deux étapes. La première est appelée "analyse des séries
chronologiques" dont l�objectif est de mettre en évidence les caractéristiques
du phénomène engendrant la série chronologique. Ceci est réalisé en utilisant
simultanément les propriétés des autocorrélations et les propriétés spectrales
de la série chronologique. La deuxième étape consiste en l�utilisation de plu-
sieurs types de méthodes telles que la décomposition de la série chronologique,
lissage exponentiel ou les modèles autorégressifs-moyennes mobiles. Toutes
ces méthodes tendent à isoler le bruit blanc dans les valeurs observées de la
série chronologique.

Le principe de décomposition des séries chronologiques est basé sur l�hy-
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1.1. LE PRINCIPE CLASSIQUE D�ANALYSE DES SÉRIES
CHRONOLOGIQUES

pothèse que toute série chronologique est constituée de trois composantes
principales, la tendance (T ), la saisonnalité (S) et la partie aléatoire (Zt).
Soit Xt le processus observé, si on suppose que la relation entre les trois
composantes est adittive, on aura alors :

Xt = T + S + Zt

La partie aléatoire est bien évidemment la partie la plus intéressante à mo-
déliser pour une série chronologique, on note Zt la composante aléatoire,
supposée de moyenne nulle, mais possédant en général une structure de cor-
rélation non nulle.

1.1.1 Estimation du trend en l�absence de saisonnalité

Supposons, dans un premier temps, que la partie déterministe du modèle
soit uniquement composée d�un trend Tt linéaire :

Xt = Tt + Zt (1.1)

Nous allons résumer trois méthodes principales pour estimer Tt.

Estimation paramétrique

Cette méthode consiste à estimer le trend par la méthode des moindres
carrés ordinaires. Supposons que l�on observe la série chronologique, il semble
naturel d�estimer la composante Tt de cette série par une fonction linéairebTt = ba+bbt où ba etbb sont des estimateurs des coe¢ cients de la fonction linéaire
estimant Tt. Pour trouver ces estimateurs par la méthode des moindres carrés,
il faut minimiser l�erreur quadratique commise en remplaçant Tt par bTt dans
(1:1).

Proposition 1.1.1 Soit X1; :::; XN , la série chronologique observée. Alors,
pour déterminer les coe¢ cients ba et bb, on doit minimiser la quantité :

NX
t=1

(Xt � a� bt)2 (1.2)
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET DÉFINITIONS UTILES

Et, en posant X = 1
N

PN
t=1Xt, la solution de ce problème de minimisation

est : 8>>>><>>>>:
ba = 4N+2

N�1 X � 6
N(N�1)

NX
t=1

tXt

bb = 6
N(N�1)

 
2

N(N+1)

NX
t=1

tXt �X

!

Preuve Pour minimiser en a ; b l�équation (1:2), il faut dériver cette expres-
sion selon a et b, ce qui donne, après quelques simpli�cations et en égalant à
zéro, le système :

(i)
NX
t=1

Xt � aT � b
NX
t=1

t = 0

(ii)
NX
t=1

tXt � a
NX
t=1

t� b
NX
t=1

t2 = 0

On peut à présent utiliser les formules usuelles :

NX
t=1

t =
N(N + 1)

2
et

NX
t=1

t2 =
N(N + 1)(2N + 1)

6

En divisant (i) et (ii) par N , on obtient :

X � a� b(N + 1)

2
= 0

1

N

NX
t=1

tXt �
a(N + 1)

2
� (N + 1)(2N + 1)

6
b = 0

où X est la moyenne empirique de fXtgNt=1.
La solution découle directement de ce système, en véri�ant que ba et bb sont
bien évidemment des minima en considérant les dérivées partielles du second
ordre. Des fois, on soupçonne un trend quadratique :

bTt = ba+bbt+ bct2 (1.3)

Par la même méthode on détermine les estimations de ba; bb; et bc. La courbe
d�équation (1:3) peut alors être utilisée pour prévoir les valeurs futures de la
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1.1. LE PRINCIPE CLASSIQUE D�ANALYSE DES SÉRIES
CHRONOLOGIQUES

série, Xt pour t > N . Cependant, si on tient compte des résidus Zt = Xt� bTt,
on peut améliorer cette prévision en tenant compte de la structure de Zt.
En d�autres termes, si les résidus Zt présentent des corrélations entre ses
réalisations, on pourra utiliser cette a¢ rmation pour a¢ ner la prévision par
le trend

Estimation non paramétrique

Dans certaines situations, il n�est pas facile de trouver le degré du poly-
nôme d�ajustement pour Tt. Il n�est pas toujours possible d�utiliser la méthode
des moindres carrés car le polynôme utilisé au départ pour bTt n�est parfois
ni linéaire ni quadratique. On pourrait utiliser un polynôme avec un degré
élevé, mais le nombre de paramètres à estimer serait important et rendrait
les calculs fastidieux. Dans cette situation, on a recourt des :méthodes non
paramétriques de l�estimation du trend, qui ne suppose pas que la tendance
soit polynomiale a priori. En e¤et, supposons que Tt soit linéaire dans un
intervalle [t � q; t + q]. Dans ce cas, un bon estimateur du trend est donné
par bTt = 1

2q + 1

qX
k=�q

Xt+k

On peut à présent calculer bTt pour chaque valeur de t en calculant cette
moyenne sur les 2q observations autour de t. On peut aussi voir l�intervalle
[t�q; t+q] comme une "fenêtre" sur les observations, que l�on déplace lorsque
t varie. A chaque valeur de t, l�estimateur bTt calcule la moyenne des obser-
vations tombant dans cette fenêtre glissante, on dit alors qu�on e¤ectue une
estimation par moyenne mobile.
Pour éviter que des problèmes se posent aux bords de la série (lorsque t � q ;
ou t > N � q), on pose :�

Xt = X1 pour t < 1
Xt = XT pour t > N

Méthode des di¤érences itérées

On peut également éliminer le trend sans l�estimer. Dé�nissons tout d�abord
l�opérateur de retard comme étant la fonction linéaire B qui, à toute variable
Xt fait correspondre la variable précédente Xt�1 tel que :

B(Xt) = Xt�1

7



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DÉFINITIONS UTILES

Cet opérateur peut être utilisé récursivement, pour obtenir l�avant-dernière
observation avant t :

B2(Xt) = B(B(Xt)) = B(Xt�1) = Xt�2

et on peut écrire par induction :

Bk(Xt) = Xt�k

Pour alléger la notation, nous noterons l�application de l�opérateur B sur
Xt : BXt, sans les parenthèses.
On introduit également l�opérateur de di¤érence r dont l�application à Xt

fournit la di¤érence entre Xt et la valeur précédente Xt�1 de la série :

rXt = Xt �Xt�1

En vertu de la dé�nition précédente, on a directement :

rXt = Xt �BXt = (1�B)Xt

Tout comme avec l�opérateur B, on peut itérer r pour obtenir :

r2Xt = rrXt = (1�B)[(1�B)Xt] = (1� 2B +B2)Xt

= Xt � 2Xt�1 +Xt�2

Plus généralement, l�opérateur de di¤érence d�ordre d envoie la valeur Xt de
la série observée sur la di¤érence de Xt avec la valeur prise par la série au
temps t� d, i.e.

rdXt = Xt �Xt�d

et on montre que :
rdXt = (1�Bd)Xt

Supposons à présent que dans l�équation (1:1) la forme du trend soit un po-
lynôme en t d�ordre k :

Tt =

kX
j=0

ajt
j

Si on applique à Tt l�opérateur de retard r on obtient :

rTt = Tt � Tt�1 =
kX
j=0

ajt
j �

kX
j=0

aj (t� 1)j

8



1.1. LE PRINCIPE CLASSIQUE D�ANALYSE DES SÉRIES
CHRONOLOGIQUES

et, en développant (t� 1)j dans le membre de droite, il vient :
kX
j=0

aj (t� 1)j =
kX
j=0

ajt
j +

kX
j=1

bj�1t
j�1

D�où,

rTt =
kX
j=1

bj�1t
j�1 =

k�1X
i=0

bit
i avec i = j � 1

On voit que l�opération à l�aide de r fait diminuer d�une unité l�ordre du
polynôme Tt. Dès lors, si on applique k fois l�opérateur r au polynôme Tt
on obtient rkTt = k!ak où ak est une constante indépendante de t. Donc,
l�opérateur rk appliqué à l�équation (1:1), nous donne :

rkXt = constante+rkZt

En pratique, on ignore le degré du polynôme Tt. C�est pourquoi on applique
l�opérateur r à la série observée autant de fois qu�il est nécessaire pour
éliminer la tendance. Et donc la série obtenue est purement aléatoire. En
pratique k est assez petit (k � 3).

1.1.2 Elimination du trend et de la saisonnalité

Supposons à présent que, en plus d�un trend Tt, la série comporte une
composante saisonnière St. On considère donc le modèle :

Xt = Tt + St + Zt (1.4)

St est une fonction périodique en t telle que St = St + d pour un certain
d > 0 et St ne comporte pas de composante "trend", et donc :

dX
j=i

St+j = 0

On peut également appliquer la méthode des di¤érences pour éliminer à
la fois le trend et la saisionnalité. Etant donné le modèle (1:4), appliquons
l�opérateur de di¤érence d�ordre d, rd, où d est la période de St, à la série
observée Xt :

rdXt = Xt �Xt�d

= Tt + St + Zt � Tt�d � St�d � Zt�d

= (Tt � Tt�d) + (St � St�d) + (Zt � Zt�d)

9



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DÉFINITIONS UTILES

où, par dé�nition, le terme St � St�d est nul.
La série chronologique rdXt est donc désaisionnalisée, mais elle comporte
encore un trend rdTt. Pour éliminer la tendance restante, on peut à nouveau
utiliser la méthode des di¤érences.

1.2 Rappel sur les processus aléatoires

Dé�nition 1.2.1 Un processus stochastique fXtgt2T est une famille de va-
riables aléatoires dé�nies sur un espace probabilisé (
;F ; P ) :

Dé�nition 1.2.2 Soit fXt; t 2 Zg un processus tel que var (Xt) < 1. La
fonction d�autocovariance 
 (:; :) de fXtg est dé�nie telle que :


X (r; s) = cov (Xr; Xs) = E [(Xr � EXr) (Xs � EXs)] r; s 2 T

Dé�nition 1.2.3 Le processus fXt; t 2 Zg où Z = f0;�1;�2; : : :g ; est dit
stationnaire si
i) E jXtj2 <1 pour tout t 2 Z
ii) EXt = m pour tout t 2 Z
si fXt; t 2 Zg est stationnaire alors 
 (r; s) = 
 (r � s; 0) pour tout r; s 2 Z.:
Pour tout processus stationnaire 
j = 
�j; 8 j .

Remarque 1.2.1 Le processus fXt; t 2 Zg est dit strictement stationnaire si
les lois de distributions jointes de (Xt1 ; Xt2 ; : : : ; Xtk) et (Xt1+h; Xt2+h; : : : ; Xtk+h)
sont la même pour tous t1; t2; : : : ; tk; k 2 Z.

Dé�nition 1.2.4 Soit fXtg un processus stationnaire. L�autocorrélation de
Xt est dé�nie telle que :

�X (h) = 
X (h) =
X (0) = corr (Xt+h; Xt) pour tout t; h 2 Z

1.3 Modèle linéaire général

Dans cette section nous allons rappeler quelques dé�nitions et propriétés
d�un modèle linéaire général pour un processus aléatoire en nous basant sur
la dé�nition de Yule ([32]).

10
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Dé�nition 1.3.1 Le processus fZtg est appelé bruit blanc, et est noté Zt �
WN (0; �2), si les trois propriétés sont véri�ées :
i) E (Zt) = 0 8t 2 Z
ii) E (Z2t ) = �2

iii) cov(Zt; Zs) = 0 8s 6= t

Dé�nition 1.3.2 Soit Xt un processus aléatoire. L�opérateur B est appelé
opérateur de recul et est dé�ni tel que :

BjXt = Xt�j

L�opération dual de B, noté F , est appelé opérateur d�avance et est dé�ni tel
que :

F jXt = Xt+j

Il est évident que F = B�1.

Les processus stochastiques que nous utilisons sont basés sur l�idée de
Yule ([32]) qui stipule que tout processus aléatoire est le résultat à travers
un �ltre linéaire d�un processus de bruits blancs i.e. une somme pondérée de
la valeur présente et des valeurs passées de fZtg.
Dans la suite nous allons supposer que les processus utilisés sont centrés sans
perdre en généralité.

Dé�nition 1.3.3 Soit fXtgt2Z un processus aléatoire centré et soit fZtgt2Z
un processus de bruit blanc. Alors Xt peut être exprimé tel que :

Xt =
1P
j=0

 jZt�j =

 
1P
j=0

 jB
j

!
Zt (1.5)

où  (B) =

 
1P
j=0

 jB
j

!
est appelé �ltre linéaire ou fonction de transfert.

Remarque 1.3.1 Le �ltre  (B) est dit stable et le processus Xt stationnaire
si la série

P1
j=0  jB

j est convergente i.e. si
P1

j=0

�� j�� < 1. Autrement le
processus Xt est dit non stationnaire.

Proposition 1.3.1 Un processus Xt centré peut être exprimé comme une
combinaison linéaire de valeurs passées de Xt et de l�innovation présente Zt
tel que :

Xt =
1P
j=0

�jXt�j + Zt (1.6)

11
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Preuve En e¤et, l�équation (1:5) peut être exprimée telle que :

Zt = Xt �  1Zt�1 �  2Zt�2 � � � �

et en remplaçant Zt�1 dans l�équation ci-dessus par :

Zt�1 = Xt�1 �  1Zt�2 �  2Zt�3 � � � �

On obtient :

Zt = Xt �  1 (Xt�1 �  1Zt�2 �  2Zt�3 � � � � )�  2Zt�2 � � � �
= Xt �  1Xt�1 �  21 2Zt�2 �  1 3Zt�3 � � � �

Et on procède de la même manière pour Zt�2, et ainsi de suite pour Zt�3,
etc. Finalement, on aboutit à l�équation (1:6).

Remarque 1.3.2 L�équation (1:6) peut être exprimée telle que :

Zt =
1P
j=0

�jXt�j =

 
1P
j=0

�jB
j

!
Xt

où � (B) =

 
1P
j=0

�jB
j

!
.

1.3.1 Relation entre les poids  et les poids �

Reprenons l�équation (1:6)

� (B)Xt = Zt

En multipliant l�équation ci-dessus par la fonction de transfert  (B) on
obtient :

 (B)� (B)Xt =  (B)Zt = Xt

D�où  (B)� (B) = 1, car  (B)� (B)Xt = Xt, 8Xt. Et par conséquent, on
déduit la relation entre les poids  et les poids � telle que :

� (B) =  �1 (B) (1.7)
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1.3.2 La fonction génératrice des autocovariances d�un
processus linéaire

La fonction génératrice des autocovariances d�un processus linéaire est
un outil utile pour le calcul de certaines caractéristiques des séries chrono-
logiques. Puisque nous disposons des deux formes d�écriture d�un processus
aléatoire, la forme autorégressive in�nie et la forme moyenne mobile in�nie.
Il est intéressant d�établir une relation entre les autocovariances et les poids
de ces deux formes.
En e¤et, si fXtg est un processus stationnaire ayant pour fonction d�au-
tocovariance 
 (:), alors sa fonction génératrice d�autocovariance est dé�nie
par


 (B) =
1X

k=�1


kB
k (1.8)

On peut remarquer que cette fonction existe si la série converge pour tout
B, r < B < r où r > 1 ([8]).
Il est souvent facile de calculer la fonction génératrice. Dans ce cas l�auto-
covariance 
k peut être déterminée par identi�cation des coe¢ cients de B

k

ou de B�k. Il est clair qu�un processus Xt est un bruit blanc si et seulement
si sa fonction génératrice d�autocovariance 
 (B) est constante pour tout B:
Pour exprimer la fonction génératrice des autocovariances on doit d�abord
calculer 
k. En e¤et,


k = E [XtXt+k] =
1X
j=0

1X
h=0

 j hE (Zt�jZt+k�h)

Par ailleurs, on sait que :

E (Zt�jZt+k�h) =

�
�2Z si h = k + j
0 si h 6= k + j

D�où


k = E [XtXt+k] = �2Z

1X
j=0

 j j+k

13
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Par suite, en substituant dans la relation (1:8) 
k par sa valeur, on obtient :


 (B) = �2Z

+1X
k=�1

1X
j=0

 j j+kB
k

= �2Z

+1X
j=0

1X
k=�j

 j j+kB
k

Sachant que  h = 0 pour h < 0, et en posant h = j + k on aura :


 (B) = �2Z

+1X
j=0

1X
h=0

 j hB
h�j

D�où le résultat


 (B) = �2Z

1X
h=0

 hB
h

1X
j=0

 jB
�j

Que l�on peut écrire tel que


 (B) = �2Z (B) 
�
B�1� = �2Z (B) (F ) (1.9)

1.3.3 La fonction d�autocorrélation partielle

La fonction d�autocorrélation partielle d�un processus aléatoire, comme
sa fonction d�autocorrélation, véhicule une quantité d�information essentielle
sur sa structure de dépendance.

Dé�nition 1.3.4 La fonction d�autocorrélation partielle (pacf) � (k) d�un
processus stationnaire est dé�nie par

� (1) = corr (X2; X1) = � (1)

et
� (k) = corr

�
Xk+1 � Pspf1;X2;:::;XkgXk+1; X1 � Pspf1;X2;:::;XkgX1

�
où les projections Pspf1;X2;:::;Xkg est dé�ni tel que :

Pspf1;X2;:::;XkgXk+1 =

kX
i=0

�iXi X0 = 1

où �0; : : : ; �n sont une base du sous-espace sp f1; X2; : : : ; Xkg.
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Il est possible de dé�nir l�autocorrélation partielle autrement. Soit fXtg
un processus stationnaire de moyenne nulle et de fonction d�autocovariance

 (:) tel que 
 (h) ! 0 quand h ! 1. Supposons que �kj, j = 1; : : : ; k,
k = 1; 2; : : : sont les coe¢ cients de la régression de Xk+1 sur X1; : : : ; Xk, i.e.

Pspf1;X2;:::;XkgXk+1 =

kX
j=1

�kjXk+1�j

Alors à partir de l�équation

hXk+1 � Pspf1;X2;:::;XkgXk+1; Xji = 0, j = 1; : : : ; k

On obtient la fonction d�autocorrélation pour des Xj pour j = 1; 2; :::; k :

�j = �k1�j�1 + � � �+ �k(k�1)�j�k+1 + �kk�j�k j = 1; 2; : : : ; k (1.10)

Le système d�équations(1:10) est le système de Yule-Walker ([32]; [?]) que
l�on peut écrire sous la forme matricielle telle que :

Pk�k = �(k) (1.11)

où

Pk =

26664
1 �1 �2 : : : �k�1
�1 1 �1 : : : �k�2
...

...
...

...
�k�1 �k�2 �k�3 : : : 1

37775 , �k =
26664
�k1
�k2
...
�kk

37775 et �(k) =

26664
�1
�2
...
�k

37775
A l�aide de la relation (1:11) on peut calculer les �kk tel que

�11 = �1

�22 =

���� 1 �1
�1 �2

�������� 1 �1
�1 1

���� =
�2 � �21
1� �21

Dé�nition 1.3.5 L�autocorrélation partielle � (k) de fXtg à l�horizon k est

� (k) = �kk k � 1

où �kk est déterminé par l�équation (1:11)
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1.4 Le périodogramme d�un processus

Soit X1; X2; :::; Xn une observation d�un processus aléatoire Xt. Le pério-
dogramme est généralement utilisé comme estimateur de la densité spectrale
du processus Xt. Il est souvent utiliser comme outil d�identi�cation d�un mo-
dèle stochastique pour une série chronologique.
Pour illustrer le calcul du périodogramme on va supposer que le nombre n
d�observations est impair. Il a été établi qu�un processus Xt peut être modé-
lisé sous forme d�une série de Fourier telle que :

Xt = a0 +

qX
i=1

(aicit + bisit) + Zt

où cit = cos (2��it), sit = sin (2��it) et �i = i
N
est le i�eme harmonique de la

fréquence fondamentale 1
N
.

Les estimateurs des moindres carrées des coe¢ cients a0 et (ai; bi), i = 1; 2; : : : ; q
sont déterminés tels que :

a0 = X (1.12)8>>>><>>>>:
ai =

2
N

NX
t=1

Xtcit

bi =
2
N

NX
t=1

Xtsit

i = 1; 2; : : : q (1.13)

Dé�nition 1.4.1 Le périodogramme est l�ensemble des q = (N�1)
2

valeurs
IN (�i), i = 1; 2; : : : ; q dé�nies telles que :

IN (�i) =
N

2

�
a2i + b2i

�
(1.14)

où IN (�i) est appelé l�intensité de la fréquence �i.

Remarque 1.4.1 Si N est pair, i.e. N = 2q, les équations (1:12),(1:13) et
(1:14) restent valables pour i = 1; 2; : : : ; (q � 1) mais

aq =
1

N

NX
t=1

(�1)Xt

bq = 0
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De plus
IN (�q) = I (0; 5) = Na2q

Il est clair que la fréquence la plus haute est 0:5 cycle par intervalle du temps.
La dé�nition du periodogramme peut être reformulée telle que :

IN (�) =
N

2

�
a2� + b2�

�
où 0 � � � 1

2
(1.15)

Alors, IN (�) est appelée spectre empirique.

Le spectre empirique ainsi dé�ni fournit un point de départ pour la théorie
de l�analyse spectrale des séries chronologiques.

Proposition 1.4.1 Le spectre empirique IN(�) et la fonction d�autocova-
riance ck sont liés par la relation :

IN (�) = 2

"
c0 + 2

N�1X
k=1

ck cos (2��k)

#
0 � � � 1

2

Preuve En e¤et, en écrivant la relation (1:15) telle que :

IN (�) =
N

2
(a� � ib�) (a� + ib�) =

N

2
d�d

�
�

où d�� est le conjugué de d�.
Par ailleurs d�après ([6])

d� =
2

N

NX
t=1

Xt [cos (2��t)� i sin (2��t)] =
2

N

NX
t=1

Xte
�i2��t

Donc, d�après (1:13) on a :

d� =
2

N

NX
t=0

�
Xt �X

�
e�i2��t

Par conséquent :

IN (�) =
2

N

NX
t=0

NX
t0=0

�
Xt �X

� �
Xt0 �X

�
e�i2��(t�t

0)
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En mettant k = t� t0 et

ck =
1

N

N�kX
t=0

�
Xt �X

� �
Xt+k �X

�
Donc, on obtient

IN (�) = 2

"
c0 + 2

N�1X
k=0

ck cos (2��k)

#
0 � � � 1

2

Donc le périodogramme est la transformée de Fourier de la fonction d�auto-
covariance empirique.
Par ailleurs, nous pouvons calculer la valeur moyenne de IN (�) telle que :

E [IN (�)] = 2

"
E (c0) + 2

N�1X
k=0

E [ck] cos (2��k)

#
(1.16)

où
lim
N!1

E [ck] = 
k

En prenant la limite de (1:16) quand N tend vers l�in�ni, le spectre I (�) sera
dé�ni par :

I (�) = lim
N!1

E [IN (�)] = 2

"

0 + 2

1X
k=0


k cos (2�� (k))

#
0 � � � 1

2

Remarque 1.4.2 Il est intéressant de noter que :

jI (�)j � 2
"
j
0j+ 2

1X
k=1

j
kj jcos (2��k)j
#
� 2

 
j
0j+ 2

1X
k=1

j
kj
!

où


0 = �2X =

1
2Z
0

I (�) d�

Dé�nition 1.4.2 La densité spectrale d�un processus est donnée par :

f (�) =
I (�)

�2X
= 2

"
1 + 2

1X
k=1

�k cos (2��k)

#
, 0 � � � 1

2
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Remarque 1.4.3 Du fait que la densité spectrale f (�) est une densité de
probabilité, alors elle véri�e la propriété suivante :

1
2Z
0

f (�) d� = 1

1.4.1 Le périodogramme d�un processus linéaire sta-
tionnaire

On suppose que B = e�i2��, dans l�équation de fonction génératrice d�au-
tocovariance (1:9), nous obtenons le périodogramme d�un processus linéaire :

I (�) = 2�2Z 
�
e�i2��

�
 
�
e�i2��

�
(1.17)

= 2�2Z
�� �e�i2�����2 0 � � � 1

2

Dans ce qui suit, on va étudier des cas particuliers de processus linéaires gé-
néraux. On pourra utiliser ces propositions pour trouver leur fonction d�au-
tocovariance et leur densité spectrale.
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Chapitre 2

Modéles de Box-Jenkins

Les modèles de Box et Jenkins sont des modèles linéaires qui peuvent être
stationnaires ou non stationnaires. Les modèles stationnaires sont regroupés
dans la famille des modèles ARMA, qui est composée des modèles Autoré-
gressifs (AR), des modèles en Moyennes Mobiles (MA) et des modèles mixtes
Autorégressifs-Moyennes-Mobiles (ARMA).

2.1 Le modèle AR

Dé�nition 2.1.1 Soit Xt un processus stochastique stationnaire, on dit que
Xt est un processus autorégressif d�ordre p noté AR(p) le processus qui véri�e
l�équation suivante :

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + � � �+ �pXt�p + Zt

où Zt � WN (0; �2)

Remarque 2.1.1 Le polynôme � (B) = 1 � �1B � � � � � �pB
p est le poly-

nôme caractéristique du processus autorégressif . Le modèle s�écrit souvent
� (B)Xt = Zt.

2.1.1 Principales caractéristiques d�un modèle AR(p)

La fonction d�autocorrélation La fonction d�autocovariance d�un pro-
cessus autorégressif AR(p) est donnée par l�équation de récurrence suivante :


k = �1
k�1 + �2
k�2 + � � �+ �p
k�p k = 1; 2; :::; p (2.1)
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En divisant l�équation (2:1) par 
0, on obtient la fonction d�autocorrélation
satisfaisante à l�équation de récurrence suivante :

�k = �1�k�1 + �2�k�2 + � � �+ �p�k�p k = 1; 2; :::; p (2.2)

L�équation (2:2) peut être exprimée alors telle que :

� (B) �k = 0

Les équations (2:2), k = 1; 2; :::; p sont aussi appelées équations de Yule-
Walker([32]; [29]).
Par ailleurs, on sait que la solution générale de l�équation (2:2) est telle

que :
�k = A1G

k
1 + A2G

k
2 + � � �+ ApG

k
p (2.3)

oùGki ; i = 1; 2; :::; p sont les racines du polynôme caractéristique de l�équation
de récurrence (2:2) :
De plus, le polynôme caractéristique de l�équation de récurrence (2:2) est
le polynôme dual du polynôme � (B). Or, pour un processus stationnaire
les racines de � (B) sont à l�extérieur du cercle unité, donc les racines du
polynôme caractéristique de l�équation (2:3) sont à l�intérieur du cercle unité.
Finalement, en remarquant que max fG1; G2; :::; Gpg < 1, il vient que :

j�kj � (Amax fG1; G2; :::; Gpg)
k

où A = A1 + A2 + � � �+ Ap est une constante.

Remarque 2.1.2 Nous constatons que la fonction d�autocorrélation �k d�un
processus AR(p) décroit exponentiellement vers zéro. Cette décroissance ex-
ponentielle est lisse si �k est positive et oscillante si le signe de �k alterne.

La fonction d�autocorrélation partielle Considérons l�équation (1:10)
pour k = 1; 2; : : : ; k. On obtient un système d�équations linéaires en �1; �2; � � � ; �k
de coe¢ cients �k1; �k2 � � � ; �kk. Alors, la fonction d�autocorrélation partielle
� (k) d�un processus AR(p) est dé�nie telle que � (k) = �kk où �kk est le
dernier coe¢ cient de la régression de Xk+1 sur Xk; Xk�1; :::; X1 et déterminé
à l�aide de l�équation (1:11).
Pour un processus AR(p) :

Xt � �1Xt�1 � �2Xt�2 � � � � � �pXt�p = Zt Zt � WN
�
0; �2

�
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CHAPITRE 2. MODÉLES DE BOX-JENKINS

Nous avons pour k > p,

PspfX2;��� ;XkgXk+1 =

pX
j=1

�jXk+1�j (2.4)

Donc si Y 2 sp fX2; � � � ; Xkg alors par la causalité Y 2 sp fZj; j � kg tel
que

hXk+1 �
pX
j=1

�jXk+1�j; Y i = hZk+1; Y i = 0

Pour k > p nous allons calculer à partir de (2:4) :

� (k) = Corr

 
Xk+1 �

pX
j=1

�jXk+1�j; X1 � PspfX2;��� ;XkgX1

!
= Corr

�
Zk+1; X1 � PspfX2;��� ;XkgX1

�
= 0

Pour k � p les valeurs de � (k) sont calculées d�après la dé�nition (1.3.5).

Remarque 2.1.3 Nous constatons que la fonction d�autocorrélation par-
tielle � (k) d�un processus AR(p) est égale à zéro quand k > p. Autrement
dit la fonction d�autocorrélation partielle d�un processus autorégressif chute
à zéro au delà de p.

Le périodogramme Pour le processusAR(p) , (B) = ��1 (B) et� (B) =
1� �1B � �2B2 � � � � � �pB

p et en utilisant le périodogramme du processus
linéaire(1:17), alors on obtient l�équation suivante :

I (�) =
2�2Z�

1� �1e
�i2�� � �2e

�i4�� � � � � � �pe
�2�p�

�2 0 � � � 1

2

2.2 Le modèle MA

Dé�nition 2.2.1 Soit Xt un processus stochastique stationnaire, on dit que
Xt est un processus moyenne mobile d�ordre q noté MA(q) le processus qui
véri�e l�équation suivante :

Xt = Zt + �1Zt�1 + �2Zt�2 + � � �+ �qZt�q (2.5)

où Zt � WN (0; �2).
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Remarque 2.2.1 Un tel processus est donc linéaire pour la suite sommable :

 j = 0; j < 0,  0 = 1;  1 = �1; : : : ;  q = �q;  q = 0; j > q:

On écrit habituellement Xt = � (B)Zt où � (B) est le polynôme

� (B) = 1 + �1B + � � �+ �qB
q

et B est l�opérateur de décalage arrière (appelé aussi opérateur retard). Le
polynôme � (B) est appelé polynôme caractéristique du processus moyenne
mobile.

Il est clair qu�un processus moyenne mobile est causal ; cependant, il n�est
pas toujours inversible.

2.2.1 Principales caractéristiques d�un modèle MA(q)

La fonction d�autocorrélation Le calcul de la fonction d�autocovariance
d�un processus MA(q) est obtenu tel que :


k = E (XtXt�k) = E [(Zt + �1Zt�1 + � � �+ �qZt�q) (Zt�k + �1Zt�k�1 + � � �+ �qZt�k�q)]

et donc


k =

�
(�k + �1�k+1 + �2�k+2 + � � �+ �q+k�q)�

2
Z k = 1; 2; : : : ; q

0 k > q

La variance du processus Xt est donnée par la formule suivante :


0 =
�
1 + �21 + �22 + � � �+ �2q

�
�2Z

Par conséquent, la fonction d�autocorrélation est dé�nie telle que :

�k =

(
�k+�1�k+1+���+�q+k�q

1+�21+���+�2q
k = 1; 2; : : : ; q

0 k > q
(2.6)

Remarque 2.2.2 Nous constatons que la fonction d�autocorrélation �k d�un
processus MA(q) est égale à zéro quand k > q. Autrement dit la fonction
d�autocorrélation d�un processus moyenne mobile chute à zéro au delà de q.

23
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La fonction d�autocorrélation partielle Contrairement aux équations
linéaires de Yule-Walker([32]; [29]) (1:10), les q équations obtenues pour le
processus MA(q) sont non linéaires. En e¤et, pour un processus moyenne
mobile MA(1) dé�ni tel que :

Xt = Zt + �Zt�1; j�j < 1, Zt � WN
�
0; �2

�
L�autocorrélation partielle d�ordre 1 est telle que :

� (1) = � (1) =
��

1 + �2
�

De plus, on sait que PspfX2gX3 =
�

(1+�2)
X2 = PspfX2gX1, alors le calcul de

� (2) nous donne :

� (2) = Corr
�
X3 � �

�
1 + �2

��1
X2; X1 � �

�
1 + �2

��1
X2

�
=

��2�
1 + �2 + �4

�
Et ainsi de suite, � (k) sera telle que :

� (k) = �
(��)k

�
1� �2

�
1� �2(k+1)

Remarque 2.2.3 Nous constatons que la fonction d�autocorrélation par-
tielle � (k) d�un processus MA(q) décroit exponentiellement vers zéro.

Le péridogramme Pour le processus MA(q) on a :

 (B) = � (B) = 1� �1B � �2B
2 � � � � � �qB

q

Donc, en utilisant l�équation (1:17) le périodogramme d�un processusMA(q)
est obtenu tel que :

I (�) = 2�2Z
��1� �1e

�i2�� � �2e
�i4�� � � � � � �qe

�i2�q���2 0 � � � 1

2
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2.3 Le modèle ARMA(p; q)

Dé�nition 2.3.1 On dit qu�un processus stationnaire et centré Xt est un
processus ARMA(p; q) si pour chaque t il véri�e la relation :

Xt � �1Xt�1 � � � � � �pXt�p = Zt + �1Zt�1 + � � �+ �qZt�q (2.7)

où Zt � WN (0; �2).

Remarque 2.3.1 En utilisant l�opérateur B, l�équation (2:7) peut être ex-
primée telle que :

� (B)Xt = � (B)Zt

où � (B) = 1��1B�� � ���pBp et � (B) = 1+�1B+ � � �+�qBq sont appelés
polynômes caractéristiques respectifs des parties autorégressives et moyennes
mobiles du processus.

2.3.1 Principales caractéristiques d�unmodèle ARMA(p; q)

La fonction d�autocorrélation Enmultipliant les deux membres de l�équa-
tion (2:7) par Xt�k nous constatons que la fonction d�autocovariance satisfait
l�équation de di¤érences :


k = �1
k�1 + � � �+ �p
k�p + 
XZ (k)� �1
XZ (k � 1)� � � � � �q
XZ (k � q)

où 
XZ (k) est la fonction de covariance de Xt et de Zt dé�nie par 
XZ (k) =
E [Xt�kZt] : Comme Xt�k dépend seulement des innovations avant l�instant
t� k par la représentation en moyenne mobile in�nie :

Xt�k =  (B)Zt�k =

1X
j=0

 jZt�k�j

Il suit


XZ (k) =

�
0 k < 0
'k�

2
Z k � 0

Dorénavant l�équation précédente pour 
k peut être exprimée comme suit :


k = �1
k�1 + � � �+ �p
k�p � �2Z
�
�k 0 + �k+1 1 + � � �+ �q'q�k

�
(2.8)
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Avec le paramètre �0 = �1:
Nous voyons que (2:8) implique :


k = �1
k�1 + �2
k�2 + � � �+ �p
k�p k � q + 1

La variance égale à :


0 = �1
1 + � � �+ �p
p + �2Z
�
1� �1 1 � � � � � �q'q

�
(2.9)

Et dorénavant :

�k = �1�k�1 + �2�k�2 + � � �+ �p�k�p k � q + 1

Ou bien
� (B) �k = 0 k � q + 1

Par exemple le processus ARMA(1; 1) :

Xt � �1Xt�1 = Zt � �1Zt�1

telle que :
(1� �1B)Xt = (1� �1B)Zt

A partir de l�équation (2:8) et (2:9) nous obtenons :


0 = �1
1 + �2Z (1� �1 1)


1 = �1
0 � �1�
2
Z


k = �1
k�1 k � 2
Avec  1 = �1 � �1.
Par conséquent, la résolution des deux premières équations en 
0 et 
1 ci-
dessus, la fonction d�autocovariance du processus est déterminée telle que :


0 =
1 + �21 � 2�1�1

1� �21
�2Z


1 =
(1� �1�1) (�1 � �1)

1� �21
�2Z


k = �1
k�1 k � 2
Il est clair que �k véri�e l�équation de récurrence �k = �1�k�1, k � 2, alors

�k = �k�11 �1, k > 1. Ainsi, la fonction d�autocorrélation décroit exponentielle-
ment quand k !1. Cette décroissance exponentielle est lisse si �1est positif
et oscillante si �1 est négatif. En e¤et, le signe de �1 est déterminé par le
signe de (�1 � �1).
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Remarque 2.3.2 La fonction d�autocorrélation �k d�un processus ARMA(p; q)
décroit exponentiellement vers zéro.

La fonction d�autocorrélation partielle Un processusARMA(p; q) peut
être exprimé tel que :

Xt = � (B)�
�1 (B)Zt

où ��1 (B) est un polynôme de B.
Ainsi, la fonction d�autocorrélation partielle d�un processus mixte est in�nie
en étendue. Elle se comporte �nalement comme la fonction d�autocorrélation
partielle d�un processus moyenne mobile pure, selon l�ordre de la moyenne
mobile et les valeurs des paramètres qu�il contient.

Remarque 2.3.3 La fonction d�autocorrélation partielle � (k) d�un proces-
sus ARMA(p; q) décroit éxponentiellement vers zéro.

Le périodogramme On utilisant l�équation (1:17), le périodogramme du
processus mixte est :

I (�) = 2�2Z

��� �e�i2�����2
j� (e�)j2

= 2�2Z

��1� �1e
�i2�� � � � � � �qe

�i2�q�
��2��1� �1e

�i2�� � � � � � �pe
�i2�p�

��2 0 � � � 1

2

2.4 Causalité et inversibilité des modèles ARMA

Dé�nition 2.4.1 Un processus ARMA(p; q) dé�ni par l�équation � (B)Xt =
� (B)Zt est dit causal s�il existe une suite de constantes f�ig telle que

P1
j=0 j�ij <

1 et Xt peut s�exprimer tel que :

Xt =

1X
i=0

�iZt�i t = 0;�1; : : :

Remarque 2.4.1 La dé�nition de la causalité d�un modèle n�est pas une
propriété du processus fXtg seul, mais plutôt elle exprime le rapport entre les
deux processus fXtg et fZtg apparaissant dans l�équation du modèle ARMA.
Il a été établi par Yule ([32]) qu�un fXtg est causal s�il est le résultat à travers
un �ltre linéaire causal d�un processus bruit blanc fZtg.
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Dé�nition 2.4.2 Un processus ARMA(p; q) dé�ni par l�équation � (B)Xt =
� (B)Zt est dit inversible s�il existe une suite de constantes f�jg telle queP1

j=0 j�jj <1 et Zt peut s�exprimer tel que :

Zt =
1X
j=0

�jXt�j, t = 0;�1; : : :

Théorème 2.4.1 Un processus ARMA(p; q) est causal (resp.inversible) i.e.

qu�il peut être représenté sous la forme Xt =
1P
i=0

�iZt�i où
1P
i=0

�2i < 1

(Zt =
1P
j=0

�jXt�j où
1P
j=0

�2j < 1), ssi toutes les racines de son polynôme

caractéristique � (B) (resp.� (B)) sont à l�extérieur du cercle unité. Les coef-
�cients �i (resp.�j) sont dans ce cas les coe¢ cients de la série de Taylor de

� (B) = �(B)
�(B)

�
resp.� (B) = �(B)

�(B)

�
:

Théorème 2.4.2 a) Pour un processus ARMA (p; q) avec toutes les racines
du polynôme caractéristique � (B) à l�extérieur du cercle unité, les coe¢ cients

�i = ��2EXtZt�i de la représentation causale Xt =
1P
i=0

�iZt�i satisfont à

l�équation de récurrence suivante :

�k =

8>>>><>>>>:
1 si k = 0

�k +
min(k;q)P
i=1

� (i) � (k � i) si 1 � k � q

min(k;q)P
i=1

� (i) � (k � i) si k > q

b)Pour un processus ARMA (p; q) avec toute les racines du polynôme caracté-
ristique � (B) à l�extérieur du cercle unité, les coe¢ cients �j = ��2EXtZt�j

de la représentation inverse Zt =
1P
j=0

�jXt�j satisfont à l�équation de récur-

rence suivante :

�k =

8>>>>><>>>>>:

1 si k = 0

��k +
min(k;p)P
j=1

� (j) � (k � j) si 1 � k � p

min(k;p)P
j=1

� (j) � (k � j) si k > p

28
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2.5 Modèles linéaires non-stationnaires

2.5.1 Modèle ARIMA

La classe des modèles non stationnaires est très utile dans le domaine de
l�économétrie et les mathématiques �nancières. Ce genre de modèle permet
de représenter des processus présentant un certain type de non-stationnarité
que l�on peut éliminer par di¤érentiation d�ordre d.

Dé�nition 2.5.1 On dit qu�un processus Xt est un ARIMA (Autoregressive
Integrated Moving Average) d�ordre (p; d; q) sirdXt un processus ARMA(p; q).
On modélise alors le processus Xt sous la forme :

� (B) (1�B)dXt = � (B)rdXt = � (B)Zt

où le polynôme �(B) est de degré p et le polynôme �(B) est de degré q.
On écrit que la série Xt suit un processus ARIMA(p; d; q).

Remarque 2.5.1 Les polynômes � (B) et � (B) sont de degrés p et q res-
pectivement et � (B) 6= 0 pour jBj � 1, alors que le polynôme � (B) admet
une racine multiple B = 1.

2.5.2 Modèle SARIMA

Nous avons déjà introduit l�importante classe des modèles ARMA pour
représenter un processus stationnaire. Les modèles SARIMA sont une gé-
néralisation de cette classe qui incorpore une vaste gamme de processus non
stationnaires.

Dé�nition 2.5.2 Soient d et D des entiers non-négatifs, alors un proces-
sus fXtg est dit processus SARIMA si Yt = (1�B)d (1�Bs)DXt est un
processus ARMA de la forme :

� (B)� (Bs)Yt = � (B)� (B
s)Zt

où Zt � WN (0; �2).

Remarque 2.5.2 L�opérateur � (B) = 1 � �1B � � � � � �pB
p est l�opéra-

teur générateur d�un AR (p), L� opérateur � (B) = 1 + �1B + � � � + �pB
q

est l�opérateur générateur d�un MA (q) et où, pour la saisonnalité Yt � Yt�s,
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CHAPITRE 2. MODÉLES DE BOX-JENKINS

l�opérateur � (B) = 1 � �1B � � � � � �PBP est l�opérateur générateur d�un
AR (P ),et l�opérateur � (B) = 1+�1B+ � � �+�QBQ est l�opérateur généra-
teur d�unMA (Q). On note que le processus fYtg est causal si et seulement si
� (B) 6= 0 et � (B) 6= 0 pour jBj � 1. Les valeurs de d et D sont en général
inférieures à 1, alors que les valeurs de p et q sont généralement inférieures
à 2.

2.6 Méthode de prévision

2.6.1 Principe de prévision

Soit fXtg un processus aléatoire du second ordre dé�ni sur (
; P ). Le
problème le plus couramment rencontré est la prévision des valeurs futures de
ce processus. Prédire une valeur futureXN+k de fXtg au vu d�une observation
X = (X1; X2; : : : ; XN)

0, revient à chercher une fonction déterministe f :

Ck ! C telle que bXN+k = f (X1; X2; : : : ; XN). La prédiction optimale au
sens des moindres carrés consiste à choisir f de telle sorte que la moyenne

du carré de l�erreur de prévision E
����XN+k � bXN+k

���2� soit minimale. Dans
l�espace de Hilbert HN = [X1; X2; : : : ; XN ] engendré par fX1; X2; : : : ; XNg,
ce problème classique admet une solution unique bXN+k = EHN (XN+k) =

E (XN+k=X1; X2; : : : ; XN) = f (X1; X2; : : : ; XN). En d�autres termes, bXN+k

est l�espérance conditionnelle de XN+k lorsque l�on observe X1; X2; : : : ; XN .
En pratique la fonction f est di¢ cile à déterminer, soit parce que la loi jointe
de (X1; X2; : : : ; XN ; XN+k) est mal connue, soit parce qu�elle ne se prête pas
aux calculs explicites. Ceci nous amène à restreindre la classe des estimateurs
considérés. Le principe reste toujours le même, i.e. on cherchera à minimiser

E

����XN+k � bXN+k

���2� où bXN+k = f (X1; X2; : : : ; XN). Mais la fonction f sera

déterminée parmi les fonctions linéaires. L�unique solution est évidemment
donnée par bXN+k = proj (XN+k) où proj est la projection orthogonale sur le
sous-espace vectoriel HN engendré par X1; X2; : : : ; XN dans L2 (
; P ).
Le principe de la prédiction linéaire revient à considérer que l�informa-

tion fournie par l�observation X du processus ne dépend que de l�espace
HN , sous-espace vectoriel fermé de L2 (
; P ) engendré par les X. Le sous-
espace HN est souvent appelé l�enveloppe linéaire de X. Cela équivaut à
ne considérer comme accessibles au calcul que les combinaisons linéaires des
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Xt; t = 1; 2; :::; N observés.

2.6.2 Prévision à l�aide d�un processus ARMA

Soit X1; X2; : : : ; XN une observation d�un processus fXtgt2Z obéissant à
un modèle ARMA(p; q). Rappelons d�abord les notations suivantes :
� L�instant N est appelé origine de prévision
� La constante k > 0 est l�horizon (lag) de la prévision
� bXN (k) = bXN+k = EHN (XN+k) est la prévision à l�horizon k de XN+k.
� eN (k) = XN+k � bXN (k) est l�erreur de prévision et EHN [eN (k)] = 0

Pour calculer une prévision bXN (k) de la valeur future XN+k de ce proces-
sus nous utiliserons les formes autorégressives in�nies ou moyennes mobiles
in�nies, i.e.

XN+k =
1X
i=0

�
(k)
NiXN+k�i + Zt+k (2.10)

ou bien

XN+k =
1X
i=0

 
(k)
NiZt+k�i

où les poids �(k)Ni sont les coe¢ cients du polynôme �
�1 (B)� (B) et les poids

 
(k)
Ni sont les coe¢ cients du polynôme � (B)�

�1 (B).
Sachant que bXN (k) = EHN (XN+k), il est clair que bXN (k) est une com-

binaison linéaire de valeurs passées et présentes du processus. En e¤et, en
passant aux prévisions dans l�équation (2:10) On aura :

bXN (k) =
1X
i=0

�
(k)
Ni [XN+k�i] + [ZN+k] (2.11)

où
[XN (k)] = bXN (k) = EHN (XN+k) et [ZN+k] = bZN(k)

Toutefois, la propriété d�inversibilité du modèle ARMA assure que les poids
� dans (2:11) forment une série convergente. Par conséquent, pour le calcul
d�une prévision à un lag donné, la dépendance à XN�i pour i > k peut être
ignorée. Dans la pratique, les poids � d�habitude décroissent assez rapide-
ment, de sorte que n�importe quelle forme du modèle est employée dans le
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calcul, seule une longueur moyenne de la sérieXN ; XN�1; : : : ; XN�k est néces-
saire pour calculer une précision su¢ sante. Les méthodes que nous évoquons
sont modi�ées facilement pour calculer les prévisions exactes de l�échantillon
�ni, Et [XN (k) =XN ; XN�1; : : : ; XN�k], basé sur la longueur �ni des données
XN ; XN�1; : : : ; XN�k.
On peut calculer les espérances conditionnelles qui se produisent dans l�équa-
tion (2:11) que si i est un entier non-négatif on a :

[XN�i] = XN�i i � 0
[XN+i] = bXN (i) i � 0
[ZN�i] = ZN�i = XN�i � bXN�i�1 (1) i � 0
[ZN+i] = 0 i � 0

Proposition 2.6.1 Dans le cas d�un modèle ARMA (p; d; q), la meilleure "
prévision linéaire " d�origine N , bXt (k), satisfait la relation :

bXN (k) = EHN (XN+k) =

p+dX
i=1

'i bXN (k � i) +

qX
i=1

�i bZN+k�i (2.12)

Les inconnues bZN�i, i � 0 peuvent être enlevées en utilisant la représen-
tation inverse "�" du bruit en fonction de la série, ou en utilisant bZN =
YN � bYN�1 (1).Une estimation arbitraire de Z0,Z�1,: : :, ou de X0; X�1; : : :
sera nécessaire.

Remarque 2.6.1 Pour k > q, la formule (2:12) est exactement la récur-
rence homogène de Yule-Walker ' (B) bXN (k) = 0, donc la prévision sera
donnée par la solution de cette équation qui passe par les p+ q points pivots
Xt+q; : : : ; Xt+q�p�d+1, ajustés en tenant compte du bruit Zt, comme indiqué
en (2:12).
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Chapitre 3

Identi�cation de modèles pour
les séries chronologiques

3.1 Position du problème

Tout phénomène aléatoire ne peut être observé que ponctuellement sous
forme d�une série chronologique X1; X2; :::; XN . Le problème posé est d�iden-
ti�er le type de modèle qui régit ce phénomène. L�idée de base est de supposer
que le modèle recherché est du type ARIMA. Ensuite, après avoir stationna-
riser le processus par di¤érentiation, on utilisera les principales propriétés des
modèles ARMA pour restreindre la recherche aux sous classes des modèles
AR(p), MA(q) ou ARMA(p; q).
En e¤et, il a été établi que la fonction d�autocovariance 
 (k) ou bien la
fonction d�autocorrélation � (k) d�un processus stationnaire MA (q) s�annule
dès que k > q alors que pour un processus stationnaire AR(p) elle décroit
exponentiellement quand k !1. D�autre part, la fonction d�autocorrélation
partielle � (k) d�un processus MA (q) décroit exponentiellement vers zéro
quand k ! 1 alors que la fonction d�autocorrélation partielle d�un pro-
cessus AR(p) chute à zéro dès que k > p. Par contre, pour un processus
ARMA(p; q) la fonction d�autocorrélation � (k) et la fonction d�autocorréla-
tion partielle � (k) décroissent en même temps vers zéro quand k !1. Donc,
nous allons essayer de déterminer l�ordre et le type de modèle qui représente
le mieux la série chronologique en étudiant le comportement des fonctions
� (k) et � (k).
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CHRONOLOGIQUES

3.2 Ajustement d�un modèle et détermina-
tion de son ordre

Les techniques d�identi�cation sont fondamentalement empiriques. Le
terme �identi�cation� désigne en général le choix d�une classe de modèles
dans un ensemble plus vaste. En pratique l�identi�cation concerne le choix
du nombre et de signi�cation des paramètres qui seront ensuite estimés. Après
avoir utilisé les techniques de vraisemblance pour faire de l�estimation, nous
allons les utiliser pour l�identi�cation.

3.2.1 Méthode d�identi�cation de Box&Jenkins

Supposons que l�on observe une série chronologique X1; X2; :::; XN . Pour
ajuster un modèle stochastique ARMA au phénomene observé, on procède
comme suit : on estime simultanément la fonction d�autocorrélation � (k) de
la série chronologique X1; X2; :::; XN par b� (k), et sa fonction d�autocorréla-
tion partielle � (k) par b� (k). Puis on étudie leurs graphes appelés respecti-
vement corrélogramme et corrélogramme partiel.

� Si b� (k) décroit vers zéro et si b� (k) chute à zéro à partir d�un certain
rang (i.e. les valeurs de b� (k) sont négligeables à partir d�un certain
rang), alors on opte pour un modèle autorégressif. Pour décider de
l�ordre de ce modèle AR on se base sur le résultat du test de l�hypothèse
H0 : "b� (k) = 0; pour k > p" contre H1 = H0. Alors, si H0 est acceptée
le rang du modèle AR est égal à p. Pour illustrer cette procédure nous
allons considérer l�exemple de la série chronologique C reprise dans
l�appendice([6]) :

La �gure 3.1 est une représentation de la série C
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Figure 3.1 : série C : Température incontrôlée d�un processus chimique : lectures à chaque
minute

Figure 3.2

La �gure (3:2) représente la fonction b� (k) et la fonction b� (k). On re-
marque dans ce graphe que les valeurs de la fonction b� (k) et les valeurs de la
fonction b� (k) s�approchent de 0 après l�horizon 2, donc la série X représente
le modèle AR(2). en appliquant une première di¤érenciation rX, on re-
marque dans le deuxième graphe de la fonction b� (k) de rX que b�(k) décroit
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exponentiellement vers 0. Par contre, la fonction b�(k) chute à 0 après l�ho-
rizon 1, on dit que la série représente le modèle ARI(1; 1; 0). L�application
d�une deuxième di¤érenciation r2X montre que les valeurs de la fonctionb�(k) et la fonction b�(k) s�approche de 0, la série représente le modèle bruit
incorréllé IMA(0; 2; 0).

� Si b� (k) décroit vers zéro et si b� (k) chute à zéro à partir d�un certain
rang (i.e. les valeurs de b� (k) sont négligeables à partir d�un certain
rang), alors on opte pour un modèle en moyenne mobile. Pour décider
de l�ordre de ce modèle MA on se base comme dans le premier sur le
résultat du test de l�hypothèse H0 : "b� (k) = 0; pour k > q" contre
H1 = H0. Alors, si H0 est acceptée le rang du modèle MA est égal à
q. Pour illustrer cette procédure nous allons considérer l�exemple de la
série chronologique A reprise dans l�appendice ([6]) :

La �gure 3.3 est une représentation de la série A

Figure 3.3 : Série A : Concentration incontrôlée processus chimique : lectures de deux
heures :
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Figure 3.4

La �gure (3:4) représente le graphe de la fonction d�autocorrélation em-
pirique et la fonction d�autocorrélation partielle empirique de la série A, on
remarque dans cette �gure que la fonction d�autocorrélation empirique varie
d�une manière irrégulière ce qui veut dire que cette série est non station-
naire. La même remarque peut être faite pour la fonction d�autocorrèlation
partielle empirique. Pour que la série A devienne stationnaire, il faut lui
appliquer une première di¤érenciation rX. Ainsi, les valeurs de la fonction
d�autocorrélation empirique de rX s�approche de 0 après l�horizon 1, mais la
fonction d�autocorrélation partielle empirique décroit d�une manière irrégu-
lière donc on peut appliquer une deuxième di¤érenciation r2X. la fonctionb�(k) de r2X s�approche de 0 après l�horizon 1, et la fonction b�(k) décroit
exponentiellement vers 0 donc la série A représente le modèle IMA(0; 2; 1).

� Si b�(k) décroit vers zéro et si b�(k) décroit vers zéro (i.e. les valeurs deb�(k) sont négligeables) à partir d�un certain rang alors on opte pour
un modèle mixte ARMA. Pour estimer l�ordre de ce modèle ARMA
Pour illustrer cette procédure nous allons considérer l�exemple de la
série chronologique F reprise dans l�appendice ([6]).

La �gure 3.5 est une représentation de la série F
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Figure 3.5 : Série F : les rendements de 70 lots consécutifs à partir d�un
processus chimique

Figure 3.6
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3.3. DÉTERMINATION DE L�ORDRE D�UN MODÈLE

La �gure (3:6) représente les graphes de la fonction b�(k) et la fonctionb�(k) de la série F . On voit que la fonction b�(k) de X décroit irrégulièrement
et on trouve la même remarque pour la fonction b�(k). Ainsi, on doit appli-
quer une première di¤érenciation rX. Dans le graphe de la fonction b�(k) de
rX, on remarque qu�elle décroit (oscillante) vers 0. Par contre, la fonctionb�(k) de rX décroit d�une manière irrégulière. On applique une deuxième
di¤érenciation r2X. Nous constatons que la fonction b�(k) de r2X décroit
(oscillante) vers 0 et la fonction b�(k) der2X décroit également d�une manière
exponentielle vers 0 donc la série F représente le modèle ARIMA(1; 2; 1).
D�où, pour un processus AR (p) le ACF et PACF théorique sont comme

suit :
ACF (i) 6= 0 8i
PACF (i) 6= 0 8i = 1; : : : ; p
PACF (i) = 0 8i > p
Pour un processusMA (q) le ACF et PACF théorique sont comme suit :
ACF (i) 6= 0 8i = 1; : : : ; q
ACF (i) = 0 8i > q
PACF (i) 6= 0 8i
Les processus mixtes de type ARMA peuvent présenter des graphes d�au-

tocorrélation et d�autocorrélation partielle plus complexes à interpréter et
nécessitent plusieurs itérations de type identi�cation-estimation-diagnostic.
Pour choisir l�ordre d�un modèle mixte ARMA, la double observation de l�acf
et de la pacf seront nécessaires. D�ailleurs, remarquons de nouveau qu�en pra-
tique il est toujours judicieux de regarder ces deux fonctions, l�acf et la pacf
empirique, ensemble pour pouvoir ajuster le modèle AR et MA. L�acf et la
pacf de modèle ARMA décroissent tous deux lentement.

3.3 Détermination de l�ordre d�unmodèle

Dans ce paragraphe, on considère des structures statistiques (
; H; P�)�2�
dans lesquelles les probabilités P� sont absolument continues par rapport à
la mesure de Lebesque. Si le vecteur � appartient à un sous-espace de RM de
dimension k �M , k est appelé ordre du modèle. Le problème de la détermi-
nation de l�ordre k du modèle sera alors un problème de décision statistique
basé sur un échantillon de taille N . Le principe du critère d�Akaiké consiste
à choisir pour un ordre du modèle la valeur de k qui minimise une certaine
fonction de risque R

�
�;b��.
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Le critère d�information d�Akaiké (AIC) et le critère d�information bayé-
sienne (BIC) sont les plus utilisés pour choisir le meilleur d�entre deux mo-
dèles plausibles. Un modèle est meilleur qu�un autre si son AIC ou son BIC
est le plus petit. Le critère d�information d�Akaiké est basé sur la distance
de Kullback-Leiber, alors que le BIC est basé sur la vraisemblance intégrée
dans la théorie bayésienne.

3.3.1 Le critère d�information d�Akaiké

Nous allons résumé dans ce paragraphe les travaux d�Akaiké ([1]). Ce
dernier avait établi un critère d�information pour la détermination de l�ordre
d�un modèle ajusté à une série chronologique. Ce critère est basé essentiel-
lement sur l�information de Kulback-Leiber. En plaçant le problème dans
le cadre de la théorie de la décision, l�auteur dé�nit une fonction de perte
W
�
�;b�� telle que :

W
�
�;b�� = (�2)Z f (x; �) log

0@f
�
x;b��

f (x; �)

1A dx

où �
R
f (x; �) log

�
f(x;b�)
f(x;�)

�
dx désigne l�information de Kulback-Leilber([20])

Mais, la fonction de perte est aléatoire et donc ne peut être maitrisée, alors
il minimise la fonction de risque dé�nie telle que :

R
�
�;b�� = E

�
W
�
�;b���

où l�espérance est calculée par rapport à la distribution de b�.
En e¤et, supposons qu�on dispose deN réalisations indépendantes x1; x2; :::; xN

d�une variable aléatoire X alors la moyenne empirique du logarithme du

rapport des vraisemblances 1
N

NP
i=1

log

�
f(xi;b�)
f(xi;�)

�
est un estimateur consis-

tant de la perte W
�
�;b�� ([1]). Il est tout à fait naturel de s�attendre à

ce que, pour au moins une valeur de N assez grande, la valeur de b� maximise
1
N

NP
i=1

log

�
f(xi;b�)
f(xi;�)

�
et ainsi minimise la perte W

�
�;b�� :
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Le problème de la minimisation de W
�
�;b�� ou de R��;b�� peut être

résolu en combinant les deux techniques principales de la statistique infé-
rentielle, à savoir l�estimation de paramètres et les tests d�hypothèses sta-
tistiques, en un seul problème de décision. Au lieu de considérer une seule
estimation du paramètyre �, on détermine les estimations de ce paramètre
correspondant à di¤érentes restrictions possibles de la distribution d�échan-
tillonnage à des sous-espaces. On résoud alors ce problème de décision mul-
tiple à l�aide de techniques de tests multiples ou de tests séquentiels.
Le problème d�identi�cation de modèle est souvent formulé comme un

problème de choix de f
�
x; �(k)

�
(k = 1; :::; L) basé sur N observations de

X, où �(k) est la restriction de � à un sous-espace de dimension k , i.e.
�(k) = (�1; �2; :::; �k; 0; ::::; 0)

0
. Et k est appelé ordre du modèle.

Akaiké propose l�utilisation de la statistique :

W
(k)
L = � 2

N

NX
i=1

log

0B@f
�
xi;b�(k)�

f
�
xi;b�L�

1CA (3.1)

comme un estimateur de W
�
�;b�(k)� :

Nous remarquons par ailleurs que la statistique NW (k)
L est une statistique

de test du rapport des log-vraisemlances classiques, distribuée asymptotique-
ment suivant un khi-deux à L� k degrés de liberté quand le vrai paramètre
appartient à l�espace de �(k). Dé�nissons alors

W
�
�;b�(k)� = inf

�(k)
W
�
�; �(k)

�
où � est le vrai paramètre de la distribution.
Alors, on s�attend à ce que W (k)

L converge et

W
(k)
L ! W

�
�;b�(k)�

Supposons queW
�
�; �(k)

�
est su¢ samment régulière en � et queW

�
�; �(k)

�
>

0 pour � 6= �(k). Alors la quantité W
�
�; �(k)

�
peut être remplacer par l�ex-

pression :

W2

�
�;b�(k)� = LX

l=1

LX
m=1

�b�(k)l � �l

��b�(k)m � �m

�
C (l;m) (�)
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où C (l;m) (�) est le (l;m)ème élément de la matrice d�information de Ficher
dé�ni tel que :

C (l;m) (�) = �
Z �

@2 log f

@�l@�m

�
f�dx:

Posons C (l;m) = C (l;m) (�) et notons par k�kc la norme dans l�espace de
� dé�nie telle que :

k�k2c =
LX
l=1

LX
m=1

�l�mC (l;m)

On a alors :

W2

�
�;b�(k)� = 


b�(k) � �




2
c

(3.2)

Par ailleurs, redé�nissons �(k) par la relation :


b�(k) � �



2
c
= min

�(k)




�(k) � �



2
c

(3.3)

Des relations (3:2), (3:3) on déduit que :

W2

�
�;b�(k)� = 


�(k) � �




2
c
+



b�(k) � �(k)




2
c
:

On considère que, quand N augmente, N et k sont choisis de sorte que
l�expression

p
N
�
�(k)m � �m

�
, (m = 1; 2; : : : ; k) soit bornée.

Alors :

NW
(k)
L = N




b� � �



2
c
�N




b�(k) � �(k)



2
c

Par une simple manipulation, on déduit :

NW
(k)
L = N




�(k) � �



2
c
+N




b� � �



2
c
�N




b�(k) � �(k)



2
c
�2N

Db� � �;b�(k) � �
E
c
:

où h; ic représente le produit scalaire dé�ni par C (l;m).
Soit C�1 l�inverse de la matrice d�information de Fisher. Supposons que

la distribution de
p
N
�b� � �

�
tend vers la distribution N (0; C�1). L�au-

teur montre que géométriquement
�b�(k) � �(k)

�
est approximativement la

projection de
�b� � �

�
sur l�espace des �(k). De ce résultat on peut montrer

que les statistiques N



b� � �




2
c
� N




b�(k) � �(k)



2
c
et N




b�(k) � �(k)



2
c
sont
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distribuées asymptotiquement suivant �2(L�k) et �
2
(k) respectivement. Finale-

ment, et d�après ce qui précède W (k)
L peut ne pas être un bon estimateur de

W2

�
�;b�(k)� et r �b�;b�(k)� = N�1

�
NW

(k)
L + 2k � L

�
peut servir comme un

estimateur utile de EW2

�
�;b�(k)�.

Il est intéressant de remarquer que dans les situations pratiques, L est
peut être très grand même in�ni, et de ce fait peut ne pas être dé�ni claire-

ment. Mais du fait que nous nous intéressons uniquement à b�(k) qui minimise
r
�b�;b�(k)�, il su¢ t de calculer :

�(k) = NW
(k)
L + 2k

ou bien

AIC = �(k) = �2
NX
i=1

log f
�
xi;b�(k)�+ 2k (3.4)

et le b�(k) cherche à minimiser la quantité AIC.
3.3.2 Le critère d�information de Bayesien

Considérons X = (X1; X2; :::; Xn)
0
un échantillon aléatoire de distri-

bution inconnue f�. Le problème est d�estimer la distribution f�. On se
donne une collection �nie de modèles statistiques fM1;M2; :::;Mmg. A chaque
modèle Mi correspond une densité gMi

de paramètre �i de dimension Ki,
Mi 2 fM1;M2; : : : ;Mmg. �i est un espace de dimensionKi auquel appartient
�i. Le BIC cherche à déterminer le modèle Mi qui maximise la probabilité
à posteriori P (Mi=X) :

MBIC = argmaxP (Mi=X) (3.5)

Le BIC cherche à selectionner le modèle le plus vraisemblable au vue des
données.
D�après la formule de bayes on a :

P (Mi=X) =
P (X=Mi)P (Mi)

P (X)
(3.6)

En supposant que la loi à priori des modèles Mi est non informative, i.e.
P (M1) = P (M2) = � � � = P (Mm), i.e. aucun modèle n�est privilégié, et
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d�après (3:5) et (3:6) la recherche du meilleur modèle ne nécessite que le
calcul de la distribution P (X=Mi) que l�on obtient tel que :

P (X=Mi) =

Z
�i

P (X; �i=Mi) d�i =

Z
gMi

(X; �i)P (�i=Mi) d�i

où gMi
(X; �i) est la vraisemblance du n-échantillon correspondant au modèle

Mi de paramètre �i :

gMi
(X; �i) = P (X=�i;Mi) = L(�i;Mi)

On réécrit cet intégrale sous la forme :

P (X=Mi) =

Z
eg(�i)d�i, où g (�i) = log (gMi

(X; �i)P (�i=Mi)) (3.7)

où P (X=Mi) est appelée vraisemblance intégrée pour le modèle Mi.
Le calcul de cette vraisemblance est rarement possible. Mais peut appro-

cher P (X=Mi) en utilisant l�approximation de Laplace ([21]). Ainsi, l�équa-
tion (3:7) peut s�exprimer telle que :

P (X=Mi) = eg(�
�
i )

�
2�

N

� ��A��i ��+O �N�1�
où ��i = argmax��i2�i Ln (�i) et A��i l�opposé de la matrice hessienne des
secondes dérivées partielles de la fonction Ln (�i) : Ln : Rd ! R en �i et
LN (�i) =

g(�i)
N
= 1

N

PN
K=1 log (gMi

(XK ; �i)) +
logP (�i=Mi)

N
:

A��i = �
�
@2Ln (�i)

@�ji@�
l
i

�
j;l

�����
�i=�

�
i

��i peut être remplacée par l�estimateur du maximum de vraisemblance b�i :
b�i = argmax 1

N
gMi

(X; �i)

et A��i par Ib�i où Ib�i est la matrice d�information de Ficher pour une obser-
vation dé�nie par :

Ib�i = �E
�
@2 log (gMi

(X1; �i))

@�ji@�
l
i

�
j;l

�����
�i=b�i
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Nous obtenons alors :

log (P (X=Mi)) = log
�
gMi

�
X;b�i��� Ki

2
log (N) + log

�
P
�b�i=Mi

��
+
Ki

2
log (2�)

�1
2
log
���Ib�i���+O �N� 1

2

�
D�où :

log (P (X=Mi)) � log
�
gMi

�
X;b�i��� Ki

2
log (N)

Le BIC pour un modèle Mi est dé�ni par :

BICi = �2 log
�
gMi

�
X;b�i��+Ki log (N)

Par conséquent, le meilleur modèle pour ce critère est dé�ni tel que :

MBIC = argmin
Mi

BICi

Dans la pratique, le critèreBIC appelé aussi critère d�information de Schwartz
(SIC) est donné sous la forme simple suivante :

BIC =

�
�2 lnL+ k ln (N)

N

�
N = Le nombre d�observations
k = Le nombre de paramètres qui doivent être estimés
L = Le maximum de la fonction de vraisemblance du modèle estimé
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Chapitre 4

Représentation interne des
séries chronologiques

4.1 Introduction

Une classe générale de modèles réveillant beaucoup d�intérêt actuel est les
modèles état-espace. Ils ont été à l�origine développés par les ingénieurs de
contrôle, particulièrement pour les applications concrétistes des systèmes de
navigation. Pourtant, ils ont aussi été trouvés utiles dans beaucoup de types
de problème de série chronologique, comme les prévisions à court terme. Ce
chapitre présente des modèles état-espace pour l�analyse de série chronolo-
gique. Aussi bien qu�en décrivant le �ltre de Kalman, qui est une méthode gé-
nérale importante pour manipuler des modèles état-espace. Essentiellement,
La �ltration de Kalman est une méthode pour le traitement de signal qui
donne des estimations optimales de l�état actuel d�un système dynamique.
Il se compose d�un ensemble d�équations pour recueillir l�estimant de l�état
actuel d�un système et pour trouver des variances de ces estimations.

4.2 Modèle état-espace

Dé�nition 4.2.1 Soit Yt un vecteur (n�1) de variables observées à l�instant
t . Une classe riche de modèles dynamiques pour Yt peut être décrite en
termes d�un vecteur (r � 1) probablement non observé, Xt connu comme le
vecteur d�état. Le système suivant donne à la représentation état-espace de
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la dynamique de Yt l�équation suivante :

Yt = GtXt +Wt t = 1; 2; : : : ; (4.1)

où
Xt+1 = FtXt + Vt t = 1; 2; : : : ; (4.2)

Remarque 4.2.1 Avant d�aller plus loin, on présente les hypothèses à utili-
ser dans l�analyse des équations d�état (4:2)et l�équation d�observation (4:1) :
F1; F2; : : : est un ordre indiqué (v � v) matrice.
G1; G2; : : : est un ordre indiqué (w � v) matrice.n
Xt;
�
V

0
t ;W

0
t

�0
; t = 1; 2; : : :

o
est un ordre orthogonal de vecteurs aléatoires

avec le deuxième moments �ni.

4.2.1 Propriétés des représentations internes

Dé�nition 4.2.2 SoitH =(Ht; t 2 Z) une famille croissante d�espaces gaus-
siens. On dira que cette famille est admissible si Yt est adapté à H. De plus,
on dira que le processus gaussien centré (Xt;Wt) stationnairement corrélé
avec Yt, est une H-représentation d�ordre q de Yt si et seulement si :
(i) (Xt; t 2 Z) est un processus à valeurs dans Rq, markovien par rapport à
H.
(ii) (Wt; t 2 Z) est un processus à valeurs dans Rp, adapté et innovant par
rapport à H.
(iii) il existe une matrice H de dimension (p; q) telle que :

Yt = HXt�1 +Wt 8t 2 Z

Par ailleurs, on dira qu�une représentation de Yt est d�ordre minimal, noté
O (Yt), s�il n�existe pas de représentation d�ordre strictement inférieur.

Proposition 4.2.1 Le processus Wt est un bruit blanc et le vecteur (Xt Yt)
0

est markovien par rapport à H.

Preuve Nous rappelons qu�un bruit blanc est par dé�nition un processus
gaussien totalement "décorrélé". D�aprés le point (ii) de la dé�nition (4:2:2),
on a :

E (Wt+sWs) = E
�
EHs (Wt+s)Ws

	
= 0 8t � 1
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Donc, W est un bruit blanc.
On déduit aussi à partir du point (iii) de la dé�nition (4:2:2) que :

Wt = Yt � EHt�1Yt (4.3)

Réciproquement, si Wt est dé�ni par la relation (4:3) il est clair que c�est un
bruit blanc adapté et innovant par rapport à H.
Par ailleurs, il est évident que (Xt Yt)

0 est adapté à H. De plus, si F
désigne la matrice de transition de Xt,on a :

EHt�1Xt = FXt�1 (4.4)

Par ailleurs, Wt étant innovant par rapport à H, il vient :

EHt�1Yt = HXt�1 (4.5)

D�après les relations (4:4) et (4:5) on peut a¢ rmer que le vecteur (Xt Yt)
0

est markovien par rapport à H, de matrice de transition F =
�
F 0
H 0

�
. On

obtient alors le modèle :�
Xt

Yt

�
= F

�
Xt�1
Yt�1

�
+

�
Vt
Wt

�
Ou bien de façon explicite :�

Xt = FXt�1 + Vt
Yt = HXt�1 +Wt

On retrouve le modèle ou la représentation état-espace de Kalman-Bucy([18]).

Remarque 4.2.2 On déduit de ce qui précède que :

EHt (Yt+k) = HF k�1Xt�1 8k � 1

4.3 Représentation état-espace d�un proces-
sus stationnaire

Dé�nition 4.3.1 Considérons les équations d�observation et d�état suivantes :

Yt = GXt +Wt t = 0;�1; : : :

48



4.4. REPRÉSENTATION ÉTAT-ESPACE D�UN PROCESSUS
ARMA(P;Q)

Xt+1 = FXt + Vt t = 0;�1; : : : (4.6)

où F et G sont v�v et w�w matrices respectivement,fVtg � WN (0; Q) ; fWg �
WN (0; ) ; E (VtWt) = s pour tout t et Vt ? Wt pour tout � t: L�équation
d�état (4:6) est dite stable (ou causale) si la matrice F a toutes ses valeurs
dans l�intérieur du cercle d�unité ou équivalant si det (I � Fz) 6= 0 pour tout
z 2 C tel que jzj � 1: On dit alors aussi la matrice F stable.

Remarque 4.3.1 Dans le cas stable l�équation (4:6) a la solution station-
naire unique donnée par :

Xt =
1X
j=0

F jVt�j�1 (4.7)

La transmission de l�ordre d�observation :

Yt = Wt +
1X
j=0

GF jVt�j�1

est alors stationnaire.

4.4 Représentation état-espace d�un proces-
sus ARMA(p; q)

La représentation état-espace n�est pas unique. Nous donnerons deux re-
présentations pour le processus ARMA(p; q). Pour le premier cas, nous consi-
dérons le processus ARMA(p; q) dé�ni tel que :

� (B)Yt = � (B)Zt t = 0;�1; : : : (4.8)

où fZtg � WN (0; �2) et � (B) 6= 0 pour jBj � 1; soit :

r = max (p; q + 1) �j = 0 pour j > p �j = 0 pour j > q et �0 = 1

C�est clair qu�à partir de (4:8) ; nous pouvons écrire :

Yt = [�r�1�r�2 : : : �0]Xt (4.9)
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où

Xt =

26664
Xt�r+1
Xt�r+2
...
Xt

37775 (4.10)

et
� (B)Xt = Zt t = 0;�1; : : : (4.11)

Donc

Xt+1 =

2666664
0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 : : : 1
�r �r�1 �r�2 : : : �1

3777775Xt +

2666664
0
0
...
0
�1

3777775Zt+1 (4.12)

Les équations (4:9) et (4:10) sont respectivement l�équation d�observation et
l�équation d�état. L�hypothèse de causalité implique que (4:10) a une solution
stationnaire unique qui détermine un ordre stationnaire par l�équation d�ob-
servation (4:9). Il est facile de véri�er que l�ordre de cette équation satisfait
les équations ARMA (4:8) et coïncide avec leur solution stationnaire unique.
Pour la deuxième représentation, nous considérons le processus Yt un proces-
sus ARMA(p; q) dé�nit par l�équation (4:8). Nous allons maintenant établir
une représentation état-espace dimentionnelle baissée qui est dérivée de la
représentation précédante :

m = max(p; q) et �j = 0 pour j > p

Alors :

Yt =
�
1 0 0 � � � 0

�
Xt + Zt, t = 0; 1; : : : ; (4.13)

où Xt est la solution unique stationnaire de :

Xt+1 =

2666664
0 1 0 � � � 0
0 0 1 � � � 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 � � � 1
�m �m�1 �m�2 � � � �1

3777775Xt+

2666664
 1
 2
...

 m�1
 m�2

3777775Zt, t = 0; 1; : : : ;

(4.14)
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où  1;  2; : : : ;  m sont les coe¢ cients de B;B2; : : : ; Bm, où  (B) = �(B)
�(B)

,
jBj � 1 (si m = 1 les coe¢ cients de Xt dans (4:13) et (4:12) sont 1 et
�1respectivement)
Preuve Le résultat

GF�1H =  i, i = 1; : : : ;m; (4.15)

et
Fm � �1F

m�1 � � � � � �mI = 0 (4.16)

À partir de (4:13) et de (4:14) ; nous avons :

Yt = GXt + Zt

Yt+1 = GFXt +GFZt + Zt+1
...

Yt+m = GFmXt +GFm�1HZt + � � �+ Zt+m

Ces équations, au même temps avec (4:15) et (4:16), impliquent que :

Yt+m � �1Yt+m�1 � � � � � �mYt+1

=
�
��m ��m�1 � � � ��1 1

�
2666664

1 0 0 � � � 0
 1 1 0 � � � 0
 2  1 1 � � � 0
...

...
...

. . .
...

 m  m�1  1 � � � 1

3777775

2666664
Zt
Zt+1
Zt+2
...

Zt+m

3777775
Si  1;  2; : : : ;  m sont les coe¢ cients de B;B2; : : : ; Bm, où  (B) = �(B)

�(B)
,

jBj � 1 i.e. 1 = �1 j�1 + �1 j�1 + � � �+ �j + �j, nous pouvons conclure que
Yt satisfait l�équation ARMA :

Yt+m � �1Yt+m�1 � � � � � �mYt+1 =
�
�m �m�1 � � � �1 1

�
2666664

Zt
Zt+1
Zt+2
...

Zt+m

3777775
Ainsi le processus stationnaire Yt dé�nit par (4:13), (4:14) satisfait � (B)Yt =
� (B)Zt; t = 0; 1; : : : ;et donc coincide avec la solution unique stationnaire
de ces équations.
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4.5 La fonction d�autocovariance d�un pro-
cessus ARMA causal

Si Yt est le processus ARMA causal dé�ni par (4:8), à partir de la
deuxième représentation du processus ARMA et l�équation (4:7), nous au-
rons :

Yt = GXt + Zt

où
G =

�
1 0 0 : : : 0

�
et

Xt = HZt�1 + FHZt�2 + F 2HZt�3 + � � �
Avec la matrice carrée F et le vecteur columm H comme dans (4:14),nous
obtenons immédiatement les équations :

Yt = Zt +
1X
j=1

GF j�1HZt�j (4.17)

Par suite :


Y (k) =

8>>>><>>>>:
�2

"
1 +

1X
j=1

GF j�1HH 0F 0j�1G0

#
si k = 0

�2

"
GF jkj�1H +

1X
j=1

GF j�1HH 0F 0jkj+j�1G0

#
k 6= 0

Les coe¢ ciens  j dans la représentation Yt =
1X
j=0

 jZt�j peuvent étre lus

dans (4:17) comme :

 j =

�
1 si j = 0
GF j�1H si j � 1

où  j converge géométriquement vers zéro comme j !1.
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Appendice
1          17.0
2          16.6
3          16.3
4          16.1
5          17.1
6          16.9
7          16.8
8          17.4
9          17.1
10        17.0
11        16.7
12        17.4
13        17.2
14        17.4
15        17.4
16        17.0
17 17.3
18        17.2
19        17.4
20        16.8
21        17.1
22        17.4
23        17.4
24        17.5
25        17.4
26        17.6
27        17.4
28        17.3
29        17.0
30        17.8
31        17.5
32        18.1
33        17.5

34 17.4
35          17.4
36          17.1
37          17.6
38          17.7
39          17.4
40          17.8
41          17.6
42          17.5
43          16.5
44          17.8
45          17.3
46          17.3
47          17.1
48          17.4
49 16.9
50          17.3
51          17.6
52          16.9
53          16.7
54 16.8
55          16.8
56          17.2
57          16.8
58          17.6
59          17.2
60          16.6
61          17.1
62          16.9
63          16.6
64 18.0
65          17.2
66          17.3

67          17.0
68          16.9
69          17.3
70          16.8
71          17.3
72          17.4
73          17.7
74          16.8
75          16.9
76          17.0
77          16.9
78          17.0
79 16.6
80          16.7
81          16.8
82          16.7
83          16.4
84          16.5
85          16.4
86          16.6
87          16.5
88          16.7
89          16.4
90          16.4
91          16.2
92          16.4
93          16.3
94 16.4
95          17.0
96          16.9
97          17.1
98          17.1
99          16.7

100         16.9
101         16.5
102         17.2
103         16.4
104         17.0
105         17.0
106         16.7
107         16.2
108         16.6
109 16.9
110         16.5
111         16.6
112         16.6
113         17.0
114         17.1
115         17.1
116         16.7
117         16.8
118         16.3
119         16.6
120         16.8
121         16.9
122         17.1
123         16.8
124 17.0
125 17.2
126         17.3
127         17.2
128         17.3
129         17.2
130         17.2
131         17.5
132         16.9

133        16.9
134        16.9
135        17.0
136        16.5
137        16.7
138        16.8
139        16.7
140 16.7
141        16.6
142        16.5
143        17.0
144        16.7
145        16.7
146        16.9
147        17.4
148        17.1
149        17.0
150        16.8
151        17.2
152        17.2
153        17.4
154        17.2
155        16.9
156 16.8
157        17.0
158        17.4
159        17.2
160        17.2
161        17.1
162        17.1
163        17.0
164        17.4
165        17.2

166         16.9
167         16.9
168         17.0
169         16.7
170         16.9
171 17.3
172         17.8
173         17.8
174         17.6
175         17.5
176         17.0
177         16.9
178         17.1
179         17.2
180         17.4
181         17.5
182         17.9
183         17.0
184         17.0
185         17.0
186         17.2
187         17.3
188         17.4
189         17.4
190         17.0
191         18.0
192         18.2
193         17.6
194         17.8
195         17.7
196         17.2
197         17.4

Series A : Chemical process concentration
readings : every 2hours

Ce tableu a été utilisé pour la constraction du graphe de la �gure 3.3 page
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26.6
27.0
27.1
27.1
27.1
27.1
26.9
26.8
26.7
26.4
26.0
25.8
25.6
25.2
25.0
24.6
24.2
24.0
23.7
23.4
23.1
22.9
22.8

22.7
22.6
22.4
22.2
22.0
21.8
21.4
20.9
20.3
19.7
19.4
19.3
19.2
19.1
19.0
18.9
18.9
19.2
19.3
19.3
19.4
19.5
19.6

19.6
19.6
19.6
19.6
19.7
19.9
20.0
20.1
20.2
20.3
20.6
21.6
21.9
21.7
21.3
21.2
21.4
21.7
22.2
23.0
23.8
24.6
25.1

25.6
25.8
26.1
26.3
26.3
26.2
26.0
25.8
25.6
25.4
25.2
24.9
24.7
24.5
24.4
24.4
24.4
24.4
24.4
24.3
24.4
24.4
24.4

24.4
24.4
24.5
24.5
24.4
24.3
24.2
24.2
24.0
23.9
23.7
23.6
23.5
23.5
23.5
23.5
23.5
23.7
23.8
23.8
23.9
23.9
23.8

23.7
23.6
23.4
23.2
23.0
22.8
22.6
22.4
22.0
21.6
21.3
21.2
21.2
21.1
21.0
20.9
21.0
21.0
21.1
21.2
21.1
20.9
20.8

20.8
20.8
20.8
20.9
20.8
20.8
20.7
20.7
20.8
20.9
21.2
21.4
21.7
21.8
21.9
22.2
22.5
22.8
23.1
23.4
23.8
24.1
24.6

24.9
24.9
24.9
25.1
25.0
25.0
25.0
25.0
24.9
24.8
24.7
24.6
24.5
24.5
24.5
24.5
24.5
24.5
24.5
24.4
24.4
24.2
24.2

24.1
24.1
24.0
24.0
24.0
23.9
23.8
23.8
23.7
23.7
23.6
23.7
23.6
23.6
23.6
23.5
23.5
23.4
23.3
23.3
23.3
23.4
23.4

23.3
23.2
23.3
23.3
23.2
23.1
22.9
22.8
22.6
22.4
22.2
21.8
21.3
20.8
20.2
19.7
19.3
19.1
19.0

Series C : Chemical process temperature readings :
every minute

Ce tableu a été utilisé pour la constraction du graphe de la �gure 3.1 page
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47
64
23
71
38
64
55
41
59
48
71
35
57
40
58

44
80
55
37
74
51
57
50
60
45
57
50
45
25
59

50
71
56
74
50
58
45
54
36
54
48
55
45
57
50

62
44
64
43
52
38
59
55
41
53
49
34
35
54
45

68
38
50
60
39
59
40
57
54
23

Series F : Yields from a batch chemical process

Ce tableu a été utilisé pour la constraction du graphe de la �gure 3.5 page
38.
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  ملخص
  

السلسلة . ة السلسلة الزمنیة التجریبیةیذجوونمالتحلیل  دراسة الھدف من ھذا العمل ھو    
Xt1الزمنیة ھي عبارة عن سلسلة من المتغیرات العشوائیة  ,Xt2 , . . . ,Xtn  لاحظناھا

ویقاس ھذا الارتباط بین . ھذه المتغیرات العشوائیة غیر مستقلةإذا . وقتالبالتسلسل في 
 توابع . الارتباطات الذاتیة والارتباطات الذاتیة الجزئیةالمتغیرات العشوائیة باستخدام

ة تمثل أدوات أساسیة  السلسلة الزمنی منالارتباطات الذاتیة والارتباطات الذاتیة الجزئیة
  . نماذج عشوائیةلتحدید وتعدیل 

بارزة من  خصائص  لخصنا; في ھذا العمل نركز أساسا على النماذج العشوائیة الخطیة    
النوعیة نماذج بعض ال كذاو Box et Jenkins باستخدام تقنیات   ARMA النماذج

    بصیغةARMAن نعبر عن النماذج كما یمكننا أ".  état-espace "المتمثلة في
« état-espace »    

, العكسي الارتباط الذاتي  تابعأدخلنا مفھوم, لتحدید النماذج التماسكلإعطاء مزید من     
 تم BIC و AICمعاییر المعلومات . عتمد اعتمادا كبیرا على نوع نموذج معینالذي ی

عرض إعادة صیاغة التركیب الخاص بھذه  كما یتم .اقتراحھم لتبیین نوعیة النموذج المختار
 .المعاییر و مقارناتھا

  
 


