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La plus grande partic de ce travail est consacrée a I'étude des techniqueb de
construction des fonctionnelles de Lyapunov en eradient permettant de prouver
Iexistence globale en tlemps des solutions d’une classe de systémes formés
d’¢quations aux dérivées partielles du type parabolique appellés Systémes de
réaction-diffusion.

Au chapitre.0: (Notations et Notions générales) Ona deux parties: La
premiére partie contient la délinition des symboles utilisés dans ce travail,
certains opérateurs et quelques espaces avee leurs normes: alin de faciliter aux
lecteurs la compréhension de notre travail. La deuxiéme contient des
définitions, des théorémes, des propositions avee démonstrations et des
remarques qui seront utilsées dans les chupitres suivants pour expliquer le
contenu avee injections continues (voir H. Bresis [3]) ¢t la formule de Green
(voir H. Bresis [3] et R. Dautray & J. [.. Lions [9]).

Au chapitre I (Les Systémes de réaction-diffusion ) on a quatres parties:
Dans la premiére partie on va donner une détinitor courte, générale et précise
pour les Svstémes de réaction-dliffusion, ¢t son unportance dans ces derniéres
années au solutions de plusieurs problemes dans les différents domaines | en
physique, en biophysique (comme la propagzaiion des pulsatrons éléctriques 4
travers 'axe nerveux), en chimie (comme les réactions oscillantes), en
biologie, et en biochimie ...ctc |.

I°t dans la deuxiéme partie; la partic de la modélisation, on va éxposer les
méthodes générales qui transtorment les phénomenes naturelles cités ci-dessus
a des svstemes de réaction-diffusion. Les conditions aux bords et les
condiions mitiales seront bien choisies. On domiera ausst des remarques
importantes qui permettent de ramener une matrice de diftusion & une matrice
diagonale (remavques 1.1.1 & 1.1.2 & [.1.3). Ensuite dans la troisiéme partie;
pour faire mieux clair on éudiera deux exemples; le premier en chimie, ot on
prend un phénomeéne naturel quu est 'ébullition de 1'eau, et a partir de la
reaction classique de sa formation utilsant lu loi de la conservation de la masse,
la seconde loi de I'ick et prenant en considération la variaion des
concentrations des réactants et des produits avee le temps nous aboutirons a un
svsteme d’¢quation aux dérivées partielles du type réaction-ditfusion (voir S.
L. Hollis[17] et Morgan [27]). En physique ¢’est notre seconde exemple ol on
donnera le sysiéme de réaction-diffusion décrivant un phénomeéne de la
physique nucléaire.

Enfin au derni¢re partie de ce chapitre nous parlerons 2 des tonctionnelles
de Lyapunov (détmirtions, théorémes, exemples,.. ) ¢t leurs relation avec
existence globale.

Au chapitre II: (Les Techniques de construction des fonctionnelles de

{o




L

Lyapunov en gradient) nous allons essayer de constriire une fonctionnelle de
Lyapunov en gradiest pour le systeme de réaction-diffusion qu’on va étudier.
Au début on va chercher une fonctionnelle L (1) qui contient: {Vu|? dont la
dérivée par rapport a 7 est la sormme de deux sous-expressions, la premiére est
une forme quadratique qui peut étre positive, mais la deuxiéme ne est pas, ce
qui ne nous permet pas de conserver le signe de L (1) et d’en déduire que
L1(1) est de Lyapunov. Pour cela on ajoute & L (7) une autre expression L (7)
qui contient |Vy|?. Suivant les mémes techniques, on rencontre deux formes
quadratiques dont I'une a une matrice 5 x 3 (ditficile a étudier). Alors on
ajoute une troisieme expression L3(4) qui contient VaV'y et la tonctionnelle de
Lyapunov deviendra de la forme:

La(t) + La(t) + Ls(1);
qut est un trindme Vu et Vv a coetlicients vuriables (en fonction de et v).
Apres élimination des coetficients en VuVy, on obtient une forme quadratique
4 x 4, mais encore la matrice reste toujours non délinit positifve.

Dans le chapitre [1I: (Forme générale de foctionnelle de Lyapunov en
sradient) on va étudier la fonctionnelle proposée au chapitre I et qui est de la
forme

L) =j (1, v)|Vu|* dx +J Y(u,v)VuVvdx +{ (p(lt,V)lVHPdt.
Q Q o
On notera les difticultés rencontrées lors de la recherche de ce type de
fonctionnelles,
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|

Notations et Notions Geéenérales

(Définitions, Théoréme et Propositions)



0.1 Notations gencrales

On définit les différents symboles, certains Opurdtuns (avec leurs normes),
ot les dspacestilisés dans notre travail.
O un domaine bomé inclu dans R”, avee Lrontiére ¢Q = I et do est mesure
de surface sur . _
Soit une matrice carée A = (a;)1<i 0, €5t syméirique ¢ = A Tysid?
désigne la matrice transposé de .
Les déterminants principaux successifs de - sont notés pur det ], det2, |
det3, ..., detm. ’
on I’écnivent

ayy day ... dip

’ an ap ‘ ary U2 .. Aoy
...detn =

detl = ap.det2 = .
‘ ary axz }

Al 2 o Ay i
Les détermmants
Aigy iy - ('l,",d'l

| T LR \ ijy iyjy o igjy
‘.‘. / = Py

j] jg ‘]'/,;

(hu'{,) (Iju‘} e iy, o

avece

Iy =J10 = jady = jp
sont appelés les déterminants principaux.

- A AU P+ Uy, n
_ ¢ _ ( o o TR T
D= =—, DY = A — ot o] =2 a, la dérivée au sens des
X, Ox5*...Ox =
. . ’=
distributions.

h |
—‘.]— désigne la déry e normale de u extérieure 4 Q. ¢ est-a~dire: A
& R
»
|
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Foe

- X \
; — —>
L= Ve
on
\ —> . . 3 e et N
oll n est le vecteur unitaire de la normale extéricure a 1,
Le gradient de u
on_ _ou Qo au
radu = Vi , . , alors IVu -}_J (——-—)
B ( adxy 0—“2 ’ X n) ’ | I (F'),\‘j
=1
(0.1.1)
La divergence de u
12
divig = Voey =Ll Ly ol 2% il (0.1.2)
axy  Oxo ox,, - X
=1
Le laplacien de i
H
32 a2 ~2 — 2.
d7u . G u Ou N 07w
A= SOl Ol SN L (0.1.3)
axy  axs ox;, OX
- =1

L(E,F) désigne espace des opérateurs linéaires ct continues (ou bornées)
de £ dans /" muni de la norme

Al qgpy = sup  [ldxll . (0.1.4)
xeL jjx)f <1

On pose L L) = LL).

IP(Q) = < umesurable sur Q tel que ‘ )Py < oo, 1 £ p < wp munide
Q
la norme

Nl gy = |11]"u'\ : (0.1.3)
Lo
L= = {u mesurable et 3 C% | telle que ]ul C p.psur Q } muni de la

norme

Nl o) = inl‘{C.'; SCppourQ}. (0.1.6)
Q) désigne I'espace des tonctions continues dans €2 muni de la norme
el ey =max [(x) ] (0.1.7)

reQ

“H(Q) désigne PPespace des fonctions & Lois continiment diltérentiable sur

Q (‘/\ entier positit) et on derit

C=(0Q) =ﬂ CH Q).
k20
D(v2) ¢’est espace des fonctions C™ a support compact contenu dans €.
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Y (Q) désigne I'espace des distributions sur € ¢’esi-i-dire Pensemble des

formes linéaire continues sur 2(€2):
D) Y Q). )
Q) = {u e L3Q), Y ¢ i), 1 <7< n\ ¢lest lespace de
EAW j
sobolev muni de la norme

1
gy = (i- L) e+ JT I—(?I—\'i— lud\
\ ) Q=1 A
/ . -~ \\ .E
- U vt [ [Vl ) (0.1.8)
o o y,

Q) est Padhérence de D(Q) dans H'(Q), et on éerit
ﬂlé(Q) =4 e HYWQ) 1w =01
§

D une tagon g,c.'néralc pour m € N, on défmit
HM{Q) = {u e 1.5(Q), D*u € L:’({ ) pour tout o € " vérihant |a] < m}

muni de la norme
- / . \
il = | 2 | ID<ulPely )

}u]smg) y

-

[
i

Il

2Dl g, (0.1.9)
jaism J
D une manier rale pour tout [u.lp on délmt I’ espuce

NP = {u € L"’(Q) D% e LP(Q).|a] £ m} munt de la norme
1

I
el = Z D%y p Bo \ , L <p<+4w (0.1.10)

lex' <o /

done Wa(Q) = Q) et W"2(Q) = H"(Q).

(v
g
Q

<. [.)n.’ 1 T “ T 7o

HTMQ) =4 LHTO). R) désigne I'espace dual de Q).

- p ors ~ ‘,['

L0, 1, X) = <umesurable de [0,7] — X[ flullfdr < o,sil £ p <o
0

muni de la norme:

F
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T _
:!”IIU(O,T,X) =i p

il B | f
\ g )

O e,

.

1.=(0,7,X) = < umesurable de [0.77] — X, supess jully < :oj muni
1€(0.7)
de la norme :
1| oo gy =supess flul].. (0.1.12) 1
1€(0,7) ‘

Naturellement, on a: LP(0,7,1L.°(Q2)) = L"(Q x (0.7}).




0.2 Notions géneraias

On donnera des propositions, des théoremes auvee démonstrations et des
remarques utilisées dans les clapitres sutvants.
Proposition 0.2.1: Si m, m' € N telle que m = ni' [ FI"™(CQY) est contenu,

! - " ’ .,
avec injection continue, dans W™ (C2), on écrif
By — FI(Q), A (0.2.1)

Preuve:
\ .. ’ . N . N - L . © [
Cette proposition est évidente car il est tacile de vour que st m 2

w e HM(Q) impliquen € H" (Q) et ilnl], o < Nl . (voir R Dautray & ‘
J. L. Lions[9]).

Remarque 0.2.2: On a donc Iinclusion suivante :

D) < HMQ) o H" YO ...« HYQ) = LY(Q) < D(Q ‘
( ) ) ) ) ,

(0.2.2)
pour tout m € M. }
t
Proposition 0.2.3: Soient m z | un entier et 1 < p <». Ona -
_
RYi m< g alors
WNJmp l . | R/
N !(g:’) c L (](())0177——})——‘ TE (023)
kY m = /] Loalors
WHP(Q) < LIQ), Vg € [p vl (0.2.4)
y )"
i m > == alors
s
WHPQ) < LL=(Q), (0.2.5)
avec (njections continues
De plus, sim — f)’- > 0 #est pas entier, on pose L
- !
/\":{'11—-]) ) = o g
mn= et O =m-— y; £ (0 <0< ). "
On a. pour tout u € W"P(Q) o
D ull e S Cllullyneg), Voo avee jul < (0.2.6)

el

Y



|D%u(x) — Du(y)| < Cllu Wm.,,(Q)Ix——y!ap,p,,\-,},» e QO Va.lol = k. \ {

| (0.2.7)

£ particulier '
Wnp(Q) < CHQ). (0.2.8)

Remarque 0.2.4: ce corollaire s’obtient par application réitérée du
théoreme 1X.9, du corollaire 1X 11 ef du théoréme 1X.12: (voir . Bresis
[5D. | |

Théoréme D’ otrogradski 0.2.5: (ou théoréme de la divergence) Soit § |
une surface, frontiére d’ un domaine de volume 1. Choisissons comme sens
positif de la normale a la surface, le sens qui va de I'intérieur du domaine a
I"extérieur, et désignons par o, B ety les angles que fait cette normale avec la

Y: gles q

direction des x, v et z positifs respectivementi.
Alors. sidy, A2 ety sont des fonetions continnes dans le domaine, le

théoréme de la divergence s’ exprime ainsi:

aan A A ) 5] )
[ (“1' 48 ads )d:f =[ A vl adzderdsdxdy. (0.2.9)
A

ax o dy Oz
e
Sous forme veciorielle avec 4 = (41, Aa,-13),cect peut s”écrire simplemet :
[ Vo ddr =] 4 emds. (0.2.10)
¥ s v

Ce théoréme, est appelé encore le théoréeme de Green dans 'espace. !
' !

Remarque 0.2.6 : Pour la Preuve de ce théoréme voir AL R. Spiegel [32].

IMOYCeax.
Alors, st u et v sont des fouctions de H'(Q), on a
N -
Uy OV g -
J '—‘S—’Ci-vdx = - J' ll‘(;/f{:(!’.\-F [l\’T],‘dG , 1 <7< n, (0211)
Q o r

on désigne par n; le i cosinus directeur de la normale v a U dirigée vers

|
i
Théoréme 0.2.7: On suppose que Q est un ouvert de _frontiére C* par al
T

{

t

i

|

[

I"extérieur de QO ef on écritn; = (n. e/ ).

Preuve:

Stu(resp .v) appartient a H(Q), il existe une suite (11,,) ( resp. (vp)) de
() qui converge vers u dans H'(Q) (resp . vers v dans HY(Q)) [D(Q)
dense dans Q).

On a pour les fonction u,, et v, de D(Q))




L
|

2 \
rocu
’ = y,dy = - f H L= v+ s‘u,,, ypynudo, 1 <7< n,
J (’.\, CNy J
Q Q r
(0.2.12)

on obtient I’expression (0.2.11) par passage a la linute dans la tormule de
Green précédente.
Corollaire 0.2.8: Pour toute fonction u de 57 (L2) ef toute fonction v de
(C2), on a la furmude de Green
f (Au)v :} LU yefs- b NN, (0.2.13)
lon J A
Q r 9!

17!

Preuve:
Donnons une con:uqucncc de Théoreme (0.2.7).

;
On pose Aw =Y <=L e Laplucien d’une distribution w. Alors, si i est une

o
=1
fonction de H2(Q), on a d’aprés (0.2.11) pour toute tonction v de H'(Q)
H
- —\ ")_
- (A v:—\J‘ CoH ey
0 =1Q !
n 5 . )
. r ) '
:§ Jj L CY - % LU pndo
annd 1 ('“\I L’-\Al 4 ) I
=1 Lo r
H - -
::Z _(JL (€A% /\ I 1.’.’.‘:6/6
OX;oOxy on
=10 r
— - )
= Yuvv- [ Qs
J 40N
Q r

Définition 6.2.9: Une forme quadratique est un pclvnéme homogene du

second degré relativement aux n variables uy ua, ..., u,. Une forme
quadratique a toujours la representation
"
Z aguil; (ay = ay, j=1,2....n), (0.2.14)
rg=1
o,

A= (i) 1siysn
estune matrice symétrique.
Sinous désignons matrice-colonne (uy, s, ..., 0,) par u et la forme
guadratique par

11

iz




\
"
Au, ) z bl (0.2.15)
ij=1
HOUS PONVONS ECFire
Ay = wl A = Au ol . (0.2.16)

Si
A = ay) iy |
est une matrice symétrique réelle, la forme (0.2.15) est dite forme
quadratique réelle. Dans ce travail, nous aurons surtou! affaire a des formes
guadratiques réelles.

Définition 0.2.10: Une forme quadratiyue (0.2.13) est dite définie
non-négative si, pour des valeurs réelles arbitraires des variables

Ay 2 0. (0.2.17)

Définition 0.2.11:Une forme quadratique (0.2.13) est dite définie positive
st pour des valeurs arbitrraires des variables ncn toutes nulles (1 # 0); on a
CA(uu) > 0. (0.2.18)

Théoréme 0.2.12: Une forme quadratique (0.2.13) est dite définie positive

si, et seulement si, tous les déterminants principaux de cette matrice des
coeljicients, Sont positifs

det] > 0.det2 > 0,....detn > 0. (0.2.19)

Remarque 0.2.13: Pour /a Prenve de ce théoréme voir F. R. Gantmacher
[12].

Corollaire 0.2.14: Dans une _forme quaclratique définie positive (0.2.15)
1oiis les délerminants principanx de la matrice des cocfficients, sont positifs,
lorsque les déterminants principaux successifs d’ une marrice symétrique
reéclle sont positifs, 1ous les déterminants principaux restants sont positifs.

Remavque 0.2.15: 87 fes déterminants principaux successifs sont
HOH=1ELATTSS

detl 2 0,det2 > 0,....detn 2 0, (0.2.20)
il ne résulte pas que A(u,u) soit définie non-négative. Ainsi lu forme
Ay + 2aaun + ana’, (0.2.20)

dans laquelle ayy = ayy = 0.am < 0, sarsfait (0.2.20) mais 1" est pas définie

E:\«
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- Hon-pegalive. \
Nous avons cependant le théoréme suivant:
Théoréme 0.2.16: Une forme quadratique (0.2.15) est dite définie
) nown-négative si, et seulement si, tous les déterminants principanx de sa
matrice des coefficients sont non-négatifs
U S o . .
P2 20.(lsh<ih< .. <iy<n p<u).
N I I2 ... Ip ‘
(voir F. R. Gantmacher [12]).
E
:
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CHAPITRE .1

Systemes de Réaction-Diffusion

(Introduction, Modélisation et Exemples)
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[.0 Introduction aux systemes
de réaction-diffusion

Durant les annces récentes, les svsiemes de réaction-diffusion ont regu un
arand traité d’attention, motivé par leur merdent répardu dans des modéles de
phénomenes biologiques et chimiques. et pur la richesse de la structure de
leurs ensembles de solution. Vu les appheations nombreuses et variantes de ces
systemes; on donnera les démarches suivies pour modéliser certains problémes
chimiques comme les réactions chimiques oscillantes (Brussélateur). Les
individus ditferent d’un probléme a un autre: En chimie, par exemple, 1ls
représentent des substances chimiques . En bioclinmie, 1ls peuvent représenter
des molécules. En métallurgie, des atomes. En dvnamique des populations, ce
sont des humains. En généuque des populations, ils représentent des
curactéres. En biophysique. des charges électriques ou bien des ditférences de
polentiel. En environnement, ils peuvent représenter les ammauy ou les plantes
d'une forét . d’une mer ou bien d’un {leuve.. . Pour la p'us erande partie de ces
problemes, on montre qu on uboutit & des svseemes de ~eactivn-diffusion.
r.es conditions aux bords seront choisies selon origine ¢t la nature du
probleme érudié: 71l n’y a pas d'immigration des mdividus a travers la
tronticre du domame Q sur lequel le probléme est posé, on choisit les
conditions aux bords homogenes de Neumann. S™il n'y a pas d ndividus sur la
frontiére, on prend les conditions aux bords homogenes de Dirichlet.

I mnconnue (la solution qu’on cherche ) est un vecteur dont les composantes
sont généralement des tonctions positives: en chimie, par exemple, ¢’est un
vecteur de concentrations chimiques. En biochimie ou en métallurgie, ¢’est un
vecteur de concentrations en nombres de moléeules ou d atomes
respectivement. En dvnamique des populations et en eviroanement, ¢’est un
vecteur de densités de populations humames, anmales ou végdtales... Les
conditions imtiales sont généralement positives; puisqu’il s’agit de
concentrations, densitds, charges électriques ...

Tous ces problémes s™éerivent sous la forme:

%-DM = flu). (1.0.1)

ou i 1) = (W (), (X0 0)) estun veeteur de vartabies dépendantes, et
c'est Uinconnue, f{v, 1 u(x, ) = {fi(x,Lu(x,n), ..., fulx, 1 u(x, 1) c’estla
réaction (généralement non lméaire) et D(x, 7, u(x. 1)) est une matrice carrée

m < délime positive et diagonalisable appelée matrice de difiusion. Les
termes de reaction sont le résultat de toute mteraction catre les composantes de

B




iH:

Par exemple, en chimie u est un vecteur de concentrations chimiques et f

représente ettet des réactions chimiques sur ces concentratons. Le terme

DAu représente les diffusions moléculaires & travers la frontiere de réaction.
On va établir les équations de réaction-diffusion dans le cas d’une réaction

chimique et d’une diffusion moléculaire et indiquer les hypothéses nécessaires

pour leurs applications dans des situations diverses.

16
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[.1 Modéhisation

Nous allons donner la démarche suivie pour établir (1.0.1); d’ailleurs qui est
la méme pour tous les phénomeénes cités a 'mtroduction, puis nous donnons
des exemples.

On considére une région bornée © de ¥ ou %° ( qui peut ére une surtace
odographique, une cellule vivante ou des moléeules) duns laquelle des
réactions se réalisent (ces réactions peuvent ¢lre une ¢pirdémie. une rumeur ou
bien une réaction moléculaire; d’atlleurs la celluie vivante est ic siege de ‘
plusicurs réactions chimiques. ainsi que les surtaces géographiques forment les |
lieux de millters de virus et rumeurs circulant entre les individus des
populations...). o

Si on note par u;(x, 1) la concentration de la 77 espéee prenant part dans
ces réactions, fi(x, £, 1, (x,1),..., t,(x, 1)) son taux de Lormation dans la
réuction en question au point x et & Pinstant £ > 0 et soitJ; le tlux de ces
especes a travers la fronticre I de notre région Q. Considérons un volume J7 _
infiniment petit de la région O de fronticre § = 0. La vitesse de formation de @
lu i€ espéce dans le volume J7est égale o la quantite Jormée par la réaction Otée §
de son tlux a travers la surface S: en termes d'équations P

—(“7 [ uitenex =[ fite, 1w (o0, a0 j Juds, (L1.1) -
v I s :
apres application directe du théorcie de la divergence uu terme désignant le i
flux, (vorir la theoréme (0.2.3)) on obtient v N
| (HecfirV w Sy = 0, (1.1.2)
s
putsque le volume V est mmfimment petit et arbitraire, on en d2duit
("Zl" N e =L =1, m, (1.1.3)
't ;

Remarque L1.1: Dans le cas d"une réaction chimique, le terme de

réaction fi vient de application (sur le plas wicroscopique) de la loi
daction des masses (ou loi de Gulberg et Waage). D ailleurs dans le cas
des populations (plan macroscopique) on applique une loi semblable. Le flux
Cou la diffusion) est donnd par la loi de Fick (seconde loi de Fick)

Ji=y aNu, . L14) b

J=1




Gl

A= ([I"fv)lff,jﬂlll’ f
est une matrice définie positive appelée mairice de diffusion. En substituant
(1.1.4) dans (1.1.3), on obtient

T

"
!

F}. . - T . 5 . . . g
%L +V e (> (I,j\"(lj) :jf . (113) -
J=1 :

normalement les a,; sont constants, quoi qu’ils peuvent dependre de t, x et u.
s fermes de réactions dependant seulement de u.

2

anssi on va considerer de
dans ce cas on a

G A = fl, (1.1.6)

Remarque 1.1.2: Par un simple changement de variables linéaire, la ;
' :

maltrice A peut éire ramenée a une mafrice diagonale D = (d(,....d,,) avec
di >0,i=1,.., m, el lesystéme (1.1.0) devient: :

% + DAY = g(v). (1.1.6) |

Remarque 1.1.3: Remarquant que, pour établir (1.1.6), on a simplifié

plusicurs termes, si non on aboutirait a des équations trés compliquées et

difficiles a éruclier.
: '

18 i
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[.2 Exemples
[.2.1 En chimie:
Considérons le schéma réactionne!
e
Ulhl Y -
Dol (1.2.1)
el ] Jed
avec
ToJ=Al..,pletind =0,
ou My, Ha,..., Hp sont respectivement les nombres de moléeules des réactants
Ry, Ra, ..., R, ntervenants dans la réaction, les constuntes /r et / dépendent de

pen
la température, de la position x et du temps 7. L application de la loi de
conservation de masse ¢t de la seconde lor de Iick (flux) donne

‘ (‘ 7 S j P
,,A-_(_;_ VoediVegth [ Lot Ve =12, p. (122)

ief JjesS
ol ¢y, C2,..., ¢ représentent les concentrations des véactants Ky, Ra, .., Ry et
Hi, Ha,..., by sont des constantes positives appelées ordres de Ry, Ko, .., Ry
respectivement. Les constantes /1 ¢t / sont positives.

Remarque [.2.1: La matrice diagonale D peut dépendre de t, x et u,

comine elle peut ne pas étre diagonale (¢est le cas on la diffusion d’ une
espece affecte le taux de production des autres).
Pour I"ébullition de 1"eau. par exemple, on prend dans (1.2.1)
p =3, 1=1012},J=143},n =n3 =2ectn =1, Ry =hydrogéne,
Ry =oxygene et K3 =l"cau, on obtient la réaction classique
h

—_—

2HA+Os 20420, (1.2.3)

o~

!

Les ¢quations déerivantes cette réaction s”éerivent alors duprds (1.2.2)

P
g .
I

e - e e e

i 2 e N T



TETENT s
- Sra

A
- \
a ]':{" | . - L e 5 _ .
2—‘-07i — Ay A[H J-W[H 12 [O 1+ H20)?
A0 _ OO IO x = 0150
< S = A0 AL [0+ 0] x e Q>0
c
o0 . L ae
Q—l ,\2 ] = (f{_‘,AU"IQO]ﬁ-}IU]’g }Z[OQ l-/lfng]“)
" ol - ,
1.2.4) %
avec conditions aux bords appropriées (par exemple
OVH 0[O~ N H O’ : - ..
O H | = 1% = JlL POI =0, > 0,x ¢ ¢Q) ct conditions mitiales
an on an
positives (i.e)
[f‘]z]r_.o = []]3]0 > 0,[(_)2]130 = [OQJO > O,[:/"JQO-J,.JO = [1[]2010 > 0.
Les coeflicients A et I sont supposés des constantes positives, quoi qu’ils
peuvent dépendre de la tempcrature:
h |~ cz%xp-(%y'), l<p<2, (12.5)
\ i
voir S. L. Hollis [17] et J.Morgan [27] avec différentes conditions aux bords. j
1.2.2 En physique nucleaire: ' :
Le modéele décrivant une réaction nucléaire est dcerit par le systeme de
réaction-diffusion
a
_%/[A = oy Au+u(av-b) ‘
< sur £ x (0, +w), (1.2.6) ;
o '
O = Av+ey i
\_ of
avee condinons aux bords homogenes de Newman et conditions initiales
positives. On montre que (voir Pao [29]), poura > 0,6 > Oetce > 0, la @
solution du svstéme (1.2.6) avee conditions aux bords bien choisies et
conditions mitiales positives explose en temps [ (cesse dexister). Cette
réaction ¢st analogue a celle de deux enzymes )
,i
Ef‘
i
i
|

20



%’—; = [l -0l

C

< sur: (0,1) x (0,+w), (1.2.7)
av
L

. “‘_\‘\' +OV

avec les conditions aux bords
ux(0,0) = ag1(v(0.0). u(l.)=20
1> 0 (1.2.8)
L\ vi(0,0) = 0, vo(l,f) = ag2(u(l, 1))

et conditions inmtiales positives. Ce modele a été érudié par Pao [28], Thomas
& Aronson [33] et Turner & Ames [34].

|



[.3 Fonctionnelles de Lyapunov
classiques

Pour démontrer existence des solutions des systemes de réaction
diftusion, il y a plusieurs méthodes telles que la méthode des régions
invariantes, méthode de Ueffet régularisant, méthodes tonctionnelles basées sur
des estimations a priori ou sur des tonctionnelles de Lyapunov. Iet, nous
n'exposons pas les deux premiéres méthodes puisqu’elles ne donnent pas
toujours [existence globale vu la diffuclté et la complexué des termes de
réuction de certains systénies de réaction-ditfusion, mais nous nous consacrons
a la derniere méthode qui donne des résultats satistaisants. Il est bien connu
que (voir J. Smoller [31]), pour démontrer 'existence global des solutions
d’un systéme de réaction-diffusion, 1l sullit de moatrer que les termes de
réaction sont dans L.7(0. Tyax; L7) pour un certain p > #/2.

Théoréme 1.3.1 (Existence Globale par effet régulurvisam): Soif

I"équation
[ %’—-L\u = flt,x, 0y sur|0,7] x Q
ﬁ =0 surf0,7] x 0 (13.1)
L 1#(0,x) = up(x) x e Q,
ST
Suxouw) € L0, 7, 17°() pourp > 2 ofrn = dimQ.  (1.3.2)
(i.¢)
Sxuy e L7017, L7(Q))) < sup Hj(l,.\‘,rt)“u(m <+
Ol
aefd
@ [ firxufde < vt e [0,7), (1.3.3)

9)
alors la solution de I équation est globale (voir D. Henry [14]).

Definition 1.3.2 (fonctionnelle de Lyapunov): On appelle fonctionnelle
de Lyapunov associée a wn systeme de réaction-diffusion formé de m

A

PO

!
]
|
|
i
|
i
|




, . : . \
dguations, toute fonction
LR — K (13.4)
relle que
dL(u (4, .)"I,}"’“”’([’ ) < Opour tout t > Oct toute solution (w1, e), ..., uu,(L, °)).
G
Par exemple (voir S. Kouachi & A. Youkana [25] ), la fonctionnelle Ly définie
par
t — La(1) ——-J S -ue.xy) v exp il x)dy, (1.3.5)
Q
ot 1 et vest la solution du probleme
~
( GU_qg\u = -f(1.v)
! cf i
) t>0, v e Q. (1.3.6)
~ . '
| ‘%‘; -bAV = flu,v) :
« C’
avee les conditions aux bords :
LU - LY sur R x GO (1.3.7)
o om
¢t les donndes mmtiales : V
1(0,x) = uo(x) 20,  vO,x)=velx) 20  dans Q (1.3.8)
est de Lyapunov pour toute constantes positives 3 ety telles que :
BAL <y < —Hab_ (L3.9)
(a-h)- "~
¢l tout Af satistaisant:
gl e < M (1.3.10) !
sous la condition .
. (! + f{r.s)) ~ v :
lim [ ( Sj,( = ! <o, r20. (I.3.10) |
St X | “ _j i
ot -
-~ ) :
a* = /.510 1 ‘ . :
ma-6)7 g || . .
On a. apres apphication de la formule de Green (vour corollaire 0.2.8)
l
JAREEN L/IJ [) 5_ e
L'y = 920 gy (13.11) .
ot b
avec L
b
§o
N
P



[ = - J‘ TN u NV Ay =00 L

Q
ou
T(Nu, N'v)y = y(a(y+1 ib[\711|3+
BN ) (a+b)yN uN v+
DR )NV
el

J ==j (A uP-2or) (A ) e flu, vy,

Q

Donc il est clair que la dérivée de cetie fonctionnelie avee les conditions

(1.3.9)-(1.3.10) est négative.

I.a condition (1.3 implique Dexistence d’une constante C > 0 telle que

1+ flr,s) £ Ce™, pourtouss z 0 ctr e [0,4/],

puisque
2ab

if s 7 2
il L (a-b)”

a <

¢t on peut choisir p > 12 telque
ab
(a-b) o«

pa <

Posons 3 = pa, alors
ab__.

BHHOHGD< . 0
(a-b)~

(1.3.12)

(13.13)

(1.3.14)

alors on peut choisir y et A tels que (1.3.9) et (1.3.10) soient satisfaits. Done

¢ = (e e L0, T L)),

puis
e e =0, T 14 (C)),
nalement

S, )3 ) e L=(0, 77 LP(€))

pour un certai p > #/2.

R e g e S
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i Les Techniques de Construction
des Fonctionnelles de Lyapunov en Gradient

e gy - "
penn g




\

Construire une fonctiomnelle de Lyapunov sulfisement réguliére pour un
systéme de réaction-dittusion ¢’est trouver des estimations a priori de la
solution. En d’autres iermes ¢’est résoudre ce probléme. done cette
construction est un probléme trés délicat. Dans ce chapitre on va essayer de
construire des lonctionnelles en gradient dont le but de décerire les ditficultés
rencontrées lors de la construction et de faire de notre nueux pour simplifier
certains obstacles qui peuvent bloquer cette recherche.

Considérons le systeme tormé de deax équations aux dérivées partielles du
type réaction-dittusion:

2
LU Au
o

-fla.v) dans =" < Q)

Il

(IL1)

€ 0‘) ; y
E--b.}w

Il

+f(u,v)  dans K7 x Q

avee les conditions aux bords:

P

ou v
o on

sur R w00 . (11.2)
et les donndes mitales:

u(0,x) = up(x), v(0,x) = vy(x) diuns €, (11.3)
ou 2 est un ouvert borné de R” de classe C', a et b sont constantes positives.
l_es conditions initiales sont supposées étre non négauives. La fonction f{r, s)
est continument diftérentiable sur K* x €™ et non négative avec f0,5) = 0
pour tous s = 0.

On détint la fonctiomelle:

Li(t) = ay(y+1) J (M-20) 72 e IN 1 P, (It

)

dervant L (1) par rapport &

Ly(1) (M=1) "2 e dy

o {— (‘/+2)((1L,\11-j)(1\/—11)'1W’H{z—#
uy(yH)f o ; ) ‘

h 2N uNV (adu-N1+B IV u |~ (bAv+/) _—J
= (e D)
(11.3)

avee

/ :“’. LaCy+2) (M=) N1 P A BBIN 12 Av 20N 10N A (N F=u) 2BV .,

2

(IL.6)

20

.



On applique la formule de Green: \
I — s il ]
. (v+3)NVu N ) Nl .
Iy =- j a(y+2)Vu| A) _,( o E(_Al—//)“"')e-‘”c/,\‘
5 | BNWIN 42N w l
- J 2aAu[(y+2) (M=) N 1 FHPN N v S [ (1) TR el
) - , A 1
Vau(v+2) (M=) N u| -+ o
- J. /)[SVVI‘ HrHN . } ' [AYADREFEIN
o BVYIN = +2NV uu |
(1L7)
done
' (a+b)B(y+2) (M -)N uN v 1|+ T

2(a+bYyM-1)2 AN 1N v+

&
I
t

Y e

da(y+2) A=) )N u | +a(y+2) (35N u '+ N

* D] ~ AL D D i
20\ -1)? | Au| P+ - N ] =N vl |
(11.8)
et
i =] (20 ) 2L a2 N N v L) e,
9
(IL.9)

- . -~ . N v )
on remarque que /: est une forme quadratique en fonction de (VaNVv, IN'ul|=, Au
et [Nv[7) qur peut étre positive, mais J) ne Iest pas “vutsque le coetlicient de
INy[= est nul). Alors. on additionne &4 L,

La(ry = b7 [ (Meuy™ e vl v, (11.10)

la toncuonnelle devient:
1)+ L1 :( [a'*{(y+l)(,\r/-u)""‘gl\ﬂ'uj7+/7[3 HAVAD N IVvlz]gﬂ"c.z’.\'.

o

[
s

(L11)

Caleulons T dérivée de La(r: par rapport 4 ¢

T T e T e i
. N

o



o

‘ fxw*
"
8
Y \
YA L) N (a\u-f)+ —’
Li(r) = bp? J- 13(;\/-1/')""'!\'"'viz(/hkvt/)-.t ik,,.f\-i;/’\.
= 200 -1) TN VN (DAY _J
= sz(lg-f‘Jg) (1112)
avee
I ::_“ (A=) [ayM-) Vv 2 ABBIN Y P2 Av 20N v AV e dx,
Q :
(I1.13) .
on apphque la formule de Green ' -
| D) TN )
I, = - ‘.a{ u( (e D) " (A=) el
- | BV VR 2V A ‘
Q — -
SO L) Ny
f bR\ ( /(__‘ ”) . “ i | (M -10) eV lx
" BVYVY]=+2V vy
f 2bAV[YML-0) N iV v+ BIVY P\ [ - TeP dy, (11 14) ‘
-
alors _ L
— 7 o
ay(y+ DIV u 2 |Vv [ +b> (\[—u) |\ \)]4 %
a+b VL)V uVy| V| ’ ' ’
Ia = - (atb)By(M-10) | ’(\1~11) »2eVdlx
o 7((1+b) /(\[-u)\ ITAYAVANESS ,
- |
40| A2 AT
(11.15) :
Ccl ;
[ N I 1
- COLYAB NN Y+ L
J- :’ | % _[' - lm | }(A\A/-u)'?"'ui""c,/,\' (11.16) |
. 2\ ~u)y N uNy |
2 ] ;
d7ou ;
: ::
1' ;"
o



ay(y+ 1) +bp2T, =

N ay(y+ LB L) (o2 )2 (N )/ )N 1) -
j (M-u) 73 e 2(1\]—:1)((‘1"/(7—%l)/'},—/)[5'3(;\//—u');'_/';,')\7'11\/\)+ dx
@ BRI 2(BO L1y +2 (M=) )N v

]

—_

(IL17)

et
l— TR ERED \\,/, y ]lc’/\‘

Yoy )
m{(y+])[|+/)!5“/2=—j , L !
\ Fap b b )

L2

-

(11.18)

. ( Yoo Yoo b :
avee b =] une matrice en bloes telle que
Yoy Yoo T

2a*y(y+ DAY A=) 7y G D203 ) (M)
ay B+ D(a+b)(M-1)77 Sufy(aeb)(y+ 12 ) )

( 2a%yiy+ ) ) 2a% 0+ i+ 2 24 )7 \
|
y J

/ ‘F/B(Y'H)(/IT-I*[))(‘\j_“’)-v—Z \
Yio = LaBy(a+b)(y+ 1) (y+2)(M-11) 77 }
_ 1
2(7/)*{(«{.1.])lﬂjz(%\[_ll)-}'-ﬁ j
00 \
}:1 =i l/
L 00 )

[ Lbtasopyia
'\\\ [)]33(a+b)~,/(‘,u_“-)_...,_] /

9] 0 \

Yig o= 0] 0 |
: ; , |
%,—/‘)(a-flf)[.i (M=) bR (atbyy (N 1)) /;

29

poTTTE



\
y ([)3[5"(}.1-11)'"" 26233 (A1)
3=
\ 202B3(NuyY 267 BN ) )
et
Al
V1]
Z=1 Nu\vy |,
[\ v -
Ay
la matrice ¥ doit étre définie positive, mais on a
BARY M) 207 BA(N-u)
BrCH PO ey <0,
26BNy 267 (M oy
dL.19)
done elle n’est pas définie positive. Ajoutons
Li(f) = By(a+b) J (M=) eV N vdx, (11.20)
0
lu tonctionnelle devient
L(r) = L\{n)+L2(D)+L3 (1)
ay(y+ 1) (M-u)2| BN )Ny ;
=j eV,
o +(a+D)BYQA L) N Ny
L21)
dérivons L3(r) par rapport a f
(y+D(adu=H (N -u) N uN v+
Li(1) = Byla+b) J' ; VN (DA +V N (au-f)+ i(;b[-u)'?"leﬁ"c/x
o BIOAAHHY 1Ny )
= By(a+b)({3+J5)
(I1.22
avec
34

o e
L i

T




\
4

a(y+ DA 1) N uN v Au+ N 1NV v Av+
DALV ! ‘}(\/1/)”l vl

Iy =
. ON uN Av+aN vV Au

(11.23)
on utilise la tormule de Green

I3 :J' [aCy+D)(AL-u) N uV v A+ BN aN v v (A L) e elx

J' BAV[(y+ 1) =10) N at P+ BV aN v [ (V=i Y e PVl

Q

- j adul(y+ 1) (A=) N uN BV VP (V) eV,
Q

alors

b+ 1)) Ve vt
IL=- [ e DQL TV HEA ey (124

(a+b) Audv+aP |V v]? A |

MNP =N L) v+ .
J3 =J 'r ,. (‘ Yl .l ot ‘/_‘ V| o (M -1)7 Py,
. ]_ (O LY =Mt ot B O Yy YN 0

(I1.25)
Un trouve
L1 = 1+J (11.26)
avee
= ay(y+ D)L+ bR2+By(a+b)] 3

o R SN n

Ik Ry R fys |
- j (27 (11.27)

0’_ Ry R Ry 3

- —

(1\“ Rix Ris

ot [{= une matrice en bloes 1:lle que
K Roy Koy Ras
2ay(y+ D(M-1)72 2a*y(y+ 1) (y+2) (Ad-u) 3
Ry = 207y (DY) M) @Py(y+ 1) (+2) (y+3) (A Lf-u) 4 ,

ayPly+)(a+b)(M-)7 2 LaP(a+b)y(y+ ) (y+2)(M-11) 73

[
ot

L Ed

T TR T




-

B b))

™ !

\
|

Rix=| Lapla+byy(y+D)(y+2)( =)™
2aby(r+ 1) ()
[ Latarh)p Ay LBy(arb)* (M- \l
fis 21 0 L P (arbyy(v+ 1) )7 ;
N . o |
\ Logarb)B3v(-a)yrt bR (atbyy M-y

—%-a(a+b)[53",/(;\[«11)'7"’ 0

é‘ By(a+byr(Al-)™! —é— bla+b)yfdy(

'R | %[)(67'*'17\)[33Y(."\-/—u)"r-l
o b3 (at+byy (N =)™

v+ DY (A1) 2 /’

:

¢t
. [ DL 26 B3 ) )
. —\ 23PN 202 )
el
J = (ry(y+I)J{+[>]’>:J3+By(d+/))‘/3
g DB L 220 ) ﬁ
_ ‘- y I('Y'Fl)(f ( H‘)/ (‘Y"*' l/q ( “‘/ ) ;'\/711|‘(;\"f—ll)"7""d‘ljvc'[;\'+
, +Ha+b)B(M-u) S, B
b P Lot B )]
+DYBYA L-t)(f oLt B (v I .
J. e v n Yﬁ e |\.«’1/\71)(/\1—14)'7-~ef3"c:lx+
"~ 2ay(y+ D) +203= (A1)~ f, |
j BIOB(=yf+B O ~a)[+2(M-10)fy )-(a+b) L;"‘IH\TW3(;\[—/1)""'%{'3%’/.15.
(11.28)
On a
DAy ZDBAA L) )
) ]w (o) ).jf “( " | = 2ZhM{(M-u) )T < 0.
12/)'[’)3(’.’\_/-11)" 26BN )™ !
(11.29)
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I estune forme quadratique 5 x 5 et sa malrice st pas deliue positive . \

Notre but maintenant est d’essaver d”¢liminer 'es coetticrents en V'V afin
d’obtenir une forme quadratique -b x A en (e [N a7y v]T et Av),
Ona
Ly = ayty+d+/1)

HAY W

j‘ [a(y+2) (3 -10) N a2 A bRV A2V uN A (V)R e e
Q
= J’ (a(y+2) ALt M N0 N+ DBV u [P A J(V =02 e Py —
Q
2a [ NV )2 ™) il
Q

(M) S

!
|
|
{
|
{
—

J‘ | 2alAu| +ay+2)IN ) N )
5 L 2aBNV YN uAu-bB |V ul?

enplusona
) j (,.\»[—H)""ze'3"'V'1/V\>;_\11c.1,\'
0
=.{ V(A -10) 72PN UN YN iy
Q

_J- VuNVyAu+|Vu 2 v+ |Vu [}V v ‘:

S , (Ad=11)7"2ePY lx (II.30>
F(y+2)M-1) "V u|*VuVy —J
on peut I"écrire sous la forme
J O L1072V uN v Auddx
02
A BT 1
l_\ : /-1/) )!3\ X, (H?)l)

]
l\)%_‘_
tﬂ"“"\

({%7)(\1-11) DN PNV Ny

e

d’autre part
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XPAv [a A2 (1Y) J -
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o laaldalemas
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L HAAA QA JHTAARAT J
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e
\a

APV (g (-FA)AA ) A ) gz

O
= AP g PO [N AN [ (e ) AD ] f =
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= [y e P
Q
r 2N )N uN v Ay DIV 0PNy +
(M) V v| ViuV'y

dx

bl

= " Y -u) e
G
v,

=| y(AL-u) e
J’} ) LB )BT 3V Y] A

|

l

L

{V 2NN v Ay DN [\ y|=-
Q L

(11.39)

on trouve
2 j YM-1) PN uN v vy

o ANV Ay (p DVl )2 *ld
BOL) GV A+ BIVYY) )

0
(11.40)
Alors I» peut étre écrite sous la forme
BBV v AL (A=) TN ] j
[r = - j M=) (arbyy M-V v P Aut2b(M -u)? | Av]? |dx,
by (y+ DIV ul N v
(I41)

donc I devient sous la torme

4ll A 12 | ~
=~ j 77 ldx (11.42)
dap A

P

//
oAy

avee | june matrice en blocs ou
VoA e
{ f/ 2a°y(y+ D))" 207y D) (y+2)(M=10) 3
1= . .
\\ 20y (y+ D(y+2)A 1) ay(y+ D(y+2)( v+3)(A L)
| / —;— (a=-bYB32(a+byy( =) Liv(atb) (Nd-10) !
12 = P ,
(\ -—1,-(034—1)3)*,/(7+1)]33(.\/-11)'7‘z %—(b’-’-a‘)*/(y—%1)15(‘\1-11)'7"3



f (@b By M=) (P by D (M)
] —‘_lz*B‘Y(‘l+b)2(l\’[‘/l)-7-l —;*(bz,.‘lzjy(y_i_ “]5(\1\ [_”)_.),_'_) /’

) - b’z[}-‘(‘\f-u}'y 2[72[53“[’1/)'7" )
202 B(Myr 2b7 PR )

o

cl

. Ao A ) . . . ;
la matrice n’est pas délinie positive puisque .12 ne I'est pas

Ay Ao
S

malgré le passuge d’une forme quadratique 3 x 5w une autre 4 x 4
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CHAPITRE IL]

l .

Forme Générale des Fonctionnelles de
Lyapunov en Gradieny



\
Les tonctionnelles qu’on va chercher sont de la forme
L(r) =J' (D(u,\v")i\‘/)z[:ci\'ﬂ—vl. LI’(u,v)\71/\"/"'\’c.x’.'\'-i-~|~ it V)|V dx,
Q Q Q
(111.1)

ou @, ¥ et ¢ sont des Lonctions suflisement réguli¢res (deux tois continument
dérivables sur [RxIR). Aprés dérivation de "expression (I 1) et application de
la formule de Green, on aboutit ,

L'() = 1+J (I111.2)

avee

I:_J' My M

5 |
Aoy Moo ' "’* (IIL.3)

\\__f__//’
NI
(3
Nt

. M '1 1 1\// 12 .
ot 7 une matrice en bloces :
\ Ay Moo

20D 2a®,

My = B
2ab, ad,, /

4 'é‘ (a¥ -(a+b)p,) ;2‘~(a(1)‘,‘,+/)(p““) E
’é‘(‘”b)qj —é—(b“{’“-(aﬂ))(l)v) |

// —,i,—(a“P y-(a+b)py) %(a+b)“l’

t

\ -—%(U(D\V-i—b(pm,) %(["yu‘(wf-b)({) ) j s

by 2b¢p,
A*[:Z ) P )q) )*
2bgp, 2b¢

g l
( Aut '
> INu|? . ';.

l\;z‘,,z ‘
Av ) '
ctd =Jp +J2+J;3 00 8
Jy ‘J LD =D 207 [N 122/ DN 1V v bl | a0
0 )
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A

}
Jr =[ V¥ IVuP (Y =P e (foefi) P IS a8 v PLv P b (IILS)
0

J3 =J~ 20/, N uUN V[ 200+ py=pu )NV Yl (I11.6)
Q
d’on
f [(CDv'q)uylz([?/;(":/;zLI’:”\QTVIIl2+ w
f 3 126/ (o Y/ Y IV Y]+ f{f/x (1IL.7)
5 L [V Y)Y 29 =2/ NN J
on va essayer de caractériser les propnictés des tonctions @, WV et o telles que
I et J sorent négatives,
Posons, par exemple

O == (111.8)

done I'expression de 1 devient de la lorme suivante

A Hy Hio V- -
[=-| ( e \z .zl/x (11L.9)
) i oy Hx ) J

N

[ e \ .
ou _ une matrice en blocs :
\ A )
200 2ad,

/1,11 = ,
K 2a®, ady, )

-

)7 S a®+(a+b)Dy) L (a®, +6D,,,)
] = 2
-((I‘i“b)(l) %((i().}b)([) y-i-ZZ)(['J“)
I C L Ca b)) (a+b)D j
12 =
L %((l(pvv’f‘b(l)uu) ';;‘(((l+[))(l)‘,+2[)Q)l“) /

el

P

b, 260,
Hay =
260, 260

Alin de sunlitier les caleuls, on choisit
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D(1+v), (III\. 10)

on trouve une autre expression de I moms compliquée

RV
V" 12 1ol v 2 !
=G VT B Ml™ (IL11)

. Vv Nl

2 | ot

IR A

avec
2a®d 2a®" -H(3a+b)d’ -(a+b)D
G 2ad’ u®" -H(avrb)d" -5 (a+3b)D
- -+ @a+b)d" - (a+b)d" b 26
\ (a+b)D -(a+3b)d’ 260 26D J

On va caleuler les déterminants principaux successilts de la matrice G dans le
but de trouver une torme de @ qui peut donner la jositvite de (=/)

dett =,-116—3@1-1;)4(3(@')‘3-2<1>”q>f, (111.12)
det3 = 11—q>”u(a-b)3(3(<.1)')2-2<1>”<p). (111.13)
det2 = 247 (D" -2(P)) (111.14)
Cl
detl = 2a® (1IL.15)

la matrice ci-dessus est détie positive st det 1, det2, det 3 et det4 sont
positils. On remarque que det1 et detd sont postuls, puisque

detl >0 & D> (111.16)

¢l
detd > 0 = -lla(tz-/);)"‘(3(@’;)l-ch”cm3 > 0, (11L.17)

s dautre part on u

det2 > 0 o -(%—'S)P— > 2 (11L.18)

(S
det3 >0 o 32> L@ (1I1.19)

(P~

on remarque irpossibilité de trouver la fonction O pour que les deux
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conditions (I11.18) et (111.19) soient vériliées; puisgue on aboulit & une !
contradiction:
3. QD ., 11.20
27 (0)? - (H1.20)

Notre but est de dégager les difiicultés rencontées lors de la recherche des
fonctionnelles de Lyapunov en gradient. Normalement on arrCte les calculs a
cetle étape puisqu’on n’est pas arrivé a montrer que 1 < 0. Cherchons le signe
de J: pour cela on utilise la condition (HL.8)

(D =Dy YOS ]|V "+
= J (DS (D =D, Y [N ] clx
@1 2D D YRS )DIN VY
Ay | (11.21)
avee
Ji :j (Dy-D) IV u -2V uN v+ V12 Ly (111.22)
9}
et
Ja :j. -4(D{/'“]\711lz+(/'v-/},)W\“’v-j;!\“’v[z} dx. (1I1.23)
Q
On caleule les discrimmants respectifs de Jy et />
D, =0. (111.24)
Alors J; £ 0 st on choisit
O, <Oy, (111.25)
Dy = (fyfi)*+40fs
= (/) (I11.26)

ce qui montre que ce choix (I11.8) ne donne pas la non positivité de J.
Remplagons done la condition (I11.8) par la condition

O == —17—% (111.27)
Pour commencer, on a
I =[ (D) VP42V 0N VNV el (111.28)

O
Ps H
nous remarquons que L) = 0; alors
B, <D, = J <0, (111.29) B

done les conclusions sont N



d"autre part

/‘ Ly L

avee |
Loy Lo
Ly =
L, =
et

S1on pose

alors

<l

avee

\IJ = 2([_) = 2(1)
el

(Lo Lo
K Lot Lo

>unc matrice en blocs ou

2ad
Ly =
2ad,

_;'_ (2a®d ,.-((H‘b)(pu)
(a+b)D

+Qad,-(a+b)D,)

L (aD A+ DD )

-

bd,,
Lo =
260,

DO(u+v),

2P,

U
e
I
-

24,

a (l) Lité /J

/,

L a®,+bd )

-%(2[)([)“—((14-[’/)@ v)

(a+b)d

N\

|.
2600 )

/
/
~

)

T QOO (atb)Dy)

(111.30)

(111.31)

(111.32)

(II1.33)

(I11.34)



@

2ad 2a’ %(u-b)(l)’ (a+b)d

2ad’ ad" (arb)" L (b-a)d’

= L(a-b)d' F-(a+b)d" b 2560
\ (a+b) - (b-a)d’ 200" 2b®

¢l

|
o N
= ‘
Ay /
On va calculer les déterminants principaux suceessils de lu mairice NV
mtervenant dans 'expression (111.34)
Jord = L @D 2f D 2
detd = T (@ )q( 1-0) ( )2 (a- /7) ~(a*-10ab+b? ))
—R)—((l'4—l4(zl)—o—l)~)“', (111.35)

dets = —__%‘a(l)” (2(1)@” (a-0)+(D Y (or3b)Y(Su-b) ) \ (111.36)

det2 = 2(‘!:((1)([)”—2((1)’)3) (111.37) ;

cl

det] = 2a. (II1.38)
Cette matrice est définie positive si det 1, det2, det3 et det4 sont posifils.
(HL38) est triviale, puisque
detl >0 < O >0, (111.39)
de plus
detd > 0 (II1.40)
e qui est équivalent a
1 cm)”(a b)* (DD (a- b)2 (D)2 (a2-10ab+ b“)+ ((D) (a2 +14ab+b2)? > 0
(41

ou bien

2

|’ q)(?!; ‘l (a b)2 DD (a- 10ab+b?) > L (cz*’+l4ab-:—b*)“
(2 D) A (@b e

-

““—'-:q
J

e
e~

o

(I11.42)

++



il suttit que

[%]U"W f[ﬁg (a*-10ab+b*) > 0, (11.43)

Jolols OIOM

sachant que ==~ @) 2 2 0 ; on divise par (@)
. 104 (I
DD py2o(a2-10abib?) > 0 o PP S (b ) b
((D) ((D) (__(_l_) _7(7+1
b b
(IIL4-1)
posons
L=
alors
OD” o x2-10x+]
(©"? 22+l
Il suttit de prendre
22 l—";)Qlill < x2tox+1 2 0,
v=i2 v+
la solution est sous la forme
v < -3-2J2
ou (111.45)
v > -342/2
donc
% <-(342/2)
ou (1I1.46)
—;’- > 3422
)

comme ¢ et b sont positives I’expression [—?—’- > -3+2/2 ' est toujours
()

verilice. Alors

(%",—31—’- >2 = detd > 0, (1L.47)
IZn revenant au det2 ou
H
det2 > 0 & (‘?T,)“l > 2. (I11.48)

Muwtenant, le probléme se pose pour det 3. On a

435
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< - ((l+5b)(3(1 " /)) (111495

det3 > 0 o L0

(@')? 20a-1)
les deux conditions (IIT.448) et (I1L.49) sont en contradiction
/ ¥ \H‘(’-'}‘
5 DD (a+3b)(Su-t) (111.50)

TU@ T 2wy
puisque
(at3)OUb) - o (g43b)(5a-b) > 4(a-b)
2(a-b)~

o -S8ab+da+db? < -5a2+3b%-14ab
< 942 +6ab + b* < 0
< (Ba+b)” < 0, (1L31)

donc le probleme qui se pose ¢’est la positivité de det2 et det 3, pour cela
essayons d’abord de trouver une solution de I'inégalité diftérenticlle ordinaire
(1.e det2 > 0):

~ /1
DDy 5 (1I1.52)
(D)
(uin’est pas en contradiction avec la positivité avec det3. On a
(_@_) I (I1.53)
® ) ()3 '
d’on '
DO — 1-(_‘1’_>’
(D" Q)0
on remplace dans (111.32)
/7 ! 4 ~ !
- ._g_)_ 2 ._(_l_)_ < - :
(& ) 2o (qf ) 1, (IIL.54)
Alors
F !
(L) <o -Ls gmeCron e K (IIL.55)
< In 8) > -n(Ci+(u+v)) onCr e K
; C
P > fwl“mw
@ D > TG (111.56)

kxemple: dans cet exemple on essayon Papplication des techniques
précidentes dans le cas
Cy

D = — e
Co+(uiv)



. . : . )
pour essayer d’éviter la contradiction dans expression (I111.3C).
Onpose (') = letCh = 0onaura® = ——
7 . Nty
dans ce cas L.(7) est dchm par
© 1 I l — 7
= ’) b N " 712 v
L) f VP2 | s ot | e Vv
Q 2 3 '
(111.57)

on calcule la dérivée de L(r) par rapport a ¢ pour avorr une 1dée sur son signe
Premiérement on dérive

2 [ Vv, sy
ona
o . ——i—z—(u,ﬂ-v W\ vr— j =V v+
=L J. VauV vu’\ =2 (u+v) dx
Q 9} —l—l‘l‘“‘j\ u\’ Vy
P
————(a\u+b: \v)\ 1\ v+
J‘- ( H*r\’) 2 oy
=20 o VAV
+ | A VeV N ey
o )
(111.59)
alors
—
—— (@ \u+bAv) ViV v+
L=2] “’*‘” clx
Q i u+—v\ ANy~ {H)\ W\ Ay i
| ‘—_—'_T\ 1Ny, \1:-——-]’———\ 1N vAV+ ‘l
=2 (t+v) (1) la’x (111.60)
Q i u+v¥ AN i+ b \ uV Ay __'

par application de la formule de Green nous trouvons les expressions suivantes

17

P ve————



( ) ~Vy]? At S AuAv
A oA 1+v)? '
J - +v\ AuN velx —{ a4 Cuvvau dx
@ = (11+v)” |
(111.61)
ct
— _
*—b———\ v\ \v—~1l—h\u AT
_ - H+v)-
f Wj[f_—;\/nv;kvdx :J ) dx.
o o =V TIRANY
’ ) (u+\ )° |
(111.62)
Alors
Iy =2 [ [ FIVv A (‘:{:{),) AuAv+——=|\Vul~ /\v]
g (u+v)- (u+v)
(111.63)
el aussi
j Vv Vi, (1IL.64)
(@]
deuxiémememt on dérive
[ 7 Va2l (111.64)
Q
—‘5//; [H_‘ —— V| elx ~J' ':U+ o7 — (1) V| = 2% u,}dx
Q Q -
(111.63)
on trouve
3 —a\u|\Nul + “” -V Au-
_(7. .l u+v [Nl —J (“ﬂ e
a4 , bAVIN 1|
’ N (u+\ )2
- | e VN,
QO
(111.66)

alors



\
b 7 ._H
I, = AulVu -————«—~—Av Vul"+-=-NVuNVAu |dx
1 '[ [ (u+v)? [Vl (11+v)? Vul 355 }
(111.67)
La formule de Green donne
—=L NNy == 201\t
) (IH'\) v u+vl |
‘ J" VuV Audx —j dlx,
J 1+
o ————————‘\ 1/’“ \u
(1i+v)”- —]
(111.68)
mais
: j ——————\/u\ vAn = ( V( NN vV uds, (111.69)
5 (+y)* " (1z+\)‘
f—'ilii—i\ 1PN - I\ ulF| V) + ]
- +y +v
j —=d _\y\NvAu = - [ ) w dx
" (utv)” ;) —AuNuN v+ "‘"_ SN ATIERN
- - (u+s ) (1+v)~
(111.70)
done
—|Vu|* VoV i+ *IVy|3-
—=2 = VuVvAu -[ (”+‘) ( e dpx,
(~+V) " |V 11'2 Av
+ (H+\ )2
(.70
toujours la tormule de Green impliquc
f ——= V| —=f 24 — IV ul*VuVy+
- + ) 10
i [ —|Vu | Audx —J (“ & i)’ dx,
(”+" o ~Vul?Au
(H+V
(11.72)

alors

e o e ey
.ot BN




Y oyl _axh_ = A\ 1/] | \u‘ +
1 =j (v’ | (v H+V dx
5 ——i——-—]\ ul Asp ===V Hj % VI
- (u+v)? (11+v)
(1IL.73)
cl
J| = - J [w\ N fil, (HL.74)
troisiémememt on dérive '
J- T Vvl “ely, (IL.75)
L[ Py = IV VY 1"‘
dr ouEy (11+1') Yl "]
0 Q -
(111.76)

on trouve apres simp'i"xcalion

. | 2 -h 2bh 1o
— ANV —E— AUy 4= NWWAY (dx
1 ;) v J. | () ( +v)” IVl (1i+v)* Vo ety :l

+J ’Hv\v\f(/\

Q
(IL77)

alors

].3 :P l{—

AulVyP+ b — 0 AN+ 7/) \\Vlv_’d\

© L (11~rv)” (L+V)” B
(I111.78)
La tormule Green donne
f 20 ANV P2
’- 2\ ] { (1+v)” e
| T WV Avdy 2 dx,
0 Q ————— \ H\ (ANY
(+v)*
(111.79)

miats

J. 2/7‘ VN v \edy = - J \’"(~—-/1~—§ u\"v)‘i—"'\'c:/,\‘ = (I11.80)
o)t (1+v) .

U



)

b —=tb |7, w2 Vv N N0\ v+
- (”+‘) “’“) dv  (IL81)
Q —=2— Au|Vy |2+ —=— 20 —=0 _NuVvAy
(u+v) (1+v)*

ce qui implique

( 2 ufP[N v b NV +

..... +v) (t+3)”

j 2b — =0 _\yNVvAvdx “j Hv) 5 ) : dx
()’ O —,—1—-———/) —|\ AW

: (1v)

(111.82)

d’autre part

- j —-—L)——’“\/Vl _SVCII‘C J \ (——1—1—-—*;‘)—“\ P‘ )\M-"\«‘(.I.\‘
Q Q e

(u+v)~

i —==E|Vy|” NV v-— TV v+ —l
(H+v (tm—\’)
::J dx,
. __.b__._-I\ yl Ay
” (u+v)°
(111.83)
alors |
(@40) \ v —2L Vv - —HE VP A .‘
I = - j (1+v)* (1+v)” (11+v)' e
Q (u+v lell Vv + ”+Vl\v|
(111.84)
el
Jj, :J m—-\ \’\ /Ll\ (HIBS)
9]
Finalement on aura
L'(n = I+d (111.86)

avee



- J = Jy+SatJ3
f “+)\u\jdvkj 2N Vit [ 2Vl

9]

H

- Q

, 7 -
[ =y Vit lH-v V- H+V My u+\ Vv J\/‘h

- o
(111.87)
- alors
L' =1
. = ]1 +,/'2 +/3 . (HISS)
oLl
- - Au Au
| Vil Vil|?
: [=-] 'm " 1», [7 x (111.89)
Vvl Vvl
Q
k Ay J k\ Ay
et
2u ___2a _hea a+b \
uty Gi+v)®  2(uty) H-+y
] 24 2u __utb a-b
R (u+v)?  (uy)? (+v)>  2(u+v)?
. b-a __a+bh 2b __2b
20u+v)? (u+v)S  (utv)’ (1+v)~
a+b a-b __2b 2b
- \ H+v 2(1tv)? (11+v')3 H+v j
les déterminants principaux succeessifs de la matnice £ sont
- . a+3b)*Butb)’ . a@Bath)?
detd = (¢ ) ( . ! , det3 = L(—“—)c—— det2 =0ectdetl = l?fv
16{u+v) 2(u+v)
- (111.90)
. on remagque que toutes les conditions sont vériides saut deux qui sont:
’ detd > 0 ctdet2 > 0. Done Lu matrice /2 n’est pas détinit positive et

nnpossible sera définit non-négative puisque det3 < 0, Alor%:

L(r) ——-J u+v|\ ul*dx+2 J WT\ 1N velv+ J- — ——|Vv| dx
G Q 0

(LIL91)

U
b

ey



)
- i
\ b
'
_ n’est pas une fonctionnelle de Lyapunov., e
On va essayer de chercher ( de la forme |
- Doy I (11.92)
les dermvees de & par rapport a wety
- DOy = @Dy = ad’ (111.93)
pour que J £ 0 il faut que
- o <1 @' 20
O, €O, 0 ad <O = (111.94)
’ >21:¢'<0 ;
nous avons _ |
B U=- [ [V7:7 Jdx (1IL.95)
; Q
ou
2a® 200" L(Qo-Da-)' (a+b)D 1
_ o 2ad’ | ad”  -Z(aat+H)0"  L((2-a)b-0a)D g
%'((2“' Da-b)d'  -L(acu’+b)" w?hd” 2060’ , .
) - 1
- (a+b)d L ((2-ct)b-crar) Y’ 20bd’ 260D I
2 L
\ on caleule les déterminants principaux successils de la matrice J7

detd = —115(:4113((1-2u)(<b’)3+2a<p”(p‘)9_

L3 (D) o201 (e 30+ 1 )J42(D") 2o D 2 +]) )

T a HrAas! A2 etns o) + 1. .
,. ' O (D) D2+ 1207 + oAt )
(D) (39 +1803 +180+204+2 )+ 2
- -é—azb2 2(D"Y 2D (da 2+ 1+a )+ - 5
L 20220 T2 ok ]
| ;N/ GNP D2 +o-at-2-1202) \
' N ~ .9 .6, A P \ .-+
- | D7) D (a1 )+ (D) (o-2) (e +Sat 1) /
© b (@2 @) 200" ),
— ] S ' - sy

33



@

|
det3 = -La” 200" (@ot-b) "+
+ (DY (dao +2aa-a-b)(3b+2au-u)
(111.97)
det2 = 2a2(DD"2(M )y (111.98)
et
detl = 2a (111.99)

On cherche maintenant les conditions pour que les det o det2 S detd et detd
sont positifs : L négahté

detl > 0 (11.100)
est triviale,
det2 > 0 %@)L > 2. (LIL101)
(@)~

det3 > 0 @ 200" (aa-b) +(D') 2 (dac? +2au-a-b)(3b+2ac-a) < 0

O _(4c2az_+2au-a—b)(3l)+2c7u-a‘)

()2 h 2(au’-0)°
(II1.102)
de (II.101) et (111.102) on a
dac2 42 ac-a-bY (3 b+2 ac-
9 <. (daa +2ac-a-b)3b+2au-a) (111.103)

2(aw-b)°
Apres simplification de (1I1.103), on aboutit a
(b-a+2au+2aa?)* < 0 (I11.104)
cette inégalité n’est pas véntide quelque soit ¢ et b deux nombres positifs,
alors la matrice " n’est pas définit positive, maintesant on va essayer de
chercher les conditions pour que la matrice F soit délnit non-négative. Donc
on remplace 'mégalité (I11.104) par 'inégahté suivante:
o]
(b-a+2au+2au*)” <0
¢l pour que cette mégalité soit vériice, 1l sullit de prendre
Dau+2ucurb-a = 0 (II1.105)

cette équation algebrique admet deux solutions o). wo

oy = -%%—I-((h- (3a*-2ab) ),(13 = -,)[—J (—(H— [(Ba*-2ab) )
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pour o) ¢t o soient réels, il faut que ‘

3a2b 5§ o 3az 20, (I11.107)
St on choisit |
a:mommd%§%:2 o (I1.108)

onadet2 = 0etdet3 = 0. D’autre parton a

DY 2D (- ) +b(D ) b)) - |
dotd = Lp[ ATl b b \‘
+ 20" D) (a+biia-b)* J

i—ba(a%—b)(d‘)')z (CD(D”(a-b‘)Q—((D")3(a3+b3—1Obu))+

+

1 4 (DY (a*-12a° b+118a° b2 +b*-12ab> )+ s
— L . ) )

16 A8abdD (D' ) (a-b)2-8ab(®") 2D (a-b)*
t]l—a(aﬂ‘v)ov‘((D')'2 (D" (a-b) =(D")*(a*+b*-10ab) )+ |

s AN

Lags | 200" (@) (at+b)(a-b) "+ \
) \ a(ml)4(””’)2*”@2 (@2 (a-b)* )
(I11.109) ‘
¢’est un polynome en o de degré 4. Essayons de montrer que : ;
detd 2 0 (1IL.110) .

sous la condition (111.108). On divise les deux membre de 'inégalité (111.1 10)
par (O')?, on obtient
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5
1 b( ( (”")(P ) (a-b)*- ((D D (a+b)(a-b) +b(a+b)? )
+lba(a+b)( (D?,,(ub) (P +b? lOba)>
4 (@)
| | <8ab (D(Pq(a -b)*-8ab (D(D } (a-b)*+
+—]—6‘(L’ (D ) ( [; ) J
(@120 b+ 1 18a b+b'-12ab*)
+ —i—a(cH-b)u?’( Eg(?), (a-b)*=(a*+b*-10ab) )
LR ((S(D)" (a+b)(a-b)*+a(a+b) +
DD IR
\ o &)
(IILL.111)
remplagons I; I)” 2 duns cette derierre inégalité, alors on obtient
qu(9(731>-2c1b3+b3-4a3) | ]
+i—l)a(¢7+b)(a3+éa[>+1>2)
+—1-16—a2(a4+52ba3-2b3c13+b4+520b3)
-«»—_1¥—0L3a(_cz+h)((13+6ab+b2 )
+—3l—on"(1((13-21)4134-9(1[)3-4 p3) = 0, (111.112)
Jdivisons( UL 112) par 7, on trouve ﬁ

T{gn(8)(5) l)wa(fﬂ)((ﬁ;) o)
Ti?az(-IO(%>:4»52%+52(—;) a

Tt () ((4) ot ot

a

olaY oa (a > R
b(l”x[) o4 ) )“0'

AIL113) *

Ston pose =SS alors (IT1.113) devient




\
0w e Ly VI R W UL DR NN S SO S
4(...\+—L\ O\ l)+4u(,\+l)(.\ FOX+ | ) e (- 1OXN =420+ 2x +x "+ 1)
+—J1f—a3x(x+ D)(x*+0x+] )+—l—l~ax (-2 490+ ) > 0.
(1. 114)

ay sTéerit

oy =

lul_,

(14- (2) ) (IL115)

templagons oo par g dans Fexpression (H H‘) on obient

l - 349 . 2 _ -
32,\' ( 9+()\ 66.\, %/\ +906x°+26x \/(1\ \ \\ - 3)(3\ 1_.\+3)) Z 0
(1IL.116)

Apres simplification
9+6x3-66x2-37x4 49633 +26x(x24+3)(3x2-123+5) Jx(3x-2) = 0.
(L117)

"mégalité ci-dessus est compliquée.done on revient a o »

oy = L ( 2a+2 ﬁ;wzif;\

da

= ,—‘;—(-H‘@)

-

remplagons o par oy dans (1111 144)

| S33448x7+346x2-137x  +53233 4224 x-
320 | (272034254x2-240x+63+27x% ) Jx(3x-2)
(111.118)

Apres simplification

A8+ 546071570 +552x3+224x-33-(-72x3 +254x2-240x+63+27x* ) [x(3x-2) = 0
(IIL119)

cette expression est aussi compliquée.
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. Abstract
o The aim of this work is 1o present lechniques of construction of Lyapunoy
- functional in gradient allowing 1o prove the global existence in time for solutions
of svstems which are formed by partial differential equations of parabolic type ’
= calls Svstens of ‘reaction-diffusion equations.
It is well known that to show the global existence, it suffices to show, by
- using the regularizing effect (see D. Henry [14]) that ihe term of reaction is in
= L7700, Dy LE) for a certain p=ne 2 !
, # In the case where the reaction is of exponential growth with an exhibitor
v that is enough sufficient, the elementary Lyapunov functional (polynomials, )do E |
not give the global existence (see S. Kouachi [24] and S. Kouachi & . Youkana
= [23]). The funcrional which used here can give priori estimations of the solution in
. the spaces L7(0, Ty 1Y), then by applications of Sobolev injections we can easily :
N deduce the solution is in the space L7(0, 1. L) for u certain p>n/2 that gives the
- global existence of the solution by the regularizing effect's principle. |
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Cadre absirail

Le but de ce travail est de présenter des techniques de construction des
Joncrionnelles de Lvapunov en gradient permetiant de prouver l'existence globale
en 1enips des solutions d'une classe des svsicmes formés d'équations aux dérivées
particiles du tvpe parabolique appelées Systémes de réaction-diffitsion.

11 est bicn connu Pour démontrer l'existence globale. il suffir de montrer, en
utilisant l'effer régularisant (voir D. Henry [14]) que le terme de réaction est dans
L7001 LYy pour un certain p>n 2.

Dans le cas ou la réaction est a croissance exponenticlle avec exposant -
suffisaunent grand, les fonctionnelles de Lyapunoy élémentaires (polynomiales,...)
ne donnent pas l'existence globale (voir S. Nouachi [24] ¢t S. Kowachi & A.
Youkana [23]). Les fouctionnelles utilisées ici peuvent donner des estimations a
priori sur lu solution dans les espaces L"((), e s HY) puis par applications des
injections de Sobolev on en déduit fucilement Vappartenance de la solution a un
espace 17001y g: L¥) pour i certain p>n'2 qui donne lexistence globale de la

solution d'apres le principe de Ueffet végularisant.
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