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La plus grande partie de ce travail est consacrée à l’étude des techniqueÿ de
construction des fonctionnelles de Lyapunov en gradient permettant de prouver
l’existence globale en temps des solutions d’une classe de systèmes formés
d’équations aux dérivées partielles du type parabolique appelles Systèmes de
réaction-diffusion.

Au chapitre.0: (Notations et Notions générait ») On a deux parties: La
première partie contient la définition des symboles utilisés dans ce travail;
certains opérateurs et quelques espaces avec leurs normes; afin de faciliter aux
lecteurs la compréhension de notre travail. La deuxième contient des
définitions, des théorèmes, des propositions avec démonstrations et des
remarques qui seront utilsées dans les chapitres suivants pour expliquer le
contenu avec injections continues (voir I I. Bresis [5] ) et la formule de Green
(voir H. Bresis [5] et R. Dautray & J. L. Lions [9]).

Au chapitre I: (Les Systèmes de réaction-diffusion ) on a quatres parties:
Dans la première partie on va donner une définition courte, générale et précise
pour les Systèmes de réaction-diffusion, et son importance dans ces dernières
années au solutions de plusieurs problèmes dans les différents domaines [ en
physique, en biophysique (comme la propagation des pulsations éléctriques à
travers l’axe nerveux), en chimie (comme les réactions oscillantes), en
biologie, et en biochimie ...etc ].

Et dans la deuxième partie; la partie de la modélisation, on va éxposer les
méthodes générales qui transforment les phénomènes naturelles cités ci-dessus
à des systèmes de réaction-diffusion. Les conditions aux bords et les
conditions initiales seront bien choisies. On donnera aussi des remarques
importantes qui permettent de ramener une matrice de diffusion à une matrice
diagonale (remarques 1 . 1 . 1 & 1 . 1 .2 Sc 1. 1.3). Ensuite dans la troisième partie;
pour faire mieux clair on étudiera deux exemples; le premier en chimie, où on
prend un phénomène naturel qui est l'ébullition de l’eau, et à partir de la
réaction classique de sa formation utilsant la loi de la conservation de la masse,
la seconde loi de Pick et prenant en considération la variation des
concentrations des reactants et des produits avec le temps nous aboutirons à un
système d’équation aux dérivées partielles du type réaction-diffusion (voir S.
L. Hollis[17] et Morgan [27]). En physique c’est notre seconde exemple où on
donnera le système de réaction-diffusion décrivant un phénomène de la
physique nucléaire.

Enfin au dernière partie de ce chapitre nous parlerons à des fonctionnelles
de Lyapunov (définitions, théorèmes, exemples,...) et leurs relation avec
l’existence globale.

Au chapitre II: (Les Techniques de construction des fonctionnelles de
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ï\Lyapunov en gradient) nous allons essayer de construire une fonctionnelle de
Lyapunov en gradient pour le système de réaction-diffusion qu’on va étudier.
Au début on va chercher une fonctionnelle L i(t) qui contient: \Vu\2 dont la
dérivée par rapport à / est la somme de deux sous-expressions, la première est
une tonne quadratique qui peut être positive, mais la deuxième ne l’est pas, ce
qui ne nous permet pas de conserver le signe de L\ (/) et d’en déduire que
L i (/) est de Lyapunov. Pour cela on ajoute à L i (/) une autre expression A 2(0
qui contient |Vv|2. Suivant les mêmes techniques, on rencontre deux formes
quadratiques dont l’une a une matrice 5x5 (difficile à étudier). Alors on
ajoute une troisième expression L 5(/) qui contient VwVv et la fonctionnelle de
Lyapunov deviendra de la forme:

f-
;

!L\{i) +L2U) +/.3(0;
qui est un trinôme Vu et Vv à coefficients variables ( en fonction de // et v).
Après élimination des coefficients en VuVv, on obtient une forme quadratique
4 x 4, mais encore la matrice reste toujours non définit positive.

■

1

’

Dans le chapitre ill. (Forme générale de fonctionnelle de Lyapunov en
gradient) on va étudier la fonctionnelle proposée au chapitre II et qui est de la
forme

1

L(/) =J 0(u,v)\Vu\2dx + j HJ(it,v)ViiVvd\ +j cp(w,v)|V«|2clx.v

O O Q

On notera les difficultés rencontrées lors de la recherche de ce type de
fonctionnelles.
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0.1 Notations générales :

On définit les différents symboles, certains opérateurs.(avec leurs normes),
et les éspacestitilisés dans notre travail.

Q un domaine borné indu dans R", avec frontière cQ = F et ch est mesure
de surface sur F.

Soit une matrice curée /1 = ( a y est symétrique (A = A 1 ) si/l
désigne la matrice transposé de A.

Les déterminants principaux successifs de A sont notés par det 1, det2,
del3,..., detn.

on récrivent

T

i

nu ni2 ... a
O 21 022 ••• O 2/io\\ a i2 del/î =det 1 = nn,det2 =

;

‘//(1 Clni Clnu

Les déterminants

r Oii/i Ojji ... ClipJx

°‘ui a,m ■■■ a,pJi
. V/1 h ... ip

J\ h - jp J
A

aiJy a‘Up ••• O'rJp

avec

1 < / 1 < /2 < < ip ≤ u
1 £j\ <J2 < ••• < jp ≤ Cl

\p ≤ n
J

et
:

ii =7i, /2 = 72, •••ip =jP
sont appelés les déterminants principaux.

D- - D“ ’
distributions.

désigne la déri \ ie normale de u extérieure à dû., c’est-à-dire:

:

teïdxv.JsF 011 -|a* °" la dérivée au sens des£)“ i mj*

/=1

!.y

5
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où r| est le vecteur unitaire de la normale extérieure à F.
Le gradient de u

grad„= V„= (ÿ.fS. alors |VV|- =£ (-§-)’ :
Dx

/=i

(0.1.1)
La divergence de u

div« - v.« = =y
CtY I 6' Y 2 61Y„ ' t'Xj

(0.1.2)
/=i

Le laplacien de u

Ait = iOf+£i!f+,..+£L =V £JL.Cx] ex]
(0.1.3)

dxl
AXE,F) désigne l’espace des opérateurs linéaires et continues (ou bornées)

de E dans F muni de la normeS

IIÿILw’) ~ su p Ij/Lxlj
.ïe£,||.v||f.<l

(0.1.4)/’• rL
On pose £(E,E) = A\E).

LP(Q) = \u mesurable sur ü tel que | |nfrtx < cor 1 < p < co

la norme

Fmuni de
;Q

(0.1.5) '

b
_o

L°“(Q) = -{M mesurable et 3 C‘e, telle que |//| < C p.p sur Q y muni de la
norme

\ !
!!'//!! L“’(Q) = inf{C; |//| < C p.p sur Q}.

C(Q) désigne l’espace des lonclions continues dans Q muni de la norme
=max !/ / (-V)|.

.veO

Cx(ü) désigne l’espace des fonctions k ibis continûment différentiable sur
Q (k entier positit) et on écrit

(0.1.6) !

II//II (0.1.7)C(O)

€~(Q) =f]j Ck(Ü)

ik>.0
fci V(i2) c’est l’espace des fonctions C* à support compact contenu dans Q. [
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désigne l’espace des distributions sur Q c’esi-à-dire l’ensemble des,
formes linéaire continues sur £>(iï):

&(Q) £(£>(&),&)

B1(O) = {// G L2(Q),Jjf- € L-(Ü), i </< //}

- ( j |//|2</*+ jX jjÿj dx

c’est l’espace de

Sobolev muni de la norme
i

Va Cl i=1

/

J
O ./

= I I l»|-ÿ-v+ (0.1.8)
Q

Bj(Q) est l’adhérence de-P(Q) dans H1(Q), et on écrit
Hà(O) = {// G B1(G) : ni r = 0}.

D’une façon générale pour ni e N, on définit
H'"(Q) = -[u G L2(G), Daii G L2(Q) pour tout a G 1 1" vérifiant |a| < ///}ÿ
muni de la norme

I XJ \D“«\2dx jil y/ll Hm(Q) ~
i

I '

= Z IIO"“II£H0)

D’une manière générale pour tout réel y;, on définit l’espace
= {y/ G L;’(û); JDau G l/(Q),|a| < /;/}- muni de la norme

(0.1.9)

->1Il W =!/«•>ÿ “ Xr li LÿC 1 < J) < +CO (0.1.10)O) J '
!«;<'.///

donc W21(Ü) = B1(G) et W'"-2(G) = iHÎ"'(G).

H“'"(G) D-= -L\HQ(G). IR) désigne l’espace dual de HÿfG).
T

u mesurable de [0, 7"J -> Xj ||M|| < co,si 1 < p

'

L‘‘(o,r,X) = < oo
0

muni de la norme:
H
u
I;
;7
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A, vT

j I11 llLP(0,r,X) - ;V O

1L“(OXX) = u mesurable de [0.7’j — > X, supess [\ti
L /e(0.T)

< co j muniz
4

de la norme :

!MI -supe.vv ||//||
/e(0,7')

(0.1.12)Lil'(Q>T,7-)

Naturellement, on a: Lp(0SLp(c-S) = L7'(Q x (OS)).
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I0.2 Notions générales

On donnera des propositions, des théorèmes avec démonstrations et des
remarques utilisées dans les chapitres suivants.

Proposition 0.2.1: Si ni, ni' e N telle que ni > ///',]HI'"(Q) est contenu,
avec injection continue, dans H"' (Q), on écrit

M'"(Q) M'" (Q).

:

(0.2.1)
;

Preuve:
Cette proposition est évidente car il est facile de voir que si ni ≥ ni1 ,

a e ü"'(Q) impliqué'// e II"' (Q) et j// ||/rt/jQ < M // 1 j /7/ 0 . (voir R. Dautray &
J. L. Lions[9j).

Remarque 0.2 . 2 : On a donc F inclusion suivante :

X>(Q) c: H"'(Q) ci cz ... c H‘(Qj c: L2(Q) ci £>'(G),

I

(0.2.2)
pour tout ni G N.

Proposition 0.2.3: Soient ni > 1 un entier et 1 < p < co. On a
ni < ~ alorssi P

VN"‘P(Q) c: L(](Q) où -jj = J__ ML (0.2.3)n ’P
ni = Pr alorssi P

yy"'-/yO) c: L‘7(Q ), Vq e [p ,-roo[, (0.2.4)
/// > y alorssi

W"ÿ(Q) ci L“(Q ), (0.2.5)
avec injections continues.
De plus, si ni - JJ > 0 n'est pas entier, on pose

[-ÿ

!
f-k, (0 < 0 < 1).e/ 0 = tu —

KO// c/, pour tout u G W"'7>(Q)

) ≤ Cüw||w„.P(Q),Va avec jaj < k (0.2.6) -j,:]et

HA\

9
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\x-y\°p.p.x,y s Ü, Va.|a| = k.\Duu(x)-D“u(y)\ < C||M||W“ÿ(0)
(0.2.7)

En particulier
fWmp(Q.) c €A(Û). (0.2.8)

Remarque 0.2.4: ce corollaire s'obtient par application réitérée du
théorème 1X.9, du corollaire IX.11 et du théorème IX.12; (voir H. Bresis
[5])-

Théorème D’otrogradski 0.2.5: (ou théorème de la divergence) Soit S
une surface, frontière d'un domaine de volume V. Choisissons comme sens
positif de la normale à la surface, le sens qui va de l'intérieur du domaine à
l'extérieur, et désignons par a, P ei y les angles que fait cette normale avec la
direction des x, v et z positifs respectivement.
Alors, si A i . .-J 2 et A3 sont des fonctions continues dans le domaine, le
théorème de la divergence s'exprime ainsi:

f f cA

!•

:

a-i ad 3 jdV =J A 1dxdz+A2 dzdx+A 3dxdy. (0.2.9)av + cy + dz iV s
Sous forme vectorielle avec A = (Ai, A2,A3),ceci peut s’écrire simplemet

f V»AdV=f A •r\dS. (0.2.10)
f?v s

Ce théorème, est appelé encore le théorème de Green dans l’espace.

Remarque 0.2.6 : Pour la Preuve de ce théorème voir A1. R. Spiegel [32].

Théorème 0.2.7: On suppose que Q est un ouvert de frontière C1 par
morceaux.
Alors, si u et v sont des fonctions de H 1 (G), on a

1 ~0x~vcix ~ " I lliyfdx+1 inA,da , 1 ≤ i ≤ n,
Q o r

on désigne par q, le ie",e cosinus directeur de la normale q à F dirigée vers
l'extérieur de Q et on écrit q, = (r\.ly ).

Preuve:
Si u ( resp .v) appartient à PI1(G), il existe une suite (//,„) ( resp. (v/7)) de

£YQ) qui converge vers u dans H‘(Q) (resp . vers v dans PP(Q)) [.£>(Q)
dense dans Hl(Q)].

On a pour les fonction u,„et vp de tP(Q)

(0.2.11)
:

:
r-,

•v"

II
!ÿ;
:

F-tbf
G
■�lû
:«i!
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\Dv,,%-v,Ov = - ■dx+ [ nH,vpr\ido, 1 ≤ i ≤ n,u,„Ox,
rQ

(0.2.12)
:

on obtient l’expression (0.2.11) par passage à la limite dans la formule de
Green précédente.

Corollaire 0.2.8: Pour toute fonction u cle M2(ü) et toute fonction v de
K!(Q), on a la formule de Green

J (A»)r =J f XuS'v. (0.2.13)
i. . Ci

Preuve:
Donnons une conséquence de Théorème (0.2.7).

n -2
On pose Au =V le Laplacien d’une distribution u. Alors, si // est une

/=1 dx‘
fonction de M2(Q), on a d’après (0.2.1 1) pour toute fonction v de Ml(Q)

:

1
- J <** = - B

a i-1Q

ir
=1 ff-frMÈ

/=1 lo r

= ÿf -P-P-tlx- f -Su-rch
CX, LX , J CTI

L\>\},da

i
rFIQ

= f Vu'xv- f jÿvdc.
rQ

Définition 0.2.9:Une forme quadratique est un polynôme homogène du
second degré relativement aux n variables u i , u-i,...,u„. Une forme
quadratique a toujours la représentation

V aijii jUj (d/j = üjj\ j = 1,2,...,/;), (0.2.14) :
/0=1

: !oii
A - (a,j)i<,jjt„

est une matrice symétrique.
Si nous désignons matrice-colonne (// 1 , // 2, ..., //,.) par u et la forme

quadratique par i*!i

ïa
i :11
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A(u,u) • V UijUiUj, (0.2.15)
i-j-i

nous pouvons écrire
A(u,u) = u7Au = Au * u. (0.2.16)

Si
A = {Cljj) l-Uj<n

est une matrice symétrique réelle , la forme (0.2. 1 5) est dite forme
quadratique réelle. Dans ce travail, nous aimons surtout affaire à des formes
quadratiques réelles.

Définition 0.2.10:Une forme quadratique (0.2.15) est dite définie
non-négative si, pour.des valeurs réelles arbitraires des variables

A{u,u) > 0.
!

(0.2.17)

Définition 0.2.11 .Une forme quadratique (0.2.15) est dite définie positive
si, pour des valeurs arbitraires des variables non toutes milles (u 0); on a

' A(u,u) > 0. (0.2.18)
l.

Théorème 0.2.12:Une forme quadratique (0.2. 1 5) est dite définie positive
si, et seulement si, tous les déterminants principaux de cette matrice des
coefficients, sont positifs

!..

det 1 > 0,det2 > 0, ...,det/7 > 0. (0.2.19)
!ÿ

Remarque 0.2.13: Pour la Preuve de ce. théorème voir F. R. Gantmâcher r
[12].

!ÿCorollaire 0.2.14: Dans une forme quadratique définie positive (0.2.15)
tous les déterminants principaux de la matrice des coefficients, sont positifs,
lorsque les déterminants principaux successifs d'une matrice symétrique
réelle sont positifs, tous les déterminants principaux restants sont positifs.

! '

r;:
i

Remarque 0,2.15: Si les déterminants principaux successifs sont
non-négatifs

\
'U

del 1 > 0.dei2 > 0,...,det/7 > 0,
il ne résulte pas que A(u,u) soit définie non-négative. Ainsi la forme

ai[U\ +2i/j2//i//2 -vault7,
dans laquelle a w - au = 0, a 22 < 0, satisfait (0.2.20) mais n'est pas définie

J(0.2.20) K

11(0.2.20)
lifs
: N

12
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inon-négative.

Nous avons cependant le théorème suivant:

Théorème 0.2.16: Une forme quadratique (0.2.15) est dite définie
non-négative si, et seulement si, tous les déterminants principaux de sa
matrice des coefficients sont non-négatifs

il h iP
i\ h - ip

(voir F. R. Gantmâcher [12]).

> 0, ( 1 < /'i < /': < ... < ip < n, p < //).A
V

fc;
S

O
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1.0 Introduction aux systèmes
de réaction-diffusion

Durant les aimées récentes, les systèmes de réaclion-diffusion ont reçu un
grand traité d’attention, motivé par leur incident répandu dans des modèles de
phénomènes biologiques et chimiques, et par la richesse de la structure de
leurs ensembles de solution. Vu les applications nombreuses et variantes de ces
systèmes; on donnera les démarches suivies pour modéliser certains problèmes
chimiques comme les réactions chimiques oscillantes (Brussélateur). Les
individus diffèrent d’un problème à un autre: En chimie, par exemple, ils
représentent des substances chimiques . En biochimie, ils peuvent représenter
des molécules. En métallurgie, des atomes. En dynamique des populations, ce
sont des humains. En génétique des populations, ils représentent des
caractères. En biophysique, des charges électriques ou bien des différences de
potentiel. En environnement, ils peuvent représenter les animaux ou les plantes
d’une lbrêt . d’une mer ou bien d’un fleuve...Pour la p us grande partie de ces
problèmes, on montre qu'on aboutit à des systèmes de réaction-diffusion.
Les conditions aux bords seront choisies selon l’origine et la nature du
problème étudié: s’il n’y a pas d'immigration des individus à travers la
frontière du domaine Q sur lequel le problème est posé, on choisit les
conditions aux bords homogènes de Neumann. S’il n’y a pas d’individus sur la
frontière, on prend les conditions aux bords homogènes de Dirichlet.
L’inconnue ( la solution qu’on cherche ) est un vecteur dont les composantes
sont généralement des fonctions positives: en chimie, par exemple, c’est un
vecteur de concentrations chimiques. En biochimie ou en métallurgie, c’est un
\ecteur de concentrations en nombres de molécules ou d’atomes
respectivement. En dynamique des populations et en environnement, c’est un
vecteur de densités de populations humaines, animales ou végétales...Les
conditions initiales sont généralement positives; puisqu’il s’agit de
concentrations, densités, charges électriques ...

Tous ces problèmes s’écrivent sous la forme:

|jj-D&u =/«)•
ou u(x.t) = (u\(x,l),...,um(x,t)) est un vecteur de variables dépendantes, et
c’est l’inconnue,J{x,t,u(x, /)) = ij\(x,/,u(x,/)),..., f,„{x,L tt(x, /)) c’est la
réaction (généralement non linéaire) et D(x,/, n(x, /)) est une matrice carrée
m x ni définie positive et diagonalisable appelée matrice de diffusion. Les
termes Je réaction sont le résultat de toute interaction entre les composantes de

i

f

I ;

i ;(1.0.1)
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iPar exemple, en chimie u est un vecteur de concentrations chimiques et f

représente l’effet des réactions chimiques sur ces concentrations. Le terme
DAu représente les diffusions moléculaires à travers la frontière de réaction.

On va établir les équations de réaction-diffusion dans le cas d’une réaction
chimique et d’une diffusion moléculaire et indiquer les hypothèses nécessaires
pour leurs applications dans des situations diverses.
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1.1 Modélisation

Nous allons donner la démarche suivie pour établir (10.1); d’ailleurs qui est
la meme pour tous les phénomènes cités à l’introduction, puis nous donnons
des exemples.

On considère une région bornée Q de ik2 ou iRf ( qui peut être une surtace
géographique, une cellule vivante ou des molécules) dans laquelle des
réactions se réalisent (ces reactions peuvent être une épidémie, une rumeur ou
bien une réaction moléculaire; d’ailleurs la cellule vivante est te siège de
plusieurs réactions chimiques, ainsi que les surfaces géographiques forment les
lieux de milliers de virus et rumeurs circulant entre les individus des
populations...).

Si on note par u,(x,i) la concentration de la ie"h‘ espèce prenant part dans
ces réactions, //(.y, /, /),..., ttM(xJ)) son taux de formation dans la
réaction en question au point ,.v et à l’instant / > 0 et soit J, le flux de ces
espèces à travers la frontière f de notre région ü. Considérons un volume V
infiniment petit de la région Q de frontière S = DV. La vitesse de formation de
la F espèce dans le volume Fest égale a la quantité formée par la réaction ôtée
de son flux à travers la surface S: en termes d'équations

4L J Uj(xJ)dx =J/,f A% /, tp (.Y,/),..., ujxjpdx- J J,do, (1.1.1)
S

après application directe du théorème de la divergence au terme désignant le
ilux, (voir la théorème (0.2.5)) on obtient

du •Ji)dx = 0, (1.1.2);/
r

puisque le volume V est infiniment petit et arbitraire, on en déduit

+V - J, =/, , / = 1ou (1.1.3)///,et

Remarque 1.1.1: Dans lu cas cl' une reaction chimique, le terme de
réaction J) vient de l' application (sur le plan microscopique) de la loi
d'action des masses (ou loi de Gulberg ci linage) .D' ailleurs dans le. cas
des populations (jdan macroscopique) on applique une loi semblable. LeJhvc
( ou la diffusion) est donné par la loi de Fick ( seconde loi de Fick)

J, ~y , a,j\ aj .
fi

(1.1.4) mi
y=i

■
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est une matrice définie positive appelée matrice de diffusion. En substituant
(1.1.4) dans (1.1.3), on obtient

lchh + v.(V =/, . (1.1.5)
c>/ f

7=1

normalement les a,j sont constants, quoi qu ils peuvent dépendre de. t, x et u.
aussi on va considérer des termes de réactions dependant seulement de u.
dans ce cas on a

+AAu =/(//), (1.1.6)
■

Remarque 1.1.2: Par un simple changement de variables linéaire, la
matrice A peut être ramenée à utte matrice diagonale D = (Ji,...,dm) avec
di > 0, / = 1,..., m, et le système (1.1.6) devient:

T7 +DAv = SA-')- (1-1.6)
Ct

Remarque 1.1.3: Remarquant que, pour établir (1. 1 .6), on a simplifié
plusieurs termes, si non on aboutirait à des équations très compliquées et
difficiles à étudier.
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1.2 Exemples

1.2.1 En chimie:

Considérons le schéma réactionne!
h

y "jRj,y (1.2.1)
jeJieJ l

avec
1 CJ J = y;} et 1 r\ J - 0,

où //i, //;,..., //,., sont respectivement les nombres de molécules des réactants
R i , A , Rp intervenants dans la réaction, les construites h et / dépendent de
la température, de la position x et du temps /. L’application de la loi de
conservation de masse et de la seconde loi de Pick (flux) donne

uRfj- - v .ihva+h n c"'-i n c?’k - 'ÿ 2 p, (1.2.2) !
!;e/ jeJ

où ci, c2,..., cp représentent les concentrations des réactants 7C , AL,..., Ap et
»i, //2,..., sont des constantes positives appelées ordres de Ai, A2,..., 7?p
respectivement. Les constantes // et / sont positives.

Remarque 1.2.1: La matrice diagonale D peu! dépendre de t, x et u,
comme elle peut ne pas être diagonale (c'est le cas oit la diffusion d’une
espèce affecte le taux de production des autres).

Pour l’ébullition de Peau, par exemple, on prend dans (1.2.1)
p - 3, / = J 1,2 L J - 1 3 j , n\ = >13 - 2 et «2 - 1, Ai =hydrogène,
A: =oxygène et A;, =Peau. on obtient la réaction classique

:

h

\27:/;+02 27/;C). (1.2.3)
/

Les équations décrivantes celte réaction s’écrivent alors d’après (1.2.2)

L
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iff = </,A[//2]-/,[//2;i:[0: ï+lllhO)2

J 3&L = A[o2\-h\l-h]-[Oi ]+/[//;0]2 -Y f=: Q , / > 0,
t'1/

2iïÿ£L = < /3A[7/2o]+h[U 2 } 2 [O 2 ]-/[//2o j 2

Pt
(1-2.4)

avec conditions aux bords appropriées (par exemple

= = Æ221 _
0 / > () .v e c'Q) et conditions initiales

cV| 6'v| rrn
positives (i.e)

[//2]r,o - [//2]ü > 0,[O2]/=0 = [O2)0 > 0,\H2O)ÿ = [H2O\0 > 0.
Les coefficients h et / sont supposés des constantes positives, quoi qu’ils
peuvent dépendre de la température:

h, /« cÿexp-ÿr), 1 < M2,

voir S. L. Hollis [17] et J.Morgan [27] avec différentes conditions aux bords.

1.2.2 En physique nucléaire:

(1.2.5)

Le modèle décrivant une réaction nucléaire est décrit par le système de
réaction-diffusion

r du-Mf = d\Au+u(av-b)Pt
sur Q x (0, -KO), (1.2.6)

fr- = djAv+CVPt
avec conditions aux bords homogènes de Newman et conditions initiales
positives. On montre que (voir Pao [29J), pour a > 0, b > 0 et c > 0, la
solution du système (1.2.6) avec conditions aux bords bien choisies et
conditions initiales positives explose en temps fini (cesse d’exister). Cette
réaction est analogue à celle de deux entw ines :

I: lt
î
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L'Jl _
//.«-a//c?/

sur : (0, 1 ) x (0,-ko), (1.2.7)

= l’xv+av’c>/
avec les conditions aux bords

«*(0,/) = agi (KO,/)), MU) = 0
/ > 0 (1.2.B)

Vx(Q,t) = 0, V.v( I , /) = Clg2(ti([j))

et conditions initiales positives. Ce modèle a été étudié par Pao [28], Thomas
& Aronson [33] et Turner & Ames [34].
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1.3 Fonctionnelles de Lyapunov r

classiques

Pour démontrer l’existence des solutions des systèmes de réaction
diffusion, il y a plusieurs méthodes telles que la méthode des régions
invariantes, méthode de l’effet régularisant, méthodes fonctionnelles basées sur
des estimations à priori ou sur des fonctionnelles de Lyapunov. Ici, nous
n’exposons pas les deux premières méthodes puisqu’elles ne donnent pas
toujours l’existence globale vu la diffuelté et la complexité des termes de
réaction de certains systèmes de réaction-diffusion, mais nous nous consacrons
à la dernière méthode qui donne des résultats satisfaisants. Il est bien connu
que (voir J. Smoller [3 1 ] ), pour démontrer l’existence global des solutions
d'un système de réaction-diffusion, il suffit de montrer que les termes de
réaction sont dans L“(0,7,1nax;L/>) pour un certain p > ni2. f

Théorème 1.3.1 (Existence Globale par effet régularisant): Soit
l'équation

Au = J(t,x,u) sur [0,T[ x û

u — 0 sur [0,T{ x üQ. (1.3.1)

1/(0,A") = U o(.v) „V G Q,
■ :\si

/(/..V, u) G L“(0,7’,L/-'(Q)) pour p > — , où n = dimQ. (1.3.2)2
(/.*)

6 L-(0fr,I/(Û)) osup |[/(/,,Y, //) |! < +QOV’id)
■0<,ti.T

:<ci>

e \0,T], (1.3.3)o
a

ci/ors la solution de F équation est globale (voir D. Henry [14]).

Définition 1.3.2 (fonctionnelle de Lyapunov): On appelle fonctionnelle
de Lyapunov associée à un système de réaction-diffusion formé de m

IM

■y;
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équations, toute fonction
(1.3.4)L : IR' -> IFY

telle que
dL(u\(t, qiUt,*)) ≤ Opour tout t > Oet toute solution (u fl, ,u,„((,•)).

Par exemple (voir S. Kouachi & A. Youkana [25] ), la fonctionnelle Zo définie
clt

par
L2(/) =J (Al-u(t,.x))'y exp p v[t.x)cl\\ (1.3.5)t

Q

où u et v est la solution du problème

u = -J[ILV)f ôtJ (1.3.6)t > 0, A* G Û,3
-ÿf-ÿAv = J{u,v)

G
avec les conditions aux bords :

du _ ov _ SA x oü (1-3.7)surf,!
et les données initiales :

v(0, x) = vo(.v) > 0 dans Q (1.3.8)//(0,A‘) = UQ(X) > 0 ,

est de Lyapunov pour toute constantes positives [5 et y telles que
(il/ < y < 4ab (1.3.9)

(ct-b f ’

et tout A/ satisfaisant:
:îl«o|| < 3/ (1.3.10)

sous la condition

liai £ ln( 1 +J(r,s)) | r > 0, (1.3.10)j < a" , !
S

ou
2aaa* =

Ou a. après application de la formule de Green (voir corollaire 0.2.8)
clL(t)

--= I+J (1.3.11)

avec

!Ü
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\1 = - [ T(Vll,Vv)ai-tl)-’-2ÿ' :Jx
O

OÙ

T(Vu,Vv) = yû/(y+l)|'v//|2+
(1(A I-ii)(ü+b)yV/A7v+

/>|l:(A/-f/)2|W( 2

et

J -J (A /f-tjl-/.y)(A /-i/) 1 e v.k:/.v.
o

Donc il est clair que la dérivée de celte fonctionnelle avec les conditions
(I.3.9)-(I.3.10) est négative.

La condition (I.3.1ÇÎ) implique l’existence d’une constante C > 0 telle que
l +Jlr,s) < Ceca, pour tous .y > 0 et r e [û,Â7], (1.3.12)

puisque
2aba < 2 5

nuoh~i“-b)
et on peut choisir y; > n/2 telque

pa <

[

ab (1.3.13)(p-b)2 il //o IL
Posons fl = pa, alors

;P II «O ». < (1.3.14)

alors on peut choisir y et M tels que (1.3.9) et (1.3.10) soient satisfaits. Donc

= {euM,,.)y e L®([0,7’h‘[;L1(Q));
puis

G La,(|0,7M,[;l/'(ü)),
finalement

///(/,.),v(/,.)) e 1L“([0,7’"[;1L'7Û)) pour un certain p > n/2. i •:

L
I

r :
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Construire une fonctionnelle de Lyapunov suflisement régulière pour lin
système de réaction-diffusion c’est trouver des estimations à priori de la
solution. En d’autres ternies c’est résoudre ce problème, donc celte
construction est un problème très délicat. Dans ce chapitre on va essayer de
construire des fonctionnelles en gradient dont le but de décrire les difficultés
rencontrées lors de la construction et de faire de notre mieux pour simplifier
certains obstacles qui peuvent bloquer cette recherche.

Considérons le système formé de deux équations aux dérivées partielles du
type réaction-diffusion:

Qfr-a&n = :/()/. vu dans x Q
Ci

(II.1)

~-bAv = +/(//, v) dans IR " x Q

avec les conditions aux bords:
du Cv (II.2)ür x CQ .sur' fil]

et les données initiales:
//(0,.Y) = uo(x), v(0,.v) - v>o(.v) dans Q,

où Q est un ouvert borné de 3RW de classe CL a et b sont constantes positives.
Les conditions initiales sont supposées être non négatives. La fonction j{r,s)
est continûment différentiable sur IRC x IRC et non négative avec /(0,.y) = 0
pour tous s > 0.
On définit la fonctionnelle:

(11.3)

r .

L\{t) = ay(y+1) J (II.4)
ù

dérivant L i (/) par rapport à t
i(y+2)(aCni-J)(Af-n)*1 j \7/./ 1 2+

2VnVÇ,An:/)+f31Vu|2 ( bAv+J)
L\(t) = trf(y+1) J (M-uyy~2e,ivdx

o
= nyty-f-lx'C-K/i )

î(II.5) !.•;

ILavec
L:11 1 [a(y+2 ){M-uyx|Vit|2 A//+/>[3|V// 1 2 Avn-2n V nV:\u) 1-n)-y'2eÿdx.

n
(II.6)

t
P)
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\On applique la formule de Green:

(y+3 )Vti(:\1-ti)‘1 j \ u | "+
f3Vvj\7//|2+2V /.’A//

= - J a(y+2')\'u
Q

- j 2./A//j(y+2 )(.\ /-//)"’ j\ //!:--hJ3\ iiYv- \ii\(.\!-n)""2s >vilx

(AJ-up-hÿdx1 !

Q

-Upvvf 1ÿ.,..,ÿ
J3\ \’j \ // 1 2 f2\ //. \//

(TT-7)
done

1(<:/+b)|3 (y+2){M-u)\ / 1 x v’|V / / 1 2+
2(a+b){M-it)2 j3 A/A u\ VH-

4o(y+2)(-\y-//)A//|\:'// 1 2+t/(y+2)(y+3;|\ // 1 1+
2a(AI-ii) 2 1A// 1 2+/>f3 2(M-u) 2 1 V // j 2 j Vv j

:
\{M-tïy'~[di3vc/x

a
2

(11.3)
et l.

0
i

(H.9) • !
1on remarque que/, est une forme quadratique en fonction de (VtiVv.\Vu\2,Au

et |Vvj“) qui peut être positive, mais J\ ne l’est pas ouisque le coefficient de
j\7v|2 est nul). Alors, on additionne àL\

(11.10)
n

la fonctionnelle devient: !

:Ü

(11.11)
Calculons la dérivée deL:(/.ÿ• par rapport à t

I

R;
:1

ci!..

7;

n
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\
y(i\ 1-u)‘v 1 j \ 'v! 2 ((iAu-/)+
ji (,\ /-//) !V V' i 2 ( />Av-'+/)-i-
2(A1-u) \ v\ ( bA\>+f)

L\(t) = /’P2 J L,fi) dx
û

= b\y-(i2+j2) (11.12) ;

avec

I2 =J (\ f-uyy[cr{(\J-u)A |N,'V’|2.\/H-/ÿ|V'V|2, \V-I 2ZA"v\' Av)tjfivdx,
ù

(11.13) ron applique la formule de Green ;

(y+1 '! V//jV v|2+
Il - - \ cr/Vu (M-ti)'rlefJvdx

|3VV|VV|2+2VVAVa
y(AI-iiYlVu\Vv\2+
\WV\VV\2+2VVAV

- f 2/JAv[y(M-//) \" //Vv+fi|Vv|2+Av j(A/-//) (11.14)

- j i|)Vv (M-u)\':h'dx
Q

!£2

alors
!rr/(y+1)|V// 1 2 1 Vv|2 +6J3 2(A Z-//)2 1 Vv|4 + ;

(«+A)Py(A/-//)V//Vv|Vv|2+
2(a+b)y(A/-u)V //V V'AVH-

Ab$(A1-u)2\\'x\2Av+2b(M-u) 2 j Av| 2

{AJ-uy'r2e'ivdxh = -
£2

(11.15)
ei

(2(i\ l-u)J‘v-yf+fi (A/-M\f)|W|2+ "j
2(M-u)J„\ u\ v

l
\(i\f-uyy~ldlivcLx (11.16)

Jr.»
d'où

!ÿ
ni
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\«ryCy+iy'i+ÿpVo =
i/y(y+ l)(j3(A/-//)/:(Y+-2 )J-2(M-u)Ju )jVi/j2-

J '7‘3 2(A/-//)(<ry(y+ 1 ]/V-/>f3 2 (M-tt ) \f„)V//VV+
2 OA /-//)2( (-V7-//}/-y/-r2CV )f V>>|2

dx
Q

(II. 17)

et

>n 1/ . Z dxI'J
cry(y + l)/i + h\*>2l2 = - J y22 -V23 )y2_ Va.

(II. 18)

J j'u )•,: Tu

2<?2y(y+ i )(M-uy'r2 2a2y(y+ 1 )(y+2 )(A(-n)
2a2y(y+ 1 )(y+2)(A/-.//)"'"3 i/2y(y+l)(y+2,)(y+3)(A/-//)-'H
<r/|3(y+l)(rï+£)(À/-//)‘v:

une matrice en blocs telle queavec J

-3

yu =

rryfi(y+ 1 )(a+b)(M-u)"}~1
ÿfl|ly(n+ft)(y+ J )(Y+2)(A/-//)*7‘3
2aby(y+ 1 jfj 2 (A /-//)~y'2

:}ri2 =

J 0 0
r2t i

■

0 0V J
f \b{Li+b)\\ly(AI-uy

bfi2(a+b)y(ÀJ-uy!"'
y22

J\
!0 u

Y\s - 0 0
\b(a+bj(I iy(M-u)''rl b\j2(a+b)y(\f-nyy~l j t Br

M
! ♦
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2b2fi3(M-uyy
2b2fi\M-u)-y 2h2fi2(M-n)y J
b2fiA(AI-u)-y

Y 23 = ;

et

\An

!V;.f
Z = Vi/Vv

:|Vv|
Av

!

la matrice / doit être définie positive, mais on a

b2fi4(A/-ir)'y 2b2fi\M-uy>
2 b2 fi3(M-u) 2b 2 fi 2(M-u)->

!
= -2/) 1fi6((il/-//)ÿ' ) 2 < 0,

(11.19)
donc elle n’est pas définie positive. Ajoutons

Z.AO = fiy(n+/>)| (\f-uyy~le,h'S,7uVvdx, (11.20)
ü

la fonctionnelle devient [ÿ’
L(0 = Li(t)+L2(t)+Li(t)

ay(y+1)(M-u)'y'2 \Vu \2-\rbfi2(M-u)'r|Vv|2

+(fl+/>)py(lV/-M)ÿ1V//Vvri eÿdx,
Ci

(11.21)
dérivons Z.3(/) par rapport à /

(y+1 )(ciAu-J)(M-nylVuVv+
L's (0 = {3y(iH-/)) J ’v’/ /\(/v'\v+/)+ri7v\7(oAaA)+ (M-u)~y~l e$vd.x

fi(bAv+J)VuVv

: !
O

J- Jiy(tf+/>)(/3+J3)
; !ÿ

(11.22) h;
avec

1‘J■
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\
a(y+ 1 )(A 1-1!) - 1 V//VvAu+b\\VuV \V+

bVuV AV+C/VVVA/7
/3 (M-u'yy'[ eÿvdx,

o
(11.23)

on utilise la formule de Green

h =J [t?(y+l)(À/-w)'1VuVvAu + b\)VtiV\ \v](M-ii'yy'le,3vdx
Q

- J Mv[(y+ OCAZ-ZV)*1 |V'//|2+(VVUVV+.'M)(\J-H p’1eÿdx
Q

-|a&u[(y+1 )(M-u)‘1 V//W+(i|VV|2 +Av- j(Al-u)‘r‘1 e
ü

alors
b(y+ 1 )(M-u)'1 1Vu|2Av+

JQ (a+b)AuAv+a\)\Vv\2Au
(M-up-'eÿdx. (11.24)

et

a/-//y;,|V//!2-(3/-/o/‘v|W|2+
[(\I-u)fv-(AJ-u)fu+$(M-u)J-(y+ 1 y)VuVv•M (M-u)-y-2Mvx.

iO
■

(11.25)
On trouve

1/(0 = I+J (11.26)
avec

!
I = rr/(y+ 1 )I\ +/>|3 2Iz +[iy(a+b)!?, !r bA 1 1 fi i2 Au 2= -i iZ. Z I dx (11.27) ii (_ f «21 «22 R23 i

J
Rw lin R 1 3

A21 /?22 7ÿ23

b 2tf2y(y+ 1 )(M-u)p~2

où A= une matrice en blocs i elle que

2cry(y+ 1 )(y+2)(3/-/0‘7‘3
2<ry(y+ 1 )(y+2)(M-u)">-3 a 2 y(y-t- 1 )(y+2)(y+3)(A/-«)
«nrP(y+ 1 KÿXA/-//)**’2 ÿ"P(“+£)y(Y+ J )(y+2)(M-up-3 ï

A* H -
V

■ b!
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\
CTYP(Y+! )(a+b)(AJ-uyr2
±a{Ha+b)y(y+\)(y+2)(;\I-iir’
2aby(y-h\)\i>2(M-ii)

( \a(a+b)\V-y(\UiY'A \\Sy(a+bÿ(\I-iiy'A

y b\>j(it±b)y(y+1 ){A.f-tt)

bti2(a+b)yyA/-u)'''[

i
-ôRn -

-7-2

1 -rb(a+b)fi*y(A-l-u)V.
ja(a+b)fi2y(M-nyr] 0

-i- J3y(tf+7>)2(A/-?/) 1 yb(a+b)\\y(yJr 1 )(M-iiyy'2 j
4-b(a+b)P3y(A/-//) 'T'1

jE>f3 2 (rt+/>)y(i\ Z-//)*7"1

!7?21 =

7?22 =

Ct

A2 (O (,\ /-«)*>ÿ 27>2|33(A7-w)
2/K(33(A/-/0'> 2b2\Y2(.\Mi)7?23 = ->

et !
J -

a(y+1)(|3(A/-m}/-(y+2 y:2(A 7-//]/« )

+(a+b)P(M-u)2fu

(a+b)py(c\ /-//)(/;-y;,+iv)-(y+ 1 y) ~]
-2c/y(y+1y'w+27j{3 2 (A 7-//)2/;,

J P[*P C*\-/-«)/+2(A/-// 1!Vv|2 C\Aw)->-4

H
-J* [ ] V7/ 1 2(XJ-u)'’ '3tifivdx+

a

J VnS7v(AI-uyy-2eth’dx+
Q .J

Q

(11.28)

On a

2b2 fi 3 (A l-iiyyb2\\4(M-n)'y
2b2ii>2(M-i<yy 2b2fi2(AI-n)~y = -27) 'fy’((A7-//)-r)2 < 0.

il(11.29)

H
32



IrL
l:

\Iest une forme quadratique 5x5 et sa matrice n’est pas détime positive .
Notre but maintenant est d’essayer d'éliminer les coefficients en\nVv afin

d’obtenir une forme quadratique 4 x -1 en (An,|\ «|A j\ v|‘et Ar),
On a

L\(7) - tryry+1 )

avec

U =\ [a(y+2)i\I-nyl !\A/!2A//+/ÿ|V//|2Av+2r/V//VA// ](M-n)r2eÿdx
Q

= J [r/(y+2)(.V7-/0'1|Vï/|2A//+Z>P|V//|2Avjp\/m

2a J A (A7/(A /-//)'v2e;1v )Aitdx

n

o
!2<ï|A//|2+n(y+2)j\ n|2A//p\/-//) ‘+

2apVvVuAu-b(5 1 A7// j 2 Av
\{M-uyr2clSV,

Q

en plus on a I
- j (Al-ii)'y~2eÿViiX' vAiulx

Q

=J ViiM-nyÿÿVtiVvÿ udx

VMVVAM+|VM|2Av+plVh|2 1A v|2 ~"j
+(y+2)(A J-i t) "1 1V// 1 2 V/iVv’

:
Q

+8®=1 \iM~uyy-2eÿdx (11.30) vMJQ

on peut l’écrire sous la forme ï
J (_\ f-it)~y~2 e ,iv A7 /A71’ \/a/.v

fQ

1(An|2 Av+p|A7// 1 2 1 A:V|2+
Jn L (y+2)(A/-//) * 1 1Vu | 2 V//A'v j

' O, V'V/.v, (11.31)T J
t.;
!d’autre part

; /.H
©

i
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IV

\

- J y(A/-//)‘v,eÿv|Vv’|2A//£7.Y
Q

2(A /-//)V//WAv+(y+ 1 ) jVu|2|Vv|2+
|3(A-/-//)|Vv|2VwVv .

2V/A vAv+(y+ 1 )|Vu|‘|V v|
{ (A /-//) 2 (P!V -*-3 1 V V' 1 2 Av> )

=| y(A/-//)->'Vv dx
Q

dx,—
Q

(11.39)
•— on trouve

2 J y(A/-u)'7'1 e'u'V uVvAvdx
Q

y(A f-ii) j Vv|2 A//+y(y-f- 1 )|Vu j J I Vv|

-|3 (A /-//)2(31 V v>|2Av+[3|Vv|4 )

2

= -|(AJ-up-2e dx.
o

(11.40)
.Alors /2 peut être écrite sous la forme

4b\\(M-tt) 2 j V v | 2 Av>+//j3 2 (A/-< / ) 2 j V 'v j 4 -

(a+b)y(M-u)\V \>\2 Au+2b(À f-u)2 1 Av) 2

-Z>y(y+l)|VA/|2|Vv;
dx,

£2

(11.41)
donc I devient sous la forme

r / A H A12 \
IW a* J Z.Z dx (11.42)I = -

/ A 1 1 A12

1 A 2 1 A 22 j
une matrice en blocs oùavec I

2try(y+l)(A/-//)‘v2 2o2y(y+l)(y+2)(A/-//)'>"3 V
2o2y(y+ 1 )(y+2)(A/-//)"r*3 <r/2y(yt- 1 )(y+2)(y+3)(3/-//)'>‘4 J
y(u-b )f3 2(a+l))y(A l-u)*>* 1 4- |5y(< /ÿ+•/>) -Ç\J-n)">- 1

-V(<t2+/)2 )y(Y+ 1)|32(A/-//)_>'2 J- ( />2-r/2 )y(y+1)f3(A /-//) ->'2 j’

-lu =

-d 12 =
V
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1

i
•ÿ(a2-b2)\S2y(A"J-u)ÿJ>1 -~(ii2+b2 )y(y+ 1)p2(A/-//)

-fpy(ti+b)2(A'f-upl -~-(Z>2~,r )y(y+ IJ|3(A/-M)*'>"2 j
b2fi\M-uyy 2b2\P(M-u'r

2/>2jVÇ\/-//f ' 2/)2|i2(:\ /-//)"'

-7-2

-'i 21 =

V

-i22 =
y

1

Ct

A//

|V"|2
2 =

1ÿ12

Av

-in A 12

A2 1 A22
la matrice n’est pas définie positive puisque- I22 ne l’est pas

malgré le passage d’une forme quadratique 5 x 5 a une autre 4x4.

r

i
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CHAPITRE.Ill

Forme Générale des Fonctionnelles de
Lyapunov en Gradient
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Les fonctionnelles qu’on va chercher sont de la forme

L(7) =j (£>(//, V)|VW|‘YZ.YH-J 4/(«,v)V//V vc/v+l ip(n,v)jVvj2c/A%
a a a

(HI.1)
où O, et cp sont des fonctions suffisement régulières (deux fois continûment
dérivables sur IRxR). Après dérivation de l’expression (111. I) et application de
la formule de Green, on aboutit à

L'(7) = I+J (III.2)
avec

d/ji A/12

d/21 A/22i-f iZ*Z dx (III.3)
JCi

A/ H A/12
A /2 1 A/22

une matrice en blocs :où

2«CD 2

2a®u a®
Mu = /Li.Ll

v-(a+b)q>u) -Y(o®vv+b(pllu) j
-ÿ(bV u-(a+b')®v) J’

;

IA/21 -
[ 2‘(ÿlF v-(a+by\)tl) Hü+byv \

-Uci®vv+b(piiu) 4r(bK¥ir(a+b)®„) fA/12 =
V !

/cpvv 2/cpv \

2/xpv 2/xp /A/22 -
y

A// :

|V//|2
|V,f

2 =

Av I ■:

et J — J\ +/2 + Ji où 1

-J { t(Ov-®„)/-2®/lt J |V'// 1 :-2j\®\7/Vv j de ,J (III.4)
o

1'
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\
Jï -J {/,/l'IVHp+K'i'v-ÿ„!/+(/,:/;,)ÿ!-v/A-v-/,.‘F|\ .-I2},h (IÏI.5)

ù
cl

Jy =J { 2cpy;A7//\ v+[2cp/v+((pv-q)w )/] I Vv|2 }c/x (III.6)
Ci

d’où

1
1 2cp/v+(q)v-<p„)/-/,v 1 1vv|•’+

[OPAMr/.W-y.-l'PWv
on va essayer de caractériser les propriétés des fonctions O, 4J et cp telles que
I et J soient négatives.

Posons, par exemple

J=f dx (III.7)
Ci

J

(UPS)9 = -f*,
donc l’expression de 1 devient de la forme suivante

0 =

\z.2 dx
H ,, Hn
//21 //22

I = - (1II-9)
JQ

,
f //il //l2

OU
H 21 II 22 J

une matrice en blocs :

f 2a0 2a®u \
2a®u a®u, J

;//u

-7-(2t/0v+(c/+Z))0„) -rj-(a®vt'+/,0/«/) j
-((H-/))0 éf (((H £)0v+2Z>Ow) j

//21 =

~(2a®v+(u+b)®u)

-y((/0vv+/d>w,) -y(((l-t-£)0v+2&0w)
-(r/+Z))0

//12 -
J

et

b®,v 2/)0,

2b® v 2b®
H 22 =

Afin de siinliiïer les calculs, on choisit

40



I

;
(III.10)

on trouve une autre expression de 1 moins compliquée
r f \ f :\i IAu

I?»!2
|Vr|-

!' dx (in.ii)G
2iW|

Q

Av Av y J
avec

2a®' -4(3</+A)0' -Ut+b)®

a®" -4r(a+b)c[y -®(a+3b)®'

2AO'
2AO

2a®

2aO'
-4r(3g+b)®' -\{a+b)®"

-(«+A)0 -\(a+3b)®'
On va calculer les déterminants principaux successifs de la matrice G dans le
but de trouver une forme de O qui peut donner la positivité de {-/)

det4 — ~rr (a-b)4(3(O') 2-2O"O)\

G =
b®"

2b®1V

(III.12)16 :det3 = -ÿ0Vrt-A)2(3(0')2-20"0),
dei2 = 2t/2(cixp -2(0')- )

(III.13)

i(III.14)
et

!

det 1 = 2a®
la matrice ci-dessus est définie positive si det L det2, det 3 et det4 sont
positifs. On remarque que det 1 et det4 sont positifs, puisque

det 1 > 0 <=> O > 0

(III.15)

!(111.16)
et !

det4 > 0 o -7L-(f/-A)‘,i3(0/)2-20"0);: > 0, (III.17) |.16
mais d'autre part on a

;O"O
(ÿ®'rdet 2 > 0 o r >2 (III.18)

et

cpAp
(O')2 ?det 3 > 0 sp- 3/2 > (III.19)

on remarque fin possibilité de trouver la fonction O pour que les deux

b
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\conditions (111.18) et (111.19) soient vérifiées; puisque on aboutit à une
contradiction:

Q"cp
(cp'j

Notre but est de dégager les difficultés rencontées lors de la recherche des
fonctionnelles de Lyapunov en gradient. Normalement on arrête les calculs à
cette étape puisqu’on n’est pas arrivé a montrer que I < 0. Cherchons le signe
de J; pour cela on utilise la condition (111.8)

[(Ov-®«)/-4<iy;,]|V//|2+
[4CD/v+(cD J.-CD,, )/]|V'v|2-

2[-(Ov-(Diy J\'n\'v

> (111.20)> 2.22

J =f dx
Ci

(III.21)- J\ +J2
avec

J{ =f (Ov-Olv) (|V/vj2-2V//Vv+|\'V!2 \Jdx (111.22)
Q

et

J2 =| -»®{/-„|VH|J+(/-,-/„)VHVV-/V|VV|3}û!ï. (III.23)
o

On calcule les discriminants respectifs de J\ et J 2

D\ = 0. (III.24)
Alors J\ < 0 si on choisit

(III.25)cDv < <DM.
D2 = (A-/.Ÿ+4U,

(III.26)
ce qui montre que ce choix (III.8) ne donne pas la non positivité de J.

Remplaçons donc la condition (III.8) par la condition

9 = 44'-<D = (111.27)

Pour commencer, on a
J =J (Ov-tp„){ |Vm|2+2\'/A v+|VV|2 }fdx, (III.28)

o
nous remarquons que D = 0; alors

cD, < cpw => J < 0, (111.29)

donc les conclusions sont

t •*
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lF = 2(p = 20

(III.30)=> J < 0.et

Ov < Ou
d'autre part

HL ii L i2

/-21 /-'22 y
2.2 I*I= -| (111.31)

0

( /-il /-12
/-21 /-22

une matrice en blocs oùavec
v

2tiO

J

-7(2aOy ■-(ct+b)Q)u) -7- ( MD v+MDun)

(r/+6)CD -l-(2/>0u“û/+/,)0,)
/-21 =

\
y(2nOv-(fl+Z»)Ou)

-ÿ-(r/Ow+ÿOuu) -7(2MD«-((it/i)Ov) J
(<7+6)0

Z* 12 =

et
\MD„, 2MD,

2MDV 2MD
î/-22 =

Si on pose
(III.32)O(ZH-V),

alors
J = 0 (III.33)

et

1 = - f [.v2.z]</.v (III.34)
O

a vec
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2«®' ±(a-b)®' (a+b)®

a®" -—(a+b)®" --(b-u)®1

b®" 2b®1
2b®'

2a®

2a®'
®{a-b)®' -\-{a+b)®"

(a+b)® j(b-a)®'

!..

;V =

2b®

et

\u

|V//|-
|Vvf
Av j

On va calculer les déterminants principaux successifs de la matrice N
intervenant dans l’expression (111.34)

= I CD®''
4 (O')2

-jL-(rr+14tf/>+/>2)2,
det3 = (2®®''(a-b)2H®,)2(atlb)(5a-b)),

det2 = 2<r(®®''-2(®')2)

2 =

det4

(III.35)

(111.36)

;(III.37)

et
(III.38)det 1 - 2a®.

Cette matrice est définie positive si det 1, det2, det3 et det4 sont positifs.
(111.38) est triviale, puisque

(111.39)det 1 > 0 o ® > U,
de plus

(III.40)det4 > 0
ce qui est équivalent à

-jClxiy'(a-/j)2 (®®"(t/-6)2-(®')2(fl2-10rt6H-A2))+ -ÿr(®')'{a2+\4ab+b2)2 > 0

(III.41) i

ou bien© • m\a.b)KMfL(lr--Wab+bi) >......:

__
4____ _ _ (,a*h )i„r O®'"

U®ÿ._ mmfi (111.42)
y
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il suffit que

2Cpcp" 2 crxir1 > 0, (111.43)(a-b)--(®+ J (®')
cpcp"cpcp"- > 0 ; on divise parsachant que (®')s(<P')

(ff-10f+1
> 0 « 777 > (f)!-2f+l

(III.44)
posons

IL = x,b
alors

v2- 1 Qy+ 1
y2-2v+1

cpcp" >(®')2
11 suffit de prendre

2 > dd-lQrX+.L x2+üx+i > o.
x~-2x+1

la solution est sous la forme

y < -3-2 TI
(III.45)ou

y > -3+272L
donc

f ≤ -d+xi )
(III.46)< OU

-£ > -3+2v/2L
comme </ et b sont positives l’expression > -3+2 Jl j est toujours
vérifiée. Alors

cp"cp > 2 => del4 > Ü. (III.47)2(cl)') Pl:n revenant au det2 où
CD"cpdet2 > 0 o f > 2. (III.48)(O')2

Maintenant, le problème se pose pour dot 3. On a

!ÿ!?
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\ \
(a+3b)(5a - b) (III.49Î)m>"det3 > 0 o < -

2(a - br(O')2
les deux conditions (III.48) et (III.49) sont en contradiction

(a+3b)(5a-b)epep" (I11.JÙ)2 < < - 2(<P')2 2(a-b)

puisque
-(a+3b)(5a-b) > 2 w -(a+3b)(5a-b) > 4(a-b)2

2(a-b)2
<P> -Sab+4a2+4b2 < -5cr+3b1-\4ab
o 9cr+6ab + b2 < 0

o (3a+b)2 < 0,
donc le problème qui se pose c’est la positivité de det2 et Jet3, pour cela

essayons d’abord de trouver une solution de l’inégalité différentielle ordinaire
(i.e det2 > 0):

(III.51)

cp"cp (III.52)> 2(<&')-
qui n’est pas en contradiction avec la positivité avec del3. On a

f_çpy =
(<x>/)2-o,,/o

lcp' J (CD')2

■Kÿ)'

(III.53)

d’où
cp"cp
ffP')-

on remplace dans (111.52)

f-O Vlcp' J lCp J
(III.54)> 2 ol- < -1

Alors

< -1 o -“jy- > (//+V)+Ci OÙ Cl G Iff

<=> In-—- > -ln(Ci+(//+»»)) où C2 e IR

(III.55)cp'

C2
C

O O > (III.56)Co+(//+V)
Kxemple: dans cet exemple on essayon l’application des techniques
précidentes dans le cas :

Çicp = Cff+ffciV)
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pour essayer d’éviter la contradiction dans l’expression (111.50).

On pose Ci = 1 et CA = Ü on aura <P - — ~—

dans ce cas L(7) est défini par

W =f TCHV»|V/-V+2 j -zkV.'XvJ» J
n Q LJ

(III.57)
on calcule la dérivée de L(t) par rapport à / pour avoir une idée sur son signe

Premièrement on dérive
12! (III.58)VuVvdx,ll+V

Q

on a

1 \ //A v-ry(/.//+V,)V'//Vv-h

irk™"
f"- Il + V2ci (ll+V)j = 2j dxdt '»’/Q ii

—(aAn+bA\’)\/uYv+
Ot+ï)

j-Ww_Lv„v>
dx

= 2

j [\ n-V v J V/c/.v+
a

(III.59)
alors

-(ih\it+bAv)ViiV\>+(u+v)2
__P_\ X//\ v-j—
//-hr 1

/:=2{ c/a-
\//\A\rQ u+v

h-a -VuVvAu- y V/.'VVAr-h
O'+v) (//-hr)

~\ .\u\v+~~ V //V \r
dx, (111.60)

ü _ u+v

par application de la tormule de Green nous trouvons les expressions suivantes
À

f;i

K:
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(»ÿt)r!Vv'2A"'»+‘;A"A'’+
-H—rVuVv&ll
(it+V)~

dx
QO

(III.61)
et

b£— YvVnAv- A///Y.H-: u+v(u+v)1 é?™** =1 dx.
h -\Yu\:.\vQO (u+v y

(III.62)
Alors

A-

(u+b) 11/,=2} T|VM|2AV dx4-y|Vv|2AU- AnAv+n+v (u+v)_ (u+v)
il

(III.63)
et aussi

h = 2 j JÿtVM-VvjV/atv, (111.64)
Q

deimémemenit on dérive

1
T(H,+v,)|VH|2+-ÿrV»V«, dx

(III.64)
Q

-1si
dt J L (u+v)

ilCl
(III.65)

on trouve

/>Av|V//|2

-n
(//+v)2d dxdl 1

Q O 2("+VJ

2-I VllVjdx,u+v
n :

(III.66)
alors

:
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r:
s 1

\---£-TAv|VH|î+-£grViiVAi/ dx,
(n+v)-

/, -J
(III.67)

La formule de Green donne

2iL \7/VvAit--j~|A// 1 2+

y|\

2(«+»0f -ÿ~VuV Audx =fj //-1-v j
t/.V,

iii
Oa (n+'O

(III.68)
mais

2af — 2il
(m+)0TVï/VVAH = - J V( (III.69)■VuVv)Vudx, :(/H-v)2o

;
4a—1(7 -M:|W|2+

— |V//|2AV

-\\u\2\v\'n-(»+w)3 (7/+V)2--— -VuVvAu = -
(77+v)-

7Ù*
2(7277 A//\ 7/Vv-fQa (l‘+vf (u+v)-

(111.70)
donc

1

2a — IVu 1 2 VvVu+ 2a- v 1 V// 1 2 1Vvl 2-
■ (7/+V)(M+v)2a VuVvAu =\ dx,2 !,

o ("+v)
Q

(III.71)
toujours la formule de Green implique

-2a
(M+V)3-|Vz/|‘— —L—\Vu\2VuVv+

T\VU\2AUI ;„:L v",;w' =J
o o

dx,2a_
(ti+v)

\
(III.72)

;alors
1 1

.
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-la

-\\7u\2 An+—

(u+\>)/, =} dx
2a4a — -|\7//|2|\7V]2o (u+v)- (li+V)

(111.73)
cl

J (III.74)J i - -
o.

iroisièmememt on dérive

1 TAIAA (111.75)
û

ci (i/,+r,)iVvj;+-|~f TïïAAA =| -I tlx
dt • JQ

(111.76)
on trouve après simplification

A/- f — L-iVvl2 =f
J/ J //+V 1 1 j

-b — Ar|\ v | 2-iT“ÿVvVAv dx-a A//|Vv|:+J (//+v)2
Q '

1 AA'A*,

(»+»>)
Q

+
O

(III.77)
alors

rr :\V’| \ v [ 2 -h VvV Av "]dx.-bA//|Vv|2+-a1 ("+vjJ 2 '(.7+V) JO

(III.78)
La formule Green donne

2b rÿY>-|J-4LlA'.f+
(Jl+V)-J 7tbr-ÿ:-\vch j dx,

2k \u\v.Wa Q 2(//+V)

(III.79) •v
mais

“'M2/> 2A-VuS/vAvdx -V„Vv\Vydx= (III.80)
(ti-rV j* (//+U)

.1
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\
Ak T|VV!2\'7//VV+-Ah 5-|VH|2|VV|2- (//+v) (III.81)(w+v) dx-\ 2b— 2iî-_-A//|\7v|2+-

(u+v)~
■V'tfVvAv:(//+v)Q

qui impliquece
t-vA„|V>f+2h r|V»(|-|VV|-- (//+>’)ÿ

— 2A__ j\v v’i 2 V/A V
lu+vy'

( ll+v ) dx\~uVvAvdx =|2k\ 2
O

("+V) Q

(III.82)

d’autre part
b |Vv|2 j *V vdx. f — b—-\S7v\2'Avdx =f

J (?/+v)2 J
o

V 2(H + v)
a

2k •|Vv|4+-2b r|Vv|2VWv- 3
(ll+V) dx,

2k
a (u+v)'

(III.83)

Ialors
Akt£i±*i-AJ,|Vv|2+-ÿA-v|Vv|4-

(w+v)'

-Ü-3-|V»|2|V»>|2+ÿ|AV|2
(//+v) J

-I'V'v'ÿAv-
(//+v)- dx(M+V)‘/3=-{

Q

(III.84)

el
(III.85)X =J

Finalement on aura
(III.86)L'(/) = I+J

avec
r
i

!
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\J — J|+J 2+J 3- - J I IHAX "A '’W/d*+ J
ü n ü

=1 = °-
Q

(III.87)
alors

L'U) = 1
(III.88)= Ii + P + h

où
'N f A//A//

22 \\'U\|VH|: (III.89)dxPI = -
2|Vv|2 |Vv|

Ci
.Av Av J _J

et

<7+ b
u+v

2a _ h-a
(u+v)2 2(ï/+v/

2u_
u+v

a+b a-b2a 2a_ i-(u+v)2 (u+v)2 (u+v)2 2(u+v)
b-a

2(u+v)2 (u+v)2 (u+v)2 (u+v)
a + b a-b
u+v

IP = 2b_2ba+b \
:

2b_2b
2(u+v)~ (u+v)2

les déterminants principaux successifs de la matrice P sont
(a+3b)2(3a+b)2

16(//+v)s

2 U+V

:a(3a+b)
2(//+v)8 -, det2 = Oct det 1 = -ÿL, det3 = -det4 = u+v

(III.90)
on remaque que toutes les conditions sont vérifiées sauf deux qui sont:
dei3 > 0 et det 2 > 0. Donc la matrice P n’est pas définit positive et
impossible sera définit non-négative puisque det3 < 0. Alors:

140 =j 7rf|V»|2<iv+2\ -XfVnVvctH-\ |Vv|2<fr h
Ci il Ci

(III.91)
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n’est pas une fonctionnelle de Lyapunov. 1

On va essayer de chercher O de la forme
Ou I or)

les dérivées de O par rapport à n et v
(111.92)

Ou = Ov = aO' (III.93)
pour que J < 0 il faut que

a < 1 : O' > 0
a > l : O' < 0

Ov < 0„o aO' < O' o (III.94)

nous avons :
= - { [vz.Tjdx :I (III.95)

Q :
:OÙ
;

2a®' -f((2a-l>/-Z))0'
«O" 4(mx2+/>)0" y((2-a)Z)-cm)0'

a2b®"
2ab®'

2a®

2a®'
j((2a-l)a-b)®' -\(aa2+b)®"

(a+b)O y((2-a )b-aa)®'

on calcule les déterminants principaux successifs de la matrice V
det4 = -jk-rr,a2((l-2a)(0')2+2a0,/0)2-

-(O') 4a(2a-1)(a,2+5a+l )+2(®")2a2®2(a2+l )

-0//(0/)20(-a3-2+12a2+a+2a4)

(0/)4(59a2+18a3+18a+2a4+2)+
2(0'')202(4a2+l+a4)+

20,,(0/)20(2a2+7a+2)(a2-4a+l)

(a+b)®

V = i-2ab®' i •

2b®

•MlÊ

+

\cf-h'-

r
JM 0"(0')20(2a4+a-a3-2-12a2)
-l \v 2(0//)‘0-(a-+ 1 J+(0')4(a-2)(o'.-+5a+I ) j
~bA{(a-2)(®t)2+2®®")1,

\+

■ M© ------mr.yfejT 1

H
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2m'>"{ua2-bÿ+

(U)') 2(4cia2+2ua-< i-b )(3/>+2 < /a-a)
--j-r/(p"del 3 =

(III.97)
(111.98)det2 = 2<72(cpcp"-2(cp )2)

et
(III.99)

On cherche muinleinuil les conditions pour que les del 1. del2 , del3 el del4
sont positifs : L’inégalité

del ! = 2</<P

(III.100)detl > 0
est triviale.

dxp"
(CP'):

(III.101)det2 > 0 o > 2.

et
det3 > 0 o 2cpcp'/ (acL2-b)2+(($l)2(4tiCL2+2aa,-(hb)(3b+2aa.-a) < 0

(4aa2+2aa-a-b)( 3b+lcux-a )_ cpcp"
(O')2 < - :2(cnx2-b)

(III.102)
de (III.101) et (III.102) on a ;

(4aa2+2aa-a-b)(3b+2aa-a ) si|gt(III.103)2 < - 2(aa-b)2
Après simplification de (III.103), on aboutit à

(b-a+2o(x+2aa2 )2 < 0
cette inégalité n’est pas vérifiée quelque soit a et b deux nombres positifs,

alors la matrice l 'n’est pas définit positive, maintenant on va essayer de
chercher les conditions pour que la matrice Fsoit définit non-négative. Donc
on remplace l’inégalité (III.104) par l’inégalité suivante:

(Z>-c/+2c/a+2c/a2)2 < 0
et pour que celle inégalité soit vérifiée, il suffit de prendre

2aa2+2aa+b-a = 0
celte équation algébrique admet deux solutions ai. ai

(a-rj(3a2-2ab) )

(III.104)

:
(III.105)

• ®l© j-1 Iaj = — ’a2= 2ÿ2 a
* *Tÿ

filP
F,

fi
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\
pour ai ct cx.2 soient réels, il faut que

3(7-26 (III.107)> 0 o 3a > 26.a
Si on choisit

OO" (III.108)= 2a = ai ou oo et (O')
on a det2 = 0 et del3 = 0. D’autre part on a

6(0")202((7-6)2+6(0')V+6)2-
20"0(4)')2(a+b)ui-b)

-ÿ6a((7+6)(O')2(OO''((7-6)2-(O')2((72+62-106(7))
(0')4((74-12(736+l 18(7262+64-12(763 )+

48(764)0"(O')20/-6)2-8(76(0")202{a-b)2

det4 = \b4 /

+

+
16

-J(/((/+6)O3(O/)2(OO"((7-6)2-(O')2((72+62-10(76))+
-200"(O')2(a+6)((7-6) 2+

(7(0')4((7+6)2+(/02(O")2((7-6)

'N
-J(704 2

(III.109) :
ï-

c’est un polynôme en a de degré 4. Essayons de montrer que
det4 > 0 (III.110)

sous la condition (III.108). On divise les deux membre de l'inégalité (III.110)
par (O')4, on obtient

W
; V1 -

i

r
I:

4,1;

- 0

>
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\ba.{a+b)( ®9 ~(a-b)2-(a2+b2-U)ba)
4 V (cÿ )"

2

+

2
(DO"

(O )2

(a 1 -12a 3 b+1 18c/ 2b2+bl-\ 2ulr )

(a-by+
<<i>')2+J-a2lo

+ -Lf?(flf+A)a3
(qyy

{a-b)2-(ü2+b2-lOab) )
(- -2■�■(fl+A)(rt-A)2+(/((ï+/))2+

l (O')2
+q-aa4 > 02

2

(III.111)

remplaçons 9 -, - ~ dans celte demierre inégalité, alors on obtient
(4) )-

~b(9o2b-2ûb2+b3-4oi )
4
+-~ba(a+b)(a2+6ab+b2)

+-ÿra2(aA+52ba3-2b2a2+bA+52ab3 )

+-j-a3a(a+b)(a2+6ab+b2 )

+-ÿu\,(cy-2bcr+9ab2-Aby > 0, (III.112)
iJivisons( III. 1 12) par lr\ on trouve

-7(24+47)3-9(f)2-')+7“(f+,)((f)2+6f+1)+
j6aiAfy+52i+52{fî<fï+iy
Mÿ0((f)2+6t+0ÿKïî+’Hîï)

i

!
;•> 0. I:’@1@ m(III.113) •• .. .

. ..Si on pose = x. alors 1111.1 13) devientn
r
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\
--U~V+4A-3-9..Y:- 1 )-t......- a(++ 1 )(.v:+6.v+ I
4 4 10

+4ÿ3-v(-v+1)(.v2+6.v+1 )+-j-a ',.v(-4-2.v:+tXv+.vJ ) > 0.
4 4

2 (- 1 OA-2+â2.Y+52A-3+A-I +1 )-a

(III.114)
ex i s’écrit

+ J) (III.115)

icmplaçons u par a I dans lc\pics.suni (III. I II ), on vil >i iciil

-9+6.Y5-66.y2-37+4 +96+3+26„r J(3.x - 2)x(x: + 3)(3.y2-12.y+5)] > 0.

(III.116)
Après simplification

-9+6X’)-66X2-37X4+96X3+26X(X2+3)(3X2-12X+5) JX( 3.V-2 ) > 0.
(III.117)

1‘inégalité ci-dessus est compliquée,done on revient à a.2

(-2a+2jTa2-2a7>]1a2= 4ÿ7

- 2‘('l+vÿ?)
remplaçons a par a2 dans (III.1 14)

AïÉ-33+48+5+546+2-157+4+552+3+224+-
(-72+3+254+2-240++63+27+4 ) Jx(3x-2)

I > 032+

(III.118)
Après simplification
48.t3+546.y2- 1 57+4+552+3+224+-33-(-72+3+254+2-24Ü++63+27+4 ) Jx( 3+-2) > 0

!

|
(III.119)

cette expression est aussi compliquée.
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yj «gradient»ÿJSUk «Lyapunov» eLUY CJLù£ y J~Ji >-u j* —*yi J!
y;yj Â-jL-aUiii JûYJujis.ysjti yji ijyYI jyj LÿJU yjLysn J J*JJU ui

« Systèmes de réaction- jLZûyij J*Ai hUüi sLLÿJl «parabolique» -l&AUyi £jül

.diffusion »

Jj-ullyJ{J (JLUI jJLéûLjL .J»* j-u Jjlyÿ ‘JÿJJ ÆxuùJLi ySJI •Jjf- d' jJjJ *-'' ù*

JS J*IJAL*(0,TJUIJX;LP) *L*Jiyj*Mi J, ù&JJ* Hemy[14]:Jÿl)
.p>n/2

■

:
I-
I-

Jl y— JU ijLîSJl -uj Lu j'JUJS u jj yi Lc-jî ju -iJI jJ! L>*u -J- J*ÿ' Aj ùJS-! < -fetÿ -Ulzul y

S. Kouachi[24] et y.CI! Jjÿy LiuLd Y ( CL/JAS) <JjYI«Lyapunov» '4
y JAJI JùIJJJîû yÿxûff yy Lit ."JM 4 'i-ut yJl Jl jJi y .(S.Kottachi et A.) oukana[25]

jSJ «des injections de Sobolev» -JJJSJ-* JûL1/Lû yjL2(0,l\jM jl1) çLLLÿîSI

yjijÿyyÿÿji p>n/2 jsyîÿ idioyÿU) y jjy JJI jf
_ JJJÛJ f. 1 1<|11_ju jU -LU.djJLl JJJ
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The aim of this work is to present techniques of construction of Lyapunov

functional in gradient allowing to prove the global existence in time for solutions

of systems which are formed by partial differential equations of parabolic type

calls Systems of reaction-diffusion equations.

It is well known that to show the global existence, it suffices to show, by

using the regularizing effect (see D. Henry /14] ) that the term oj reaction is in

Lit),l\uL LI) for a certain p>tt/2.

In the case where the reaction is of exponential growth with an exhibitor

that is enough sufficient, the elementary Lyapunov functional (polynomials, ...)do

not give the global existence (see S. Kouachi [24 j and S. Kouachi & A. Youkana ’

[25]). The functional which used here can give priori estimations of the solution in

the spaces L'(0,T\U, ; if), then by applications of Sobolev injections we can easily

deduce the solution is in the space Lÿ(0,l\Jax; If) for it certain p>n/2 that gives the

global existence of the solution by the regularizing effect's principle.
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Cadre abstrait

Le but de ce travail est de présenter des techniques de construction des
fonctionnelles de Lyapunov en gradient permettant de prouver l'existence globale

en letups des solutions d'une classe des systèmes formés d'équations aux dérivées
partielles du type parabolique appelées Systèmes de reaction-diffusion.

11 est bien contai Pour démontrer l'existence globale, il suffit de montrer, en
utilisant l'effet régularisant (voir D. Henry [14]) que le terme de réaction est dans
lf:ü,Tstux', Lp) pour un certain p>u2.

Dans te cas oit la réaction est à croissance exponentielle avec exposant
suffisamment grand, les fonctionnelles de Lyapunov élémentaires (polynomiales,...)
ne donnent pas l'existence globale (voir S. Kouaclti [24J et S. Koiiachi & A.
Youkana [25f ). Les fonctionnelles utilisées ici peuvent donner des estimations à
priori sur la solution dans les espaces L‘(0,T\juv; H1) puis par applications des
injections de Sobolev un en déduit facilement l'appartenance de la solution à un
espace H i(), ; U) pour un certain p>n 2 qui donne l'existence globale de la
solution d'après le principe de l'effet régularisant.
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