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INTRODUCTION
H est bien connu que les problèmes du type Sturm-Liouville jouent un role important

en physique mathématique, des développement important de cette théorie ont été traités

dans [16]. [1S] et les références qui s’y trouvent. Habituellement, le paramètre spectral A

apparaît seulement dans l’équation des problèmes classiques de Sturm-Liouville, cepen¬

dant en physique mathématique certains problèmes contiennent la dérivée par rapport au

temps dans les conditions aux limites, ce qui conduit après la séparation des variables à

des problèmes spectraux qui contiennent le paramètre A non seulement dans l’équation

mais aussi dans les conditions aux limites, pour certaines applications physiques voir par

exemple [4], [5], [8], [9], [15], [16], [17] et [19]. Certaines classes de problèmes de transmis¬

sion pour le problème de Sturm Liouville ont été étudiés dans [6], [8], [10], [11], [14] et [20].

Des problèmes similaires pour équations à coefficients continus ont été étudiés dans [1], [2],

[7i. [12]. [21]. [22], [23] et [24], Le présent travail est consacré à l’étude des problèmes aux

limites du type Sturm-Liouville à coefficients discontinus contenant le paramètre spectral

dans les conditions aux limites. On traite aussi le cas ou le paramètre spectral apparaît

dans les conditions aux limites et dans les conditions de transmission. Pour chaque type

de problème traité on établit le comportement asymptotique des valeurs propres et des

fonctions propres.

Plus exactement ce travail est composé de trois chapitres. Au premier chapitre on

aborde l’étude d’un problème de Sturm-Liouville à coefficient discontinu, contenant le

paramètre spectral dans l’une des conditions aux limites et dans les deux conditions

de transmission. Au chapitre deux on traite le cas où le paramètre spectral apparaît

uniquement dans les conditions aux limites. Enfin au dernier chapitre on traite le cas

ou les deux conditions aux limites et les deux conditions de transmission contiennent le

3



paramètre spectral. Dans chaque cas on donne la formulation opératorielle du problème

considéré dans un espace de Hilbert adéquat, dans lequel l’opérateur engendré par le

problème en question est symétrique. Par la suite on donne le comportement asymptotique

des valeurs propres et des fonctions propres, en plus pour le problème traité au second

chapitre on donne le comportement asymptotique des fonctions propres normalisées. Des

cas particuliers de tels problèmes ont été traités dans [3] et [13].
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Chapitre 1

PROBLEME DE

STURM-LIOUVILLE A

COEFFICIENT DISCONTINU

AVEC PARAMETRE SPECTRAL

DANS UNE CONDITION AUX

LIMITES ET DANS LES

CONDITIONS DE

TRANSMISSION.
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1.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre on aborde l’étude d’un problème de Sturm-Liouville à coefficient

discontinu, contenant le paramètre spectral dans l’une des conditions aux limites et dans

les deux conditions de transmission. Tout d’abord on donne la formulation opératorielle du

problème considéré dans un espace de Hilbert adéquat, dans lequel l’opérateur engendré

par- le problème en question est symétrique. Par la suite on établit le comportement

asymptotique des valeurs propres et des fonctions propres. Un cas particulier d’un tel

problème à été traité dans [13].

Soit l'équation

x € [a, c[ U ]c, b] , (1-1)-u" ( x ) + q(x) u ( x ) = Au (x)ru

et la condition aux limites en x = a

(1-2)Li (u) = axu (a) + a2u' (a) = 0,

et la condition aux limites en x — b

L2 (u ) = X (P\u (b) - I3'2U' (b)) 4- OV (b) ~ /V (b)) = 0, (1-3)

avec les conditions de transmission au point de discontinuité x = c

(1-4)Lz (u) = u (c- 0) - Xu (c + 0) = 0,

(1-5)U (u) = u! (c- 0) - Xv! (c + 0) = 0,
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où A est un paramètre complexe, q (x) est une fonction réelle continue dans [a, c[ et

]c.b] et elle a des limites finies quand x — > c ± 0; at, 0X, 0\ (i = 1,2) sont des nombres

réels tells que :

|ûI| + |a2| 7ÿ 0,

|ii| + Idol 0, et nous supposons que p = 0'102 — Pi P'z > 0.

1.2 FORMULATION OPERATORIELLE

Nous introduisons un produit scalaire dans l’espace de Hilbert H — L2 [a, 6] ©C et un

opérateur symétrique A \ H —> H tel que (1-1)-(1-5) peut être considéré comme problème

aux valeurs propres de cet opérateur.

Dans l’espace de Hilbert L2 [a, b] © C, nous définissons le produit scalaire :

c-0 b
A2f (x)g(x)dx + —figi,(F.G) =
Pi

c+0

G = {g {x),gi) .pour F = (f (x) , /1) ,

Pour des raisons de commodité nous utiliserons les notations suivantes :

Bb {u) = 0\U (b) - 02u' (b)

B'b (u) = /3'lU(6)-/3'w'(&).

Dans l’espace de Hilbert H considérons l’opérateur A de domaine de définition :
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F = (f (x) , fi) : f ( x ) et f (x ) sont absolument continues

D(A) = dans [a, c[ U ]c, b] et ont des limites finies quand x — > c ± 0,

rf e L2 [a. b) , L,f = 0, i = 1, 3, 4; fx = B'b (/) ,

AF = (r/, —Bb (/)) .

D'où le problème considéré (l-l)-(l-5) se ramène au problème suivant :

4F = A F.

Les valeurs propres et les fonctions propres du problème (l-l)-(l-5) sont définies

comme valeurs propres et les premières composantes des vecteurs propres de l'opérateur

.4 respectivement.

Théorème 1 L'opérateur .4 est symétrique.

Preuve : soient F. G G D (A) .

Pour montrer que .4 est symétrique il suffit de montrer que (AF,G) — (F, AG).

En intégrons deux fois par parties nous obtenons

\AF.a) = (F. AG) + W (f,g\c — 0)~W{f,g;a) + X2W {f,g;b)

-A2!!' (/, J; c + 0) + A (/) Bi (g) - B,(/) B'b (g)) .
P

(1-6)

où. IF (/. g: x) est le wronskien des fonctions f et g :

W (/’ 9\ x) = f (r) g' (x) - f (x) g ( x ) .

8



Puisque f et g vérifient les conditions aux limites (1-2) et (1-3) et les conditions de

transmission (1-4) et (1-5) nous avons :

W(f,g;a) = 0,

-p(B'i(f)Bb(g)-Bi(f)B'l(g)) = -W(f,g-,b),

W(f,g;c- 0) = X2W (f.g\ c + 0) .

(1-7)

Finalement en substituant (1-7) dans (1-6) nous obtenons :

(AF,G) = (F,AG) (F,GïD(A)), (1-8)

d’où A est symétrique.

Corollaire 1 les valeurs propres du problème (l-l)-(l-5) sont réelles.

Nous pouvons supposer maintenant que toutes les fonctions propres du problème

(l-l)-(l-5) sont réelles.

Corollaire 2 Soit Àiet À2deux valeurs propres distinctes du problème (l-l)-(l-5),

alors les fonctions propres correspondantes txiet de ce problème sont orthogonal i.e

(ui,u2) = 0.
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1.3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU SYS¬

TEME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS

Pour une prochaine considération, nous avons besoin du lemme suivant, qui peut être

prouvé par la même technique comme dans la preuve de théorème 1.5 dans [18] .

Lemme1Soit q (x) une fonction réelle continue dans [a, 6] et / (À) , g (A) des fonctions

entières donnée. Alors pour A 6 C l’équation

x €[a, b]TU = — u" (x) + q(x)u (x) = Au (x)

a une solution unique u = u (x, A) qui satisfait aux conditions initiales

u {a) — f (X) . u' (a) = g (A) (où u (b) = f (A) , u' (b) = g (X)) .

Pour chaque x fixé dans [a, 6], en plus u (x , A) est une fonction entière en A.

Soit maintenant $u(z) = (x, A) la solution de l’équation (1-1) dans [a, c], qui

satisfait les conditions initiales

(1-9)u(a)—a2, u'(o) = -ai.

Après avoir défini cette solution nous pouvons définir la solution 3>2A (X) = $2 ix, A)

de l’équation (1-1) dans [c, 5], avec les conditions initiales

u(c) = A-1$! (c, A) , (1-10)

u' (c) = A-1#! (c, A) .
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Remarque 1 La fonction <ï>! (x, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition

(1-2). et $2 (x, À) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (1-4)

et (1-5).

De la même manière nous devons définir la solution 4>2A (X) = (x, A) de l’équation

(1-1) dans [c. 6], avec les conditions initiales

u(b) = fa + A/?'2) u'(b) = Pl + A#, (1-11)

et la solution 'l'n(x) = 'l'i (x, A) de l’équation (1-1) dans [a, c] avec les conditions

initiales

u(c) = A*2(X,A), (1-12)

u'(c) = Aÿ2 (C, A) .

Remarque 2 La fonction 4>2 (x, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition

(1-3). et (r. A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (1-4)

et (1-5).

Nous considérons les wronskiens :

u\ = Wx(QuVi,x)

= <MZ,AK(X,A)-$'(X,A)ÿ(Z,A), ar€fii(i = l,2)

ils sont indépendants de x € füj et ils sont des fonctions entières, où fli = [a, c] ,
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f>2 = [c. b] .

Si on prend en considération les équations (1-10), (1-12) avec un calcul court on

obtient immédiatement

u-x (A) = \2W2 (A) .

On construit deux bases de solutions de l’équation (1-1)

<ï>i (x. A) . x e [a. c[ , 'Ll (x, A) , x G [a, c[ ,
$ (x. A) = * (x, A) =

$2 (x. A) , x € ]c, 6] .

En vertu des équations (1-10) et (1-12) ces solutions vérifient les deux conditions de
$2 (x, A) , x e ]c,6] .

transmission (1-4) et (1-5).

Le wronskien des fonctions O (x. A) et 'L (x, A) est indépendant de la variable x dans

fi. c[ u je. b] et il est mie fonction entière pour chaque x fixé dans [a, c[ U ]c, b] .

Notons par- w (A) le Wronskien des fonctions $ (x, A) et 'L (x. A) ,

w (A) = IL’ (<ï> (x, A) , 'L (x, A)) .

Il est clair que

w (A) = w\ (A) = X2W2 (A) .

Théorème 2 Les valeurs propres du problème (1-1)-(1-5) coincident avec les zéros

de la fonction w (A) .

Preuve : Soit w (AQ) = 0. Nous montrerons que (x, A0) est une fonction propre.

Par définition de cette solution, 'L (x, AQ) satisfait aux conditions aux limite (1-3). Puisque

w (A0) = 0. les fonctions 4>i (x, AQ) et 'Ll (x, AQ) sont linéairement dépendantes, i e
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$1 (x, A0) = fciÿ! (x, A0) x G [a, c]

pour ki 7= 0. Par conséquent, la fonction 'P (x, Ao) satisfait aussi à la condition (1-

2). Connue la solution $ (x, Ao) satisfait aux conditions de transmission (1-4) et (1-5),

donc 'P (x, A0) est une fonction propre du problème (l-l)-(l-5) correspondante à la valeur

propre À0.

Soit U-Q (x) une fonction propre correspondant à la valeur propre AQ, mais nous sup¬

posons que w (A0) 0. Alors «ïq (x, A0) et \I>i (x, A0) , $2 {x, AQ) et (x, AQ) seraient

linéairement indépendants dans [a, c] et [c, 6], respectivement. Alors la fonction UQ (X)

peut être représentée sous la forme :

Ci$i (x, A0) + c2ÿi {x, A0) , x G [a, c[
u0 (x) =

C34>2 (X, AO) + c4*P2 (x, AQ) , x G ]c, b] .

Où au moins une des constantes ci, c2, c3l c4 n’est pas nulle.

On applique les conditions de transmission (1-4) et (1-5) à cette représentation de

ao (x) et on prend en considération les conditions initiales (1-10) et (1-12) pour 4>2 (x, A0)

et 'l'i (x. A0) respectivement, nous obtenons :

(ci - c3)$1 (c, A0) + (c2 - c4)ÿi (c, A0) = 0,
(1-13)

(ci - c3)$; (c, A0) + (c2 - c4)ÿ (c, Ao) = 0.

On considère ces égalités comme un système homogène d’équations linéaires des va¬

riables Ci — c3 et c2 — c4 nous avons :

c2 — c4 = 0.ci - c3 = 0,
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Puisque le déterminant de (1-13) est égal à W\ (A) lequel n’est pas nul. Donc C\ = C3

et c2 = c4. Par conséquent la fonction propre u0 (x) est représentée par :

cl +4ï 0.Uo (x) = Cj<î> (x, A0) + c2ÿ (x, A0) ,

On applique maintenant les conditions aux limites (1-2) et (1-3) à cette représenta¬

tion et on prend en compte les conditions (1-9) et (1-11) pour $1 (x, A0) et

respectivement, nous obtenons

L\ (u0 (X)) = ciLi (f (X,A0)) + C2LI (¥(X,AO))

= C2L1(ÿ(X,A0))

= C2((-QI)X(O, A0) + a2x' (a, A0))

= c-iiUi (A0) = 0,

de la même façon, on obtient

L2 (u0 (X)) = cxw2 (A0) = 0.

Par conséquent, C\ — 0 et c2 = 0, puisque Wi (AQ) 0 et W2 (A0) 0 par supposition,

nous obtenons donc la contradiction avec cx = c2 = C3 = c4 = 0, laquelle complète la

démonstration.

Lemme 2 Soit A = s2. On a alors les équations intégrales suivantes pour k=0 et

k=l.
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JÿMÿA) = aa£fcCos[«(a;-o)] + |ai£*sin[fi(a:-a)]
7 dkI dx* Sin ~~ V 9 dV'

(1-14)

1
+5

dk dk
= A Vi (c, A) cos [s(x-c)]

+ (c, A) sin [s (x - c)]

i 7
+5 / sin - yÿ q y’ Aÿ dy'

(1-15)

Preuve : Pour le prouver il suffit d’écrire s2$i (y, A)+$" (y, A) au lieu de q (y) 3>i (y, A)

dans le terme intégral de l’équation (1-14), et remplacer s2<ï>2 (y, A) + $2 (y, A) au lieu de

q (y) <ï>2 (y. A) dans le terme intégral de l’équation (1-15) et on intègre deux fois par parties.

Lemme 3 Soit A = s2. Alors, pour |A| — > 00, on a les égalités asymptotiques suivantes.

1) Pour û-2 ÿé Q

{x, A) = Q2ÿ cos [s (x — a)) + O (|s|*-1e|t|(x-a)) , (1-16)

dkdk [s {x-a)\ + 0 (isl*-3 . (1-17)

2) Pour û-2 = 0

dk
dxk sin [s (x-a)] + 0(|s|fc"2elt|(x-a)) (1-18)—kÿ (X,A) = ûI5
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(x, A) = s 3a,ijSm[s (x - a)] + O (|.s|* 4 e|,|(* “') . (1-19)

Preuve : La formule asymptotique de $1 (x, A) à été obtenue de la même façon que

[4. lemme 1] et [18, lemme 1.7] mais elle est semblable à la formule de la solution $2 (x, A)

que nous formulerons sans preuve.

Soit Û2 0. On substitue (1-16) dans (1-15) pour k=0, nous obtenons

$2 (x, A) = s 2û2 COS [S (C — a)] cos [s (x — c)] (1-20)

—025 2 sin [s (c — a)] sin[s (x — c)]

J sin [s (x - y)] q {y) $2 (y, A) dy
C

+oorv|(i-a>) •

On multiplie par |s|2e a) et on note

F(x,A) = |s|2e-ÿ-aÿ2 (x, A)

$2 (y, A) = F (y, A) |sraeMfr-î.

On obtient
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F (x, A) = |s|2e ah 2a2 cos [s (c — a)] cos [s (x — c)]

— |s|2 e"ltKI_a)o;2s_2 sin [5 (c — a)] sin [s ( x — c)]

+ ■

On pose M (A) = max |F (x, A)| on obtient

M0M (A) < |a2| + TÿM
pour M0 > 0. Par conséquent M (A) = O (1) quand |A| — � 00, donc

$2 (a;, A) = O (|s|-2 ct*IC*-»)) . (1-21)

On substitue (1-21) dans (1-20) cela nous donne (1-17) pour le cas k=0. Pour le cas

k=l on applique le même procédé .

La preuve de la formule (1-19) est semblable à celle de (1-17).

Théorème 3 Soit A = s2 , pour la représentation asymptotique des fonctions w (A)

on a

Cas 1 : si 3'2 0 et a2 0, alors

w (A) = /32O2S sin [s (b — a)] + O (e'ÿb aÿ) . (1-22)

Cas 2 : si 3'2 ± 0 et a2 = 0, alors

w (A) = -/3'ai cos [s ( b -a)] +0 (|s|_1 el£'(b-a)) . (1-23)
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Cas 3 : si Jo = 0 et Q2 7ÿ 0, alors

w (A) = i3\a-2 eos (s ( b — a)] + O (|s| 1 e|,|{b a)) . (1-24)

Cas 4 : si 3'2 = 0 et c*2 = 0. alors

w (À) = @[QIS 1 sin [s (6 — a)] + O (|s| 2 eÿb a)) . (1-25)

Preuve : Nous considérons le cas 1, posons x — b dans la fonction w (À), on a

W(X) = $2 (6, A) $2 (6, A) - $2 (b, A) $2 (&, A)

= (b , A) (& + A#) - (6, A) (J2 + AJ')-

En substituont (1-17) dans w (A) en obtient (1-22). Pour les autres cas on opère de

la même façon.

Corollaire 3 Les valeurs propres du problème (l-l)-(l-5) sont bornées inférieurement.

Preuve : posons s = it (t > 0) dans les formules (l-22)-(l-23)-(l-24)-(l-25) il suit

que u.' {—t2) — » oc quand t — � oo. Par conséquent w (A) 0 pour A négatif et suffisamment

grand en module.

18



Preuve : Soit 3'2 i1 0 et Q2 0. On note par u\ (s) et w2 (5) le premier et le second

terme respectivement de (1-22).

Nous appliquerons le théorème de Rouche dans un contour suffisamment grand, il

suit que (s) et a,'2 (s) ont le même nombre de zéros à l’intérieur du contour. D’où si

sont les zéros de uq (s) et An = .9ÿ, nous avonsAo < A, < A 2

7T n + Jn,Sn = (b -a)

pour n suffisamment grand, et |<5„| < 2(b-a) Pour n suffisamment grand. En remplaçant

dans (1-22) nous obtenons

ôn=0

Ce qui complète la preuve du cas 1. Les preuves des autres cas sont semblables.

1.5 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES FONC¬

TIONS PROPRES

Théorème 5 Les fonctions propres du problème (l-l)-(1-5) admettent les représen¬

tations asymptotiques suivantes :

Cas 1 : si 3'2 0 et û2 0, alors

û2cos [7rng4] +0(£), x £ [a, c[ ,
$ (X. A„) =

[( (5zsy) n] û'2 c°s [îmfzï] + 0 (n 3) » xe]c,b}.

20



Cas 2 : si d2 7ÿ 0 et Q2 — 0, alors

Q1 [((6=S)) (n + è)] sin [TT (n + I) grf}] + O (£) , x G [a, c[ ,

[(6ÿ)(n + è)] û!sin [TT (n + J) gfg] +0(n-4)
<ï> (.r. An) =

x €]c, b] .

Cas 3 : si 32 = 0 et a2 7ÿ 0, alors

(n + 2) + 0 (n) ’ x e [a, c[ ,Q2 cos
$(*.Àn) = -2

Q’2 COS [7r (n + |) fÿ] + O (n 3) , x e ]c, fe] .(b-a)

Cas 4 : si 3'2 — 0 et a2 = 0, alors

[((ïzÿy) (« + !)] sin [TT (n + x) §=$] + 0 (à) > x e[a,c[,

\ [((5=S) (w + 1))] Q'isin [77(77 + 1)§5§] +0(n-4), x G ]c, 6] .

ûI
<$> (.r. A„) =

Preuve : Nous considérons le cas 1.

On trouve avec un simple calcul et en utiliseront (l-26)-(l-17) que :

[(b=7)n (* - Û)] +0(n)cos [sn ( x — Ci)] = cos

= [(P3"]"’ + °(n"4)'-2(«n)

donc
-2 [(bÿ)n (x ~ °)] +°(n 3)(«n) 2 cos [sn{x-a)} = [ÿ7l] cos

Finalement on a
-2 ] + O (n'3)d>, (x, A„) = Q2 [(5=sjn] (*~a)cos 7rn (b-a)

De la même façons on trouve
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(x, An) = Û2 COS + O (A) .

Les preuves des autres se font de manière identique.
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Chapitre 2

PROBLEME DE

STURM-LIOUVILLE A

COEFFICIENT DISCONTINU

AVEC PARAMETRE SPECTRAL

DANS LES CONDITIONS AUX

LIMITES.
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2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre on aborde l’étude d’un problème de Sturm-Liouville à coefficient

discontinu, contenant le paramètre spectral uniquement dans les conditions aux limites.

Tbut d’abord on donne la formulation opératorielle du problème considéré dans un espace

de Hilbert adéquat, dans lequel l’opérateur engendré par le problème en question est

symétrique. Par la suite on établit le comportement asymptotique des valeurs propres et

des fonctions propres'. En plus on donne les formules asymptotiques des fonctions propres

normalisées. Un cas particulier d’un tel problème à été traité dans [3] et [13].

Soit l'équation suivante

x € [a, c[ U ]c, b] ,ru — -u" ( x ) + q(x) u (x) — Au (x) (2-1)

la condition aux limites en x = a

Ii (u) = A (a[u (a) — a'2u' (a)) — (a\u (a) — aÿu' (a)) = 0, (2-2)

la condition aux limites en x — b

(2-3)I2 (U) = A (P[u (b) - fou1 (b)) + G8iu (b ) - P2u' (b)) = 0,

et les conditions de transmission au point de discontinuité x = c

(2-4)I3 (u) = u (c - 0) — ôu (c + 0) = 0,

(2-5)I4 (u) = u1 (c — 0) — ôu' (c + 0) = 0,
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A est un paramètre complexe, q (x) est une fonction réelle continue dans [a, c[ et ]c, b]

et elle a des limites finies quand x — + c ± 0; Pi, a,, a-, 0it 0\ (i = 1, 2) sont des nombres

réels tels que :

Kl + Kiÿo.

Iÿil + |bo| 0, et nous supposons que ô > 0 et

a'i 0\ 0,
>0, > 0.Pl = p2 -

02 02û-2 a2

2.2 FORMULATION OPERATORIELLE

Nous introduisons un produit scalaire dans l’espace de Hilbert H = L2 [a, b] © C2

et un opérateur symétrique A : H — > H tel que (2-l)-(2-5) peut être considéré comme

problème aux valeurs propres de cet opérateur.

Donc, dans l’espace de Hilbert L2 [a, b] © C2 nous définissons le produit scalaire :

bc— 0 è2î
/ (x ) g [x)dx © —figi H--/2S2,(F.G) =

Pi P2
c+0

G = (g(x),gi,g2) .pour F = {f (x) , /1, /2)

Nous utiliserons les notations suivantes :

Ba{u) = ct\u (a) — a2u' (a)

B'a (u ) = a\u (a) — a'2u' (a) ,

Bb (u ) = 0xu {b) - 02u1 (b)

B'b{u) = 0'1u(b)-0'2u,(b).
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Dans l'espace de Hilbert H considérons l’opérateur A de domaine de définition :

F = (/ (2) , /1, /2) : / (2) et f (2) sont absolument continues

dans [a, c[ U }c, 5] et ont des limites finies quand 2 — > c ± 0, ’D(.4) =

Tf<=L2[a,b],Lif = 0, z = 3,4; f, = B'a(f) , f2 = B'b(f) .

AF = (rf,Ba(f),-Bb(f)).

D'où le problème considéré (2-l)-(2-5) se ramène au problème suivant :

.4F = A F.

Les valeurs propres et les fonctions propres du problème (2-1)-(2-5) sont définies

connue valeurs propres et les premières composantes des vecteurs propres de l’opérateur

.4 respectivement.

Théorème 1 L’opérateur A est symétrique.

Preuve : Soient F, G £ D (A) .

Pour montrer que A est symétrique il suffit de montrer que (AF,G) = (F, AG).

En intégrons deux fois par parties nous obtenons

(AF G) = (F,AG) +W(f,g-c-0)-W(f,g-,a)+ ô2W(f,g-,b)

(/, g-c + 0) +- (Ba (f) B'a (g) - B'a (f) Ba (g))

(2-6)

Pi
ô2

+~(B'b(f)Bb (g) — Bb (f) B'b (g)) ,
P2

où. VF (/. g; 2) le wronskien des fonctions f et g :
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Wr (/, Pi z) = / (x) g' (x) - /' (x ) g (x) .

Puisque f et g vérifient les conditions aux limites (2-2) et (2-3) nous avons :

1-(Ba(f)B'a(g)-B'a(f)Ba(g)) = W(f,g;a), (2-7)
Pi

1-(B'b(f)Bb(g)-Bb(f)B'bm = ~W(f,g;b).
P2

Les conditions de transmission (2-4) et (2-5) donnent

H' (/, p; c - 0) = 52W (/, p; c + 0) . (2-8)

Finalement en substituant (2-7) et (2-8) dans (2-6) nous obtenons

(F,GeD(A)),(AF,G) = (F, AG)

donc A est symétrique.

Corollaire 1 Les valeurs propres du problème (2-l)-(2-5) sont réelles.

Nous pouvons supposer maintenant que toutes les fonctions propres du problème

(2-1)-(2-5) sont réelles.

Corollaire 2 Soit Àiet A2deux valeurs propres distinctes du problème (2-l)-(2-5).

Alors les fonctions propres correspondantes uiet u2 sont orthogonal i.e

C-° 6 ô2J Ui (x) u-2 (x) dx + S2 J Ui (x) u2 (x) dx + yB'a (ui) B'a (u2) + yB'b (til) B'b (u2) = 0.
c+0
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2.3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU SYS¬

TEME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS

Pour la suit, nous avons besoin du lemme suivant, qui peut être prouvé par la même

technique comme dans la preuve de théorème 1.5 dans [18] .

Lemme 1 Soit q (x) une fonction réelle continue dans [a, b] et / (À) , g (A) des

fonctions entières données. Alors pour A €C l’équation

—u" ( x ) + q(x) u (x) = Au (x ) x e [a, 6] ,TU =

a une solution unique u = u(x, A) qui satisfait aux conditions initiales

«(«) = / (A), u' (û) = g (A) (où u(b) = f (A) , u' (b) = g (A)) .

Pour chaque x fixé dans [a, b], u (x, A) est une fonction entière en A.

Soit ou (x) = (pl (x, A) la solution de l’équation (2-1) dans [o, c], satisfait aux condi¬

tions initiales

(2-9)u (a) = — û’2 + Aa'j, u' (a) = —ai + Aaÿ.

Après avoir défini cette solution nous pouvons définir la solution <p2A (x) = ô2 (x, A)

de l'équation (2-1) dans [c, b], avec les conditions initiales

u(c) = 6 1(f)l(c,X) (2-10)

u' (c) = rv; (c, A) .
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Remarque 1 La fonction (x, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition

(2-2). et ç>2 (x. A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (2-4)

et (2-5).

De la même manière nous devons définir la solution, = X2 (x, A) de l’équation

(2-1) dans [c, 6], avec les conditions initiales

u(6) = /32 + A/?'2, u'(b)=01+\0'l, (2-11)

et la solution \u = \i (x. A) de l’équation (2-1) dans [a, c] avec les conditions initiales

u(c) = SX2(X,A) (2-12)

u'(c) = <5x2 (c> A) •

Remarque 2 La fonction X2 (x, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition

(2-3). et \j (x, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (2-4)

et (2-5).

Nous considérons les wronskiens

w, = Wxfaxux)

= à, (x, A) x' (x, A) - <j>\ (x, A) Xi (x, A) , x €a (i = 1, 2) ,

ils sont indépendants de x G flj et ils sont des fonctions entières, où = [a, c] ,

Q2 = [c. b] .
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On prend en considération les équations (2-10), (2-12) avec un calcul court on obtient :

wi (A) = 52W2 (A) .

On construit deux bases de solutions de l’équation (2-1)

0i (x, A) , x G [a, c[ , Xi (x, A) . * G [û, c[
o(x.A) = X (x, A) -

ôo (x, A) , x €]c, 6] .

En vertu des équations (2-10) et (2-12) ces solutions vérifient les deux conditions de
X2(x,A), x G je, 6] .

transmission (2-4) et (2-5).

Le wronskien des fonctions <p (x, A) et x (x, A) est indépendant de la variable x dans

[o. ci L> je. 6] et il est une fonction entière pour chaque x fixé dans [a, c[ U je, 6] .

Notons par w (A) le Wronskien des fonctions 0 (x, A) et x (x, A) ,

w (A) = W (0 (x, A) , x (x, A)) .

Il est clair que

w (A) = Wl (A) = 52W2 (A) .

Théorème 2 Les valeurs propres du problème (2-l)-(2-5) coincident avec les zéros

de la fonction w (A) .

Preuve : Soit w (AQ) = 0. Nous montrerons que x (x, Ao) est une fonction propre.

Par définition de cette solution, x (x, AQ) satisfait aux conditions aux limite (2-3). Puisque

ic (Ao) = 0. les fonctions (x, A0) et Xi (x, A0) sont linéairement dépandantes, i e

x G [a, c] ,0i (x, A0) = kiXi (x> Ao)
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pour k\ 7ÿ 0. Par conséquent, la fonction x (x, Ao) satisfait aussi à la condition (2-2).

Comme la solution X(X,AQ) satisfait aux conditions de transmission (2-4) et (2-5). nous

avons donc x (x, A0) est une fonction propre du problème (2-l)-(2-5) correspondante à la

valeur propre AQ.

Soit u0 (x) une fonction propre correspondant à la valeur propre A0, mais nous suppo¬

sons que w (AQ) 0. Alors ( x , A0) et Xi (x, A0) , (fi2 {x, A0) et \2 (x. Ao) seraient linéaire¬

ment indépendants dans [a, c] et [c,b\, respectivement. Alors la fonction u0 (x) peut être

représentée sous la forme

Cl 01 (x, A0) + C2X1 (x, AQ) , x e [a. c[ .
uo (x) =

C302 (x, A0) + C4X2 (*, Ao) , X e }c, 6] .

où au moins une des constantes ci, c2, c3, c4 n’est pas nulle.

On applique les conditions de transmission (2-4) et (2-5) à cette représentation de

uo ( x ) et on prend en considération les conditions initiales (2-10) et (2-12) pour o2 (x. A0)

et Xi (x, A0) respectivement, nous obtenons

(cj - c3)0! (c, A0) + (c2 - c4)\! (c. A0) = 0.
(2-13)

(ci - C3)01 (c, Ao) + (c2 -Ci)x\ (c, A0) = 0.

On considér ces égalités comme un système homogène d’équations linéaires des va¬

riables Ci - c3 et c2 — c4 nous avons

ci - c-s 0, c2 — c4 = 0.

Puisque le déterminant de (2-13) égal à wi (A) 7ÿ 0. Donc c4 = c3 et c2 = c4. Par

conséquent la fonction propre UQ (X) est représentée par :

31



C1 + c2 7ÿ °-u0 {X) = dO (x. A0) + c2\ {x, A0) .

On applique maintenant les conditions aux limites (2-2) et (2-3) à cette représen¬

tation et on prend en compte les conditions (2-9) et (2-11) pour fa (x,A0) et *2 (x, A0),

respectivement, nous obtenons :

LAU0(X)) = c\L\ (<p (x, A0)) -I- C2L\ (X (X, A0))

= C2LJ (X (X. A0))

— c2 ((— oi + Xa\) x (a> — (— 1 + x' (°>

= c2wi (Ao) = 0,

de la même façon, on obtient

L2 {UQ (.r)) = cite2 (A0) = 0.

Par conséquent. C\ — 0 et c2 = 0, puisque W\ (A0) 0 et w2 (AQ) 0. Nous obtenons

donc la contradiction avec c\ = c2 = C3 = c.4 = 0, laquelle complète la preuve.

Lemrae 2 Soit A = s2. Alors on a les équations intégralas suivantes pour k=0 et

k=i :
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dk dk
-jp: ç>i {x, A) = ( o2 + sV2) cos [s (a; - a)}

1 dk- (-ai + sVJ sin [s {x - a)]

1 V dk
s J sin [* (* - y)k (y) <My> A) dy,

(2-14)

+

dk dk-ÿo2(x,X) = S 14>1 (c, A) cos [s (x - c)] (2-15)

+-ÿ5 Vi (c, A) sin [s {x - c)]

i y d*+5 / sin ts (* “ 2/)] 9 0/) <MïA A) dy.

Preuve : Poux- le prouver il suffit de remplacer s14>l (y, A) + 4>'[ (y, A) au lieu de

q{y)°\[y,X) dans le terme intégrale de l’équation (2-14), et remplacer s2(p2 (y, A) +

Oj (y. A) au lieu de q (y) <p2 (y. A) dans le terme intégrale de l’équation (2-15) et on in¬

tègre deux fois par parties.

Lerame 3 Soit A = s2. Alors, pour |A| — + oo, on a les égalités asymptotiques suivantes.

1) Pour a2 0

(X. A) = cos [s (x -a)} + 0 (|s|fc+1 è«<— >) , (2-16)

dk dk(x, A) = â 1 s2a2ÿj cos [s (x- a)} (2-17)

+0 (|s|fc+1 elt|(l"a))
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2) Pour a'2 - 0

(*, A) = -Qisÿk sin ts (x ~ °)1 + 0 (kl* elt|(x a)) . (2-18)

dk dk(x, A) = -5 1QISÿI sin ts (x — °)]

+0 (|s|fce|t|(l-a)) .

(2-19)

Preuve : La formule asymptotique de 4>1 (x , A) a été obtenue de la même façon que

[4. lemrne 1] et [18, lemme 1.7] mais elle est semblable à la formule de la solution 02 (z, A)

que nous formulerons sans preuve.

Soit a2 0. On substitue (2-16) dans (2-15) pour k=0, nous obtenons

4>2(X,X) = 6 1s2a2 cos [s (c — a)] cos [s (x — c)] (2-20)

—5 1s2a2 sin [s (c — a)] sin [s ( x — c)]

+|J sin [s (x - y)} q (y) 02 (y, A) dy
C

+0 (|s| .

On multiplie par |s| 2 e et on note

F(x,A) = |sr2e-ÿ-ûV2 (x,X),

on obtient
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F {x. A) = |s| 2 e |f|(;r al(<5 1s2a'2 cos [s (c - a)] cos [s (x - c)]

— <5_1s2a2 sin [s (c - a)] sin [s (x - c)]

J sin [s (x - y)] q ( y) 02 (y, A) dy) + O1

On pose M (À) = max |F (x, A)| en obtient

,\/(A)<|rV2| + H’

pour Mo > 0. Par conséquent M (A) = O (1) quand |A| — » oo,donc

p2 (x.A) = 0(|.s|Vÿ-Q>). (2-21)

On substitue (2-21) dans (2-20) cela nous donne (2-17) pour le cas k=0. le cas k=l

en appliquant la même procédure.

La preuve de la formule (2-19) est semblable à celle de (2-17).

Théorème 3 Soit A = s2 . pour la représentation asymptotique des fonctions w (A)

Lin a :

Cas 1 : si J2 0 et o2 0, alors

te (A) = foa’.ÿô sin [s (b - a)} + O (|s|4 e|t|(fc-a)) . (2-22)

Cas 2 : si J2 0 et a2 = 0. alors

w (A) = 3'2OI[SAS cos [s (b — a)] + O (|s|3 °ÿ) (2-23)
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Cas 3 : si 3'2 = 0 et Q2 0, alors

w (A) = âÿaÿS cos [s ( b — a)] + O (|s|3 e1*1ÿ o)) . (2-24)

Cas 4 : si 3'2 = 0 et a2 = 0, alors

w (A) = —ô'ÿsÿô sin [s (b — a)} + O (|s|2 a)) . (2-25)

Preuve : Nous considérons le cas 1, posons x — b dans la fonction w (A), on a

u- (A) = <P(MM)x'2(M)-ÿ(M)x2(M))

= d2 (<p7 (b, A) (& + Afl) - <t>'2 (6, A) (fa + A/?2)) .

En substituons (2-17) dans w (A) on obtient (2-22). Pour les autres cas on procède de

la même façon.

Corollaire 3 Les valeurs propres du problème (2-l)-(2-5) sont bornées inférieurement.

preuve : posons s = it (t > 0) dans les formules (2-22)-(2-23)-(2-24)-(2-25), on

obtient w(—t2 ) — * oc quand t — > oc. Par conséquent w (A) 0 pour A négatif et suffi¬

samment grand en module.
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2.4 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VA¬

LEURS PROPRES

Nous sommes maintenant prêts à trouver les valeurs propres du problème considéré

(2-1)-(2-5).

Puisque les valeurs propres coincident avec les zéros des fonctions entières w (A), il

s'ensuit qu'elles n'ont aucune limite finie. De plus, toutes les valeurs propres sont réelles

et bornées inférieurement d’après les corollaires 1 et 3. Par conséquent nous pouvons les

renuméroter comme AQ < Ai < Ao < . . .

Théorème 4 A = s2, s = a+it. Alors, les formules asymptotiques des valeurs propres

du problème (2-1)-(2-5) ont la représentation suivantes :

Cas 1 : si 3'2 7ÿ 0 et a'2 0. alors

*“(<rh))(B-2)+0G) (2-26)

Cas 2 : si 3'2 0 et a'2 - 0. alors

(2-27)Sn

Cas 3 : si 3'2 = 0 et a'2 0, alors

(2-28)

Cas 4 : si 3'2 = 0 et Q2 = 0. alors

‘ÿ-feKi)+o© (2-29)
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Preuve : Soit J2 0 et a2 0. On note par uq (s) et u;2 (s) le premier et le second

terme respectivement de (2-22).

Nous appliquerons le théorème de Rouche dans un contour suffisamment grand, il

suit que vcq (s) et (s) ont le même nombre de zéros à l’intérieur du contour. D’où si

Ac < Ai < A-2 - . . sont les zéros de oq (s) et Àn = s£, nous avons

— 2) + ôn,

pour n suffisamment grand, et |<5n| < 2(fcÿa) pour n suffisamment grand. En remplaçant

dans (2-22) nous obtenons

©Sn=0

Ce qui complète la preuve du cas 1. Les preuves des autres cas sont semblables.

2.5 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES FONC¬

TIONS PROPRES

Théorème 5. Les fonctions propres du problème (2-l)-(2-5) admettent les représen-

rat ions asymptotiques suivantes :

Cas 1 : si J2 0 et a2 0, alors

[" (s=j) (n ~ 2)] 2 cos [n (n “ 2) (H) ] + 0 (n) - xe [“> ct -
<*-1 [ÿ(5=ÿ (n “ 2)] a2cos [7r(n-2) gff)] + O (n) , xe]c,b}.

0[x.Xn) =

(2-30)
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Cas 2 : si J2 0 et o2 = 0, alors

~û'i (n" I) sin [* (n “ I) feâ] + °(!) > Æ e [°’ c[ ’

- (*(5ÿ (n -§)) r'ûi sin [TT (n - |) (§E$)] + O (1) , a: G ]c, 6] .
o (J. An) =

(2-31)

Cas 3 : si 3'2 = 0 et û'2 0, alors

û'a (n ~ §)] cos [TT (n - §) gzÿ] + O (n) , x G [a, c[ ,

l71ÿ) (n - I)] <5_1û2Cos [7t(n- I) +0(n),i€]c,ij.
(2-32)o (J. A„) =

Cas 4 : si J2 = 0 et Q2 = 0, alors

~ai ("(biô) (n “ !) sin [* (n ~ !) (H)] + O (1) , x €[a, c[ ,

- ["(bÿy (n ~ 1)] <S_1afi sin [TT (n - 1) +0(1), x G ]c, b] .
(2-33)o (x. A„) =

Preuve : Nous considérons le cas 1.

On trouve avec un simple calcul et on utilisant (2-26)-(2-16) que :

cos js„I ! - a)] = cos (n -2) (x - o)] + O (j)

ts„)2= :-ÿ(n-2)l2 + 0(l),

donc

(sn)2cos [sn (x - a)) = [(ÿ(ïrÿy) (n - 2)] cos (n - 2) (x - a)] + O (n) .

Finalement on a

Oi (x. A„) = a 2 [TTÿ (n - 2)] cos [TT (n - 2) + O (n) .

De lamême façons on trouve

(6èjj (n ~ 2)] â2 cos \n (n - 2) + O (n) .k— îo2 (x. A„) = S
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Les preuves des autres cas se font de la même façon.

2.6 LES FORMULES ASYMPTOTIQUES POUR LES

NORMES DES VECTEURS PROPRES

Dans cette section nous obtenons des normes des vecteurs propres

0 {X, An)

(2-34), n = 0, 1, 2, . . . .B'a(ç(x, An))

A„))

Il est clair que les trois composantes de sont les vecteurs propres de l’opérateur A

correspondant aux valeurs propres An. Pour m,

<$n,4\„)=0, n, m — 0, 1, 2, ... ;

puisque .4 est symétrique. On note

_ 0(S, An)
Vn (*) ll*n

il est clair que

0(x, A„)

5;(0(x,An))

B'b(v(x,An))

(2-35)n,m= 0,1,2,.,.,

sont orthonormés.
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*4'ï,n — et (ÿni — &nmi

Lemme 4 On à les égalités asymptotiques suivantes :

1) Pour 7ÿ 0

(2-36)B'a (o (x,An)) = O (n) , B'b (0 (x, A„)) = O (n) .

2) Pour û( = 0

B'a (o (x. A„)) = 0(1), B'b (0 (x, An)) = 0(1). (2-37)

Preuve : De l’égalité w (A„) = 0 on a

(2-38)\nB'a(o(x,\n))-Ba (0 (x,An)) = 0.

Soit oo = 0. Alors de (2-16) nous obtenons

Ba (o (x. An)) = ûIOJ (a. An) - a20j (a, An) = QiO (|sn|2) - a20 (K|3)

D’après le théorème 4 nous avons

Ba (0 (z, An)) = O (n3) . (2-39)

On substitue (2-39) dans (2-38) nous avons
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Bÿ(0(x,An)) = O(n).

Les preuves des autres cas se font de la même façon.

Théorème 6 Les formules asymptotiques des normes des vecteurs propres 4>n sont

données par :

Cas 1: si 3'2 0 et Q'2 0

II.-II-W (2-40)
1*1

Cas 2 : si J2 / 0 et Q2 = 0

ll<M = T7T (2-41)
1*1

Cas 3 : si i2 = 0 et o2 0

H\ (2-42)!l*n|| = T77l*ï

Cas 4 : si 3'2 = 0 et a2 = 0

[ÿ(£)]i/£sÿî*<>«>-Kl (2-43)
1*1

Preuve : Soit J2 ± 0 et a2 / 0. Dans ce cas, en utilisant (2-30) nous avons
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2
n — 2-- cos n (n — 2)
b — aJ {o{x,\n))2dx = ( x — a)

(b -a)?/ , + O (n) dxai

-i 4 C,2? r .
2 "(b-a

( x - a)n — 2 ))dx + O (n3)(1 + cos(27r (n — 2) (b -a)

(rdr)]2

De le même façon nous avons :

4Iio{l-K])2dI = lÿ[n{hî) (b- c) + O (n3) .

D suit que :

b

= [ (O(J, Xn))2dx + — {B'a {cp{x, Xn))f 4- — {B'h (<p(x, An)))2
./ Pi P2

llÿnll-

et en utilisont (2-36) on obtient

(H)] (c-»)+ÿKH)] f6 - c> + °M •

d'où

n — 2 \ 1 4 f S2 (c — a) + ba2 - 4- O (n3)$ni: = b — a 2
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Les preuves des autres cas se font de la même manière.

2.7 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES FONC¬

TIONS PROPRES NORMALISEES

Théorème 7 Les premières composantes des vecteurs propres normalisées, pour

A — oc. ont les représentations asymptotiques suivantes.

Cas 1 : si 3'2 0 et cd2 0

(n “ 2) (ïHo ] + 0 (n) > x € K ct
[*(n-2) +0(±),xe}c,b}.

= l 6szn{$)\f 2_ COSS'lc-aj+b—c
<-•„ U-'

(l*) >] p(c-ï)+b-csgn cos

Cas 2 : si 3',? 0 et a'2 = 0

sin \n (ÿn - §) + 0 {„) > x e ta> ct •

sin [TT (n - f ) + O (£) , x G ]c, b] .
= J Js§n(ÿ)\/

( <5 ) <52(c-a)+b-c

j2_
<52(c— a)+6— c

sgn

Cas 3 : si 3'2 = 0 et a2 0

H"-DÜ53]+Oü).*€M,
= j cos

t'n (r)

(n “ I) (f=â] + 0 (n) ’ X G ]C’sgn cos

Cas 4 : si 3'2 — 0 et a2 = 0
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[*(n - l) fco] + 0 (n)2 x 6 [a, c[ ,sin62(c— a)+6— cU')
[n (n “ X) + 0 (n) > X €1C’ '

2 sinsgn Æ2(c— a)+b— c

Preuve : Soit 3'2 7ÿ 0 et a'2 7ÿ 0. dans ce cas, en utilisant (2-40) nous avons

1*1 fit- a)2
K| \7rn-2j

21 1
+ Oô2 (c - a) + b - c n3

de cette équation et de (2-30) pour les fonctions propres normalisées on a

iPn (X) =

ainsi on obtient l’expression asymptotique exigée.

Les preuves des autres cas se font d’une manière similaire.
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Chapitre 3

PROBLEME DE

STURM-LIOUVILLE A

COEFFICIENT DISCONTINU

AVEC PARAMETRE SPECTRAL

DANS LES CONDITIONS AUX

LIMITES ET DANS LES

CONDITIONS DE

TRANSMISSION.
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3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre on aborde l’étude d’un problème de Sturm-Liouville à coefficient

discontinu, contenant le paramètre spectral dans les deux conditions aux limites et dans

les deux conditions de transmission. Tout d’abord on donne la formulation opératorielle du

problème considéré dans un espace de Hilbert adéquat, dans lequel l’opérateur engendré

par le problème en question est symétrique. Par la suite on établit le comportement

asymptotique des valeurs propres et des fonctions propres. Un cas particulier d’un tel

problème à été traité dans [3].

Soit l’équation suivante

ru — —p (x) u" (x) + q (x) a (x) = Au (x) x E [a, c[ U ]c, b] , (3-1)

la condition aux limites en ,r = a

L\ [u) — A (a [u (a) — a'2u' (a)) — (a\U (a) — aÿv! (a)) = 0, (3-2)

la condition aux limites en x = b

L2 (U) = A (3\u (b) - 8'2U (b)) + {(3xu (b) - P2u' (b)) = 0, (3-3)

et les conditions de transmission au point de discontinuité x = c

L3 (U) = u (c + 0) - u (c — 0) - XÔ2U (c + 0) = 0, (3-4)

Li ( u ) — u' (c + 0) - 11 (c - 0) + A5i u (c - 0) = 0. (3-5)
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Où

ji pour x e [a, c[ .

pour .r e }c,b] .
A est un paramètre complexe, q (x) est une fonction réelle continue dans [a, c[ et ]c, b)

Pi-r) =

et elle a des limites finies quand x — > c ± 0; pi, a,, a', /i,, (i — 1,2) sont des nombres

réels telles que :

oil -t- |a'2j 0.

3\ S -f |i',| 0. et nous supposons que <5i > 0, d)2 > 0, et
I

ai û!
> 0. > 0.Pi = P2 =

% $20-2 û2

3.2 FORMULATION OPERATORIELLE

Nous introduisons un produit scalaire dans l’espace de Hilbert H — L2 [a, b] © C4

et un opérateur symétrique A : H —* H tel que (3-l)-(3-5) peut être considéré comme

problème aux valeurs propres de cet opérateur.

Donc, dans l'espace de Hilbert L2 [a, 6] © C4 nous définissons le produit scalaire

c-Û b

= p\ J f {x) g (x)dx + pl J f {x)g{x)dx + yfxlfr+ yj2gï+F.G )
c+0

G = {g (z), 01, 02, 03, 04)-pour F = (f (x) , /1, /2, /3, /4) ,

Nous utiliserons les notations suivantes :
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Ba(u) = a<iu{a) - at2u' {a)

B'a (u) — Q ju (a) — aÿu1 (a) ,

Bb(u) = pxu{b)-P2u'{b),

B'b{u) =

Fc (u) = u (c+ 0) — u (c — 0)

F; (u) - ô2u' (c + 0) .

Tc (u) = u' (c + 0) — u' (c — 0)

rc'(u) = —ô\u (c — o) .

Dans l'espace de Hilbert H considérons l’opérateur A de domaine de définition est :

F = (/ (.r) , fi, /o, /3, /4) : / (x) et f (x) sont absolument continues

dans [a. c[ U ]c, 6] et ont des limites finies quand x — > c ± 0,D(A) =

rfeL,[a.b), fi — B'a (f) , /2 = B'b (f) , /3 = T'c (f) , /4 = F'c (/) .

.4F = (r/, Bfl (/) , -Bb (/) , Tc (/) , Fc (/)) .

D'où le problème considéré (3-l)-(3-5) se ramène au problème suivant :

/4F = AF.

Les valeurs propres et les fonctions propres du problème (3-l)-(3-5) sont définies

connue valeurs propres et les premières composantes des vecteurs propres de l’opérateur

A respectivement.

Théorème 1 l'opérateur .4 est symétrique.
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Preuve : Soient F. G G D (A) .

Pour montrer que A est symétrique il suffit de montrer que (AF,G) — (F, AG).

En intégrons deux fois par parties nous obtenons

(3-6)(AF.G) = (F, AG) +W (f ,g-, c — 0) — W (f ,g; a) W (f,g; b)

-W (/, g: c + 0) +- (Ba (/) B'a (g) - B'a (f) Ba (g))
P\

P-2
1 1
f (T,(/) n (s) -n (/) r (g)) + J (Fc (/) F'c (g)- F'c (/) Fc (g)) ,

où. H' (/. g: x) le wTonskien des fonctions / et g :

1F {f, g;x) — f ( x ) g1 (x) - /' (x) g ( x ) .

Puisque f et g vérifient les conditions aux limites (3-2) et (3-3) et les conditions de

transmission (3-4) et (3-5) nous avons :

1 (3-7)- (Ba(f)B'a(g )-B'a(f)Ba(g)) = W(f,g-,a)
P i
1-(B'h(f)Bb(g)-Bb(f)B'b(9 )) = ~W(f,g-,b),
P-2

t < Tc (f ) Tl (g) - Tl (f) Tc (g))+ j-2 (Fc (f) Fl (g) - F' (/) Fc (g)) = -4P (f, g;c- 0) +

W(f.g:c+ Q).

Finalement substituant (3-7) dans (3-6) nous obtenons :
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(3-8)(F, G £ D (A)) ,(AF.G) = (F. AG)

donc A est symétrique.

Corollaire 1 Les valeurs propres du problème (3-l)-(3-5) sont réelles.

Nous pouvons supposer maintenant que toutes les fonctions propres du problème

(3-l)-(3-5) sont réelles.

Corollaire 2 Soit Aÿt A2deux valeurs propres distinctes du problème (3-l)-(3-5).

Alors les fonctions propres correspondantes uiet u2 de ce problème sont orthogonal i.e
C-Û

PI j ux{x) u2(x)dx + pi J ul{x)u2(x)dx + j-iB,a(u1)B,a(u2) +
'a c+0

(«,) Jî («») - o.
+

3.3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU SYS¬

TEME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS

Pour la suite, nous avons besoin du lemme suivant, qui peut être prouvé par la même

technique utilisée dans le théorème 1.5 dans [18] .

Lemme 1Soit q (x) une fonction réelle continue dans [a, b] et / (A) , g (A) des fonctions

entières données. Alors pour A G C l’équation

x G [a, b]ru = -P (x) u" (x) + q(x) u (x) = Au (x)

a une solution unique u = v (x. A) qui satisfait aux conditions initiales

u (Q) = / (A) , u1 (a) = g (A) (où u(b) = f (A) , u' (b) = g (A)) .
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Pour chaque x fixé dans [a, 6], u (x, A) est une fonction entière en A.

Soit maintenet $1A (x) = 3>i (x , A) la solution de l’équation (3-1) dans [a, c], satisfait

aux conditions initiales

u (a) = — a2 + AQ’2, U' (a) = —ai + Aaÿ. (3-9)

On utilisons la solution «îq ( x, A) pour définir la solution <f>2A (x) — $2 (x, A) de

l'équation (3-1) dans [c, 6], avec les conditions initiales

u(c) = (c, A) + 52\V! (C) , (3-10)

u'(c) = &1(c,\)-6l\$1(c,\).

Remarque 1 La fonction 4>i (x, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition

3-2). et 4>_ (x. A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (3-4)

et (3-5).

De la même manière nous devons définir la solution, = $2 (x, A) de l’équation

(1-1) dans c. 6], avec les conditions initiales

1/(6) = + A/3', u'(b) = 0i + Ad'x, (3-11)

et la solution 'l'i.v = 'Ll (x. A) de l’équation (3-1) dans [a, c] avec les conditions initiales
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u (c) = (z, A) - <52Aÿ2 (X, A) , (3-12)

u (c) = (c, A) 4- SiXu (c) .

Remarque 2 La fonction 'L2 (x, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition

(3-3). et 'Ll (x. A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (3-4)

et (3-5).

Nous considérons les wronskiens :

w, = H'A(i$i,r)

= <b, (x. A) 'L' (x, A) - <L' (x, A)*i (x, A) , xefi, (i = l,2),

ils sont indépendants de x G Q, et ils sont des fonctions entières, où fli — [a, c]

n, — [c. 6] .

On prend en considération les équations (3-10), (3-12) avec un calcul court on obtient

wi (A) = u>2 (A) .

en construit deux bases de solutions de l’équation (3-1)

$i (x. A) . x G [a, c{ 'Ll (x, A) , x G [G, C[ ,
<L (x. A) = 'L (x, A) =

(x, A) , x G ]c, b] .
En vertu des équations (3-10) et (3-12) ces solutions vérifient les deux conditions de

<L2 (X. A) . x G ]c, 6] .

transmission (3-4) et (3-5).

Le vronskien des fonctions <L (x. A) et L (x, A) est indépendant de la variable x dans

53



[a. c[ U ]c. 6] et il est une fonction entière pour chaque x fixé dans [a, c[ U ]c, 6] .

Notons par w (A) le Wronskien des fonctions 4> (x , À) et (x, À) ,

iv (À) = W($(x,A),ÿ(x,A)).

Il est clair que

w (À) = wi (A) = w2 (A) .

Théorème 2 Les valeurs propres du problème (3-l)-(3-5) et les zéros de la fonction

(A' coincident.

Preuve : Soit UQ (X) mie fonction propre correspond à la valeur propre AQ. Alors la

fonction UQ (X) peut être représenté sous la forme

Ci$i (x. A0) + 02ÿ1 (x, A0) , x G [a, c[
UQ =

C3$2 (X, AQ) + C4ÿ2 (X, A0) , X G ]c, 6]

où au moins mie des constantes C\, c2, c3, c4 n’est pas nulle.

Considérons les équations

Li (u0 (x)) = 0, i = 1,2, 3, 4,

comme c'est un système d’équations linéaires homogènes des variables ci, C2, c3, c4

on prend en compte (3-10)-(3-12), il suit que le déterminant de ce système est égal à

w3 (A) .
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Lemme 2 Soit À = s2. Alors on à les équations intégrales suivantes pour k=0 et

k=l.

dk dk= (-a2 + sV2) — cos [pis {x - a)]
1 dk

~PÿS (-ai+s2a'ÿdÿSinbi*(*-a)]
X

+17 / -ÿsin\p1s(x-y)\q{y)$l(y,\)dy,

(3-13)

dk dk— $2 (x, A) = $2 (c, A) — cos [p2s (x - c)]

1 dk+ dx* Shl

) Ç
+17 / dxk Sin (X ~ V q V’ A) d?y'

(3-14)

Preuve : Pour le prouver il suffit de remplacer y (y) 4>i (y, A) par s24>i (y, A) +

p (y) 4>i (y, A) dans le terme intégral de l’équation (3-13), et remplacer q (y) <î>2 (y, A) par

>J$2 iy- A) — p 1 y) $0 (y. A) dans le terme intégral de l’équation (3-14) et on intègre deux

fois par parties.

Lemme 3 Soit A = s2. Alors, pour |A| — > 00, on a les égalités asymptotiques suivantes.

1 ) Pour Q2 7* 0

dk dk [pis (x -a)] +0 (|s|*+1 ,—*l{l.X)= sÿ—cos (3-15)
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dk dk(X. A) = cos [pis (c- a)] — jcos \p2s ( x - c)] (3-16)

2) Pour a'2 = 0

(x. A) = sin [pis (x -a)\+0 (|s|fc e|t|(l a)) (3-17)

dk . i dk
= s°d1d'2a/1— sin [pis (c- a)] cos \p2s (x — c)] (3-18)

)fc+4 Jt|(A(c-a)+/ÿ(x-c))

Preuve : La formule asymptotique de 4>i (x, A) a été obtenue avec la même façon

que 4. îenune 1] et [18. lernrne 1.7] mais semblable à la formule de la solution <f>2 (x, A)

que nous formulerons sans preuve.

Soir a] j=- 0. On substitue (3-15) dans (3-14) pour k=0, nous obtenons
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19

(j) O + (fy (V l/î) s$ («) S [(/S - z) s5d] uis j'|ÿ
zd[(a — x) sZd] uis [(o — o) sÿd] soo --

ZT
[(y — x ) szd\ ms [(o — 3) sicf] ms zszv

[(3 - x) sÿd\ soo [(o — o) sÿd] soo —
[(o — x) szd\ soo [(o - o) sld] ms

{(0 - X) SZd\ SOO [(O - 3) iÿd] SOO ZÿzS)[{p_x)Zd+(j>_o)ld)w_9 g_|s| = (V ' X) J

inouqo uo

‘ (v '*) eO((o-x)ÿ+(0-0)ÿ)i,i-3 9_M = (Y -J) J

030U UO }S0 {(o-x)z,d+{v-o)ïd)\y,-3 9_\S j XV.Û OqduiTUU UQ

(((=>— a;)zcf+(ü—=,)Tcf)|î|a slSl) 0+
O

dp (y ‘d) 2$ (d) b [(d - x) s-sd] ms f +J z,d

lr
[(o - x) sÿd] ms [(o - o) sÿd] soo ztv£sÿg—-

[(O - X) Sï-d] UIS [(ü - O) S-tcfj UISjSÿO-ÿ —
[(o — x) sÿd] soo [(o — o) sÿd] soo zt’09s'lçZg—

[(o — x) sÿd] soo [(o — o) s'd] ins

[(o - x) s'Zd] soo [(o - o) s-id] soo zozs = (y ‘X) S<J>(61-0)



On pose M (A) = max |F {x, A)| on obtient

M0M(A)<|<5251a'| + TÿM'
porn- M0 > 0. Par conséquent M (A) = 0(1) quand |A| — » oo, done

$2 (*, A) = O (|S|6 Cl‘l(«(c-a)+fli(*-c))j (1-20)

On substitue (3-20) dans (3-19) cela nous donne (3-16) pour le cas k=0. Pour le cas

k=l on applique le même procédé.

La preuve de la formule (3-18) est semblable à celle de (3-16).

Théorème 3 Soit A = s2, pour la représentation asymptotique des fonctions w (A)

on a

Cas 1 : si 3'2 r 0 et n( 0, alors

w (A) = -3'2a'26iÔ2S9p2 cos [pis (c- a)] sin \p2s (b- c)]

+0 (|s|8 e|(|(Pl(c~a)+i:ÿfc~c))) .

(3-21)

Cas 2 : si 3'2 0 et Q'2 = 0. alors

= —j$2Q.\à\&2s8 sin [pjs (C — a)] sin [p2s ( b — c)]
Pi

+0 (|s|7 .

(3-22)u' (A)
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Cas 3 : si 3'2 = 0 et a'2 0, alors

w (A) = — i3'1a'26iÔ2SS cos [pis (c — a)] cos [p2s (b — c)]

+0 (|s|7e|t|(Pl(c_a)+ft(6_c))) .

(3-23)

Cas 4 : si .ft = 0 et a2 = 0- aÿors

1U’(A) = — /3,1Q/1à'iÿ2>s7sin [pis (c — a)] cos [p2s (b - c)]
P i

+0 (|s|6 eÿÿc-°)+f!2(6-c)))

(3-24)

Preuve : Nous considérons le cas 1. posons x = b dans la fonction w (A), on a

u (A) = $2 {b. A) 'P2 (b, A) - $2 (b, A) ÿ2 (b, A)

= *2 (b, A) (ft + Aft) - $'2 (6, A) (ft + A/?' ).

En substituons (3-16) dans w (A) en obtient (3-21). Les autres cas se font de la même

façon.

Corollaire 3 Les valeurs propres du problème (3-l)-(3-5) sont bornées inférieurement.

Preuve : Posons s = it ( t > 0) dans les formules (3-21)-(3-22)-(3-23)-(3-24) il suit

que iv (—t2) — 1> oc quand t — > oc. par conséquent w (A) 0 pour A négatif et suffisamment

grand en module.
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3.4 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VA¬

LEURS PROPRES

Maintenant on pent donner le comportement asymptotique des valeurs propres du

problème considéré (3-1)-(3-5) .

Puisque les valeurs propres coincident avec les zéros des fonctions entières w (A), il suit

qu'elles n'ont aucune limite finie. De plus, toutes les valeurs propres sont réelles et bornés

inférieurement d’après les corollaires 1 et 3. Par conséquent nous pouvons les renuméroter

comme A0 < A, < A2 < . . .

Théorème 4 A = s2, s = a + it. Alors, le comportement asymptotique des valeurs

propres du problème (3-l)-(3-5) est donné par les formules suivantes :

Cas 1 : si 3'2 0 et a'2 0, alors

©•7r (3-25)(n - 4) + O
p2 ( b - c)

(n+0+o®
Cas 2 : si 3'2 0 et a'2 — 0. alors

(3-26)

s"

Cas 3 : si 3'2 = 0 et a'2 0, alors
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(3-27)

Cas 4 : si J2 = 0 et a2 = 0, alors

(Mÿ))("+C)+O(») (3-28)®'n =

■ yÿ))(B-s)+o®
Preuve : Soit J2 ¥=• 0 et a2 0. On note par u>i (s)et U72 (s) le premier et le second

terme respectivement de (3-21).

Nous appliquerons le théorème de Rouelle qui dit que si / (s) et g (.s) sont deux

fonctions analytiques à l'intérieur d’un contour fermé T, et |p (s)| < |/ (s)| sur T, alors

/ (si et g (s) - / (s) ont le même nombre de zéros à l’intérieur de T, pourvu que chaque

zéro soit compté d'après sa multiplicité.

On montre facilement que |uq (s)| > |CJ2 (s)| dans les contours :

)}),x|<( 7T (n + 1)
P2 {b- c)

7r (n + 1)
Pi (c - a)

= jsW'-Mf'/ M< ( ir (n + 1)
P2 (b - r)

7r(n+ 1)
Pi (c - a)

K

)}ÿs" = a" + it"/ ja"! < , m<r;: -
pour n suffisamment grand.

Soient X'0 < X[ < A2 . . . et < Ad < A" < A2 < . . . les zéros de w (A) , et \'n =
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A;' =e
Alors on applique le théorème de Rouche nous obtenons :

(lÿc}){n-i)+ rC

Güÿj) (" + î)+*< =

où ifn - O (1) et tfn = 0(1) . plus précisément \ifn\ < (2pJh_c)) et |?/"j < (ÿ77 )
pour n suffisamment grand.

En mettant ceci dans (3-21) nous obtenons :

*=oG) G)et 77" = O

Ce qui complète la preuve de cas 1. Les preuves des autres cas sont semblables.

3.5 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES PONC¬

TIONS PROPRES

Théorème 5 Le comportement asymptotique des fonctions propres du probli me

1.3-1 'i- (,3-5) est donné par les formules suivantes :

Cas 1 : si 3'2 7ÿ 0 et a'2 i1 0- alors
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a2 (U ~ 4)] COS [* ( 71 ~ 4) J + O (n) , x G [a, c[,

] cos [TT (n - 4) fff ]

pi(i-a)
p2(b-c)

-<>1+2 [(jÿH))] ûi COS [TT (71- 4)= Pi(c-«)
P2(b-c)

+ O (n5) . XG]C,6],

= I «2 [(Mÿ)) (?1 + 4)] cos[7r(n + i)grÿ] +0(n), x6[a,c[,

I O ( n5) . x G ]c, b] .

4>U'.À'')

Cas 2 : si j'2 0 et a'2 = 0. alors

-ÿQi (ÿy) (n — 4) sin [TT (n - 4) +0(1), x G [a, c[ ,

$ A,,) = ' [(S=â)] d'i+-,a;+ sin [TT (n - 4) cos [TT (n - 4) fff]

+0 (n4) , x G ]c, 6] .

Àûi(ÿy)nsinHë4] +0(1)’ IÉifl-c[-

x G ]c, b] .
*(x.K) =

0(n4)

Cas 3 : si 3'2 = 0 et a'2 0, alors

(»+5)]2cos[jr(n+l)
[(&rt)] Q2COSH’I + 5)S(S)]

• j + O (n) , x G [a, c[

[TT (n + 4)

pi(z-a)
p2(b-c)

+ '. r. A.. = cos

4- O (n5) . x G ]c, 6] .
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[(PHÿT) (n “ DJ cos l) (H)] +0(n), x G [a. c[o2
«Hr. A") =

O (n5) , x G ]c, b] .

Cas 4 : si if, = 0 et a'2 = 0, alors

J +0(1), x G [a, c[ ,

(ifeÿ) sin [TT (n + ±) cos [TT (n + ±) fÿf]

+0 (n4) , ;r G ]c, 6] .

Qi (ÿfc)) (n + (n + l) Pl(x-a)
p2(b-c)

_ J_
Pi

$ (x. AJ =

“£ai (ÿ+) (n-3)sin [7r(n-3) +0(1), xG[a,c[,

O (n4) .
<Hr.A") =

x G ]c, b] .

Preuve : Nous considérons le cas 1.

On trouve avec un simple calcul et en utilisant (3-25)-(3-15) :

eos [p,s; (,r - a)] = cos [p, (jÿfrg) ( n - 4) (x - a)] + O (A)

donc

On)2 cos [pis'r_ (x - a)] = [(pÿy) (n - 4)] cos (pÿy) (n - 4) (x - a)] +0 (n) .

d'où

«ÿ, (J. A;,) = ai [(;5(fc0 (Il - 4)] cos [ir(n - 4) ] +0(n).Pi(x-a)
p-2(b-c)

De la même façon en trouve

<t2(x.A:,) = -M2[(ÿ)]+2 H»-4)gÿ] [*ÿ (n — 4) frf ] + O (n5)cos cos
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Les preuves des autres cas se font de la même façon.
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Résumé

Le présent travail est consacré à V étude d’un problème de

Sturm-Liouville à coefficients discontinus avec paramètre

spectral dans les conditions aux limites et dans les conditions
de transmission.
On établit le comportement asymptotique des solutions

fondamentales.

On obtient les formules asymptotiques des valeurs propres et

des fonctions propres.



Abstract

This present work is devoted to the study of a problem of

Sturm-Liouville with discontinuous coefficients containing a

spectral parameter in the boundary-value conditions and in

the transmission conditions.
We establish the asymptotic behavior of the fundamental
solutions.
We obtain the asymptotic formulas of the eigenvalues and

eigenfunctions.
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