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INTRODUCTION

Il est bien connu que les problémes du type Sturm-Liouville jouent un role important
en physique mathématique, des développement important de cette théorie ont été traités
dans [16]. {13] et les références qui s’y trouvent. Habituellement, le parametre spectral A
apparait seulement dans 1’équation des problémes classiques de Sturm-Liouville, cepen-
dant en physique mathématique certains problémes contiennent la dérivée par rapport au
temps dans les conditions aux limites, ce qui conduit aprés la séparation des variables a
des problémes spectraux qui contiennent le paramétre A non seulement dans I’équation
mais aussi dans les conditions aux limites, pour certaines applications physiques voir par
exemple [4]. [5], [8], [9], [15], [16], [17] et [19]. Certaines classes de problémes de transmis-
sion pour le probléme de Sturm Liouville ont été étudiés dans [6], [8], [10], [11], [14] et [20].
Des problémes similaires pour équations a coefficients continus ont été étudiés dans [1], [2].
71210 [21]. [22]. [23] et [24]. Le présent travail est consacré & 1’étude des problémes aux
limites du tvpe Sturm-Liouville a coefficients discontinus contenant le parameétre spectral
dans lex conditions aux limites. On traite aussi le cas ou le parameétre spectral apparait
dans les conditions aux limites et dans les conditions de transmission. Pour chaque type
de probléme traité on établit le comportement asymptotique des valeurs propres et des
fonctions propres.

Plus exactement ce travail est composé de trois chapitres. Au premier chapitre on
aborde l'étude d’un probléme de Sturm-Liouville a coefficient discontinu, contenant le
parameétre spectral dans 'une des conditions aux limites et dans les deux conditions
de transmission. Au chapitre deux on traite le cas ou le parameétre spectral apparait
uniquement dans les conditions aux limites. Enfin au dernier chapitre on traite le cas

ou les deux conditions aux limites et les deux conditions de transmission contiennent le



parametre spectral. Dans chaque cas on donne la formulation opératorielle du probléme
considéré dans un espace de Hilbert adéquat, dans lequel 'opérateur engendré par le
probléme en question est symétrique. Par la suite on donne le comportement asymptotique
des valeurs propres et des fonctions propres, en plus pour le probléme traité au second
chapitre on donne le comportement asymptotique des fonctions propres normalisées. Des

cas particuliers de tels problémes ont été traités dans [3] et [13].



Chapitre 1

PROBLEME DE
STURM-LIOUVILLE A
COEFFICIENT DISCONTINU
AVEC PARAMETRE SPECTRAL
DANS UNE CONDITION AUX
LIMITES ET DANS LES
CONDITIONS DE

TRANSMISSION.



1.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre on aborde I’étude d’un probléme de Sturm-Liouville & coefficient
discontinu, contenant le parametre spectral dans I’'une des conditions aux limites et dans
les deux conditions de transmission. Tout d’abord on donne la formulation opératorielle du
probléme considéré dans un espace de Hilbert adéquat, dans lequel I'opérateur engendré
par le probléme en .question est symétrique. Par la suite on établit le comportement
asymptotique des valeurs propres et des fonctions propres. Un cas particulier d’un tel
probléme & été traité dans [13].

Soit l'équation

Tu=—u"(z)+q(z)u(z) = Iu(x) z € [a,c[U]c, b], (1-1)

et la condition aux limites en z = a

Ly (u) = aqu(a) + azu' (a) =0, (1-2)

et la condition aux limites en z = b

Ly (u) = A (81u (b) — Bou' (b)) + (Byu (b) — Bov (b)) = O, (1-3)

avec les conditions de transmission au point de discontinuité z = c¢

Ly(u) =u(c—0)—Au(c+0) =0, (1-4)
Ly(u)=u'(c—0)— A (c+0) =0, (1-5)
6
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ou A est un paramétre complexe, ¢ () est une fonction réelle continue dans [a, | et
Je.b] et elle a des limites finies quand £ — ¢+ 0; oy, B;, 87 (i = 1,2) sont des nombres
réels tells que :

lay| + [aa| #0,

|31] + 135] # 0, et nous supposons que p = 378, — 3,85 > 0.

1.2 FORMULATION OPERATORIELLE

Nous introduisons un produit scalaire dans l’espace de Hilbert H = L, [a,b]®C et un
opérateur symétrique A : H — H tel que (1-1)-(1-5) peut étre considéré comme probléme
aux valeurs propres de cet opérateur.

Dans l'espace de Hilbert L, [a, b] @ C, nous définissons le produit scalaire :

c—0 b 9
(F.G) = / f (@) 7 @)dz + X2 /Ofmmdﬁf):flg—l,
pour F=(f(z),f1) , G={(9(z),91)-

Pour des raisons de commodité nous utiliserons les notations suivantes :

By(u) = Byu(b)—Byu'(b),

By(u) = Byu(b)— By ().

Dans l'espace de Hilbert H considérons l'opérateur A de domaine de définition :

et s ke s oY TR N T
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( \
F=(f(z), fi): f(z) et f'(z) sont absolument continues

D(A) =4 dans [a,c[U]c,b)] et ont des limites finies quand  — ¢+ 0, ¢

7f € Lyla.b), Lif =0, i=1,3,4; fi=B,(f),
AF:(Tf’_Bb(f))

D'ou le probléme considéré (1-1)-(1-5) se rameéne au probléme suivant :

AF = )\F.

Les valeurs propres et les fonctions propres du probléme (1-1)-(1-5) sont définies
comme valeurs propres et les premiéres composantes des vecteurs propres de 'opérateur
A respectivement.

Théoréme 1 L'opérateur A est symétrique.

Preuve : soient F. G € D (4).

Pour montrer que A est symétrique il suffit de montrer que (AF,G) = (F, AG).

En intégrons deux fois par parties nous obtenons

(AF.G) = (FAG)+W (f.Gic—0) =W (f,g;a) + X*W (f,5;0) (1-6)

2
AN (f.Gic 4 0) + 5/; (B, (f) By (3) — By (f) By (@)

ou. W (f.g:r) est le wronskien des fonctions f et g :

W(fgz)=f(2)g (z)-f(2)g(z).

ey,



Puisque f et g vérifient les conditions aux limites (1-2) et (1-3) et les conditions de

transmission (1-4) et (1-5) nous avons :

W (f,gia) = 0, (1-7)

%(B;<f>3b@)—3b<f>3;@>> = —W(£5b),

W (f,3ic—=0) = XW(f,g;c+0).

Finalement en substituant (1-7) dans (1-6) nous obtenons :

(AF,G) = (F,AG) (F,Ge D(A4)), (1-8)

d’ou A est symétrique.
Corollaire 1 les valeurs propres du probléme (1-1)-(1-5) sont réelles.
Nous pouvons supposer maintenant que toutes les fonctions propres du probléme
(1-1)-(1-5) sont réelles.
Corollaire 2 Soit A;et Apdeux valeurs propres distinctes du probléme (1-1)-(1-5),

alors les fonctions propres correspondantes u;et uy; de ce probléme sont orthogonal i.e

(uy, ug) = 0.



1.3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU SYS-

TEME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS

Pour une prochaine considération, nous avons besoin du lemme suivant, qui peut étre
prouvé par la méme technique comme dans la preuve de théoréme 1.5 dans [18] .
Lemme 1 Soit ¢ (z) une fonction réelle continue dans [a, b] et f (A), g (A) des fonctions

entiéres donnée. Alors pour A € C I’équation

Tu=—u"(z)+q(z)u(z) = Iu(z) T € [a,b],

a une solution unique u = u (z, A) qui satisfait aux conditions initiales

u(a) =f(A). u'(a) =g(N) (ouu(d)=7FA), v (b)=g(A)

Pour chaque x fixé dans [a, ], en plus u (z, A) est une fonction entiére en A.
Soit maintenant ®;5 (z) = ®; (z,)) la solution de I'équation (1-1) dans [a,c], qui

satisfait les conditions initiales

u(a) = ay, u'(a)=—o;. (1-9)

Apres avoir défini cette solution nous pouvons définir la solution ®q) (z) = @, (z, A)

de I'équation (1-1) dans [c, b], avec les conditions initiales

ulc) = X'®,(c, ), (1-10)

() = Ao (c, ).
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Remarque 1 La fonction ®; (z,A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition
(1-2). et ®5 (2, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (1-4)
et (1-3).

De la méme maniére nous devons définir la solution ¥sy (z) = ¥, (z, \) de I’équation

(1-1) dans [c. b]. avec les conditions initiales

u(d) =B, + A3, U (b) =B, + M5}, (1-11)

et la solution ¥, () = ¥, (z,\) de ’équation (1-1) dans [a,c] avec les conditions

mitiales

u(e) = AV, (z,A), (1-12)

u'(e) = ATy (c,A).

Remarque 2 La fonction ¥, (z, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition
(1-3). et U, (7. ) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (1-4)
et (1-3).

Nous considérons les wronskiens :

wy = Wi (®:,Y,,1)

= &, (z,\) V! (z,\) — &} (2, ) ¥; (z,)), € Qi(i=1,2),

ils cont indépendants de z € ; et ils sont des fonctions entiéres, ou & = [a, ],

11



Qj = \( b .
Si on prend en considération les équations (1-10), (1-12) avec un calcul court on

obtient immeédiatement

wy (A) = Nwy (V).

On construit deux bases de solutions de I’équation (1-1)

(bl(l'/\) .TE[OHC[. \Ifl(l‘,)\),IE[G,C[,
dr.\) = V(z,\) =

®,(z. M), z €l b). Uy (z,A), = €]c,bl.

En vertu des équations (1-10) et (1-12) ces solutions vérifient les deux conditions de
transmission (1-4) et (1-5).

Le wronskien des fonctions @ (. A\) et ¥ (z, A) est indépendant de la variable x dans
a.c < c.b] et il est une fonction entiére pour chaque x fixé dans [a, ¢[U]c, b].

Notons par w (A) le Wronskien des fonctions @ (z, A\) et ¥ (z, A),

Il est clair que

w(A) =w; (A) = Xwy (N).

Théoréme 2 Les valeurs propres du probléme (1-1)-(1-5) coincident avec les zéros
de la fonction w (A).

Preuve : Soit w(\o) = 0. Nous montrerons que ¥ (z, Ag) est une fonction propre.
Par définition de cette solution, ¥ (z, Ag) satisfait aux conditions aux limite (1-3). Puisque

w (Ag) = 0. les fonctions ®; (z, \g) et ¥, (z, Ag) sont linéairement dépendantes, i e

12



q)l (1’,)\0) = qull (ZE, /\0) x e [CL, C},

pour &k, # 0. Par conséquent, la fonction ¥ (z, \g) satisfait aussi a la condition (1-
2). Comume la solution W (z, A\g) satisfait aux conditions de transmission (1-4) et (1-5),
donc ¥ (z, Ag) est une fonction propre du probléme (1-1)-(1-5) correspondante & la valeur
propre Aq.

Soit ug (z) une fonction propre correspondant a la valeur propre Ag, mais nous sup-
posons que w (Ag) # 0. Alors @, (z, ) et ¥y (x,Ag), P (z,No) et Wa(z, Ao) seraient
linéairement indépendants dans [a,c] et [c,b], respectivement. Alors la fonction ug (z)

peut étre représentée sous la forme :

1@ (z, No) + ¥y (2, No), T € [a, ],
uo (z) =
c3®s (2, Xo) + c4 U2 (2, X)), = € ]c,b].

Ou au moins une des constantes c;, ¢y, ¢3, ¢4 n’est pas nulle.

On applique les conditions de transmission (1-4) et (1-5) a cette représentation de
ug () et on prend en considération les conditions initiales (1-10) et (1-12) pour &3 (z, Ao)
et U, (r. Ag) respectivement, nous obtenons :

c; — c3)®1 (¢, Ag) + (c2 — cg)¥1 (¢, Ao) =0,
(e1 = ¢3)@1 (€, Ao) + ( )% (1-13)
(c1 — c3) @] (¢, Ao) + (c2 — ca) ¥ (¢, Ao) = 0.

On consideére ces égalités comme un systéme homogene d’équations linéaires des va-

riables ¢; — ¢3 et ¢o — ¢4 nous avons :

¢ —c3 =0, co —cyg =0.

13



Puisque le déterminant de (1-13) est égal & w; (A) lequel n’est pas nul. Donc ¢; = ¢3

et ¢, = c4. Par conséquent la fonction propre ug (z) est représentée par :

up (z) = 1P (z, Ao) + 2V (z, Ao) A 4+c#0.

On applique maintenant les conditions aux limites (1-2) et (1-3) & cette représenta-
tion et on prend en compte les conditions (1-9) et (1-11) pour @ (z, Ag) et W3 (z, Ao),

respectivement, nous obtenons

Ly (uo(2)) = cLi(®(z, X))+ c2la (¥ (2, Xo))
= ¢L; (¥ (z, \o))

= ¢ ((—a1) x (a, Ao) + azx’ (@, Xo))

= cow (Ng) =0,

de la méme facon, on obtient

L2 (UO (.’L‘)) = C1 W3y (/\0) = 0.

Par conséquent, ¢; = 0 et ¢; = 0, puisque w; (Ag) # 0 et wy (Ag) # 0 par supposition,
nous obtenons donc la contradiction avec ¢; = ¢; = ¢3 = ¢4 = 0, laquelle compléte la

démonstration.

Lemme 2 Soit A = s%. On a alors les équations intégrales suivantes pour k=0 et

k=1.

14



dk k 1 dk

-d, (z,\) = agd—k cos[s(z — a)] + =a1——=sin[s (z — a)]

dzk dz S dz*
1 T d*
3 / rsinfs(@—y)la(y) ¢ (v, ) dy,

k
Ll () = X0 (e ) ddk cos|s (¢ — c)]
k
+Sx 4, (e, \) ey sins (z — o]
dk

+§ gsm[S(z— Y)]q (y) ¢ (v, A) dy.

c

(1-14)

(1-15)

Preuve : Pour le prouver il suffit d’écrire s?®; (y, \)+®/ (y, A) au lieu de g (y) @1 (y, )

dans le terme intégral de I’équation (1-14), et remplacer s?®; (y, A) + @4 (y, A) au lieu de

g (y) P2 (y. A) dans le terme intégral de ’équation (1-15) et on intégre deux fois par parties.

Lemme 3 Soit A = s2. Alors, pour |\| — oo, on a les égalités asymptotiques suivantes.

1) Pour a; # 0
ddk}fb (z,A) = 02-(;3;' cos[s(z—a)]+ O (|s|k_1 e'ti(‘”—a)) ,
:—;d)a (z,\) = o'gj—:k cos[s(z—a)]+ O (|3|k_3 e'tl(x"a)) .
2) Pour a; =0
d—k;dh (z,\) = a8 15% sin[s(z —a)]+ O <|s|’°"2 e't'(“'“)) :

15
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Lik—@z (z,\) = 3‘3011—(ﬁ sin[s(z —a)]+ O (|s|'°“4 e"'“"”) : (1-19)
dr* ’ dzk

Preuve : La formule asymptotique de ®; (z, ) & été obtenue de la méme facon que
[4. lemme 1] et [18, lernme 1.7] mais elle est semblable a la formule de la solution @, (z, \)
que nous formulerons sans preuve.

Soit a; # 0. On substitue (1-16) dans (1-15) pour k=0, nous obtenons

<I>? (,)) = s %ascos[s(c—a)]coss(z ~ c)] (1-20)

2

—ag8 *sin[s (¢ — a)]sin[s (z — ¢)]

+é- /sin [s(z—y)]q(y) P2 (v, A) dy

+0 (|| etz

On multiplie par |s|2 e~ It(z=a) et on note

F(z,)) = |s|?e =00, (2, 1),

&y (y, \) = F (y, \) |s| 2 elv=2),

On obtient

16



F(z,\) = |s*eME=9s=20, cos[s (c — a)] cos[s (z — ¢)]
— |s]* &7 0y 572 sin s (¢ — a)] sin [s (z — ¢)]

_+_% /sin [s(z—v)]q) F(y, A\ |s| 2eME¥gy + 0 (%) .

On pose M (\) = né[azg] |F (z, A)| on obtient

M,
M(N) < |ao| + E!Q

pour My > 0. Par conséquent M (A) = O (1) quand |A\| — oo, donc
@y (z,A) = O (|s|* etl==e)) | (1-21)

On substitue (1-21) dans (1-20) cela nous donne (1-17) pour le cas k=0. Pour le cas
k=1 on applique le méme procédé .

La preuve de la formule (1-19) est semblable a celle de (1-17).

Théoréme 3 Soit A = s? |, pour la représentation asymptotique des fonctions w (\)
on a

Cas 1 :si 3, #0et ap#0, alors

w(X) = Bhagssin [s (b — a)] + O (). (1-22)

Cas 2 : si 3, #0et ay =0, alors

w(A) = —Bharcos[s (b—a)] + O (|s| " elft=2) . (1-23)

17



Cas 3 :s1 3, =0 et ay # 0, alors

w(X) = Bascos[s (b—a)] + O (|s|” ellb=a)y . (1-24)

Cas 4 :s1 3, =0 et a; = 0, alors

w(X) = Blais sin[s (b — a)] + O (|s| 2 M=) . (1-25)

Preuve : Nous considérons le cas 1, posons z = b dans la fonction w (A), on a

w) = @(5,A) T (b,A) — &) (b,A) Tz (b, 1)

= O3 (b, A) (B + ABY) — P (b, \) (B, + ABY).

En substituont (1-17) dans w (A) en obtient (1-22). Pour les autres cas on opére de

la méme fagon.
Corollaire 3 Les valeurs propres du probléme (1-1)-(1-5) sont bornéés inférieurement.
Preuve : posons s = it (t > 0) dans les formules (1-22)-(1-23)-(1-24)-(1-25) il suit
que uw (—t?) — oc quand t — oco. Par conséquent w (A) # 0 pour ) négatif et suffisamment

grand en module.

18



Preuve : Soit 35 5 0 et as # 0. On note par w, (s) et w; (s) le premier et le second
terme respectivement de (1-22).
Nous appliquerons le théoréme de Rouche dans un contour suffisamment grand, il

suit que w (s) et wy(s) ont le méme nombre de zéros & intérieur du contour. D’ou si

g2

Y

Ao < Ay < Ay .. sont les zéros de w (s) et A, = Nnous avons

= () e o

pour n suffisamment grand, et |§,| < pour n suffisamment grand. En remplacant

2(b7:-a)

dans (1-22) nous obtenons

5,1:0(%).

Ce qui compléte la preuve du cas 1. Les preuves des autres cas sont semblables.

1.5 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES FONC-

TIONS PROPRES

Théoréme 5 Les fonctions propres du probleme (1-1)-(1-5) admettent les représen-
tations asyiuptotiques suivantes :

Cas 1: si 3, #0etay#0, alors

Qa; cos [ﬂ'n I'“} +0(%), T € la,d,

(55) 7] " ascosfrnzzz] 400, weled

20



Cas 2 :si 35 # 0 et ay = 0, alors

Cas 3 :si 3, =0 et ay # 0, alors

agcos[w(n—i-%)%-:f)l]%-O(%), T € [a, [,
d(z.\) = . 5
[(—J”E;‘fg )] azcos [m(n+3) &2 +0(n™%), z€lcl.

Cas 4 :si 3, =0 et ap; =0, alors

a, K(bfa)) (n+ 1)}—lsin [71' (n+1) g(i—__-%] +0 (%), zelad,

K(T—’TT) (n+ 1))}“3 aq sin [7r (n+1) S(Ebi‘;‘ﬂ +0 (), z€lob].

Preuve : Nous considérons le cas 1.
On trouve avec un simple calcul et en utiliseront (1-26)-(1-17) que :

cos (s, (r — a)] = cos [(b—f—&jn (x — a)} +0 (%),
()7 = |Zn] +0@,
donc
~92 -2
(Sn) " cOS[sp (z —a)] = [(—b—_’La—)-n] cos [@’_’—a)n (z—a)| +0(n7%).

Finalement on a

®; (2, 0) = 2 {(—5:"—0—)71} N cos [nn%{%] +0(n73).

De la méme facons on trouve



®, (z,\,) = azcos [ﬂnﬂ} +0(3).

(b=c)

Les preuves des autres se font de maniére identique.

22




Chapitre 2

PROBLEME DE
STURM-LIOUVILLE A
COEFFICIENT DISCONTINU
AVEC PARAMETRE SPECTRAL
DANS LES CONDITIONS AUX

LIMITES.
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2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapit;e on aborde ’étude d’un probléme de Sturm-Liouville & coeflicient
discontinu, contenant le parameétre spectral uniquement dans les conditions aux limites.
Tout d’abord on donne la formulation opératorielle du probléme considéré dans un espace
de Hilbert adéquat, dans lequel l'opérateur engendré par le probléme en question est
svmétrique. Par la suite on établit le comportement asymptotique des valeurs propres et
des fonctions propres. En plus on donne les formules asymptotiques des fonctions propres
normalisées. Un cas particulier d’un tel probléme a été traité dans [3] et [13].

Soit 1'équation suivante

Tu=—u"(z)+q(z)u(z) = Iu(z) T € [a,c[Ule,b] (2-1)

la condition aux limites en r = a

Ly (u) = A (aju(a) — aje’ (a)) — (aau (a) — azu’ (a)) = 0, (2-2)

la condition aux limitesen z = b

Ly (u) = A (Byu (b) — Byu' (b)) + (8w (b) — Bov () = 0, (2-3)

et les conditions de transmission au point de discontinuité z =c¢

Ly(u) =u(c—0)—du(c+0)=0, (2-4)
Ly(u) =4 (c—0)—déu (c+0) =0, . (2-5)
24
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A est un parameétre complexe, g (z) est une fonction réelle continue dans [a, c[ et ]c, ]
et elle a des limites finies quand £ — ¢ £ 0; p;, a;, @, 8;, B: (i = 1,2) sont des nombres
réels tels que :

o} + o] # 0.

[31] + |35] # 0. et nous supposons que § > 0 et

ay  a; Bll B
P1 = > 0, Py = > 0.

iofz Qs B8y B,

2.2 FORMULATION OPERATORIELLE

Nous introduisons un produit scalaire dans l'espace de Hilbert H = Lj[a,b] & C?
et un opérateur symétrique 4 : H — H tel que (2-1)-(2-5) peut étre considéré comme
probléme aux valeurs propres de cet opérateur.

Donc. dans I’espace de Hilbert L [a, b] & C? nous définissons le produit scalaire :

c—0 b

— o [ — 1, &, _
(F.G) = [ f(x)g(a)dz +46 lof (z) g (z)dz + p—1f191 + p2f~292,
pour F=(f(z),f.f) G=(9(z),91,92) -

Nous utiliserons les notations suivantes :

B, (u) = aju(a)— agu' (a),
B, (u) = oju(a)—ayu (a),
By(u) = Byu(b) — By’ (b),

By(u) = Byu(b)— Byu (b).
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Dans I'espace de Hilbert H considérons l'opérateur A de domaine de définition :
4 \

F=(f(z), fi,f2): f(z) et f'(z) sont absolument continues

D(A) =14 dans [a,c[U]c,b] et ont des limites finies quand z — c+£0, (

ngLg[a,b], Lif =0, 1=3,4 fi=B,(f), fo=B,(f).

AFz(TfaBa(f)’_Bb(f))'

D'ou le probléme considéré (2-1)-(2-5) se rameéne au probléme suivant :

AF = \F.

Les valeurs propres et les fonctions propres du probléme (2-1)-(2-5) sont définies
comume valeurs propres et les premiéres composantes des vecteurs propres de ’opérateur
A respectivement.

Théoréme 1 L’opérateur A est symétrique.

Preuve : Soient F, G € D (A4).

Pour montrer que A est symétrique il suffit de montrer que (AF,G) = (F, AG).

En intégrons deux fois par parties nous obtenons

(AF.G) = (F,AG)+W (f.gic—0) W (£.3:0) + W (f,5:b)  (2:6)
_EW (f,Gic+0) + -pl— (B (f) B, (3) - B.(f) Ba ()
:2
+%; (B,(f) By (3) — By (f) B, (3)).

ou. W (f.g:r) le wronskien des fonctions f et g :
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W(f.gz)=f(z)g (z) = f(z) g(z).

Puisque f et g vérifient les conditions aux limites (2-2) et (2-3) nous avons :

(B, BL@) - B(NB.@) = W(/.0), (27
~ (BN B - Bl Bi(@) = W (1,5i0).

Les conditions de transmission (2-4) et (2-5) donnent

W (f,gic—0) = 8W (f,gic+0). (2-8)

Finalement en substituant (2-7) et (2-8) dans (2-6) nous obtenons

(AF,G) = (F,AG) (F,G € D(A)),

donc A est symétrique.
Corollaire 1 Les valeurs propres du probléme (2-1)-(2-5) sont réelles.
Nous pouvons supposer maintenant que toutes les fonctions propres du probléme
(2-1)-(2-5) sont réelles.
Corollaire 2 Soit Ajet A;deux valeurs propres distinctes du probléme (2-1)-(2-5).

Alors les fonctions propres correspondantes ujet u, sont orthogonal i.e

=0 b
: 1 & ,
/ up (1) up (z) dz + 6° / uy (z) ug (z) dz + ;)—B; (w1) BL (ug) + ;—Bb (u1) By (ug) = 0.
1 2
a c+0
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2.3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU SYS-

TEME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS

Pour la suit, nous avons besoin du lemme suivant, qui peut étre prouvé par la méme

technique comme dans la preuve de théoréme 1.5 dans [18].
Lemme 1 Soit g(z) une fonction réelle continue dans [a,b] et f(A), g()\) des

fonctions entiéres données. Alors pour A € C I’équation

Tu=—u"(z)+q(z)u(z) = Iu(z) T € [a,b],

a une solution unique u = u (z, A) qui satisfait aux conditions initiales

u(@ =f (N, ¥ (@) =g() (onu®) =70, wd)=g0N).

Pour chaque x fixé dans [a, b], u (z, A) est une fonction entiére en A.
Soit 0y, () = ¢, (z, M) la solution de I’équation (2-1) dans [a, ¢], satisfait aux condi-

tions initiales

u(a) = —ag + Aah, U (a) = —a; + Aaj. (2-9)

Apres avoir défini cette solution nous pouvons définir la solution ¢y () = ¢, (z, A)

de I'équation (2-1) dans [c, b], avec les conditions initiales

u(e) = 67¢1(cN), (2-10)

u(c) = 07, (c,A).
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Remarque 1 La fonction ¢, (z, ) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition
(2-2). et @y (x. A) a été choisie de sorte qu'elle vérifie les conditions de transmission (2-4)
et (2-5).

De la méme maniére nous devons définir la solution, x,, = X, (z,\) de I’équation

(2-1) dans [c, b}, avec les conditions initiales

u(d) = B, + A8y, u (b) =B, + A8, (2-11)

et la solution Y, = Y; (z.A) de I’équation (2-1) dans [a, c] avec les conditions initiales

u(c) = dxy(z,A), (2-12)

u'(¢) = bxh(c,N).

Remarque 2 La fonction x, (z,A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition
(2-3). et \, (. A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (2-4)
et (2-3).

Nous considérons les wronskiens

w; = Wi(o;,xi2)

= o, (r,\)xi(z,A) = ¢ (z,\) x;(z,A), z€Q (1 =1,2),

ils sont indépendants de z € ; et ils sont des fonctions entieres, ou € = [a,¢],

QQ = [C, b]
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On prend en considération les équations (2-10), (2-12) avec un calcul court on obtient :

wy (A) = 82wy ().

On construit deux bases de solutions de 1’équation (2-1)

1(z,A), cl, 1 (z,A), .l
o(z.) = ¢1(z,A), z€la (2 A) = X1 (z,A), z € g,

@y (z,A), T €lc,b]. X2 (2,)), T €]c,b].

En vertu des équations (2-10) et (2-12) ces solutions vérifient les deux conditions de
transmission (2-4) et (2-5).

Le wronskien des fonctions ¢ (z, ) et x (z,A) est indépendant de la variable x dans
[a.c; U jc. b] et il est une fonction entiére pour chaque x fixé dans [a, c[U]c, b] .

Notons par w (\) le Wronskien des fonctions ¢ (z, A) et x (z, ),

Il est clair que

w(A) = w; (A) = 6wy (N) .

Théoréme 2 Les valeurs propres du probléme (2-1)-(2-5) coincident avec les zéros
de la fonction w ().

Preuve : Soit w()\¢) = 0. Nous montrerons que x (z,Ag) est une fonction propre.
Par définition de cette solution, x (z, \¢) satisfait aux conditions aux limite (2-3). Puisque

u (Xo) = 0. les fonctions ¢, (z, \g) et x; (z, Ao) sont linéairement dépandantes, i e

¢1 (:E, )‘0) = lel (:IJ, AO) RS [aa C] )
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pour k; # 0. Par conséquent, la fonction x (z, Ap) satisfait aussi & la condition (2-2).
Comme la solution x (z, \g) satisfait aux conditions de transmission (2-4) et (2-5). nous
avons donc x (z, Ag) est une fonction propre du probléme (2-1)-(2-3) correspondante 4 la
valeur propre Ag.

Soit ug (z) une fonction propre correspondant & la valeur propre Ag, mais nous suppo-
sons que w (Ag) # 0. Alors ¢, (z, Ao) et x; (z, o), @5 (2, Ao) €t x5 (T. o) seraient linéaire-
ment indépendants dans [a, ¢] et [c, b], respectivement. Alors la fonction ug () peut étre

représentée sous la forme

10, (2, Ao) + c2x1 (@, Xo) , = € [a. ].
Ug (I) =
c3ds (T, Mo) + caXy (T, Ao), x € ]e.b].

ou au moins une des constantes c;, ¢z, c3, ¢4 n’est pas nulle.

On applique les conditions de transmission (2-4) et (2-5) & cette représentation de
uq (z) et on prend en considération les conditions initiales (2-10) et (2-12) pour o, (r. Ag!
et x; (z, A\o) respectivement, nous obtenons

(Cl - 63)¢1 (C, )\0) + (CQ - C4)X1 (C. /\0) = 0. ' _
(2-13)
(c1 — ¢3)8] (e, M) + (c2 — ca)x] (¢, Ao) = 0.

On considér ces égalités comme un systéme homogeéne d’équations linéaires des va-

riables ¢; — ¢3 et ¢y — ¢4 nous avons

¢y —c¢3 =10, Ccy — ¢g = 0.

Puisque le déterminant de (2-13) égal & wy (\) # 0. Donc ¢; = ¢3 et ¢2 = ¢y. Par

conséquent la fonction propre ug (z) est représentée par :
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ug (1) = c10 (2, Ag) + cax (z, Ao) . 4k #0.

On applique maintenant les conditions aux limites (2-2) et (2-3) & cette représen-
tation et on prend en compte les conditions (2-9) et (2-11) pour ¢; (z, Ao) et x5 (z, o),

respectivement, nous obtenons :

Li{uy(x)) = ali(o(x, X))+ oLy (x (2, X))
= cLy (x (2. Xo))
= ¢ ((=a) +Aa}) x(a, o) = (—a2 + Aay) X' (a, Ao))

= (U1 (/\0) = O,

de la méme facon. on obtient

Ly (ug (1)) = crwz (Ao) = 0.

Par conséquent. ¢; = 0 et ¢; = 0, puisque w; (Ag) # 0 et wq (Ag) # 0. Nous obtenons
donc la contradiction avec ¢; = ¢y = ¢3 = ¢4 = 0, laquelle compléte la preuve.

Lemme 2 Soit A = s%. Alors on a les équations intégrales suivantes pour k=0 et

o
fl
—
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a d*

g (2.0) = (—a2+ s’a)) 7ok €08 [s (z — a)) (2-14)
dk
G (—ay + s*a)}) F sin[s (r — a)]
17 &
+3 [ owsinls(@—y)lay) ¢ (y,A) dy,
dk 1 dk
w% (z,A) = 6 ¢;(c, N EFCOS [s(z = ¢)] (2-15)
425764 (6,0) Lo sinfs (2 - o)
5 1(6A) 7 sins(z — ¢

Tk
5/ = sinfs (2 ~ )] 4 (4) 62 (v, ) dy.

Preuve : Pour le prouver il suffit de remplacer s%¢; (y,A) + @7 (y,A) au lieu de
q{y) o, (y. A) dans le terme intégrale de I’équation (2-14), et remplacer s%¢, (y,A) +
Os (y.A) au lieu de q(y) @, (v, \) dans le terme intégrale de I’équation (2-15) et on in-
tégre deux fois par parties.

Lemme 3 Soit A = s2. Alors, pour || — 00, on a les égalités asymptotiques suivantes.

1) Pour a3 # 0

_d_k_‘ (z.)) = & '_‘.ji s(s(z — )]+O(| ‘k“ It!(r—a)) (2-16)
dxkcpl . =38 Qdek cos(s{T —a S € R -
. -1.2 1 dk
d—I;Q)Q (.’L‘, )\) = 0 s 023{1}7 CcOSs [S (2’] - a)] (2—17)

10 (,S!k-H e|t|(:c——a)> '
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2) Pour a5 =0

a* d*

o 1 (z,A) = 157 sins(z —a)]+ O (lsl eltl== “)) (2-18)
k k
d ¢2 (z,A) = —5”10/15% sin [s (z — a)] (2-19)

+0 (Jsl* ===

Preuve : La formule asymptotique de ¢, (z,\) a été obtenue de la méme facon que
(4. lemme 1] et [18, lemme 1.7] mais elle est semblable 4 la formule de la solution ¢, (z, A)

que nous formulerons sans preuve.

Soit aj # 0. On substitue (2-16) dans (2-15) pour k=0, nous obtenons

¢y (z,)) = 6 's*alcoss(c— a)]coss(z — c)] (2-20)

—67ts%alsin[s (¢ — a)]sin[s (z — ¢)]

T

+% /sin [s(z—y)]a(y) d2(y,A) dy

[

+0 (Js] M=)

On multiplie par |s| ™% e~!4(==%) et on note

F(z,A) = [s] " e @29, (2, ),

on obtient
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F.d) = s8] 2 e M=) (5716204 cos [s (¢ — a)] cos [s (z — c)]

—67 s*aysin(s (c - a)]sin[s (z — ¢)]

+% / sins (¢~ y)] ¢ (y) ¢2 (¥, A) dy) + O <l> '

S

On pose M (A) = max |F (z, A)| en obtient

A

T€(c.b]

: M
M(N) < |07ah] + '—r
S

pour My > 0. Par conséquent M (A) = O (1) quand || — oo,donc

0y (2. X) = O (|s|? 1= .

(2-21)

On substitue (2-21) dans (2-20) cela nous donne (2-17) pour le cas k=0. le cas k=1

en appliquant la méme procédure.

La preuve de la formule (2-19) est semblable a celle de (2-17).

Théoréme 3 Soit A = s?, pour la représentation asymptotique des fonctions w ()

on a o

Cas 1 :si 35 # 0 et a) # 0, alors

w(N) = Bhabs®dsin[s (b—a)] + O (|S|4 lile=a)y

Cas 2 : si 3, #0et ab, =0, alors

w(A) = 3hasid cos[s (b—a)] + O (|s|* =) .
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Cas 3 :si 3, =0 et o) # 0, alors

w(X) = Bass*é cos s (b— a)] + O (]s]* =) . (2-24)

Cas 4 :si 3, =0 et o) =0, alors

w(A) = —Ba}s*sin[s (b — a)] + O (|s]* elt=2) | (2-25)

Preuve : Nous considérons le cas 1, posons z = b dans la fonction w (1), on a

0% (05 (b, A) (B + ABY) — 5 (b, A) (B2 + ABY)) .

En substituons (2-17) dans w (A) on obtient (2-22). Pour les autres cas on procede de
la méme facon.

Corollaire 3 Les valeurs propres du probléme (2-1)-(2-5) sont bornées inférieurement.

preuve : posons s = it (t > 0) dans les formules (2-22)-(2-23)-(2-24)-(2-25), on
obtient w (—t°) — oc quand t — oc. Par conséquent w (\) # 0 pour A négatif et suffi-

samment grand en module.
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2.4 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VA-

LEURS PROPRES

Nous sommes maintenant préts a trouver les valeurs propres du probléme considéré
(2-1)-(2-5).

Puisque les valeurs propres coincident avec les zéros des fonctions entiéres w (1)), il
s'ensuit qu’elles n'ont aucune limite finie. De plus, toutes les valeurs propres sont réelles
et bornées inférieurement d’apres les corollaires 1 et 3. Par conséquent nous pouvons les
renumeéroter comme Ag < A; < A < ...

Théoréme 4 )\ = s, s = g+it. Alors, les formules asymptotiques des valeurs propres
du probléme (é-l)-(2-5) ont la représentation suivantes :

Cas 1 :si 3, #0eta)+#0, alors

5 = ((bi@) (n-2)+o(%>‘ (2-26)

() e e

()0 e

oo = <(bfa)>(n—1)+o(%>. (2-29)



Preuve : Soit 35 # 0 et a) # 0. On note par w; (s) et w, (s) le premier et le second
terme respectivement de (2-22).

Nous appliquerons le théoréme de Rouche dans un contour suffisamment grand, il

suit que wj (s) et wy (s) ont le méme nombre de zéros & l'intérieur du contour. D’ou si

Ao < A; < Ay, sont les zéros de w (s) et A, = s2, nous avons

= (Gg) -2 46

™

powr n suffisamment grand, et |0, < 3p—a) Pour n suffisamment grand. En remplagant

dans {2-22) nous obtenons

(571:0("7‘]7:‘).

Ce qui compléte la preuve du cas 1. Les preuves des autres cas sont semblables.

2.5 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES FONC-

TIONS PROPRES

Théoréme 5. Les fonctions propres du probléme (2-1)-(2-5) admettent les représen-
tations asymptotiques suivantes :

Cas 1: si 3, #0eta)#0,alors

ay [7 (7)) (n —2)]2cos [’N(’I’I —2)9—'—9} +0(n), z € la,c,

(b—a
.2

)
6'1[' ! (n—Z)J-dzcos[vr(n—2)@] +0(n), z€]lgb].

=) (6=a)
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Cas 2 :si 3, # 0 et o) = 0, alors

) (-

IOIW

o(r. Ap) = ( ) sin [”( n-3) u] +0(1), z€la,c|,

=
—(ﬂ@-}a—)(n— ))5 alsm[ (é:)]%—O 1), z€leb].

Cas 3 :si 3, =0 et a) # 0, alors

aj P"(bia) (n—%)]zcos[ ( —%) %—2)2] O(n), z € la, [,

2
ek (1= 3)] T abcos [x(n- 3 3] +Om), 2 el

Cas 4 : 31 3, =0 et ap =0, alors

—a/ (7(bi0)) (n —1)sin [ﬂ (n—1) g(i—:%] +0(1),z€ [a,c,

-~

-—ILn = (n—l)} 6‘la'§sin[ (n—l)g(—b—#]+0( ), ¢ €lc,b].

Preuve : Nous considérons le cas 1.

On trouve avec un simple calcul et on utilisant (2-26)-(2-16) que :

COs ‘Sn (r —a)

- 2
(50)% = %ﬁ(bia‘,‘ (n— 2)} +0(1),

donc

(2-32)

(2-33)

(sn)2cosis, (r —a)] = [(7(bia)) (n— 2)}2 cos [T(T_-l_-a (n—2)(z— a)] +0(n).

Finalement on a

o (J:.,Xn)zafz{ o) (71—2)]2cos ['n(n—Z)ﬁ(—b—a)l] + 0O (n).

De laméme facons on trouve

2
0y (1. M) =671 [WZb-]:—a) (n — 2)} &, cos [’K (n—2) %—:—3} +0(n).
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Les preuves des autres cas se font de la méme fagon.

2.6 LES FORMULES ASYMPTOTIQUES POUR LES

NORMES DES VECTEURS PROPRES

Dans cette section nous obtenons des normes des vecteurs propres

o(z, An)

®.=| B (o(z.\) | n=0,1,2.... (2-34)

B, (9 (z, An))
Il est clair que les trois composantes de ®,, sont les vecteurs propres de l'opérateur A
correspondant aux valeurs propres A,. Pour n # m,
(®,,®,,) =0, nm=20,12,...;

puisque A est symétrique. On note

¢z
R T
il est clair que
¥ (2, An)
Vo= | Blw(@) |+ nmm=0L2.., (2-35)

sont orthonormés.
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.4.‘1171 = /\n\yn et (‘Pn, \Ilm> = 5nma

Lemme 4 On a les égalités asymptotiques suivantes :

1) Pour a, # 0

B, (0(x.A)) =0(n), By(¢(z, M) =0(n). (2-36)

2) Pour a5 =0

B,(o(z.Ax)) =0(1), By(é(z, M) =0(1). (2-37)

Preuve : De l'égalité w (A,) =0 on a

AnBg (0 (2. A)) = Ba (¢ (z,An)) = 0. (2-38)

Soit ajy = 0. Alors de (2-16) nous obtenons

B, (0(2.2n)) = 010, (@ An) — a2, (@, An) = 10 (|sa]?) — @20 (|sal’) -

D’aprés le théoréme 4 nous avons

B. (¢ (z,20)) = 0 (n%). (2-39)

On substitue (2-39) dans (2-38) nous avons
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By (¢(z.An)) = O (n).

Les preuves des autres cas se font de la méme fagon.
Théoréme 6 Les formules asymptotiques des normes des vecteurs propres ®, sont
données par :

Cas1:si3,#0etab#0

/ _ 2 20, _
jont =4 = (322)] \/‘5 o g t02¢ 4 om). (2-40)
Cas 2:si 35 #0etay=0
/ n—3 20, —_
tléniiz%[wﬁ_;)} \/5 (c "2)“’ Croq). (2-41)
Cas 3:si3,=0eta)#0
! n—3\1? 2(c— —C
lea) = 52 [ (322)] \/‘” D8 om. (2-42)
Cas4:s13,=0etap=0
/ 2(n_ -
i|®n1i=%[w<’;:i)} \/5 (c a2)+b “+0q). (2-43)

Preuve : Soit 35 # 0 et aj # 0. Dans ce cas, en utilisant (2-30) nous avons
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/(o(x,x,,)>2dx = ag—’/ Hw’;:jrcos [ﬂ(n—Z) E‘Z:;‘))J +O(n)rdac

c

} /(1 + cos(2m (n — 2) ((;:Z))))dx—f— 0 (n3)

il
IQI,?':‘
—
5
N
o | =
b
IS N
N—

a

”‘2)]4(c—a)+o(n3).

It
|8,
—
N
VRS
o~
|
o

Il suit que :

b
1@, 11 = /(o(r, An))? da + ;}— (Bl (¢ (z. M) + pi? (By (6 (2, M)

et en utilisont (2-36) on obtient

d'ou
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Les preuves des autres cas se font de la méme maniére.

2.7 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES FONC-

TIONS PROPRES NORMALISEES

Théoréme 7 Les premiéres composantes des vecteurs propres normalisées, pour
A — ¢, ont les représentations asymptotiques suivantes.

Cas 1:si 3, #0eta)#0

) (%) s [ra- 0§ +0(d) s elod
s (%) \freimm cos [r(n -2 5] + 0 () w eJet].

Cas 2:s1 3, #0eta),=0

i

" dsg:tl(f%),/msin[w(n—%)%’:—:g]+O(%),$€[a,c[,
vo ()=

2 : 3
sgn (%-) \ Frams sin [7r (n—32)

Cas 3:s1 3,=0eta)#0

>~
AE

b::)] +0 (%), zele.

Cas4:si 3, =0etap,=0
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k-

]—}—O(i—),xe[a,c[,

>y

—~

Q

~

) 6sgn(i)‘/?(c—_§msin[w(n~l) —
vy () =

sgn %?-) msin [W(n—l)%ﬁ;] +0 (%), zelet].

Preuve : Soit 3, 5 0 et a) # 0. dans ce cas, en utilisant (2-40) nous avons

1 3] (1b=a)? 2 1
ENEA (7rn—2> \/52(c—a)+b—c+0<n3>’

de cette équation et de (2-30) pour les fonctions propres normalisées on a

v () =T

ainsi on obtient ’expression asymptotique exigée.

Les preuves des autres cas se font d’'une maniére similaire.
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Chapitre 3

PROBLEME DE
STURM-LIOUVILLE A
COEFFICIENT DISCONTINU
AVEC PARAMETRE SPECTRAL
DANS LES CONDITIONS AUX
LIMITES ET DANS LES
CONDITIONS DE -

TRANSMISSION.
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3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre on aborde I’é¢tude d’un probléme de Sturm-Liouville & coefficient
discontinu, contenant le parametre spectral dans les deux conditions aux limites et dans
les deux conditions de transmission. Tout d’abord on donne la formulation opératorielle du
probléme considéré dans un espace de Hilbert adéquat, dans lequel I'opérateur engendré
par le probleme en question est symétrique. Par la suite on établit le comportement
asvmptotique des valeurs propres et des fonctions propres. Un cas particulier d’'un tel
probléme & été traité dans [3].

Soit I'équation suivante

Tu=—p(z)u" (z) + q(2)u(z) = du(z) z € [a,c[Ule,b], (3-1)

la condition aux limites en r = a

Ly () = A(aju(a) — ayt (a)) — (cyu(a) — azu’ (a)) =0, (3-2)

la condition aux limitesen z = b

Ly (u) = A (31u (b) — 8yu’ (b)) + (Byu (b) — Byv' (b)) = 0, (3-3)

et les conditions de transmission au point de discontinuité z =c

L3 (u) = u(c+0)—u(c—0)— o' (c+0) =0, (3-4)

Li(w)=u(c+0)—u(c—0)+ Myu(c—0)=0. (3-5)
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‘ ;17 pour I € [a,c],
P(r)= !

B% pour x € Jc, b].

A est un parameétre complexe, g () est une fonction réelle continue dans [a, c[ et ]c, b]

et elle a des limites finies quand @+ — ¢ £ 0; p;, oy, @, 3, 5; (i = 1,2) sont des nombres

réels telles que :

ati = lag) 7 0.

311+ |35 # 0. et nous supposons que 6; > 0, §; > 0, et
’
! a; o | 34 5,
Py = |>0. p,= > 0.
|
l ay  az | 8y B

3.2 FORMULATION OPERATORIELLE
Nous introduisons un produit scalaire dans 1’espace de Hilbert H = L [a,b] & C*
et un opérateur symétrique 4 : H — H tel que (3-1)-(3-5) peut étre considéré comme

probléme aux valeurs propres de cet opérateur.

Donc. dans I'espace de Hilbert L, [a, b] & C* nous définissons le produit scalaire

c—0 b
] _ 1 1 1, 1,
F.G)=p / f(2) 7@z + 23 / f(2)T@)de + AT+ — folis + - 5T + ~ a7
P1 P2 oy P
a c+0
powr F = (f(z),f1.f2 f3,fs) G=1(9(2),91,92 93 94) -

Nous utiliserons les notations suivantes :
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B, (“)
B, (u)
Bb (u)

By (u)

au(a) — au' (a)
aju(a) — ayu’ (a),
Bru(b) — Bou' (b)),
Biu (b) = Byu' (b)
u(c+0)—u(c—0),
oo’ (¢ +0),

4 (c+0) — o (c—0),

—6u(c—0).

Dans l'espace de Hilbert H considérons 'opérateur A de domaine de définition est :
(

D(d) = dans [a,c[U]ec,b] et ont des limites finies quand z — ¢ £ 0,

F=(f(x).f1, fo. f5, fa) : f(z) et f(z) sont absolument continues

7f € Lylab], fy =B

2 () fo=By(f), fs=T.(f), fa=F.(f).

/

AF = (1f,Bo (f), =B (), T. (f), F- (f)) -

D’ou le probléme considéré (3-1)-(3-5) se raméne au probléme suivant :

AF = \F.

Les valeurs propres et les fonctions propres du probléme (3-1)-(3-5) sont définies

comme valeurs propres et les premiéres composantes des vecteurs propres de l'opérateur

A respectivement.

Théoréme 1 l'opérateur A est symétrique.
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Preuve : Soient F. G € D (A).
Pour montrer que A est symétrique il suffit de montrer que (AF,G) = (F, AG).

En intégrons deux fois par parties nous obtenons

(AF.G) = (F.AG)+W (f,g;c—0) =W (f,g;a) + W (f,7;b) (3-6)
P1

3{- (T.(NT @) -T.(HT.@) + = (F.(f) E. (@) - F.(f) F.(3)).

ou. W (7. g:r) le wronskien des fonctions f et g :

Wi(f.gix)=f(z)g (z)— f(x)g(z).

Puisque f et g vérifient les conditions aux limites (3-2) et (3-3) et les conditions de

rransmission (3-4) et (3-5) nous avons :

p%(Ba (f)B.(3) = B.(f) B (@) = W (/.5:0). (37)
i(B;(an(a)—Bb(f)Bz@)) = —W(£.5h),

ST TN - TUA T @)+ 2 (F () FL@) — FL(f) Fe (@) = =W (f,Gic—0)+
W(f.G:c+0).

Finalement substituant (3-7) dans (3-6) nous obtenons :
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(AF.G) = (F,AG) (F.G € D(A)), (3-8)

donc A est svmétrique.
Corollaire 1 Les valeurs propres du probléme (3-1)-(3-5) sont réelles.
Nous pouvons supposer maintenant que toutes les fonctions propres du probléme
(3-1)-(3-3) sont reéelles.
Corollaire 2 Soit Aet A;deux valeurs propres distinctes du probléme (3-1)-(3-5).
Alors les fonctions propres correspondantes ujet u, de ce probléme sont orthogonal i.e

c=0 b
P [ st @) dr + 83 [ s () us (0 o+ A B () B () + B () By ) +

a c+0
~Tc’ (u) T, (u2) + glch’ (w1) F7 (w2) = 0.

3.3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU SYS-

TEME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS

Pour la suite. nous avons besoin du lemme suivant, qui peut étre prouvé par la méme
technique utilisée dans le théoréme 1.5 dans [18].
Lemme 1 Soit ¢ (.r) une fonction réelle continue dans [a, b] et f (A), g (A) des fonctions

entieres données. Alors pour A € C I'équation

Tu=—P(r)u" () +q(z)u(z) = Au(zx) z € [a,b],

a une solution unique u = u (2. A) qui satisfait aux conditions initiales



Pour chaque x fixé dans [a, ], u (z, A) est une fonction entiére en \.
Soit maintenet @, (z) = ®; (z, A) la solution de 'équation (3-1) dans [a, ¢}, satisfait

aux conditions initiales

u(a) = —as + Aay, u'(a) =—a; + Aaj. (3-9)

On utilisons la solution @, (z, A) pour définir la solution @,y (z) = &, (z, ) de

I'équation (3-1) dans [c, b], avec les conditions initiales

u(c) = @1(c,\) + 520 (¢), (3-10)

u(c) = ®(c,A) =628 (c,N).

Remarque 1 La fonction ¢, (2, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition
3-2). et @, (r. A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (3-4)
et (3-3).

De la méme maniére nous devons définir la solution, ¥y, = W5 (z,A) de 'équation

(1-1) dans c. b]. avec les conditions initiales

u(b) = 3,4+ A8y (b) = By + AB,, (3-11)

et la solution ¥, = ¥, (r. \) de I’équation (3-1) dans [a, c] avec les conditions initiales
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u(e) = Wy(z,A) = 82095 (z,)), (3-12)

u'(c) = U,y(e, )+ 8, u(c).

Remarque 2 La fonction ¥, (z, A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie la condition
(3-3). et ¥y (2. A) a été choisie de sorte qu’elle vérifie les conditions de transmission (3-4)
et (3-3).

Nous considérons les wronskiens :

u; = ‘/V,\ ((I)i,‘lj,‘,l)

= (I), (I/\)\Iji(l"/\)_(Di(xa/\)\III(I’A); $691(3=1,2),

ils sont indépendants de x» € Q; et ils sont des fonctions entiéres, on Q; = [a,(],

.

S?Q = 1‘(_‘. bI

On prend en considération les équations (3-10), (3-12) avec un calcul court on obtient

wy (A) = ws (A).

en construit deux bases de solutions de I’équation (3-1)

¢, (2. N), z€la (|, Uy (z,A), z €la .
®(z.0) = ¥ (z,A) =

®y(z.)\). z€]c,b]. Uy (z,A), z €le,b].

En vertu des équations (3-10) et (3-12) ces solutions vérifient les deux conditions de
transmission (3-4) et (3-3).
Le wronskien des fonctions @ (x. A) et ¥ (z, \) est indépendant de la variable x dans
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[a.c[U]c.b] et il est une fonction entiere pour chaque x fixé dans [a,c[U]c, b] .

Notons par w (A) le Wronskien des fonctions ® (z, A) et ¥ (z, \),

w(A) =W (®(z,\),¥(z,)).

Il est clair que

w(A) =w; (A) = wy (N).

Théoréme 2 Les valeurs propres du probléme (3-1)-(3-5) et les zéros de la fonction
1w (A coincident.
Preuve : Soit ug (2) une fonction propre correspond a la valeur propre Ag. Alors la
fonction ug (r) peut étre représenté sous la forme
1Py (2. Xo) + ¥y (x, X)), T € [a, ],
Upg =
03@2 (Cl‘, /\o) + C4\I/2 (;I‘, )\0) , T € ]C, b] s
ol au moins une des constantes c;, cg, ¢3, ¢4 n'est pas nulle.

Considérons les équations

Li (UO (I)) = 0, 1= 1,2,3,4,

comme c'est un systéme d’équations linéaires homogenes des variables c;, ¢z, c3, ¢4

on prend en compte (3-10)-(3-12), il suit que le déterminant de ce systéme est égal a

w® (A).
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Lemme 2 Soit A = s%. Alors on a les équations intégrales suivantes pour k=0 et

k=1.

@1 (I. )\)

dr*

dk
drk

®2 (l‘, >‘)

Preuve :

i dF
(—as + s%a}) 7% 08 [p1s (z — a)]
\ k
“ 53 (o + s°a)) 2% Sin [p15 (z — a))

D1 J d* )
+ 5 | 7% sin[p1s (z — y)] ¢ (y) @1 (y, \) dy,

dk
1 a*

+_]_D_Scp’ (e, \) — e - sin [p2s (z — ¢)]

— cos [p2s (z — ¢)]

P2 | a*
+S - —— sin [p2s (v — y)] g (y) P2 (v, A) dy.

C

(3-13)

(3-14)

Pour le prouver il suffit de remplacer q(y) ®; (y,\) par s2®; (y,\) +

p(y) ®7 (y. \) dans le terme intégral de I’équation (3-13), et remplacer ¢ (y) 2 (y, A) par

<Py (y. A} — ply) @4 (y. A) dans le terme intégral de I’équation (3-14) et on intégre deux

fols par parties.

Lemme 3 Soit A = s%. Alors, pour || — oo, on a les égalités asymptotiques suivantes.

1) Pour a5 # 0

L.

dx*k

k

d ( 2. d z—a
—®; (2.)) = s*ah=— cos [p1s(z —a)]+0O (lslk+1 eltlPi( )) ,

15}

(3-15)



ik dk

( - - ) 4 .
'd:_;‘b'z (2.0) = —6,825%) cos[p1s(c— a)) < C0s [p2s (z — ¢)] (3-16)
+0 (|S|k+5 elti(Pl(c—a)+P2(z—C))> ,
2) Pour a5 =0
d* say d* k ltiea
d—l‘I(I’l (.I‘. )\) = —E‘a—x—g sin [p18 (1‘ — a)] + O (|8! BM( )) y (3-17)
& o s o1 "
FCDQ (r.A) = s 0102015 sin [p1s (¢ — a)] Sk 008 [p2s (z — ¢)] (3-18)

+0 (is!k-}-‘i elt{(Pl(c——a)-f—Pz(x—c))) ‘

Preuve : La formule asvmptotique de ®; (z, \) a été obtenue avec la méme facon
que 4. lemme 1] et [18. lemme 1.7] mais semblable a la formule de la solution ®; (z, A)
que nous formulerons sans preuve.

Soit a) # 0. On substitue (3-15) dans (3-14) pour k=0, nous obtenons
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LS

2

. (%) O + (fip (Y A) 2 (R) b [(f — ) s2d] ws %*

[(0 — ) std) wis [(v — 2) s1d] s00 5/08519;_
. 7z 1 z Zd
(0 = 2) std]wis [(v — 9) sld] wis s A he
(0 — z) std] s00 [(v — ) s1d] s00 v 5 ToTo—

[(0 — z) std] s00 [(v — 2) s1d] uts S0 s1dCo—

[(0 — ) s2d] soo [(0 — 0) s1d] 800 Z/Dzs)((O—Z)Zd+(v—s)1d)1zl—9 9_ys| = (¢1)4

WATIQO U0

C(XCT) 2D (omayig -t (v—2) 1) 1] =2 9_|5" = (Y1) 4

9J0U UO 989 (5.4 tsl red aridumu up

o+ (0=2)1g) 1~ g

' (<<v—w>za+<v~o)u>m9 QISD o+
fip (x ‘f) e () b [(A — z) std] u;s/ %+

[(0 — ) s2d] uis [( — ) s1d] s00 Zpgslg%—

4
P z d

(0 — z) std]uis [(v — o) s'd] wis 8 A

[(0 — z) std] 500 [(v — 9) s1d] 500 SO 5T 9To—

(0 — ) s2d] soo [(v — 0) std] s SO s TdTp—

(61-¢) (0 — ) s2d] s00 (v — 9) s1d] o0 T0,s = (°2) %



On pose M (\) = m{eog} |F'(x, A)| on obtient
reic,

) M,
M (A) < (826,04 + Ts—lg

pour Afy > 0. Par conséquent A () = O (1) quand |A| — oo, donc
0y (2,0) = O (|s|° elfltPr(ema)+Pala=c))) (1-20)

On substitue (3-20) dans (3-19) cela nous donne (3-16) pour le cas k=0. Pour le cas
k=1 on applique le méme procédé.

La preuve de la formule (3-18) est semblable a celle de (3-16).

Théoreme 3 Soit A = s%, pour la représentation asymptotique des fonctions w ()
on a

Cas 1 :si 3, #0et a) #0, alors
wi(A) = —35a50;025%py cos[p1s (c — a)]sin [pas (b — c))] (3-21)
+0 (|s|8 eltl(Pl(c~a)+Pz(b—c))) .

Cas 2: si 3, #0et a, = 0. alors

w(A) = ?3;0’1515238 sin [p1s (¢ — a)] sin [pes (b — ¢)] (3-22)
1

+0 (isV eIt$(J"l(c—a)Jer(b—C))) .

58



Cas 3 :si 3, =0 et oy # 0, alors

w(A) = —310501028° cos[pis (c — a)] cos [pas (b — ¢)]
+0 (|3|7 eltl(Pr (c—a)+Pz(b—c))) )
Cas 4 :si 3, =0 et ap = 0. alors

1 -
w(A) = 13—18'10’1010237 sin [p1s (¢ — a)] cos [pas (b — ¢)]

+0 (Jsff lltPrte=ar+Palo=0)y

Preuve : Nous considérons le cas 1, posons z = b dans la fonction w ()\), on a

w(N) = Oy (b A) T, (b, A) — B, (b A) Uy (b, \)

= o (b, A) (By + ABY) — &, (b, N) (B, + AB3).

(3-23)

(3-24)

En substituons (3-16) dans w () en obtient (3-21). Les autres cas se font de la méme

facon.

Corollaire 3 Les valeurs propres du probléme (3-1)-(3-5) sont bornées inférieurement.

Preuve : Posons s = it (t > 0) dans les formules (3-21)-(3-22)-(3-23)-(3-24) il suit

que w (—t?) — o quand t — oc. par conséquent w (A) # 0 pour A négatif et suffisamment

grand en module.

59



3.4 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VA-

LEURS PROPRES

Maintenant on peut donner le comportement asymptotique des valeurs propres du
probléme considéré (3-1)-(3-5).

Puisque les valeurs propres coincident avec les zéros des fonctions entiéres w (\), il suit
qu'elles n'ont aucune limite finie. De plus, toutes les valeurs propres sont réelles et bornés
inférieurement d’aprés les corollaires 1 et 3. Par conséquent nous pouvons les renuméroter
comme Ag < Ay < Ao <L

Théoréme 4 A = s2. s = o + it. Alors, le comportement asymptotique des valeurs
propres du probléme (3-1)-(3-5) est donné par les formules suivantes :

Cas 1: si 35 # 0 et a) # 0, alors

s = (ﬁ_c)) (n—4)+0 (%) : (3-25)

Cas 2 : si J, # 0 et ay =0, alors

(3-26)

[
o
Il
—
)
o
T‘:z
s
N——
=
|
Rt
+
@)
N
S
N——

Cas 3 :si 3, =0 et a) # 0, alors
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- ) )eod) e

Lo RICHES

Preuve : Soit 3, # 0 et ab # 0. On note par w; (s)et ws (s) le premier et le second

terme respectivement de (3-21).

Nous appliquerons le théoréme de Rouche qui dit que si f (s) et g (s) sont deux
fonctions analyvtiques a l'intérieur d'un contour fermé I', et |g (s)] < [f (s)] sur T, alors

fis) et g(s)+ f(s) ont le méme nombre de zéros a I'intérieur de I', pourvu que chaque

zéro soit compté d'aprés sa multiplicité.

On montre facilement que |w; (8)| > |w2 (s)| dans les contours :

o= {s’=0'+it'/ '] < (%) 1#] < (zﬂiﬁ)}

p2(b—c)
. m(n+1) T(n+1)
I‘t/ — S// — O_// | Zt// (7_’/ < < > , t” S < 7 ,
= e s (2R < (R
pour n suffisamment grand.
Soient Ay < AL < Ny ot <Ay < N <A < ... les zéros de w(N), et A, = s

n
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oun, = O(1)et ni = O(1), plus précisément |1 | < (——"———) et |yt < (

2p2(b—c)

pour n suffisamment grand.

En merttant ceci dans (3-21) nous obtenons :

1 1
n, =0 (—) et m =0 (—-) :
n n

‘2P1(‘f'—'- )

Ce qui complete la preuve de cas 1. Les preuves des autres cas sont seiblables.

3.5 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES 'ONC-

TIONS PROPRES

Théoréme 5 Le comportement asymptotique des fonctions propres du probliine

13-11-(3-3) est donné par les formules suivantes :

Cas 1: si 3, # 0 et ay # 0, alors
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2

( ab KP_R;—_&) (n,—4)J~cos [W(n—4) M] +0(n), z € la, ¢,

- p2(b—c)
! WS N 6 / D (c—a —
S(rN) =0 —4,4, K;;f(g_—i%)] Q; Cos [ﬂ' (n—4) ;;Eb_c)} cos [ (n — 4) Z=5]

+0(n%. xelcbl.

2
a.’2,< x )(n%—%)} cos[w(n+%)((i—:jﬂ+0(n),:cE[a,c[,
Cas 2 :s1 3, # 0 et o), =0, alors

La! (—"—>> (n —4)sin 1:71’ (n—4) p—‘(f—'—al} +0(1), z€a,c[,

T \(pa(bc p2(b—c)
®(z.A,) = [ ;;(nb—_i;ﬂ 910207 5- sin {77 (n—4) (;;(Z:ZZ)} cos [ (n — 4) #=<]

+0(n*), =z €]lgb).

® (1 N = T (m(:—a)) nsin [””S(I_:%} +0(1), z€ad,

" O(n*), zé€]lcb.

Cas 3 :si 3, =0 et a) # 0, alors

alh Kﬁ) (n—{—%)rcos [n(n+%) ME:P_Z] +0(n), z € la,c],

- p2(b—c)
6
or =4 - [ ()] oo [r (0 4) 2] con [ 0+ ) 32

+0m®). zeleb].
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! [(pl(:_a)> (n - %)12003 [7r (n—1) %z_;(‘ﬂ +0(n), € la.c.
rEled].

€ Jc, b]

Cas 4 :s1 3, =0 et ah =0, alors

—o-a) <m(§_c)> (n+3)sin [w (n+3) p;i——l;(f,:z)] +0(1), z€a,c[,

"y r m(n—3 > - / . c—a —c

(r. A= [ Wb—zal)] olowlpil sin {W (n + %) (%(Lb_—c)l)] cos [7r (n + %) ;:—C]
| +0(nY), z€]q}b].

ooy = ) "F (5Em) (B [r (-9 =G + O, s elad,

n

O(n'), =zelgb.

Preuve : Nous considérons le cas 1.
On trouve avec un simple calcul et en utilisant (3-25)-(3-15) :

cos [pys, {(r — a)] = cos [Pl (F;(—zfcj> (n—4)(z - a)] +0 (%) ’

2
(s))

= (E(—;——c/) (n— 4)}2+O(n),

donce —
steos sy (x = )l = [ (mgg ) (= 9)] cos [p1 (g ) (n = 4) (2 — @)] +0 ().
d’ou

O, (2. \,) = a) Km) (n — 4)rcos {w (n — 4) ;‘Tﬂ +0(n).

De la méme facon en trouve

p2(b—c p2(b—c)

®, (2. \) = —8,6, [(M%)r &; cos [w (n—4) mc—_ﬂ] cos [ (n —4) 5] + O (n®).
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Les preuves des autres cas se font de la méme fagon.
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Résumé

Le présent travail est consacré a I’étude d’un probléme de
Sturm-Liouville a coefficients discontinus avec paramétre
spectral dans les conditions aux limites et dans les conditions
de transmission.

On établit le comportement asymptotique des solutions
fondamentales.

On obtient les formules asymptotiques des valeurs propres et

des fonctions propres.



Abstract

This present work is devoted to the study of a problem of
Sturm-Liouville with discontinuous coefficients containing a
spectral parameter in the boundary-value conditions and in
the transmission conditions.

We establish the asymptotic behavior of the fundamental
solutions. |

We obtain the asymptotic formulas of the eigenvalues and

eigenfunctions.
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Résumé

Le présent travail est consacré a ’étude d’un probléme de
Sturm-Liouville a coefficients discontinus avec parameétre
spectral dans les conditions aux limites et dans les conditions
de transmission.

On établit le comportement asymptotique des solutions
fondamentales.

On obtient les formules asymptotiques des valeurs propres et

des fonctions propres.





